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O RÓŻNYCH FORMACH UTRATY STATECZNOŚCI BLACHY PODDAWANEJ ROZCIĄGANIU
W STANIE PLASTYCZNYM

ZDZISŁAW MARCINIAK (WARSZAWA)

1. Wstęp

Ogólną cechą utraty stateczności blachy poddanej jedno- lub dwuosiowemu rozciąganiu
w zakresie plastycznym jest to, że mimo istnienia np. w pewnym obszarze jednorodnego
(płaskiego) stanu naprężeń, powstać w nim może niejednorodne pole odkształceń. Z chwilą
utraty stateczności odkształcenia koncentrują się w pewnych tylko obszarach ciała, pod-
czas gdy pozostałe obszary, leżące poza zasięgiem koncentracji odkształceń, są bądź odcią-
żane i przechodzą w stan sprężysty, bądź też doznają stopniowo zanikających odkształceń
plastycznych. Ta koncentracja odkształceń zależnie od warunków może przybierać różne
formy. W niniejszej pracy zanalizowano trzy najważniejsze formy utraty stateczności
rozciąganych powłok plastycznych, mianowicie:

r
Rys. 1

,L

T
1. Tworzenie się miejscowego przewężenia tzw. szyjki (rys. la) w ciele o początkowo

niezmiennym przekroju poprzecznym, poddanym rozciąganiu siłą osiową. Do tej formy
utraty stateczności zaliczyć również można np. zwiększanie średnicy na pewnym odcinku
rury, poddanej wewnętrznemu ciśnieniu (wybrzuszenie) lub miejscowe zwężenie rury
poddanej jednoosiowemu rozciąganiu. We wszystkich tych przypadkach odkształcenie
rozkłada się nierównomiernie wzdłuż osi próbki, a zasięg obszaru, w którym koncentruje
się odkształcenie (szyjki), zależy od wymiarów przekroju poprzecznego ciała, a więc np.
od szerokości płaskiej próbki czy średnicy rury. Nie zależy natomiast od grubości ścianki.
Tę postać utraty stateczności oznaczać będziemy w.dalszej części pracy jako niestateczność
typu I.
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2. Powstanie nieciągłości w polu odkształceń powłoki wg rys. lb. Jak wykazał R. HILL
[1], tego rodzaju nieciągłość kinematyczna może powstać wtedy, gdy granica oddzielająca
obszar B ulegający dalszemu odkształceniu od obszaru A, w którym zachodzi odciążenie,
pokrywa się z charakterystyką równań pola naprężeń. Długość tej linii granicznej nie
ulega zmianie w czasie odkształcenia. W odróżnieniu od popfzednio omówionej ta forma
utraty stateczności ma charakter lokalny. Zasięg tworzącej się bruzdy w kierunku do niej
prostopadłym nie zależy bowiem od szerokości próbki, a jedynie od grubości blachy. Tę
postać utraty stateczności oznaczać będziemy jako typ II.

3. Miejscowe zmniejszanie się grubości blachy wzdłuż pewnej linii (bruzdy), która
jak to wykazano w dalszej części pracy biegnie w zasadzie prostopadle do kierunku więk-
szego z naprężeń głównych (rys. lc). W odróżnieniu od obu poprzednio omówionych
przypadków, w których następowało odciążenie materiału leżącego poza szyjką czy bruzdą,
procesom koncentracji odkształceń w bruździe towarzyszy tu stopniowo zanikające pla-
styczne odkształcenie powłoki poza bruzdą. Ta forma utraty stateczności została zanalizo-
wana przez autora w pracach [2 i 3]. Będzie to III typ niestateczności.

Celem niniejszej pracy jest analiza warunków, w których możliwe jest powstanie każdej
z wymienionych wyżej form niestateczności oraz porównanie wniosków wynikających
z tej analizy z wynikami doświadczeń. Ponieważ pierwsza z wymienionych form, a więc
«szyjka», wyrażająca utratę stateczności danego ciała traktowanego jako całość, powstać
może tylko w specjalnych i łatwych do sprecyzowania okolicznościach, przeto w dalszej.
części pracy zajmiemy się przede wszystkim sprecyzowaniem warunków, w których mogą
się pojawić dwie pozostałe formy dotyczące lokalnej utraty stateczności elementu powłoki.

2. Wpływ kierunku bruzdy na przebieg procesu jej powstawania

Aby sprecyzować warunki, w których mogą się tworzyć bruzdy typu II lub III, zanali-
zujmy przebieg tworzenia się bruzd typu III w zależności od kąta nachylenia bruzdy w sto-
sunku do kierunków głównych, przy różnych schematach obciążenia powłoki (stosunku
naprężeń głównych <r2/ffi). Rozpatrzmy w tym celu element powłoki (rys. 2), na którego

1,0

Odkształcenie zastępcze poza
bruzdą ęi

<Pgr

8

Rys. 2

krawędzie działają naprężenia główne oi i a2, przy czym ffi > a^. Wyobraźmy sobie, że
element ten przecina pod kątem a pas B o zmniejszonej grubości. Grubość blachy w obszarze
B, reprezentującym bruzdę, jest równa gB, podczas gdy w obu sąsiednich obszarach A
wynosi ona gA, przy czym gA>gB- Ta niejednorodność geometryczna wyrażająca się



FORMY UTRATY STATECZNOŚCI BLACHY 279

niejednakową grubością blachy reprezentuje dowolną niejednorodność materiału, spowo-
dowaną na przykład pasmowym układem zanieczyszczeń, różnicą własności plastycznych
materiału itp. Każdą bowiem tego typu niejednorodność własności fizycznych można
zastąpić równoważną jej niejednorodnością geometryczną, wyrażającą się współczynnikiem

/ = BBISA, przy czym zakłada się, że materiał jest już pod względem własności fizycznych
idealnie jednorodny i izotropowy.

Ponieważ dokonywana analiza ma na celu wyciągnięcie wniosków o charakterze jedynie
jakościowym, przeto pominiemy w tym rozumowaniu zjawisko umacniania się materiału
zakładając tzw. idealną plastyczność (apA = apB = ap).

Jeżeli przyjmiemy nowy układ osi x, y nachylony do kierunków głównych pod kątem cc,
to składowe stanu naprężenia w obszarze A wyrażą się jak następuje:

(2.1) ax = ff1 cos2a+o-2sin2a, cy = c1sin2a+cr2cos2a, rxy — (ax—cr2)sinacosa.

Z warunków równowagi sił prostopadłych i stycznych do linii granicznej wynika, że od-
powiednie naprężenia axB i ryxB w obszarze B wynoszą:

(2.2), <yxB = Y> r*>» = JIf-> P^y czym / = - g - .

Trzecia składowa stanu naprężenia, mianowicie naprężenie uyB, może zmienić się na
linii granicznej skokowo w sposób, który już nie wynika z warunków równowagi. Napręże-
nie to spełnić jednak musi warunek plastyczności w obszarze B, który dla płaskiego stanu
naprężenia (<r3 = 0) napiszemy w postaci

(2.3) alB-OzBĆyB + GyB+lńyB = <*\-

Po podstawieniu do tego warunku związków (2.2) otrzymamy równanie kwadratowe

(2.4)

z którego można wyznaczyć szukane naprężenie ayB:

(2.5) ayB =

Wyrażenie pod pierwiastkiem można przekształcić odejmując stronami od warunku pla-
styczności dla obszaru A .

tożsamość

Otrzymamy wtedy związek

Po podstawieniu tej zależności do równania (2.5) przybierze ono postać

(2.6) ayB = ~ ± -
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Odkształcenia obu rozpatrywanych obszarów A i B wynikają z istniejących tam stanów
naprężeń, a ponadto są z sobą związane kinematycznym warunkiem, aby odkształcenie
<py po obu stronach linii nieciągłości było sobie równe, a zatem

fyB = <PyA = <Py

Załóżmy, że w pewnym okresie czasu obszar A doznał przyrostu odkształcenia df;, któremu
zgodnie z prawem płynięcia towarzyszył przyrost składowej d<py

(2.7) dq)y==^f^Ld(ph

Ubytek grubości tej części powłoki wynosi wówczas

Zachodzący w tym samym czasie ubytek grubości obszaru B wyraża się związkiem

/i n\ "gB i ffxB °\>B j(2.9) = dtyiB — —z —d<Py>

przy czym w obu związkach (2.8)—(2.9) występuje wielkość dcpy wyrażająca przyrost dłu-
gości wspólnej linii granicznej oddzielającej obszary A i B.

Z definicji współczynnika niejednorodności / = gB/gA wynika, że jego przyrost df
wyrazić można przez przyrosty odkształceń dy3A i dcp3B jak następuje:

df=-
g\

lub

(2.10) df= — I — — I, a więc ~F = d(piB—dq>iA.
ó A. \ OD oA I

Po uwzględnieniu związków (2.8), (2.9) i (2.7) wyrażenie (2.10) przybierze postać

dj I OsB + fjifl ax-rffy \ *-ay—ax j
f \2ayB—axB 2<sy—ox] 2ap

W powyższym równaniu można wyiazić składowe naprężeń axB i ayB przez składowe ax i ay

zgodnie z zależnościami (2.1) oraz (2.6). Po dokonaniu prostych przekształceń otrzymamy
równanie różniczkowe

w którym K i L są następującymi funkcjami składowych stanu naprężenia w obszarze A:

,„ ,„s 3 o1* 1

2 a

Dla danego stanu naprężenia określonego wartościami naprężeń głównych <ii i <r2

współczynniki Ki L zależą jedynie od kąta a: K(a) i L(a).
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Całkowanie równania (2.11) pozwala wyznaczyć przebieg procesu formowania się
bruzdy, a więc wyrazić stosunek grubości części B i A (gBlgA=f), jako funkcję odkształ-
cenia zastępczego <p( powłoki poza przewężeniem (w części A). Przebieg tej zależności
przedstawia wykres po prawej stronie rys. 2. Należy podkreślić, że dla uzyskania tej za-
leżności konieczne jest założenie w ramach stałej całkowania pewnej wstępnej niejedno-
rodności powłoki /o = gmlgAa • Jak wynika z wykresu na rys. 2, w miarę odkształcania się
części A niejednorodność ta stopniowo się pogłębia, gdyż coraz to większemu odkształceniu
w bruździe (części S) odpowiada stopniowo zanikające odkształcenie obszarów sąsiednich
(części A). Tę fazę procesu kształtowania się miejscowego przewężenia (bruzdy) nazwiemy
fazą quasi-stateczną. Wreszcie, gdy współczynnik niejednorodności osiągnie pewną gra-
niczną wartość feI całe odkształcenie powłoki koncentruje się wyłącznie w bruździe, pod-
czas gdy obszary z nią sąsiadujące ulegają odciążeniu i przechodzą w stan sprężysty. Jest
to oznaką wejścia w fazę pełnej niestateczności powłoki, podczas której odkształcenie
obszarów sąsiadujących z bruzdą jest stałe i wynosi q>gT. Proces utraty stateczności może
być w pewnej chwili przerwany pęknięciem blachy w najbardziej osłabionym przekroju
powłoki, przy czym zależnie od rodzaju materiału utrata spójności może nastąpić bądź
w fazie pełnej utraty stateczności, bądź też w fazie ąuasi-statecznej.

Dla danego stanu naprężenia, określonego wartościami naprężeń głównych ffi i o-2,
graniczna wartość odkształcenia <pel zależy jedynie od założonej wstępnej niejednorodności
powłoki/o oraz od kąta a pochylenia rozpatrywanej bruzdy względem kierunków głównych,
a więc <per = cpgr(fo, a). Przebieg tych funkcji dla trzech różnych stanów naprężenia po-
włoki wyznaczony na podstawie numerycznego całkowania równania (2.11) został przed-
stawiony po prawej stronie rysunków 3, 4, 5 sporządzonych w biegunowym układzie współ-
rzędnych cpgI, a.

Przypadek jednoosiowego rozciągania (gdy a2 — 0) ilustruje rys. 3. Widać z niego, że
istnieją w tym przypadku dwa szczególne kierunki pochylone do jednego z kierunków
głównych pod kątem <xB = 35°15', wzdłuż których pojawić się może bruzda nawet w przy-
padku powłoki całkowicie jednorodnej (gdy/o = 1). Pojawienie się bruzdy w tych kierun-
kach towarzyszy odciążeniu pozostałych obszarów powłoki (<pei. = 0), a więc następuje
od razu pełna niestateczność powłoki nie poprzedzona fazą quasi-stateczną. Łatwo za-
uważyć, że kierunki te pokrywają się z liniami dopuszczalnych nieciągłości w polu kinema-
tycznym (charakterystyki), a więc zgodnie z oznaczeniami podanymi na początku utrata
stateczności zachodzi w tych kierunkach wg formy II.

Jeżeli kąt a nachylenia ewentualnej bruzdy byłby inny niż aB, wówczas przebieg jej
odkształcenia musiałby przebiegać wg schematu III. Wiązałoby się z tym pewne odkształ-
cenie powłoki w obszarze sąsiadującym z bruzdą <pgt, którego wielkość dla kilku wartości
wstępnej niejednorodności/o przedstawiają linie po prawej stronie wykresu (rys. 3). Jednak-
że w przypadku powłoki dostatecznie jednorodnej proces tworzenia się bruzdy typu III
nie może się rozwijać, gdyż jest on natychmiast zahamowany przez poprzednio omówioną
niestateczność typu II, związaną z kierunkiem aB- Należy bowiem pamiętać, że powstanie
w którymkolwiek miejscu niestateczności typu II powoduje przejście w stan sprężysty
pozostałych obszarów powłoki, a więc zahamowanie wszystkich ewentualnych procesów
tworzenia się bruzd nachylonych w kierunkach innych niż aB.
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Powyższy wniosek jest jednak słuszny tylko wtedy, gdy wstępna niejednorodność
powłoki /o(a) (traktowana jako funkcja kąta a) jest dla każdego kąta a mniejsza od jej
niejednorodności granicznej fBt(a). Tę ostatnią wyznaczyć można z warunku, aby wyra-
żenie zawarte w kwadratowym nawiasie równania (2.11) stało się równe zeru. Prowadzi
to do związku:

(2.13) U ~-

który dla przypadku jednoosiowego rozciągania (ax = ap, <r2 = 0) zgodnie z (2.1) i (2.12)
przedstawia graniczną niejednorodność fet jako następującą funkcję kąta

(2.14) U = y 1 - ( s i n 2 a " ~2 c o s 2 a) •

Przebieg tej funkcji w biegunowym układzie osi współrzędnych/, a przedstawia linia ciągła
po lewej stronie wykresu na rys. 3. Porównanie przebiegu tej linii z odpowiednią krzywą
pokazaną na rysunku linią przerywaną, charakteryzującą niejednorodność rozpatrywanej

Jednoosiowe rozciąganie a1=sp c 2 = 0

Graniczny współczynnik niejednorodność

Rys. 3
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powłoki, pozwala przewidzieć kąt, pod którym pojawi się bruzda. Jeżeli mianowice dla
dowolnego kąta spełniony jest warunek/o > / g r , wtedy, jak to już poprzednio stwierdzono,
następuje niestateczność typu II, a bruzda biegnie pod kątem aB dla którego /0 = / B r .

TT. I Graniczny współczynnik niejednomdnośa. Graniczne odkształcenie poza bruzdą ipiA

Rys. 4

Jeżeli natomiast linia przerywana fa przecina w jakimkolwiek miejscu linię ciągłą/er) a więc
gdy istnieje taki kąt aH, dla którego /o < fet, wtedy bruzda biec będzie pod tym właśnie
kątem aH, a przebieg procesu odpowiada fazie pełnej niestateczności wg schematu III.
Oznacza to, że pozostałe obszary powłoki ulegają od razu odciążaniu i przechodzą w stan
sprężysty. Niemożliwe jest natomiast przy tym stosunku naprężeń głównych pojawienie
się ąuasi-statecznej fazy procesu wg schematu III.

Przedstawiony obraz nie ulega zasadniczym zmianom dla innych wartości stosunku
C2/CT1 pod warunkiem, że a% < ci/2. Jedyna różnica polega na stopniowym zmniejszaniu
się krytycznej wartości kąta aB wraz ze wzrostem stosunku o2/oi. W granicznym przypadku,
gdy a2 = <7i/2, przedstawionym na rys. 4, bruzda tworząca się wg schematu B biegnie
prostopadle do kierunku większego z naprężeń głównych (a,B = 0).
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Natomiast zasadnicza zmiana sytuacji występuje wtedy, gdy stosunek 02/01 przekracza
wartość 1/2. Dla tego zakresu stanów naprężeń równania opisujące pole naprężeń stają
się typu eliptycznego i nie mają charakterystyk, a długość dowolnej linii poprowadzonej
na powierzchni powłoki zwiększa się w miarę jej odkształcania. Obraz funkcji <pgr(a) oraz

/ (a) dla tego zakresu stanów naprężeń przedstawia rys. 5, sporządzony dla stosunku

6z=0,9a.

Granica odkszMcenia poza bruzdąruniczny współczynnik mejednorod
nosa

Rys. 5

ff2/ffl s 0,9. Z wykresu tego widać, że nie istnieje tu, w odróżnieniu od poprzednio omówio-
nych przypadków, żaden krytyczny kierunek, wzdłuż którego mogłaby powstać nieciągłość
kinematyczna typu II. Istnieją zatem warunki do tworzenia się bruzd wg schematu III,
przy czym w fazie quasi-statecznej następuje odkształcenie się powłoki w bruździe i poza
nią. Przejście w stan pełnej niestateczności zależy od kąta pochylenia bruzdy a.

Jak widać z wykresu 5, najmniejsze graniczne odkształcenie powłoki przypada
dla a = 0, a zatem proces tworzenia się bruzdy przechodzi najszybciej w fazę pełnej nie-
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stateczności w przypadku bruzd biegnących prostopadle do kierunku większego z naprężeń
głównych. Graniczna niejednorodność powłoki fg jest dla omawianego zakresu stanów
naprężenia zawsze niniejsza od jedności i osiąga maksimum, gdy a = 0.

Łatwo zauważyć, że dla stanu równomiernego, dwuosiowego rozciągania, gdy ax = a%,
wielkości fgI oraz ft przestają zależeć od kąta a. Na wykresie we współrzędnych biegu-
nowych fgv,a i / g r ,a funkcje te odwzorowują się więc szeregiem współśrodkowych kół.

Z przedstawionej tu analizy równania (2.11) wyciągnąć można ostatecznie następujący
wniosek:

Jeżeli a2 < ffi/2, to utrata stateczności powłoki przebiega wg schematu II, a więc
powstaje linia nieciągłości kinematycznej, nachylona pod kątem aB. Jeżeli natomiast
ffi/2 < a2 < ffi, to utrata stateczności następuje wg schematu III, przy czym bruzda jest
prostopadła do kierunku większego z naprężeń głównych. Wyjątek od tej zasady stanowią
przypadki, gdy wstępna niejednorodność powłoki /o przekracza dla pewnej wartości
kąta aH niejednorodność graniczną fgT. Bruzda powstaje wówczas w miejscu osłabienia
powłoki pod kątem aH, przy czym proces ten nie jest poprzedzony fazą ąuasi-stateczną.
Wniosek ten stanowić będzie podstawę do dalszych rozważań.

3. Utrata stateczności powłok z uwzględnieniem wzmocnienia

Uwzględnienie zjawiska wzmacniania się materiału zmienia przedstawiony wyżej obraz
tylko o tyle, że utrata stateczności wg form I i II następuje dopiero przy pewnej wartości
odkształcenia plastycznego powłoki rpi, podczas gdy dla materiału idealnie plastycznego
niestateczność występowała od samego początku procesu odkształcania.

Ogólny warunek utraty stateczności rozciąganej powłoki wg formy I został omówiony
w pracy [2].

W przypadku powłoki idealnie jednorodnej (/0 = 1) początek tworzenia się szyjki
(wg formy I) w powłoce poddanej rozciąganiu przypada, jak wiemy, na moment osiągnięcia
przez siłę osiową P = opF wartości ekstremalnej. Z warunku d{apF) = 0 wynika zależność

dopŁ d

w której przyrost wydłużenia osiowego dcpi można wyrazić przez przyrost odkształcenia
zastępczego dq>t zgodnie z prawem płynięcia

2at—a2

d<pt.2<TP

Ostatecznie otrzymujemy związek

dap

2ap

którego lewa strona dla danego kształtu krzywej wzmocnienia ap = <rp(<pi) jest jedno-
znaczną funkcją odkształcenia <plt a prawa istniejącego stanu naprężenia. Na przykład
dla krzywej wzmocnienia określonej związkiem ap = C(<po+C'i)'1 wartość odkształcenia
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cpgT, przy którym zachodzi utrata stateczności w postaci szyjki można wyznaczyć z zależności

n 2a1—a2

Graniczna wartość odkształcenia ęBt zależy więc od stosunku naprężeń głównych o2jou

jak to przedstawia linia DB na rys. 6. Została ona wykreślona dla krzywej wzmocnienia
o równaniu ap = C(0,0l+fi)0'25.

Rys. 6

Sprecyzujmy teraz warunek powstawania niestateczności typu II w powłoce podlega-
jącej wzmocnieniu. Niestateczność tego typu pojawi się wówczas, gdy przyrost jednostkowej
siły przenoszonej przez linię nieciągłości w kierunku do niej prostopadłym wywołany
wzmocnieniem materiału zostanie w całości skompensowany przez ubytek grubości blachy
w bardziej odkształconym obszarze. Utrata stateczności zachodzi zatem w chwili osiągnię-
cia maksimum przez jednostkową silę axg, a więc w chwili, gdy d(axg) = 0 lub, co na jedno
wychodzi, d(apg) = 0. Postępując podobnie jak poprzednio można warunek ten wyrazić
w postaci związku

da„ 1 ffi + 02
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z którego dla danego kształtu krzywej wzmocnienia można wyznaczyć wartość odkształ-
cenia (<Pi)er> P r z y którym pojawia się niestateczność typu II, jako funkcję stosunku naprężeń
głównych c2/o-i. Związek ten dla tej samej co i poprzednio krzywej wzmocnienia przed-
stawia na wykresie 6 odcinek krzywej AB. Został on doprowadzony tylko do wartości

a2jffl = 0,5, gdyż, jak wynika z poprzednich rozważań, niestateczność tego typu nie może
się pojawić przy większej wartości tego stosunku.

W zakresie tym gdy <r2 > cn/2 tworzyć się mogą, jak wiemy, tylko bruzdy typu III,
ale proces ten dla rozważanej tu powłoki idealnie jednorodnej (/0 = 1) nie zostaje za-
początkowany, co zostało na wykresie 6 zaznaczone w postaci pionowego odcinka BC.
W celu zbliżenia się do rzeczywistych warunków należy zatem uwzględnić pewną wstępną
niejednorodność powłoki /o, przy czym założymy, że wstępnie osłabiony przekrój pokrywa
się każdorazowo z kierunkiem powstawania bruzdy. Jak wykazano w pracy [2] nawet
bardzo niewielka wstępna niejednorodność materiału powoduje bardzo znaczne zmniej-
szenie się odkształcenia obszaru otaczającego powstającą bruzdę. Należy bowiem pamiętać,
że siła powodująca odkształcenie grubszej części powłoki jest mniejsza / = ga/gA fazy
w stosunku do siły odkształcającej ten obszar w powłoce idealnie jednorodnej. Graniczna .
wartość odkształcenia obszaiu A sąsiadującego z bruzdą typu II lub szyjką typu I musi
być taka, by spełnione były odpowiednie warunki równowagi:

GPAFA = ippBFB)mtlKf dla typu I,

lub

x/ d l a

Opierając się na tych zależnościach można wyznaczyć wartość granicznego odkształcenia
<pgI powłoki ze wstępną niejednorodnością/o jako funkcję stosunku Gi/a2, przy czym naj-
wygodniej posłużyć się w tym celu metodą wykreślną sporządzając dla każdego przypadku
wykres we współrzędnych siła-odkształcenie. Otrzymane tą metodą wyniki ( d l a / = 0,975)
przedstawiają na iys. 6 linie: D'—B' dla niestateczności typu I oraz linia A—B1 dla
niestateczności typu II.

Wyznaczenie granicznego odkształcenia dla bruzdy powstającej w zakresie a2 > a\jl
według schematu III dla materiału ulegającego wzmocnieniu jest znacznie bardziej kło-
potliwe. Sposób postępowania dla tego przypadku omówiony został w pracy [2], a wyniki
obliczeń numerycznych, dokonanych dla tej samej funkcji wzmocnienia za pomocą ma-
szyny cyfrowej przedstawia linia B'—C.

4. Utrata stateczności zachodząca w niektórych procesach tłoczenia blach

Wykres przedstawiony na rys. 6 może być wykorzystany do analizy procesu utraty
stateczności blachy w dowolnym technologicznym procesie tłoczenia. W tym celu należy
porównać przebieg linii A'B', B'C i ewentualnie D'B', przedstawiających moment po-
wstawania niestateczności wszystkich trzech rozpatrywanych tu form, z charakterystyczną
dla danego procesu technologicznego linią, której kolejne punkty reprezentują odpowiednie
punkty odkształcanego ciała w przyjętym tu układzie współrzędnych: zastępcze odkształ-
cenie <pi — stosunek nyprężeń a2/oi.
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Wyjaśnimy to na najprostszym przykładzie jednoosiowego rozciągania płaskich próbek
(rys. 7). W początkowym obszarze pełnej stateczności wszystkie punkty próbki znajdują
się w jednorodnym stanie odkształcenia i naprężenia. Na wykresie we współrzędnych

(p. _ a2jai Są wjęC reprezentowane przez jeden punkt, który stopniowo w miarę wydłużania

wVVi
D'

C

W/
« /

/

0,5 1,0

Stosunek naprężeń gtównych,s2/e1

Rys. 7

próbki przesuwa się ku górze wzdłuż odcinka CD'. Z chwilą osiągnięcia punktu D' roz-
ciągana próbka traci stateczność wg formy I. Pojawia się lokalne przewężenie (szyjka),
w zasięgu którego stany naprężenia i odkształcenia przestają być jednorodne. W punkcie N}

leżącym na krawędzi próbki, stan naprężeń nie ulega zmianie, podczas gdy np. w punkcie M,
leżącym na osi próbki, w środku powstałego przewężenia pojawiają się rozciągające na-
prężenia poprzeczne ai. Stanowi temu odpowiada na wykresie (rys. 7) punkt M, leżący
na prawo od punktu N i nieco od niego wyżej, gdyż zastępcze odkształcenie <pt w osi próbki
jest przy tym samym wydłużeniu osiowym q>\ większe niż na jej brzegu {fiM > <PM)- P°"
zostałym punktom leżącym na odcinku M—N próbki odpowiada na wykresie krzywo-
liniowy odcinek M—N. Jak widać z tego wykresu w czasie procesu kształtowania szyjki
pojawić się może w jej środku druga forma utraty stateczności, mianowicie bruzda typu II.
Bruzda ta tworzy się najpierw w środkowej części szyjki pod stosunkowo niewielkim kątem
aM odpowiadającym istniejącemu w tym miejscu stanowi naprężeń (<xM < <*B), & następnie
rozszerza się na boki zmieniając jednocześnie kąt nachylenia. Na brzegu próbki kąt
ten osiąga wartość aN odpowiadającą jednoosiowemu rozciąganiu. Ostatecznie następuje
pęknięcie próbki wzdłuż tej bruzdy, przy czym uzyskana linia pęknięcia ma kształt zbliżony
do litery S. Opisany tu przebieg utfaty stateczności można zaobserwować na próbkach
wykonanych z miękkich i plastycznych materiałów (rys. 8a). Jeżeli próbka wykonana jest
z materiału twardego, wstępnie odkształconego np. przez walcowanie na zimno do wartości
<pi większej od rzędnej punktu A', wtedy przy jej rozciąganiu istnieje potencjalna możli-
wość pojawienia się jednocześnie dwu form niestateczności: szyjki oraz bruzdy typu II.
Należy jednak pamiętać, że pojawienie się bruzdy typu II, biegnącej pod kątem aB do kie-
runku rozciągania, powoduje natychmiastowe odciążenie pozostałego obszaru próbki,
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co pociąga za sobą zahamowanie ewentualnego procesu tworzenia się szyjki. W rezultacie
otrzymamy pęknięcie próbki wzdłuż linii prostej nachylonej pod kątem aB bez śladów
szyjki, jak to ilustruje rys. 8b.

i
X

- • <

. . .

-

j

Rys. 8

Następny przykład dotyczy procesu rozszerzania otworu przez rozciąganie pierścieni
blachy o utwierdzonym obrzeżu zewnętrznym (rys. 9), (próba tłoczności Siebla).

M

0 0,5 1,0

Stosunek naprężeń gtównych.

Rys. 9

Istniejący w tym procesie rozkład naprężeń i odkształceń przedstawia na wykresie
linia MNP. Dochodzi ona do granicznej linii A'B', odpowiadającej niestateczności typu II,
w punkcie N leżącym w pobliżu punkt B', przy czym na wytłoczce miejsce to (punkt N)
znajduje się w przybliżeniu dwukrotnie dalej od osi niż promień otworu (rN » 2r0). W tym
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więc miejscu powłoki możemy się spodziewać powstania bruzdy typu II. Biec ona powinna
w kierunku promieniowym, gdyż stan naprężeń w tym punkcie odpowiada schematowi
ca = ffi/2, a największą wartość ma naprężenie obwodowe. Rysunek 10 przedstawia foto-
grafię takiej bruzdy zaobserwowanej przy rozciąganiu blachy aluminiowej.

Rys. 10

Rysunek 11 przedstawia proces kształtowania wybrzuszenia o kształcie zbliżonym
do czaszy kulistej za pomocą ciśnienia cieczy wywieranego na wewnętrzną powierzchnię
blachy. Rozkład naprężeń i odkształceń dla tego procesu przedstawia linia M—N—P
osiągająca graniczną linię B'—C w punkcie M. Oznacza to możliwość powstawania

0 0,5 1,0
Stosunek naprężeń gtównych,6z/si

Rys. 11

niestateczności typu III w najbardziej odkształconym miejscu wytłoczki leżącym na jej
osi symetrii. Graniczna wartość odkształcenia, którego doznać może w tym miejscu blacha
do chwili utraty stateczności jest, jak widać z wykresu, wyjątkowo duża, toteż ten sposób
kształtowania blach należy uznać za wyjątkowo korzystny.
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P e 3 io M e

O PA3JIH^HBIX BHJIAX ITOTEPH yCTOOTHBOCTH JIHCTA nOJI,BEP>KEHHOrO
PACTJKKEHHIO B IUIACTIMECKOM COCTO.SHHH

IToTepa ycToiiMHBOCTH JIHCTS noflBep>KCHHoro pacTH>KeHmo B nJiacwwecKOM COCTOHHHH MO>i:eT
tJjopMBi: noHBJieHHe IITCHKH (nanpHMep npn pacTHKeHHH o6pa3u,oB oceBoń CHJIOH),

JIHHHH, BflOJiB KOTOpoił nponcxoflHT pa3pt,iB nojiH CKopocTeft HUH nojiBireHne 6opo3flbi,
yrjiy6jieiiHio KOTOpofi conyTcTByeT nocTeneHHoe ncqe3H0B6HHe njiacTHiecKofi fle^iopMaqnH flpyriix
o6iracTeft. B pa6oTe coflepwHTcn aHajiH3 ycjioBHH, npii Koxopbix MOryT ocymecTBJiHTŁCH
BHflbi noTepu ycToftquBOCTii. H 3 3ioro anajiH3a cjienyeTj q io npn OTHOinenHH rjiaBHbix i
ff2/ffi < 0,5 o6pa3yeTcn neycToiłTOBOCTL Tana KHHeiwaTiwecKoro pa3pwBa, Torfla IOK npn 172/ffi > 035
noTepa: ycToiiiHBOCTu HMeeT BUR 6opo3flw nepneHflUKyjrapHOH 6ojibineiviy H3 rjiaanbix HanpH>KeHHił.
B pa6oTe HccneflOBaHa noTepn ycTOH^HBOCTH jracTa B xo^e pa3JiHMHbix TexHOjiorn^ecKHX npoijeccoB.

Teopera^ecKHe pesyjibTatbi cpaBHeHbi c 3KcnepuMeHTajiwiBiMH

S u.m m a r y

ON VARIOUS FORMS OF INSTABILITY IN SHEET MATERIAL UNDERGOING
PLASTIC TENSION

The loss of stability of sheet material undergoing plastic tension may take various forms: necking occur-
ing for example in specimens loaded by uniaxial tension, a line of kinematical discontinuity or necking line
connected with progressively diminishing plastic deformation in neighbouring portions of material. The
present paper contains an analysis of conditions associated with each of these forms of instability. For
principal stress ratio aijai ^ 0.5 a line of kinematical discontinuity occurs, while for <r2/eri > 0.5 the defor-
mation takes the form of a necking-line perpendicular to the direction of the greater principal stress. The
course of stability loss is also considered for various processes of metal forming. Theoretical results are
later compared with experimental observations.
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ROZWIĄZANIA OSOBLIWE W OGÓLNEJ TEORII PŁYT TRÓJWARSTWOWYCH

RYSZARD GANOWICZ (POZNAŃ)

1. Wstęp

W pracy niniejszej podane zostaną rozwiązania nieograniczonej płyty trójwarstwowej
obciążonej kolejno siłą skupioną oraz momentem skupionym. Rozwiązania takie nazywać
będziemy w dalszym ciągu pracy rozwiązaniami osobliwymi. Analogiczne rozwiązania
znane są w teorii płyt cienkich [1, 2 i 3] oraz w teorii płyt Reissnera [4]. Zastosowanie
ich jest bardzo szerokie. W zagadnieniach technicznych rozwiązania osobliwe są wy-
korzystywane przy budowaniu powierzchni wpływowych [5 i 6]. Znajdują one także
zastosowanie przy rozpatrywaniu problemów nieciągłych warunków brzegowych teorii
płyt. Poza tym w teorii sprężystości i w teorii płyt rozwiązania osobliwe są podstawą
uzyskania związków całkowych między rozwiązaniami wewnątrz danego obszaru a wiel-
kościami brzegowymi. Związki takie znane są w teorii sprężystości jako twierdzenie So-
migliano. Otrzymuje się je w oparciu o rozwiązania osobliwe oraz w oparciu o twierdzenie
0 wzajemności. Podobne zresztą związki znane są w teorii funkcji harmonicznych [7].
Omówienie tych problemów dla płyt reissnerowskich i dla płyt trójwarstwowych o warst-
wach zewnętrznych bez sztywności na zginanie podał autor w pracy [4].

W pracy niniejszej zajmiemy się ogólną teorią zginanych płyt trójwarstwowych podaną
przez HOFFA [8]. W teorii tej przyjmuje się, że warstwy zewnętrzne tych płyt są jednakowe
1 spełniają wszystkie założenia teorii płyt cienkich. Natomiast odnośnie do warstwy środ-
kowej zakłada się, że jest ona nieściśliwa i pracuje jedynie na naprężenia styczne rxz i Tyz.
Z podanych wyżej założeń wynika, że przy zginaniu odkształcenia płyty trójwarstwowej
są antysymetryczne względem jej powierzchni środkowej.

Rozwiązania otrzymane w niniejszej pracy są uogólnieniem wyników podanych przez
autora dla płyt trójwarstwowych o warstwach zewnętrznych bez sztywności na zginanie
na ogólną teorię płyt trójwarstwowych [4 i 9].

2. Zasadnicze równania

Poniżej podamy związki między siłami wewnętrznymi i przemieszczeniami płyty trój-
warstwowej oraz równania równowagi wyrażone przez przemieszczenia. Zależności te
podamy w oparciu o pracę J. WACHOWIAKA i P. WILDEGO [10].

Siły wewnętrzne dla omawianych płyt podamy za wyżej wymienionymi autorami
rozkładając je na siły tarczowe i na siły płytowe w warstwach zewnętrznych oraz na siły
tnące w wypełnieniu.
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Siły wewnętrzne określimy przez przemieszczenia następująco: (rys. 1)

siły tarczowe

Nx =
Ed 8u1

Rys. 1

, Ny =

(2.1.1)

siły płytowe

(2.1.2)

siły tnące w wypełnieniu

(2.1.3)

Ed I dv
-v2 \8y n 8x1'

Ed 8u
• + •

my = -D

'•w;

+



ROZWIĄZANIA OSOBLIWE W TEORII PŁYT TRÓJWARSTWOWYCH 295

gdzie wprowadzono oznaczenia:
E, v stałe materiałowe warstw zewnętrznych,

Gw = Gxz = Gyz moduł odkształcenia postaciowego warstwy środkowej

D = — — — sztywność na zginanie warstw zewnętrznych,

w ugięcie płyty, jednakowe dla wszystkich warstw,
u, v przemieszczenia w płaszczyźnie środkowej warstwy dolnej (równe co do bezwzględnej

wartości przemieszczeniom w płaszczyźnie środkowej warstwy górnej, lecz przeciwnie
do nich skierowane).

W dalszym ciągu pracy zajmiemy się płytami trójwarstwowymi poddanymi działaniu
obciążenia normalnego p(x, y) oraz obciążonymi siłami nx{x, y), nv{x, y) w warstwach
zewnętrznych (rys. 2). Założymy, że te ostatnie są równomiernie rozłożone na grubości

nx\

| z

Rys. 2

warstw zewnętrznych i są przeciwnie skierowane w obu tych warstwach. Działanie tych
sił odpowiada więc działaniu na całą płytę momentów zginających, rozłożonych w obszarze
płyty.

Postępując podobnie jak w wyżej wymienionej pracy [101 otrzymamy następujący
układ równań dla płyty poddanej działaniu obciążenia p{x, y), nx(x, y) i ny(x, y):

(2.2)

v2) 2 2 Gw(2h+6)2 (l~v2) ] Gw(2h+d) (l-v*) Idu 8v \_ l-v2

4Edh • J 2ESh \8x~t 8y)~ 2EÓ P'Eb

Gw(2h+d)(l-v2) dw [ 82 1-y d2 Gw(l-v2)] l+v 82v _ \~v2

dx+[dx2+ 2 By2 Edh J " + 2 8x8y ~ Ed "*'
[ Gw(l-v2)]

2Edh dx+[dx2+ 2 By2 Edh J " + 2 8x8y ~ Ed

-v2) dw l+v 82u \ 82 l-v 82 Gw(l-v2)] l-y1

" dy + 2 8xdy+l8y2+ 2 dx2 Edh \V ~ Ed M)I>2Edh dy^ 2 8xdy^\_8y2^ 2 8x2 Edh J Ed

Powyższy układ trzech równań różniczkowych można sprowadzić do równań na trzy
funkcje przemieszczeń [10 i 11]:

(2-3) [ l - ^ d - i - j y j ^ ^ j m - . ^ , i =1,2,3,
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gdzie
gi = p(,x, y), qi =• 2nx(pc, y), q* = 2ny(x, y),

Ed(2h+Sf
1- 2D oznacza sztywność całkowitą płyty trójwarstwowej,2(1-*J)

ESh
współczynnik podatności wypełnienia.

Natomiast przemieszczenia wyznaczyć można ze związków

w = (1 — )

2h+8 8
2 1y

2h+6 8
8x

(2.4)

Gw 2

2h+d 8

8y

Łatwo zauważymy, że jeżeli przyjmiemy, iż warstwy zewnętrzne płyty trójwarstwowej
nie mają sztywności na zginanie (D = 0), to zależności powyższe uproszczą się do zależ-
ności podanych przez autora w poprzednio cytowanej pracy [4].

Nadmienimy ponadto, że przypadek układu równań jednorodnych (2.3) został prze-
dyskutowany w poprzednio cytowanej pracy [10].

3. Obciążenie silą skupioną

Zajmiemy się nieograniczoną płytą trójwarstwową obciążoną siłą skupioną prosto-
padle do powierzchni środkowej. Obciążenie dla tego przypadku przedstawimy nastę-
pująco: p(x, y) = Pó(x)d(y), nx(x, y) = ny(x, y) = 0.
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Wobec tego, że mamy do czynienia z płytą nieograniczoną, interesować nas będzie
całka szczególna układu równań (2.3). Przyjmiemy więc F2~ F3 = 0. Układ równań
(2.3) i zależności (2.4) uproszczą się w tym przypadku do postaci:

(3.1) w = ( l —«V'
L *

2h+d 8
^ L 2 |2 ^

Łatwo zauważyć, że w związkach powyższych można wyłączyć operator [10]

Ostatecznie otrzymamy więc następujące równanie

(3.2) DM-x~VWVU = P&(x)d(y).

oraz związki między przemieszczeniami w, u, v a funkcją przemieszczeń V

(3 3) W = (1-KV2)U « = 2 / i + ó 8U v- 2h+Ó 8U

2 8x ' 2 by
Przejdziemy teraz do rozwiązania naszego problemu. Wykonajmy na równaniu (3.2)

nieskończoną podwójną transformację Fouriera [12]:

— 00 —CO
2n J

— 00

cc

N(x )--=—[ f2n J J

(3.4)
0 0 CO

Biorąc pod uwagę, że "p*(tx,, /3) == P/2JT, otrzymamy następujące wyrażenie na trans-
formatę funkcji przemieszczeń:

(3-5) t/*( 8)

Po wykorzystaniu zależności (3.4) funkcję przemieszczeń U(x, y) przedstawimy w po-
staci całkowej:

(3.6) U(x,y) =
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Aby przedstawić rozwiązanie U(x,y) (3.6) w postaci wyraźnej, będziemy musieli
obliczyć całkę występującą po prawej stronie powyższego wyrażenia. Przekształćmy tę
całkę następująco:

CO co cc

p [ r r e~
Kax+m ID r

(3.7) U(x, y) = -j-~2— I I —r~i—~52i&dtt,df}—x—=—-
— c o — c o — c o — c o

co co — Hax+fly)

_| ^ ^ I 2D
Di J . 1_Lv (r/2-

Z _00 -CO l ^ K p. \ a I f J

Dwie pierwsze całki, występujące po prawej stronie wyrażenia (3.7), nie istnieją jako
całki niewłaściwe, nie można też wydzielić z nich wartości głównej według Cauchy'ego.
Należy je rozumieć w sensie części skończonej [13, 14 i 4],

Wydzieleniem części skończonej całek rozbieżnych tego samego typu zajmował się
autor w cytowanej poprzednio pracy [4]. Ażeby nie rozszerzać niniejszego opracowania,
podamy poniżej jedynie końcowe wyniki tych obliczeń.

— 00

oo co —Hax-\-py) o i o

_ x2+y2

— CO — CO

to co „—i'(ra t-fiy)

= —2JI In 1

— CO —CQ

Ostatnią całkę występującą po prawej stronie wyrażenia (3.7) łatwo obliczymy jako
całkę niewłaściwą:

Jeżeli weźmiemy pod uwagę, że [15]

2xD

to otrzymamy

u.

(3.10) i?1 = -^i-.yr f
2KD J d a =

J

gdzie K(,(z) oznacza zmodyfikowaną funkcję Bessela drugiego rodzaju, y\ = \ DZ\2KD.
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Wstawiając zależności (3.8) i (3.10) do związku (3.7) oraz wprowadzając jednostkę
długości ra otrzymamy poszukiwane rozwiązanie osobliwe funkcji przemieszczeń U(x, y)

Reszta zadania jest już bardzo prosta. Znajdziemy teraz rozwiązania osobliwe prze-
mieszczeń. Otrzymamy je wykorzystując rozwiązanie osobliwe U(x, y) (3.11) oraz zależ-
ności (3.3)

W = -—: ~

. x2+y2 P(2h+d) [ 8 , , - 5 — r\x\n ~—\-x\ -±——^ -r— Ini/x 2 +/ +L Ą J AnDzy\ \_8x y

(3.12)

v = —

Zauważmy, że jeżeli w zależnościach powyższych przyjmiemy D = 0, 2hj2h-\-6 = 1,
to otrzymamy podane przez autoia we wcześniejszej pracy [9] rozwiązania osobliwe dla
płyty trójwarstwowej o warstwach zewnętrznych pracujących jedynie na siły tarczowe.

Podamy jeszcze rozwiązania dla sił wewnętrznych w omawianym przypadku nieogra-
niczonej płyty trójwarstwowej obciążonej siłą skupioną. Po wykorzystaniu rozwiązania
dla funkcji przemieszczeń U(x, y) (3.11) oraz zależności (3.3) i (2.1) otrzymamy przy-
kładowo

Ed 2h+d (82U , r82U\ P A
i - , * 2

+ 2n{2h+S)
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82U 82U Id* 82 \ 2 1
8y21 J8x2 dy2 \8x2

(3.13) = - - ~ ^ -
67T Dz |_ ''o

) - O - " ) cos 2tp [-^ - —K, (y, r)J J,

s m 2 p ( 1 " ) s

fc_ _

gdzie oznaczono r2 = x2Ą-y2, sin <p — y/r, cos ę = x/r

__ Ed(2h+ó)z

' 2(1-/) '

Powyższe siły wewnętrzne nie mogą być porównywalne z odpowiednimi siłami wewnę-
trznymi znanymi w teorii płyt cienkich, ponieważ dotyczą one poszczególnych warstw.
Porównywalne natomiast będą całkowite siły wewnętrzne, to znaczy siły wypadkowe dla
całej płyty (rys. 3). Otrzymamy je z zależności

„ A , . n P COSC5

Q* = N„+2qx= --x-~~,

(3.14) Mx = Nx(2h+d)+2mx= -

p ,.Mxy = N
on

Jeżeli porównamy teraz otrzymane powyżej rozwiązania osobliwe wypadkowych sił
wewnętrznych ze znanymi rozwiązaniami osobliwymi izotropowych płyt cienkich, to
zauważymy, że są one identyczne. Zauważmy także, że powyższe wielkości (3.14) nie
zależą od sztywności na zginanie warstw zewnętrznych D. Wobec tego przedstawiają
one także rozwiązania osobliwe płyt trójwarstwowych o warstwach zewnętrznych bez
sztywności na zginanie (por. [9]).

Nadmienimy, że rozwiązanie osobliwe siły poprzecznej Qx (3.14) łatwo otrzymać
z warunku równowagi sił pionowych dla płyty kołowej wyciętej z płyty nieograniczonej
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w ten sposób, że punkt przyłożenia siły skupionej pokryje się ze środkiem płyty kołowej.
Wykorzystując kołową symetrię otrzymamy

(3.15) Gr
2nr'

a stąd

(3.16)
P COS ę

2n r
P sin cp
2n

Natomiast jeżeli chodzi o identyczność pozostałych wypadkowych wielkości statycz-
nych (3.14) z odpowiednimi wielkościami znanymi w teorii płyt cienkich, to wynik ten,
•zdaniem autora, jest interesujący.

Oczywiście dla analizy stanu naprężenia płyty potrzebna jest znajomość sił wewnętrz-
nych dotyczących poszczególnych warstw (3.13). Rozwiązania osobliwe sił wewnętrznych
dotyczących poszczególnych warstw zawierają natomiast człony osobliwe, które w sposób
istotny różnią je od znanych rozwiązań osobliwych teorii płyt cienkich.

Na zakończenie niniejszego rozdziału zanalizujemy jeszcze zachowanie się otrzyma-
nych przez nas rozwiązań osobliwych ugięcia w (3.12), siły poprzecznej w warstwach
zewnętrznych qx oraz siły tnącej w wypełnieniu Nxz (3.13) przy r-* 0.

Jeżeli weźmiemy pod uwagę to, że dla dostatecznie małej wartości argumentu obowią-
zują następujące wzory asymptotyczne:

(3.17) Ko(yir)x - •

to dla r -* 0 otrzymamy

2nDx

-xi —

to,

P cos<p
An r '

Nyzx0.

qya
P sin 99

r '
qrz

P
4n

i
r

(3.18)

Okazuje się więc, że ugięcie w punkcie przyłożenia siły skupionej, podobnie jak w teorii
płyt cienkich, jest skończone. Poza tym łatwo zauważymy (3.18), że dla r-+ 0 siła skupiona
P jest zrównoważona tylko przez siły poprzeczne w warstwach zewnętrznych (rys. 4)

(3.19) 2qxxQXi 2qrxQr =
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Oznacza to, że siła skupiona obciąża w pierwszym rzędzie warstwy zewnętrzne, a dopiero
następnie jest przekazywana na całą płytę. Wnioski powyższe są oczywiste z fizycznego
punktu widzenia i potwierdzają prawidłowość rozwiązań otrzymanych w niniejszej pracy.

Zwróćmy jeszcze uwagę na fakt, że ze względu na założoną względem płaszczyzny
środkowej antysymetrię odkształceń płyty, obciążenie siłą skupioną P należy rozumieć
jako obciążenie dwiema siłami skupionymi 1/2P, przyłożonymi na górnej i dolnej powierz-
chni płyty równocześnie (rys. 4).

4. Obciążenie momentem skupionym

Pierwszą trudnością, jaką napotykamy przy rozwiązaniu tego problemu, jest definicja
pojęcia momentu skupionego w teorii płyt trójwarstwowych. Zagadnienie to omawiał
autor w poprzedniej pracy dotyczącej płyt trójwarstwowych [4]. Przypomnijmy tu tylko
to, że jednym ze sposobów zdefiniowania momentu skupionego jest przyjęcie, że obcią-
żenie to odpowiada granicy obciążenia dwiema siłami skupionymi przeciwnie skiero-
wanymi, gdy odległość ich zmierza do zera: M = lim Pe.

e->0

Jak wiadomo, rozwiązanie dla takiego obciążenia otrzymuje się przez różniczkowanie
rozwiązania otrzymanego dla obciążenia siłą skupioną. Wobec tego nie wnosi ono zasadni-
czych nowości do rozwiązania podanego w punkcie 3 niniejszej pracy.

Ciekawsze natomiast jest obciążenie momentem skupionym zdefiniowanym jako
para sił poziomych przyłożonych w warstwach zewnętrznych płyty trójwarstwowej (rys. 5).
Rozwiązanie płyty obciążonej tak zdefiniowanym momentem jest bardziej złożone od
poprzednio omówionego i może być podstawą uzyskania związków całkowych między
przemieszczeniami u, v wewnątrz danego obszaru a wielkościami brzegowymi [4].

Poniżej zajmiemy się nieogianiczoną płytą poddaną działaniu momentu skupionego
zdefiniowanego jako para sił przyłożonych w warstwach skrajnych. Założymy, że siły
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te są równomiernie rozłożone na grubości warstw zewnętrznych. Obciążenie tego typu
omówione zostało w punkcie 2 niniejszej pracy i uwidocznione jest w postaci obciążeń
nx i ny w równaniach (2.2) i (2.3).

Przyjmiemy do rozwiązania obciążenie momentem skupionym Mx = nx(2h+5) —
N5(x)d(y) {2h+ó).

N
Rys. 5

Podobnie jak przy rozwiązywaniu płyty nieograniczonej obciążonej siłą skupioną
interesować nas będzie całka szczególna układu równań (2.3) przy qi = ą% — 0, qi =
= 2N6(x)6(y). Przyjmiemy więc F\ = F3 = 0, a na funkcję przemieszczeń Fi otrzymamy
równanie różniczkowe

(4.1) i

Natomiast przemieszczenia u, v, w można będzie wyznaczyć z zależności (2.4)

w = —

u =

2

(2h+6)2

4
(4.2)

v =

Wykonamy teraz podwójną nieskończoną transformację Fouriera (3.4)~równania (4.1),
a po wykonaniu retransformacji otrzymamy poszukiwaną funkcję F2 w postaci

*<* y) = -i^Dl 1 1 r 2D n r — 1 T
-co -cc (a2+/?2)2 1 + « ^ i ( a 2 + ^ ) 1 + i . x ( l _ v ) ( a 2 + / ? )

(4.3) L £>* JL 2 J
Całkę występującą po prawej stronie powyższego wyrażenia łatwo przekształcimy nastę-
pująco:
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-((coc f fty)

X

Dz

(
, 00 CO

2 / 2Z> 1 ., . J J , , 1D z 2 v ' 2 v y v

Trzy pierwsze całki występujące w tym wyrażeniu omówiliśmy w rozdziale 3 niniejszej
pracy. Natomiast czwartą całkę wyrażenia (4.4) obliczymy łatwo postępując podobnie
jak przy obliczaniu całki (3.9). Otrzymamy dla niej wyrażenie

(4.5) R2= J J j
l f

J J j 1 £ ^ (
J J i i l /1 \ / 2 i O2\ K i l ^ I

-co -co l -f pc(i_„) (az+/S2)

gdzie y2 = ]/2/x(l—v) .
Wykorzystując zależności (3.8), (3.9), (3.10), (4.4), (4.5) ofaz wprowadzając jednostkę

długości r0 otrzymamy szukane rozwiązanie osobliwe dla funkcji przemieszczeń F2(x, y)

Rozwiązania osobliwe przemieszczeń u, v, w otrzymamy wykonując na funkcji powyż-
szej działania przepisane zależnościami (4.2)

N(2h+6)ix x2+y2 , x , 1 | ' 2x 2ytx 1)
\z i0 l yx lx +y yx

2+y2 l x r i f ' ']\w— —

|2 .,2 02

-x

\-y\ 8x8y

gdzie Kv(z) jest zmodyfikowaną funkcją Bessela drugiego rodzaju.
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Jeżeli w wyrażeniach powyższych wykonamy przejście graniczne D -» 0, to otrzymamy
przemieszczenia osobliwe dla płyt trójwarstwowych o warstwach zewnętrznych bez sztyw-
ności na zginanie (por. [4]).

Przejdziemy teraz do wyznaczenia poszczególnych sił wewnętrznych dla nieograniczonej
płyty trójwarstwowej obciążonej momentem skupionym.

Wykorzystując zależności (2.1) i (4.7) otrzymamy następujące wyrażenia dla sił płyto-
wych w warstwach zewnętrznych:

N(2h+6) D \cos2<p cos2<p
gs= l n jy [—;2---n——- ,̂(yi>-)

N(2h+S) D sin2<p [ 1 2 ,

N(2h+d) D i 1 2 2 . cos295-3sin
^ c o s 9 9 { — [ l + v + 2 ( l v ) s m V H — r O " ' ' ) ~3

71 '

(4.8)
N(2h+d) D fl o , . . 2 2 cos293-3sin2

m v c o s y | [ l + r 2 ( l y ) s i n 2 y ] ( l r )

Podamy jeszcze wzory dla sił wewnętrznych wypadkowych dla całego przekroju

. . .
v—2(1—ł

f cos2©—3sin2
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N(2h+d) sinycos2<p N(2h+d)
( l )

Ar « Ł . « . t N(2h+d) sinycos2<p N(2h+d)
Mxy = 7^,(2/!+ó)+2m^ = (l-v) — — u (I-

H-Tt Y JJJt

<P-[2~-2y2rKl(y2r)-ylr2K0(.y2r)]+jyi
2cos2rPK1(y2r)\.

Pozostałe wielkości statyczne, to znaczy siły tarczowe Nx, Ny, Nxy oraz siły tnące w wy-
pełnieniu Nxz i Nyz, łatwo można otrzymać z podanych wyżej zależności (4.8) i (4.9) odej-
mując od siebie odpowiednie wyrażenia. Na przykład

N„ = Qx-2qx, Nx = 2 ^ p y ( M * - 2 " 7 * ) - i t d -

Zauważmy, że podobnie jak dla przypadku obciążenia siłą skupioną siły wewnętrzne
wypadkowe dla całego przekroju płyty nie zależą od sztywności na zginanie warstw ze-
wnętrznych D. Wobec powyższego są one identyczne z rozwiązaniami dla płyt trójwarstwo-
wych o warstwach zewnętrznych bez sztywności na zginanie. Rozwiązania dla takich płyt
podał autor w poprzednio cytowanej pracy [4]. Łatwo sprawdzić, że są one identyczne
z otrzymanymi w pracy niniejszej.
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P e 3 10 M e

OCOELIE PEUIEHH^ B OEUIEK TEOPHH TPEXCJIOEtHLIX nJIACTHH

TeMoft paSoTM aBJweicn accjiefloBaHne H3OTpomn>ix TpexcjioftHŁix njiacTHH. PaccyMCflemm OCHO-
i Ha Teoptw npefljTWKeHHoił H. fl>K. Xocb4>OM3 [8].
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penieHHH 3a«a« o HarpyMcemm cocpeflOToneHHOH CHJIOH neorpaHiweHHofi TpexcjioHHoft
a TaraKe o HarpyscenuK TSKOH ruiacTanu cocpeflOToieHHbiM MOMemoiw B03HHKaiomaM OT

napbi ropn3OHTajibHbix CHJI npmio>KeHHbrx BO BHeuiiiHX CJIOHX.
Bce penieHHH nojiy^eubi B 3aMKHyTOM BHfle. OHH cpaBHHBaioTCH c OCO6WMH pemennHMH Teopnn IOH-

KHX njiacTHHj a TaK>Ke c penieHHamn Teop«H TpexcjioftiiBix njiacTHH, B KOTopbnc BHeniHue CJIOH He oSjia-
flaiOT H3rH6HOH HteCTKOCTŁK).

S u m m a r y m

SINGULAR SOLUTIONS IN THE GENERAL THEORY OF THREE-LAYER PLATES

Isotropic three-layer plates are considered in the paper, the solution being based upon the theory given
by N. J. Hoff [8],

The solution of an infinite three-layer plate is derived in the case when the load consists of a concentra-
ted force and a concentrated couple formed by horizontal forces acting in the outer layers. Ali results are
given in a closed form.

The results given in the paper have been compared with the singular solutions of the theory of thin
plates and the theory of three-layer plates in which the outer layers exhibit no bending rigidity.

Praca została złożona w Redakcji dnia 26 września 1966 r.
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DOŚWIADCZALNA WERYFIKACJA NIESTACJONARNYCH PROCESÓW
PLASTYCZNEGO PŁYNIĘCIA

WOJCIECH S Z C Z E P I Ń S K I (WARSZAWA)

1. Wstęp

Teoria plastycznego płynięcia ośrodka sztywno-plastycznego bez wzmocnienia pozwala
rozwiązywać wiele ważnych zagadnień dotyczących dużych odkształceń plastycznych
zachodzących w warunkach płaskiego stanu odkształcenia. Szczególnie stosowanie wy-
kreślnej metody budowy hodografu i siatki linii poślizgu tak znacznie skróciło czas rozwią-
zania, że obecnie można już za ich pomocą przeprowadzać analizę przebiegu procesów
spotykanych w praktyce. Jednakże własności rzeczywistych metali tak znacznie odbiegają
od modelu ciała sztywno-plastycznego bez wzmocnienia, jaki przyjmuje się w teorii płas-
kiego stanu odkształcenia, że przenoszenie rozwiązań teoretycznych, uzyskanych dla
takiego wyidealizowanego ośrodka, na rzeczywiste procesy musi budzić wątpliwości.
Wątpliwości te mogą być wyjaśnione tylko na drodze doświadczalnej. Liczba prac ekspery-
mentalnych jest jednak ciągle niedostateczna. Wiele doświadczeń przeprowadzono na
plastelinie [1] w dążeniu do zbliżenia się do własności materiału idealnie plastycznego,
założonego w teorii. Ponadto większość doświadczeń dotyczyła procesów stacjonarnych
[2, 3], a jedynie nieliczne zajmowały się niektórymi procesami niestacjonarnymi jak wciska-
nie klina [1] czy ściskanie bloku między sztywnymi płytami [4].

W niniejszej pracy przedstawiono porównanie rzeczywistych obrazów deformacji,
otrzymanych dla kilku procesów niestacjonarnych w sposób doświadczalny, z teoretycz-
nymi rozwiązaniami uzyskanymi na gruncie teorii płaskiego stanu odkształcenia ośrodka
sztywno-plastycznego bez wzmocnienia. Oprócz wyznaczenia kompletnego teoretycznego
obrazu deformacji przeprowadzono również dyskusję rozwiązań.

2. Przecinanie plastycznego bloku dwoma płaskimi stemplami

Rozwiązanie zagadnienia przecinania plastycznego bloku dwoma płaskimi, wąskimi
stemplami zostało podane przez L. PRANDTLA [5] i W. W. SOKOŁOWSKIEGO [7]. Wielkość
siły naciskającej oraz rozkład prędkości płynięcia można otrzymać odpowiednio z pola
linii poślizgu (rys. la) i hodografu (rys. lb). Rozwiązanie to w ogólnym przypadku może
być uważane jedynie za kinematycznie dopuszczalne, ponieważ nie badano dotychczas
możliwości statycznie dopuszczalnego przedłużenia pola naprężeń w obszary sztywne
na zewnątrz skrajnych linii poślizgu BDF i AEF. Dla granicznego przypadku h/a = 8,74
takie przedłużenie zostało zaproponowane przez J. F. W. BISHOPA [6]. Poniżej przedysku-
towano możliwość zbudowania przedłużeń pola naprężeń dla innych stosunków h/a.
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Zbadano ponadto deformację materiału w czasie przecinania i porównano z rzeczywistą
deformacją aluminiowego bloku przecinanego dwoma stalowymi stemplami.

Rys. 1

Rysunek 2 przedstawia przedłużenie pola linii poślizgu dla stosunku hja = 5,40.
Wychodząc z linii poślizgu 2?D.Frozwiązano zagadnienie odwrotne do brzegowego zagadnie-
nia Cauchy'ego, otrzymując w rezultacie kształt hipotetycznej swobodnej krawędzi BLQ.
Materiał na zewnątrz linii BLQ jest wolny od naprężeń. W polu OBLQPFmateriał znajduje
się w stanie plastycznym. Linia nieciągłości naprężeń QPF, wychodząca z punktu Q,
w którym styczna do swobodnej krawędzi jest równoległa do pionowej osi symetrii, oraz
analogiczna linia Q'P'F dla dolnej części, schodzą się .w środkowym punkcie F. Materiał
v/polu QPFP'Q' jest jednoosiowo ściskany naprężeniami równoległymi do osi pionowej.
Analiza numeryczna wykazuje, że w każdym punkcie tego pola naprężenia są mniejsze od
granicy plastyczności z wyjątkiem punktu Q, gdzie równają się one tej granicy. A zatem
rozwiązanie Prandda jest dla h/a = 5,40 kompletne spełniając warunki statyczne i kinema-
tyczne zagadnienia. Przedłużenia takie można również zbudować dla dowolnego stosunku
h/a > 5,40. W przedłużeniach tych kąt wachlarza CBD będzie większy niż w polu linii
poślizgu Prandtla. Wielkość tego kąta wynika z warunku, że linia nieciągłości QPF musi
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przechodzić przez środkowy punkt F. Dla hla = 8,74 odcinek BL przyjmuje położenie
poziome i możliwe są jednocześnie dwa kinematycznie dopuszczalne schematy odkształ-
cenia, mianowicie rozsuwanie obu części bloku oraz lokalne wypływanie materiału po obu
stronach stempla. A zatem stosunek h/a = 8,74 jest stosunkiem granicznym [6, 8]. Z drugiej

wn/n

Rys. 2

strony stosunek h/a = 5,40 jest również graniczny, ponieważ dla h/a < 5,40 nie udaje się
zbudować przedłużenia pola linii poślizgu w obszary sztywne. Tak więc dla 5,40 < h/a <
< 8,74 rozwiązanie Prandtla jest kompletne, a dla h/a < 5,40 jest tylko kinematycznie
dopuszczalne i daje, zgodnie z ekstremalnymi twierdzeniami teorii plastyczności, górną
ocenę nieznanej koniecznej siły naciskającej.

Jednakże w zakresie h/a < 5,40 można otrzymać bardzo dobrą dolną ocenę siły na-
ciskającej budując odpowiednie statycznie dopuszczalne pole naprężeń. Na rysunku 3
pokazano takie pole dla h/a = 3,24. Kąt wachlarza linii poślizgu w punkcie B zmniejszono
w stosunku do rozwiązania Prandtla do takiej wartości y*, aby linia nieciągłości naprężeń
QK przebiegała jak na rysunku. Jak poprzednio styczna do hipotetycznej swobodnej kfa-
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wędzi BLQ w punkcie Q jest równoległa do pionowej osi OF. Na prawo od BLQ materiał
jest wolny od naprężeń, a w polu QKQ' jest ściskany jednoosiowo równolegle do osi pio-
nowej naprężeniami nie przekraczającymi granicy plastyczności. Dla tego pola nie można
znaleźć stowarzyszonego pola prędkości, a zatem jest ono jedynie statycznie dopuszczalne

Rys. 3

i daje dolną ocenę nieznanego ścisłego rozwiązania. Otrzymana stąd dolna ocena wielkości
jednostkowego nacisku stempla na linii styku z materiałem jest określona wzorem pA =
= 2k(\-\-y*). Po wyznaczeniu wartości kątów y* dla różnych stosunków hja można obli-
czyć dolną ocenę nacisku stempla p w całym zakresie 2 < hja < 5,40. W pozostałym za-
kresie 1 ^ h/a < 2 dolną ocenę otrzymujemy zakładając, że w prostokącie utworzonym
przez proste łączące naroża obu stempli istnieje jednoosiowe ściskanie, a materiał na ze-
wnątrz tego prostokąta jest wolny od naprężeń.

Obliczone w taki sposób dolne oceny nacisku p pokazano na rys. 4. Jak już wspomnia-
no, górne oceny odpowiadają rozwiązaniu Prandtla. Różnica między górną i dolną oceną
jest niewielka z wyjątkiem bezpośredniego otoczenia stosunku hfa = 2, gdzie osiąga ona
maksymalną wielkość 21%.
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Budując przedłużenia pól linii poślizgu dla h/a > 5,40 oraz statycznie dopuszczalne
pola naprężeń dla h/a < 5,40 zakładaliśmy, że materiał na zewnątrz tych pól jest wolny
od naprężeń. A zatem linia BLQ przedstawiająca hipotetyczną swobodną granicę, daje
ważną informację, jaka musi być szerokość przecinanego bloku, aby mógł się realizować
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opisany schemat deformacji. Pole naprężeń musi leżeć całkowicie wewnątrz rzeczywistego
konturu bloku. Jeśli blok ma kształt prostokątny, to jego minimalna szerokość cm l n musi
być równa odległości punktu Q od pionowej osi OF. Rysunek 5 przedstawia wartość szero-
kości c m l n dla różnych h/a. Dla h/a < 5,40 zależność tę przedstawiono linią przerywaną,
ponieważ wartości c m l n w tym zakresie otrzymano z pól naprężeń, któfe są jedynie statycznie
dopuszczalne. Dokładne wartości c m l n będą w tym zakresie prawdopodobnie nieco większe.

Rozpatrzymy teraz deformację przecinanego materiału. Całą drogę stempla s podzielimy
na pewną liczbę małych przyrostów As. Jeżeli te przyrosty są dostatecznie małe, to można
pfzyjąć, że w czasie każdego odcinka czasu Ał = Asfeo, przy czym v0 jest prędkością ruch'-
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stempla, prędkości płynięcia materiału nie zmieniają się. Wygodnie jest założyć, że pręd-
kości te równają się średnim wartościom wyznaczonym dla końca i początku każdego
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Rys. 6

Rys. 7

odcinka czasu At. Mnożąc te średnie prędkości przez przyrosty czasu At można otrzymać
przemieszczenia poszczególnych punktów przecinanego materiału.

W celu wyznaczenia prędkości dla każdego z kolejnych położeń stempla musimy budo-
wać kolejne siatki linii poślizgu i hodografu. Siatki te dla każdego z położeń będą podobne
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do początkowych siatek pokazanych na rys. 1. Im bardziej zaawansowany jest proces,
tym mniejszy będzie kąt wachlarza linii poślizgu w punktach A i B i kąt wachlarza siatki
hodografu w punktach F* i F**. Wyznaczone w taki sposób obrazy deformacji kwadrato-
wej siatki dla dwóch kolejnych położeń stempla pokazano na rys. 6 po obu stronach piono-
wej osi.

Schemat wykonanego doświadczenia pokazuje rys. 7. Blok aluminiowy A złożony
z dwóch części umieszczono pomiędzy dwoma stalowymi unieruchomionymi klockami B.
Blok A przecinany jest dwoma stalowymi stemplami C. Na jednym z bloków A naniesiono
kwadratową siatkę od strony styku z drugim blokiem A. Urządzenie to nie zapewnia
warunków płaskiego stanu odkształcenia w całym przecinanym materiale, ponieważ w oto-
czeniu poziomej osi symetrii występują naprężenia rozciągające, powodujące lokalne
zmniejszenie grubości, któremu oczywiście nie mogą zapobiec stalowe klocki B. Jednak
dla dostatecznie małego zagłębienia przecinających stempli można przyjąć, że warunki
są zbliżone do płaskiego stanu odkształcenia, tym bardziej że deformacja zachodzi głównie
w pobliżu obu stempli, gdzie warunki płaskiego stanu odkształcenia są ściśle zachowane.

Rys. 8

Rysunek 8 pokazuje odkształconą siatkę. Przez O oznaczono położenie centralnego
punktu przecinanego bloku. Wyraźnie widać obszar sztywny pod stemplem. Ogólny obraz
deformacji jest bardzo zbliżony do rozwiązania teoretycznego, chociaż nie obserwuje się
ostrych załamań linii, jakie występowały w tym rozwiązaniu.

3. Prasowanie bloku między sztywnymi płytami

Na rysunku 9 przedstawiono zaawansowane stadium procesu prasowania. Pokazana
w gófnej części rysunku siatka linii poślizgu została podana przez L. Prandtla [5]. Dolna
część rysunku przedstawia odpowiadający jej hodograf. Obszary OBSP przylegające do
płyt są sztywne i poruszają się wfaz z nimi. Liniami nieciągłości prędkości są linie poślizgu
OBS. Przedłużenie pola linii poślizgu w obszary sztywne można wykonać rozwiązując
zagadnienie charakterystyczne, wychodząc ze znanych wartości naprężeń wzdłuż linii
poślizgu OBS [7]. Z takiego przedłużenia wynika obecność znacznych sił tarcia na linii
styku płyt z prasowanym materiałem. Jeżeli współczynnik tarcia na linii kontaktu jest
dostatecznie duży, to takie przedłużenie jest statycznie dopuszczalne. W takim przypadku
rozwiązanie jest kompletne. Jeżeli jednak współczynnik tarcia jest zbyt mały, to nie ma
możliwości przeniesienia sił tarcia wynikających z przedłużenia pola naprężeń i rozwiązanie
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Rys. 9

Rys. 10

stanowi tylko górną ocenę siły odpowiadającej nieznanemu ścisłemu rozwiązaniu. Jest ono
bowiem wtedy tylko kinematycznie dopuszczalne.
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Sytuacja przedstawiona na rys. 9 odpowiada pewnej dowolnie wybranej chwili procesu
prasowania. Tak samo można zbudować siatkę linii poślizgu i hodograf dla każdej innej
chwili, której będzie odpowiadała inna odległość h między płytami. Dzieląc całą drogę
przebytą przez zbliżające się ku sobie płyty na szereg małych odcinków Ah i następnie
wyznaczając prędkości dla początkowej chwili każdego z tych kolejnych etapów, możemy
prześledzić cały proces odkształcania. Przyjmujemy, że w ciągu każdego z etapów prędkości
poszczególnych punktów są stałe. Postępując podobnie jak poprzednio wyznaczono od-
kształcenie kwadratowej siatki dla dwóch kolejnych etapów prasowania bloku o początko-
wym stosunku wymiarów a/ho — 2,5. Droga przebyta przez każdą z płyt naciskających
w czasie jednego etapu równa się Ah= 0,125 ho. Na rysunku 10 przedstawiono obraz
odkształconej siatki po drugim etapie.

W celu eksperymentalnej weryfikacji schematu odkształcenia wykonano- doświadczenie
ściskając przecięty na dwie części blok ołowiany z naniesioną na jednej z nich na płaszczyź-
nie styku siatką kwadratową. Schemat ustawienia był zbliżony do przedstawionego na
rys. 7. Doświadczenie wykonano w dwóch wariantach. W pierwszym obie naciskające

Rys. 11

płyty miały specjalnie wykonaną przez nacięcie drobnych ząbków powierzchnię styku
z prasowanym materiałem dla zapewnienia możliwości przeniesienia dowolnie dużych
naprężeń stycznych. Na rysunku 11 pokazano fotografię odkształconego w taki sposób
bloku. Początkowy stosunek wymiarów a/ho = 2,5 był taki sam, jaki przyjęto przy teore-
tycznym wyznaczaniu schematu odkształcenia. Blok ściśnięto do stadium odpowiadającego
rys. 10. Analizując otrzymany rzeczywisty obraz deformacji widzimy występowanie «sztyw-
nych» obszarów na końcach bloku oraz w sąsiedztwie linii kontaktu, chociaż w tych ostat-
nich występują wyraźne odkształcenia plastyczne. Nie obserwuje się ostrych załamań
pionowych linii, które w rozwiązaniu teoretycznym były rezultatem występowania w nim
linii nieciągłości prędkości. W rzeczywistym metalu zjawisko wzmocnienia powoduje
rozszerzenie się linii nieciągłości w dość szerokie pasma przejściowe, a jednocześnie po-
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większa zasięg obszaru odkształceń plastycznych. Jednak widoczne jest, że ogólny charakter
deformacji przewidziany przez teorię jest zachowany.

W drugim wariancie płyty naciskające nie miały ząbków, ale ich powierzchnia była
dość chropowata po zgrubnej obróbce na strugarce. Przy prasowaniu takimi płytami

im*' .'-wtti

Rys. 12

otrzymano deformację pokazaną na rys. 12. Ogólny obraz deformacji jest taki sam jak
na rys. 11, ale widoczne są większe jeszcze niż poprzednio różnice w stosunku do rozwiąza-
nia teoretycznego.

4. Wypływ przez szczeliny

Prostokątny blok materiału o początkowej wysokości Ho i szerokości b umieszczony
jest w prostokątnych wycięciach dwóch części matrycy (rys. 13). Między krawędziami
dolnej i górnej części matrycy istnieje luz o początkowej wielkości ho. Obydwie połówki

matrycy zbliżają się do siebie z prędkościami vo powodując plastyczne odkształcanie ma-
teriału i jego obustronny wypływ przez szczeliny między obu częściami matrycy. Założymy,
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że swobodne powierzchnie matrycy, tworzące szczelinę, są nachylone do poziomu pod
kątem a tak dobranym, aby wypływający materiał mieścił się w szczelinie nie dotykając
matrycy.
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Rys. 14

Rys.. 15

Siatkę linii poślizgu dla początkowej chwili plastycznego płynięcia przedstawiono po
lewej stronie rysunku. Obszar plastyczny ograniczony jest skfajnymi liniami BDF i AEF.
Po prawej stronie rysunku pokazano siatkę linii poślizgu dla zaawansowanego stadium
procesu, gdy odległość między krawędziami obu połówek matrycy zmalała do wielkości h,
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a część materiału została wyciśnięta na zewnątrz. Podobnie można zbudować siatkę linii
poślizgu dla dowolnego stadium procesu. Siatki te różnią się tylko kątem y wycinków
biegunowych. Nie podajemy tu siatki hodografu, ponieważ jest ona zbliżona do siatki
przedstawionej w poprzednim punkcie.

Stosując tę samą metodę jak w powyższych przykładach wyznaczono deformację
kwadratowej siatki dla przypadku b/ho = 3,56, po zmniejszeniu się szerokości szczeliny
do wielkości h = 0,765 ho. Drogę przebytą przez każdą z połówek matrycy podzielono
na dwa etapy. Na rysunku 14 przedstawiono obraz połowy zdeformowanej kwadratowej

siatki.
Na rysunku 15 pokazano fotografię siatki otrzymanej doświadczalnie przez ściskanie

bloku ołowianego. Zarówno początkowy stosunek wymiarów b/ho, jak i stosunek końcowej
i początkowej szerokości szczeliny h/ho były takie same jak w rozwiązaniu teoretycznym.
Schemat doświadczenia był analogiczny jak w obu poprzednich przypadkach. Rysunek 15
potwierdza zjawisko ograniczonego zasięgu obszaru odkształcenia plastycznego. Jednakże
i teraz nie ma ostrych załamań linii, jakie cechują rozwiązanie teoretyczne. Zwraca uwagę
dobra zgodność przebiegu linii siatki w sąsiedztwie przekrojów wyjściowych.

5. Ściskanie plastycznego klina płaskim stemplem

Rozwiązanie zagadnienia ściskania klina płaskim stemplem zostało podane przez
R. HILLA [8], przy czym zbadał on dwa możliwe warianty tego rozwiązania przedstawione
schematycznie na rys. 16. Rozwiązanie A o mniejszym zasięgu obszaru plastycznego uważa-
ne jest za bardziej prawidłowe od rozwiązania B, jeżeli na linii styku stempla i ściskanego

P/2kh

r
Rozwiązanie A

/

—. /
1
i

Z—^ A
Rozwiązanie B

50° 60° TO"

Rys. 16

materiału nie ma tarcia. Rozwiązanie B obowiązuje zarówno dla stempla idealnie gładkiego,
jak również dla stempla chropowatego. Jednak, jak łatwo się przekonać, niezbędna wiel-
kość siły naciskającej na stempel, odpowiadająca określonej drodze stempla h, jest dla
mających praktyczne znaczenie wielkości kąta wierzchołkowego klina & niniejsza w roz-
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wiązaniu B niż w rozwiązaniu A. A zatem nawet przy idealnie gładkim stemplu dla więk-
szych wartości •& poprawniejsze jest rozwiązanie B.

Hill [8] zaproponował sposób wyznaczania drogi poszczególnych cząstek odkształcanej
części materiału klina za pomocą odwzorowania ich trajektorii na tak zwanej płaszczyźnie
jednostkowej. Stosując tę metodę wyznaczono teoretyczne odkształcenie kwadratowej
siatki dla klina o kącie wierzchołkowym & = 50° (rys. 17).

A\\\\\\\\\ YxX \\\\\ %
^.

\X
Rys. 17

Rys. 18

Na rysunku 18 pokazano fotografię rzeczywistego odkształcenia siatki w klinie wykona-
nym z aluminium i ściskanym stalowym stemplem. Powierzchnia styku nie była smarowana.
Widać dobrą zgodność rozwiązania teoretycznego z wynikami doświadczenia, chociaż
zasięg obszaru plastycznego jest w rzeczywistym metalu większy, niż to przewiduje teoria.

6. Wnioski

Przedstawione porównanie teoretycznych obrazów deformacji, wynikających z roz-
wiązań płaskiego stanu odkształcenia ośrodka sztywno-plastycznego bez wzmocnienia
z wynikami doświadczenia wskazuje, że rozwiązania teoretyczne mogą mieć praktyczne
znaczenie przy analizie rzeczywistych procesów odkształcania. Jeżeli występujące w roz-
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wiązaniu teoretycznym skoki prędkości na liniach nieciągłości nie są zbyt duże, to otrzy-

muje się bardzo dobrą zgodność rzeczywistego i teoretycznego obrazu deformacji, jak to

było w przypadku przecinania bloku dwoma stemplami oraz ściskania klina. Jeżeli jednak

skoki te są duże, to zgodność jest tylko jakościowa. Jednakże nawet i w takim przypadku

rozwiązanie teoretyczne może mieć duże znaczenie praktyczne przy analizie szeregu pro-

cesów.
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P e 3 io M e

SKCnEPHMEHTAJILHAfl IIPOBEPKA TEOPETHraECKKK PEHIEHHft flJIfl EOJIŁHIHX
IIJIACTHtIECKHX .HEOOPMAHHH METAJIJIOB

• IIpeflcTaBjieHbi Teopem^ecKae penieima 3aflai o ;ne(jpopMHpoBaHiiii KBaflpaTHbK ceTOK flJM
pex pa3JHr<iHbix npoqeccoB HecjjopMHpOBanjHi MeTanaos. 3 T H peiueHHH cpaBHeHfci c
flecbopMaijiMMH xaKHX ceTOK, HaftfleHHbiMH B onMTax co CBHHI(OM H ajnoMUHHeiw.

B aa^a^e o nepeKycbiBaHHn nojiocw flByMH IUIOCKHMH y3i<HMH nrraMnaMH npHBOflaTca peniemM
coflepjKamne Tai<H<e ciam^ecKHe npoflojiiKeHHH BHtecTKyio o6jiacib. 3KcnepnMeHTajiBHbie pe3yjibTaTbi
xopomo coBnaflaiOT c TeopeTH^ecKoft KapTHHOH ne^opiwaicHH.

B 3aftaie o cwaTHK KJiHHa onbiTbi noKa3ajoi, MTO B fleHCTBHTejitHocTH B MeTajurax
TaK Ha3biBaeMbift SojiŁuloft Mexaim3M fleiJ)opMnpoBaHHa, a He iwanbrii MexaHH3M, KOTopwH
Soiree npHeMJieiwbiM c TOMKH 3peHHH MaieMaTHMecKoft Teopim nitacTH^HOCTH. Pemaiomyio pojib ijrpaeT
3flect ynpotłHeHHe, KOTOpbiM npeHegperaiOT B TeopeuraecKOM pemeHHK.

B cjiy^ae oKaiHH 6noKa IUIOCKHMH nrraninaMu ynpo^HeHue BectMa CHJIBHO HCKaiKeT fleiłcTBHTejiBHyio
KapTHHy fle^opiwauHU no cpaBHeinno c TeopeTH^ecKoił. OflHai<o B Ka îeciBeHHOM OTHonieHHH pa3JiH^nie
3T^x KapTHH ne CTOJIB sejiHKO. SKcnepHMeHTajiŁHo noK33aHO BnHJiHue KpaeBoro ycnoBHH B BHfle TpeiniH.

IIoCJieflHHM H3 paCCMOTpeHHbK IipOIjeCCOB HBJIHeTCH BblflaBJIHBaHUe H3 COCTaBHOń MaTpHIJbl. OTMe-
yeHO Henjioxoe coBnafleHue 3i<cnepnMeHTajn>Hbix H TeopeiH'tiecKHX pe3yjibTaT0B.

OSIUHM BHBOflOM HBjmeTCfl r(eHHOCTb >KecTKo-njiacTHtiecKnx peineHidi 6e3 yneTa ynpoMHeHHH
aHajiH3a HecTai;noHapHbix npoijeccoB fleiJ)opMHpOBaHHH MeTaroiOB. Kpoiwe Toro noi<a3aHOj *i?o STH
uieHuH HyjKflaiOTCfi B 3KcnepnMeHTajiBHoii npoBepKe3 TaK KaK B OTflejibHbK wryTiaHX ynpo^HeHHe

•BecBiwa cymecTBenHO BJHIHTŁ Ha cnoco6
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S n m m a r y

EXPERIMENTAL VERIFICATION OF SOME THEORETICAL SOLUTIONS
OF LARGE PLASTIC DEFORMATIONS OF METALS

Presented are the theoretical solutions of a sąuare grid deformations for four various deformation
processes of metals and their comparison with analogous grid deformations obtained experimentally on
lead and aluminium specimens.

In the case of comparession of a plastic błock by two opposite f lat narrow punches solutions are presented
with extension of the stress field into rigid region. Experimental results show good agreement with theore-
tical deformation pattern.

In the case of compression of a plastic wedge experiments show that the theoretical solutions with the
so-called "large mechanism" is very close to the actual deformation, while the "smali mechanism" solution,
considered as theoretically morę correct, gives unrealistic deformation pattern.

The strain-hardening effect considerably deforms the actual finał shape of a sąuare grid for a błock
compressed between two plates, as compared with deformation predicted by theory. However, qualitatively
the coincidence of the generał modę of deformation for the rigid-plastic model and real metal is satisfactory.
Experiments show the influence of friction conditions along the contact surface on the deformation modę.

For a foregoing process in a closed die, the agreement between theoretical and experimental results
is also qualitatively good.

The presented experimental results show that the rigid-plastic solutions can be applied to the real metal
working processes. Moreover, it is evident that such solutions reąuire experimental verification, sińce in
some cases the influence of the strain-hardening effect on the deformation modę is very strong.

ZAKŁAD MECHANIKI OŚRODKÓW CIĄGŁYCH
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMÓW TECHNIKI PAN

Praca została złożona w Redakcji dnia 28 października 1966 r.

i Mechanika teoretyczna
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O ZJAWISKACH REZONANSOWYCH W UKŁADACH NIEOGRANICZONYCH

SYLWESTER KALISKI, EDWARD WŁODARCZYK (WARSZAWA)

1. Wstęp

Problem rezonansu w zagadnieniach falowych, w szczególności w zagadnieniach pro-
pagacji fal sprężystych, bywa zazwyczaj kojarzony z problemem wartości własnych dla
określonych zagadnień brzegowych, tj. dla układów ograniczonych (por. np. [1]), podda-
wanych działaniu pola sił wymuszających. Tym niemniej problemy rezonansowe występują
w określonych warunkach również i w przypadkach układów nieograniczonych lub w przy-
padku problemów brzegowych układów półograniczonych.

Fakty te nie są oczywiście nowe. Znane są fakty występowania rezonansu w układach
nieograniczonych przy odpowiednio sprofilowanyćh przestrzennie i czasowo polach sił
masowych, znane są również możliwości występowania rezonansu w przypadkach odpo-
wiedniego pobudzenia układów z falą bieżącą w układach półograniczonych, które
prowadzą do specyficznych problemów wartości własnych jak np. problem fal Rayleigha.

Problemy brzegowe dla układów półograniczonych związane są również, w przypadku
określonego wymuszenia zaburzeń, z zagadnieniami promieniowania typu Czerenkowa.
Wydaje się jednak rzeczą interesującą zanalizowanie zespołu tych zagadnień z jednolitego
punktu widzenia, mianowicie możliwości powstawania rezonansu w układach nieograni-
czonych lub półograniczonych i ujawnienie związków pomiędzy możliwością powstawania
rezonansu na falach stojących i falach bieżących oraz zjawiskami promieniowania Czeren-
kowa. Kwestia ta stanowi cel niniejszej publikacji.

W pracy rozważamy najpierw zagadnienie możliwości powstawania rezonansu w ukła-
dach nieograniczonych oraz związki pomiędzy zjawiskiem rezonansu na falach stojących
i biegnących wykazując fizyczną równoważność obu zjawisk. Ograniczamy się przy tym
do równań opisanych w przypadku procesów okresowych operatorami samosprzężonymi.
Następnie dyskutujemy związki pomiędzy rezonansem dla fal stojących i bieżących
w brzegowych układach półograniczonych oraz wykazujemy związek tych procesów ze
zjawiskiem promieniowania typu Czerenkowa. Całość pracy ujęto w postaci przykładów
dla typowych zagadnień propagacji fal względnie typowych problemów brzegowych dla
sprężystych układów półograniczonych z punktu widzenia zagadnienia rezonansu. Przy-
kłady rozważano w ujęciu możliwie najprostszym, a więc pomijając efekty tłumienia itp.
W zakończeniu podsumowano wyniki i wyprowadzono wnioski ogólne oraz sprecyzowano
wynikłe prawidłowości.

Należy tutaj zaznaczyć, że można by ominąć metodę przykładową próbując ująć całość
w ogólnej formalnej postaci matematycznej — tym bardziej, że rozważania niniejsze,

4*
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przeprowadzone na przykładach problemów fal sprężystych i pewnych problemach pól
sprzężonych, stosują się i do szeregu innych zagadnień teorii pola.

Jednakże zastosowane przez nas ujęcie, z racji eksponowania problemów związanych
z propagacją fal sprężystych oraz ze względu na poglądowośc wydaje się bardziej korzystne.

2. Układy nieograniczone

Dla przykładu rozważymy najpierw układ sprężysty, bezdyspersyjny i przestrzennie
jednowymiarowy, a więc na przykład pręt nieograniczony.

Równanie okresowych drgań wymuszonych ma postać

28
2u 32u

(2.1) a2-^ — - ^

gdzie przyjmiemy p(x) = posinnnx/J. Podstawiając w tym wzorze

x
u = w0 cos mt sin nn—-

otrzymujemy

(2.2) u=2

Mianownik przyrównany do zera stanowi odpowiednik równania dyspersyjnego rów-
nania jednorodnego

(2.3) r ^ r - 1 , «, - —

i odpowiada przypadkowi rezonansu dla okresowego czasowo i przestrzennie pola sił
wymuszających. Łatwo oczywiście zauważyć, że przy przestrzennie okresowym polu sił
wymuszających układ na odcinkach półokresu przestrzennego odpowiada jakby wydzielo-
nemu układowi ograniczonemu (o warunkach brzegowych u = 0 dla x — /), co oczywiście
wyjaśnia obraz rezonansu.

Rozważmy obecnie przypadek fali bieżącej w pręcie z polem sił wymuszających

(2-4) p(x,t) = poe
lk^t).

Poszukując rozwiązania w postaci

(2.5) u(x,t) = uoe'^-vt)

otrzymamy z przyrównania równania dyspersyjnego równania jednorodnego do zera
warunek rezonansu dla fali bieżącej

(2.6, , - 4

Porównując (2.6) z (2.3) widzimy, że rezonans zachodzi w obu przypadkach dla iden-
tycznych wartości co przy k — aB; oznacza to, że przy długości fali takiej jak dla przypadku
fali stojącej układ w przypadku fali bieżącej przechodzi w rezonans wtedy, gdy prędkość
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fazowa harmonicznego w czasie i przestrzeni pola sił wymuszających osiąga prędkość
dźwięku. Z punktu widzenia powstawania rezonansu oba układy są równoważne. Analo-
giczna sytuacja zachodzi również w przypadku nieograniczonej przestrzeni trójwymiarowej.
Na przykład dla równania falowego

(2.7)

w którym

(2.8) p{x,y, z) = posmamxsm()„ysmykz,

<x,„ = mn/h , • pn — nn\h , yk = kn/l3,

równanie rezonansu dla fal stojących ma postać

(2.9)

Jeżeli wymuszenie ma charakter fali bieżącej w kierunku np. osi x

(2.10) p(x,y,z,t)=posmp„ysinykzeik<-x-v'\

to analogiczne równanie dyspersyjne będzie miało postać

Z,2„,2 , V2

(2.11) /£+•

Porównanie z (2.9) prowadzi do wniosku, że k = a,„ analogicznie do przypadku jedno-
wymiarowego.

Odpowiedniość stanów rezonansowych obu układów jest fizycznie prosta — falę
stojącą rezonansową można złożyć z fal bieżących w obu kierunkach. Fale te mają włas-
ności symetryczne z punktu widzenia równania dyspersyjnego, zatem aby w sumie dawały
przypadek rezonansu na fali stojącej, każda z nich powinna być rezonansowa w sensie
fali bieżącej, co z kolei następuje przy prędkościach fazowych odpowiadających pręd-
kości dźwięku. Sens fizyczny rezonansu dla fali bieżącej łatwo zinterpretować, jeżeli
zwiążemy układ z falą bieżącą przyjmując x = x—vt. Wtedy np. równanie (2.1) przejdzie
[przy p(x, t) w postaci (2.4)] w następujące:

Stąd wynika, że rozwiązanie dla u nie powinno zależeć od t, zatem

(2.13) ( a 2 - v ^ = poe
ik\

Przy u = woexp(/A;x) mamy

(2.14) «*o=-/>o ( a 2_ w 2 ) f c 2 .



328 SYLWESTER KALISKI, EDWARD WŁODARCZYK

co daje zerową sztywność (rezonans) przy a = v, a to z kolei przy v = a = eojk prowadzi
do k — a>ja lub

(2.15) l - ^ r .

zgodnie z (2.6).
Rozważone wyżej przykłady dotyczyły problemów bezdyspersyjnych. Związki powyższe

przenieść można jednak bez trudu i na przypadki z dyspersją (np. problem belki), jednakże
wtedy odpowiedniość rezonansu dla fali bieżącej zachodzi nie dla prędkości fazowej fali
bieżącej równej prędkości dźwięku, lecz dla określonej prędkości zależnej od wektora
falowego. W dalszym ciągu ograniczymy się dla prostoty (mając na uwadze jakościową
stronę zagadnienia) do problemów bezdyspersyjnych. Znacznie bardziej złożoną postać
przybiera powyższy problem w przypadku zagadnień brzegowych układów półnieskoń-
czonych, czym zajmiemy się w następnym punkcie.

3. Problemy brzegowe w układach pólnieskończonych

3.1. Uwagi ogólne. Rozważymy obecnie problem rezonansu dla fal stojących i bieżących
dla układów półnieskończonych przy wymuszeniach danych na brzegu a nie, jak poprzednio,
polem sił masowych. Uzyskamy tutaj podobne odpowiedniości jak w punkcie poprzednim
jednakże z dość istotnymi modyfikacjami. Mianowicie, o ile w przypadku poprzednim,
dzięki profilowaniu fali przestrzennym, okresowym układem sił masowych (dla fali sto-
jącej) stwarzało się jak gdyby podukłady ograniczone o znanych własnościach rezonanso-
wych, o tyle w przypadku wymuszeń danych jedynie na brzegu takich układów, dzięki
możliwości generowania promieniowania Czerenkowa, nie daje się na ogół zrealizować.
Na przykład okresowym ciśnieniem przyłożonym na brzegu półnieskończonego pręta
nie można wytworzyć rezonansu, gdyż jedyne rozwiązanie stanowi tu fala wypromienio-
wująca od końca pręta.

Jeżeli z kolei rozważyć problem półprzestrzeni (z reguły rozważać będziemy zagadnienia
płaskie) np. dla równania falowego, to przy danym m i ciśnieniu okresowo zmiennym
wzdłuż powierzchni (np. problem akustyczny) w przypadku fali stojącej nie otrzymamy
rezonansu. Mianowicie, gdy będziemy zmieniać / przy danym co, to zanim wystąpi rezo-
nans, 'nastąpi odpromieniowanie fali powierzchni. Podobnie dla fali bieżącej: przy prze-
kroczeniu przez prędkość fazową prędkości dźwięku wystąpi promieniowanie typu Czeren-
kowa bez osiągnięcia przedtem rezonansu.

Równanie falowe nie ma dostatecznych «wewnętrznych stopni swobody» na to, aby
problem w układzie półnieograniczonym miał wartości własne (co jest związane z istnieniem
fal powierzchniowych). Takie możliwości powstają ^dla równania bifalowego i wyższych
rzędów, to jest dla problemu fal Rayleigha w teorii sprężystości czy też w teorii pól sprzę-
żonych.

Jak się okazuje, w przypadku teorii sprężystości istnieje możliwość wywołania rezonansu
za pomocą fal stojących na powierzchni. Podobny wynik otrzymuje się i dla fal bieżących
przy podobnych zależnościach jak w poprzednim punkcie z tym, że obecnie prędkość
krytyczna, przy której występuje to zjawisko, odpowiada prędkości fal powierzchniowych
Rayleigha. Przy takiej prędkości można za pomocą fali bieżącej wzbudzić rezonans,
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gdyż prędkość ta stanowi wartość własną specjalnego problemu brzegowego dla układu
półnieograniczonego.

Podobnie ma się rzecz i dla przypadku równań pól sprzężonych, aczkolwiek zagadnienie
z racji bardziej złożonych równań (obszarów istnienia fal powierzchniowych itd.) kompli-
kuje się bardzo. Wszystkie te własności są wynikiem symetrii zjawisk rezonansowych dla
fal bieżących w kierunkach przeciwnych co w rezultacie superpozycji daje efekt rezonansu
dla fal stojących. Niżej omówimy przypadek równania falowego i równań teorii sprężystości
oraz pokrótce przytoczymy wyniki dla równań magnetosprężystości i piezoelektryczności
oraz wykażemy słuszność sformułowanych wyżej wniosków.

3.2. Równanie falowe. Rozważmy przypadek fali stojącej dla równania falowego

(3.1) a2Vz<p—<p— 0

z warunkiem brzegowym dla x2 = 0

(3.2) <f>(xi, t) = (p0 sin ——xcos mt — (p0sinanx1coscot.

Rozwiązanie (3.1) ma postać

(3.3) N . . -yĄ-Tjr**.
rp{xi, x2, t) = Cosma^iSincoże ,

skąd

(3.4) C o = — .

Rezonans więc nie zachodzi. Gdy coja > a„, nastąpi wypromieniowanie fali od powierzchni.
Podobnie dla fali bieżącej znajdziemy

(3.5)

co daje wynik podobny do poprzedniego, czyli brak rezonansu oraz promieniowanie typu
Czerenkowa dla v > a.

3.3. Równania teorii sprężystości. Równania płaskiej teorii sprężystości mają postać:

(af-al) (Mi<n+M2,i2)+«iV2Wi-Wi = 0,
(3.6)

{a\-al) («i,i2+M2,22)+a!V2M2-w2 = 0.

Naprężenia na powierzchni określone są wzorami:

ff12
2̂2 = Q | > ! « , ,

Rozważmy przypadek fali stojącej. W tym celu przyjmiemy warunki brzegowe w postaci

(3.8) cr12 = 0, al2 = —Asina)^cosa„x1, a„ — nnjl.

Rozwiązanie równań (3.6) czyniące zadość warunkom w nieskończoności ma postać:

«i = sincofsina„Xj (,4 oc„e
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gdzie

(3.10) y\ = a2 - ~ , jS» = <Ą—~.

Z pierwszego z warunków brzegowych (3.8) obliczamy

(3.11) B=--^rA,

z drugiego zaś

(3.12) A = A0

gdzie

Rezonans powstaje gdy mianownik wyrażenia (3.12)

(3-13) M= ( 2 — ^ ) - 4 l / l — ń - l/l ^ = 0,

co odpowiada przy danym m takiemu a„, że i = w/a„ spełnia równanie M(l) = 0, identyczne
z równaniem dla fali powierzchniowej Rayleigha. Gdy dalej będziemy zmniejszać a„ tak,
że @l < 0, wtedy wystąpi wypromieniowanie jednej fali od powierzchni, gdy zaś y2 < 0—•
wypromieniowanie obu fal.

W przypadku fali bieżącej zakładamy naprężenia na brzegu w postaci

(3.14) (T12 = 0, a21 = _ V i C * 1 ~ t " ) albo <r22 = -Aoe
ik<-Xl+V'\

Łatwo obliczamy (por. [2])

/ w2 / w2\
l/l-\ 2 r l -,- e

(3.15) H =

lub dla x2 = 0

(3.16) w 2 -

Rezonans nastąpi, gdy

Porównując (3.17) z (3.13) widzimy, że równania te są identyczne względem co/a„
i v, co przy w = co/k prowadzi do równości

(3.18) £=«„.
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W ten sposób otrzymaliśmy odpowiedniość rezonansu na fali stojącej przy danym
co i tx„, wyliczonym z (3.13) z rezonansem na fali bieżącej, gdy jej prędkość osiągnie
prędkość fali Rayleigha. Wtedy przy danym co fala ta ma k — a„. Przy v rosnącym
począwszy od v > ai następuje wypromieniowanie jednej, zaś od v> a\ — dwóch fal
Czerenkowa.

Zauważmy, że w obu przypadkach przy przejściu przez rezonans następuje zmiana
fazy amplitudy, promieniowanie zaś Czerenkowa zaczyna się dopiero po przekroczeniu
prędkości dźwięku (rys. 1). Przypadek M(0) = 0 nie powoduje nieograniczoności u\, iii,

M

_«. Promieniowanie
Czerenkowa

a2

Rys. 1

gdyż liczniki tych wyrażeń znikają również dla v = 0. Wynik powyższy otrzymaliśmy,
jak już wspomniano, w rezultacie symetrii efektu rezonansu "dla fal bieżących na prawo
i na lewo, co w rezultacie superpozycji daje

AQ / ik(x—vt) i ik(x + vt)\ , \kx , * • \kx
= ^-[e -\-e j = — Aoe coskvt — — Aoe coscot,

skąd
R e ff22 = — .„x, k — a„,

a więc w rezultacie otrzymuje się rezonansową falę stojącą.
3.4. Równania magnetosprężystości. Przytoczymy obecnie bez obliczeń gotowe rozwiązanie

dla równań magnetosprężystości doskonałego przewodnika sprężystego w pierwotnym
polu magnetycznym równoległym do osi (x{) [3].

Równania problemu dla przewodnika mają postać

82 , 82 ć

(3.19)
dx\ 8x18xi

82'

= 0,

gdzie au a2 — prędkości fal podłużnych i poprzecznych oraz a] = aj+x przy x — B2l4ng,
przy czym B oznacza indukcję magnetyczną stałą, Q gęstość ośrodka.
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Równanie pola w próżni jest

(3.20) V2A—\h = 0.
c

Warunki brzegowe są następujące:
B -

(fli+jc)M3 3-{-(al—2a2)Ui 1+-;—»i = N(x, t),
(3.21)

Mlj3 + M31 = 0, hij =

gdzie dla fali stojącej i bieżącej N(x, t) wynosi odpowiednio

(3.22) N(x, t) = —^osin&^cosa,,,*!, N(x,t) = — poe ^ vl .

W obu przypadkach otrzymujemy identyczny warunek rezonansu, czyli M = 0
w postaci:

(3.23) M = (m+b2) (m-2) ą pl+ (m+b2) (m-e2) (/3?+^)+{(m+&2) (m-e2)+(m-2) x

x [3m+2~me2+b2(m-e2)]}^M-b\m-l) (m-e2) (^+^)~(m-e2) [3m~

-2-me2+b2(m-e2)] = 0,

przy czym ft znajdujemy z równania

(3.24) (OT+62)^2+[e2(w+i2+l)-62(m+l)-2m]A+(w-e2)(l+*2-e2) = 0,
gdzie

(3.25) m = Ą , b2 = ~, e2 = - ^ lub e2 = 4 "

(przy w = co/fe, /c = a„).

Warunek M = 0 odpowiada prędkości fal Rayleigha w problemie magneto-sprężystości.
W zależności od wielkości b2 fale Rayleigha, a więc i rezonans na fali bieżącej oraz również
na fali stojącej jest albo możliwy, albo niemożliwy. Mogą także wystąpić przypadki nie-
ostrego rezonansu. Dyskusja warunków istnienia fal powierzchniowych w funkcji b2

podana jest w pracy [3]. Istotny jest tutaj wniosek analogiczny do poprzedniego, dotyczący
równoważności problemu rezonansu dla fali stojącej i fali bieżącej z prędkością Rayleigha,
który jest także wynikiem efektu symetrii.

3.5. Równania piezoelektryczności. Rozważmy ośrodek piezoelektryczny wypełniający pół-
przestrzeń przy danym warunku brzegowym dla indukcji elektrycznej w postaci fali stojącej
lub bieżącej.

Równania piezoelektryczności mają postać

(3-26) • QUI = Eikm„umi„k—rm<pilk, D:j = 0,
gdzie
(3.27) Ei = <P,i, oik = Eikm„(umi„+u„im), Dt= rikl(uktl+uiik)

przy warunkach brzegowych
(3.28) <r3i = 0, Di = N, i - 1 , 2 , 3,
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gdzie

(3.29) N =-Nosmcotcosu^i lub N = -N0e
k(Xl~vO.

W równaniach tych pominięto wpływ pola w próżni.
Jeżeli rozważyć [4 i 5] np. piezokwarc oraz aproksymować cechy mechaniczne za

pomocą modelu izotropowego, wtedy np. dla osi Xi, x3 rówmania (3.20) do (3.21) przejdą
w równania następujące [4 i 5]:

1 — ^ - e ^ n = 0,

(3.30) (cĄ-4) (Mi,i3-|-W3.33)+«IV2w3-W3 = 0,

e = — ;
Q

an = Qa\u1A-\-Q(a\—2c$)Uu—en(ptl — 0,

i ( + M 3 , i ) = 0. Di— eq>ti = N.

Eliminując w (3.30) u przez <p otrzymamy dla <p równanie

(3.32) V2\JiD2V+^4[\32V+aUl~m)f^lim = 0,

gdzie
4 j I e ^ 1 at I—I 2T72

et2'
Stosując rachunek zaburzeń względem x obliczamy M i warunek rezonansu dla fali

stojącej i bieżącej w postaci (por. [4, 5])

(3.33) M = piWi-PiWt+psWi = 0,

gdzie

(3.34) £j =

oraz

(3.35)

l = = _ ^ _ l u b
a„a2

pizy czym
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Otrzymujemy więc podobnie jak poprzednio identyczne warunki rezonansu dla obu
przypadków, to jest dla fali stojącej i bieżącej przy v = w/k.

Z przytoczonych wyżej przykładów wynika, że zasadzie wiążącej stan rezonansu na
falach stojących i biegnących można przypisać charakter ogólniejszy, aniżeli wynika
to z klasy przytoczonych tutaj przypadków. Mianowicie, jeżeli w problemie brzegowym
półnieograniczonego ośrodka opisywanego równaniami bezdyspersyjnymi oraz operato-
rami samosprzężonymi (po rozdzieleniu zmiennej względem t dla fali stojącej) istnieją
wartości własne, wtedy powinna zachodzić wyżej wspomniana równoważność stanów
rezonansowych dla fal stojących i bieżących. Dowód powyższy można by przeprowadzić
ogólnie dla bardzo szerokiej klasy (dowolnego rzędu) operatorów. Jednakże sens fizyczny
oraz znaczenie praktyczne mają przeprowadzone wyżej równania jedynie dla konkretnych
problemów fizycznych, które (w przypadku fali bieżącej) są związane z istnieniem fal
powierzchniowych albo stanów rezonansowych, dla których interpretacja fali bieżącej
lub stojącej ma sens. Dlatego zaniechamy tutaj rozważań ogólnych ograniczając się
jedynie do uwagi, że podobna sytuacja powstanie i w innych zagadnieniach fizycznych
wyżej wspomnianego typu.

W przypadku układów fizycznych opisanego typu wspomniana wyżej równoważność
jest, jak łatwo wykazać ogólniej, wynikiem symetrii procesów rezonansu dla fal bieżących
w lewo i prawo, co w efekcie daje stan superpozycyjny rezonansowej fali stojącej. To
kryterium fizyczne jest równoważne cytowanemu wyżej kryterium formalnemu.

Na zakończenie zauważmy, że w przypadku układów nieograniczonych równania
można bez trudu rozszerzyć i na układy dyspersyjne; wtedy oczywiście vl!r w układzie
z falą bieżącą zależeć będzie od wektora falowego k.

4. Wnioski końcowe

Reasumując nasze rozważania należy stwierdzić, że wykazaliśmy równoważność
problemów rezonansu dla 'fali stojącej i bieżącej (z prędkością dźwięku) w układach
nieograniczonych oraz w układach półnieograniczonych, przy czym w tym przypadku
równoważność ta ma miejsce dla prędkości propagacji biegnącej fali wymuszającej, od-
powiadającej prędkości fali Rayleigha.

Istotnym wnioskiem jest tutaj fakt, że w układzie półnieograniczonym można uzyskać
rezonans za pomocą wymuszeń na brzegu w postaci fali stojącej, przy czym równanie
charakterystyczne problemu jest identyczne z równaniem charakterystycznym dla fali
Rayleigha, jeżeli tylko przyjąć a„ = k. Zjawisko to łatwo uzasadnić posługując się cechami
symetrii fal bieżących w przeciwnych kierunkach, które nakładając się na siebie tworzą
falę stojącą. Fakt ten może mieć zasadnicze znaczenie praktyczne, np. przy rezonansowej
generacji drgań wymuszonych w cienkich przypowierzchniowych warstwach dla piezo-
kryształów itp.
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P e 3 io M e

O PE3OHAHCHEIX HBJIEHHflX B HEOrPAHIMEHHBIX CHCTEMAX

B pa6oTe pacCMOTpena npo6neivia pe3onaHca B HeorpaHiweiiHbre CHCTeMax, a TaK>i<e B i<paeBbix
H 6erym;HX u CTOJUII-DC BOJIH B nonyorpaHiweHHbrc CHCTeiwax. B pnse 3aAaM fljia BOjuioBbix

Teopmi ynpyrocTii, MarHHToynpyroern, nLesooneKTpH^ecTBa noi<a3ana sKBUBajieiiTiiocTB
pe3OHancHbix COCTOHHHH Ann 6erymHX H CTOJIMHX BOJIH.

npoanaiiH3HpOBaHa CBa3t 3Tnx HBJICHHH C H3Jiy^ei-iHeM Mepei-iKOBCKoro Tana. IIoKa3aHOj OTO HJM
KJiacca paccMaTpaBaeMbDC sappM 9KBHBajieHTH0CTŁ pe3onaHCHbix COCTOHHHH fljin 6eryrnHX H CTOHIIHX
BOJIH BW3BaHa CHMMeTpneH peuienuft flna pe3onaHCHbix COCTOHHHH npoTHBononoKiio HanpaBjieHHbnc
6erynrHX BOJIH. B pe3yjibTaTe najiojKeHHH nojiy^aeTCH pe3OHancHoe cocToaHne fljiH CTosmeii BOJIHM.
flamioe HBjieHue flaeT BO3MO>KHOCTB, HanpHMep B 3aHa^ie o nojiynpocTpancTBe BO36y>KflaeMOM Ha Kpaio

BOJIHOH, onpe^ejiHTb pe30HaHCHŁie napaiweTpbi npn IIOMOIIJ,H xapai<TepHCTH^ecKoro ypaBHeHHH
c KapaKTepucTH^ecKHM ypaBiieHueM AJIH BOJIH Pajieji B cjiy^ae pe3onaHca 6erymeft

BOJIHbl.
OnncaHHoe HBJieHne MOMteT HaHTH npHMeHeHHe HanpuMep npH pe3OHancnoM reHepnpoBaiiHH BbiHyH<

B TOHKHX npHnoBepxHOCTHbix CJIOHX.

S u ra m a r y

ON RESONANCE PHENOMENA IN UNBOUNDED SYSTEMS

The problem of resonance in unbounded and semi-bounded systems subject to harmonie vibrations
or to travelling waves is considered. The equivalence of the resonance states due to both types of waves
is demonstrated on several cases of wave eąuations of elasticity, magneto-elasticity and piezo-electricity;
the Ćerenkov-type radiation phenomena are taken into consideration. It is shown that — in the domain of
problems considered here — the equivalence of resonance states of harmonie vibrations and travelling
waves results from the property of symmetry of waves travelling in opposite direetions; their superposition
yields the state of resonance corresponding to harmonie vibrations of the medium. This makes it possible
to determine the resonance parameters of a semi-space harmonically disturbed on the boundary, by means
a characteristic equation which is identical with that of the Rayleigh wave.

This phenomenon can be practically applied to the resonance generation of forced vibrations in thin
surface layers.

ZAKŁAD BADANIA DRGAŃ
1NS TYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMÓW TECHNIKI PAN

Praca została złożona w Redakcji dnia 28 grudnia 1966 r.
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FALE POWIERZCHNIOWE W OŚRODKU Z NAPRĘŻENIAMI MOMENTOWYMI

CZESŁAW R Y M A R Z (WARSZAWA)

1. Wstęp

Przeprowadzone eksperymenty [1] wykazały, że teoria sprężystości nie jest w stanie
opisać dostatecznie poprawnie zjawisk w miejscach, gdzie występują duże gradienty
naprężeń (obszary ich koncentracji). Przypuszczalnie zaczyna się tam przejawiać dyskretna
polikrystaliczna struktura materii. Stąd też rozbieżności między opisem teoretycznym
i eksperymentem będą tym większe, im bardziej gruboziarnisty będzie badany materiał.

Zmusza to do poszukiwania innych metod opisu tych zjawisk, wśród których domi-
nującą rolę odgrywają nadal metody fenomenologiczne, posługujące się pojęciem ośrodka
ciągłego. Lepszy opis teoretyczny zjawisk można uzyskać drogą wzbogacenia oddziaływań
wewnętrznych w ośrodku kontynualnym. Przez wyróżniony myślowo przekrój przenosi
się nie tylko siła, ale i moment powierzchniowy, co powoduje istnienie naprężeń momen-
towych w ośrodku. Były one stosowane uprzednio w teorii powłok. Do teorii ośrodka ciągłe-
go wpiowadzili je bracia Cosseraci w 1909 r. Wprowadzenie tensora napięć momentowych
do opisu -stanu mechanicznego kontinuum powoduje niesymetrię tensora napięć oraz
zmusza do rozważania wzbogaconego obrazu stanu deformacji przez uwzględnienie
w równaniach konstytutywnych wyższych gradientów deformacji, gradientów obrotu
lub wprowadzenie dodatkowych lokalnych stopni swobody. Ta rozwinięta struktura
deformacji jest w stanie lepiej modelować rzeczywiste własności materii i uchwycić efekty
dodatkowych oddziaływań o postaci sił niecentralnych.

Różnorodne materiały mogą przy tym wymagać rozmaicie określonego stanu defor-
macji, który będzie dobrze opisywał ich własności mechaniczne. Zagadnieniom tym poświę-
cono wiele prac [2-6].

W przedstawionej pracy będziemy opierać się głównie na metodzie podanej przez
KOITERA [3] i rozszerzonej na zagadnienia dynamiczne termosprzężone przez NOWAC-
KIEGO [7]. Metoda powyższa posługuje się pojęciem ośrodka ciągłego o trzech geometrycz-
nych stopniach swobody przy uwzględnieniu w równaniach stanu gradientów obrotu
wyrażalnych przez rotację wektora przemieszczeń. Wprowadza się nowe wielkości mechani-
niczne takie, jak wektor sił momentowych Y, wektor momentów powierzchniowych g
oraz tensor naprężeń momentowych /<y.

Celem tej pracy jest zbadanie w oparciu o wyżej wymienione prace zagadnień zwią-
zanych z falami powierzchniowymi w tak określonym ośrodku (rodzaj ośrodka Cosseratów).
Badania takie są szczególnie cenne dla zagadnień propagacji fal bardzo krótkich (ultra-
dźwięki), gdyż wówczas mogą pojawić się nowe efekty związane z rzeczywistą budową
ziarnistą materii.
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Autor zdaje sobie sprawę z faktu, że sens tak określonego ośrodka, w którym naprę-
żenia momentowe są równoważone tylko przez orbitalny moment pędu i przez niesy-
metryczną część tensora napięć, może budzić wątpliwości. Jednak wyżej określony ośrodek
Cosseratów nie wykazuje cech wewnętrznej sprzeczności, jeżeli chodzi o zasady zacho-
wania, może więc być rozpatrywany jako jeden z możliwych modelów ośrodków w celu
dostarczenia materiału do porównania z innymi typami ośrodków.

W punkcie 2 przedstawiono w sposób zwięzły najważniejsze relacje opisujące stany
dynamiczne rozważanego ośrodka. W punkcie 3 określa się obszary istnienia fal powierz-
chniowych i wyznacza się podstawowe równania dyspersyjne. W punkcie 4 przeprowadza
się analizę uzyskanych wyników liczbowych i formułuje się szereg wniosków dotyczących
badanego ośrodka. W zakończeniu podaje się perspektywy wykorzystania otrzymanych
wyników przy dalszych badaniach ośrodków Cosseratów.

2. Podstawy teorii termosprzężonych procesów dynamicznych

Zasady zachowania pędu i momentu pędu w rozważanym ośrodku Cosseratów wyra-
żają się następująco:

(2.1)

(2.2) u * / r A t y I j + g i ;

Pij oznacza tensor napięć momentowych, Yi wektor sił momentowych, pozostałe wielkości
mają takie samo znaczenie jak w klasycznym ośrodku sprężystym.

Tensor napięć jest obecnie tensorem niesymetrycznym. Jednak jego część antysyme-
tryczna wyraża się w oparciu o (2.2) następująco:

(2-3) r,„„ = —^•sim„(fijij+QYi).

Po uwzględnieniu (2.3) równanie ruchu (zachowania pędu) przyjmuje postać:

(2-4) smi,im-~—eim„[mjijm+(eYi)im]+QX„—QU„ = 0,

gdzie mu oznacza część dewiatorową tensora naprężeń momentowych, s,„„ część symetryczną
tensora naprężeń.

Pochodna gęstości energii wewnętrznej wyraża się następująco:

(2.5) U = sijyij+/j,ijkij-qij,
gdzie

1
fyj — ft)i,j — "yeim«Mn,mj.

Gęstość energii wewnętrznej zależy tutaj od gradientów obrotu »y, co jest konsekwencją
przyjętego modelu.

Funkcja energii swobodnej dla ośrodka izotropowego ma następującą postać:

(2.6) F + M + ' + " f o O
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Wynikają stąd równania konstytutywne dla rozważanego ośrodka:

(2.7) Sij = 2fiyij + X(ykk-Pd)óij, mi3 = 4(M/2(«y+?7«i/i),

gdzie |S jest stałą sprzężenia termomechanicznego, X, fi stałe Lamego, /, y\ nowe stałe
materiałowe.

Po wstawieniu równań konstytutywnych do równania ruchu otrzymujemy układ równań
w przemieszczeniach:

(2.8) ^uUj+{X+fi)uiji-fj,l2(uijj~Ujiij)M+Xi-~eiJkYkj = flj+jSU,,.

W rozważanym ośrodku można postawić pięć niezależnych warunków brzegowych:

(2.9) % + ̂ shki(mjkJ—m(mhk
Jf Yk\nh — p,, / = 1,2, 3,

(2.10) mjhttj—w(n„)HA = g,,.

Poza tym powinien być również spełniony warunek konturowy na konturach ograni-
czających gładkie części powierzchni^):

(2.11) Q = -2 [«V)+-m(»«)-]-

Przedstawione relacje pozwolą zbadać własności fal powierzchniowych.

3. Fale powierzchniowe w półprzestrzeni

Jak wiadomo, rozwiązanie zadania polega na określeniu rozwiązań szczególnych równań
ruchu (2.8) malejących w kierunku osi x3 niezależnych od x2 (fala płaska) oraz spełnia-
jących jednorodne warunki naprężeniowe (2.9), (2.10) na płaszczyźnie x% = 0 (rys. 1).
Należy również zbadać warunki gwarantujące istnienie tego typu rozwiązań.

Przed przystąpieniem do dalszych rozważań wyraźmy warunki brzegowe w prze-
mieszczeniach.

Ponieważ w rozważanym przypadku n = (0, 0, 1), stąd

(3.1) m(„„) = mijnjni = m35. (nie sumować).

Zauważmy następnie, że tensor dewiator jest w tym przypadku tensorem antysymetrycz-
nym, co wynika z własności tensora Ricciego oraz z poniższej zależności:

(3.2) mtj = 4pP(eJkiUilki+r]smu,ikJ).

Przyjmując następnie w myśl założenia o falach powierzchniowych Yk = 0 otrzymamy
z (2.9)

(3-3) l-y/.i + ~2 ehkimjkj I "i, => Pi •

Po dokonaniu szeregu przekształceń i uwzględnieniu (3.2) związek (3.3) przyjmuje postać:

(3-4)

O Przedstawione wyżej re acje są zawarte w [3, 7]. Umieszczono je tutaj w celu nadania pracy większej
przejrzystości.

5 Mechanika teoretyczna
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co po uwzględnieniu postaci równania konstytutywnego dla sM można zapisać następująco:

(3.5)

gdzie «(;,,!), M[ftij] są częścią symetryczną i antysymetryczną tensora gradientów prze-
mieszczeń. Widać stąd, że po założeniu / = 0, otrzyma się klasyczne warunki dla skła-
dowych wektora sił powierzchniowych.

1,9

1,8

1,7

1,6

1,5

1,4

1,3

1,2

1,1

1,0

v=0,3

Otear nieistnienia Fal

Funkcja dyspersyjna Fal powierzchniowych
dla ośrodka Cosserat

_1 I I I L_ - I L.

0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 </,fi 2,0 2,2 2,4 2,ff 2,5 3,0 3,2

Rys. 1

Ponieważ dla rozważanego przypadku mamy nh = (53;„ zatem

(3-6) I <53(W/i,t

Widoczne jest, że dla składowej normalnej (/ = 3) otrzymuje się zawsze warunki klasyczne
(%,3] = 0).

Równania dla składowych wektora momentów powierzchniowych po rozpisaniu
i uwzględnieniu faktu, że m(nn) = 0 przyjmują postać

(3.7)

z— "2,12) = • n •

' : • ) ' • •;!.>•
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Poszukiwanie rozwiązań dla fal powierzchniowych w postaci fal płaskich (w2 = 0)
powoduje automatyczne spełnienie jednego z równań ruchu, jednego z jednorodnych
warunków brzegowych (3.6) (dla 1=2) oraz warunku jednorodnego (3.7)i.

Z uwagi na rozważania procesów dynamicznych można przyjąć, że będą im towa-
rzyszyły przemiany adiabatyczne, co z uwagi na brak wewnętrznych źródeł entropii pro-
wadzi do jej zachowania:

(3.8) s=Mkk+-%-e = o.

Stąd

Pozwala to wyeliminować gradient temperatury z równań ruchu (2.8):

(3.9) /*r»ij;+4«/,y~/"r^(«ijj—M;,y),fts = e«i»

gdzie [iT, XT — stałe Lamego dla procesu izotermicznego

(3.10) A 5 ^

Po dokonaniu rozkładu wektora przemieszczeń otrzymujemy ogólnie

(3.10) Ui=0ti+eijkTkJ

oraz dla zagadnienia płaskiego

(3.10a) Wi = 0

Po podstawieniu (3.10a) do (3.9) otrzymuje się równanie rozprzężone dla potencjałów
'*, W:

(3.11) (v 2 ^ ? , [ ( ) ^

gdzie
, _

c u - e e

W myśl poczynionych założeń rozwiązania dla funkcji 0, W przewidujemy w postaci:

(3.12) ~

Po podstawieniu przewidywanych rozwiązań do równań (3.11) otrzymuje się następujące
związki między parametrami.

Z równania (3.11)i
• . .• ' 2

/o 1 Q\ Jl J,2 .
\3-l3) ; • • . . . • , , . a — K ~ „2 '

: c l a
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z równania (3.11)2

(3.14) OS 2 -/c 2 )[l-/ 2 GS 2 -

a po rozwiązaniu względem fl2:

(3.15) $,2 = l<-2+^n:

^ - - o ,

,c?/2

Jak widać, wartości /?2,2 będą zawsze rzeczywiste, co gwarantuje istnienie fal powierz-
chniowych monotonicznie zanikających z głębokością (w kierunku osi %).

Wymaganie, aby fi\, j82 były liczbami rzeczywistymi, prowadzi do warunku

gdzie w = cojk oznacza prędkość fazową fal powierzchniowych, a źl długość fali. Nierów-
ność powyższa oraz nierówność

(3.17) — ^ 1

wynikająca z (3.13) określają obszar istnienia fal powierzchniowych na płaszczyźnie
(e/c* //A).

Bliższą analizę tego obszaru przeprowadzimy w punkcie 4. Żądanie spełnienia jed-
norodnych naprężeniowych warunków brzegowych na płaszczyźnie xi = 0 prowadzi
w oparciu o (3.6) i (3.7) do zależności dla funkcji 0, W:

^ , 1 3 = 0,

= 0, V 2 ^, 3 = 0.

Należy zauważyć, że w warunki brzegowe nie wchodzi nigdzie stała materiałowa rj, co
ułatwia znacznie prowadzenie dalszych rozważań.

Warunek brzegowy konturowy (2.11) jest spełniony automatycznie ze względu na
ciągłość wektora normalnego (gładkość powierzchni).

Po podstawieniu (3.12) do (3.18) otrzymujemy następujący układ równań algebraicz-
nych jednorodnych dla stałych dowolnych A, Bi, B2:

(3.19) [(Xs+2f,)a2-tsk
2]A+2ju ikfcB^+lpikhB* = 0,

-2ik*A+[k2+fi-P(^-k2)2]B1+[k2+fó-l2(ą-k2f]B2 = 0,

fcGSi-*2)^ = 0,
gdzie p,T = fi.

Wymaganie istnienia nietrywialnych rozwiązań powyższego układu prowadzi do żą-
dania zerowania się jego wyznacznika

(3.20) Z> = = 0.



FALE POWIERZCHNIOWE W OŚRODKU Z NAPRĘŻENIAMI MOMENTOWYMI 343

Po rozwinięciu wyznacznika względem ostatniego wiersza i dokonaniu szeregu przekształceń
otrzymujemy

(3.21)

gdzie

4a>2/2

stąd po dalszych przekształceniach dochodzimy do zależności

lub po wprowadzeniu oznaczeń w/cz = j , /c/ = 2JI//A = x

(3.23) [2-/]4[l+2/

gdzie y = HI(XS+2IJ).

Jeżeli w (3.23) przyjąć / = 0 (x = 0), otrzymuje się równanie charakterystyczne dla
klasycznych fal Rayleigha:

(3.24) ( 2 - J 2 ) 4 / /

Z równania (3.23) można określić przebieg zależności opisującej własności dyspersyjne
rozważanego ośrodka.

Jak widzimy, fale powierzchniowe w rozważanym ośrodku ulegają dyspersji. Jest to
wynikiem paraboliczności układu równań w przemieszczeniach (3.9), która wiąże się
z niejednakowym rzędem pochodnych czasowych i przestrzennych.

Gdyby wprowadzić w ośrodku dodatkowe stopnie swobody, uwzględniające własności
dynamiczne cząstek przy obrocie, wówczas uzyskano by układ równań hiperbolicznych.

Należy stwierdzić, że w pracy [8] uzyskano również rozwiązania charakteryzujące się
dyspersją przy uwzględnieniu w funkcji gęstości działania drugich gradientów deformacji.
Należy przypuszczać, że wszystkie ośrodki z rozwiniętą strukturą deformacyjną będą
wykazywały cechy dyspersyjne.

Wyznaczmy jeszcze pole przemieszczeń towarzyszące falom powierzchniowym. Na
podstawie (3.10a) i (3.12)

Ml = R e [

u3 = Re l-

gdzie <p = kx\—mt.



344 CZESŁAW RYMARZ

Wykorzystując liniową zależność stałych B\, B2 od stałej A otrzymujemy po szeregu
przekształceń:

u, = f }

gdzie

"" HM

Jeżeli w (3.26) przyjąć / = 0, otrzymuje się automatycznie wyrażenie na przemieszczenie
dla fal Rayleigha.

4. Wyniki obliczeń i ich analiza

W oparciu o równanie (3.23) przeprowadzono na elektronowej maszynie cyfrowej
obliczenia funkcji dyspersyjnych dla liczb Poissona 0; 0,1; 0,2; 0,25; 0,3; 0,4 przy x zmie-
niającym się w przedziałach (0 - 3,5). Obliczono również krzywą stanowiącą granicę
obszaru istnienia fal powierzchniowych. Całość obliczeń zilustrowano wykresem (rys. 1
na str. 339).

Jak wynika z uzyskanych wyników fale powierzchniowe nie istnieją dla całego zakresu
zmiany liczb Poissona w pobliżu x — 1, tj, gdy długość fali staje się porównywalna z wy-
miarem charakterystycznym / (stała ośrodka).

Nieznajomość dokładnego sensu fizycznego wielkości / oraz jej wartości liczbowej
nie pozwala podać wnikliwszej interpretacji zaobserwowanego zjawiska. Istniejące
w szeregu prac oszacowania /są sprzeczne. W [3] ocenia się ją jako wielkość makroskopową
nie mającą w chwili obecnej wytłumaczenia na gruncie fizyki ciała stałego. W takim przy-
padku nie istniałyby pewne fale powierzchniowe z zakresu technicznie realizowanego,
co jest zjawiskiem dość nieoczekiwanym. W pracy [4] wręcz przeciwnie przypisuje się / roz-
miary mikroskopowe związane ze strukturą krystaliczną ciała. Rozważane zjawisko doty-
czyłoby wówczas fal porównywalnych z rozmiarami sieci krystalicznej ciała.

Fale do zakresu kilkudziesięciu MHz, stanowiące bardzo małą część rozważanego
zakresu, odznaczałyby się stosunkowo niewielką dyspersją i uwzględnienie dla nich efektów
związanych z ośrodkiem Cosseratów nie miałoby praktycznego znaczenia. Jak wynika
z [9], przeprowadzone badania statyczne przy zginaniu belek oraz badania stanów naprężeń
wokół otworów o małych średnicach nie wykazały istnienia naprężeń momentowych.
Powyższy fakt wskazywałby na to, że rzeczywiście / jest wielkością dość małą. Dlatego też
uwzględnienie wpływu naprężeń momentowych miałoby znaczenie dla zagadnień dynamicz-
nych w dziedzinie ultradźwięków o częstości większej od kilkudziesięciu lub kilkuset
MHz. Wtedy bowiem powinny dawać o sobie znać dodatkowe odziaływania o dalekim
zasięgu atomów sieci krystalicznej w materiale. Dlatego koncepcja, że / jest wielkością
małą, wydaje się bardziej prawdopodobna.
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Należy zauważyć ponadto, że dla v = 0 fale powierzchniowe nie istnieją począwszy
od wartości x = 0,8. Bliższe badania wykazały jednak, że pierwiastki równania charak-
terystycznego leżą na linii vjc\ = 1, stanowiącej brzeg obszaru istnienia fal powierzchnio-
wych. Podobnie ma się sprawa z rozwiązaniem dla v = 0,1. Ogólnie więc istnienie fal
powierzchniowych dla małych v w tym zakresie jest dość problematyczne.

Ogólnie rzecz biorąc przebieg krzywej dyspersyjnej można scharakteryzować nastę-
pująco:

dla małych wartości x przyrost prędkości fazowej jest dość znaczny, co powoduje, że
krzywa wychodzi z obszaru istnienia. Obszar ten ograniczony jest krzywą ] / l + x 2 oraz
prostą v/cla = 1;

dla dużych wartości x przyrost prędkości fazowej jest znacznie mniejszy, co powoduje
powrót krzywej w obszar i ustalenie się wartości asymptotycznej leżącej tym bliżej linii
v\c\ — 1, im mniejsza jest liczba Poissona.

Tak więc widzimy, że dla dużych x prędkość fal powierzchniowych w ośrodku Cosse-
ratów może znacznie przewyższać prędkości fal poprzecznych. Można to tłumaczyć tym,
że dla długich fal na skutek znacznego wpływu gradientu obrotów dominującą rolę
w fali powierzchniowej zaczynają odgrywać fale podłużne, a wpływ fal poprzecznych
zanika z powodu kompensującego działania fali «skrętnej», pochodzącej od naprężeń
momentowych. Fakt ten tłumaczy również zjawisko rozszerzania się obszaru istnienia
fali.

5. Zakończenie

Przeprowadzone rozważania mogą być traktowane jako wstęp do badań własności
dynamicznych ośrodków o bardziej rozwiniętej strukturze deformacyjnej, w szczegól-
ności ośrodków z dodatkowymi stopniami swobody. Weryfikacja poprawności przyjętych
założeń o ośrodku, o którym wspomniano we wstępie, może być przeprowadzona w przy-
szłości w oparciu o wyniki badań nad dynamiką bardzo krótkich fal lub w oparciu o wyniki
teorii zajmujących się badaniem krystalicznej struktury materii.

Na zakończenie autor tą drogą chciałby złożyć gorące podziękowanie dr D. ROGULI
za szereg cennych uwag dotyczących merytorycznej strony problemu.
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P e 3 10 M e

IIOBEPXHOCTHfcIE BOJIHBI B CPEflE C MOMEHTHBIMH HAriP-SDKEHHflMH

B pa6oTe HCcjieayiOTCH CBoftcTBa noBepXHOCTHhix BOJIH B cpe^e c MOMeHTHBiMii HanpHH<eHHHMH,
Sjiaroflapa KOTopbiM MOHCHO yąecTB flonojiHHTejibHoe B3aHM0,n;eHCTBiie MacTuu, MaTepHaJia B o6jracTHx
co SHâ HTejiBHOH KOHUieHTpaiiHeH HanpH>KeHHH HJIH B 3onax, rfle cymecTBeHHO BĘJIHKH rpaflHeHTw ne-

KOPOTKHX BOJIH B «HHaMHqecKax 3ajifmax).
cpe^a c TpeMH jioKajiBHbiMH cTeneHHMH CBoSoflH H C oGorameHHBiM onHcaHHeM

: B BURS rpaflneHTOB BpameHUH Bbipa>i<aeMfcrx ^epe3 poTaitnio BeKTopa nepeiwemennii (pa3-
cpeflw Koccepa). OnpeflejieHbi flnana30Hbr cymecTBOBaHHH noBepxHOCTHŁix BOJIH a nccjie-

CBoiłcTBa BOJIH. IIpoBefleH aHajtH3 nojiytieHHbix MHCJIOBLK pe3yjitTaTOB.

S u m m a r y

SURFACE WAVES IN A MEDIUM WITH COUPLE-STRESSES

The properties of surface waves in a medium with couple stresses are investigated. Introduction of
the couple stresses into the analysis enables us to take into consideration the additional interaction between
particles oceuring in the regions of high stress concentration or great displacement gradient (the rangę of
short waves in dynamie problems).

A medium with three local degrees of freedom is considered, including as the additional elements of
deformation the gradient of rotation expressed by rotation of the displacement vector (a speciai kind of the
Cosserat medium). The regions of existence of surface waves are defined, and their dispersion properties
are investigated. An analysis of numerical results is also presented.

Praca została złożona w Redakcji dnia 19 paźeziernika 1966 r.
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STATECZNOŚĆ DYNAMICZNA PODŁUŻNA SZYBOWCA
W ZESPOLE HOLOWNICZYM

JERZY M A R Y N I A K (WARSZAWA)

1. Wstęp

W pracach związanych z zagadnieniem holowania szybowców nie rozpatrywano statecz-
ności zespołu holowniczego, tzn. stateczności zespołu składającego się z samolotu holują-
cego na linie szybowiec i szybowca. Rozpatrywano wyłącznie stateczność szybowca traktując
samolot jako ciało o nieskończenie wielkiej bezwładności.

W pracy [1] rozpatrywano wpływ liny holowniczej na krytyczną prędkość flatteru.
Przyjęto trzy stopnie swobody odkształcalnego szybowca jak również uwzględniono sprę-
żystą wydłużalność liny. Otrzymano układ trzech równań różniczkowych zwyczajnych
liniowych drugiego rzędu, którego rozwiązanie sprowadzało się do znalezienia pierwiastków
równania charakterystycznego szóstego stopnia. W pracy nie uwzględniono sił aerodyna-
micznych działających na linę holowniczą jak również sił i momentów pochodzących od
liny holowniczej i działających na szybowiec. Rozważania przeprowadzono dla trzech
konkretnych położeń szybowca względem samolotu.

Znane prace dotyczące holowania szybowca za samolotem, mianowicie [2, 5, 13 i 17],
zostały omówione w pracy [12].

W pracy [12] rozpatrzono przypadek holowania sztywnego szybowca przez samolot
0 nieskończenie wielkiej masie, lecący poziomo, prostoliniowo, ze stałą prędkością. Roz-
patrując stateczność dynamiczną szybowca zastosowano teorię małych zakłóceń. Równania
ruchu otrzymano w postaci układu równań różniczkowych zwyczajnych drugiego rzędu
ze stałymi współczynnikami. Pozwoliło to na określenie współczynników równania charak-
terystycznego, zastosowania kryteriów stateczności Routha-Hurwitza oraz obliczenia
pierwiastków równania charakterystycznego metodą Bairstowa. W pracy nie uwzględniono
dynamiki liny holowniczej jak również zakłóceń wynikających z odchyleń od założonego
ruchu samolotu holującego. Na podstawie obliczeń numerycznych zbadano jak wpływa
na stateczność szybowca położenie względem samolotu holującego, prędkość holowania,
usytuowanie zaczepu holowniczego względem środka ciężkości szybowca oraz długość
1 wydłużalność liny holowniczej.

W przypadku samolotu holującego o masie porównywalnej z masą szybowca holowa-
nego występuje wzajemny wpływ ruchów samolotu na szybowiec holowany i odwrotnie.
W takim przypadku należy rozpatrzeć stateczność układu: samolot holujący+lina holowni-
cza+szybowiec, co wykonano w niniejszej pracy.
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Przedmiotem niniejszej pracy jest przypadek holowania sztywnego szybowca przez
sztywny samolot za pośrednictwem ciężkiej, wiotkiej i sprężystej liny holowniczej, obciążo-
nej siłami aerodynamicznymi.

Założono, iż zespół holowniczy znajdował się przed zakłóceniem w poziomym, prosto-
liniowym, ustalonym locie. Stosując równania Lagrange'a II rodzaju wyprowadzono
różniczkowe równania ruchu, które przedstawiono w formie zlinearyzowanej. Otrzymano
układ siedmiu równań różniczkowych zwyczajnych drugiego rzędu ze stałymi współczynni-
kami. Wprowadzając zakłócenie jako warunki początkowe scałkowano numerycznie
otrzymany układ równań metodą Runge-Kutta-Gilla. Otrzymane wyniki wskazały wza-
jemne oddziaływanie na siebie samolotu i szybowca w czasie holowania, co wyraziło się
w niemożności rozprzęgnięcia równań ruchu układu. Rozwiązanie układu równań spro-
wadzono do zagadnienia znajdowania wartości własnych macierzy niesymetrycznych
(dowolnych) czternastego stopnia (w omawianym przypadku).

W oparciu o prace [8, 9 i 14] sprowadzono macierz niesymetryczną do postaci quasi-
trójkątnej dolnej, a następnie wyznaczono wartości własne.

Znajomość wartości własnych pozwoliła na określenie zmian częstości oscylacji i tłu-
mienia, jak również na bezpośrednie porównanie z wynikami otrzymanymi w pracy [12]
dla zagadnienia uproszczonego.

Na podstawie obliczeń numerycznych wykonanych dla jednego z szybowców wyczyno-
wych i obecnie stosowanego samolotu holującego zbadano, jak wpływa na stateczność
szybowca położenie względem samolotu holującego i prędkości holowania.

Ważniejsze oznaczenia

a, as [l/rad] zmiana współczynnika siły nośnej szybowca i samolotu w zależności od kąta
natarcia,

ai>ols [l/rad] zmiana współczynnika siły nośnej usterzenia poziomego w zależności od kąta
natarcia usterzenia dla szybowca i samolotu,

b\, bi [m] połowa rozpiętości szybowca i samolotu,
C,„ Ct bezwymiarowe współczynniki aerodynamiczne siły normalnej i stycznej do

liny, określone w stosunku do jej średnicy i długości jednostkowej,
Cą bezwymiarowy współczynnik ciężarowy liny,

CX\. CX2 bezwymiarowe współczynniki aerodynamiczne oporu szybowca i samolotu
w locie holowanym,

Czi, CZ2 bezwymiarowe współczynniki aerodynamiczne siły nośnej szybowca i samolotu
w locie holowanym,

d [m] średnica1 liny holowniczej,
g [m/s2] przyśpieszenie ziemskie,

/'zi > h*2 [ra] współrzędne zaczepu holowniczego szybowca i samolotu, mierzone pionowo
względem środka ciężkości,

Ii, Ji [kG m s2] momenty bezwładności względem osi poprzecznych szybowca i samolotu,
kz\, kz2 [m] współrzędne zaczepu holowniczego szybowca i samolotu mierzone poziomo

względem środka ciężkości,
/o, h [m] długość liny swobodnej i obciążonej,

h\ > hi M średnia cięciwa aerodynamiczna szybowca i samolotu,
Im > IH2 [m] odległość osi obrotu steru wysokości od środka ciężkości dla szybowca i samo-

lotu,
Mii. MK [kG m] aerodynamiczny moment pochylający szybowca i samolotu.
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n [kG/m] siła aerodynamiczna normalna do liny działająca na 1 m długości liny holowni-
czej,

P„ [kG] siła ciągu silnika samolotu,
Pxl = Xt [kG] siła oporu aerodynamicznego szybowca i samolotu,

PX2
Pz\, Pzi [kG] siła aerodynamiczna wyporu (nośna) szybowca i samolotu,

PzUi. PzU2 [kG] siła nośna usterzenia poziomego szybowca i samolotu,
ą [kG/m] ciężar jednostkowy metra bieżącego liny,

Q\, Qi [kG] ciężar szybowca i samolotu,
S\, S2 [m2] powierzchnia nośna skrzydeł szybowca i samolotu,

SHI> Sm [m2] powierzchnia nośna usterzenia poziomego szybowca i samolotu,
S„ [m2] powierzchnia zataczana przez śmigło samolotu,

/ [s] czas,
T [kG] bieżący naciąg liny holowniczej,

7i, 72 [kG] siła pochodząca od liny holowniczej działająca na zaczepie szybowca i samolo-
tu,

V [m/s] prędkość lotu,
x„ [m] odległość płaszczyzny śmigła samolotu od środka ciężkości,

xsi,xsl [m] odległość środka ciężkości od środka aerodynamicznego dla szybowca i sa-
molotu,

ZHI , ZB2 [m] odległość pionowa osi obrotu steru wysokości od środka ciężkości dla szybowca
i samolotu,

z„ [m] odległość linii działania siły ciągu śmigła od środka ciężkości samolotu,
2s\ > zs2 [m] odległość pionowa środka aerodynamicznego od środka ciężkości dla szybowca

i samolotu,
ai, «2 [rad] kąt natarcia szybowca i samolotu,

«Hi, aHz [rad] kąt natarcia usterzenia poziomego szybowca i samolotu,
azHi > azH2 t r a d] kąt zaklinowania usterzenia poziomego szybowca i samolotu,

£1, £2 [rad] kąt odchylenia strug spływających ze skrzydeł szybowca i samolotu,
<pi, <f>2 [ r a d ] kąty nachylenia liny holowniczej w stosunku do linii lotu, mierzone na za-

czepach szybowca i samolotu,
<p„ [rad] kąt nachylenia linii działania siły ciągu śmigła w stosunku do osi samolotu,

I [1/kG] współczynnik wydłużalności liny holowniczej,
Ae, Aes wydłużenie skrzydła szybowca i samolotu,

4 = S±.iri wartości własne układu równań różniczkowych w postaci bezwymiarowej,
f = 11 współczynnik tłumienia w postaci bezwymiarowej,
)? = i\ t bezwymiarowa częstość oscylacji,

Q [kG s2/m4] gęstość powietrza.

2. Równowaga podłużna samolotu holującego

W ustalonym poziomym locie musi zachodzić równowaga sił i momentów działających
na samalot holujący (rys. 1), z czego wynikają trzy równania równowagi

(2.1)

(2.2)

(2.3)

-Pz2-Pzii2+Qz- T2sin?>2~-P„sin((X2+9?„) = 0,

-Px2-T2cos<p2+P„cos(u2+cpn) = 0,

s2cos a 2 +z s 2 s in a2)+Px2(xs2s'm a2—zs2cos a 2 )+

/;z2cos<x2)—r2sin(p2(/cz2cosa2—/jz2sina2) = 0.
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Rys. 1. Geometria samolotu holującego i układ sil działających na samolot w locie holowanym

Rys. 2. Geometria szybowca i układ sił działających na szybowiec w locie holowanym

Rozpatrując równowagę sił działających na szybowiec holowany stycznych do kierunku
prędkości (rys. 2) otrzymano

!—Pxl = 0.

Z powyższego równania określono siłę naciągu liny holowniczej przyłożoną na zaczepie
szybowca holowanego:

Korzystając z zależności
T2ł

(wyprowadzonej w pracy [12] wzór (4.3)) i podstawiając zależność na 7\ otrzymano siłę
T2 pochodzącą od liny i działającą na zaczep samolotu holującego (rys. 3)

(2.4) 7
COS,Cp{ £

V 2 T x

gdzie r)i, rj2, n i T2 są to funkcje wyprowadzone w pracy [12] (wzory 4.4 i 4.5).
Z równania (2.2) po podstawieniu zależności (2.4) otrzymano niezbędny ciąg zespołu

śmigło-silnikowego samolotu holującego potrzebny do utrzymania zespołu holującego
w ustalonym, prostoliniowym, poziomym locie:

(2.5)
1 cos <p2 em x z

6 1
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Z równania (2.2) i (2.3) otrzymano siłę nośną, jaka musi być przyłożona na usterzeniu
poziomym samolotu holującego, ażeby zapewnić równowagę podłużną:

i r
(2.6) lm cos a2—zH2 sin a2

—z s 2 cos <x2)+ (Px2

- T2cos <p2(kz2 sin a2 z 2 cos a2—Az 2sina2)ina2) .

Rys. 3. Wielkości geometryczne charakteryzujące konfigurację liny holowniczej

Po podstawieniu do równania (2.1) zależności (2.4)-(2.6) i uwzględnieniu, że kąt na-
tarcia a2 samolotu holującego jest mały, tzn.

(2.7) sina2 ~ tga2 cosa2

1

2 '

otrzymano równanie, które po podzieleniu przez — QSVZ sprowadzono do postaci bez-
wymiarowej. Następnie w powyższe równanie wprowadzono współczynnik oporu samolotu
holującego Cx2, określony przez współczynnik aerodynamiczny siły nośnej C'zl [3, 4, 12
i 15]:

(2.8) CX2

Po uporządkowaniu otrzymanego równania względem potęg C'z2 uzyskano równanie
algebraiczne drugiego stopnia

(2.9)

które pozwoli nam obliczyć współczynnik siły nośnej C'z2 samolotu holującego dla danych
warunków lotu.

W przypadku f„ = 0 współczynniki równania (2.9) mają postać:

l—(z„—zs2)+ ^
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(2.10) 5 = — ~
as

20
C = — CXO2(Z„ — ZS?)~ C„,02 / 0 2 + c T

gdzie

Z równania (2.9) otrzymano wartość współczynnika siły nośnej samolotu holującego:

Wprowadzając do C'z2 poprawkę uwzględniającą działanie śmigła [3, 4, 15 i 20] otrzy-
mano:

Współczynnik siły nośnej samolotu holującego Cz2 wyznaczony z (2.13) określa para-
metry lotu samolotu holującego, zapewniające równowagę w ustalonym locie poziomym.

Jak wynika z (2.13) parametry lotu samolotu holującego zależne są od charakterystyki
aerodynamicznej samolotu, położenia zaczepu holowniczego względem środka ciężkości
samolotu oraz przez Cxl określone równaniem (2.11) od charakterystyki aerodynamicznej
szybowca holowanego Cxi i charakterystyki liny holowniczej T15 TZ, e'\ e11, <pi,<p2-

Warunki równowagi szybowca holowanego zostały wyprowadzone i omówione w pracy
[12], rozdział 6.

3. Stateczność statyczna podłużna samolotu holującego

Pojęcie «statycznej stateczności* przyjęte w lotnictwie jest szeroko omówione w wielu
pracach i podręcznikach poświęconych dynamice samolotu w locie swobodnym [3, 4, 15].

Warunkiem podłużnej stateczności statycznej w locie swobodnym jest, aby

(3.1) i|<0

dla przyjętego w niniejszej pracy dodatniego kierunku działania momentów pochylających
(moment dodatni jest momentem zadzierającym samolot, powodującym wzrost kąta
natarcia). • (i ..
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Stateczność statyczna mówi jedynie o występowaniu momentów wywołujących powrót
szybowca do stanu równowagi w pierwszej chwili po zakłóceniu lotu [3, 4, 11]. Szybowiec
stateczny statycznie może być niestateczny dynamicznie.

Przez analogię do lotu swobodnego zaproponowano w pracy [12] wprowadzenie pojęcia
«stateczności statycznej w locie na holu».

Bezwymiarowy współczynnik momentu pochylającego samolot holujący, liczony
względem środka ciężkości samolotu ma postać:

(3.2) • Cm/12 = C 1
m a 2 + C „ i ( 2 ,

gdzie Cmh2 oznacza współczynnik momentu pochylającego samolotu holującego, C„w2 współ-
czynnik momentu pochylającego, pochodzący od sił aerodynamicznych działających na
samolot, C,„n współczynnik momentu pochylającego pochodzący od holu.

W rozważanych warunkach lotu współczynniki te zależą wyłącznie od Cz 2. Po zróżnicz-
kowaniu (3.2) względem Cz 2 otrzymano

., _. dC,„i,2 dCma2 dCmi2
{ j dCtl ~ ~~dC^+ dCl2''

Zgodnie z określeniami przyjętymi w lotnictwie [3, 4 i 11] otrzymano zapas stateczności
statycznej samolotu holującego w postaci:
(3.4) ~hh2=Tin+hl2,

gdzie hn — —dCmi2jdCz2 oznacza zmianę zapasu stateczności statycznej pochodzącą od
holu, /Z]2 = —dCma7}dCZ2 zapas stateczności statycznej z trzymanym sterem (ster wysokości
zablokowany) w locie swobodnym.

W celu określenia zapasu stateczności statycznej samolotu holującego rozpatrzono
momenty sił działających na samolot, pochodzących od liny holowniczej (rys. 1). Składowe
X\ i Z 2 siły, pochodzącej od naciągu liny i przyłożonej na zaczepie samolotu holującego,
zmieniają się w zależności od kąta natarcia a2:

X2 = T2COS(p2+Xl
X2(kZ2~kz2cosaz-\-hz2sma2)—X'Z2(kZ2sma2+hZ20osci2—hZ2),

(3.5)
Z | = — T2s'm<p2-\-Z'x2(kZ2—fc22cosoc2+/?z2sina2)—Zz2(&z2sina2+/722cosa2—hz2),

gdzie Xl
x2, X'zl, Zl

X2, Z£2 są to pochodne «linowe» omówione w p. 4.
Moment pochylający sił pochodzących od liny holowniczej ma postać

(3.6) Ma = — X2(/iz2cosa2+fcz2sino!2)+Z2(fcZ2Cosa2—Az2sina2).

Po podstawieniu do (3.6) zależności (3.5) i (2.4), uwzględnieniu (2.7) i (2.8) oraz po-

dzieleniu równania momentów przez—gS2V
2la2 otrzymano współczynnik momentu pochy-

lającego Cmn w postaci bezwymiarowej:
_ _ _ _ _ _ \ — _ —

(3.7) Cml2 = -Cxl(k

xj\xx2liZ2—xz2kz2)a2+-^(xX2kZ2+xz2hz2)aj \hz2— -^h
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Różniczkując (3.7) względem C2 2 i korzystając z drugiej zależności (2.8) otrzymano
zmianę zapasu stateczności statycznej samolotu holującego

(3.8) hn = Ah2(l)+Ah2(kz2)+Ah2(hl2),

gdzie poszczególne wyrazy 3.8 mają postać:

(3.9) A~h2Q) = lJŁ kJ-Sa- (2xx2+zx2)a \ |
_i2

as 2 ai '

C C2

I ) f 3 ( x + )

(3.10)

(3.11) ^ 2 ( M = -h.2%1 ( ^ - t g

przy czym
2 A 2 T _ ^ 2 T _

^ 2 ~ 1 ' "z2 —

Analogicznie do ~xx2 otrzymano xz2, lx2 i zz2.
Zapasu stateczności statycznej samolotu w locie swobodnym hu nie wyprowadzano

w niniejszej pracy; przyjęto go w następującej formie ostatecznej na podstawie [4] i [20]:

Zmiana stateczności statycznej wywołana holem (3.8) zależy od wielu czynników.
Może ona powodować wzrost lub spadek stateczności statycznej w stosunku do zapasu
odpowiadającego lotowi swobodnemu samolotu z trzymanym sterem. Zapas stateczności
statycznej ma wpływ na stateczność dynamiczną szybowca i samolotu holującego. Występu-
je on w różniczkowych równaniach ruchu jako współczynnik w pochodnych aerodynamicz-
nych Mwi i Mw2.

Stateczność statyczna szybowca holowanego została wyprowadzona i omówiona w pracy
[12], rozdział 7.

4. Pochodne «Iinowe»

Siły, występujące na zaczepach holowniczych samolotu holującego i szybowca, pocho-
dzące od liny holowniczej, zależne są od wzajemnego położenia końców liny, charaktery-
styki aerodynamicznej liny, charakterystyki aerodynamicznej szybowca i prędkości holo-
wania. Przez analogię do pochodnych aerodynamicznych [3, 4, 15], stosowanych przy
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rozpatrywaniu stateczności samolotów, wprowadzono pochodne «linowe» (współczynniki
sił), które omówiono szerzej w pracach [12 i 13].

Pochodne «linowe» Xxi, Xl
zl, Zl

xl, Z'zl składowych sił działających na zaczep holowniczy
szybowca względem przesunięć poziomego i pionowego zostały wyprowadzone w pracy
[12]. Analogicznie do nich wyprowadzono pochodne «liniowe» składowych sił działających
na zaczep holowniczy samolotu Xx7, X\%, Zl

x2, Z\2. Pochodne «linowe» podano w formie
ostatecznej w p. 8 niniejszej pracy.

5. Stateczność dynamiczna podłużna zespołu samolot i szybowiec w locie na holu

Różniczkowe równania ruchu układu holowniczego, tzn. samolot holujący+hol-(-szy-
bowiec, wyprowadzimy korzystając z równań Lagrange'a II rodzaju [18, 19] o postaci

(5.1)
8T\ 8T 8V

dt\8qj) 8q}

gdzie qj oznaczają współrzędne uogólnione, T energię kinetyczną układu wyrażoną przez
współrzędne uogólnione, V energia potencjalna układu wyrażona poprzez współrzędne
uogólnione, Qj siły uogólnione odpowiadające współrzędnym q5.

"*S

Rys. 4. Przyjęte układy współrzędnych i zależności geometryczne między nimi

Przy rozpatrywaniu stateczności podłużnej przyjęto, że zespół holujący znajdował
się w poziomym, prostoliniowym locie ustalonym. Zakłócenia lotu ustalonego, tzn. zmiany
położeń i prędkości, zachodzą w płaszczyźnie pionowej zgodnej z kierunkiem lotu. Zespół
holujący posiada siedem stopni swobody: przesunięcia pionowe szybowca, samolotu i liny,
przesunięcia poziome szybowca i samolotu oraz obroty wokół środków ciężkości szybowca
i samolotu.

8 Mechanika teoretyczna
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Szybowiec holowany posiada trzy stopnie swobody [2, 3, 4, 12 i 15], odpowiadające
im zmiany oznaczono (rys. 4) w sposób następujący: x[, z[ oznaczają zmiany położenia
środka ciężkości szybowca, względem układu xi, z3 związanego z niezakłóconym przepły-
wem, #i zmianę kąta pochylenia szybowca (obrót względem środka ciężkości), U\, wi
składowe zmian prędkości w kierunkach osi x\ i z\, związanych z szybowcem, qi zmiana
prędkości kątowej pochylania szybowca wokół środka ciężkości.

Samolot holujący posiada trzy stopnie swobody [3, 4, 15] i odpowiadające im zmiany
oznaczono na (rys. 4) w sposób następujący: x2, z2 zmiany położenia środka ciężkości
samolotu względem układu x3, z3 związanego z niezakłóconym przepływem, &2 jest zmianą
kąta pochylenia samolotu (obrót względem środka ciężkości), w2, wi są składowymi zmian
prędkości w kierunkach osi związanych z samolotem, q% oznacza zmianę prędkości kątowej
pochylania samolotu wokół środka ciężkości.

Linę holowniczą potraktowano jako cięgno idealnie wiotkie, ciężkie, sprężyste, obcią-
żone siłami aerodynamicznymi [12].

Przyjęto, że amplitudy drgań liny holowniczej są proporcjonalne do przesunięć statycz-
nych [16].

Jak wynika z [12] hol ma silny wpływ na wahania fugoidalne, natomiast w niewielkim
stopniu wpływa na oscylacje szybkie szybowca. Założenie upraszczające, traktujące linę
jako element o jednym stopniu swobody, jest uzasadnione, gdyż uwzględnia podstawową
postać drgań liny.

Przez /, oznaczono zmianę pionową położenia środka geometrycznego liny względem
układu Xi, z3, związanego z niezakłóconym przepływem przy stałym położeniu samolotu
holującego i szybowca.

5.1. Względna zmiana przemieszczenia liny. Znajomość względnej zmiany przemieszczenia
środka liny/wyrażonej za pomocą współrzędnych uogólnionych jest niezbędna do określe-
nia energii kinetycznej i potencjalnej liny oraz pracy wykonanej przez siły aerodynamiczne
działające na linę.

Poniżej określono całkowitą zmianę położenia środka liny / 3 , wywołaną zmianami
położeń szybowca x[, z[ i •&%, samolotu x'2,z'2i &2 oraz zmianę strzałki ugięcia liny/i.

Przed wystąpieniem zakłóceń współrzędne końców liny (rys. 4) wyrażają się wzorami
poniżej podanymi. Mianowicie współrzędne zaczepu szybowca w układzie x3, z3:

(5-2) (x 3 )„ 0 = -

współrzędne zaczepu samolotu w układzie x$, z3:

(5-3) (*3)l20 = - ( * 3 ) 2 0 - £ z 2 ; (Z3)l20 = -fe)zO + /?rf-

Odległości poziomą xi i pionową z\ między końcami liny (rys. 1 i rys. 4) przed zakłóceniem
otrzymamy korzystając z (5.2) i (5.3):

(5-4) Xi = (x3)nu-(x3)m, z,, = (z 3 ) n o -(z 3 ) ! 2 O .

Po wystąpieniu zakłóceń wzory na współrzędne końców liny przyjmą postać:
współrzędne zaczepu szybowca v

fe)m = -(x3)) 0-x;+/
(z3)ni = -(z^io-zI-A
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współrzędne zaczepu samolotu

(5.6)
(23)(21 = — fe)20—Z2+#

Korzystając z (5.5), (5.6) i założenia, że kąty #1 i # 2 są małe, otrzymano odległości
między końcami liny po zakłóceniu: poziomą x3 i pionową z3

(5.8) z3 = (z3)m— (23)121 ~ Zi—z[-ł-Z2.—kzi&i—kg2&2-

Ugięcie liny/zawieszonej poziomo [6] i [7] wyraża się wzorem
przed zakłóceniem

(5.9) f i = W,'

po zakłóceniu

(5.10) /s " W".

gdzie Zi = Pxi jest składową poziomą siły na zaczepie szybowca równą oporowi szybowca
(2.6).

Całkowitą zmianę położenia liny otrzyma się w postaci następującej korzystając przy
tym z (5.2), (5.3), (5.5), (5.6), (5.9) i (5.10)

(5.11) /, = jl-Wtu-

Względną zmianę przemieszczenia / otrzyma się z (5.11) po uwzględnieniu (5.7) i (5.8)
i podzieleniu przez (5.9)

(5.12) / =

5.2. Energia kinetyczna zespołu holowniczego. Energia kinetyczna zespołu holowniczego,
występująca w równaniu (5.1), wyrażona przez współrzędne uogólnione ma postać:

(5.13) T=TS+TH+T„

gdzie Ts jest energią kinetyczną szybowca holowanego, Tn energią kinetyczną samolotu
holującego, 7} energią kinetyczną liny holowniczej.

Energia kinetyczna szybowca holowanego Ts [19] wyrażona przez współrzędne uogól-
nione

(5.14) Ts^^Ąą+^[{x[f+{ż[f\.
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Energia kinetyczna samolotu holującego TH [19] wyrażona przez współrzędne uogólnione

(5.15) TU = I j2ą+ - ^ i(k'2y+{żtfi,

gdzie J\, Jz oznaczają momenty bezwładności szybowca i samolotu względem osi poprzecz-
nej [3, 4, 15] Qi, Qi ciężar całkowity w locie szybowca i samolotu.

Energię kinetyczną liny określono [18] przyjmując, że przemieszczenie jest proporcjo-
nalne do ugięcia statycznego liny ut [6, 7]

(5.16) ih=fy
gdzie

(5.17) y =

Energię kinetyczną liny określono za pomocą współrzędnych uogólnionych po uwzględ-
nieniu (5.16) i przedstawiono w postaci:

(5.18) r< = C /

gdzie LT jest stałym współczynnikiem zależnym od ciężaru jednostkowego liny q, jej kon-
figuracji (xi i zi) oraz oporu aerodynamicznego szybowca holowanego Xi i ma postać

3

4 xl ' 4 0

Występującą w (5.18) pochodną względem zmiany położenia liny otrzymano przez zróż-
niczkowanie względem czasu (5.12).

5.3. Energia potencjalna zespołu holowniczego. Energia potencjalna zespołu holowniczego
występująca w równaniu (5.1) ma postać

(5.20) V=Vs+VH+Vl+Vls,

gdzie Vs oznacza energię potencjalną szybowca holowanego, VH energię potencjalną samo-
lotu holującego, F, energię potencjalną liny holowniczej, wywołaną pionowym przemiesz-
czeniem, Vis energię potencjalną liny holowniczej, wywołaną sprężystym wydłużeniem.

Energia potencjalna szybowca holowanego wyrażona przez współrzędne uogólnione
wyraża się wzorem:

(5.21) ^ -

Energia potencjalna samolotu holującego wyrażona przez współrzędne uogólnione:

(5.22) VB=

Energię potencjalną liny holowniczej [18] stosując (5.17) otrzymano w postaci wyrażo-
nej:

Xl

(5.23) Vi = -qf J ydx =/Lv,
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gdzie Lv jest stałym współczynnikiem zależnym od tych samych czynników co LT we wzorze
(5.19)

(5.24) ^ - - -

Energię potencjalną liny holowniczej pochodzącą od jej sprężystego wydłużenia obliczymy
z zależności

h

(5.25) V l s ^

Naciąg liny Z" występujący w (5.25) zależny od składowej poziomej Z i kąta pochylenia liny
ę [6], [7] jest następujący:

(5.26) 4
COSCJ

Element długości liny wyrażonej przez promień krzywizny i kąt pochylenia ma postać
(rys. 5)

(5.27) dl = rdę,

gdzie z zależności geometrycznych

(5.28) r = l „

różniczkując dwukrotnie (5.17) względem x otrzymamy

(5.29) /'m-J".

Jak wynika z geometrii

(5.30) cos<p =

Podstawiając zależności (5.26)-(5.29) do (5.25) po przekształceniach otrzymamy wyrażenie
na energię sprężystą liny w postaci całkowej:

(5.31) Vls = -±^/~ f-*_-
'* 16 /i J cos>

gdzie Ls jest stałym współczynnikiem:

(5.32) L s =
3 / smę1! s m ^ \_j_ ^ , \ * 4

t g \ 2 + 4
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Siła X, występująca we wzorze (5.31), jest zależna od współrzędnych uogólnionych. Korzy-
stając z zależności na pochodne «linowe» otrzymano po przekształceniu

(5.33) X = X1+X^x[-Xl
x2x

l
2-X1

zlz[+Xl2z'2+

Znając składową poziomą naciągu liny X określoną za pomocą współrzędnych uogólnio-
nych (5.33) oraz korzystając ze wzoru na Ls (5.32) z (5.31) można obliczyć energię sprężystą
liny.

5.4. Siły uogólnione odpowiadające współrzędnym uogólnionym zespołu holowniczego. Siły uogólnio-
ne działające na przesunięciach uogólnionych występujące w równaniach Lagrange'a
(5.1) przedstawiono w postaci
(5.34) Qj = e}+0'+2j",

gdzie Q'j oznacza siły uogólnione pochodzące od zmiany sił i momentów aerodynamicznych
działających na szybowiec i samolot holujący, Q'/ siły uogólnione pochodzące od zmiany
sił aerodynamicznych działających na linę holowniczą, Q'/' siły uogólnione pochodzą od
zmiany naciągu liny holowniczej.

Siły uogólnione, odpowiadające współrzędnym uogólnionym poszczególnych stopni
swobody szybowca i samolotu holującego, przedstawiono korzystając z [3, 4, 12, 15] za
pomocą pochodnych aerodynamicznych i pochodnych linowych.

Qz[ = Zulx'1+Zyvi(ż'1+ U

(5.35) Qk = Zu2

Ci, = M*

Q'o2 = Muio2

Pochodne «linowe» występujące w (5.35) są przedstawione w p. 8 niniejszej pracy.
Pochodne aerodynamiczne dla szybowca i samolotu w locie swobodnym są wyprowadzone
w pracach [3, 4, 15], W punkcie 8 podano pochodne aerodynamiczne dla samolotu holu-
jącego w ostatecznej postaci.

Poniżej wyprowadzono siły uogólnione pochodzące od liny holowniczej.
Pracę przygotowaną wykonaną przez siły aerodynamiczne działające na linę holowniczą

po uwzględnieniu (5.16) i zależności geometrycznej

(5.36) J/-_*L_
cos?>

wyrażono w postaci całkowej:

C5.37,
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gdzie Czi((p) jest funkcją określającą zmianę współczynnika siły nośnej liny w zależności
od kąta pochylenia y. Została ona wyprowadzona i omówiona w pracy [12]. Poniżej funkcję
tę podano w formie ostatecznej:

(5.38) Czl{cp) = C„sinVcosc)—Ccos^sin^,

gdzie C„ = 1,15, C, = 0,035.
Pracę przygotowaną (5.37) przedstawiono w postaci

(5.39) 6WP=df-LP,

gdzie LP jest współczynnikiem stałym. Można przedstawić go w formie całkowej korzysta-
jąc z (5.38) i następujących zależności geometrycznych:

1 . V
cos f =

Po przekształceniach otrzymano

Xl

(5.40) LP = - I e V\d f [C„(/c1-2/c2x)~CJ fc^|^^ xdx,

gdzie

/ C i ~2zr + v C 2 ~ 2 ^ ! Ui~v-
Do wzoru (5.39) podstawiono wyrażenie na 6f wyznaczone z (5.12) uzależnione od

współrzędnych uogólnionych i uporządkowano go względem wariacji współrzędnych
uogólnionych. Wyrażenia występujące przy wariacjach współrzędnych uogólnionych są
siłami uogólnionymi i mają następującą postać:

",-O" ĄXlT

(5.41)
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Siły uogólnione, pochodzące od naciągu liny, obliczono określając pracę przygotowaną
wykonaną przez te siły na przesunięciach uogólnionych. Rozpatrzono elementarną siłę
dF działającą na element liny dl (rys. 5) i otrzymano równanie równowagi sił:

dF = (T+dT)ńn(<p+d<p)-Tsm<p.

Rys. 5. Siły naciągu działające na element liny holowniczej

Po pominięciu w powyższym równaniu małych wyższego rzędu otrzymano

(5.42)' dF = Tcosfdf+dTsinf.

Z zależności (5.27) otrzymano

(5.43) dę = — y " d[ t a .
[1+GO 2 ] '

Uzależniono naciąg liny T od składowej poziomej X:

COS(p

Po zróżniczkowaniu otrzymano zmianę naciągu liny dT w postaci

(5.44) dT = x^-dv.
COS2<p

Podstawiając do (5.42) zależności (5.43), (5.44) i (5.30) po przekształceniach otrzymano

(5.45) dF = Xy"dx.

Pracę przygotowaną obliczono korzystając z (5.16), (5.29) i (5.45):

(5.46) 6WS— tó f (JG±Ł_JMdx]df
|_ Xx J \ . X i X i I J

i przedstawiono w postaci

(5-47)
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gdzie LN jest stałym współczynnikiem zależnym od konfiguracji, obciążenia i charak-
terystyki liny

(5.48) qxx
qx\

2X1

- + 3Z;

Jeżeli do (5.47) podstawi się zależność df wyznaczoną z (5.12) i (5.34) oraz uporządkuje
się względem współrzędnych uogólnionych, to współczynniki występujące przy nich będą
poszukiwanymi siłami uogólnionymi Q'/' analogicznie do (5.41).

5.5. Różniczkowe równania ruchu zespołu holowniczego. Różniczkowe równania ruchu zespołu
holowniczego otrzymano przez rozwinięcie równań Lagrange'a II rodzaju (5.1). Równania
wyprowadzono różniczkując zgodnie z (5.1) energię kinetyczną układu (podpunkt 5.2)
i energię potencjalną (podpunkt 5.3) oraz dodając siły uogólnione (podpunkt 5.4). Po zli-
nearyzowaniu otrzymano układ siedmiu równań różniczkowych zwyczajnych drugiego
rzędu ze stałymi współczynnikami.

Układ otrzymanych równań różniczkowych zapisano macierzowo w postaci

(5.49)

gdzie

Ax+Bx+Cx+D = 0,

A = [aij] i — 1,2, ..., 7
7 = 1 , 2 , ...,7
jest macierzą kwadratową współczynników bezwładności,

jest macierzą kwadratową współczynników tłumienia,
C - [ c u ] z = l , 2 , ...,7

7 = I, 2, ..., 7
jest macierzą kwadratową współczynników sztywności,

y
jest macierzą kolumnową wyrazów wolnych.

i , x, x są macierzami kolumnowymi współrzędnych uogólnionych lub ich pochodnych
względem czasu o postaci:

%

%

! x

z2 j X •

Xi

x2

Zl Zl

z2

fi.

Wyrazy macierzy A, B. C i D w postaci bezwymiarowej podano w p. 8 niniejszej pracy.
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Przy przejściu do postaci bezwymiarowej wprowadzono zgodnie z [3, 4, 15] pojęcia
stosowane w lotnictwie a ułatwiające przekształcenia i późniejszą analizę wyników:

t, = Q.

- t
1

czas aerodynamiczny,

czas betwytniarowy,

\, = -pi-, Zi = -j-i- bezwymiarowe przesunięcie liniowe,

bezwymiarowe prędkości liniowe,5c, = — , "jj

Im

A
V

Xi = S ; — , % = Vi-?T bezwymiarowe przyspieszenie liniowe,

#, — 4it bezwymiarowa prędkość kątowa pochylania,

#j = #, t1 bezwymiarowe przyspieszenie kątowe pochylania.

Znając wszystkie wyrazy macierzy A, B, C, D i składowe wektorów x, x, x, wystę-
pujących w układzie równań różniczkowych (5.49), przystąpiono do ich rozwiązywania.

Dla szybowca i samolotu holującego o znanej charakterystyce [12, 20], scałkowano
numerycznie układ równań (5.49) zadając warunki początkowe, będące zakłóceniem
od ustalonego lotu na holu. Proces całkowania odbywał się metodą numeryczną Runge-
Kutta-Gilla [16] dostosowaną do języka GIER-ALGOL III [11],

W celu określenia wzajemnego wpływu szybowca holowanego na samolot holujący
scałkowano zlinearyzowany układ równań (5.49), dla którego istnieją wartości własne
pozwalające określić częstości oscylacji i współczynniki ich tłumienia.

Rys. 6. Charakter zmian przesunięć i obrotów w funkcji czasu szybowca i samolotu holującego po zakłóce-
niu chwilową prędkością pionową >ci = 0,1 działającą na szybowiec
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Na szybowiec i samolot holujący, znajdujący się w ustalonym prostoliniowym locie
na holu, została nadana chwilowa prędkość pionowa Wi = Zi = 0,l i w2 = z2 = 0,l.
Wykresy podają, jak pod wpływem powyższego zakłócenia zmieniają się w czasie prze-
mieszczenia liniowe i kątowe samolotu i szybowca holowanego (fys. 6 i rys. 7).

x,z,t>,

-0,02

Rys. 7. Charakter zmian przesunięć i obrotów w funkcji czasu szybowca i samolotu holującego po zakłóceniu
chwilową prędkością pionową W2 = 0,1 działającą na samolot

Jak wynika z rys. 6 i rys. 7, w przypadku samolotu holującego o masie porównywalnej
z masą szybowca holowanego występuje wzajemny wpływ ruchów samolotu na szybowiec
holowany i odwrotnie. W takim przypadku nie można rozprzęgnąć układu równań (5.49)
na równania opisujące ruch szybowca i równania samolotu. Stosowanie kryteriów statecz-
ności Routha-Hurwitza dla pełnego układu równań (5.49) jest trudne i bardzo pracowite.

Otrzymanie rozwiązania układu równań (5.49) w postaci zamkniętej jest baidzo kło-
potliwe i często niemożliwe.

Do rozwiązania zagadnienia zastosowano metody numeryczne obliczenia wartości
własnych układu równań (5.49).

6. Obliczenie wartości własnych układu równań różniczkowych

Problem obliczania wartości własnych często występuje przy rozwiązywaniu układów
równań różniczkowych liniowych o stałych współczynnikach.

Układ równań różniczkowych zwyczajnych drugiego rzędu (5.49) przekształcono
stosując zamianę zmiennych:

(6.1) y = x + C - 1 D . .

Otrzymano układ równań w zapisie wektorowym w postaci:

(6.2) , A y + B y + C y = 0,
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gdzie A, B, C są macierzami kwadratowymi stopnia 7, których wyrazy wyprowadzono
w p. 5 niniejszej pracy i podano w p. 8. Równanie (6.2) przekształcono na podstawie pracy
[14] wprowadzając nowe zmienne p określone wzorem

(6.3) p = y.

Układ (6.2) po wprowadzeniu (6.3) zapisano w postaci

(6.4) Ap+Bp+Cy = 0.

Rozwiązanie układu równań (6.3) i (6.4) o 14 niewiadomych y i p, jest kombinacją li-
niową rozwiązań typu

y = a e 1 T , p = b e 1 7 ,

gdzie

(6.5) Ice = b,

i na podstawie (6.3) i (6.4) daje to równanie

(6.6) AAb+Bb+Ca = 0

Równania (6.5) i (6.6) można zapisać w postaci jednego równania macierzowego [14]

Wprowadzając nowe oznaczenia macierzy w (6.7) otrzymano

(p.o) Ar Z = v z >

gdzie

[ I O l
macierz kwadratowa stopnia 14,

[ O I I
macierz kwadratowa stopnia 14,

wektor o 14 składowych.

Mnożąc lewostronnie układ równań (6.8) przez macierz P - 1 otrzymano

(6.9) |R-Il|z = 0,
gdzie
(6.10) R ^ P - i C ) .

Wartości własne macierzy R są tymi wartościami parametru A, dla których

(6.11) |B-Xl| = 0.

Macierz R jest macierzą kwadratową w omawianym przypadku stopnia 14. Ze względu
na występowanie sił aerodynamicznych macierz R jest macierzą niesymetryczną.

Istniejące metody obliczania wartości własnych macierzy symetrycznych [14] nie mogą
być zastosowane bezpośrednio do macierzy niesymetrycznych. Obliczanie wartości włas-
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nych macierzy niesymetrycznych jest często kłopotliwe i nie daje tak zadowalających
wyników jak dla macierzy symetrycznych.

Wartości własne macierzy niesymetrycznej R wyznaczono opierając się na pracach
[8 i 9].

Macierz R doprowadzono do dolnej macierzy trójkątnej Ax za pomocą macierzy
ortogonalnej T b otrzymanej w wyniku pomnożenia prawostronnego elementarnych macie-
rzy obrotu Ty
(6.12) Aa
gdzie

= T i 2 T j 3 . . . T23...

przy czym

(6.13)
c —i

Macierz T w (6.13) różni się od macierzy jednostkowej I elementami c i s określonymi
przez (6.14):

(6.14) c = s = —==

Jeżeli otrzymaną macierz trójkątną dolną Ai (6.12) pomnoży się lewoątronnie przez macierz
transponowaną T{, otrzyma się macierz R2 równoważną macierzy danej R:

(6.15) R2

Stosując powyższe operacje nad kolejno otrzymanymi macierzami Rj, R2, R3 ... Rfc według
następującego algorytmu

(6.16)

to przy dostatecznie dużej ilości iteracji k macierz niesymetryczną kwadratową R spro-
wadzimy do macierzy Rt o postaci:

— w przypadku wartości własnych rzeczywistych do macierzy trójkątnej dolnej,
— w przypadku wartości własnych zespolonych do macierzy ąuasi-trójkątnej dolnej.
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Wyznaczenie wartości własnych macierzy quasi-trójkątnej dolnej sprowadza się do
rozwiązania szeregu równań algebraicznych kwadratowych.

Macierzy RŁ w zależności od rozkładu wartości własnych może być macierzą quasi-
trójkątna dolną nieregularną. Ilość iteracji k zależna jest od wyrazów macierzy R i jej
stopnia. W trakcie prowadzenia obliczeń celowe jest zmniejszanie stopnia macierzy przez
rozprzęganie na macierze mniejsze, z których bezpośrednio można wyznaczać wartości
własne. Przy stosowaniu powyższej metody wyznaczania wartości własnych zmniejszenie
stopnia macierzy o 2 powoduje skrócenie czasu jednej iteracji o połowę. Ilość iteracji
może dochodzić w niektórych przypadkach do 1000 nawet dla macierzy czwartego stopnia.
Numeryczne wyznaczanie wartości własnych macierzy niesymetrycznych wyższych stopni
jest możliwe na szybkoliczących cyfrowych maszynach elektronowych. Dokładne omówie-
nie i wyprowadzenie powyższej metody obliczania wartości własnych zawarte jest w pra-
cach [8,9].

Kryterium polegające na stabilizacji podwyznaczników macierzy Ak [8], mające świad-
czyć o zakończeniu procesu iteracji macierzy quasi-trójkątnej Rt, nie jest spełnione w przy-
padku dowolnej macierzy i nie może być stosowane.

Wygodne jest ułożenie programu obliczeń w ten sposób, by następowało zerowanie
odpowiednich wyrazów macierzy R. Wymaga to jednak kontroli macierzy Rk ze względu
na możliwość stabilizacji macierzy o postaci ąuasi-trójkątnej innej niż założona. Prowa-
dzenie procesu iteracji aż do momentu otrzymania macierzy RŁ w postaci założonej może
bardzo zwiększyć ilość iteracji.

Wartości własne macierzy R otrzymano w postaci

(6.17). . . I j i

gdzie §j — Cjt jest bezwymiarowym współczynnikiem tłumienia, "fjj = iijt oznacza częstość
oscylacji.

Lot zespołu holującego jest stateczny, jeżeli wszystkie współczynniki tłumienia (części
rzeczywiste wartości własnych) są ujemne:

(6.18) lj < 0,

tzn. ruch jest tłumiony, samolot i szybowiec w locie na holu są stateczne dynamicznie.

7. Przykład liczbowy i wnioski

Obliczenia przykładowe przeprowadzono dla jednego z szybowców wyczynowych
[12] i samolotu przystosowanego do holowania [20]. Obliczenia uwzględniają zmianę
dwóch parametrów w locie na holu, zmianę prędkości holowania i zmianę położenia
szybowca względem samolotu holującego. Do obliczeń przyjęto linę o długości h = 50 m
opisaną w (12) jako linę najczęściej używaną w eksploatacji.

Na rys. 9-16 liniami cienkimi naniesiono zmianę parametrów odnoszących się do
samolotu holującego, a linie grube dotyczą szybowca holowanego. W przypadku rys. 9,
10, 13 i 14 linie ciągłe charakteryzują lot na holu, a linie przerywane lot swobodny
w warunkach równoważnych lotowi na holu. Na rys. 11, 12, 15 i 16 naniesiono liniami
ciągłymi zmianę współczynników tłumienia (£), a liniami przerywanymi zmianę częstości
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ŷ \

\ \
\ \

\ \
\ \\ \

\ N
20 30 V[m/s'
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Rys. 9. Zmiana zapasu «stateczności statycznej» w funkcji prędkości
szybowca i samolotu w przypadku lotu swobodnego i holowanego



370 JERZY MARYNIAK

oscylacji (^) w funkcji parametrów holowania. Wszystkie obliczenia wykonano na elek-
tronowej maszynie cyfrowej GIER według programów w języku GIER-ALGOL III.

7.1. Wpływ prędkości holowania na stateczność szybowca w locie na holu i stateczność samolotu holującego
Obliczenia numeryczne wykonano przy stałej długości liny h = 50 m i kącie holu <pi = 20°
dla szeiegu prędkości holowania.

Korzystając z prac [4, 12] określono współczynnik siły nośnej szybowca w locie swo-
bodnym Cz i w locie na holu C z b następnie z (3.13) obliczono współczynnik siły nośnej
samolotu holującego CzZ. Zmiany tych współczynników w funkcji prędkości przedstawiono
na rys. 8.

Wraz ze wzrostem prędkości występuje zmniejszenie współczynników siły nośnej
samolotu holującego i szybowca oraz różnicy między współczynnikami w locie swobodnym
Cz i Czs a współczynnikami odpowiadającymi lotowi na holu Czi i Cz 2.
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Rys. 10. Zmiana bezwymiarowych współczynników tłumienia i częstości oscylacji w funkcji prędkości
odpowiadających ruchom szybowca (linie grube) i samolotu holującego (linie cienkie)



STATECZNOŚĆ DYNAMICZNA SZYBOWCA W ZESPOLE HOLOWNICZYM 371

W locie na holu osiągnięcie C z m a x przez szybowiec występuje na prędkości większej
niż w locie swobodnym (rys. 8), powoduje to «przepadnięcie» szybowca na prędkości
większej od prędkości minimalnej Vmln lotu swobodnego.

Zmianę zapasu stateczności statycznej szybowca hhl i samolotu hh2 w funkcji prędkości
przedstawiono na rys. 9. W locie holowanym występuje niewielki wzrost zapasu statecz-
ności statycznej hH i hh2 w stosunku do zapasów hu i hi2 odpowiadających lotowi swobod-
nemu (rys. 9).

Wzrost stateczności statycznej w locie na holu nie może świadczyć o wzroście statecz-
ności dynamicznej.

Wartości własne o postaci (6.17) obliczono numerycznie według algorytmu (6.16).
Zmianę wartości własnych w funkcji prędkości przedstawiono na rys. 10 i 11. Jak widzimy,
kryterium stateczności (6.18) nie jest spełnione. Lot na holu z trzymanym sterem jest
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Rys. 11. Zmiana bezwymiarowych współczynników tłumienia i częstości oscylacji w funkcji prędkości,
odpowiadających ruchom szybowca (linie grube) i samolotu holującego (linie cienkie)

7 Mechanika teoretyczna
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jącego, szybowca i samolotu w przypadku lotu swobodnego i holowanego
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lotem niestatecznym, co potwierdza wyniki pracy [12]. Oscylacje szybkie szybowca holo-
wanego rj3i4 i samolotu holującego T)5>6 są tłumione zawsze niezależnie od prędkości holo-
wania 13A < 0 i fj,6 < 0 (rys. 10 i 11).

Wahania fugoidalne samolotu holującego Tjn.u są w rozpatrywanym przypadku tłumio-
ne $11,12 < 0, natomiast wahania szybowca holowanego łj f l i l 0 wykazują słabą rozbieżność
#9,io > 0 (iys. 10 i 11). Występuje niestateczność ruchów aperiodycznych zespołu holow-
niczego #13 > 0 i #a > 0 polegająca na pionowym' przemieszczaniu się szybowca względem
samolotu holującego. Ruchy te wymagają interwencji pilota.

7.2. Wpływ położenia szybowca względem samolotu holującego na stateczność. Szybowiec jest ho-
lowany na linie o długości /o = 50 m ze stałą prędkością V = 30 m/s. Szybowiec może
przemieszczać się w płaszczyźnie pionowej względem linii lotu samolotu holującego.

ii- bezwymiarowy współczynnik tłumienia

~~T—— r/j- bezwymiarowa częstość oscylacji

-Ł
Rys. 14. Zmiana bezwymiarowych współczynników tłumienia i częstości oscylacji w funkcji położenia
szybowca względem samolotu holującego, odpowiadających ruchom szybowca (linie grube) i samolotu

holującego (linie cienkie)

Z rysunku 12 wynika, że położenie szybowca względem samolotu praktycznie nie
wpływa na zmianę współczynników siły nośnej szybowca d i samolotu C^. Na rysunku 13
przedstawiono zmianę stateczności statycznej szybowca hhl i samolotu hh2 w funkcji po-

7*
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łożenia szybowca względem linii lotu samolotu holującego. Położenie szybowca powyżej
linii lotu powoduje niewielki wzrost zapasu stateczności statycznej.

Zmianę bezwymiarowych współczynników tłumienia i częstości oscylacji (£, jj) w funkcji
położenia szybowca względem samolotu przedstawiono na rys. 14 i 15. Położenie szybowca
względem samolotu holującego ma bardzo duży wpływ na charakter ruchu, jaki wystąpi
po zakłóceniu stanu równowagi.
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Rys. 15. Zmiana bezwymiarowych współczynników tłumienia i częstości oscylacji w funkcji położenia
szybowca względem samolotu holującego, odpowiadających ruchom szybowca (linie grube) i samolotu

holującego (linie cienkie)

Zmiana położenia szybowca nie wpływa na częstość oscylacji szybkich szybowca _^3,4

i ich tłumienie | 3 | 4 < 0, natomiast ma wpływ na tłumienie wahań fugoidalnych £9,10
(rys. 15 i 14). Z rysunku 15 wynika że najkorzystniejsze położenie szybowca względem
samolotu holującego jest takie, w którym szybowiec znajduje się w linii lotu z samolotem
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holującym lub poniżej. W takim położeniu występuje zarówno tłumienie oscylacji szybkich
?3,4 < 0 J a k i wahań fugoidalnych £9,10 < 0.

7.3. Wnioski. Z powyższych rozważań wypływają wnioski dotyczące parametrów holo-
wania.

1. W położeniu górnym szybowca względem samolotu holującego występuje możliwość
wcześniejszego «przeciągnięcia» szybowca niż samolotu (rys. 8).

2. W locie na holu «pi'zeciągnięcie» szybowca może wystąpić przy prędkości holowania
większej od prędkości minimalnej w locie swobodnym, F,i m l n < Vmin (rys. 8).

3. Większe prędkości holowania powodują zmniejszenie rozbieżności wahań fugoidal-
nych szybowca, tzn. wpływają ustateczniająco na holowany szybowiec (rys. 10).

4. Położenie szybowca względem samolotu holującego ma wpływ na wahania fugo-
idalne szybowca i samolotu holującego (iys. 15). Korzystniejsze jest dla szybowca położenie
poniżej linii lotu samolotu holującego, gdyż powoduje to tłumienie wahań fugoidalnych
(rys. 15).

5. Lot na holu jest lotem niestatecznym matematycznie, występują wartości własne,
których części rzeczywiste są dodatnie nawet przy większych prędkościach holowania
(rys. 10, 11, 14 i 15). Pociąga to za sobą konieczność reakcji pilota na zakłócenia
zewnętrzne.

Wnioski powyższe pokrywają się jakościowo i wykazują dużą zgodność ilościową
z wnioskami wypływającymi z pracy [12], w której rozpatrzono uproszczoną stateczność
dynamiczną podłużną szybowca holowanego przez samolot o nieskończenie dużej masie.

8. Pochodne linowe, pochodne aerodynamiczne samolotu holującego i wyrazy macierzy A, B, C i D

8.1. Pochodne linowe. Pochodne linowe składowych poziomej i pionowej siły działającej na zaczep holowniczy
szybowca holowanego mają postać:

Xxi — •— [T, cos P] (siny,— si
6

xlt = —
S

Zxi = —
o

Zl
zl = —

g d z i e
<5 =

n =—eV
2dC„,

2

wielkości x\,z\,h,(p\i <p2 są przedstawione na rys. 3.
Pochodne linowe składowych poziomej i pionowej siły działającej na zaczep holowniczy samolotu holu-

jącego względem przesunięcia poziomego i pionowego mają postać:

i 1 . . . .

X'z2 = — [T2cos<p1(co&<pl—cos<p2)+nsini<p1(l,cos(pl—x1)],
(5
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— ( < 7 l

8.2. Pochodne aerodynamiczne samolotu. Korzystając z [3, 4, 12, 15, 20] w niniejszej pracy podano w formie
ostatecznej pochodne aerodynamiczne dla samolotu holującego, stosowane w zakresie małych prędkości
(ściśliwości powietrza nie uwzględniono).

Pochodne aerodynamiczne sił i momentów aerodynamicznych względem zmian prędkości w postaci
wymiarowej są następujące:

2rw»——gStV(Cm+au),

Jut —- n <? T/\ C 1

Pochodne aerodynamiczne sił i momentów aerodynamicznych działających na samolot holujący wzglę-
dem zmian kątowej prędkości pochylania mają postać:

bz

0 , 6 _ ^
S2lH2

2

{
o / 'I/"1 \ 1 i-1 J/"1 / 1 \ 2

OFf2 / ^ ^zili \ 1 r I -̂  "L-2 / ITCi \

0,6 C,,-H2+ - — 1-2 +
S2 \ daH2 J Slji2 •>, L 8 da. \ l2 }

Pochodna aerodynamiczna momentu pochylającego samolotu holującego względem prędkości zmiany
kąta natarcia:

. . . 1 „ ,2 2CZHI de2
Mw2 = — -— QSH2 m

2

Pochodna aerodynamiczna momentu pochylającego względem zmian prędkości pionowej zależy za-
równo od własności aerodynamicznych samolotu holującego, jak również od konfiguracji i charakterystyki
liny holowniczej

1 _
Mw2 — —Q S2Vla2 as hh2,

dzie /j/,2 jest zapasaem stateczności statycznej samolotu holującego określonej wzorem (3.4).
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s.3. Wyrazy macierzy A, B, c i D. Poniżej podano w postaci bezwymiarowej współczynniki równań przed-
stawione w ostatecznej formie.

Wyrazy macierzy A — bezwymiarowe współczynniki bezwładności:

/Qi 8Lr\ g 8LT g

\ s xi i G, xi e,
16LTX, g

qx\ Qi

Q2 8 I r \ g= — +\ xf / G,
Q, 32LTX?\ g

\ g q2x\ J Qx

/, yxt= a45= [kzl+-—r-hz

64XrA',2 g-
a37 — #47 = a73 = °74 ~ °77 T~4 TT >

jQ2 32LTX}\ g_

I qxt \ \6LTX, g

"51 = -a52 = —\k,i+——h ąx\ QJ1U '

qx, \ -i2LTX\ I g
A M

a qx, \ -i2LTX\ I
«53 = *zi + ^r~-Aai —Ą M w l

L\ 2Z: / qŁx\ J

= Ui + [ku+ -^-hzĄ — r r - ™2l~»
L \ 2X, I qlx\ J 02/#,

3 1S5T

= - " 6 2 =
qx\

i «*i \ 32LT^r
"63 = - fc

L\ 2X, I q*x\ J
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= U + *» + -—-*« — - —3—-
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P e 3 io M e

flHHAMIMECKAH yCTOfMHBOCTfc riJIAHEPA B BYKCHPHOM
KOMnJIEKCE

B paSoTe paccMaTpuBaeTCH 6yi<cnp HtecTKoro njianepa >i<ecTKHM caMOJieTOM Ha Tn>KejioM, THSKOM
H ynpyroM 6yi<CHpiiOM Tpoce^ Ha KOTopwH BJIHHIOT aspofliinaMimecKHe CHJIW. ByKCHpHbiił KoiwmieKC
(6yKCnpyiomnfi caMoneT + SyKCupHbiii Tpoc + 6yKCnpyeMj,i£i njianep) nepefl Boaiwymei-iHeM Haxo-
flmiCH B ropH3OHTajiŁHOM, npHMOHHHeHHOM, ycTaHOBHBnieMCH rroneie. C iicnojiB3OBaHHeM
JIarpaH>i<a BToporo pofla, BbiBeneHbi flH(h(bepeHqHajiBHbie ypaBHeHHJi flBHJKeHHH,
nocite jiHHeapH3aqHH B nwatT/moik cbopiue. nojiy^ena cncTeiwa ceiwn ,o;i«})cbepeHi;HajiBHbix o6bii<HOBeHHbix
ypaBi-ieHHił BToporo pofla c nocTOfiHHbiMH KO3(b<bHi(neHTaMH. Hx penieHHe npHBefleno K npoójieiwe onpe-

co6cTBeHHbrx 3Ha^eHHH fljiH npon3B0JibHOH MaTpnqbij HiweionieH B pacawoTpHBaeMOM cny^ae
. Ha ocuoBe -ąHcneHHbK MeTOflOB, ^jia ofluoro Tnna njianepa u 6yKCHpyiomero

caMOJieia, HCCJieflOBano BirasiHHe nojlOMceHHH njiaHepa OTHOCHTejibHO SyKCHpyiomero caMOneia n cKopocrn
6y/i<CHpoBKH Ha ycroH^HBOcTŁ nnaHepa. BbiBOflbi:.

1. IIocKojibKy BO BpeMH 6yi<cnpHoco noneTa MHHHiwajiBHaH CKOPOCTB nJiaHepa M O K M 6MTB MeHBnie
qeM MHHHMajiBHan CKopocTB caMOjieTa, TO cjienyeT onpeflejiHTB 6e3onacHyK> CKOPOCTB 6yKCnpoBKH.

2. BojiBmae CKOPOCTH 6yi{cnpa rapaHTHpyiOT yBejinienue RHnaMH êcKOM ycToftmiBocTH niraHepa.

3. Bonee nojie3HBiM noirojKeHHeM njiaHepa HBJIHCTCH ero nojio>KeHHe no JIHHHH 6yKCHpyK>mero ca-
MoneTa HJIH HHwe ero. , , ,

4. IIojieT 6yKcnpHoro KOMnneKca HBJiaeTCH MaTeinaTHiecKH HeycTomHBbiM. flawte HJIH 6ojiŁrunx
ncHpa BwcTynaioT He6oJiBHiHe pacxoH<fleHHH anepHOflnqeci<HX HBH>KeHHH, Tpe6yiomne
nHJiota nocjie BHeuiHHX B03MymeHHH.



STATECZNOŚĆ DYNAMICZNA SZYBOWCA W ZESPOLE HOLOWNICZYM 383

S u m m a r y

DYNAM1C LONGITUDINAL STABILITY OF A TOWED SAILPLANE

The problem of longitudinal dynamie stability of the rigid glider towed behind the rigid aircraft with
heavy and flexible towing ropę affected by aerodynamic forces, has been considered. Before the disturbance
had occurred the aircraft as well as the glider performed horizontal, straightlmear, steady flight. Using the
second kind Lagrange's eąuations, differential eąuations of motion have been derWed. After the lineari-
zation had been performed, the system consisted of seven ordinary, second order differential eąuations
with constant coefficients. The solution of the system consists in finding out the eigenvalues of asymmetric
(arbitrary) matrices, which were of the fourteenth order in the case considered. By means of numerical
calculations, the influence of the reciprocal location of the typical aircraft and the high-performance typical
glider on the stability of the glider, has been investigated. The results are as follows:

1. Sińce it is possible to reach the critical angle of attack first at the glider and afterwards at the aircraft,
the minimum towing velocity should be determined.

2. The stability of the glider inereases with inereasing the towing velocity.
3. The order to inerease the stability, the glider should fly in the linę of- or below the aircarft.
4. In all cases the towed glider is slightly unstable and even at higher velocities there exist some diver-

gences of the aperiodic motions, calling the intervention of pilot.
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S P R A W O Z D A N I E
Z KONWERSATORIUM «ZAGADNIENIA OPTYMALIZACJI W MECHANICE))

W dniach od 1 do 7 lutego 1967 odbyło się w Szczyrku ogólnokrajowe konwersatorium pod hasłem
«Zągadnienia optymalizacji w mechanice» zorganizowane przez Oddział Gliwicki Polskiego Towarzystwa
Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej. Do komitetu organizacyjnego należeli: prof. mgr. inż, Kazimierz
KUTARBA (przewodniczący), doc. dr inż. Stanisław GDULA, doc. dr inż. Jerzy NIEWIADOMSKT, prof. dr inż.
Jan SZARGUT, dr inż. Tadeusz ŚWIERZAWSKI. Sprawy kwaterunkowe, kancelaryjne i rozliczenia prowadziła
p. Teresa BŁASZCZYŃSKA.

Na konwersatorium nadesłano streszczenia 21 referatów. Streszczenia te dzięki subwencji Rektoratu
Politechniki Śląskiej zostały wydrukowane w postaci broszury, którą otrzymali wszyscy uczestnicy konwer-
satorium. Autorzy 4 zgłoszonych referatów nie przybyli na obrady, natomiast w chwili rozpoczęcia obrad
uGzestnicy zgłosili 5 dalszych referatów. Łącznie więc wygłoszono i przedyskutowano 22 referaty.

R. HAGEL (Gliwice) omówił zagadnienia optymalizacji procesu walcowania blach. Po sformułowaniu
równań opisujących obiekt regulacji przeprowadził analizę systemów regulacji i na podstawie wymagań
stawianych funkcji błędu grubości podał optymalną postać transmitancji regulatora.

E. BRZUCHOWSKI (Wrocław) przedstawił zagadnienie optymalizacji przebiegu regulacji w świetle
mechaniki, wprowadzając energetyczną interpretację procesów nieustalonych w obwodzie regulacji.

J. GOLIŃSKI (Warszawa) mówił o zastosowaniu kilku metod programowania nieliniowego do rozwiązy-
wania zadań z zakresu optymalnej syntezy maszyn. Autor przedstawił tzw. metodę błądzenia w dopuszczal-
nym obszarze zmiennych niezależnych. Metoda ta skraca obliczenia, umożliwia bowiem poszukiwanie
ekstremum funkcji optymizowanej w okolicy punktu najlepszego.

J. JAWORSKI (Warszawa) naświetlił zastosowanie metody kolejnych przybliżeń do wyznaczania prze-
krojów poprzecznych belek sprężonych o wyrównanym wytężeniu określonym hipotezą Caquote'a.

S. JENDO (Warszawa) wygłosił referat o kształtowaniu siatek cięgnowych, tj. wyznaczaniu formy po-
wierzchni, na której ma być rozpięta siatka spełniająca przyjęte kryteria i warunki. Autor poszukiwał formy
wynikającej z kryterium minimum energii sprężystej przy ustalonej objętości tworzywa.

E. KOSTOWSKI (Gliwice) zajął się zagadnieniem doboru optymalnych parametrów konstrukcyjnych
rekuperatora opromieniowanego, zbudowanego z elementów Fielda. Funkcję celu stanowił wskaźnik
efektywności ekonomicznej wynikający z kosztu inwestycyjnego rekuperatora i kosztu przetłaczania po-
wietrza przez rekuperator.

W. KRZYŚ (Kraków) wygłosił referat na temat kształtowania słupów przy uwzględnieniu warunków
stateczności ścianki. Przedmiotem rozważań był słup o zmiennym przekroju pierścieniowym. Główną
uwagę zwrócono na zakres niesprężysty, w którym charakterystyka materiału jest nieliniowa.

M. KULIG (Warszawa) zreferował zagadnienie optymalizacji wymiarów zaizolowanego rurociągu pary
przegrzanej. Analizę rocznego kosztu przesyłania pary przeprowadzono zakładając zmienną średnicę
rurociągu i zmienną grubość izolacji. Straty ekonomiczne wywołane przez dławienie i przekazywanie ciepła
do otoczenia oceniono metodą egzergetyczną.

S. LESSAER (Gliwice) poruszył zagadnienie osiowo-symetrycznych ustrojów siatkowych o ekonomicznym
kształcie zapewniającym optymalne wykorzystanie materiału elementów nośnych. Przedmiotem rozważań
były ustroje wiszące i ustroje kopulaste.
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S. OWCZAREK (Warszawa) omawiał zagadnienie kształtowania słupów mimośrodowo ściskanych w opar-
ciu o kryterium minimum potencjału sprężystości przy stałej objętości materiału.

Z. ROMANISZYN (Kraków) zajął się zagadnieniem optymalizacji kinematycznej mechanizmu napędowego
typu «ALSTHOM». Celem pracy był taki dobór kątów charakteryzujących kształt mechanizmu, aby wystę-
pujące w ruchu przyśpieszenia były możliwie małe.

J. SZARGUT (Gliwice) i K. MACZEK (Kraków) przedstawili zagadnienie optymalizacji techniczno-ekono-
micznej przy projektowaniu wieloogniwowego procesu cieplnego. Funkcją celu jest koszt roczny wynikający
z kosztów inwestycyjnych i kosztu energii napędowej. Jest to nieliniowa funkcja parametrów doskonałości
ogniw procesu. Zaproponowano przybliżone ujęcie kosztu za pomocą funkcji kwadratowej, dzięki czemu
jest możliwe analityczne wyznaczenie optymalnego zespołu parametrów doskonałości. Podano przykład
dotyczący optymalizacji skraplacza i parowacza ziębiarki parowej sprężarkowej.

J. SZARGUT i A. ZIĘBIK (Gliwice) naświetlili zagadnienie wyznaczania optymalnej grubości izolacji
cieplnej na przykładzie rurociągu pary świeżej. Zaproponowano analizowanie wpływu grubości izolacji
na wymagany koszt inwestycyjny kotła. Metoda ta eliminuje konieczność arbitralnej oceny ekonomicznej
strat ciepła, spośród zaś dwu możliwych metod analizowania wpływu grubości izolacji na koszty inwesty-
cyjne daje niższą ocenę strat ekonomicznych.

R. S z y m a n i k (Warszawa) przedstawił problemy optymalizacji występujące przy projektowaniu
komór spalania w lotnictwie i technice rakietowej.

A. LESIKIEWICZ (Warszawa) mówił o zagadnieniu optymalizacji spalania w komorach silników rakie-
towych. Między innymi naszkicował projekt analogu fizycznego przeznaczonego do ustalenia strumieni
cieplnych występujących w komorze spalania.

R. SZYMANIK i S. WIŚNIEWSKI (Warszawa) zreferowali zagadnienie optymalizacji dysz silników rakie-
towych. Omówiono metody takiego doboru ciśnienia obliczeniowego na wylocie dyszy, aby był osiągnięty
maksymalny średni ciąg jednostkowy dla całego czasu działania silnika. Naświetlono możliwości regulo-
wania ciśnienia obliczeniowego'. • -

M. ŻYCZKOWSKI (Kraków) zajął się zagadnieniem optymalnego punktowania wzmocnienia ściskanych
powłok walcowych z uwagi na ich stateczność. Celem rozważań było ustalenie minimalnej liczby kołków
usztywniających przy respektowaniu kilku możliwych schematów zniszczenia powłoki.

B. SEREDYŃSKI (Gliwice) wygłosił referat o modelowaniu procesu technologicznego metodą wyzna-
czania powierzchni regresji opisanej liniową funkcją parametrów.

K. TARAMINA (Wrocław) naświetlił zagadnienie optymalizacji stosunku nadmiaru powietrza w kotłach
pyłowych. Funkcją celu była suma straty wylotowej fizycznej, chemicznej i straty chemicznej w produktach
stałych. Autor omówił trudności ciągłego pomiaru stosunku niecałkowitego spalania i przedstawił pro-
ponowaną metodę pomiaru.

E. GAWRYCH-ŻUKOWSKI (Wrocław) omówił niektóre zagadnienia doboru optymalnego kształtu ustroju
prętowego.

L. MULLER (Gliwice) przedstawił kilka wybranych zagadnień z dziedziny optymalizacji elementów
maszyn. Autor omówił zagadnienie optymalizacji łożysk ślizgowych ze względu na najmniejszą średnicę,
najmniejszą długość, najmniejszą objętość i najmniejsze straty mocy. Następnie przedstawił wykres do
optymalnego doboru korekcji zębów ze względu na zatarcie. Wreszcie naświetlił zagadnienie optymalnego
doboru położenia zębnika przekładni ze względu na uzyskanie równomiernego rozkładu obciążeń na zębie.

M. BIEROWSKI (Rzeszów) mówił o wielokryterialnej optymalizacji współpracy urządzeń mechanicz-
nych i grzejnych. Przedmiotem rozważań był układ złożony z pieców grzejnych i np. młotów kuziennyćh.
Celem optymalizacji było uzyskanie maksymalnej wydajności procesu.

W konwersatorium wzięło udział 56 osób. Zebraniom przewodniczyli profesorowie: S. ANDRZEJEWSKI,
Z. WUSATOWSKI, J. LEDWOŃ, R. SZYMANIK, T. OPOLSKI, J. SZARGUT. PO wygłoszeniu każdego z referatów
odbywała się dyskusja, która częstokroć była kontynuowana poza zebraniami ogólnymi.

W tematyce wygłoszonych referatów przeważały 2 grupy zagadnień: zagadnienia wytrzymałościowe
(7 referatów) i zagadnienia cieplne (8 referatów). Pozostałe referaty dotyczyły zagadnień optymalizacji
konstrukcji (3 referaty), optymalizacji procesów regulacji (2), optymalnej eksploatacji złożonych układów (1)
i modelowania matematycznego procesów technologicznych (1).
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Dzięki naświetleniu problemów optymalizacji, występujących w różnorodnych dziedzinach mechaniki,
konwersatorium dało okazję do nawiązania bezpośrednich kontaktów pomiędzy pracownikami nauko-
wymi różnych dziedzin, umożliwiło zapoznanie się z szerokim zakresem problemów i pozwoliło na wymianę
doświadczeń z dziedziny metod stosowanych przy optymalizowaniu.

Część referatów była wynikiem wieloletniej działalności w danej dziedzinie naukowej. Informacje prze-
kazane przez autorów tych referatów były dla uczestników szczególnie cenne, gdyż w wielu przypadkach
mogą one stanowić wskazówkę dla wyboru tematyki prac badawczych i metod rozwiązywania problemów.

Zgodnie z założeniami konwersatorium referowano również liczne prace znajdujące się w fazie począt-
kowej. Dyskusja przeprowadzona po tych referatach na pewno ułatwi autorom właściwe ustalenie dalszego
kierunku prac.

Biorąc pod uwagę zakres tematyki, poziom referowanych prac oraz duże ożywienie dyskusji można
stwierdzić, że konwersatorium spełniło swoje zadania.

J. Szargut

W Y K A Z
REFERATÓW WYGŁOSZONYCH W POLSKIM TOWARZYSTWIE

MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ
W CIĄGU R. 1966

L.p. Data A u t o r

1. ZEBRANIA NAUKOWE

T e m a t
Liczba

uczest- dysku-
ników tantów

Oddział w Gdańsku
1 16.2.66 J. WIĘCKOWSKI Problem optymalizacji rozkładów mas w kadłubie

okrętu na współmiernej fali regularnej 11 3
2 3.3.66 P. WILDE Wariacyjne ujęcia metody różnic skończonych

w teorii łupin 16 7
3 5.3.66 K. WYSIATYCKI Problemy płaskiego stanu naprężenia w belkach

dwuteowych 18 6
4 21.10.66 CZAMBANIAN Zagadnienie skręcania niejednorodnych prętów

pryzmatycznych

Oddział w Gliwicach
5 27.1.66 J. DIETRYCH Współczynnik bezpieczeństwa czy liczba pewności 64 9
6 24.2.66 Z. WUSATOWSKI Związki fizykalne teorii płynięcia dla metali o 14 4

anizotropii plastycznej
7 28.3.66 T. BES Przepływ ciepła w laminarnym strumieniu cieczy

(prace konkursowe) chłodzącej reaktor jądrowy
8 28.3.66 E. CZOGAŁA i Zagadnienie ąuasistatyki lepkosprężystego bębna

A. TYLIKOWSKI obciążonego ruchomą siłą promieniową
9 28.3.66 J. TOMECZEK Wyznaczenie optymalnych rozmiarów pionowego

pierścieniowego kanału chłodzącego w materiale
chłodzonym na drodze konwekcji swobodnej

10 28.3.66 A. GUZIK Obliczanie współczynnika przenoszenia ciepła w
regeneratorze o działaniu niesymetrycznym

11 28.3.66 S. KOPEĆ Sala widowiskowa bez ludzi jako obiekt w proce-
sie regulacji temperatury

12 28.3.66 E. KOSTOWSKI Obliczenia cieplne dwuszczelinowego rekupera-
tora opromieniowanego
do przeniesienia 123 29
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Liczba

L.p. Data A u t o r T e m a t uczest- dysku-
ników tantów

z przeniesienia 123 29
13 28.3.66 S. LOSKA O. MATĘ- Badania modelowe stateczności hiperbolicznych

JA i E. SWITOŃSKI chłodni wieżowych obciążonych statycznie wiat-
rem przy jednoczesnym uwzględnieniu ciężaru
własnego powłoki

14 28.3.66 Z. SULIMOWSKI Zakotwienie na zasadzie przyczepności cięgna
sprężającego w betonie

15 18.3.66 Z. GĘBICKI Dynamiczny model mechanizmu maszyny ro- 29 45
boczej i metoda bilansów energii jako sposób (łącznie refe-
badania jej właściwości raty konkur-

sowe)
6 5

10 6

18 5

24 9
8 4

10 5

28 10
9 7

43 15

28 18

18 6

16
17

18

19
20

21

22
23

24
25
• O

27

28
29
30

31
32

33
34
35

36

37

19,5.66
26.5.66

16.6.66

13.10.66
24.11.66

15.22.66

19.1.66
30.3.66

19.6.66

18.10.66

16.11.66
16.11.66
16.11.66

16.11.66
16.11.66

16.11.66
16.11.66
14.12.66

14.12.66

13.1.66

J. ADAMCZYK
W . KOWALCZYK

L. MtiLLER

L. MtJLLER

S. MAJEWSKI

J. SZPILECKI

A. OSTROWSKI

E. MACIĄG

Zespół Techniki i

Umocnienie stali austemcznych typu 18-8
Włączanie stempla z tarciem w półprzestrzeń
sztywno-plastyczną
Analogie fizyczne i matematyczne w dynamice
maszyn
Laboratoryjna metoda analizy drgań i hałasów
Wybrane zagadnienia z teorii wielomateriałowych
belek klejonych z lekkim rdzeniem piankowym
Nawigacja kosmiczna

Oddział w Krakowie
Metody wibracyjne przy przecinaniu skał
Pewne zagadnienia dynamiczne obciążonych belek
z materiału sztywno-plastyczno-lepkiego

Wibracyjnej
(wspólnie z O/Poznań wygłoszono 3 referaty)

J. PANOWKO

z ZSRR
Niektóre zagadnienia drgań nieliniowych

Informacje z konferencji naukowych
J. HALAUNBRENNER Kongres Mechaniki w Splicie
W. KRZYŚ

J. MURZEWSKI
R. CIESIELSKI

R. CIESIELSKI

Z. ENGEL

K. PlSZCZEK

B. OLSZEWSKI

W. OLSZAK

Konferencja Naukowa ZMÓC PAN w Koło-
brzegu
Sympozjum IASS w Bratysławie
III Konferencja Naukowa Konstrukcji Metalo-
wych w Warszawie
XII Konferencja KI PAN w Krynicy
Sympozjum Techniki Wibracyjnej w Gdańsku
Układ mechaniczny o sile zwrotnej zależnej od
tarcia suchego
Uwagi o ogólnej metodzie asymptotycznej w te-
orii drgań nieliniowych

Oddział w Łodzi
Z zagadnień teorii niesprężystych powłok cien-
kościennych
do przeniesienia

19 11

65 7

438 182
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Liczba
L.p. Data Autor Temat uczest- dysku-

ników tantów

38

39
40

41

42

43

44
45

46
47
48

49

3.3.66

31.3.66
31.3.66

21.4.66

17.11.66

12.12.66

13.1.66
31.3.66

28.4.66
13.10.66
27.10.66

16.12.66

K. WlLMANSKI

W. BARAŃSKI
K . WlLMAŃSKI

W. NOWACKI

M. TROMBSKI

PlERRE BROUSSE

A . LlTEWKA
Z. KĄCZKOWSKI

E. KARAŚKIEWICZ
W. DERSKI

W. DERSKI

J. SKOWROŃSKI

21
20
16

16

11

6
2
2

3

4

50

51

52

53

54

55
56

57

58

59

10.1.66

4.3.66

29.4.66

27.5.66

29.0.66

7.10.66
14.11.66

28.11.66

16.12.66

14.2.66

T. KABAT

W. NOWACKI

A. RADZIKOWSKI

H. PRIEBE

H. PRIEBE

R. SOŁECKI
H. OSTAPIUK

L. MARTINI i
B. TĘCZYŃSKA

A. STĘPNIEWSKI

W. NOWACKI

Z przeniesienia 438 182
Niegiroskopowe płyty włókniste jako modele
ciągłe osiowo symetrycznych rusztów i płytwie-
loobrotowych 11 4
Wstęp do teorii powłok siatkowych
Metody asymptotyczne w teorii tarcz i płyt o struk- 11 3
turze siatkowej
Zagadnienie mieszanych warunków brzegowych
w teorii płyt 87 10
Gęstość drgań własnych kołowej płyty ortotro-
powej o zmiennej liniowo grubości 15 3
Zginanie i drgania płyt niejednorodnych 96 12

Oddział w Poznaniu
Elastooptyczna metoda analizy naprężeń 12 4
0 pewnym sposobie rozwiązywania płyt o nie-
liniowych warunkach brzegowych
Efekt giroskopowy w wałach wirujących
Równania teorii konsolidacji
Zastosowanie dualnych równań całkowych w te-
orii konsolidacji
Optymalna synteza kinetyczna nieliniowych uo-
gólnionych układów mechanicznych

Oddział w Szczecinie
Zastosowanie algebry macierzy w teorii spręży-
stości
Mieszane zagadnienia brzegowe w teorii membran
1 płyt
Problem skażeń gruntów i wody gruntowej w wy-
niku awarii rurociągu paliwowego
Obliczanie ram płaskich z prętów o zmiennych
przekrojach za pomocą analogów ekektrycznych
Obliczanie ram przestrzennych metodą analogii
elektrycznej
Dynamika płyty pływającej
Przybliżony sposób obliczania ugięć ramowych
układów szkieletu stalowego budynku wielopię-
trowego
Optymalizacja kształtu wieży kratowej z uwagi
na minimum materiału
Dynamika układu materialnego jako dynamika^
punktu w przestrzeni Riemanna 10 2

Oddział w Warszawie
Zagadnienia termosprężystości w ośrodku Cosse-
ratów 18 11
do przeniesienia 914 276

12

29

16

15

14
21

11
14

1

3

3

5

3
3

4
6
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Liczba
L.p. Data Autor T e m a t uczest- dysku-

ników tantów

60

61

62
63

64
65

66

67

68

69
70
71

72

73

74

14.2.66

14.3.66

28.3.66
21.5.66

13.6.66
10.10.66

19.10.66

19.12.66

28.2.66
4.4.66

20.4.66

27.4.66

14.11.66

19.12.66

J. P. DEN BARTOG
(USA) (wspólnie z
IPPT)
Z. KĄCZKOWSKI

z przeniesienia
Zagadnienia dynamiki konstrukcji

914
20

O pewnym sposobie rozwiązywania płyt o nie-
ciągłych warunkach brzegowych

W. KUCZYŃSKI Reologiczne przemieszczenia belek żelbetowych
SErcHmo MAEZAWA Teoria drgań nieliniowych
(Yamanashi Univer-
sity Kofu, Japonia)
J. SKOWROŃSKI Synteza kinetyczna ogólnych układów mechaniki
JA. G. PANOWKO, Pewne problemy stateczności powłok
Czł. Koresp. Łotewskiej Akademii
Nauk
JA. G, PANÓW- Problem drgań wahadła fizycznego o ruchomym
KO punkcie zawieszenia
J. BEJDA Teoria rozprzestrzeniania się i odbicia fal naprę-
(praca nagrodzona żenią w sprężysto-Iepkoplastycznych belkach
na Konkursie Od-
działu)

22

24.1.66 K . BlERNATOWSKI

S. DMITRUK

I. KISIEL

Z. GRÓDECKI

W. KASPRZAK

M. WERSZKO

E. BRZUCHOWSKI

Oddział we Wrocławiu
Stateczność fundamentów w ujęciu rachunku
prawdopodobieństwa
Niektóre poglądy na opór ścinania w gruntach
O dynamicznej teorii wytrzymałości
O pewnym sposobie sporządzania linii wpływo-
wych i linii ugięcia dla płaskich kratownic prostych
Pomiary naprężeń w małych obszarach polikrysz-
taiów
Badania dynamicznych własności pneumatycznych
linii sygnałowych układów automatycznej regulacji 15
Więź między maszyną a układem samoczynnej
regulacji oraz jej konsekwencje

276
5

r is
9

10

6
18

4
4
5

4
4

15
13
27

18

15

15

18

7
5
9

7

8

6

7

1.138 356

H. SYMPOZJA

1. KONWERSATORIUM ODDZIAŁU GLIWICE «ZAGADNIENIA TERMICZNE I PLASTYCZNE W MECHANICE»

A. WILCZYŃSKI (Warszawa)75

76

77
78

Z. OLESIAK (Warszawa)

S. DREWNOWSKI (Warszawa)
B. SKALMIERSKI i E. CZOGAŁA
(Gliwice)

Pewne zagadnienia weryfikacji liniowych teorii ciał lepkosprę-
żystych
Rozkład naprężeń cieplnych w półprzestrzeni i warstwie sprę-
żystej
Problem energii podczas niszczenia konstrukcji
Lepkosprężysta powłoka walcowa na podłożu lepkosprężystym
o jednokierunkowej charakterystyce
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79 B. SKALMIERSKI i A. TYLIKOWSKI

(Gliwice)
80 S. ZIEMBA i W. BABUL

(Warszawa)
81 S. ZIEMBA, M. JÓŹKO i T. KARPIŃ-

SKI (Warszawa)
82 A. LISOWSKI (Kraków)

83 W. ŁUKASZEK (Gliwice)
(komunikat)

84 S. GAJDA (Warszawa)
85 T. KARPIŃSKI

86 H. OLESIAKOWA (Warszawa)

87 J. KLEPACZKO (Warszawa)

88 J. KRZEMIŃSKI (Warszawa)

89 M. JÓŹKO (Warszawa)
90 J . MlASTKOWSKI

91 J. RYCHLEWSKI i A. MIODUCHOW-
SKI (Warszawa)

92 J. STACHURSKI (Kraków)
93 W. SZUŚCIK (Gliwice)

Problem lepkosprężystego pręta kołowego o dwukierunkowej
charakterystyce lepkosprężystej
Pewne aspekty zderzenia się ciał

Zagadnienia badania udarów cieplnych i zmęczenie cieplne me-
tali
Próby zastosowania elektrycznego analogu do zagadnień pro-
gramowania, przy uwzględnieniu sprężysto-plastycznego charak-
teru niektórych współczynników
Wpływ promieniowania na niektóre własności mechaniczne ma-
teriałów
Konstrukcja nowej zrywarki udarowej
Wpływ nagrzania z dużą prędkością na niektóre własności
wytrzymałościowe stali 45
Problem przybliżonego równania przewodnictwa cieplnego dla
grubych powłok cylindrycznych
Wykładnicze prawo wpływu odkształcenia i temperatury na
naprężenie plastyczne płynięcia niektórych metali
Problem pola temperatury w nieograniczonej powłoce walcowej,
wywołanego działaniem poruszającego się skupionego źródła
ciepła wzdłuż tworzącej walca
Badania udarowe próbek w podwyższonych temperaturach
Zagadnienia wpływu historii obciążenia na powierzchnię pla-
styczności
Problem nośności granicznej skręcanych prętów o skokowej
niejednorodności
Problemy związane z ruchem nosiwa na przenośniku wibracyjnym
Obciążenie graniczne łuku kołowego upodatnionego, zabu-
dowanego w idealnie sztywnym podłożu

2. SYMPOZJUM ODDZIAŁU W GDAŃSKU ZORGANIZOWANE WSPÓLNIE Z ODDZIAŁEM W KRAKOWIE N.T.
«TECHNIKI WIBRACYJNEJ))

94 S. ZIEMBA i ENGEL

95 S. ZIEMBA i B. KOWALCZYK
96 W. BOGUSZ

97 M. ZABAWA
98 A. CZUBAK

99 R. JUCHA

100 A. CZUBAK

101 Z. GŁAŻEWSKI

102 J. PUGANIEC i H. MODZELEWSKI

103 J. HAMAN, A. ZDANOWICZ

104 J. HAMAN, J. GRODZIOWICZ

105 B. KOWALCZYK

106 B. KOWALCZYK
107 Z. WIŚNIEWSKI

108 B. KOSSOWSKI

Stosowanie drgań w realizacji pewnych procesów technolo-
gicznych
Drgania wibro-uderzeniowe
Dopuszczalne amplitudy drgań maszyn wibracyjnych
Zagadnienie obciążeń stochastycznych w wibrotechnice
Możliwości stosowania transportu wibracyjnego w przemyśle
Dozowanie materiałów sypkich za pomocą podajników wibra-
cyjnych
Badanie dynamiki prostego przenośnika wibracyjnego
Urządzenia wibracyjne do wyładunku materiałów sypkich
z krytych wagonów kolejowych
Wyładowywanie zmarzniętych materiałów kopalnianych i bu-
dowlanych sypkich przy pomocy wibracji
Drgania narzędzia w procesie skrawania gruntu
Wpływ sprężystości cząstek na ruch materiału ziarnistego
w warunkach płaszczyzny drgającej
Analiza układu wibrouderzeniowego z tarciem wiskotycznym
Analiza układu wibrouderzeniowego z tarciem suchym
Badania wstępne układu uderzeniowego z nieliniową charak-
terystyką sprężystą
Impulsowe zagęszczenie betonu
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109 Z. TRZECIAK Wibracyjne zagęszczarki kroczące
110 Cz. GAWLIK Wibromłot BC 10 do formowania pali żelbetowych w gruncie
111 J. RANISZEWSKI Stateczność pracy wibromłota o jednym stopniu swobody
112 W. ROKSELA Asortyment urządzeń wibracyjnych produkowanych w Łódzkich

Zakładach Budowy Maszyn
113 A. OSTROWSKI Perspektywy zastosowania wibrotechniki w obróbce skał

twardych
114 M. GREGORASZCZUK Wyniki wstępnych badań amortyzowanych zespołów wstrzą-

sowych maszyn formierskich
115 L. ŻURAWSKI Wprowadzenie do teorii amortyzowanych zespołów wstrząso-

wych maszyn formierskich

3. SYMPOZJUM ODDZIAŁU W GDAŃSKU N.T. «KONSTRUKCJI WISZĄCYCHs

Przegląd prac dotyczących teorii siatek wiszących
Dwa oryginalne przekrycia wiszące o dużych rozpiętościach
dla centrum Warszawy
Wstępne obliczenie pewnego przekrycia wiszącego nad budyn-
kiem o kolistym rzucie
W sprawie równań podstawowych siatki dyskretnej
Kształt osiowo-symetrycznego siatkowego ustroju wiszącego
o mimimum zużycia materiału
Niektóre zagadnienia statyki mostów trójpasowych w łuku
Pewne zagadnienie pełzania żelbetowej powłoki wiszącej
Obliczenie żelbetowej cylindrycznej powłoki wiszącej na obcią-
żenie śniegiem
Zastosowanie powłoki brezentowej do osłony robót zimowych
na budowie elektrowni Pątnów
Niektóre problemy przekrycia Opery Leśnej w Sopocie
Przekrycia wiszące stanowisk technologicznych w gospodarce
morskiej

4. ODDZIAŁ WE WROCŁAWIU III-CI SYMPOZJON POŚWIĘCONY REOLOG1I

R e o l o g i a M e t a l i i P o l i m e r ó w
127 R. TAKSERMAN-KROZER Teoria reologicznego zachowania się rozcieńczonych roztworów

(Warszawa) polimerów w warunkach złożonych deformacji
128 J. ZAWADZKĄ B. GABRYSZEWSKA, Widma (spektra) czasów retardacji wybranych tworzyw sztucz-

E. GROZIK (Wrocław) nych przy czystym zginaniu i skręcaniu
129 M. NOWAK, J. ZAWADZKI, Analiza porównawcza pełzania statycznego i dynamicznego

J. KAŁWAK (Wrocław) niektórych tworzyw sztucznych
130 J. ZAWADZKI, I. HYLA (Gliwice) Anomalie wykresów relaksacji naprężeń a zmiany strukturalne

(Wrocław) w poliamidzie
131 M. NOWAK (Wrocław) Wpływ okresowo zmiennych naprężeń na obraz dyfrakcyjny

polistyrenu i poliamidu
132 J. ZAWADZKI, B. OKOŁÓW Pełzanie taśm przenośników z przekładkami steelonowymi

(Wrocław)
133 J. ZAWADZKI, J. ORŁOWSKI, Quasistatyczna metoda oceny reoefektów stabilizacji taśm

W. SIVTA (Wrocław) przenośników z przekładkami steelonowymi
134 S. MAZURKIEWICZ (Kraków) Wyniki badań doświadczalnych pewnych własności mechanicz-

nych poliamidu Tarlon X-A
135 W. STARZEWSKI Wpływ Teologicznych własności poliamidowych wykładzin kół

(Kraków) kolei linowych na zużycie wykładzin oraz właściwości eksploa-
tacyjne

116
117

118

119
120

121
122
123

124

125
126

P,
B

Cz

P.
ST.

E.
E.
P.

R.

M.
ST.

WILDE
KOY

. BRANICKI

WILDE

LESSAER

GAWRYCH-ŻUKOWSKI

BlELEWICZ

WILDE

GANOWICZ

WlZMUR
UMIŃSKI
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136

137

138

139

140
141

142

143

144

145

146

147

148

149

150

151

152

153

154

155

A. JAKOWLUK
(Warszawa)
S. PlLECKI
(Warszawa)

R e o

A. MlTZEL
(Wrocław)
A. MlTZEL, M. KLAPOĆ
(Wrocław)
A. MITZEL, M. KŁAPOĆ
J. SZCZYGIEŁ, M. DZIURLA,

Z. KOZAKÓW
(Gdańsk)
J. KMITA
(Wrocław)
S. BYCZKOWSKI, M. RYBAK
(Warszawa)
M. SIERADZKI
(Gdańsk)
Z. KOWAL
(Wrocław)
Z. BYCHAWSKI, H. SIENNICKI
(Kraków)
W. KUCZYŃSKI
(Łódź)

E. DEMBICKI
(Gdańsk)
I, KISIEL, K. KUJAWIŃSKI
(Wrocław)
Z . SOBCZYŃSKA
(Poznań)

D. PAŃCZAK
(Poznań)
J. PRZYSTAŃSKI
(Poznań)
S. DMITRUK, H. SUCHNICKA
(Wrocław)
J. KWIATEK
(Katowice)
A. KlDYBIŃSKI

156 A. BOROWSKI, Z. BYCHAWSKI
(Kraków)

157 A. JAKOWLUK, S. ZIEMBA
(Warszawa)

158 W. DERSKI
(Poznań)

Wpływ małych głębokości zawibrowania na proces pełzania
w metalach
Kumulacja uszkodzeń w procesie zmęczenia metali

o g i a B e t o n u i K o n s t r u k c j i
Funkcje pełzania i skurczu betonu

Nieliniowe pełzanie betonu

O superpozycji odkształceń skurczu i pełzania
Badania modelowe dwóch przęseł mostowych o ustrojach
zespolonych bctonowo-stalowych sprężonych

Niektóre problemy oceny strat siły sprężania w konstrukcjach
kablobetonowych
Niektóre wyniki badań długotrwałych mostów sprężonych

Reologia kratownicy kobiobetonowej w świetle badań

Wyboczenie pełzające osiowo ściskanych prętów lepkosprę-
żystych
Zginanie tarczy kołowej w zakresie nieliniowej deformacji
natychmiastowej i pełzania
Wpływ sekwencji obciążeń na ugięcia reołogiczne belek żelbe-
towych

R e o l o g i a g r u n t ó w
Obciążone skarpy ziemne w stanie równowagi granicznej

Zadanie Sadowskiego dla półpłaszczyzny o modelu reologicz-
nym M/V
Osiadanie półprzestrzeni konsolidującej pod działaniem obcią-
żenia skupionego, w przypadku nieprzepuszczalnej powierzchni
półprzestrzeni
Równania teorii konsolidacji w przypadku działania źródeł
dylatacji
Określanie fizyko-mechanicznych własności gruntów za pomocą
współczynników sprężystości Biota-Willisa
Lepkość strukturalna jako charakterystyka oporu ścinania

Wpływ relaksacji naprężeń w gruncie na wielkość sił rozciąga-
jących w fundamentach budowli
Badania Teologicznych własności skał karbońskich prowa-
dzone w Głównym Instytucie Górnictwa

Z a g a d n i e n i a o g ó l n e
Podstawowe własności nieliniowych ciał lepkosprężystych

Pewien nieliniowy model reologiczny

O zastosowaniu dualnych równań całkowych w zagadnieniach
teorii konsolidacji z mieszanymi warunkami brzegowymi
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159 J. BROŚ
(Kraków)

16. Z. LISOWSKI

(Kraków)
161 W. PARZONKA

(Wrocław)
162 W. BABUL, S. ZIEMBA

(Warszawa)
163 B. BIREK

(Kraków)

164 M. WARSZYŃSKI, P. ŚRODA

(Kraków)

Metody określania własności mechanicznych niektórych nowych
tworzyw konstrukcyjnych
Metoda określania deformacji plastycznej tworzyw przy badaniu
ich przydatności na łożyska ślizgowe
Metoda analizy zakresu pomiarowego wiskozymetru typu
Couette'a dla ciał Binghama
Pewne aspekty modelu przebicia ładunkami kumulacyjnymi

O kształcie powierzchni podłoża lepko-sprężystego w otoczeniu
obszaru styku toczącej się sztywnej kuli z podstawą reprezento-
waną modelem Voigta i modelem Voigta połączonym szeregowo
ze sprężyną
Zjawiska reologiczne w przypadku elementów pracujących
w warunkach nacisków stykowych wielokrotnie powtarzalnych

III. KURSY

ODDZIAŁ W POZNANIU

Teoria drgań
Teoria dystrybucji
Analiza funkcjonalna

IV. SEMINARIA

ODDZIAŁ W KRAKOWIE Z ODDZIAŁEM W GDAŃSKU

Technika wibracyjna

ODDZIAŁ W POZNANIU — SEMINARIUM N.T. «TEORII DRGAŃ»

Z. MAGIERA-ULLRICH O zastosowaniu drgań normalnych do układów nieliniowych
B. RADZISZEWSKI Pewien nieliniowy układ mechaniczny

ODDZIAŁ W WARSZAWIE

SEMINARIA N.T. «TEORII DRGAŃ NIELINIOWYCH»

JA. G. PANOWKO (ZSRR)
A . TONDL
(CSRS)
W. BOGUSZ

K. SZPUNAR

K.SZPUNAR

W. BOGUSZ

S. KASPRZYK

ZAJDLER

MAGIERA

Pewne paradoksy rozwiązań zadań mechaniki
Pewne problemy drgań układów nieliniowych o n stopniach
swobody i niektóre zagadnienia globalnej stateczności
Warunki absolutnej stateczności układów nieliniowych
Parametryczne drgania nieliniowe układów o dwu stopniach
swobody
Pewien przypadek drgań parametrycznych
Absolutna stateczność układów nieliniowych
Zastosowanie twierdzenia „Olech-Hartman" do optymalizacji
układów mechanicznych
Drgania sprzężone w prętach
Badanie stateczności układów nieliniowych metodą drgań
normalnych



RECENZJE

APPLIED MECHANICS, PROCEEDINGS OF THE ELEVENTH INTERNATIONAL CONGRESS
OF APPLIED MECHANICS, MUNICH (GERMANY), 1964, EDITOR H. GÓRTLER,

SPRINGER-VERLAG, BERLIN-HEIDELBERG-NEW YORK, 1966,
1189 STRON, 740 RYS.

Tradycja międzynarodowych kongresów mechaniki stosowanej, organizowanych co cztery lata, datuje
się od roku 1924, gdy odbył się pierwszy kongres w Delft, podczas gdy kongres monachijski, któremu po-
święcone jest wydawnictwo, jest już jedenasty z rzędu. Wydawnictwa kongresowe stanowią pewnego rodzaju
podsumowanie aktualnego stanu tej dziedziny nauki, pozwalają zorientować się, jak szybko i wszechstron-
nie wzbogaca się zakres jej zainteresowań. Zmusza to do ograniczania liczby referatów sekcyjnych, których
liczba w Monachium spadła do 145 wobec ponad 200 na poprzednim kongresie w Stresie, 1960, obok 9
referatów ogólnych o charakterze syntetyczno-przeglądowym.

Obszerna księga kongresowa, wydana w bardzo starannej szacie typograficznej, znamionującej wydaw-
nictwa Springera, zawiera na wstępie listę autorów, listę uczestników, przemówienia powitalne wygłoszone
przez H. GÓRTLERA, reprezentującego gospodarzy kongresu oraz przez G. TEMPLE, aktualnego przewodni-
czącego Międzynarodowego Stowarzyszenia Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej (IUTAM), po czym
następują referaty generalne, w kolejności:

L. I, SIEDOW (Moskwa), Pewne problemy tworzenia nowych modeli ośrodków ciągłych,
E. REISSNER (Cambridge, Mass.), O podstawach teorii sprężystych odkształceń powłok,
R. LEGENDRE (Chatillon-sous-Bagneux), Przepływy nieustalone wokół ciał drgających,
J. N. WEKUA (Nowosybirsk), Nowe metody w matematycznej teorii powłok,
L. J. BROER (Eidhoven), Nowe osiągnięcia w teorii rozchodzenia się fal,
G. F. CARRIER (Cambridge, Mass.), Zjawiska w wirujących płynach,
K. MAGNUS (Stuttgart), Ruchy obrotowe ciał sztywnych w centralnym polu grawitacji,
H. ZIEGLER (Ziirich), Termodynamika odkształceń,
T. B. BENJAMIN (Cambridge), Przepływ płynów przy giętkich warunkach brzegowych.
Referaty sekcyjne zgrupowane są w dwóch sekcjach, mechaniki ciał stałych oraz mechaniki cieczy

i gazów, zbliżonych objętościowo. Pierwsza sekcja obejmuje następujące problemy: mechanika ośrodka
ciągłego, drgania nieliniowe, wytrzymałość materiałów, drgania (ogólnie), teoria powłok, teoria spręży-
stości, odkształcenia sprężysto-plastyczne, lepkosprężystość i pełzanie, synteza mechanizmów, dynamika,
teoria płyt, propagacja zaburzeń w ciałach stałych, teoria odkształceń, naprężenia termiczne, naprężenia
termiczne — teoria plastyczności, teoria zniszczenia, teoria zniszczenia — teoria plastyczności. W ramach
sekcji drugiej problematyka jest następująca: przepływy strumieniowe, laminarna warstwa graniczna, kine-
tyczna teoria gazów, przepływy super- i hipersoniczne, meteorologia, stateczność hydrodynamiczna, hydro-
dynamika, przepływ z mieszaniem, przepływ molekularny, turbulentna warstwa graniczna, magnetohydro-
dynamika, hydrodynamika, fale uderzeniowe, stateczność hydrodynamiczna płynów wirujących, drgania
magnetohydrodynamiczne, przepływ naddźwiękowy, przepływ z wyparowywaniem, generacja szumów
przy przepływie ciepła, dyspersja w ośrodkach niejednorodnych, kawitacja- przepływ z tarciem.

Zwraca uwagę odejście od tego, co zwykło się uważać za klasyczny zakres poszukiwań mechaniki ośrod-
ków ciągłych, zwrócenie się ku zagadnieniom nieliniowym, zagadnieniom wymagającym pogłębionej fizy-
kalnej interpretacji przebiegu zjawisk. Stosunkowo wiele prac poświęcono podstawom mechaniki różnych
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ośrodków nieklasycznych (ośrodki z mikrostrukturą, naprężenia momentowe itp.). Znaczną uwagę skupiła
reologia oraz nieklasyczne zagadnienia teorii ustrojów powierzchniowych. Również w centrum zaintereso-
wania pozostaje problematyka fal i drgań. W dziedzinie hydromechaniki dużo uwagi skupiły zagadnienia
«sprzężone», zwłaszcza magnetohydrodynamika, teoria warstwy przyściennej turbulentnej, przepływy
ośrodków niejednorodnych, z mieszaniem, ewaporacją itd., słowem «nieklasyczne», obok nadal żywego
zainteresowania zagadnieniami przepływów super- i hipersonicznych oraz zagadnieniami stateczności
hydrodynamicznej w różnych warunkach.

Księgę zamykają przemówienia końcowe W. T. KOITERA oraz H. GORTLERA.
Zakres poruszonej tematyki, współudział wielu wybitnych nazwisk w dziedzinie mechaniki stosowanej,

nowe, interesujące spojrzenie na wiele zagadnień — mimo iż obraz jest niepełny, zwłaszcza wskutek mniej,
szego zainteresowania problematyką «klasyczną» — sprawiają, że księga kongresowa daje autorytatywny
przegląd najaktualniejszych kierunków poszukiwań i jest prawdziwą «kopalnią» wiadomości.

Cz. Eimer
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Za najlepsze prace będą przyznane trzy nagrody pieniężne
w wysokości

I nagroda zł 8.000.—
II nagroda „ 4.000.—

III nagroda „ 2.000.—
Prace zgłaszane na konkurs powinny obejmować zagadnie-

nie mieszczące się w tematyce konkursu i zawierać elementy
nowości w stosunku do aktualnego stanu wiedzy.

Prace konkursowe należy przesyłać w postaci maszynopisu
z podwójną interlinią lub odbitki drukowanej w trzech egzem-
plarzach do Sekretariatu Zarządu Głównego PTMTS, mieszczą-
cego się w Warszawie w Pałacu Kultury i Nauki, pokój 1724,
w nieprzekraczalnym terminie do dnia 15 października 1967 r.
Praca nie może być przed tą datą opublikowana ani złożona do
druku poza czasopismem «Mechanika Teoretyczna i Stoso-
wana*.

Konkurs jest ograniczony, dostępny tylko dla członków
PTMTS.

Zarząd Główny zastrzega sobie prawo nieprzyznawania lub
innego podziału nagród.

Nagrodzone prace opublikowane zostaną w czasopiśmie
«Mechanika Teoretyczna i Stosowana*.

Przewodniczący
Zarządu Głównego PTMTS

(—) Prof. dr Jerzy Mutermilćh

Przewodniczący
Sądu Konkursowego PTMTS
(—) Prof. dr Zbigniew Brzoska

Sekretarz Generalny PTMTS
(—) Prof. dr Bogumił Staniszewski
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B. DUSZCZYK, Stateczność pełnego walca obciążonego ciśnieniem hydrostatycznym
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Stability of a fuli circular cylinder loaded with hydrostatic pressure
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Z. ENGEL, Badania synchronizacji i samosynchronizacji wibratorów mechnicznych
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Investigations of synchronization and selfsynchonization of mechanical vi-
brators

J. ORKISZ, Skończoone odkształcenia wiotkich osiowo-symetrycznych powłok w sta-
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