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O ROZNYCH FORMACH UTRATY STATECZNOSCI BLACHY PODDAWANEJ ROZCIAGANIU
W STANIE PLASTYCZNYM

ZDZISEAW MARCINIAK (WARSZAWA)

1. Wstep

Ogdlna cechy utraty statecznoéci blachy poddanej jedno- lub dwuosiowemu rozcigganiu
w zakresie plastycznym jest to, Ze mimo istnienia np. w pewnym obszarze jednorodnego
(plaskiego) stanu naprezen, powstaé w nim moze niejednorodne pole odksztatcen. Z chwila
utraty stateczno$ci odksztalcenia koncentrujg si¢ w pewnych tylko obszarach ciata, pod-
czas gdy pozostale obszary, lezace poza zasiggiem koncentracji odksztalcen, sg badz odcia-
zane i przechodzg w stan sprezysty, badZ tez doznaja stopniowo zanikajacych odksztalcen
plastycznych. Ta koncentracja odksztalcen zaleznie od warunkéw moze przybieraé rézne
formy. W niniejszej pracy zanalizowano trzy najwazniejsze formy utraty statecznosci
rozciaganych powlok plastycznych, mianowicie:
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1. Tworzenie si¢ miejscowego przewezenia tzw. szyjki (rys. la) w ciele o poczatkowo
niezmiennym przekroju poprzecznym, poddanym rozcigganiu sita osiowa. Do tej formy
utraty statecznosei zaliczy¢ réwniez mozna np. zwigkszanie §rednicy na pewnym odcinku
rury, poddanej wewnetrznemu ciénieniu (wybrzuszenie) lub miejscowe zweZenie rury
poddanej jednoosiowemu rozcigganiu. We wszystkich tych przypadkach odksztaicenie
rozklada sig nieréwnomiernie wzdluZ osi prébki, a zasigg obszaru, w ktérym koncentruje
sie¢ odksztalcenie (szyjki), zalezy od wymiaréw przekroju poprzecznego ciala, a wigc np.
od szerokoéci plaskiej prébki czy $rednicy rury. Nie zalezy natomiast od grubosci $cianki.
Te postaé utraty statecznosci oznaczaé bedziemy w dalszej czg¢sci pracy jako niestatecznosc
typu L.
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2. Powstanie nieciaglo$ci w polu odksztatcen powtoki wg rys. 1b. Jak wykazat R. HiLL
[1], tego rodzaju nieciagto$¢ kinematyczna moze powstaé wtedy, gdy granica oddzielajaca
obszar B ulegajacy dalszemu odksztatceniu od obszaru 4, w ktdrym zachodzi odciaZenie,
pokrywa si¢ z charakterystyka réwnan pola naprezed. Diugod¢ tej linii granicznej nie
ulega zmianie w czasie odksztalcenia. W odréznieniu od poprzednio omdwionej ta forma
utraty stateczno$ci ma charakter lokalny. Zasigg tworzacej sie bruzdy w kierunku do niej
prostopadlym nie zalezy bowiem od szerokoéci prébki, a jedynie od gruboéci blachy. Te
postaé utraty statecznosci oznacza¢ bedziemy jako typ II )

3. Miejscowe zmniejszanie si¢ grubosci blachy wzdtuz pewnej linii (bruzdy), ktéra
jak to wykazano w dalszej czgéci pracy biegnie w zasadzie prostopadle do kierunku wiek-
szego z naprezen gtéwnych (rys. 1c). W odréznieniu od obu poprzednio omdéwionych
przypadkéw, w ktérych nastgpowalo odciazenie materiatu lezacego poza szyjka czy bruzda,
procesom koncentracji odksztalcen w bruzdzie towarzyszy tu stopniowo zanikajace pla-
styczne odksztalcenie powtoki poza bruzdg. Ta forma utraty statecznofci zostala zanalizo-
wana przez autora w pracach [21 3]. Bedzie to Il typ niestatecznosci.

Celem niniejszej pracy jest analiza warunkdw, w ktorych mozliwe jest powstanie kazdej
z wymienionych wyzej form niestateczno$ci oraz poréwnanie wnioskéw wynikajacych
z tej analizy z wynikami do$wiadczen. Poniewaz pierwsza z wymienionych form, a wiec
«szyjka», wyrazajaca utrate stateczno$ci danego ciala traktowanego jako calo$¢, powstaé
moze tylko w specjalnych i tatwych do sprecyzowania okolicznodciach, przeto w dalszej.
czedcl pracy zajmiemy si¢ przede wszystkim sprecyzowaniem warunkdéw, w ktérych mogg
sie pojawié¢ dwie pozostale formy dotyczace lokalnej utraty statecznosci elementu powtoki.

2. Wplyw kierunku bruzdy na przebieg procesu jej powstawania

Aby sprecyzowaé warunki, w ktérych moga si¢ tworzy¢ bruzdy typu II lub I1I, zanali-
zujmy przebieg tworzenia si¢ bruzd typu III w zaleznoéci od kata nachylenia bruzdy w sto-
sunku do kierunkéw gléwnych, przy réznych schematach obcigzenia powloki (stosunku
naprezefi gtéwnych oa2/01). Rozpatrzmy w tym celu element powloki (rys. 2), na ktérego
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krawedzie dzialaja naprezenia gléwne o1 i o2, przy czym o1 > 0,. Wyobrazmy sobie, Ze
element ten przecina pod katem « pas B o zmniejszonej grubosci. Gruboéé blachy w obszarze
B, reprezentujacym bruzde, jest réwna gp, podczas gdy w obu sasiednich obszarach A
wynosi ona gy, przy czym g4 > gp. Ta niejednorodnoéé geometryczna wyrazajaca si¢
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niejednakowa gruboscia blachy reprezentuje dowolna niejednorodno$é materiatu, spowo-
dowana na przyklad pasmowym ukladem zanieczyszczen, réznica wiasnoéei plastycznych
materiatu itp. Kazda bowiem tego typu niejednorodnoéé wilasnoéei fizycznych mozna
zastapi¢ réwnowazna jej niejednorodnoscia geometryczna, wyrazajaca si¢ wspétczynnikiem
[ = gpl/ga, przy czym zaklada sig, Ze materiat jest juz pod wzgledem wiasnoscei fizycznych
idealnie jednorodny i izotropowy.

Poniewaz dokonywana analiza ma na celu wyciggnigcie wnioskéw o charakterze jedynie
jakosciowym, przeto pominiemy w tym rozumowaniu zjawisko umacniania si¢ materiatu
zakladajac tzw. idealna plastycznodé (op4 = opp = o).

Jezeli przyjmiemy nowy ukfad osi x, y nachylony do kierunkdw gidwnych pod katem «,
to sktadowe stanu napreZenia w obszarze 4 wyrazg si¢ jak nastepuje:

(2.1) oy = o,c08*at+aysin*e, o, = o;sina4-0,c08%w, 7y = (0,—0,)sinccosa.
Z warunkow réwnowagi sit prostopadlych i stycznych do linii granicznej wynika, ze od-

powiednie naprezenia oxp 1 7yxp W Obszarze B wynosza:

2.2). (rx,,:&, Typp = ﬂ, przy czym fxg—u.
f i g4
Trzecia skladowa stanu naprezenia, mianowicie naprezenie o,5, moze zmieni¢ si¢ na
linii granicznej skokowo w sposéb, ktory juz nie wynika z warunkéw réwnowagi. Napreze-
nie to spetnié jednak musi warunek plastyczno$ci w obszarze B, ktéry dla plaskiego stanu
naprezenia (o3 = 0) napiszemy w postaci

2 2 2 2
(2.3) 02— 0450yp+ 0351375, = 0.

Po podstawieniu do tego warunku zwiazkéw (2.2) otrzymamy réwnanie kwadratowe

2.9 (%) — (0—;) cryB~1—g§B+3( T;y ) —05 =0,

z ktérego mozna wyznaczy¢ szukane naprezenie o,y

3
4

Oy
2 f
Wyrazenie pod pierwiastkiem mozna przeksztalcic odejmujac stronami od warunku pla-
stycznoéei dla obszaru A4 .

(2.5) Oyp = JPol—37%,—

ok,

> _ 2 2 2
0p = 0;—0y0x+054 37,
tozsamosé

1 ¥ 1
(O'y— —- crx) = 02—0,0,4+ ?oi
Otrzymamy wtedy zwiazek
1Y 3
o — (cry - crx) = 4372+ —4—cr§

Po podstawieniu tej zaleznosci do réwnania (2.5) przybierze ono postaé

(26) Oyp = 2f f]/( — )—(l —f%o3.
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Odksztalcenia obu rozpatrywanych obszaréw 4 i B wynikaja z istniejacych tam stanéw
naprezen, a ponadto sa z sobg zwigzane kinematycznym warunkiem, aby odksztatcenie
@, po obu stronach linii nieciaglosci bylo sobie rowne, a zatem

Pyp = Pyd = Py.
Zalézmy, Ze w pewnym okresie czasu obszar 4 doznal przyrostu odksztalcenia dp;, ktéremu
zgodnie z prawem plynigcia towarzyszyt przyrost sktadowej dp,

20,—0y
(27) (I(Py = —_;07_— (l(pi.
Ubytek grubodci tej czesci powloki wynosi wowezas
ﬂ’g,( —O0y—0
2. = dpya = — - dp,.
(2.8) 24 dpsa 20,0, dpy ;

Zachodzacy w tym samym czasie ubytek gruboéci obszaru B wyraza si¢ zwiazkiem

/ —Oyp—
(2.9) BB gy = BT g

przy czym w obu zwigzkach (2.8)—(2.9) wystepuje wielkosé dp, wyrazajaca przyrost dlu-
gosci wspdlnej linii granicznej oddzielajacej obszary 4 i B.

Z definicji wspdlczynnika niejednorodnoéci f = gp/g4 wynika, ze jego przyrost df
wyrazi¢ mozna przez przyrosty odksztalcen dip, 4 1 dipyp jak nastepuje:

d —d
df': EBEA § gAgB
84
lub
ar

gp [ dgs dgA) . -
2.10 df = =— ——=2], awiec = dpsg—dps 4.
( ) If 24 ( e 2 € 12 P3p— P34

Po uwzglednieniu zwiazkow (2.8), (2.9) i (2.7) wyrazenie (2.10) przybierze postaé
_ﬁ”_:_ Oxpt+0yp _ o ) 20,—0y
I 20,p—0xp 20,—0 20,

W powyzszym réwnanin mozna wyiazié sktadowe naprezen o5 i 0,5 przez skladowe oy i g,
zgodnie z zalezno$ciami (2.1) oraz (2.6). Po dokonaniu prostych przeksztalcen otrzymamy
réwnanie rézniczkowe

C/AY I SR P
(2.11) ~7 K[ T 1] Pi

w ktérym K'i L sg nastepujacymi funkcjami sktadowych stanu naprgzenia w obszarze A:
1
3%

- >
4 o,

d(P,' .

(2.12)

Dla danego stanu napreZenia okre§lonego wartosciami naprezen gldwnych oy i o2
wspélczynniki K i L zaleZq jedynie od kata o: K(o) 1 L{ar).
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Catkowanie réwnania (2.11) pozwala wyznaczyé przebieg procesu formowania sig
bruzdy, a wigc wyrazi¢ stosunek grubosci cz¢ici B i A (gp/ga=f), jako funkcje odksztal-
cenia zastepczego ¢; powloki poza przewezeniem (w czgéci A4). Przebieg tej zaleznodci
przedstawia wykres po prawej stronie rys. 2. Nalezy podkresli¢, ze dla uzyskaniatej za-
leznosci konieczne jest zaloZzenie w ramach stalej catkowania pewnej wstepnej niejedno-
rodnosci powloki fo = gpo/ga0. Jak wynika z wykresu na rys. 2, w miare odksztalcania sie
czesci A niejednorodno$é ta stopniowo sie poglebia, gdyz coraz to wickszemu odksztalceniu
w bruzdzie (czgéci B) odpowiada stopniowo zanikajace odksztalcenie obszardw sasiednich
(czgéci A). Tg faze procesu ksztattowania si¢ miejscowego przewezenia (bruzdy) nazwiemy
faza quasi-stateczna. Wreszcie, gdy wspoteczynnik niejednorodnosci osiagnie pewna gra-
niczng warto$é f,, cate odksztalcenie powtoki koncentruje si¢ wytacznie w bruzdzie, pod-
czas gdy obszary z nia sasiadujace ulegajg odcigZeniu i przechodza w stan sprezysty. Jest
to oznaka wejécia w faze pelnej niestatecznoéci powtoki, podczas ktérej odksztalcenie
obszaréw sasiadujacych z bruzda jest stale i wynosi g,.. Proces utraty statecznosci moze
byé w pewnej chwili przerwany peknigciem blachy w najbardziej ostabionym przekroju
powloki, przy czym zaleznie od rodzaju materialu utrata spdjnoéci moze nastapi¢ badz
w fazie pelnej utraty statecznosci, badz tez w fazie quasi-statecznej.

Dla danego stanu napre¢Zenia, okreSlonego wartoéciami naprezen gldwnych oy i o2,
graniczna warto$¢ odksztalcenia ¢, zalezy jedynie od zatozonej wstepnej niejednorodnosci
powloki £y oraz od kata o pochylenia rozpatrywanej bruzdy wzgledem kierunkéw gtéwnych,
a wige @, = @, (fo, a). Przebieg tych funkcji dla trzech réznych stanéw naerienia po-
wloki wyznaczony na podstawie numerycznego calkowania réwnania (2.11) zostal przed-
stawiony po prawej stronie rysunkdéw 3, 4, 5 sporzadzonych w biegunowym uktadzie wsp6t-
rzednych ¢, o.

Przypadek jednoosiowego rozciggania (gdy o, = 0) ilustruje rys. 3. Wida¢ z niego, ze
istnieja w tym przypadku dwa szczegdlne kierunki pochylone do jednego z kierunkow
gtdwnych pod katem ap = 35°15’, wzdiuz ktérych pojawic si¢ moze bruzda nawet w przy-
padku powloki catkowicie jednorodnej (gdy fo = 1). Pojawienie si¢ bruzdy w tych kierun-
kach towarzyszy odciazeniu pozostatych obszaréw powloki (¢, == 0), a wigc nastgpuje
od razu pelna niestateczno§¢é powloki nie poprzedzona faza quasi-stateczna. f.atwo za-
uwazy¢, ze kierunki te pokrywaja si¢ z liniami dopuszczalnych nieciagtoéci w polu kinema-
tycznym (charakterystyki), a wiec zgodnie z oznaczeniami podanymi na poczatku utrata
statecznoéci zachodzi w tych kierunkach wg formy II.

Jezeli kat o nachylenia ewentualnej bruzdy bytby inny niz o, wowczas przebieg jej
odksztalcenia musiatby przebiegaé¢ wg schematu I11. Wiazaloby si¢ z tym pewne odksztal-
cenie powloki w obszarze sasiadujacym z bruzda ey, ktorego wielkosé dla kilku warto$ci
wstepnej niejednorodnosci fo przedstawiajg linie po prawej stronie wykresu (rys. 3). Jednak-
ze w przypadku powloki dostatecznie jednorodnej proces tworzenia si¢ bruzdy typu Iil
nie moze sig rozwija¢, gdyz jest on natychmiast zahamowany przez poprzednio omdéwiong
niestateczno$¢ typu II, zwiazana z kierunkiem op. Nélezy bowiem pamietaé, ze powstanie
w ktérymkolwiek miejscu niestateczno$ci typu II powoduje przejécie w stan sprezysty
pozostalych obszaréw powloki, a wigc zahamowanie wszystkich ewentualnych proceséw
tworzenia si¢ bruzd nachylonych w kierunkach innych niz op.
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Powyzszy wniosek jest jednak stuszny tylko wtedy, gdy wstgpna niejednorodno$¢
powloki fo(e) (traktowana jako funkcja kata o) jest dla kazdego kata o mniejsza od jej
niejednorodnoéci granicznej f,.(«). Te ostatnia wyznaczy¢ mozna z warunku, aby wyra-
zenie zawarte w kwadratowym nawiasie réwnania (2.11) stalo si¢ réwne zeru. Prowadzi
to do zwiazku:

.13 =V

ktéry dla przypadku jednoosiowego rozciagania (o1 = 6,, 02 = 0) zgodnie z (2.1) i (2.12)
przedstawia graniczng niejednorodnoé§é f,, jako nastepujaca funkcje kata

1 2
(2.14) Sor = ]/1 —_ (sin2 o— 70052 a) .

Przebieg tej funkeji w biegunowym uktadzie osi wspc’)h'zgdnych £, « przedstawia linia ciggta
po lewej stronie wykresu na rys. 3. Poréwnanie przebiegu tej linii z odpowiednia krzywa
pokazang na rysunku linig przerywang, charakteryzujaca niejednorodno$¢ rozpatrywanej-

Jednoosiowe rozcigganie Gy=cp Gp=0

A=,
aa Gmn[cznegyodkszt poza bruzdg

= 08 012 o016 02 (pgT

o8] i
Graniczny wspdtczynnik nigjednorodnoscy

Rys. 3
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powloki, pozwala przewidzie¢ kat, pod ktérym pojawi si¢ bruzda. Jezeli mianowice dla
dowolnego kata spetniony jest warunek fo = f,., wtedy, jak to juz poprzednio stwierdzono,
nastepuje niestateczno$¢ typu II, a bruzda biegnie pod katem ap dla ktérego fo = f,,.

1
G2=%04

0l 10 08 06 04 02 004 008 02 016 02 \o
an Graniczny wspbtczynnik nigednorodnosc X Onaniczne odkszlatcenie poza bruzda ;s

Rys. 4

Jezeli natomiast linia przerywana fo przecina w jakimkolwiek miejscu linie ciagla f,, a wige
gdy istnieje taki kat ay, dla ktérego fo < f,;, Wtedy bruzda biec bedzie pod tym wiasnie
katem ap, a przebieg procesu odpowiada fazie pefnej niestatecznodci wg schematu IIT,
Oznacza to, Ze pozostale obszary powloki ulegaja od razu odciazaniu i przechodza w stan
sprezysty. Niemozliwe jest natomiast przy tym stosunku naprezen gléwnych pojawienie
si¢ quasi-statecznej fazy procesu wg schematu IIT.

Przedstawiony obraz nie ulega zasadniczym zmianom dla innych wartoéci stosunku
o2[o1 pod warunkiem, e o2 << 01/2. Jedyna réznica polega na stopniowym zmniejszaniu
si¢ krytycznej wartoéci kata o wraz ze wzrostem stosunku oz/o;. W granicznym przypadku,
gdy oy = 01/2, przedstawionym na rys. 4, bruzda tworzaca si¢ wg schematu B biegnie
prostopadle do kierunku wiekszego z naprezen gtéwnych (ap = 0).
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Natomiast zasadnicza zmiana sytuéoji wystepuje wtedy, gdy stosunek oa2/o1 przekracza
warto$é 1/2. Dla tego zakresu standéw naprezen rownania opisujace pole naprezef staja
sie typu eliptycznego i nie maja charakterystyk, a dtugo§¢ dowolnej linii poprowadzonej
na powierzchni powtoki zwigksza si¢ w miare jej odksztatcania. Obraz funkeji @, (a) oraz
Sur(a) dla tego zakresu stanéw naprezen przedstawia rys. 5, sporzadzony dla stosunku

G,= 0906

4
08 0§ 04 02 /// 004 008 012 a16 020

Graniczny wspdtczynnik niejed'nomd—/ Granica odksztatcenia paza bruzdg) | @ia
(=
i

nosci

AVAN
)
) \ - 2
& N )
f
Y,
Rys. 5

021 = 0,9. Z wykresu tego widaé, ze nie istnieje tu, w odréznieniu od poprzednio omdwio-
nych przypadkéw, zaden krytyczny kierunek, wzdtuz ktérego moglaby powstac nieciagtosc
kinematyczna typu II. Istniejg zatem warunki do tworzenia sig bruzd wg schematu III,
przy czym w fazie quasi-statecznej nastgpuje odksztalcenie si¢ powloki w bruzdzie i poza
nia. Przejécie w stan pelnej niestatecznoéci zalezy od kata pochylenia bruzdy a.

Jak widaé z wykresu 5, najmniejsze graniczne odksztalcenie powloki przypada
dla @ = 0, a zatem proces tworzenia si¢ bruzdy przechodzi najszybciej w faz¢ pelnej nie-
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statecznodci w przypadku bruzd biegnacych prostopadle do kierunku wiekszego z naprezen
gtéwnych. Graniczna niejednorodno$¢ powloki f, jest dla omawianego zakresu standw
naprezenia zawsze mniejsza od jednodci i osigga maksimum, gdy o = 0.

Latwo zauwazy¢, Zze dla stanu réwnomiernego, dwuosiowego rozciagania, gdy o1 = 0y,
wielkoéci @, oraz f, przestaja zaleze¢ od kata «. Na wykresie we wspdirzednych biegu-
nowych g, 1 for,e funkcje te odwzorowuja si¢ wigc szeregiem wspétérodkowych kot.

Z przedstawionej tu analizy rownania (2.11) wyciagna¢ mozna ostatecznie nastgpujacy
wniosek:

Jezeli o2 << 63/2, to utrata statecznosci powloki przebiega wg schematu II, a wiec
powstaje linia nieciaglosci kinematycznej, nachylona pod katem op. Jezeli natomiast
012 < 02 < o1, to utrata statecznoéei nastgpuje wg schematu IIT, przy czym bruzda jest
prostopadta do kierunku wigkszego z naprezen gtdwnych. Wyjatek od tej zasady stanowig
przypadki, gdy wstgpna niejednorodno$¢ powloki fo przekracza dla pewnej wartosci
kata oy niejednorodno$é graniczng f,,. Bruzda powstaje wowczas w miejscu ostabienia
powloki pod katem ay, przy czym proces ten nie jest poprzedzony faza quasi-stateczna.
Whiosek ten stanowié bedzie podstawg do dalszych rozwazan.

3. Utrata statecznos$ci powlok z uwzglednieniem wzmocnienia

Uwzglednienie zjawiska wzmacniania si¢ materiatu zmienia przedstawiony wyzej obraz
tylko o tyle, Ze utrata stateczno&ci wg form I i II nastgpuje dopiero przy pewnej wartoéci
odksztalcenia plastycznego powloki ¢;, podczas gdy dla materiatu idealnie plastycznego
niestateczno$¢ wystgpowala od samego poczatku procesu odksztatcania.

Ogdlny warunek utraty statecznoéci rozcigganej powloki wg formy I zostal oméwiony
w pracy [2].

W przypadku powloki idealnie jednorodnej (fo= 1) poczatek tworzenia si¢ szyjki
(wg formy I) w powloce poddanej rozciaganiu przypada, jak wiemy, na moment osiagnigcia
przez sil¢ osiowg P = o,F wartosci ekstremalnej. Z warunku d(o,F) = 0 wynika zalezno$¢

ﬁ = dpy,

Op

w ktérej przyrost wydtuzenia osiowego dpi mozna wyrazié przez przyrost odksztalcenia
zastepczego dyp; zgodnie z prawem plyniecia

201“62
dp, = ———dp;.
Py 20, do;
Ostatecznie otrzymujemy zwiazek
do, 1 20,—o0,
dp; o, 20,

ktérego lewa strona dla danego ksztaltu krzywej wzmocnienia o, = o,(p;) jest jedno-
znaczna funkcja odksztalcenia ¢;, a prawa istniejacego stanu naprezenia. Na przyklad
dla krzywej wzmocnienia okre§lonej zwiazkiem o, = C(po+¢;)" wartos¢ odksztalcenia
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Pers PIZY ktorym zachodzi utrata statecznosci w postaci szyjki mozna wyznaczyé z zaleznosci

n 20,—0y

Pt 20
Graniczna wartoéé odksztalcenia ¢,, zalezy wigc od stosunku naprezen giéwaych ozfoi,
jak to przedstawia linia DB na rys. 6. Zostala ona wykre$lona dla krzywej wzmocnienia
o réwnaniu o, = C(0,01+¢;)>%.
| 6p=C(0,01 +(p,-)0'25
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Rys. 6

Sprecyzujmy teraz warunek powstawania niestatecznos$ei typu Il w powloce podlega-
jacej wzmocnieniu. Niestateczno$¢ tego typu pojawi sig wéwezas, gdy przyrost jednostkowe;j
sity przenoszonej przez lini¢ nieciagiosci w kierunku do niej prostopadiym wywotany
wzmocnieniem materiatu zostanie w catosci skompensowany przez ubytek grubosci blachy
w bardziej odksztalconym obszarze. Utrata stateczno$ci zachodzi zatem w chwili osiagnig-
cia maksimum przez jednostkowa sile 0,2, a wigc w chwili, gdy d(oxg) = 0 lub, co na jedno
wychodzi, d(s,g) = 0. Postgpujac podobnie jak poprzednio mozna warunek ten wyrazi¢

w postaci zwiazku
do, 1 o1}

- 3

dq),' Gp O'p
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z ktorego dla danego ksztaltu krzywej wzmocnienia mozna wyznaczy¢ wartoéé odksztat-
cenia (@)gr> Przy ktérym pojawia sig niestateczno$¢ typu I1, jako funkcje stosunku naprezen
gtéwnych az/on. Zwiazek ten dla tej samej co i poprzednio krzywej wzmocnienia przed-
stawia na wykresie 6 odcinek krzywej 4B. Zostat on doprowadzony tylko do wartosci
oyfor = 0,5, gdyz, jak wynika z poprzednich rozwazan, niestateczno$¢ tego typu nie moze
sie pojawi¢ przy wigkszej wartosci tego stosunku.

W zakresie tym gdy o2 > 0,/2 tworzy¢ si¢ moga, jak wiemy, tylko bruzdy typu III,
ale proces ten dla rozwazanej tu powloki idealnie jednorodnej (fo = 1) nie zostaje za-
poczatkowany, co zostalo na wykresie 6 zaznaczone w postaci pionowego odcinka BC.
W celu zblizenia sig do rzeczywistych warunkow nalezy zatem uwzgledni¢ pewna wstepng
niejednorodno$é powtoki fo, przy czym zatozymy, ze wstgpnie oslabiony przekroj pokrywa
sie kazdorazowo z kierunkiem powstawania bruzdy. Jak wykazano w pracy [2] nawet
bardzo niewielka wstgpna niejednorodno$é materialu powoduje bardzo znaczne zmniej-
szenie sic odksztalcenia obszaru otaczajacego powstajaca bruzde. Nalezy bowiem pamigtad,
ze sita powodujaca odksztalcenie grubszej czgSci powloki jest mniejsza /= gp/gs razy
w stosunku do sity odksztalcajacej ten obszar w powloce idealnie jednorodnej. Graniczna .
wartoéé odksztalcenia obszaiu A sasiadujacego z bruzda typu II lub szyjka typu I musi
byé taka, by spetnione byly odpowiednie warunki réwnowagi:

dpAFA = (GpBFB)muxf dla typu I,
lub
OpAafa = (GpBgB)ma.nf dla typu II.

Opierajac si¢ na tych zalezno$ciach moZna wyznaczy¢ warto$¢ granicznego odksztalcenia
@, powloki ze wstepna niejednorodnodeia fo jako funkcje stosunku o1/os, przy czym naj-
wygodniej postuzy¢ sie¢ w tym celu metoda wykreslng sporzadzajac dla kazdego przypadku
wykres we wsp6irzednych sita-odksztalcenie. Otrzymane ta metoda wyniki (dla /'= 0,975)
przedstawiaja na tys. 6 linie: D’—B’ dla niestatecznosci typu I oraz linia 4'—B' dla
niestatecznosei typu II.

Wyznaczenie granicznego odksztalcenia dla bruzdy powstajacej w zakresie o2 > 61/2
wedlug schematu III dla materialu ulegajacego wzmocnieniu jest znacznie bardziej klo-
potliwe. Sposéb postepowania dla tego przypadku oméwiony zostal w pracy [2], a wyniki
obliczen numerycznych, dokonanych dla tej sarhej funkcji wzmocnienia za pomoca ma-
szyny cyfrowej przedstawia linia B'—C’.

4, Utrata stateczno$ci zachodzaca w niektérych procesach tloczenia blach

Wykres przedstawiony na rys. 6 moze by¢ wykorzystany do analizy procesu utraty
statecznodci blachy w dowolnym technologicznym procesie tloczenia. W tym celu nalezy
porédwnaé przebieg linii A'B’, B'C’ i ewentualnie D'B’, przedstawiajacych moment po-
wstawania niestatecznoéci wszystkich trzech rozpatrywanych tu form, z charakterystyczna
dla danego procesu technologicznego linia, kt6rej kolejne punkty reprezentuja odpowiednie
punkty odksztalcanego ciala w przyjetym tu ukladzie wspotrzednych: zastepcze odksztal-
cenie ¢; — stosunek nyprezen az/oy.



288 ZDZISLAW MARCINIAK

Wyjas$nimy to na najprostszym przyktadzie jednoosiowego rozciagania ptaskich prébek
(rys. 7). W poczatkowym obszarze pelnej statecznosci wszystkie punkty prébki znajduja
sic w jednorodnym stanie odksztalcenia i naprezenia. Na wykresie we wspoirzednych
@; — o2/01 s wige reprezentowane przez jeden punkt, ktéry stopniowo w miare wydtuzania

)
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Stosunek naprezen giownych, 6, o4

Rys. 7

probki przesuwa sie ku gérze wzdtuz odcinka CD’. Z chwila osiggnigcia punktu D’ roz-
ciagana prébka traci stateczno$¢ wg formy I. Pojawia sie lokalne przewgzenie (szyjka),
w zasiggu ktdrego stany naprezenia i odksztalcenia przestaja by¢ jednorodne. W punkcie V,
lezacym na krawedzi probki, stan naprezen nie ulega zmianie, podczas gdy np. w punkcie M,
lezacym na osi probki, w §rodku powstalego przewezenia pojawiaja sig¢ rozciagajace na-
© preZzenia poprzeczne oz. Stanowi temu odpowiada na wykresie (rys. 7) punkt M, lezacy
na prawo od punktu N i nieco od niego wyzej, gdyz zastgpcze odksztalcenie ¢, w osi probki
jest przy tym samym wydluZeniu osiowym ¢, wieksze niZz na jej brzegu (g > @iy). Po-
zostalym punktom lezacym na odcinku M —N prébki odpowiada na wykresie krzywo-
liniowy odcinek M—N. Jak widac z tego wykresu w czasie procesu ksztaltowania szyjki
pojawié si¢ moze w jej §rodku druga forma utraty statecznosci, mianowicie bruzda typu II.
Bruzda ta tworzy si¢ najpierw w Srodkowej czgsei szyjki pod stosunkowo niewielkim katem
ap odpowiadajacym istniejacemu w tym miejscu stanowi naprezefi (o << op), 4 nastepnie
rozszerza si¢ na boki zmieniajac jednoczes$nie kat nachylenia. Na brzegu probki kat
ten osigga warto§¢ ay odpowiadajaca jednoosiowemu rozcigganiu. Ostatecznie nastgpuje
peknigcie probki wzdtuz tej bruzdy, przy czym uzyskana linia peknigcia ma ksztalt zblizony
do litery S. Opisany tu przebieg utraty statecznosci mozna zaobserwowaé na probkach
wykonanych z migkkich i plastycznych materiatéw (rys. 8a). Jezeli prébka wykonana jest
z materiatu twardego, wstgpnie odksztalconego np. przez walcowanie na zimno do wartosci
@; wiekszej od rzednej punktu 4’, wtedy przy jej rozcigganiu istnieje potencjalna mozli-
wos¢ pojawienia si¢ jednocze§nie dwu form niestateczno$ei: szyjki oraz bruzdy typu IL
Nalezy jednak pamigtac, Ze pojawienie sie bruzdy typu II, biegnacej pod katem ap do kie-
runku rozciggania, powoduje natychmiastowe odcigZenie pozostalego obszaru prébki,
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co pociaga za soba zahamowanie ewentualnego procesu tworzenia sig szyjki. W rezultacie
otrzymamy pekniecie probki wzdiuz linii prostej nachylonej pod katem ap bez §ladow

szyjki, jak to ilustruje rys. 8b.

a

B 2
LSRG
T

B s o s

Rys. 8

Nastepny przyktad dotyczy procesu rozszerzania otworu przez rozcigganie pierécieni
blachy o utwierdzonym obrzezu zewngtrznym (rys. 9), (préba tlocznosci Siebla).

Odksztateenie zaslepeze, ¢;
m\

0 05 10
Stosunek naprezer gtdwnych, 6, /64

Rys. 9

Istniejacy w tym procesie rozktad naprezen i odksztalcen przedstawia na wykresie
linia MNP. Dochodzi ona do granicznej linii A’B’, odpowiadajacej niestatecznosei typu I,
w punkcie N lezacym w poblizu punkt B’, przy czym na wyttoczce miejsce to (punkt N)
znajduje sie¢ w przyblizeniu dwukrotnie dalej od osi niz promied otworu (ry & 2ro). W tym
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wige miejscu powltoki mozemy sie spodziewaé powstania bruzdy typu II. Biec ona powinna
w kierunku promieniowym, gdyz stan naprezen w tym punkcie odpowiada schematowij
o2 = 01/2, a najwigksza warto$¢ ma naprezenie obwodowe. Rysunek 10 przedstawia foto-
grafi¢ takiej bruzdy zaobserwowanej przy rozciaganiu blachy aluminiowej.

Rys. 10

Rysunek 11 przedstawia proces ksztaltowania wybrzuszenia o ksztalcie zblizonym
do czaszy kulistej za pomoca cisnienia cieczy wywieranego na wewnetrzng powierzchnie
blachy. Rozkiad naprezen i odksztalcedi dla tego procesu przedstawia linia M—N—P
osiagajaca graniczng linie¢ B'—C’ w punkcie M. Oznacza to mozliwosé powstawania

Odkszlafcenie zaslepcze, oy

0 05 10
Stasunek naprezen glownych, 6, [

Rys. 11

niestatecznofei typu III w najbardziej odksztalconym miejscu wyttoczki lezacym na jej
osi symetrii. Graniczna wartoéé odksztalcenia, ktérego doznaé moze w tym miejscu blacha
do chwili utraty statecznosci jest, jak widaé z wykresu, wyjatkowo duza, totez ten sposéb
ksztaitowania blach nalezy uznaé za wyjatkowo korzystny.
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Peszome

O PA3JIMYHBIX BUIAX IIOTEPHU YCTOWUMBOCTH JIHCTA IIONBEPMKEHHOTO
PACTSDKEHHIO B IIJIACTHYECKOM COCTOSHUH

YloTepss YCTOMUMBOCTH JIHCTA IOABEPIKCHHOTO DACTSDKEHWIO B TIIACTHUECKOM COCTOSHHH MOMKET
UNETh pasiIHaHble (OPMBI: TIOSBIEHHE NICHKH (HAMPHMEP TIPH PAaCTAKEHHH OBpaslios OCeBoit cuiIol),
NOABJEHNE JIMHHM, BAOMb KOTOPOI MPOHCXOAMT paspblB IO CKOPOCTEH MMM MOsIBIEHHE GOpO3nbl,
YIIYGIEHHIO KOTOPOl CONYTCTBYET NOCTENEHHOE HCUESHOBEHME IUIAaCTHUECKOl medhopMaluy JPYrHX
obyacreit. B paGoTe COXEPIKNTCS AHATHM3 YCIOBMIT, YIPH KOTOPBIX MOFYT OCYLIECTBIIATLCS YIIOMAHYTHIE
BUIB! MOTepH yCToiurBoCcTH. FI3 3TOro amannsa CHedyeT, YTo DpH OTHOLICHMH IJIABHBIX HMANDSOKEHMH
o2/o1 << 0,5 obpasyeTcst HeyCTOWWHBOCTL THIA KHHEMATHYECKOrO PaspklBa, TOIAA KaK NPK G2/c; > 0,5
NOTEPsI YCTOMUMBOCTY MMEET BHJ GOPO3HBI NMEPIEHAMKYIAPHON GOJNBIIEMY W3 IJIABUBIX HAIpPAYKEHMIT,
B pabore uccnefoBaHa MOTEPSA YCTOUMBOCTH JIHCIA B XOAE PASJIHUHBIX TEXHOJOTMYECKHX IIPOLECCOB.
TloyryueHHbIE TEOPETHUECKHE PE3YJETATHI CPABHEHBI C AKCIIEPHMEHTANBHBIMY JAHHLIMH.

Summary

ON VARIOUS FORMS OF INSTABILITY IN SHEET MATERIAL UNDERGOING
PLASTIC TENSION

The loss of stability of sheet material undergoing plastic tension may take various forms: necking occur-
ing for example in specimens loaded by uniaxial tension, a line of kinematical discontinuity or necking line
connected with progressively diminishing plastic deformation in neighbouring portions of material. The
present paper contains an analysis of conditions associated with each of these forms of instability. For
principal stress ratio a2/o1 << 0.5 a line of kinematical discontinuity occurs, while for o2/a; > 0.5 the defor-
mation takes the form of a necking-line perpendicular to the direction of the greater principal stress. The
course of stability loss is also considered for various processes of metal forming., Theoretical results are
later compared with experimental observations.
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ROZWIAZANIA OSOBLIWE W OGOLNEJ TEORI PEYT TROJWARSTWOWYCH

RyszARD GANOWICZ (POZNAN)

!

1. Wstep

W pracy niniejszej podane zostana rozwiazania nieograniczonej plyty trdjwarstwowej
obciazonej kolejno sila skupiona oraz momentem skupionym. Rozwiazania takie nazywaé
bedziemy w dalszym ciagu pracy rozwiazaniami osobliwymi. Analogiczne rozwiazania
znane sa w teorii ptyt cienkich [1, 2 i 3] oraz w teorii plyt Reissnera [4]. Zastosowanie
ich jest bardzo szerokie. W zagadnieniach technicznych rozwigzania osobliwe sa wy-
korzystywane przy budowaniu powierzchni wplywowych [5 i 6]. Znajduja one takZe
zastosowanie przy rozpatrywaniu problemdéw nieciggltych warunkdéw brzegowych teorii
plyt. Poza tym w teorii sprezystosci i w teorii plyt rozwiazania osobliwe sa podstawa
uzyskania zwiazkéw calkowych migdzy rozwiazaniami wewnatrz danego obszaru a wiel-
koSciami brzegowymi. Zwiazki takie znane sg w' teorii sprezystosci jako twierdzenie So-
migliano. Otizymuje si¢ je w oparciu o rozwiazania osobliwe oraz w oparciu o twierdzenie
o wzajemnosci. Podobne zreszta zwiazki znane sa w teorii funkcji harmonicznych [7].
Omodwienie tych problemdw dla plyt reissnerowskich i dla ptyt tréjwarstwowych o warst-
wach zewngtrznych bez sztywno$ci na zginanie podalt autor w pracy [4].

W pracy niniejszej zajmiemy si¢ ogdlna teoria zginanych plyt tréjwarstwowych podana
przez HOFrA [8]. W teorii tej przyjmuje si¢, ze warstwy zewnetrzne tych ptyt sa jednakowe
i spetniaja wszystkie zatozenia teorii ptyt cienkich. Natomiast odnoénie do warstwy $rod-
kowej zaktada sig, ze jest ona nieécisliwa i pracuje jedynie na napreZenia styczne 7y, i 7,,.
Z podanych wyzej zalozen wynika, ze przy zginaniu odksztalcenia plyty tréjwarstwowej
sa antysymetryczne wzgledem jej powierzchni Srodkowej.

Rozwigzania otrzymane w niniejszej pracy sa uogdlnieniem wynikdw podanych przez
autora dla plyt tréjwarstwowych o warstwach zewnetrznych bez sztywnoéci na zginanie
na ogdlng teori¢ ptyt tréjwarstwowych [4 i 9]. '

2, Zasadnicze réwnania

Ponizej podamy zwiazki miedzy silami wewnetrznymi i przemieszczeniami plyty troj-
warstwowej oraz réwnania réwnowagi wyraZone przez przemieszczenia. Zaleznodci te
podamy w oparciu o prace J. WACHOWIAKA i P, WILDEGO [10].

Sily wewnetrzne dla omawianych plyt podamy za wyzej wymienionymi autorami
rozkladajac je na sily tarczowe i na sily ptytowe w warstwach zewnetrznych oraz na sity
tnace w wypelnieniu.
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Sity wewngtrzne okre§limy przez przemieszczenia nastgpujaco: (rys. 1)
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N = Guata) (24 Hot? )

2% 9y
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gdzie wprowadzono oznaczenia:

E,» stale materialowe warstw zewnetrznych,

Gw = Gx; = Gy, moduf odksztalcenia postaciowego warstwy srodkowej,
E§?

- 12(1—?)
w ugigcie plyty, jednakowe dla wszystkich warstw,
u,v przemieszczenia w plaszczyznie $rodkowcj warstwy dolnej (réwne co do bezwzglednej

wartosci przemieszczeniom w plaszezyznie §rodkowej warstwy gbrnej, lecz przeciwnie
do nich skierowane).

sztywnos¢ na zginanie warstw zewngtrznych,

W dalszym ciagu pracy zajmiemy sig¢ ptytami tréjwarstwowymi poddanymi dziataniu
obciazenia normalnego p(x, y) oraz obcigZonymi sitami n.(x, y), n,(x, y) w warstwach
zewngtrznych (rys. 2). Zalozymy, Ze te ostatnie sa réwnomiernie roziozone na grubosci

Nx
( - ]

-

Rys. 2

warstw zewnetrznych i sa przeciwnie skierowane w obu tych warstwach. Dziatanie tych
sit odpowiada wigc dziataniu na calg ptyte momentéw zginajacych, roztozonych w obszarze
plyty.

Postgpujac podobnie jak w wyZej wymicnionej pracy [10] otrzymamy nastgpujacy
uklad réwnan dla plyty poddanej dzialaniu obciazenia p(x, ), n.(x, y) i n,(x, ¥):
(2.2)

[Da—@ y2y2_ Gn(2ht-0)* (1—9%) Vz] o Gu2ht0) (1—) ( du 37)) 1=

ES 4ESh 2E0h ox oyl T 2ms ¥

_ Gy (=) aw [ & | 1- P Gw(l—vz)] Ity &Po 12

2ESh Tt T e Esh |*TT 2 axdy - ES
G2 (1) dw | 14y Fu e Gw(l—vz)] 1=

2ESh T2 ey TaE T T e T Een YT B ™

Powyzszy ukfad trzech réwnan rézniczkowych mozna sprowadzié do réwnah na trzy
funkcje przemieszezen [10 i 11]:

(2.3) [1—%x(1—v)vz] [1—% i)D VZ]V2\72FI= gi ,  i=1,2,3,

z
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gdzie
@ = px,»), @2 =2n5(x,p), g3 =2ny(x, y),
E§ (2h+-0y , . . .
;= ——2(]_—v2) 4+ 2D oznacza sztywno§¢ catkowita plyty trojwarstwowej,
ESh . . Lo
» = wspblczynnik podatnosci wypelnienia.
Gy(1—¥%)

Natomiast przemieszczenia wyznaczyé mozna ze zwiazkow

2h+8 0 1
W= (l—xVZ)[l —%Ml—v)Vz]Fl—TJ“E [1 ——Ex(l—v)Vz]Fz—

2h+8 9 1 )
—'—'2—5[1—5%(1“‘1’)V]F3,
I S IR N N WP e X
1 | @ 1 \ Qh+087 &
1 \ Dh o, 8 1 27
(2.4) :
% l—l—v o V2,
- G, 2 " ox dy
__2hté 9 1 ) (@htoyp
T Ay [I—Eu(l—v)V]Fl 4 Oxdy
2
—[—%x(l—!—v)Vz]Fz—]——Q{lj—a)—{Vz[ u(l-—v)V{l [
Ry S |0 et
+ 51 (14+9)V ]}F3 G, 2 gy Ve

Dh ,_, &1 &

Yatwo zauwazymy, ze jezeli przyjmiemy, iz warstwy zewngtrzne plyty tréjwarstwowej
nie majg sztywnosci na zginanie (D = 0), to zaleznosci powyZsze uproszcza si¢ do zalez-
noéci podanych przez autora w poprzednio cytowanej pracy [4].

Nadmienimy ponadto, Ze przypadek ukladu réwnan jednorodnych (2.3) zostat prze-
dyskutowany w poprzednio cytowanej pracy [10].

3. Obciazenie sila skupiong

Zajmiemy si¢ nieograniczong plytg tréjwarstwowa obciaZona sila skupiona prosto-
padle do powierzchni $rodkowej. Obciazenie dla tego przypadku przedstawimy naste-
pujaco: p(x, ¥) = Po(x)d(y), nx(x, y) = ny(x, y) = 0.
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Wobec tego, ze mamy do czynienia z plyta nieograniczona, interesowaé nas bedzie
catka szczegdlna uktadu réwnan (2.3). Przyjmiemy wiec F, = Fy = 0. Uklad rdwnan
(2.3) i zaleznosci (2.4) uproszeza si¢ w tym przypadku do postaci:

1 2D
D,I:l—fxﬂ*v)vz] [1—~x D VZ]V2V2F1=P6(x)6(y),

z

1 2h4-6 0 1
@.1) w=(I—HVZ)[I*Tx(I—v)Vz]FI, u=—TW[1~7x(1—v)V2]F1,

2h4-6 0
V= e

1
1 ——»%(1—»)V?]|F,.
2 % [ 2x(l v)V]Fl
Latwo zauwazy¢, ze w zwiazkach powyiszych mozna wylaczyé operator [10]

1 N
[1 — 51—V ]F1 = U.

Ostatecznie otrzymamy wiec nastepujgce rownanie

D
(3.2) ' D, (l—x i) Vz) V2VAU = PS(x)0 ().
oraz zwiazki miedzy przemieszczeniami w, u, v a funkcjg przemieszczen U
2h+6 U 2h+06 U
— —_ 2 = — —— = _ — ————
(3.3) w=(1—-xV)U, u 7 a0 - Y 5 R

Przejdziemy teraz do rozwigzania naszego problemu. Wykonajmy na réwnaniu (3.2)
nieskonczona podwdjng transformacje Fouriera [12]:

N*(a, ﬁ)=2% f f N (& e MO ge e,
(3.4) o
N(x,p) = 2% f f N*(e, B)e ™+ gy dp.

Biorac pod uwage, ze p*(a, f) = Pj27, otrzymamy nastgpujace wyraZenie na trans-
formatg funkcji przemieszczen:

P 1

(3.5) U0, )= 5 5 5 .
” [1+x (a2+/92)] @+ 5

D,

Po wykorzystaniu zaleznosci (3.4) funkcje przemieszczen U(x, y) przedstawimy w po-
staci catkowej:

(2] (2]

P
(3:6) V)= ap | [ -
z - [1+% Dz

e—l(ax+ﬁy)

dadp.

W+ﬁk%ww
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Aby przedstawié rozwiazanie U(x,y) (3.6) w postaci wyraznej, bedziemy musieli
obliczy¢ catkg wystepujaca po prawej stronie powyzszego wyrazenia. Przeksztalémy te
calke nastgpujaco:

PR it py) oD [ [ o=iextsy
37 Uxpy= 4n2D [f f CEwa? ————gdudf—x—— D, £ f NCEYo dodp+
L, 20 o l@x+By)
4D f j docdﬂ.].
S e H—% (062+/92)

Dwie pierwsze calki, wystgpujace po prawej stronie wyrazenia (3.7), nie istniejg jako
calki niewladciwe, nie mozna tez wydzielié z nich wartosci gtéwnej wedlug Cauchy’ego.
Nalezy je rozumieé w sensie czgéci skonczonej [13, 14 1 4].

Wydzieleniem czeéei skoficzonej calek rozbieznych tego samego typu zajmowal sie
autor w cytowanej poprzednio pracy [4]. Azeby nie rozszerzac niniejszego opracowania,
podamy ponizej jedynie koncowe wyniki tych obliczen.

0 —l(ax+ﬁy)
pf. f f Ao dodf == —{—y ln]/x7'+y ,

(3.8)

0 o _—iax }By) i
p.f. f f dedﬂ = —2xnln 1/x2+y2 .

- —w

Ostatnig catke wystepujaca po prawej stronie wyrazenia (3.7) latwo obliczymy jako
catke niewlasciwg:

© © —iax+69) =} . ©
R, = f f ‘32D dodf =2 fe*'“"daf ;‘Eﬂy dp.
D 2+62) iy qQ

Tezeli wezmiemy pod uwage, ze [15]

3.9 f cosﬁy dp = r exp[—y]/ D: +a2], y>0,
(+F2) 4xD D, L g2 2xD
2xD .
to otrzymamy

—iax Dz
' o o expl:—yl/ +o?
D, 2% D
(3.10) Rl = —27_5% f -—_2
2x D 22D ¢

© Dz 2
D, cosocxexp[~y]/2%D +o ]d 2D,

— D o= DKo()’ll/xT‘T‘y_z),
»D ]/ o 3
2% D

gdzie Ko(z) oznacza zmodyfikowang funkcje Bessela drugiego rodzaju, y, = ]/D,/ZxD.

do =
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Wstawiajac zaleznosci (3.8) i (3.10) do zwiazku (3.7) oraz wprowadzajac jednostke
dtugosci ro otrzymamy poszukiwane rozwigzanie osobliwe funkcji przemieszczen U(x, y)

P x2_|_y2 x2_]__y2 2 x2_|_y2 4 — 2

GBI UG =575 [ 7 Nt ’l‘?]n-j;%V‘l—“ﬁ'Ko(% Varyr )|
Reszta zadania jest juz bardzo prosta. Znajdziemy teraz rozwiazania osobliwe prze-

mieszczen. Otrzymamy je wykorzystujac rozwiazanie osobliwe U(x, y) (3.11) oraz zalez-

noéci (3.3)

.2
oy X —I—_y P x4 y 1 P__x
Y= 1674 D 5, I = ['“ +2—’+W571-DZ

2., 72
% [ln _M
Fq

+ (1 —)’% ”) Ky (yll/xz—l?)] s

P(2h+96) x4 p? ] PQh+0) 5
167D, [xm P Ry ,1 nyatyt +

(.12)
o .
+ EKO (71 ]/x2+y2 )] )

_ PQh+9) x24y? ] PQ2h+0) .
= 16nD, [yln r3 Ty 4 D, y% —ln]/x_l_y +

0 S
el

Zauwazmy, Ze jeZeli w zaleznoéciach powyzszych przyjmiemy D = 0, 2h[2h+0 = 1,
to otrzymamy podane przez autora we wczeéniejszej pracy [9] rozwigzania osobliwe dla
plyty tréjwarstwowej o warstwach zewnetrznych pracujacych jedynie na silty tarczowe.

Podamy jeszcze rozwigzania dla sit wewnetrznych w omawianym przypadku nieogra-
niczonej plyty tréjwarstwowej obciazonej sita skupiona. Po wykorzystaniu rozwiazania
dla funkcji przemieszczen U(x, y) (3.11) oraz zaleznosdci (3.3) i (2.1) otrzymamy przy-
ktadowo

_ Es 2k (U | TPU P [ !
Ne= =173 (ax2 ’ 8y2)— 87(Qh10) D, “‘_“c“ P+
4+ lniz—+2 in2p+1 __F D {(cos +rsin?p) Ko(yy ) —
2 T | T 2a@hge) b, |9OF PR PR
1 1
- (l—lv)cosz(pl:y%rz —"WKI (’}/1")]},
Eb P D, .
Nyy = a2
Y= T 3y #0) a ay ~ Rmh e (TN, Sin2et

P

D, . 1 1 1 ]
_—_— — —_— —_— - —F _._E j*
27 (2h+8) (=) D, szq)[ y2r: o pir 1(717) 2 o) |

+
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2 2 2
mx:__D I:_a_g_l_va_U___ (az‘l“"’ & )VZU]

ox? a*
' P D
(3.13) = — [ln——l—Zcos 4p—|—1—|—v(1n——|—2s1n <p—|—1)J—|—
87 D
P D . 1
+un F: {(005299+vsm2¢) Ko (y1r)—(1—v)cos2g [;% Kl (o r)]}

2

ey = —(1=9) D (1—# V) U =

P D . 1
E(I—V)D—ZSHIZ(]J— 4 l:y%lz -
e Yemomms Ao
oo 1 — 71 >
_ d o ) P D cosp P D,
qx————Da—xV (I—WV)U——Z—nE—r“ 47 D, yicos@ Ky (yir),
_ d s P D, cosg P D,
Ny, = —D;a—v U= T2 D, ’—,+—27Z‘ D. yicosp K (y1r),

gdzie oznaczono r2 = x2+y?, sin @ = y/r, cos ¢ = x/r

E 6 (2h-06)?

b= 2(1—»?)

Powyzsze sity wewngtrzne nie moga by¢ poréwnywalne z odpowiednimi sitami wewneg-
trznymi znanymi w teorii plyt cienkich, poniewaz dotycza one poszczegdlnych warstw.
Poréwnywalne natomiast beda catkowite sily wewnetrzne, to znaczy sity wypadkowe dla
caltej ptyty (rys. 3). Otrzymamy je z zaleznosci

_ P cose
Qx - Nxz+2‘Ix - 27Z r 5
P r? ) r? -
(3.14) M, = N.Q2h+06)+2my = ~ % 1n75+2cos p+1-+v In? +2sin*p+1]],
0 0

Mxy = xy(2h+6)’|'2mxy = —E-[;—(I—V)SIHZ(p

Jezeli poréwnamy teraz otrzymane powyzej rozwiazania osobliwe wypadkowych sit
wewngetrznych ze znanymi rozwigzaniami osobliwymi izotropowych piyt cienkich, to
zauwazymy, Ze sa one identyczne. Zauwazmy takze, ze powyZsze wielkosci (3.14) nie
zalezag od sztywno$ci na zginaﬁie warstw zewnetrznych D. Wobec tego przedstawiaja
one takZe rozwiazania osobliwe plyt tréjwarstwowych o warstwach zewngtrznych bez
sztywnos$ci na zginanie (por. [9]).

Nadmienimy, e rozwiazanie osobliwe sily poprzecznej Q. (3.14) latwo otrzymaé
z warunku réwnowagi sit pionowych dla plyty kotowej wycigtej z plyty nieograniczonej
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w ten sposéb, ze punkt przytozenia sity skupionej pokryje si¢ ze srodkiem plyty kotowe;.
Wrykorzystujac kotowa symetrig otrzymamy

P
(3'15) Qr - _—2;?;
a stad
P cosg P sing
(3.16) Ox = o 0, = B P

u:v

»
z
/ My
MX
ind
X ;/ M"U Q.‘l

Qx
Rys. 3

Natomiast jezeli chodzi o identycznoéé pozostatych wypadkowych wielkosei statycz-
nych (3.14) z odpowiednimi wielko$ciami znanymi w teorii ptyt cienkich, to wynik ten,
.zdaniem autora, jest interesujacy.

Oczywifcie dla analizy stanu naprezenia plyty potrzebna jest znajomosé sit wewnetrz-
nych dotyczacych poszczegdlnych warstw (3.13). Rozwiazania osobliwe sit wewngtrznych
dotyczacych poszezegdlnych warstw zawieraja natomiast czlony osobliwe, ktére w sposéb
istotny réznia je od znanych rozwiazan osobliwych teorii ptyt cienkich.

Na zakoriczenie niniejszego rozdzialu zanalizujemy jeszcze zachowanie si¢ otrzyma-
nych przez nas rozwiazan osobliwych ugiecia w (3.12), sily poprzecznej w warstwach
zewngtrznych g, oraz sily tnacej w wypelnieniu Ny, (3.13) przy r— 0.

Jezeli wezmiemy pod uwage to, Zze dla dostatecznie malej wartoéci argumentu obowig-
zuja nastgpujace wzory asymptotyczne:

(3.17) K™ ~lanr, KRS
todlar— 0 otrzymamy

R T ) PO
WX D" D, BT

P cosg .~ _ P sing P 1

(3.18) 9™ =4 r 0 Y Ty T I 4z 1’

Nxzz O, N,,zx 0.

Okazuje sie wigc, Ze ugigcie w punkcie przylozenia sity skupionej, podobnie jak w teori
plyt cienkich, jest skoficzone. Poza tym latwo zauwazymy (3.18), ze dla r— 0 sila skupiona
P jest zréwnowazona tylko przez sily poprzeczne w warstwach zewngtrznych (rys. 4)

P
(3.19) 29, = Qx, 2Qr§‘ Qr=— r
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Oznacza to, Ze sita skupiona obcigza w pierwszym rzedzie warstwy zewnetrzne, a dopiero
nastgpnie jest przekazywana na cala plyte. Wnioski powyzsze sa oczywiste z fizycznego
punktu widzenia i potwierdzaja prawidlowos¢ rozwiazan otrzymanych w niniejszej pracy.

p/2
T
A
qr
Qr
qr
p/2
Rys. 4

Zwrdémy jeszcze uwage na fakt, ze ze wzgledu na zaloZzona wzglgdem plaszezyzny
¢rodkowe]j antysymetri¢ odksztalcet plyty, obciazenie sila skupiona P nalezy rozumieé
jako obciazenie dwiema silami skupionymi 1/2 P, przylozonymi na gdrnej i dolnej powierz-
chni plyty réwnoczesnie (rys. 4).

4. ObciaZenie momentem skupionym

Pierwsza trudnofcia, jaka napotykamy przy rozwigzaniu tego problemu, jest definicja
pojecia momentu skupionego w teorii plyt tréjwarstwowych. Zagadnienie to omawial
autor w poprzedniej pracy dotyczacej plyt tréjwarstwowych [4]. Przypomnijmy tu tylko
to, ze jednym ze sposobdw zdefiniowania momentu skupionego jest przyjecie, ze obcia-
Zenie to odpowiada granicy obciaZenia dwiema sitami skupionymi przeciwnie skiero-

wanymi, gdy odlegto$é ich zmierza do zera: M = lim Pe.
e->0

Jak wiadomo, rozwiazanie dla takiego obciazenia otrzymuje sie przez rézniczkowanie
rozwigzania otrzymanego dla obciazenia sila skupiona. Wobec tego nie wnosi ono zasadni-
czych nowosci do rozwiazania podanego w punkcie 3 niniejszej pracy.

Ciekawsze natomiast jest obcigZenie momentem skupionym zdefiniowanym jako
para sit poziomych przylozonych w warstwach zewnetrznych plyty tréjwarstwowej (rys. S).
Rozwiazanie plyty obciazonej tak zdefiniowanym momentem jest bardziej ztoZone od
poprzednio omdwionego i moze byé podstawa uzyskania zwiazkéw catkowych migdzy
przemieszczeniami u, v wewnatrz danego obszaru a wielkosciami brzegowymi [4].

Ponizej zajmiemy si¢ nieogianiczona plyta poddana dzialaniu momentu skupionego
zdefiniowanego jako para sit przylozonych w warstwach skrajoych. Zalozymy, ze sily
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te sa rdwnomiernie rozlozone na grubosci warstw zewngtrznych. ObciaZenie tego typu
omdwione zostalo w punkcie 2 niniejszej pracy i uwidocznione jest w postaci obcigZen
ny i n, w réwnaniach (2.2) i (2.3).

Przyjmiemy do rozwiazania obciaZzenie momentem skupionym M, = n (2h+0) =
CNO(x)8(y) (2h4-9).

N
[ ]
| E—
b - 1
N
Rys. S

Podobnie jak przy rozwiazywaniu plyty nieograniczonej obciazonej sifa skupiona
interesowa¢ nas bedzie calka szczegdlna ukladu réwnan (2.3) przy qi =3 =0, ¢2 =
= 2Nd(x)0(y). Przyjmiemy wigc F; = Fs = 0, a na funkcje przemieszczen F, otrzymamy
réwnanie rézniczkowe

4.1) D, [1 —%x(1~1-)V2—| [ ]VZVZFZ = 2Nd(x)d(y).
Natomiast przemieszczenia u, v, w moZna bedzie wyznaczy¢ z zaleznosci (2.4)
. 2h445 0 1 )
W= — TW[I 74(1 ‘V)V:IFz,
2 2
=(2—hji{vz[ %(1~—V)V2]—~aa—[l+ x(l—i—v)Vz]}
(4.2) ,
Dh d 1 0
_‘-':"VZVZ [1——% a o —2—‘%(1 )a 2:|F2,
Qh+4-6)2 &2 ) Dh l-f—u P hen
- — VEV2F,.
T ”(H KA LR S o

Wykonamy teraz podwdjna nieskoniczong transformacje¢ Fouriera (3.4) réwnania (4.1),
a po wykonaniju retransformacji otrzymamy poszukiwang funkcje F» w postaci

—i(ax4-fy)
Fi%.) = 505 f j 1 dodp.
B Ci D [H—% (062+/5’2)] [1+—%(1—V) (052#-/5’2)]
2
4.3)
Catke wystepujaca po prawej stronie powyZszego wyrazenia latwo przeksztalcimy naste-
pujaco:

S Nx 2D 1
4.4) Fx,y) = 2D f J Neaoa do df— 272D, [ —E(l—v)]x
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NN —iax 16y 2 3 22 ~—i(ax--By)
e Nx 2D 1 f f e
d S — - _
X_£_£ @ Pt 2, (D ) W1 D —dudp
=7 ) |
N%Z 1—yp 3 f f —i(ax+ﬁ.Y)
‘MD,( 2 ) 2D dedp.

D. —-—(1— ¥) —w —w 1—|——x(1—v) (o4

Trzy pierwsze calki wystgpujace w tym wyraZzeniu omdwiliSmy w rozdzmle 3 niniejszej
pracy. Natomiast czwarta catke wyrazenia (4.4) obliczymy tatwo postepujac podobnie
jak przy obliczaniu catki (3.9). Otrzymamy dla niej wyraZenie

g~ {@x+hy)
4.5) Ry = f J dodf = _(fi_)](o(yﬂ/xz_i_yz ),
S S g 21— (@) S

gdzie y2 = V2]% (1—») .
Wykorzystujac zaleznosci (3.8), (3.9), (3.10), (4.4), (4.5) oraz wprowadzajac jednostke
diugosci ro otrzymamy szukane rozwiazanie osobliwe dla funkcji przemieszczen Fa(x, y)

2 .2 2z TS
4.6) F(x, y) = N {“\ ty In V' x "i'y +2 Vlj‘?z/z In ]/A +y n

T 2aD,

0 Y172 Fy

2 Y S
oo [ By 2 e
=7t Lo ol V0 V3 ol 457
Rozwiazania osobliwe przemieszczen u, v, w otrzymamy wykonujac na funkcji powyz-
szej dziatania przepisane zaleznoéciami (4 2)
_ N(2h-+9) 2—|—y T 2x 2y,x —
4D {21 T + 7 ety Kby )]}
A7
vi—vi 0y

NQh-+0)? T x? 1 ? o
= —8nDz {'l’l ] —l— ’2—|—y2 —|—5+2% a—xfln]/xz—kyz —l—

'.0 ;X

Y 2l o 2 S
x Ko(“/z]/xz‘i“yz J_ _l_y_% [az—ln]/xz—kyz —l—a—szo(Vll/xz‘i‘yz )] -

Lix & S| NOI—?¥) 9} &1 &
- 2 2 2 y 5 K (“/1]/x2+y2 )}— ( ) Y2 (1—;4____)
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gdzie K,(z) jest zmodyfikowana funkcja Bessela drugiego rodzaju.
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Jezeli w wyrazeniach powyzszych wykonamy przejécie graniczne D — 0, to otrzymamy
przemieszczenia osobliwe dla piyt trojwarstwowych o warstwach zewnetrznych bez sztyw-
noéci na zginanie (por. [4]).

Przejdziemy teraz do wyznaczenia poszczegdlnych sit wewnetrznych dla nieograniczonej
plyty tréjwarstwowej obciaZzonej momentem skupionym.

Wykorzystujac zaleznoéei (2.1) 1 (4.7) otrzymamy nastgpujace wyrazenia dla sit plyto-
wych w warstwach zewngtrznych:

NQ@h-+68) D | cos2 cos?2
@k +9) _[ 7 - z K, (?’1")“7%0052(}71(0(71")],

4= 21 D, ’.2'“-?’1
. NQ@h+6) D sin2¢ 1
P (27Z D, r? 1_—7'1”(1(71")—EY%VZKo()’lr) )
NQ@2h+98) D
T (:; : D, OS‘P{ [14v+2(1—»)sin’g]+ 2(1— )M_’Mp_

—2711‘K1(y1")—7?"2Ko(y1r)]~271 (cos>p+vsin’p) K, (7, ")},

N( / ) C()S :;S ]l

™= T 4n D, -

<P{’l [1+V—2(1—v)sin2<p]— (l—v)
— 29,1 K (y1r)— 3 Ky (y1 )] =24 (sin® y+vcos’p) K, (v, l‘)},

[2—2yr Ky(y1r)—

_ NQh+9) D . {coquJ 2 sinfp— 3cos<p
My T(l-—v)jsm(p +— )

z

— 12 Ko(y1r)] 4275 0082¢K1(y1r)}-

Podamy jeszcze wzory dla sit wewnetrznych wypadkowych dla calego przekroju

_ N@h+9) | coquJ
2n r?

Ox = Ny 1+2q, = [1— 2P Ky (y2r)] +y3sin <PK0(72")}

Qy=Ny:t2q, = —

N (2h+9) { sin2¢p
,.2

1.
o [1—y2rKi(y2r)]— Eyism 2¢Ko(72r)},

N(2h—l—6) cos<p N(2h—l— )

4x 7 (1=

M, = Ny (2h+6)+2m, [14v+2(1—»)sinp]4+ —=——=

cos?p—3sin? :
—v)cosg {# [2—2y,r Ki(y2r)— 7572 Ko(y2 )]+ v3sin’ @ Ki(y2 ')} >

N(2h—l— d) cos qo

N (2h+96)
47 27 #(1—

My, = N,(2h+8)+2m, [14»—2(1—)sin*¢]—

cos?p—3sin® :
—#)cosp {—"’7—"’ 2221 Ko (2 )= Ar*Ko(rar y%snnzqul(yzr)},
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_ N(@2h+9) |
4n (I—»

My, = Ny Qh+8)+2m,, = (1—

) sinpcos2p N (2h+9) .
r 2z
sin®p—3cos?p
3 -

. 1
—v)sing { [2—2y, 7K (p21)—v3r? Ko(y21)]+ 5 73C08 29’K1(7’2")}-

Pozostale wielkosci statyczne, to znaczy sily tarczowe Ny, N,, Ny, oraz sily tnace w wy-
pefnieniu Ny, i N,,, fatwo mozna otrzymaé z podanych wyzej zaleznosci (4.8) i (4.9) odej-
mujac od siebie odpowiednie wyrazenia. Na przykiad

1

= s Me—2my) ... itd.

Ny, = Qx—ZQx, N,

Zauwazmy, Zze podobnie jak dla przypadku obcigzenia sitg skupiong sity wewnetrzne
wypadkowe dla cafego przekroju plyty nie zaleza od sztywno$ci na zginanic warstw ze-
wngtrznych D. Wobec powyZszego sa one identyczne z rozwigzaniami dla ptyt tréjwarstwo-
wych o warstwach zewngtrznych bez sztywnoéci na zginanie. Rozwiazania dla takich plyt
podal autor w poprzednio cytowanej pracy [4]. Latwo sprawdzié, Zze sa one identyczne
z otrzymanymi w pracy niniejszej.
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Peswome

OCOBBIE PEHIEHUS B OBIIEY TEOPUM ‘TPEXCIIOMHEIX [TJIACTHUH

Temoit paGOTLI ABNALTCA MCCHEROBAHUE WIOTPONHBIX TPEXCIONHLIX IUIACTHH. Paccy)Kpaenust ocHo-
Banbl HA Teopud npemnoxennolt H. k. Xoddom, [8].
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IMatoTest peueHusT 3ajau O HACPYIKEHMM COCPEOTOUEHION CHNOM HEOrpAHMUEHHON TPEXCIORHOMN
TUTACTHHBI, 8 TAKKE O HATPYIKCHMM TAKOH TUTACTHHBI COCDEIOTOUEHHBLIM MOMEHTOM BOSHMKAIOLIMM OT
[eHCTBUS NApbl MOPHSOHTAIBHEIX CHJI NPUJIOYKEHHBIX BO BHELIHMX CIIOSX.

Bce peleHHA MOy YCHB! B 3aMKHYTOM Busie. OHI CPABHHBAIOTCH C 0COBLIMM PELIEHHANA TEOPHI TOH-
KuX TUTACTHH, 8 TAIOKE C PEINEHHSAMH TEOPHM TPEXCIOMHDIX IUIACTHH, B KOTOPBIX BHEITHHE CIIOK He Ofma-
JA10T M3THOHOK JKECTKOCTBIO.

Summary .

SINGULAR SOLUTIONS IN THE GENERAL THEORY OF THREE-LAYER PLATES

Isotropic three-layer plates are considered in the paper, the solution being based upon the theory given
by N. J. Hoff [8].

The solution of an infinite three-layer plate is derived in the case when the load consists of a concentra-
ted force and a concentrated couple formed by horizontal forces acting in the outer layers. All results are
given in a closed form.

The results given in the paper have been compared with the singular solutions of the theory of thin
plates and the theory of three-layer plates in which the outer layers exhibit no bending rigidity.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 26 wrzesnia 1966 r.
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DOSWIADCZALNA WERYFIKACJA NIESTACJONARNYCH PROCESOW
PLASTYCZNEGO PLYNIECIA

WOICIECH SZCZEPINSKI (WARSZAWA)

1. Wstep

Teoria plastycznego plynigcia oérodka sztywno-plastycznego bez wzmocnienia pozwala
rozwiazywaé wiele waznych zagadnien dotyczacych duzych odksztalcenn plastycznych
zachodzacych w warunkach plaskiego stanu odksztalcenia. Szczegdlnie stosowanie wy-
kre$lnej metody budowy hodografu i siatki linii podlizgu tak znacznie skrdcito czas rozwia-
zania, Ze obecnie mozna juz za ich pomoca przeprowadzaé analizg przebiegu procesdw
spotykanych w praktyce. Jednakze wiasnoSci rzeczywistych metali tak znacznie odbiegaja
od modelu ciata sztywno-plastycznego bez wzmocnienia, jaki przyjmuje sig w teorii plas-
kiego stanu odksztalcenia, Ze przenoszenie rozwigzan teoretycznych, uzyskanych dla
takiego wyidéalizowanego osrodka, na rzeczywiste procesy musi budzi¢ watpliwosci.
Watpliwosci te moga byé wyjaénione tylko na drodze do§wiadczalnej. Liczba prac ekspery-
mentalnych jest jednak ciagle niedostateczna. Wiele do$wiadczen przeprowadzono na
plastelinie [1] w dazeniu do zblizenia sig do wlasno$ci materiatu idealnie plastycznego,
zalozonego w teorii. Ponadto wiekszo$¢ do$wiadczen dotyczyla proceséw stacjonarnych
[2, 3], a jedynie nieliczne zajmowaly si¢ niektérymi procesami niestacjonarnymi jak weiska-
nie klina [1] czy $ciskanie bloku migdzy sztywnymi ptytami [4].

W niniejszej pracy przedstawiono pordwnanie rzeczywistych obrazdéw deformacii,
otrzymanych dla kilku proceséw niestacjonarnych w sposéb doswiadczalny, z teoretycz-
nymi rozwiazaniami uzyskanymi na gruncie teorii plaskiego stanu odksztalcenia ofrodka
sztywno-plastycznego bez wzmocnienia. Oprécz wyznaczenia kompletnego teoretycznego
obrazu deformacji przeprowadzono réwniez dyskusje rozwiazad.

"2. Przecinanie plastycznego bloku dwoma plaskimi stemplami

Rozwiazanie zagadnienia przecinania plastycznego bloku dwoma plaskimi, waskimi
stemplami zostalo podane przez L. PRANDTLA [5] 1 W. W. SOKOLOWSKIEGO [7]. Wielkoé¢
sity naciskdjacej oraz rozklad predkoéci plyniecia mozna otrzymaé odpowiednio z pola
linii podlizgu (rys. 1a) i hodografu (rys. 1b). Rozwigzanie to w ogélnym przypadku moze
byé uwazane jedynie za kinematycznie dopuszczalne, poniewaz nie badano dotychczas
mozliwoéci statycznie dopuszczalnego przedluzenia pola naprezen w obszary sztywne
na zewnatrz skrajnych linii po§lizgu BDF i AEF. Dla granicznego przypadku Afa = 8,74
takie przedtuzenie zostato zaproponowane przez J. F. W. Bistopa [6]. PoniZej przedysku-
towano mozliwo§¢ zbudowania przediuzed pola naprezedi dla innych stosunkéw hfa.

3%
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Zbadano ponadto deformacj¢ materialu w czasie przecinania i poréwnano z rzeczywista
deformacja aluminiowego bloku przecinanego dwoma stalowymi stemplami.

lv" 7
AT
sy
e

Rys. 1

Rysunek 2 przedstawia przedtuzenie pola linii poglizgu dla stosunku hja = 5,40.
Wychodzac z linii poslizgu BDF rozwiazano zagadnienie odwrotne do brzegowego zagadnie-
nia Cauchy’ego, otrzymujac w rezultacie ksztalt hipotetycznej swobodnej krawedzi BLQ.
Materiat na zewnatrz linii BLQ jest wolny od naprezen. W polu OBLQPF materiat znajduje
si¢ w stanie plastycznym. Linia nieciaglosci naprgzen QPF, wychodzaca z punktu O,
w ktérym styczna do swobodnej krawedzi jest réwnolegla do pionowej osi symetrii, oraz
analogiczna linia Q'P'F dla dolnej czeéci, schodza sie.w Srodkowym punkcie F, Materiat
w polu QPFP'(Q’ jest jednoosiowo $ciskany naprezeniami réwnoleglymi do osi pionowe;.
Analiza numeryczna wykazuje, ze w kazdym punkcie tego pola napreZenia sa mniejsze od
granicy plastycznodci z wyjatkiem punktu Q, gdzie réwnaja si¢ one tej granicy. A zatem
rozwigzanie Prandda jest dla hfa = 5,40 kompletne spetniajac warunki statyczne i kinema-
tyczne zagadnienia. Przedtuzenia takie mozna réwniez zbudowaé dla dowolnego stosunku
hla > 5,40. W przedluzeniach tych kat wachlarza CBD bedzie wigkszy niz w polu linii
poSlizgu Prandtla, Wielko$¢ tego kata wynika z warunku, Ze linia nieciggtosci QPF musi
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przechodzié przez §rodkowy punkt F. Dla hia = 8,74 odcinek BL przyjmuje polozenie
poziome i mozliwe sa jednocze$nie dwa kinematycznie dopuszczalne schematy odksztal-
cenia, mianowicie rozsuwanie obu czeéci bloku oraz lokalne wypltywanie materiatu po obu
stronach stempla. A zatem stosunek A/a = 8,74 jest stosunkiem granicznym [6, 8]. Z drugiej

Cmin

(f

oSeuil
ST
ST

\

Rys. 2

strony stosunek A/a = 5,40 jest réwniez graniczny, poniewaz dla A/a < 5,40 nie udaje si¢
zbudowaé praediuzenia pola linii poslizgn w obszary sztywne. Tak wiec dla 5,40 < hfa <
< 8,74 rozwigzanie Prandtla jest kompletne, a dla Aja < 5,40 jest tylko kinematycznie
dopuszczalne i daje, zgodnie z ekstremalnymi twierdzeniami teorii plastycznosci, gérna
ocen¢ nieznanej koniecznej sity naciskajgcej.

Jednakze w zakresie #/a < 5,40 mozna otrzymaé bardzo dobra dolng oceng sily na-
ciskajacej budujac odpowiednie statycznie dopuszczalne pole naprezefi. Na rysunku 3
pokazano takie pole dla hja = 3,24. Kat wachlarza linii poélizgu w punkcie B zmniejszono
w stosunku do rozwigzania Prandtla do takiej wartosci p*, aby linia nieciagloéci naprezen
OK przebiegata jak na rysunku. Jak poprzednio styczna do hipotetycznej swobodne;j kra-
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wedzi BLQ w punkcie Q jest rownolegta do pionowej osi OF. Na prawo od BLQ materiat
jest wolny od naprezen, a w polu QKQ’ jest Sciskany jednoosiowo réwnolegle do osi pio-
nowej napreZzeniami nie przekraczajacymi granicy plastycznosei. Dla tego pola nie mozna
znaleZ¢ stowarzyszonego pola predkosci, a zatem jest ono jedynie statycznie dopuszczalne

Crin

2h

i daje dolna oceng nieznanego $cistego rozwigzania. Otrzymana stad dolna ocena wielkoséci
jednostkowego nacisku stempla na linii styku z materialem jest okre$lona wzorem p; =
= 2k(1+4*). Po wyznaczeniu wartoéci katéw ¢* dla réznych stosunkdéw h/a mozna obli-
czy¢ dolna oceng nacisku stempla p w catym zakresie 2 << hja < 5,40. W pozostalym za-
kresie 1 <C hfa < 2 dolna ocene otrzymujemy zakladajac, ze w prostokacie utworzonym
przez proste taczace naroZa obu stempli istnieje jednoosiowe $ciskanie, a materiat na ze-
wnatrz tego prostokata jest wolny od napreZen.

Obliczone w taki spos6b dolne oceny nacisku p pokazano na rys. 4. Jak juz wspomnia-
no, gérne oceny odpowiadaja rozwigzaniu Prandtla. Réznica miedzy gérng i dolna oceng
jest niewielka z wyjatkiem bezposredniego otoczenia stosunku Afa = 2, gdzie osiaga ona
maksymalng wielko$é 21%.
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Budujac przediuzenia pdl linii poélizgu dla h/a > 5,40 oraz statycznie dopuszczalne
pola naprezen dla h/a < 5,40 zakladaliSmy, Ze materiat na zewnatrz tych pdl jest wolny
od naprezen. A zatem linia BLQ przedstawiajaca hipotetyczng swobodna granice, daje
wazna informacje, jaka musi by¢ szeroko$¢ przecinanego bloku, aby mdgt sie realizowaé

3
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Rys. 5

opisany schemat deformacji. Pole naprezen musi lezeé catkowicie wewnatrz rzeczywistego
konturu bloku. Jedli blok ma ksztalt prostokatny, to jego minimalna szeroko$¢ c,,, musi
by¢ réwna odlegtosci punktu Q od pionowej osi OF. Rysunek 5 przedstawia warto$é szero-
kosci ¢y, dla réznych Aja. Dla hjla < 5,40 zaleznoéé t¢ przedstawiono linig przerywana,
poniewaz warto&ci ¢, w tym zakresie otrzymano z pol naprezen, ktére sa jedynie statycznie
dopuszczalne. Dokladne wartoci ¢, beda w tym zakresie prawdopodobnie nieco wigksze.

Rozpatrzymy teraz deformacje przecinanego materiatu, Calg droge stempla s podzielimy
na pewna liczbg matych przyrostdw As. Jezeli te przyrosty sa dostatecznie mate, to mozna
. przyjaé, ze w czasie kazdego odcinka czasu 4t = As/ve, przy czym o, jest predkoécia ruchr
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stempla, predkosci ptyniecia materiatu nie zmieniaja sie. Wygodnie jest zatozy¢, Ze pred-
kosci te Téwnaja sie §rednim wartosciom wyznaczonym dla korica i poczatku kazdego

‘T

N\

T

Rys. 6

=
‘q,?’lli"

ﬂ

Rys. 7

odcinka czasu Az7. Mnozac te §rednie predkosci przez przyrosty czasu At mozna otrzymad
przemieszczenia poszczegdlnych punktéw przecinanego materiatu.

W celu wyznaczenia predkosci dla kazdego z kolejnych potozen stempla musimy budo-
wac kolejne siatki linii poélizgu i hodografu. Siatki te dla kazdego z potozen beda podobne
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do poczatkowych siatek pokazanych na rys. 1. Im bardziej zaawansowany jest proces,
tym mniejszy bedzie kat wachlarza linii po§lizgu w punktach 4 i B i kat wachlarza siatki
hodografu w punktach F* i F**, Wyznaczone w taki sposéb obrazy deformacji kwadrato-
wej siatki dla dwoch kolejnych potozZen stempla pokazano na rys. 6 po obu stronach piono-
- wej osi. .
Schemat wykonanego do$wiadczenia pokazuje rys. 7. Blok aluminiowy A zlozony
z dwoch czesci umieszezono pomigdzy dwoma stalowymi unieruchomionymi klockami B.
" Blok A przecinany jest dwoma stalowymi stemplami C. Na jednym z blokéw 4 naniesiono
kwadratowa siatke od strony styku z drugim blokiem A. Urzadzenie to nie zapewnia
warunkow plaskiego stanu odksztalcenia w calym przecinanym materiale, poniewaz w oto-
czeniu poziomej osi symetrii wystepuja napr¢Zenia rozciggajace, powodujace lokalne
zmniejszenie grubosci, ktéremu oczywiscie nie moga zapobiec stalowe klocki B. Jednak
dla dostatecznie matego zaglebienia przecinajacych stempli mozna przyjaé, ze warunki
sa zblizone do plaskiego stanu odksztalcenia, tym bardziej ze deformacja zachodzi gtéwnie
w poblizu obu stempli, gdzie warunki ptaskiego stanu odksztalcenia sg $cisle zachowane,

Rys. 8

Rysunek 8 pokazuje odksztalcong siatke. Przez O oznaczono poloZenie centralnego
punktu przecinanego bloku., Wyraznie widaé obszar sztywny pod stemplem. Ogdlny obraz
deformacji jest bardzo zblizony do rozwigzania teoretycznego, chociaz nie obserwuje sig
ostrych zalaman linii, jakie wystepowaly w tym rozwiazaniu.

3. Prasowanie bloku miedzy sztywnymi plytami

Na rysunku 9 przedstawiono zaawansowane stadium procesu prasowania. Pokazana
w gérnej czeéei rysunku siatka linii po$lizgu zostala podana przez L. Prandtla [5]. Dolna
czg§¢ rysunku przedstawia odpowiadajacy jej hodograf. Obszary OBSP przylegajace do
plyt sa sztywne i poruszaja sie wraz z nimi. Liniami nieciagiosci predkosci s linie poslizgu
OBS. Przedtuzenie pola linii po§lizgu w obszary sztywne mozna wykonaé rozwiazujac
zagadnienie charakterystyczne, wychodzac ze znanych warto§ci naprezen wzdiuz linii
poslizgu OBS [7]. Z takiego przedtuzenia wynika obecno$§é¢ znacznych sit tarcia na linii
styku plyt z prasowanym materialem. Jezeli wsp6lczynnik tarcia na linii Kontaktu jest
dostatecznie duzy, to takie przedtuzenie jest statycznie dopuszczalne. W takim przypadku
rozwiazanie jest kompletne. Jezeli jednak wspolczynnik tarcia jest zbyt maly, to nie ma
mozliwoéci przeniesienia sit tarcia wynikajacych z przedtuzenia pola naprezen i rozwigzanie
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Rys. 9
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stanowi tylko gérna ocene sity odpowiadajacej nieznanemu $cistemu rozwiazaniu. Jest ono

bowiem wtedy tylko kinematycznie dopuszczalne.
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Sytuacja przedstawiona na rys. 9 odpowiada pewnej dowolnie wybranej chwili procesu
prasowania. Tak samo mozna zbudowac siatke linii poélizgu i hodograf dla kazdej innej
chwili, ktdrej bedzie odpowiadata inna odleglo$é h miedzy plytami. Dzielac cata droge
przebyta przez zbliZajace si¢ ku sobie plyty na szereg malych odcinkéw 44 i nastepnie
wyznaczajac predkosci dla poczatkowej chwili kazdego z tych kolejnych etapéw, mozemy
prze$ledzi¢ caly proces odksztalcania. Przyjmujemy, ze w ciagu kazdego z etapdw predkosci
poszczegblnych punktéw sa stale. Postepujac podobnie jak poprzednio wyznaczono od-
ksztalcenie kwadratowej siatki dla dwdch kolejnych etapdw prasowania bloku o poczatko-
wym stosunku wymiardw af/ho = 2,5. Droga przebyta przez kazda z plyt naciskajacych
w czasie jednego etapu réwna si¢ 4h = 0,125 hp. Na rysunku 10 przedstawiono obraz
odksztalconej siatki po drugim etapie.

W celu eksperymentalnej weryfikacji schematu odksztatcenia wykonano- do§wiadczenie
$ciskajac przecigty na dwie czedei blok olowiany z naniesionq na jednej z nich na plaszczyz-
nie styku siatka kwadratowa. Schemat ustawienia by} zblizony do przedstawionego na
rys. 7. Do$wiadczenie wykonano w dwdch wariantach. W pierwszym obie naciskajace

Rys. 11

plyty mialy specjalnie wykonana przez naciecie drobnych zabkéw powierzchnie styku
z prasowanym materialem dla zapewnienia mozliwosci przeniesienia dowolnie duzych
naprezen stycznych. Na rysunku 11 pokazano fotografie odksztalconego w taki sposéb
bloku. Poczatkowy stosunek wymiaréw afho = 2,5 byt taki sam, jaki przyjeto przy teore-
tycznym wyznaczaniu schematu odksztalcenia. Blok $ci$nieto do stadium odpowiadajacego
rys. 10. Analizujac otrzymany rzeczywisty obraz deformacji widzimy wystepowanie «sztyw-
nych» obszaréw na koficach bloku oraz w sasiedztwie linii kontaktu, chociaz w tych ostat-
nich wystepuja wyrazne odksztalcenia plastyczne. Nie obserwuje sie ostrych zalaman
pionowych linii, ktére w rozwiazaniu teoretycznym byly rezultatem wystgpowania w nim
linii nieciagtosci predkodci. W rzeczywistym metalu zjawisko wzmocnienia powoduje
rozszerzenie si¢ linii nieciaglosci w do§¢ szerokie pasma przejéciowe, a jednoczeénie po-
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wieksza zasicg cbszaru odksztalcen plastycznych. Jednak widoczne jest, ze ogdlny charakter
deformacji przewidziany przez teori¢ jest zachowany.

W drugim wariancie plyty naciskajace nie mialy zabkow, ale ich powierzchnia byla
do$é chropowata po zgrubnej obrébce na strugarce. Przy prasowaniu takimi plytami

Rys, 12

otrzymano deformacje pokazana na rys. 12. Ogdlny obraz deformacji jest taki sam jak

narys. 11, ale widoczne sa wigksze jeszcze niz poprzednio réznice w stosunku do rozwigza-
nia teoretycznego.

4. Wyplyw przez. szczeliny

Prostokatny blok materiatu o poczatkowej wysokosci Hp i szerokosci b umieszczony
jest w prostokatnych wycieciach dwdch czeéci matrycy (rys. 13). Migdzy krawedziami
dolnej i gdrnej czesci matrycy istnieje luz o poczatkowej wielkosci sy, Obydwie potdwki
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matrycy zblizaja sie do siebie z predkoéciami 2o powodujac plastyczne odksztalcanie ma-
teriatu i jego obustronny wyplyw przez szczeliny miedzy obu czgéciami matrycy. Zalozymy,
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ze swobodne powierzchnie matrycy, tworzace szczeline, sa nachylone do poziomu pod
katem o tak dobranym, aby wyplywajacy materiat miedcil si¢ w szczelinie nie dotykajac
matrycy.

=TT

Rys. 14

Siatke linii- poslizgu dla poczatkowej chwili plastycznego plyniecia przedstawiono po
- Jewej stronie rysunku. Obszar plastyczny ograniczony jest skrajnymi liniami BDF i AEF.,
Po prawej stronie rysunku pokazano siatke linii poélizgu dla zaawansowanego stadium
procesu, gdy odlegto$é migdzy krawedziami obu poléwek matrycy zmalafa do wielkosci 4,
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a cze$¢ materiatu zostala wyciénigta na zewnatrz. Podobnie mozna zbudowad¢ siatke linii
poslizgu dla dowolnego stadium procesu. Siatki te réznig sig tylko katem y wycinkéw
biegunowych. Nie podajemy tu siatki hodografu, poniewaz jest ona zblizona do siatki
przedstawionej w poprzedrim punkcie. '

Stosujac te sama metode jak w powyzszych przykladach wyznaczono deformacje
kwadratowej siatki dla przypadku b/ho = 3,56, po zmniejszeniu sie szerokoéci szczeliny
do wielkodci & = 0,765 he. Droge przebyta przez kazda z potdwek matrycy podziclono
na dwa etapy. Na rysunku 14 przedstawiono obraz polowy zdeformowanej kwadratowej
siatki.

" Na rysunku 15 pokazano fotografig siatki otrzymanej do$wiadczalnie przez $ciskanie
bloku otowianego. Zaréwno poczatkowy stosunek wymiaréw b/ho, jak i stosunek koncowe;j
i poczatkowej szerokosci szezeliny hfho byly takie same jak w rozwiazaniu teoretycznym.
Schemat doéwiadczenia byt analogiczny jak w obu poprzednich przypadkach. Rysunek 15
potwierdza zjawisko ograniczonego zasi¢gu obszaru odksztafcenia plastycznego. Jednakze
i teraz nie ma ostrych zataman linii, jakie cechuja rozwigzanie teoretyczne. Zwraca uwage
dobra zgodno$é przebiegu linii siatki w sasiedztwie przekrojow wyjsciowych.

5, Sciskanie plastycznego klina plaskim stemplem

Rozwiazanie zagadnienia éciskania klina plaskim stemplem zostalo podane przez
R. HiLLa [8], przy czym zbadat on dwa mozliwe warianty tego rozwiazania przedstawione
schematycznie na rys. 16, Rozwiazanie 4 o mniejszym zasi¢gu obszaru plastycznego uwaza-
ne jest za bardziej prawidfowe od rozwiazania B, jezeli na linii styku stempla i §ciskanego
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materialu nie ma tarcia. Rozwiazanie B obowiazuje zaréwno dla stempla idealnie gladkiego,
jak réwniez dla stempla chropowatego. Jednak, jak tatwo sig przekonac, niezbedna wiel-
koé¢ sity naciskajacej na stempel, odpowiadajaca okreélonej drodze stempla &, jest dla
majacych praktyczne znaczenie wielkoéci kata wierzchotkowego klina mniejsza w roz-
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wigzaniu B niz w rozwiazaniu 4. A zatem nawet przy idealnie gladkim stemplu dla wigk-
szych wartosci @ poprawniejsze jest rozwigzanie B.

Hill [8] zaproponowal sposéb wyznaczania drogi poszczegdlinych czastek odksztalcanej
czesci materiatu klina za pomoca odwzorowania ich trajektorii na tak zwanej ptaszczyznie
jednostkowej. Stosujac tg metode wyznaczono teoretyczne odksztalcenie kwadratowej
siatki dla klina o kacie wierzchotkowym ¢ = 50° (rys. 17).
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Na rysunku 18 pokazano fotografi¢ rzeczywistego odksztalcenia siatki w klinie wykona-
nym z aluminium i §ciskanym stalowym stemplem. Powierzchnia styku nie byta smarowana.
Widaé dobra zgodnoéé rozwiazania teoretycznego z wynikami do§wiadczenia, chociaz
zasieg obszaru plastycznego jest w rzeczywistym metalu wigkszy, niz to przewiduje teoria.

6. Whioski

Przedstawione pordwnanie teoretycznych obrazéw deformacii, wynikaj'qcych z roz-
wiazan plaskiego stanu odksztalcenia ofrodka sztywno-plastycznego bez wzmocnienia
z wynikami do$wiadczenia wskazuje, Ze rozwiazania teoretyczne moga mieé praktyczne
znaczenie przy analizie rzeczywistych proceséw odksztalcania. Jezeli wystepujace w roz-
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wigzaniu teoretycznym skoki predkoéci na liniach nieciagtoéei nie sg zbyt duze, to otrzy-
muje sie bardzo dobra zgodno$é rzeczywistego i teoretycznego obrazu deformagii, jak to
byto w przypadku przecinania bloku dwoma stemplami oraz §ciskania klina. Jezeli jednak
skoki te sa duze, to zgodnoéé jest tylko jakoSciowa. Jednakze nawet i w takim przypadku
rozwiazanie teoretyczne moze mie¢ duze znaczenie praktyczne przy analizie szeregu pro-
cesow.
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DKCIEPUMEHTAJILHAS IIPOBEPKA TEOPETUUECKHUX PENIEHHMII IJISI BOJILIIUX
IIJACTHUUYECKUX TED®OPMAIIMNA METAJIIIOB

IIpencTaBieHs! TeopeTHueCKHe pellleHus1 3a1ay o AehopMHPOBaHHY KBaJpaTHRIX CETOK AN UEThI-
pPeX pa3lMYHBIX MIPONECCOB Ae(DOPMHUPOBAHKS METAIUIOB, OTH PELISHMS CPAaBHEHbI C NEHCTBUTEIbHBIMH
IehopMANMAMH TAKKMX CETOK, HAaHAEHHBLIMH B ONBITAX CO CBMHIIOM M aJIOMUHMEM.

B sajaue o mepexychIBaH{Y NMONOCH! OBYMS IUIOCKHMH Y3KHME ILITaMIaMH NPHBOMSITCA DELICHMSA
COMEPIHALIME TAKYKE CTATHUECKHE IIPONOJDKEHHS B JKECTKYIO 06NACTh. OKCIEPHMEHTANIBHBIE PE3YNBTATE
X0ponIo COBMAJAXT C TEODETHUECKOH KapTuHO# pecdopmarivu.

B sajaue o cxxaTUM KJIMHA OIBITLI [IOKA3AJH, YTO B JEHCTBUTENBHOCTY B METAJLIAX OCYILIECTBIAETCS
TaK HASbIBAEMBIN GONLUION MEXaHU3M HeOPMUPOBAHM, 4 HE MANbIk MEXAHW3M, KOTODLIH CUMTAETCH
Goee IPHEMJIEMBIM C TOUKM 3DEHMST MATEMATHMUECKON TEOPHH ILTACTHYHOCTH. PEMIalolyIo POl UIpaeT
30ech YNPOYHEHHE, KOTOPHIM IPEHEOPEralOT B TEOPETHUCCKOM DEILIeHMY.

B ciryuae cxaTisa 610Ka WUIOCKMME LUITAMIIAMK, YIIPOUYHEHHE BEChMA CHIIBHO HCKAYKET NEHCTBUTENRHYIO
KapTHHY AedhopMaliy 10 CpaBHEHHIO ¢ TeopeTnyeckoff. OMHAKO B KAUECTBCHHOM OTHOLIEHMM Da3NIHUHeE
STHX KAPTHH HE CTOJIB BEJINKO. DKCIIEPUMEHTAIBHO IIOKA3aHO BIMSIHKE KPaeBOr0 YCIOBHS B BUAE TPEHHA.

Tlocnemuum N3 pacCMOTPEHHBIX IPOLIECCOB ABJIAETCA BbIAABIIIBAHKE U3 COCTABHON MaTpuibl, OTMe-
"YEHO HEIUIOX0E COBNAJEHHE SKCIIEPUMEHTANBHBIX H TEOPETHUCCKHX DPE3YJIHTATOB.

OGmiAM BHIBOJOM ABJISIETCS LEHHOCTH YKECTKO-IUTACTUUECKHUX PeIeHuit 6e3 yueTa yrpouseHus s
AHAJN3A HECTALHOHAPHBIX MPOLECcOoB AedopMHPOBaHUA MeTaIUIOB. Kpome TOro IoxasaHo, 4To 3TH pe-
IICHUS HYYKJAIOTCS B 9KCIIEPHMEHTAIEHO IPOBEPKE, TAK KK B OTHENBHBIX CIYUasax ynpqueHne MOXKET
-BECBMA CYLIECTBEHHO BIMATL Ha CI0ocob ne(popmnponauuﬂ
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Summary

EXPERIMENTAL VERIFICATION OF SOME THEORETICAL SOLUTIONS
OF LARGE PLASTIC DEFORMATIONS OF METALS

Presented are the theoretical solutions of a square grid deformations for four various deformation
processes of metals and their comparison with analogous grid deformations obtained experimentally on
lead and aluminium specimens. ’

In the case of comparession of a plastic block by two opposite flat narrow punches sojutions are presented
with extension of the stress field into rigid region. Experimental results show good agreement with theore-
tical deformation pattern.

In the case of compression of a plastic wedge experiments show that the theoretical solutions with the
so-called “large mechanism” is very close to the actual deformation, while the “small mechanism” solution,
considered as theoretically more correct, gives unrealistic deformation pattern.

The strain-hardening effect considerably deforms the actual final shape of a square grid for a block
compressed between two plates, as compared with deformation predicted by theory. However, qualitatively
the coincidence of the general mode of deformation for the rigid-plastic model and real metal is satisfactory,
Experiments show the influence of friction conditions along the contact surface on the deformation mode.

For a foregoing process in a closed die, the agreement between theoretical and experimental results
is also qualitatively good.

The presented experimental results show that the rigid-plastic solutions can be applied to the real metal
working processes. Moreover, it is evident that such solutions require experimental verification, since in
some cases the influence of the strain-hardening effect on the deformation mode is very strong.

ZAKEAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGLYCH
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 28 paidziernika 1966 r.

4 Mechanika teoretyczna
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I STOSOWANA
3, 5 (1967

O ZJAWISKACH REZONANSOWYCH W UKELADACH NIEOGRANICZONYCH
SYLWESTER KALISKI, EDWARD WELODARCZYK (WARSZAWA)

1. Wstep

Problem rezonansu w zagadnieniach falowych, w szczegdlnoSci w zagadnieniach pro-
pagacji fal sprezystych, bywa zazwyczaj kojarzony z problemem wartoci wiasnych dla
okreslonych zagadnien brzegowych, tj. dla vkiadéw ograniczonych (por. np. [1]), podda-
wanych dzialaniu pola sit wymuszajacych. Tym niemniej problemy rezonansowe wystepuja
w okreslonych warunkach réwniez i w przypadkach ukladéw nieograniczonych lub w przy-
padku probleméw brzegowych ukiadéw pélograniczonych.

Fakty te nie sa oczywifcie nowe. Znane sa fakty wystgpowania rezonansu w ukladach
nieograniczonych przy odpowiednio sprofilowanych przestrzennie i czasowo polach sit
masowych, znane sa réwniez mozliwoéci wystgpowania rezonansu w przypadkach odpo-
wiedniego pobudzenia ukladéw z fala biezaca w ukladach pédlograniczonych, ktére
prowadza do specyficznych problemdéw wartosci wiasnych jak np. problem fal Rayleigha.

Problemy brzegowe dla ukladéw pélograniczonych zwigzane s réwniez, w przypadku
okre$lonego wymuszenia zaburzen, z zagadnieniami promieniowania typu Czerenkowa.
Wydaje sig jednak rzecza interesujaca zanalizowanie zespolu tych zagadnien z jednolitego
punktu widzenia, mianowicie mozliwosci powstawania rezonansu w ukiadach nieograni-
czonych lub pétograniczonych i ujawnienie zwiazkéw pomiedzy mozliwoscia powstawania
rezonansu na falach stojacych i falach biezacych oraz zjawiskami promieniowania Czeren-
kowa. Kwestia ta stanowi cel niniejszej publikacii.

W pracy rozwazamy najpierw zagadnienie mozliwoéci powstawania rezonansu w ukla-
dach nieograniczonych oraz zwiazki pomiedzy zjawiskiem rezonansu na falach stojacych
i biegnacych wykazujac fizyczna réwnowaznos$¢ obu zjawisk. Ograniczamy si¢ przy tym
do réwnan opisanych w przypadku proceséw okresowych operatorami samosprz¢zonymi,
Nastepnie dyskutujemy zwigzki pomiedzy rezonansem dla fal stojacych i biezacych
w brzegowych ukladach pétograniczonych oraz wykazujemy zwiazek tych proceséw ze
zjawiskiem promieniowania typu Czerenkowa. Cato$¢ pracy ujeto w postaci przykiadow
dla typowych zagadnien propagacji fal wzglednie typowych probleméw brzegowych dla
sprezystych uktadéw pdlograniczonych z punktu widzenia zagadnienia rezonansu. Przy-
ktady rozwazano w ujeciu mozliwie najprostszym, a wiec pomijajac efekty tlumienia itp.
W zakoficzeniu podsumowano wyniki i wyprowadzono wnioski ogélne oraz sprecyzowano
wynikle prawidtowoéci.

Nalezy tutaj zaznaczy¢, Ze mozna by ominaé metode przyktadowa prébujac ujaé catosé
w ogolnej formalnej postaci matematycznej — tym bardziej, ze rozwaZania niniejsze,

4*
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przeprowadzone na przyktadach problemdw fal sprezystych i pewnych problemach pol
sprzgzonych, stosuja si¢ i do szeregu innych zagadnien teorii pola.

Jednakze zastosowane przez nas ujgcie, z racji eksponowania problemdéw zwiazanych
z propagacja fal sprezystych oraz ze wzgledu na pogladowo$¢ wydaje sie bardziej korzystne.

2. UKlady nieograniczone
Dla przyktadu rozwazymy najpierw uklad sprezysty, bezdyspersyjny i przestrzennie
jednowymiarowy, a wiec na przyklad pret nieograniczony.
Rownanie okresowych drgan wymuszonych ma postaé
,Pu Pu
a ——
o> 9x?

2.1)

= p(x) cos wt,
gdzie przyjmiemy p(x) = posinnzx/l. Podstawiajac w tym wzorze

. X
U = Uy COS wt 81N nT—-

/

otrzymujemy

@2 v o] ]

Mianownik przyréwnany do zera stanowi odpowiednik réwnania dyspersyjnego réw-
nania jednorodnego

(2.3) | a;“ai =1, o=l
i odpowiada przypadkowi rezonansu dla okresowego czasowo i przestrzennie pola sit
wymuszajacych. Latwo oczywiScie zauwazy¢, Ze przy przestrzennie okresowym polu sit
wymuszajacych uktad na odcinkach pétokresu przestrzennego odpowiada jakby wydzielo-
nemu ukladowi ograniczonemu (o warunkach brzegowych u = 0 dla x = /), co oczywiscie
wyjasnia obraz rezonansu.

Rozwazmy obecnie przypadek fali biezgcej w precie z polem sil wymuszajacych

@4 PG, 1) = poe™™.
Poszukujac rozwiazania w postaci
(2.5) u(x, £) = up "

otrzymamy z przyréwnania réwnania dyspersyjnego rownania jednorodnego do zera
warunek rezonansu dla fali biezacej

,02 602
Poréwnujac (2.6) z (2.3) widziny, Ze rezonans zachodzi w obu przypadkach dla iden-
tycznych wartoéci w przy k = «,; oznacza to, ze przy dtugosci fali takiej jak dla przypadku
fali stojacej uktad w przypadku fali biezgcej przechodzi w rezonans wtedy, gdy predkosé



ZJAWISKA REZONANSOWE W UKLADACH NIEOGRANICZONYCH 327

fazowa harmonicznego w czasie i przestizeni pola sit wymuszajacych osiaga predkoéé
dzwigku. Z punktu widzenia powstawania rezonansu oba uktady sa réwnowazne. Analo-
giczna sytuacja zachodzi réwniez w przypadku nieograniczonej przestrzeni tréjwymiarowe;.
Na przyktad dla réwnania falowego

82
2.7 (aZVZ—W)(p = p(x, y,z)cos wt,
w ktérym
(2.8) p{x,y, z) = ppsina,, xsin B, ysiny, z,

am:m”/ll’ ﬂn:nﬂ/IZ) yk:kn/lb

réwnanie rezonansu dla fal stojacych ma postaé
2
w
(2.9) a4t v = Z
Jezeli wymuszenie ma charakter fali biezacej w kierunku np. osi x

ik(x—vt)
?

(2.10) p(x,y,z,1) = pesinB,ysiny,ze
to analogiczne réwnanie dyspersyjne bedzie mialo postaé

. kz 2 2
(2.11) Batvitk? = af =

a

Poréwnanie z (2.9) prowadzi do wniosku, ze k = a, analogicznie do przypadku jedno-
wymiarowego.

Odpowiednio$é stanéw rezonansowych obu ukladéw jest fizycznie prosta— falg
stojaca rezonansowa mozna ztozy¢ z fal biezacych w obu kierunkach. Fale te maja wtias-
noéci symetryczne z punktu widzenia réwnania dyspersyjnego, zatem aby w sumie dawaly
przypadek rezonansu na fali stojacej, kazda z nich powinna byé rezonansowa w sensie
fali biezacej, co z kolei nastepuje przy predkosciach fazowych odpowiadajacych pred-
koéci dzwiegku, Sens fizyczny rezonansu dla fali biezacej latwo zinterpretowaé, jezeli
zwiazemy ukiad z fala biezgca przyjmujac x = x—uvt. Wtedy np. réwnanie (2.1) przejdzie
[przy p(x, t) w postaci (2.4)] w nastepujace:

&tu 3u s

o*u
2 o2y 7 R,
(2.12) (@ —~0) g+ 20555 — G = Po¢

Stad wynika, ze rozwiazanie dla » nie powinno zalezeé od ¢, zatem
O*u ik
(2.13) (az—vz)ﬁf = poe**.

Przy u = upexp (ikx) mamy

1

(2.14) Uy = ~Pomk—z»
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co daje zerowa sztywnoéé (rezonans) przy a = v, a to z kolei przy v = a = w/k prowadzi
do k = w/a lub

w?.

(2.15) =

zgodnie z (2.6).

Rozwazone wyzej przyklady dotyczyly probleméw bezdyspersyjnych. Zwiazki powyzsze
przenie$¢ mozna jednak bez trudu i na przypadki z dyspersja (np. problem belki), jednakze
wtedy odpowiednio$é rezonansu dla fali biezacej zachodzi nie dla predkosci fazowej fali
biezacej rownej predkosci dzwigku, lecz dla okre§lonej predkosci zaleznej od wektora
falowego. W dalszym ciagu ograniczymy si¢ dla prostoty (majac na uwadze jakosciowa
strone zagadnienia) do problemdéw bezdyspersyjnych. Znacznie bardziej zlozona postaé
przybiera powyzszy problem w przypadku zagadnien brzegowych ukiadéw péinieskori-
czonych, czym zajmiemy si¢ w nastgpnym punkcie.

3. Problemy brzegowe w ukladach pélnieskonczonych

3.1. Uwagi ogélne. RozwaZymy obecnie problem rezonansu dla fal stojacych i biezacych
dla uktadéw potnieskoficzonych przy wymuszeniach danych na brzegu a nie, jak poprzednio,
polem sit masowych. Uzyskamy tutaj podobne odpowiednioéci jak w punkcie poprzednim
jednakze z doéé istotnymi modyfikacjami. Mianowicie, o ile w przypadku poprzednim,
dzieki profilowaniu fali przestrzennym, okresowym ukladem sit masowych (dla fali sto-
jacej) stwarzato sie jak gdyby podukiady ograniczone o znanych wiasnoéciach rezonanso-
wych, o tyle w przypadku wymuszen danych jedynie na brzegu takich ukladdw, dzigki
mozliwosci generowania promieniowania Czerenkowa, nie daje si¢ na ogot zrealizowad.
Na przykitad okresowym ciénieniem przylozonym na brzegu pdinieskonczonego preta
nie mozna wytworzy¢ rezonansu, gdyz jedyne rozwigzanie stanowi tu fala wypromienio-
wujaca od konca preta.

Jezeli z kolei rozwazyé problem pdiprzestrzeni (z reguly rozwazaé bedziemy zagadnienia
plaskie) np. dla réwnania falowego, to przy danym e i ci$nieniu okresowo zmiennym
wzdtuz powierzchni (np. problem akustyczny) w przypadku fali stojacej nie otrzymamy
rezonansu. Mianowicie, gdy bedziemy zmieniaé / przy danym w, to zanim wystapi rezo-
nans, nastapi odpromieniowanie fali powierzchni. Podobnie dla fali biezacej: przy prze-
kroczeniu przez predko$é fazowa predkoéei dzwieku wystapi promieniowanie typu Czeren-
kowa bez osiagnigcia przedtem rezonansu. *

Réwnanie falowe nie ma dostatecznych «wewnetrznych stopni swobody» na to, aby
problem w ukladzie péinieograniczonym miat warto$ci whasne (co jest zwiazane z istnieniem
fal powierzchniowych). Takie mozliwosci powstaja 'dla réwnania bifalowego 1 wyzszych
rzeddw, to jest dla problemu fal Rayleigha w teorii sprezystosci czy tez w teorii p6l sprze-
zonych. ' .

Jak si¢ okazuje, w przypadku teorii sprezystoéei istnieje mozliwo$é wywotania rezonansu
za pomoca fal stojacych na powierzchni. Podobny wynik otrzymuje si¢ 1 dla fal biezacych
przy podobnych zalezno$ciach jak w poprzednim punkcie z tym, ze obecnie predkosé
krytyczna, przy ktérej wystepuje to zjawisko, odpowiada predkoéei fal powierzchniowych
Rayleigha. Przy takiej predkoéci mozna za pomoca fali biezacej wzbudzié rezonans,
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gdyZz predko$¢ ta stanowi warto$¢ wilasng specjalnego problemu brzegowego dla ukladu
péinieograniczonego.

Podobnie ma si¢ rzecz i dla przypadku réwnan pdl sprzezonych, aczkolwiek zagadnienie
z racji bardziej ztoZonych réwnan (obszardw istnienia fal powierzchniowych itd.) kompli-
kuje si¢ bardzo. Wszystkie te wlasnoSci sa wynikiem symetrii zjawisk rezonansowych dla
fal biezacych w kierunkach przeciwnych co w rezultacie superpozyciji daje efekt rezonansu
dla fal stojacych. Nizej oméwimy przypadek rdwnania falowego i réwnan teorii sprezystosci
oraz pokrétee przytoczymy wyniki dla réwnan magnetosprezystosei i piezoelektrycznodci
oraz wykazemy stuszno$§¢ sformutowanych wyzej wnioskéw.

3.2. Réwnanie falowe. Rozwazmy przypadek fali stojacej dla rownania falowego

3.1 @ Vip—¢ =0
z warunkiem brzegowym dla x; = 0

. . nxm .
(3.2) ¢ (xy, 1) = %smecos w! = pySino, X; CoS w!.

Rozwiazanie (3.1) ma postaé

—_ a"——-—,\'z
(3:3) @ (x, X2, 1) = Gsing, xisinwte Vo ,
skad
(3.4) G =3
w

Rezonans wigc nie zachodzi. Gdy w/a > o, nastapi wypromieniowanie fali od powierzchni.
Podobnie dla fali biezacej znajdziemy

4 i -V.l‘ —k l—-ﬁ X
(3.5) (p(xl’xz,t)z _%ek( w)e ]/ = 2
co daje wynik podobny do poprzedniego, czyli brak rezonansu oraz promieniowanie typu

Czerenkowa dla v > a.
3.3. Réwnania teorii sprezystoéci. ROwnania plaskiej teorii sprezystoéci maja postac:

(af—a%) (u1,11+Uz,lz)‘f‘agvzlll—iﬁ =0,

(ai"—a%) (u1,12+u2,22)+a§V2”2—1;i2 =0.

B

(3.6)

NapreZenia na powierzchni okre§lone sa wzorami:
o1 = pu(u2+1s1),
(3-7) 12 #( 1,2 2,1)
oy = o [@3h 2+ (a1 —2a3)u; 4] .
Rozwazmy przypadek fali stojacej. W tym celu przyjmiemy warunki brzegowe w postaci

(3.8) o, =0, o0, = —Adsinwtcosa,x,;, o, = nzfl.
Rozwigzanie réwnafi (3.6) czynigce zado$¢ warunkom w nieskoniczonosci ma postac:

1, = sinwrsino, X, (A ane—""xz—}-Bﬁ,,e"ﬁ"x?),
(3.9) |
u, = sinwtcosa, x, (A4 y,,e_""fz—l—Boc,,e—ﬁ"xz),
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gdzie
2 2
[} [}
2 _ 2 2 ___ 2
(3'10) ] Yn = Cn— af’ n = 0y a%'

Z pierwszego z warunkdw brzegowych (3.8) obliczamy

Zynan
3.11 b=— 4,
4D B

z drugiego za$

(3.12) A= Ay =

3 _l/l w? — ]/l w? i Ao
n= T 7 Y= 5 2 0= T A
a5 oy ag oy, ga2a"

Rezonans powstaje gdy mianownik wyrazenia (3.12)

wz w

co odpowiada przy danym o takiemu «,, Ze £ = w/e, spelnia rdwnanie M (&) = 0, identyczne
z réwnaniem dla fali powierzchniowej Rayleigha. Gdy dalej bedziemy zmniejszaé o, tak,
ze B2 < 0, wtedy wystapi wypromieniowanie jednej fali od powierzchni, gdy za$ %} < 0—
wypromieniowanie obu fal.

W przypadku fali biezacej zaktadamy naprezenia na brzegu w postaci

(3.14) o =0, 0= A albo gy = —Ape .

tatwo obliczamy (por. [2])

2 2\ k) 1-En R ;——v;xz
T i U T
(3.15) w=- _
kod} 2
’ (2*~) 47/ 1— %]/1
aj az

lub dla x, =0

‘2)2
o0 ]/1——2
(3.16) Uy = Fod iV . .
SR S
Rezonans pastqpi, edy

(3.17) M= (2—~)_ ]/1__]/ LZ_

Poréwnujac (3.17) z (3.13) widzimy, Ze réwnania te sa identyczne wzglgdem o/,
i v, co przy v = w/k prowadzi do réwnoéci

(3.18) k=,

gdzie
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W ten sposéb otrzymaliémy odpowiedniod¢ rezonansu na fali stojacej przy danym
w i o, wyliczonym z (3.13) z rezonansem na fali biezacej, gdy jej predko$¢ osiagnie
predko§¢ fali Rayleigha. Wtedy przy danym o fala ta ma k = «,. Przy v rosnacym
poczawszy od v > @, nastgpuje wypromieniowanie jednej, za§ od v> a; — dwdch [al
Czerenkowa.

Zauwazmy, ze w obu przypadkach przy przejsciu przez rezonans nastgpuje zmiana
fazy amplitudy, promieniowanie za$ Czerenkowa zaczyna si¢ dopiero po przekroczenin
predkosci diwigku (rys. 1). Przypadek M(0) = O nie powoduje nieograniczonosci u,, i,

Mj

-1

| Promieniowanie
Czerenkowa

|
|
|
|
|
|
|
|
|
!
[VR ag v
|
|
i
!
|
|
{

Rys. 1

gdyz liczniki tych wyrazen znikaja réwniez dla v = 0. Wynik powyzszy otrzymaliSmy,
jak juz wspomniano, w rezultacie symetrii efektu rezonansu ‘dla fal biezacych na prawo
i na lewo, co w rezultacie superpozycji daje

A _ ) )
Oy = —-70 (eik(x ) —I-e'k(Hw)) = —A, ™ coskot = —AoelkxcoSwt,

skad
Re 0, = —A4ycoswrcosa,x, k=,

a wigc w rezultacie otrzymuje si¢ rezonansows fale stojaca.

3.4. Réwnania magnetosprezysto§ei. Przytoczymy obecnie bez obliczef gotowe rozwigzanie
dla réwnaf magnetosprezystoéci doskonalego przewodnika sprezystego w pierwotnym
polu magnetycznym réwnolegtym do osi (x1) [3].

Réwnania problemu dla przewodnika maja postaé

2 2 2
(a?—a-%nwz% ;x ;tz)umL(a; a3)— a; g; =0,
(3.19)

3 _ 32 2 32
(a% )3 e +(28x2+28x2 3t2)u3:o5

gdzie a,, a, — predkosci fal podtuznych i poprzecznych oraz @} = aj+x przy » = B*4wg,
przy czym B oznacza indukcje magnetyczng stala, ¢ gesto$¢ oérodka.
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Réwnanie pola w prézni jest

(3.20) V2 %ﬁ: 0.
Warunki brzegowe sa nastgpujace:

B —
(a%“l_ﬂ)ll3,3+(a%—2a§)u1,[+mhl = N(x, t),
3.21)
- L.
Uty =0, b= B(Ua,u—?ua)

gdzie dla fali stojacej i biezacej N(x, ) wynosi odpowiednio
(3.22) N(x, f) = —posinwrcosa,x;, N(x,0) = —pye ™",

W obu przypadkach otrzymujemy identyczny warunek rezonansu, czyli M =0
w postaci:

(3.23) M= (m+b) (m—2) 1 3+ (m+b*) (m—e?) (Bi1+5)+ {(m+b?) (m—e*)+ (m—~2) x
x [3m+2—me2-+b2 (m—e®)]} By fo+b* (m—1) (m—e?) (B4 B2)— (m—e?) [3m—
_ —2—me* b (m—e?)] = 0,
przy czym f; znajdujemy z réwnania
(324 (m+b) pi+ [E(m+b4-1)— b (m+-1)—2m] i+ (m—e*) (1+*—e?) = 0,
gdzie

2 2 2

aj ® w v
(3:25) m=-—s, b=—p ¢ ;s b f=—
a; as az dy a

(przy v = wlk, k= o).

Warunek M = 0 odpowiada predkosci fal Rayleigha w problemie magneto-sprezystoSci.
W zaleznodci od wielkosci b2 fale Rayleigha, a wiec i rezonans na fali biezacej oraz réwniez
na fali stojacej jest albo mozliwy, albo niemozliwy. Moga takze wystapié¢ przypadki nie-
ostrego rezonansu. Dyskusja warunkéw istnienia fal powierzchniowych w funkcji ¥
podana jest w pracy [3]. Istotny jest tutaj wniosek analogiczny do poprzedniego, dotyczacy
réwnowaznosci problemu rezonansu dla fali stojacej i fali biezacej z predkoscia Rayleigha,
ktory jest takze wynikiem efektu symetrii.

3.5, Réwnania piezoelektrycznosci. Rozwazmy oérodek piezoelektryczny wypelniajacy pot-
przestrzen przy danym warunku brzegowym dla indukcji elektrycznej w postaci fali stojacej
Iub biezgcej.

Roéwnania piezoelektrycznodci maja postaé
(3.26) - ou; = Eppnthm e — T o>  Dii = 0,
gdzie
(327) Ei = @,is Oip = Eikmn (um,n“l'un,m), Di = Fin (uk,l+ul,lc)+8ij<pj7
przy warunkach brzegowych
(328) 03 = 0, D3 = N, i= l, 2, 3,
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gdzie
(3.29) N = —Nysinwtcose,x; lub N= — N, =2,
W réwnaniach tych pominigto wplyw pola w prézni.
Jezeli rozwazy¢ [4 1 5] np. piezokwarc oraz aproksymowaé cechy mechaniczne za

pomocg modelu izotropowego, wtedy np. dla osi x1, x3 réwmania (3.20) do (3.21) przejda
w réwnania nastgpujace [4 1 5]:

(at—ad) (w51 +3,13)+ @3 VP, —iiy—ep, 1y = 0,
(3.30) (@t —a3) (1,133 33)+ @3 Vs —iis = 0,

eVo+dneu, =0, e= b,
@

(3 31) g = Qaful’l—l—g(af—Za%)ug’g;—e“(p.l = 0,
. o3 = 0a3(u3+13,) =0, Dy=eps=N.

Eliminujac w (3.30) u przez ¢ otrzymamy dla ¢ réwnanie

(3.32) VZDlDZQ"l‘”a% [DZ‘P‘G‘G% A—m)@ 3] 1 =0,
gdzie
4m et a4 R
% = Qsa%—<l’ n’l—a—%, D[—HIV—W.

Stosujac rachunek zaburzed wzgledem x obliczamy M i warunek rezonansu dla fali
stojacej 1 biezacej w postaci (por. [4, 5])

(3.33) M = p\Wi—p,Wy+psW3 =0,
gdzie

W= R, 03— RQ>, W,=RQ:—R;Q,, Wi=RQ,—R(,
(3:34) Ry=2ia;B;+ B+ Dy, Q= I[i—(1—2m)]a;—2miB;y;,

pi=&p;
oraz

oy = 1 = ' B,
B 1+mEE—Da Y (B9 (- Dag
(3.35)
-2 Wb =2,
“;:az 2]
plzy czym
ﬁ% = ﬁ%i+bi’
By = 1—mé? B2 = 1— & B?,=1 b= baz'_zl—cfz
0i > 02 — > 03 s 1 m§4 > 2 54 3

1—m(1—&)

mé&d

b3=
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Otrzymujemy wiec podobnie jak poprzednio identyczne warunki rezonansu dla obu
przypadkdéw, to jest dla fali stojacej i biezacej przy v = w/k.

Z przytoczonych wyzej przykladéw wynika, ze zasadzie wiaZgcej stan rezonansu na
falach stojacych i biegnacych mozna przypisaé charakter ogdlniejszy, anizeli wynika
to z klasy przytoczonych tutaj przypadkéw. Mianowicie, jezeli w problemie brzegowym
pSinieograniczonego ofrodka opisywanego rownaniami bezdyspersyjnymi oraz operato-
rami samosprzezonymi (po rozdzieleniu zmiennej wzgledem ¢ dla fali stojacej) istnieja
wartosci wlasne, wtedy powinna zachodzi¢é wyzej wspomniana réwnowazno$¢ standéw
rezonansowych dla fal stojacych i biezacych. Dowdd powyzszy mozna by przeprowadzi¢
og6lnie dla bardzo szerokiej klasy (dowolnego rz¢du) operatordw. Jednakze sens fizyczny
oraz znaczenie praktyczne maja przeprowadzone wyzej réwnania jedynie dla konkretnych
probleméw fizycznych, ktére (w przypadku fali biezacej) sa zwigzane z istnieniem fal
powierzchniowych albo stanéw rezonansowych, dla ktdrych interpretacja fali biezacej
lub stojacej ma sens. Dlatego zaniechamy tutaj rozwazan ogdlnych ograniczajac sie
jedynie do uwagi, ze podobna sytuacja powstanie i w innych zagadnienjach fizycznych
wyzZej wspomnianego typu.

W przypadku uktadéw fizycznych opisanego typu wspomniana wyzej réwnowazno$é
jest, jak tatwo wykazaé ogdlniej, wynikiem symetrii proceséw rezonansu dla fal biezacych
w lewo i prawo, co w efekcie daje stan superpozycyjny rezonansowej fali stojacej. To
kryterium fizyczne jest réwnowazne cytowanemu wyzej kryterium formalnemu.

Na zakonczenie zauwazmy, ze w przypadku uktadéw nieograniczonych réwnania
mozna bez trudu rozszerzyé i na uktady dyspersyjne; wtedy oczywiscie v, w ukladzie
z falg biezacg zalezeé bedzie od wektora falowego k.

4. Whioski koncowe

Reasumujac nasze rozwazania nalezy stwierdzi¢, Ze wykazaliSmy rownowazno$é
problemdw rezonansu dla fali ‘stojacej i biezacej (z predkodcia dzwigku) w ukladach
nieograniczonych oraz w ukladach pdinieograniczonych, przy czym w tym przypadku
réwnowazno§é ta ma miejsce dla predkosci propagacji biegnacej fali wymuszajacej, od-
powiadajacej predkosei fali Rayleigha.

Istotnym wnioskiem jest tutaj fakt, ze w ukladzie pétnieograniczonym mozna uzyskaé
rezonans za pomocg wymuszen na brzegu w postaci fali stojacej, przy czym réwnanie
charakterystyczne problemu jest identyczne z réwnaniem charakterystycznym dla fali
Rayleigha, jezeli tylko przyjaé¢ o, = k. Zjawisko to latwo uzasadnié postugujac si¢ cechami
symetrii fal biezacych w przeciwnych kierunkach, ktére nakladajac sie na siebie tworza
falg stojaca. Fakt ten moze mieé zasadnicze znaczenie praktyczne, np. przy rezonansowej

generacji drgan wymuszonych w cienkich przypowierzchniowych warstwach dla piezo-
krysztatow itp.
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Peswme

O PESOHAHCHBIX ABJIEHMAX B HEOIPAHMUYEHHEBIX CUCTEMAX

B pabore paccmoTpeHa 1poblieMa PE3OHAHCA B HEOTPAHMYCHHBIX CHCTEMAX, 4 TAIOKE B KpREBDLIX
3afauax JUIA GEryUIMX ¥ CTOSUMX BOJIH B IIOJIYOrPAHHUCHHBLIX CACTEMAX. B psfe 3amau AN BOJHOBBLIX
yPAaBHEHMH TEOPHH YIPYIOCTH, MATHHTOYOPYLOCTH, NbLE3OIINEKTPHUECTBA MOKA3AHA HKBHUBAJICHTHOCTb
PE30HAHCHBIX COCTOSTHMH ANA GErympX M CTos4HX BOJIH.

TIpoadanu3upoBana CBsI3b ITHX ABJEHHH C M3aNyUeHHeM uepeHroBcroro Tuma. [Toxasamo, yro s
1J1acCa PACCMATPABAEMBIX 32719 SKBHBANEHTHOCTE PE30OHAHCHBIX COCTOSHUE JUI GEryUiuX M CTOSUIX
BONH BBI3BAHA CHMMETPHMEH pEIeHui JIS PE30HANCHBLIX COCTOSTHMIt IPOTHBONONOYKIIO HANPARIEHHBIX
gerynmx BosiH. B pesynnTaTe HaNOYKEHUWA NOJIYUAETCA PE3OHAHCHOE COCTOSIHHE INST CTOSTUEH BOJIHEL.
HamHoe ABJICHHE OAET BO3MOIKHOCTG, HAIPUMED B 3a[aUc 0 MOJYIPOCTPAHCTRE BO3OYIKAAEMOM HA KPAIo
cTostuell BOJIHOIM, ONpeNeNuTh PEIOHAHCHBIE NAapaMeTPhl IPH MOMOIH XapaKTePHCTAUECKOTO YPAaBHEHUS
TOMJECTBEHHOrO0 ¢ XaPaKTEPUCTHUECKHMM YpaBHEHHEM UIs BOJH Panes B cnyuae pesonanca Gerymieit
BOJIHBI.

OmnUCaHHoe ABJIEHNE MOMKET HAWTH IPHMEHEHYE HANIPAMED TIPH PESOHAHCHOM I'eHEPHPOBAHHY BBLIH YT
JEHHBIX KOJIeOaHuil B TOHKHX UDHIIOBEPXHOCTHBIX CIIOAX.

Summary

ON RESONANCE PHENOMENA IN UNBOUNDED SYSTEMS

The problem of resonance in unbounded and semi-bounded systems subject to harmonic vibrations
or to travelling waves is considered. The equivalence of the resonance states due to both types of waves
is demonstrated on several cases of wave equations of elasticity, magneto-elasticity and piezo-electricity;
the Cerenkov-type radiation phenomena are taken into consideration. It is shown that — in the domain of
problems considered here — the equivalence of resonance states of harmonic vibrations and travelling
waves results from the property of symmetry of waves travelling in opposite directions; their superposition
yields the state of resonance corresponding to harmonic vibrations of the medium. This makes it possible
to determine the resonance parameters of a semi-space harmonically disturbed on the boundary, by means
a characteristic equation which is identical with that of the Rayleigh wave.

This phenomenon can be practically applied to the resonance generation of forced vibrations in thin
surface layers.
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FALE POWIERZCHNIOWE W OSRODKU Z NAPREZENIAMI MOMENTOWYMI

CzESLAW RYMARZ (WARSZAWA)

1. Wstep

Przeprowadzone eksperymenty [1] wykazaly, Ze teoria sprezystosci nie jest w stanie
opisaé dostatecznie poprawnie zjawisk w miejscach, gdzie wystepuja duze gradienty
naprezent (obszary ich koncentracji). Przypuszczalnie zaczyna si¢ tam przejawiaé dyskretna
polikrystaliczna struktura materii. Stad tez rozbieznosci migdzy opisem teoretycznym
i eksperymentem beda tym wigksze, im bardziej gruboziarnisty bedzie badany materiat.

Zmusza to do poszukiwania innych metod opisu tych zjawisk, wérdéd ktérych domi-
nujaca role odgrywaja nadal metody fenomenologiczne, postugujace si¢ pojgciem o$rodka
cigglego. Lepszy opis teoretyczny zjawisk mozna vzyskaé droga wzbogacenia oddzialywan
wewnetrznych w ofrodku kontynualnym. Przez wyrdzniony myslowo przekrdj przenosi
sie nie tylko sita, ale 1 moment powierzchniowy, co powoduje istnienie naprgzed momen-
towych w os$rodku. Byly one stosowane uprzednio w teorii powtok. Do teorii oérodka ciagle-
go wp1owadzili je bracia Cosseraci w 1909 r. Wprowadzenie tensora napieé momentowych
do opisu ‘stanu mechanicznego kontinuum powoduje niesymetri¢ tensora napigé oraz
zmusza do rozwazania wzbogaconego obrazu stanu deformacji przez uwzglednienie
w réwnaniach konstytutywnych wyzszych gradientéw deformacji, gradientéw obrotu
lub wprowadzenie dodatkowych lokalnych stopni swobody. Ta rozwinigta struktura
deformacji jest w stanie lepiej modelowaé rzeczywiste wiasno$ci materii i uchwyci¢ efekty
dodatkowych oddzialywan o postaci sit niecentralnych.

Réznorodne materiaty moga przy tym wymagaé rozmaicie okreflonego stanu defor-
macji, ktéry bedzie dobrze opisywat ich wlasnoéci mechaniczne. Zagadnieniom tym po$wig-
cono wiele prac [2-6]. '

W przedstawionej pracy bedziemy opieraé si¢ gtéwnie na metodzie podanej przez
Korrsra [3] i rozszerzonej na zagadnienia dynamiczne termosprzgZone przez NOWAC-
KIEGO [7]. Metoda powyzsza postuguje si¢ pojeciem oérodka ciaglego o trzech geometrycz-
nych stopniach swobody przy uwzglednieniu w réwnaniach stanu gradientéw obrotu
wyrazalnych przez rotacje wektora przemieszczefi. Wprowadza sig nowe wielkosci mechani-
niczne takie, jak wektor sit momentowych ¥, wektor momentéw powierzchniowych g
oraz tensor naprezenn momentowych u;;.

Celem tej pracy jest zbadanie w oparciu o wyzej wymienione prace zagadnief zwig-
zanych z falami powierzchniowymi w tak okre§lonym o$rodku (rodzaj o§rodka Cosseratéw).
Badania takie sa szczegdlnie cenne dla zagadnien propagacji fal bardzo krétkich (ultra-
dzwigki), gdyz wowczas moga pojawié si¢ nowe efekty zwigzane z rzeczywista budowa
ziarnista materii.
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Autor zdaje sobie sprawg z faktu, e sens tak okre$lonego osrodka, w ktérym napre-
zenia momentowe sa réwnowazone tylko przez orbitalny moment pedu i przez niesy-
metryczng czeéé tensora napigé, moze budzié watpliwosei. Jednak wyzej okre§lony o$rodek
Cosseratéw nie wykazuje cech wewnetrznej sprzecznosci, jezeli chodzi o zasady zacho-
wania, moze wiec by¢ rozpatrywany jako jeden z mozliwych modeléw o$rodkéw w celu
dostarczenia materialu do pordwnania z innymi typami o$rodkdw.

W punkcie 2 przedstawiono w sposdb zwigzly najwazniejsze relacje opisujace stany
dynamiczne rozwazanego o$rodka. W punkcie 3 okrela si¢ obszary istnienia fal powierz-
chniowych i wyznacza si¢ podstawowe réwnania dyspersyjne. W punkcie 4 przeprowadza
si¢ analize uzyskanych wynikéw liczbowych i formutuje sig szereg wnioskéw dotyczacych
badanego ofrodka. W zakorczeniu podaje si¢ perspektywy wykorzystania otrzymanych
wynikéw przy dalszych badaniach o$rodkéw Cosseratéw.

2. Podstawy teorii termosprzezonych proceséw dynamicznych
Zasady zachowania pedu i momentu pedu w rozwazanym ofrodku Cosseratow wyra-
Zajg si¢ nastgpujaco:
2.1) ) oji,jt+oXi—ot; =0,
(2.2) it teY; = 0;
4;; oznacza tensor napigé momentowych, ¥; wektor sit momentowych, pozostalte wielkosci
maja takie samo znaczenie jak w klasycznym oérodku sprezystym.

Tensor napigé jest obecnie tensorem niesymetrycznym. Jednak jego czgéé antysyme-
tryczna wyraza sig¢ w oparciu o (2.2) nastgpujaco:

1
(23) Fin = _751"»1"(#]1,]'1"91’1)-
Po uwzglednieniu (2.3) rownanie ruchu (zachowania pedu) przyjmuje postaé:
1 ..
(24) Smn,m—'feimn [r”ji,jm_l_(g Yi),m]'i"QXn_Quh - 0>

gdzie m;; oznacza czg§¢ dewiatorowa tensora naprezeri momentowycly, §,,, €z¢S¢ symetryczna
tensora naprezen.
Pochodna ggstosci energii wewnetrznej wyraza sig nastgpujaco:

(2.5) U= Sij Vi mi i~
gdzie

Rij = wi,j = Eslmn Uy mj.

Gestos¢ energii wewnetrznej zalezy tutaj od gradientéw obrotu x;;, co jest konsekwencja
przyjetego modelu. '
Funkcja energii swobodnej dla oérodka izotropowego ma nastepujaca postaé:

2 , ” m
(2.6) F= merl—i(m)”r“ %50 %tj?ﬂjl_ﬁ)’kkﬁ—T@Z.
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Wynikaja stad rownania konstytutywne dla rozwazanego osrodka:
27 Sij = 20yi;+A(yi— P06y, my; = 4ul (o 41255),
gdzie f jest stala sprzgzenia termomechanicznego, 2, u state Lamégo, /, n nowe stale
materialowe.

Po wstawieniu réwnan konstytutywnych do réwnania ruchu otrzymujemy ukiad réwnan
w przemieszczeniach:

1 .
(2.8) #W,jj‘l"(7~-H¢)U.',ji—#lz(“i,jj*W.ij),kk‘l“Xl—‘iaijk Yy, =ii;+80 ;.
W rozwazanym osrodku mozna postawi¢ pigé niezaleznych warunkéw brzegowych:
1 _
2.9) Snt _|'Eahkl(mjk,j"—ln(nn),k'i' Yilm=p, [1=1273,
(2.10) MR j— M any gy = L

Poza tym powinien byé réwniez spelniony warunek konturowy na konturach ograni-
czajacych gladkie czegéci powierzchni(l):

1
(211) Q = '5 [nl(nn)-l-_m(nn)—] .

Przedstawione relacje pozwola zbadaé wiasnoSci fal powierzchniowych.

3. Fale powierzchniowe w polprzestrzeni

Jak wiadomo, rozwigzanie zadania polega na okreSleniu rozwigzan szczegdlnych réwnan
ruchu (2.8) malejacych w kierunku osi x3 niezaleznych od x; (fala ptaska) oraz spetnia-
jacych jednorodne warunki naprezeniowe (2.9), (2.10) na plaszczyZnie x3 =0 (rys. 1).
Nalezy réwniez zbadaé warunki gwarantujace istnienie tego typu rozwiazad.

Przed przystapieniem do dalszych rozwazan wyrazmy warunki brzegowe w prze-
mieszczeniach, '

Poniewaz w rozwazanym przypadku n = (0, 0, 1), stad
3.1) Muny = Mighin; = M3, (nie sumowac).
Zauwazmy nastepnie, Zze tensor dewiator jest w tym przypadku tensorem antysymetrycz-
nym, co wynika z wlasnosci tensora Ricciego oraz z ponizszej zaleznoSci:

(3.2) myy = 4ul® (gt i1 € th, i) -
Przyjmujac nastgpnie w my$l zatoZenia o falach powierzchniowych Y, = 0 otrzymamy
z (2.9)
1 _
(3.3) (Sm +75hklmjk,j)nh = Di-

Po dokonaniu szeregu przeksztatcen i uwzglednieniu (3.2) zwiazek (3.3) przyjmuje postac:
(3.4) (SI:I+2#12U[I,,I].JJ)nIx =D

(*) Przedstawione wyzej re acje sa zawarte w [3, 7], Umieszczono je tutaj w célu nadania pracy wiekszej
przejrzystosci. ' ' '

5 Mechanika teoretyczna
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co po uwzglednieniu postaci réwnania konstytutywnego dla s,, mozna zapisaé nastepujaco:
(3.5) Aty 1 g, o+ Pt iy, 20 = 1
gdzie ug, )y, up,n Sa czeScia symetryczna i antysymetryczng tensora gradientéw prze-

mieszezeh. Widaé stad, ze po zaltozeniu /= 0, otrzyma sig klasyczne warunki dla skla-
dowych wektora sit powierzchniowych,

9=V/72
19

181

17
|

v=02

L . v=01

Funkgja dyspersyfna fal powierzchniowych
dia asrodka Cosseral

Rys. 1

Poniewaz dla rozwazanego przypadku mamy n, = 6, zatem
(3.6) Ayt i+ [,y + P ned = pr-

Widoczne jest, Ze dla skladowej normalnej (/ = 3) otrzymuje sie zawsze warunki klasyczne

(U3, = 0).
Réwnania dla skladowych wektora momentéw powierzchniowych po rozpisaniu
1 uwzglednieniu faktu, ze m,,y = 0 przyjmuja postaé

&
U3 23— U2, 337 (g, 11—t 21) = 2ul?
(3.7) —
4

33— ts,13F 7 (U1, 20— Up,13) = D
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Poszukiwanie rozwiazan dla fal powierzchniowych w postaci fal plaskich (#z = 0)
powoduje automatyczne spetnienie jednego z réwnan ruchu, jednego z jednorodnych
warunkow brzegowych (3.6) (dla / = 2) oraz warunku jednorodnego (3.7).

Z uwagi na rozwaZania proceséw dynamicznych mozna przyjaé, ze beda im towa-
rzyszyty przemiany adiabatyczne, co z uwagi na brak wewnetrznych Zrédet entropii pro-
wadzi do jej zachowania:

S . Ce :
(3.8) §= ﬂTykk"l"T@ =0.
0
Stad
Br
i ¢ To Up,kis

Pozwala to wyeliminowad gradient temperatury z réwnan ruchu (2.8):
(3.9 sty i+ Astty i —pr P (i g j—1y,0)) i = Q1

gdzie pp, A —state Lamégo dla procesu izotermicznego

(3.10) A = Ap+ s
. . s T CsTo .

Po dokonaniu rozkiadu wektora przemieszezen otrzymujemy ogdlnie
(310) U — ®,i+ Eijk }P’k’j
oraz dla zagadnienia plaskiego

(3.103.) u‘l = ¢'1+¥II3, Uy = ¢,3—![/’1.

Po podstawienin (3.10a) do (3.9) otrzymuje si¢ réwnanie rozprz¢zone dla potencjaléw
D,V

1
(3.11) (Vz—%af)@ =0, [(I—FVZ)VZ——?—%]‘P=O,
la 2
gdzie
Y S Y
@ @

W mys$l poczynionych zatozen rozwigzania dla funkcji @, ¥ przewidujemy w postaci:

—ax3+i(lex) —wf)
@ = Ae ,

(3.12) W pefrrHtkxi—on

Po podstawieniu przewidywanych rozwiazan do réwnan (3.11) otrzymuje si¢ nastgpujace
zwiazki migdzy parametrami.
Z réwnania (3.11)

(3.13) _ o = k2—

.5*
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z réwnania (3.11),
2
w
(3.14) (B*—K?) [1—12032—/62)]4-6—% =0,
a po rozwiazaniu wzglgdem f%:
1 1 4e?
(3-15) %,2 =/CZ+WZEI/F' ~c%7

Jak widaé, wartoci f%, beda zawsze rzeczywiste, co gwarantuje istnienie fal powierz-
chniowych monotonicznie zanikajacych z glebokoéeia (w kierunku osi xa).
Wymaganie, aby f1, B2 byly liczbami rzeczywistymi, prowadzi do warunku

v 27l )2
i < R ,
(3.16) > ]/ 1 +( 7
gdzie v = w/k oznacza predkos$¢ fazowa fal powierzchniowych, a 4 diugo$¢ fali. Nierdw-
noé¢ powyzsza oraz nieréwno$¢ ’
v

(3.17) o =1

wynikajagca z (3.13) okreélaja obszar istnienia fal powierzchniowych na plaszczyinie
(v/cy, 112).

Blizsza analize tego obszaru przeprowadzimy w punkcie 4. Zadanie spetnienia jed-
norodnych naprgZzeniowych warunkéw brzegowych na plaszezyznie x3 = 0 prowadzi
w oparciu o (3.6) i (3.7) do zaleznoéci dla funkcji @, ¥:

(As+2ur) D 53+ AP 11 —2ur W13 = 0,

(3.18) 2D ¥ 53— D —PVEVEP = 0, VAW, =0.

Nalezy zauwazy¢, ze w warunki brzegowe nie wchodzi nigdzie stala materiatowa %, co
ulatwia znacznie prowadzenie dalszych rozwazan.

Warunek brzegowy konturowy (2.11) jest spelniony automatycznie ze wzgledu na
ciagloé¢ wektora normalnego (gltadkoéé powierzchni).

Po podstawieniu (3.12) do (3.18) otrzymujemy nastepujacy uklad réwnan algebraicz-
nych jednorodnych dla statych dowolnych 4, By, Bs:

(3.19) [(Ast2p) 02— A k5 A+-2u ik B, By+2uikp,B, =0,
—2ikoa A+ [P+ Bi— (B —k*? By + [k~ B3— P(BE—K2)* B, = 0,
ﬂl(ﬂ%—kz) Br{'ﬂz(ﬂ%—'kz)Bz =0,

gdzie pr = p.
Wymaganie istnienia nietrywialnych rozwiazan powyzszego ukiadu prowadzi do za-
dania zerowania si¢ jego wyznacznika

(2w =2k 2pik 2pik B
(3.20) D =| —2ike K2 B2 B (B — KP4 f3— 12 (B3—K2? | = 0.
0 BB~ Ba(Bi— )
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Po rozwinigeiu wyznacznika wzgledem ostatniego wiersza i dokonaniu szeregu przekszta{cen
otrzymujemy

(3:21) [2;a/c2—<as+2u)j’%][2k2 e 1)2)][/32(1~P)—/31(1+1))]=-SMkZaPﬂlﬂz,

T 4212
p=]/1+4‘°1
Cz

stad po dalszych przeksztalceniach dochodzimy do zaleznosci

(3.22) [2_ (CL)] [(H— 2w212)(k212 )+ + 2w212+

2
2 2 272 2 2
28,8, ] 16(1+-4i’i) (1— :2 )[k212+1—%]

4} ia cik

gdzie

lub po wprowadzeniu oznaczen vjc; =y, ki=2znl/l =x
(3:23) 2=y (142024 4 2332422 2 Y P F 1y | =
= 16 (144x*y") (1—y y*) (x*+1—)%),

gdzie y = u/(A+2u).
Jezeli w (3.23) przyjaé | = 0 (x = 0), otrzymuje si¢ réwnanie charakterystyczne dla
klasycznych fal Rayleigha:

(329 @—yH = 16(1—py")(1—)").

Z réwnania (3.23) mozna okresli¢ przebieg zalezno$ci opisujacej wlasnoéci dyspersyjne
rozwazanego osrodka.

Jak widzimy, fale powierzchniowe w rozwazanym o§rodku ulegaja dyspersji. Jest to
wynikiem parabolicznosci uktadu réwnan w przemieszczeniach (3.9), ktéra wiaZe sig
z niejednakowym rzedem pochodnych czasowych i przestrzennych.

Gdyby wprowadzié¢ w oérodku dodatkowe stopnie swobody, uwzglgdniajace wlasnosci
dynamiczne czgstek przy obrocie, wéwczas uzyskano by uklad réwnan hiperbolicznych.

Nalezy stwierdzi¢, ze w pracy [8] uzyskano réwniez rozwiazania charakteryzujace sig
dyspersja przy uwzglednieniu w funkcji gestosci dziatania drugich gradientéw deformacii.
Nalezy przypuszczaé, ze wszystkie oérodki z rozwinigta struktura deformacyjng beda
wykazywaly cechy dyspersyjne.

Wyznaczmy jeszcze pole przemieszczefi towarzyszace falom powierzchniowym. Na
podstawie (3.10a) i (3.12)

u; = Re [Al'ke_ax”-i(ﬁ—i-Bl B, e—p'x3+i"’+Bzﬂ2 e-—ﬂzxs+itﬂ] ’

(325) —a i —Bx3+1 —Baxy 41
= Re [—Adae™ ™+ 4 Biike PP 4 Byike Pt

gdzie ¢ = kx;—wt.



344 CZESLAW RYMARZ

Wykorzystujac liniowa zaleznoé¢ statych B, B od stalej 4 otrzymujemy po szeregu

przeksztatcen:
u, = ARe|ike ™ —in e _in, B, Peio]
(3.26) Uy = ARe|—a e 0 e Y g P Y]
gdzie ,
PP 1=7
3.27) " (Bi—Fa) 2—>?)

281/ 1—y)* — 326~(2—y2)2
(ﬁl—gz) (2—‘)12)

Jezeli w (3.26) przyjac¢ I = 0, otrzymuje sie automatycznie wyrazenie na przemieszczenie
dla fal Rayleigha.

4. Wyniki obliczen i ich analiza

W oparciu o réwnanie (3.23) przeprowadzono na elektronowej maszynie cyfrowej
obliczenia funkcji dyspersyjnych dla liczb Poissona 0; 0,1; 0,2; 0,25; 0,3; 0,4 przy x zmie-
niajacym si¢ w przedziatach (0 -3,5). Obliczono réwniez krzywa stanowiaca granicg
obszaru istnienia fal powierzchniowych. Cato$é obliczen zilustrowano wykresem (rys. 1
na str. 339).

Jak wynika z uzyskanych wynikéw fale powierzchniowe nie istnieja dla catego zakresu
zmiany liczb Poissona w poblizu x = 1, tj. gdy dtugo$é fali staje si¢ poréwnywalna z wy-
miarem charakterystycznym / (stata oérodka).

Nieznajomo$¢ dokladnego sensu fizycznego wielko$ci I oraz jej wartosci liczbowej
nie pozwala poda¢ wnikliwszej interpretacji zaobserwowanego zjawiska. Istniejace
W szeregu prac oszacowania /sa sprzeczne. W [3] ocenia sig ja jako wielko$é makroskopowa
nie majgca w chwili obecnej wytlumaczenia na gruncie fizyki ciala stalego. W takim przy-
padku nie istniatyby pewne fale powierzchniowe z zakresu technicznie realizowanego,
co jest zjawiskiem do$¢ nieoczekiwanym. W pracy [4] wrecz przeciwnie przypisuje sig / roz-
miary mikroskopowe zZwigzane ze struktura krystaliczna ciata. Rozwazane zjawisko doty-
czyloby wéwczas fal poréwnywalnych z rozmiarami sieci krystalicznej ciala.

Fale do zakresu kilkudziesieciu MHz, stanowigce bardzo mala cze$¢ rozwazanego
zakresu, odznaczalyby sie stosunkowo niewielka dyspersja i uwzglednienie dla nich efektéw
zwigzanych z ofrodkiem Cosseratéw nie miatoby praktycznego znaczenia. Jak wynika
z [9], przeprowadzone badania statyczne przy zginaniu belek oraz badania standw napre¢zen
wokdt otwordw o matych $rednicach nie wykazaly istnienia naprezei momentowych.
Powyiszy fakt wskazywalby na to, Ze rzeczywiscie / jest wielkodcia do§¢ mata. Dlatego tez
uwzglednienie wptywu naprezen momentowych miatoby znaczenie dla zagadniest dynamicz-
nych w dziedzinie ultradZwiekéw o czestoéci wickszej od kilkudziesieciu lub kilkuset
MHz. Wtedy bowiem powinny dawaé o sobie zna¢ dodatkowe odzialywania o dalekim
zasiggu atomow sieci krystalicznej w materiale. Dlatego koncepcja, ze / jest wielkoscia
maly, wydaje si¢ bardziej prawdopodobna.
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Nalezy zauwazy¢ ponadto, Zze dla » = 0 fale powierzchniowe nie istnieja poczawszy
od wartoéci x = 0,8. Blizsze badania wykazaly jednak, Ze pierwiastki réwnania charak-
terystycznego leza na linii v/ci = 1, stanowiacej brzeg obszaru istnienia fal powierzchnio-
wych. Podobnie ma si¢ sprawa z rozwigzaniem dla v = 0,1. Ogdlnie wigc istnienie fal
powierzchniowych dla matych » w tym zakresie jest do§¢ problematyczne,

Ogolnie rzecz biorac przebieg krzywej dyspersyjnej mozna scharakteryzowaé naste-
pujaco:

dla matych wartoSci x przyrost predkosci fazowej jest do§¢ znaczny, co powoduje, Ze
krzywa wychodzi z obszaru istnienia. Obszar ten ograniczony jest krzywg ]/ 1+x* oraz
prosta v/c;, = 1;

dla duzych wartosci x przyrost predkosci fazowej jest znacznie mniejszy, co powoduje
powrdt krzywej w obszar i ustalenie si¢ wartoSci asymptotycznej lezacej tym blizej linii
zje; = 1, im mniejsza jest liczba Poissona.

Tak wiec widzimy, ze dla duzych x predkosé fal powierzchniowych w o$rodku Cosse-
ratéw moze znacznie przewyzsza¢ predkosci fal poprzecznych. Mozna to ttumaczyé tym,
ze dla dtugich fal na skutek znacznego wplywu gradientu obrotéw dominujacg role
w fali powierzchniowej zaczynaja odgrywaé fale podiuzne, a wpltyw fal poprzecznych
zanika z powodu kompensujacego dziatania fali «skretnej», pochodzacej od napreZen
momentowych. Fakt ten tlumaczy réwniez zjawisko rozszerzania si¢ obszaru istnienia
fali.

5. Zakonczenie

Przeprowadzone rozwazania moga byé traktowane jako wstep do badan wilasnodci
dynamicznych ofrodkdéw o bardziej rozwinigtej strukturze deformacyjnej, w szczegdl-
nosci o$rodkéw z dodatkowymi stopniami swobody. Weryfikacja poprawnosci przyjetych
zatozen o ofrodku, o ktérym wspomniano we wstgpie, moze byé przeprowadzona w przy-
sztoéci w oparciu o wyniki badan nad dynamika bardzo krétkich fal lub w oparciu o wyniki
teorii zajmujacych si¢ badaniem krystalicznej struktury materii.

Na zakonczenie autor ta droga chcialby ztozyé gorace podzigkowanie dr D. ROGULI
za szereg cennych uwag dotyczacych merytorycznej strony problemu.
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Pesmome

IMOBEPXHOCTHEIE BOJIHBI B CPEOE C MOMEHTHBIMH HAIIPSDKEHMAMM

B pafore McceyrOTCS CBOMCTBA ITOBEPXHOCTHBIX BOJH B CPee C MOMEHTHLIMK HAIPAMCHHAMM,
Grarofapsi KOTOPbIM MOXXHO YUeCTb MOMOJHHTENLHOE BIAaHMOMEHCTBHE YACTHI[ MaTepHana B OGNacTsax
CO 3HAYMTENBHOW KOHUCHTPalMel HANpsyKEeHHI WM B 30HaX, IJle CYLIeCTBEHHO BEJIMKY T'PAIUEHThLI IIe-
pemertenuit (AUanazod KOPOTKMX BOJH B JITHAMIYCCKHX 3aJayax).

PaccmarpuBaeTcsa cpefia ¢ Tpemsl JIOKAIBHLIMHM CTEHEHAMM CBOOOAL! M € ODOraljeHHbIM OMMCAHUEM
gedopMaumit & BHJE IPAAMEHTOB BPALIEHHS BhIP)KAEMbIX YEPE3 POTAUHIO BEKTOpa HepEMeIIEHM (pas-
HOBHMAHOCTH cpepbl Koccepa)., OnpesieNieHbI quanasossl CYLIECTBOBAHAA IIOBEPXHOCTHLIX BOJH M HCCIe-~
JOBAHB! JANCHIEPCHOHHBIE CBOMCTBA BONH. IIpoBe/ieH aHANN3 MOJYYEHHBIX YHCIOBLIX PE3yJILbTATOB.

Summary

SURFACE WAVES IN A MEDIUM WITH COUPLE-STRESSES

The properties of surface waves in a medium with couple stresses are investigated. Introduction of
the couple stresses into the analysis enables us to take into consideration the additional interaction between
particles occuring in the regions of high stress concentration or great displacement gradient (the range of
short waves in dynamic problems). :

A medium with three local degrees of freedom is considered, including as the additional elements of
deformation the gradient of rotation expressed by rotation of the displacement vector (a special kind of the
Cosserat medium). The regions of existence of surface waves are defined, and their dispersion progperties
are in'vestigated. An analysis of numerical results is also presented.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 19 pateziernika 1966 r.
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JERZY MARYNIAK (WARSZAWA)

1. Wstep

W pracach zwigzanych z zagadnieniem holowania szybowcdw nie rozpatrywano statecz-
nosci zespotu holowniczego, tzn. statecznosci zespotu skiadajacego si¢ z samolotu holuja-
cego na linie szybowiec i szybowca. Rozpatrywano wylacznie statecznosé szybowea traktujac
samolot jako ciato o nieskonczenie wielkiej bezwladnosci.

W pracy [1] rozpatrywano wplyw liny holowniczej na krytyczna predkosé flatteru.
Przyjeto trzy stopnie swobody odksztalcalnego szybowca jak réwniez uwzgledniono spre-
zysta wydtuzalno$¢ liny. Otrzymano ukiad trzech réwnan rozniczkowych zwyczajnych
liniowych drugiego rzedu, ktérego rozwiazanie sprowadzato si¢ do znalezienia pierwiastkow
réownania charakterystycznego szdstego stopnia. W pracy nie uwzglgdniono sif aerodyna-
micznych dziatajacych na ling holownicza jak réwniez sit i momentéw pochodzacych od
liny holowniczej 1 dzialajacych na szybowiec. Rozwazania przeprowadzono dla trzech
konkretnych polozen szybowca wzglgdem samolotu.

Znane prace dotyczgce holowania szybowca za samolotem, mianowicie [2, 5, 131 17],
zostaty omdwione w pracy [12].

W pracy [12] rozpatrzono przypadek holowania sztywnego szybowca przez samolot
o nieskonczenie wielkiej masie, lecacy poziomo, prostoliniowo, ze stala predkoscia. Roz-
patrujge stateczno$¢ dynamiczng szybowca zastosowano teorig matych zaktécen. Réwnania
ruchu otrzymano w postaci uktadu rownan rézniczkowych zwyczajnych drugiego rzedu
ze stalymi wspdltczynnikami. Pozwolito to na okre$lenie wspolczynnikéw réwnania charak-
terystycznego, zastosowania kryteriéw statecznoéci Routha-Hurwitza oraz obliczenia
pierwiastkéw réwnania charakterystycznego metoda Bairstowa. W pracy nie uwzglgdniono
dynamiki liny holowniczej jak réwniez zaktcenn wynikajacych z odchylen od zatozonego
ruchu samolotu holujacego. Na podstawie obliczenn numerycznych zbadano jak wplywa
na stateczno$¢ szybowca polozenie wzgledem samolotu holujacego, predko$¢ holowania,
usytuowanie zaczepu holowniczego wzgledem $rodka cigzkosci szybowca oraz diugosc
1 wydtuzalno$é liny holowniczej.

W przypadku samolotu holujacego o masie poréwnywalnej z masa szybowca holowa-
nego wystgpuje wzajemny wplyw ruchéw samolotu na szybowiec holowany i odwrotnie.
W takim przypadku nalezy rozpatrzed stateczno§¢ uktadu: samolot holujacy+lina holowni-
cza—+szybowiec, co wykonano w niniejszej pracy.
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Przedmiotem niniejszej pracy jest przypadek holowania sztywnego szybowca przez
sztywny samolot za poSrednictwem cigzkiej, wiotkiej i sprezystej liny holowniczej, obcigzo-
nej sitami aerodynamicznymi.

Zalozono, iz zespdl holowniczy znajdowat sie przed zakléceniem w poziomym, prosto-
liniowym, ustalonym locie. Stosujac réwnania Lagrange’a II rodzaju wyprowadzono
rézniczkowe réwnania ruchu, ktére przedstawiono w formie zlinearyzowanej. Otrzymano
uktad siedmiu réwnati rézniczkowych zwyczajnych drugiego rzedu ze staltymi wspotczynni-
kami. Wprowadzajac zakldcenie jako warunki poczatkowe scatkowano numerycznie
otrzymany uklad réwnan metoda Runge-Kutta-Gilla. Otrzymane wyniki wskazaly wza-
jemne oddzialywanie na siebie samolotu i szybowca w czasie holowania, co wyrazilo sie
w niemoznodci rozprzegnigcia rownan ruchu uktadu. Rozwiazanie uktadu réwnan spro-
wadzono do zagadnienia znajdowania wartoéci wlasnych macierzy niesymetrycznych
(dowolnych) czternastego stopnia (w omawianym przypadku). '

W oparciu o prace [8, 91 14] sprowadzono macierz niesymetryczna do pqstéci quasi-
trojkatnej dotnej, a nastgpnie wyznaczono warto$ci wlasne,

Znajomosé wartoéci wlasnych pozwolita na okreSlenie zmian czgstosci oscylacji i thu-
mienia, jak réwniez na bezpo$rednie poréwnanie z wynikami otrzymanymi w pracy [12]
dla zagadnienia uprosiczonego.

Na podstawie obliczen numerycznych wykonanych dla jednego z szybowcédw wyczyno-
wych 1 obecnie stosowanego samolotu holujacego zbadano, jak wplywa na stateczno$é
szybowca polozenie wzgledem samolotu holujacego 1 predkoéei holowania.

Waziniejsze oznaczenia

a, ag [1/rad]
a,, ayg [1/rad]

by, b2 [m]
Cm Ct

C’]
Cx1s Cxz

C’Zl 3 CZZ

d [m]
& [m/s?)
hzl s hzz [m]

Ji, L2 [kG m 7]
kezy kzz [m]

/o, [1 [m]
lats a2 [m]
Tny, Iy, [m]

My, My, [kG m]

zmiana wspblczynnika sily nosnej szybowca i samolotu w zaleznosci od kata
natarcia, )

zmiana wspélczynnika sity nosnej usterzenia poziomego w zaleznos$ci od kata
natarcia usterzenia dla szybowca i samolotu,

polowa rozpigtoéci szybowca i samolotu,

bezwymiarowe wspdlczynniki aerodynamiczne sity normalnej i stycznej do
liny, okre§lone w stosunku do jej $rednicy i dtugosci jednostkowej,
bezwymiarowy wspélczynnik cigzarowy liny,

bezwymiarowe wspolczynniki aerodynamiczne oporu szybowca i samolotu
w locie holowanym,

bezwymiarowe wspdiczynniki aerodynamiczne sity nosnej szybowca i samolotu
w locie holowanym,

$rednica’ liny holowniczej,

przy$pieszenie ziemskie,

wspdlrzedne zaczepu holowniczego szybowca i samolotu, mierzone pionowo
wzgledem $rodka ciezkosci,

momenty bezwladnoséci wzgledem osi poprzecznych szybowca i samolotu,
wspOlrzedne zaczepu holowniczego szybowca i samolotu mierzone poziomo
wzgledem $rodka cigzkosci,

diugosé liny swobodnej i obciazonej,

$rednia cigciwa aerodynamiczna szybowca i samolotu,

odleglo$¢ osi obrotu steru wysokosci od $rodka cigzkosci dla szybowca i samo-
lotu,

aerodynamiczny moment pochylajacy szybowca i samolotu,
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n [kG/m]

P, [kG]

Py, = X [kG]
P2

Py, Pz, [KG]
PzHl; Psz [kG]
q [kG/m]

@1, Q2 [kG]
S1, Sz [m2]
SH1, SHe [m?]
Sy [m?]

18]

T kG]

Ty, T2 [kG]

¥V [m/s]
xp [m]
Xs15 Xs2 [m]

zm1, ZH2 [m]

Zn [m]
Zg15 Zsz [m]

oy, o2 [rad]
agy, ap, [rad]

dzH), CzHn [rad]
&y, £2 [rad]

@1, @2 [rad]

py [rad]
A [1/kG]
AEJ AES
T=E+iy
E=¢r
7]-= 7 t’\

0 [kG s2/m4]
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sila aerodynamiczna normalna do liny dzialajaca na I m dhugoéci liny holowni-
czej,

sita ciagu silnika samolotu,

sila oporu aerodynamicznego szybowca i samolotu,

sita aerodynamiczna wyporu (no$na) szybowca i samolotu,

sila nosna usterzenia poziomego szybowca i samolotu,

cigzar jednostkowy metra biezacego liny,

cigzar szybowca i samolotu,

powierzchnia noéna skrzydel szybowca i samolotu,

powierzchnia nosna usterzenia poziomego szybowca i samolotu,
powierzchnia zataczana przez $migto samolotu,

czas,

biezacy nacigg liny holowniczej,

sita pochodzaca od liny holowniczej dzialajaca na zaczepie szybowca i samolo-
tu,

predkosé lotu,

odleglo$é ptaszezyzny $migla samolotu od $rodka ciezkosci,

odlegto$¢ §rodka cigzkosci od $rodka aerodynamicznego dla szybowca i sa-
molotu,

odlegtosé pionowa osi obrotu steru wysokosci od §rodka cigzkosci dla szybowca
i samolotu,

odleglo$¢ linii dzialania sity ciagu $migla od $rodka cigzkosci samolotu,
odleglto$¢ pionowa §rodka aerodynamicznego od $rodka ciezkosci dla szybowca
i samolotu,

kat natarcia szybowca i samolotu,

kat natarcia usterzenia poziomego szybowca i samolotu,

kat zaklinowania usterzenia poziomego szybowca i samolotu,

kat odchylenia strug splywajacych ze skrzydel szybowcea i samolotu,

katy nachylenia liny holowniczej w stosunku do linii lotu, mierzone na za-
czepach szybowca i samolotu,

kat nachylenia linii dziatania sily ciagu $migta w stosunku do osi samolotu,
wspdlezynnik wydhuzalnodci liny holowniczej,

wydtuzenie skrzydla szybowca i samolotu,

warto$ci wlasne uktadu rédwnan rdozniczkowych w postaci bezwymiarowej,
wspblczynnik ttumienia w postaci bezwymiarowej,

bezwymiarowa czesto$¢ oscylacji,
gesto$é powietrza.

2. Réwnowaga podluzna samolotu holujgcego

W ustalonym poziomym locie musi zachodzié réwnowaga sit i momentéw dziatajacych
na samalot holujacy (rys. 1), z czego wynikaja trzy réwnania réwnowagi

—P— P+ 0, —Thsing,—Pysin (e +@,) = 0,

_ xz_TZCOS(pZ—‘f_PuCOS (0‘2+‘Pn) = 09

Mo+ Pra(X52€08 0+ 245 SN 05) - Py (X2 SID 02— 25, €OS o)+

4Pz, — P, yo(ly2 COS 0y — Zppp Sin o) — T cOS gy (e 1o Sim 005+

4+ hyc080,)— T sing, (ko cos a,—hypsine,) = 0.
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Rys. 2. Geometria szybowca i uklad sit dziatajacych na szybowiec w locie holowanym

Rozpatrujac réwnowage sit dziatajacych na szybowiec holowany stycznych do kierunku

predkosci (rys. 2) otrzymano
’ TlcOS(pl—le = 0.

Z powyzszego réwnania okreélono site naciagu liny holowniczej przytoZzona na zaczepie

szybowca holowanego:

_ le
cos@;
Korzystajac z zaleznosci
Tpe” _ Tie"
7 T

(wyprowadzonej w pracy [12] wzér (4.3)) i podstawiajac zalezno$é na Ty otrzymano silg
T2 pochodzaca od liny i dzialajaca na zaczep samolotu holujacego (rys. 3)

P, €'
2.4) 7= fm € m
cosp, " T,

gdzie 11, 112, 71 1 72 53 to funkcje wyprowadzone w pracy [12] (wzory 4.4 1 4.5).

Z réwnania (2.2) po podstawieniu zalezno$ci (2.4) otrzymano niezbedny ciag zespolu
$miglo-silnikowego samolotu holujacego potrzebny do utrzymania zespolu holujacego
w ustalonym, prostoliniowym, poziomym locie:

1 cosp, €' 1,

2.5 p =— ST .
@5 " oS (taF @) PratPa cosqpr " T
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Z réwnania (2.2) i (2.3) otrzymano site nosna, jaka musi byé przytoZzona na usterzeniu
poziomym samolotu holujacego, azeby zapewni¢ réwnowage podtuZng:

1
2 COS (XZ—Zstin 241

.(2-6) Py = Iy [MOZ“I'Pzz(xszCOS o+ zgSinay)+

Z"

Py (xgsino,—zg 4+ (P —_
Py (X52 SIN 6y — 255 COS 01 ) |- ( 2+T2C05({02)COS(“2+%) +

— T5c08pa(k28in oty + 1125 €OS ty) — T Sin s (k,,CO8 iy —hpsin o) |

Rys. 3. Wielkoéci geometryczne charakteryzujace konfiguracje liny holowniczéj

Po podstawieniu do réwnania (2.1) zaleznosei (2.4)-(2.6) i uwzglednieniu, Zze kat na-
tarcia o, samolotu holujacego jest maty, tzn.

2
. %)
(27) Sinao, = tg Oy R Uy, COSUy = 1_7,

. . p o 1 :
otrzymano réwnanie, ktére po podzieleniu przez pSV? sprowadzono do postaci bez-

wymiarowej. Nastgpnie w powyzsze réwnanie wprowadzono wspélczynnik oporu samolotu
holujacego C,,, okreSlony przez wspélczynnik aerodynamiczny sity nosnej C,, [3, 4, 12
i15]:

(Cp)®
s

(28) Cra = Crpz+ Cp = 0.
Po uporzadkowaniu otrzymanego réwnania wzgledem poteg C,, uzyskano réwnanie
algebraiczne drugiego stopnia

2.9 A(CLP+BCHL+C =0,
ktore pozwoli nam obliczyé wspdtezynnik sity noénej C, samolotu holujacego dla danych
warunkéw lotu.

W przypadku @, = 0 wspdlczynniki réwnania (2.9) maja postac:

1
A= — {as(zﬂz—zﬂ)"i_ Crp2Zr2—

as

% (gza) - Cumlort
n/les Zp—2Zs2 2 m02 ~a2
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2 —_
- ?S'%Z/T lyp+Cxy [/7z2‘|‘ZHz_tg(FZ(kﬁ—/HZ)]} ’

(2.10) B= {(05+C\02) (ot xs2)+ - SQVz Zgat

+Cay [/fzz‘f‘luz‘f'tg(Pz(zﬁz‘f'hzz)]} )

2 — .
€ = —Croa(n—2e)— Cogalin+ QT,ZQ% s — Cos Thia - 2n—tg palln-+ ),
gdzie
@.11) om0 € 1 S
. xl — x1

cospy ¢” T Sy

Z réwnania (2.9) otrzymano warto$¢ wspolczynnika sity nosnej samolotu holujacego:

(2.12) Co=~57 +]/ 2A

Wprowadzajqc do C,, poprawke uwzgledniajaca dzna%ame $migla [3, 4, 15 i 20] otrzy-
mano:

S
. 2

Wspdtezynnik sity no$nej samolotu holujacego C,, wyznaczony z (2.13) okreéla para-
metry lotu samolotu holujacego, zapewniajace rownowage w ustalonym locie poziomym:.

Jak wynika z (2.13) parametry lotu samolotu holujacego zalezne sg od charakterystyki
aerodynamicznej samolotu, potozenia zaczepu holowniczego wzgledem $rodka cigzkodei
samolotu oraz przez C,; okreslone réwnaniem (2.11) od chalakterystyki aerodynamicznej
szybowca holowanego C,, i charakterystyki liny holowniczej ,, 72, €", €™, ¢y, ®,.

‘Warunki réwnowagi szybowca holowanego zostaly wyprowadzone i oméwione w pracy
[12], rozdziat 6.

3. Stateczno$¢ statyczna podiuzna samolotu holujacego

Pojecie «statycznej statecznosci» przyjete w lotnictwie jest szeroko omdéwione w wielu
pracach i podrgcznikach poé$wigconych dynamice samolotu w locie swobodnym [3, 4, 15].
Warunkiem podiuZnej statecznosci statycznej w locie swobodnym jest, aby

de
dc,

3.1)

dla przyjetego w niniejszej pracy dodatniego kierunku dziatania momentdw pochylajacych
(moment dodatni jest momentem zadmerajqcym samolot, powodujacym wzrost kata
natarcia),
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Stateczno$é statyczna mowi jedynie o wystgpowaniu momentéw wywotujacych powrést
szybowca do stanu réwnowagi w pierwszej chwili po zaktéceniu lotu [3, 4, 11]. Szybowiec
stateczny statycznie moze by¢ niestateczny dynamicznie.

Przez analogi¢ do lotu swobodnego zaproponowano w pracy [12] wprowadzenie pojecia
«statecznoscei statycznej w locie na holu».

Bezwymiarowy wspoéiczynnik momentu pochylajacego samolot holujacy, liczony
wzgledem $§rodka cigzkoéei samolotu ma postaé:

(32) : Cuiz = Cuazt Cunzy

gdzie C,,,,,z' oznacza wspolczynnik momentu pochylajacego samolotu holujacego, C,,..» Wspéi-
czynnik momentu pochylajacego, pochodzacy od sit aerodynamicznych dzialajacych na
samolot, C,2 Wspotczynnik momentu pochylajacego pochodzacy od holu.

W rozwazanych warunkach lotu wspolczynniki te zaleza wylacznie od C,,. Po zréznicz-
kowaniu (3.2) wzgledem C,, otrzymano

dehZ o dcan delZ
(33) [/sz o d sz —{ [/sz ’
Zgodnie z okresleniami przyjetymi w lotnictwie [3, 4 i 11] otrzymano zapas statecznoéci

statycznej samolotu holujacego w postaci:

(3-4) th = Z]2+h127
gdzie /_1,2 == —dC,,/dC,, 0znacza zmiang zapasu stateczno$ci statycznej pochodzaca od
holu, Ay = —dCpa/dC,, zapas statecznodci statycznej z trzymanym sterem (ster wysokosci

zablokowany) w locie swobodnym.

W celu okre§lenia zapasu statecznoéci statycznej samolotu holujacego rozpatrzono
momenty sit dzialajacych na samolot, pochodzacych od liny holowniczej (rys. 1). Skladowe
X1i Z} sity, pochodzacej od naciagu liny i przylozonej na zaczepie samolotu holujacego,
zmieniaja si¢ w zaleznoéci od kata natarcia a,:

35 X} = Tycos pa+XLy (ko —Kk15008 0+ Iap Sin o) — X5 (K Sin cp+hzp COS 0 — 1),
G Zj = —Tysin Pr+Zlo(kzy— k2208 04 hp8in0 t2)—Zho(kzasin op+hzpcos ap—hap),

gdzie X1y, X}, ZL,, Z1, sa to pochodne «linowe» oméwione w p. 4.
Moment pochylajacy sit pochodzacych od liny holowniczej ma postaé

(3.6) My, = —Xi(hayc0s ap--kypsin o)+ Zh (k2008 0y —hyp8inag) .

Po podstawieniu do (3.6) zaleznosci (3.5) i (2.4), uwzglednieniu (2.7) i (2.8) oraz po-
dzieleniu réwnania momentdéw przez %@S2 V2], otrzymano wspdlczynnik momentu pochy-
lajacego C,, W postaci bezwymiarowej:

_ _ — - 1= — =
(37 Copp = — xl(kzztg%.—hzz)—Cxl(kzz—/'lzztg‘Pz)“z—i‘ 7Cx1(hz2+kz2tg‘l’2)°‘§‘1a2 X
_ = _ - 1 - = = = .lz 1- 5, =
X X2 hyp—X 20 kpo)otr+ 5 okt Xo2h)05 | | Az — 7]’7:2“2"‘[‘/5:20‘2 —

e =1 = - 1=, =
- I:(szhzl—zzzkzZ)aZ_Q_’ (Ex21622+222h22)a%:| (kz2~§k22a%—/722a2)}-
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Rézniczkujac (3.7) wzgledem Ci, i korzystajac z drugiej zaleznosci (2.8) otrzymano
zmiang zapasu statecznosci statycznej samolotu holujacego

(3.8) by = Ahy(1)+Ahy(lez) + Aha(hs2),

gdzie poszczegdlne wyrazy 3.8 maja postac:

— - | = — = .C 3 _ Ccs C2,
(39) A/‘lz(l)=[;—2{1622[222—(2)6,:2—{—2):2)—‘%+—2—(sz ZzZ) 2 + X2 a :|+

- | = _ . C 3 c;, -
+h, [xx2‘|‘ (22,24 a: —E(sz Z) 5 —xzzT;] —

3 s

- - |- _ _ _ Cp
_hzzkzzI:Zx2+x22'_3(xx2_'zz2) p _3(xz2+2
—I_(ExZ—E :I}
— = = Cy C,
(3.10) Ahy(kzs) = ko, a' l (1— 02 tg%) s
— - — Cy (C.
(3.11) Ahy(hzg) = —hyp— (—2-—tg¢>2),
ds as
przy czym-
_ 2x1, - ks - hzy
Xx2 = W—i ) 72 — Ia2 > hZZ - 1‘12 .

Analogicznie do X, otrzymano X,», Zy, i Z.
Zapasu statecznosei statycznej samolotu w locie swobodnym Ai» nie wyprowadzano
w niniejszej pracy; przyjgto go w nastepujacej formie ostatecznej na podstawie [4] i [20]:

= Smlm (Vin ? ais ( deg) = 2sz(
(312) /'112— Szlaz ( v a, 1 '%2 —Xso a. 1

_ Sy Xa
- Aas)zsz—0,064 S,
Zmiana stateczno$ci statycznej wywolana holem (3.8) zalezy od wielu czynnikdéw.
Moze ona powodowaé wzrost lub spadek statecznoéci statycznej w stosunku do zapasu
odpowiadajacego lotowi swobodnemu samolotu z trzymanym sterem. Zapas stateczno$ci
statycznej ma wplyw na stateczno$¢ dynamiczng szybowca i samolotu holujacego. Wystgpu-
je on w rézniczkowych réwnaniach ruchu jako wspdtezynnik w pochodnych aerodynamicz-
nych My, 1 M,,.
Stateczno$c statyczna szybowca holowanego zostala wyprowadzona i omoéwiona w pracy
[12], rozdziat 7.

4. Pochodne «linowe»

Sily, wystegpujace na zaczepach holowniczych samolotu holujacego i szybowca, pocho-
dzgce od liny holowniczej, zalezne sa od wzajemnego potozenia koncéw liny, charaktery-
styki aerodynamicznej liny, charakterystyki aerodynamicznej -szybowcea i predkoéci holo-
wania. Przez analogi¢' do pochodnych aerodynamicznych [3, 4, 15], stosowanych przy
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rozpatrywaniu statecznosci samolotéw, wprowadzono pochodne «linowe» (wspdlezynniki
sif), ktére oméwiono szerzej w pracach [12 i 13].

Pochodne «linowe» XL, X}, ZL,, ZL, sktadowych sil dziatajacych na zaczep holowniczy
szybowca wzglegdem przesunigé poziomego i pionowego zostaly wyprowadzone w pracy
[12]. Analogicznie do nich wyprowadzono pochodne «liniowe» sktadowych sit dziatajacych
na zaczep holowniczy samolotu Xk, X}», Z%,, Z%,. Pochodne «linowe» podano w formie

ostatecznej w p. 8 niniejszej pracy.

5, Stateczno$¢ dynamiczna podluina zespolu samolot i szybowiec w locie na holu

Roézniczkowe réwnania ruchu uktadu holowniczego, tzn. samolot holujgcy +hol-4szy-
bowiec, wyprowadzimy korzystajac z réwnan Lagrange’a Il rodzaju [18, 19] o postaci

(5.1 i(”) T o

’ dt \ogy]  oq; " 2q;. <7

gdzie g; oznaczaja wspéirzedne uogdlnione, T energig kinetyczna ukladu wyrazong przez
wspoéirzedne uogdlnione, V energia potencjalna ukladu wyrazona poprzez wspéirzedne
uogdlnjone, Q; sity uogéinione odpowiadajace wspétrzgdnym ¢;.

-4 '
() Xg

..... Y
‘?"(\ : =

;
o p—yy

7 [T~me—en S

) N 5 L/.l3.7

(o

3 (z2)o
&
v i

Rys. 4. Przyjete uklady wspoirzednych i zaleinosci geometryczne migdzy nimi

Przy rozpatrywaniu statecznoéci podtuinej przyjeto, Ze zespdt holujacy znajdowat
sie w poziomym, prostoliniowym locie ustalonym. Zakiécenia lotu ustalonego, tzn. zmiany
potozen i predkosei, zachodza w plaszczyznie pionowej zgodnej z kierunkiem lotu. Zesp6t
holujacy posiada siedem stopni swobody: przesuniecia pionowe szybowca, samolotu i liny,
przesunigcia poziome szybowca i samolotu oraz obroty wokét érodkéw cigzkodci szybowea
i samolotu.

6 Mechanika teporetyczna
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Szybowiec holowany posiada trzy stopnie swobody [2, 3, 4, 12 i 15], odpowiadajace
im zmiany oznaczono (rys. 4) w sposéb nastepujacy: x;, z; oznaczaja zmiany polozenia
§rodka ciezkosci szybowcea, wzgledem uktadu x3, z3 zwiazanego z niezakidconym przeply-
wem, % zmiane kata pochylenia szybowca (obrot wzgledem $rodka cigzkobci), uy, wy
skladowe zmian predkoéci w kierunkach osi x; i z1, zwigzanych z szybowcem, ¢, zmiana
predkosci katowej pochylania szybowca wokot §rodka cigzkoscei.

Samolot holujacy posiada trzy stopnie swobody [3, 4, 15] i odpowiadajace im zmiany
oznaczono na (rys. 4) w sposéb nastgpujacy: x;, z, zmiany polozenia §rodka cigzkodci
samolotu wzgledem ukiadu x3, z3 zwiazanego z niezakléconym przepltywem, & jest zmiang
kata pochylenia samolotu (obrdt wzgledem srodka cigzkosei), wz, w2 sa skladowymi zmian
predkosci w kierunkach osi zwigzanych z samolotem, ¢, oznacza zmiang predkosci katowej
pochylania samolotu wokdt érodka cigzkosci.

Line holownicza potraktowano jako ciggno idealnie wiotkie, cigzkie, sprezyste, obcig-
zone sitami aerodynamicznymi [12].

Przyjeto, ze amplitudy drgan liny holowniczej sa proporcjonalne do przesunigé statycz-
nych [16].

Jak wynika z [12] hol ma silny wplyw na wahania fugoidalne, natomiast w niewielkim
. stopniu wplywa na oscylacje szybkie szybowca. ZatoZenie upraszczajace, traktujace ling
jako element o jednym stopniu swobody, jest uzasadnione, gdyz uwzglednia podstawowg
postaé drgan liny.

Przez f; oznaczono zmiane pionowa polozenia §rodka geometrycznego liny wzgledem
ukladu xs, z3, zwiazanego z niezakldéconym przeplywem przy stalym poloZeniu samolotu
holujacego i szybowca.

5.1. Wzgledna zmiana przemieszezenia liny. Znajomo$¢ wzglednej zmiany przemieszczenia
§rodka liny f wyrazonej za pomoca wspdirzednych uogdinionych jest niezbgdna do okreéle-
nia energii kinetycznej i potencjalnej liny oraz pracy wykonanej przez sily aerodynamiczne
dziatajace na line.

Ponizej okreélono calkowita zmiane polozenia Srodka liny f3, wywotana zmianami
polozen szybowea xi, z; i &1, samolotu x;, z; 1 9, oraz zmiang strzatki ugiecia liny f;.

Przed wystapieniem zakidcefi wspdirzedne kodcdw liny (rys. 4) wyrazaja si¢ wzorami
ponizej podanymi. Mianowicie wspdirzedne zaczepu szybowca w ukladzie xs3, z3:

(5.2 (o = —(xX)wotka s (2o = —(23)10+H a5
wspélrzedne zaczepu samolotu w ukfadzie xs3, z3:
(5.3) ()20 = —(¥)0—kz2;  (Z3h20 = —(23)20+ 2.

Odlegtoséci pozioma X1 i pionowa z; migdzy koncami liny (rys. 1 i rys. 4) przed zakiSceniem
otrzymamy korzystajac z (5.2) i (5.3):

(5.4) X1 = (o~ X320, 21 = (23)10—(Z3)i20 -

Po wystapienin zakidcenh wzory na wspoétrzedne kofcow liny przyjma postaé:
wspodtrzedne zaczepu szybowca

5.5 (a1 = —(x3)1o—x1+kz cos P +hyysindy,

(zai1 = — (@Z3)10—2{—ky sind,+hycos Dy,
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wspélrzedne zaczepu samolotu

5.6) (X321 = — (X3)20—X3— K 1,C08 B+ h,o8in Dy,
‘ (Z3)i21 = — (Z3)20— 22+ FzpSin P+ 55 COS B,

Korzystajac z (5.5), (5.6) i zaloZenia, Zze katy ¢, 1 9, sa male, otrzymano odleglosci
migdzy koncami liny po zaktéceniu: pozioma x3 i pionowa z3
5.7 —\3 Ceain— (eadiar R Xy — X1+ X5+ Doy Q= Tp Dy,
(5.8) 23 = @)m— (21 R 21— 21+ 25— ko 91— kan By

Ugiecie liny f zawieszonej poziomo [6] i [7] wyraza si¢ wzorem
przed zaktéceniem

_gx
(5.9) fi= X, ’
po zakldceniu '
2
_gx;
(5.10) fi= X,

gdzie X, = P, jest sktadowa pozioma sily na zaczepie szybowca réwna oporowi szybowca
(2.6).

Calkowita zmiang potozenia liny otrzyma si¢ w posta01 nastegpujacej korzystajac przy
tym z (5.2), (5.3), (5.5), (5.6), (5.9) 1 (5.10)

(5.11) fr = [ (e + @ Gl i

Wzgledna zmiang przemieszczenia f otrzyma si¢ z (5.11) po uwzglednieniu (5.7) 1 (5.8)
i podzieleniu przez (5.9)

8X 1 1 1
(5.12) [=-—=5 [ - q’CI E(Zl+22+kzl791—kzz"92)+

+ = (e —x1-Fx3+hady __/722192)2] .

8X,

5.2. Energia kinetyczna zespolu holowniczego. Energia kinetyczna zespolu holowniczego,
wystepujaca w réwnaniu (5.1), wyrazona przez wspotrzegdne uogdlnione ma postad:

gdzie T jest energia kinetyczna szybowca holowanego, Ty energia kinetyczng samolotu
holujacego, T; energia kinetyczna liny holowniczej.

Energia kinetyczna szybowca holowanego T, [19] wyraZona przez wspolrzedne uogdl-
nione

_1 2, 1 O 24 (3'V2
(5.14) PR R CORNCIGY

B*
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Energia kinetyczna samolotu holujagcego Ty [19] wyrazona przez wspolrzedne uogdlnione
\

1 1 » s
(515) Tu =5 hit+ 5 Z G+ @,

gdzie J1, J» oznaczajag momenty bezwiadnosci szybowcea i samolotu wzgledem osi poprzecz-
nej [3, 4, 15] O1, O, cigzar catkowity w locie szybowca i samolotu. ‘

Energi¢ kinetyczna liny okre§lono [18] przyjmujac, ze przemieszczenie jest proporcjo-
nalne do ugiecia statycznego liny u; [6, 7] '

(5.16) w=fy
gdzie

N 4f1 (x,—x) x Z
(5.17) y= —T +Ex_11 .

Energi¢ kinetyczna liny okre§lono za pomocg wspdlrzednych uogdlnionych po uwzgled-
nieniu (5.16) i przedstawiono w postaci:

s X1 )
(5.18) T, = %f yrdx = f* Ly,
0

gdzie Ly jest stalym wspdlczynnikiem zaleznym od cigzaru jednostkowego liny ¢, jej kon-
figuracji (x1 1 z1) oraz oporu aerodynamicznego szybowca holowanego X3 i ma postaé

_gx|,, 3 gdz 1 ¢xt
(5.19) Lr=-¢ (Z‘+4 X, 40 x?

Wystepujaca w (5.18) pochodna wzgledem zmiany potoZenia liny otrzymano przez zréz-
niczkowanie wzgledem czasu (5.12).

5.3. Energia potencjalna zespolu holowniczego. Energia potencjalna zespolu holowniczego
wystepujaca w réwnaniu (5.1) ma postaé

(5.20) V=Vt Vy+VitVis,

gdzie V; oznacza energi¢ potencjalng szybowca holowanego, Vy energi¢ potencjalng samo-
lotu holujacego, ¥, energi¢ potencjalng liny holowniczej, wywolang pionowym przemiesz-
czeniem, Vg energie potencjalng liny holowniczej, wywolana sprezystym wydluZeniem.

’ Energia potencjalna szybowca holowanego wyrazona przez wspdéirzedne uogdlnione
wyraza si¢ wzorem:

(5.21) Vs = —0[(z3)10t+21].
Energia potencjalna samolotu holujacego wyrazona przez wspdtrzedne uogdlnione:
(5.22) Vg = —Qsl(z3)20+2].

Energie potencjalng liny holowniczej [18] stosujac (5.17) otrzymano w postaci wyrazo-
nej:

(5.23) V= —qf [ yix =1L,
0
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gdzie Ly jest statym wspolczynnikiem zaleznym od tych samych czynnikow co Ly we wzorze
(5.19)

1 gxi
(5.24) | Ly = — —2—qx1 (21—1--6‘?),

Energie potencjalna liny holowniczej pochodzaca od jej sprezystego wydtuzenia obliczymy
z zaleznoSci

. I3
_ ] f 2
(5.25) VIS = 70 AT?d].

Naciag liny 7 wystgpujacy w (5.25) zalezny od skladowej poziomej X i kata pochylenia li_ﬁy
@ [6], [7] jest nastgpujacy:
X

T = .
(5.26) T

Element diugoéci liny wyrazonej przez promien krzywizny i kat pochylenia ma postaé
(rys. 5)

(5.27) ' dl = rdp,

gdzie z zalezno$ci geometrycznych

n213/2
L]

(5.28) >

rézniczkujac dwukrotnie (5.17) wzgledem x otrzymamy

(5.29) yr=3

x%
Jak wynika z geometrii
. 1
Vi+G/Y
Podstawiajac zalezno$ci (5.26)~(5.29) do (5.25) po przeksztalceniach otrzymamy wyrazenie
na energie sprezysta liny w postaci catkowe;j:

(5.30) . cos

o1

' 1 x2ax? f de
. — — X’L,,
5 ,31) Vis 16 fi cosg §

gdzie Lg jest stalym wspdélczynnikiem:

8q | cos*ey  costp, = 2 \cos?p T cos?p, 4 I '
AWy

. | | | g(
(532) Lg=— AX, | sing, sing, | 3 ( sing, sing, ) 3
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Sita X, wystepujaca we wzorze (5.31), jest zalezna od wspdlrzednych uogdlnionych. Korzy-
stajgc z zaleznosci na pochodne «linowe» otrzymano po przeksztalceniu

(533) X =X+ X x—XLx— X2+ Xhz+
— (XL hy+ X k) (X h—X k)9,

Znajac skladowa pozioma naciggu liny X okreslona za pomoca wspdtrzednych uogdlnio-
nych (5.33) oraz korzystajac ze wzoru na Lg (5.32) z (5.31) mozna obliczy¢ energie sprezysta
liny.

5.4. Sily uogéInione odpowiadajace wspélrzednym uogélnionym zespolu holowniczego. Sily uogdlnio-
ne dzialajace na przesunigciach uogolmonych wystgpujace w réwnaniach Lagrange’a
(5.1) przedstawiono w postaci

(5.34) 0, = 0;+0;+0;",

gdzie Q; oznacza sity nogélnione pochodzace od zmiany sit i momentéw aerodynamicznych
dzialajacych na szybowiec i samolot holujacy, Q;’ sity nogdlnione pochodzace od zmiany
sit acrodynamicznych dziatajacych na ling holownicza, Q)" sity nogdlnione pochodzg od
zmiany naciggu liny holowniczej. '

Sity uogdlnione, odpowiadajace wspdtrzednym uogdlnionym poszczegdlnych stopni
swobody szybowca i samolotu holujacego, przedstawiono korzystajac z [3, 4, 12, 15] za
pomoca pochodnych aerodynamicznych i pochodnych linowych,

Q= X X+ X(2+ U d)+ X, 0,
Q= XX+ Xoo5+ Uy 0)+X o, -
Qs = Zu X+ Zun(E+Ui9)+ Zy 1,
(5.35) Qi = Zi%s+ Zoa B+ U199+ Zp D,
Ob, = M %+ MG+ U 9)+ M+ U 8)+ M by,
Qh, = M2 X3+ Mya(Z54 Uy 02+ Mp(E+ Uy )+ M p B+ M s 3.

Pochodne «linowe» wystepujace w (5.35) sa przedstawione w p. 8 niniejszej pracy.
Pochodne aerodynamiczne dla szybowca i samolotu w locie swobodnym sa wyprowadzone
w pracach [3, 4, 15]. W punkcie 8 podano pochodne aerodynamiczne dla samolotu holu—
jacego w ostatecznej postaci.

Ponizej wyprowadzono sity uogdlnione pochodzace od liny holowniczej,

Pracg przygotowana wykonang przez sily aerodynamiczne dzialajace na line holownicza
po uwzglednieniu (5.16) i zaleznoSci geometrycznej

dx

(5.36) dl = cosg

wyrazono w postaci catkowe;j:

(5.37) SWp—= — Bg v2q [ £2@) (ﬁ?ﬂx_ @ﬁ) dx] 5,
0

cose X x?
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gdzie C(p) jest funkcja okreSlajaca zmiang wspolczynnika sity nosnej liny w zaleznosci
od kata pochylenia ¢. Zostala ona wyprowadzona i oméwiona w pracy [12]. Ponizej funkcjg
te podano w formie ostateczne;j:

(5.38) Co(p) = C,sin*pcosp—C,cos*psing,

gdzie C, = 1,15, C, = 0,035.
Prace przygotowana (5.37) przedstawiono w postaci

(5.39) SWp = 0f Lp,

gdzie Lp jest wspdtezynnikiem statym. Mozna przedstawi¢ go w formie catkowej korzysta-
jac z (5.38) i nastepujacych zaleznosci geometrycznych:

1 , y'
= — ) ny = T
VI+OY Vit
Po przeksztalceniach otrzymano

(k1—2kyx) (ky—k,x)

T (=2l Y

(540)  Ly=—goUid | 162~
0

gdzie

qxX Zl
7YX, ’

kl Ul-:V.

q
ky = ——
<2 2X1 >
Do wzoru (5.39) podstawiono wyraZenie na 3f wyznaczone z (5.12) ﬁzaleinione od
wspétrzednych uwogdlnionych i uporzadkowano go wzgledem wariacji wspdirzednych
vogblnionych. WyraZenia wystepujace przy wariacjach wspotrzednych uogdlnionych sg
sitami nogSlnionymi i maja nastgpujaca postac:

1 " 2L ’ ’
Qx; = —Qx’2== - xzp (e—x1Fx04hyy —Tn B,
1
,r ., 4X
Qz Qz ; LP1
[ qxl
1 4X1 ’ !
(5.41) 0 = . — ko2 (i — X1+ X0 A G —haa Do) hay |
l
, Lp | 4X .
Qﬂz - x; [ 1k,2_—|—2(x1—x1+x2—|—-/121191—/1:2192) hzz]’
. 8X
Qf[ : LP'

gx3



362 JerzY MARYNIAK

Sily uogdlnione, pochodzace od naciggu liny, obliczono okreélajac pracg przygotowana
wykonana przez te sily na przesunieciach uogdlnionych. Rozpatrzono elementarng site
dF dziatajaca na element liny d/ (rys. 5) i otrzymano réwnanie réwnowagi sit:

dF = (T+dT)sin (p+dp)—Tsine.

Rys. 5. Sily naciagu dzialajace na element liny holowniczej

Po pominieciu w powyzszym réwnaniu malych wyzszego rzedu otrzymano
(5.42)! dF = Tcospdp+dTsing.

Z zaleznofci (5.27) otrzymano

17 dl
5.43 dp = _y_T
G4 T o

Uzalezniono naciag liny T od sktadowej poziomej X

X
cosg

Po zrézniczkowaniu otrzymano zmiane naciagu liny dT° w postaci

sing
cos?p

(5.44) AT =X dyp.

Podstawiajac do (5.42) zaleznosci (5.43), (5.44) i (5.30) po przeksztalceniach otrzymano
(5.45) dF = Xy"dx. '

Pracg przygotowana obliczono korzystajac z (5.16), (5.29) i (5.45):

X1

(5.46) SWy— — [Xi—f%‘ of (Mx— i—J;‘xZ) dx] 5f

X1

i przedstawiono w postaci

(5.47) Wy = XLydf,
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gdzie Ly jest stalym wspolczynnikiem zaleznym od konfiguracji, obciazenia i charak-
terystyki liny

qx; [ gxi
(5.48) Ly = — ?f ( 2, —{—321) .
Jezeli do (5.47) podstawi si¢ zalezno$¢ of wyznaczong z (5.12) i (5.34) oraz uporzadkuje
sie wzgledem wspohrzednych uogdlnionych, to wspotezynniki wystepujace przy nich beda
poszukiwanymi sifami uogdlnionymi Q;'* analogicznie do (5.41).

5.5, Rézniczkowe réwnania ruchu zespolu holowniczego. ROZniczkowe réwnania ruchu zespotu
holowniczego otrzymano przez rozwinigcie rownan Lagrange’a IT rodzaju (5.1). Réwnania
wyprowadzono rézniczkujac zgodnie z (5.1) energi¢ kinetyczna uktadu (podpunkt 5.2)
i energie potencjalng (podpunkt 5.3) oraz dodajac sity uogdlnione (podpunkt 5.4). Po zli-
nearyzowaniu otrzymano uklad siedmiu réwnan rézmiczkowych zwyczajnych drugiego
rzedu ze statymi wspoiczynnikami.

Uktad otrzymaqych réwnan rézniczkowych zapisano macierzowo w postaci

(5.49) A%+Bx+Cx+D =0,

gdzie
A=[a] =12 ..,7
j=12,..,7
jest macierza kwadratowa wspoiczynnikéw bezwiadnosci,
B=1[b;] i=12 ..,17
j=12,..,17
jest macierza kwadratowa wspOSkczynnikéw tlumienia,
C=1[cy] i=12,..,7
j=12,..,7
jest macierza kwadratowa wspdtczynnikéw sztywnosci,
D=1[d;] j=12,..,7
jest macierza kolumnowg wyrazéw wolnych.
¥, X, X sa macierzami kolumnowymi wspélrzednych uogdlnionych lub ich pochodnych
wzgledem czasu o postaci:

X X, X,
X, X, X,
Z; Zy Z,
X=|%|, k=%, x= )
1 % 2
2 792 292
- —
| /1| | /i | i

Wyrazy macierzy A, B, CiD w postaci bezwymiarowej podano w p. 8 niniejszej pracy.
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Przy przejéciu do postaci bezwymiarowej wprowadzono zgodnie z [3, 4, 15] pojecia
stosowane w lotnictwie a ulatwiajace przeksztalcenia i pdzniejsza analize wynikdw:

czas aerodynamiczny,

—~~ czas betwymiarowy,

X, = ——, 7z, =—— bezwymiarowe przesunigcie liniowe,
o lm
. il . 'zl
X, = —V‘—, I = _Vz bezwymiarowe predkosci liniowe,
-~ A
23 oy & = 1 . . T
X, = ij/, Z, = z;7 bezwymiarowe przyspieszenie liniowe,

# = z‘)',? bezwymiarowa predkoéé katowa pochylania,

#, = 1% bezwymiarowe przyspieszenie katowe pochylania,

Znajac wszystkie wyrazy macierzy A, B, C, D i skladowe wektordw %, X, x, wyste-
pujacych w ukladzie réwnan rézniczkowych (5.49), przystapiono do ich rozwiazywania.

Dla szybowca i samolotu holujacego o znanej charakterystyce [12, 20], scatkowano
numerycznie ukitad réwnan (5.49) zadajac warunki poczatkowe, bedace zakldceniem
od ustalonego lotu na holu. Proces catkowania odbywat si¢ metoda numeryczng Runge-
Kutta-Gilla [16] dostosowana do jezyka GIER-ALGOL IIT [11],

W celu okre§lenia wzajemnego wplywu szybowca holowanego na samolot holujacy
scatkowano zlinearyzowany ukiad réwnan (5.49), dla ktorego istnieja warto$ci wlasne
pozwalajace okre§li¢ czgstoéci oscylacji i wspétezynniki ich tlumienia,

o
208 !l
Zy
Q06 —
- / - §
402 / e - ,_:Z-Z
. - X
e e — —
_________ 02 . 7 05; T
~——_ T ’
\\\\ it R
-002 - ~ e e =~ —f=
~~~~~ —_— Py
g4 S S S T N
I =50m ‘ %
Zy=01
-006 ©y=20° i
V=30mfs

Rys. 6. Charakter zmian przesunigé i obrotéw w funkcji czasu szybowea i samolotu holujacego po zakléce-
niu chwilowa predkoécia pionowa w1 = 0,1 dzialajaca na szybowiec
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Na szybowiec 1 samolot holujacy, znajdujacy si¢ w ustalonym prostoliniowym locie
na holu, zostala nadana chwilowa predko$é pionowa w; = ?1 =0,1 1 Tv2=?2 = 0,1.
Wykresy podaja, jak pod wplywem powyZszego zakidcenia zmieniaja si¢ w czasie prze-
mieszczenia liniowe 1 katowe samolotu i szybowca holowanego (rys. 6 1 rys. 7).

SAAY
Q0g—— T
Z
0,04 - - . ¢ I~
/ Z;
002 |—— 7——7 5 ___?z
e
e i 04 05
i RS T e ; 3 =
o1 02 e \ i--P(7
-0 T —— —
{p=50m |
Z,=01 \
QM4 ———— (p1=200 [,_ - - || — _—[ S -
V=30m/s l

Rys. 7. Charakter zmian przesunieé i obrotoéw w funkeji czasu szybowca i samolotu holujacego po zaklbceniu
chwilowa predkoscig pionowa we. = 0,1 dzialajaca na samolot

Jak wynika z rys. 6 i rys. 7, w przypadku samolotu holujacego o masie poréwnywalnej
z masg szybowca holowanego wyst¢puje wzajemny wplyw ruchéw samolotu na szybowiec
holowany i odwrotnie. W takim przypadku nie mozna rozprzg¢gnaé ukiadu réwnan (5.49)
na réwnania opisujace ruch szybowca i réwnania samolotu. Stosowanie kryteridw statecz-
nofci Routha-Hurwitza dla petnego uktadu réwnan (5.49) jest trudne i bardzo pracowite,

Otrzymanie rozwigzania ukladu réwnan (5.49) w postaci zamknigtej jest bardzo klo-
potliwe i czgsto niemozliwe.,

Do rozwiazania zagadnienia zastosowano metody numeryczne obliczenia wartosci
wilasnych ukfadu réwnan (5.49).

6. Obliczenie wartosci wlasnych ukladu réwnan rézniczkowych

Problem obliczania wartosci wlasnych czesto wystepuje przy rozwigzywaniu uktadow
rownan rézniczkowych liniowych o stalych wspdtczynnikach.

Uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych drugiego rzedu (5.49) przeksztalcono
stosujac zamiang zmiennych:

6.1) y = x+C'D.
Otrzymano uklad réwnaf w zapisie wektorowym w postaci:

(6.2) : Ay+By+Cy =0,
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gdzie A, B, C sg macierzami kwadratowymi stopnia 7, ktérych wyrazy wyprowadzono
w p. 5 niniejszej pracy i podano w p. 8. Réwnanie (6.2) przeksztalcono na podstawie pracy
[14] wprowadzajac nowe zmienne p okre§lone wzorem

(6.3) p=1y.
Uklad (6.2) po wprowadzeniu (6.3) zapisano w postaci
(6.4) Ap+-Bp+Cy=0.

Rozwigzanie uktadu réwnan (6.3) i (6.4) o 14 niewiadomych y i p, jest kombinacja li-
niowa rozwiazan typu

gdzie

(6.5) da=D,

i na podstawie (6.3) i (6.4) daje to réwnanie

(6.6) A2b+Bb+Ca=0

Réwnania (6.5) i (6.6) mozna zapisa¢ w postaci jednego réwnania macierzowego [14]

o o alle]-[-c -sll3]

Wprowadzajac nowe oznaczenia macierzy w (6.7) otrzymano

(6.8) APz = Qz,
gdzie
1 0 . .
P = [O ] macierz kwadratowa stopnia 14,
0o I . .
Q= [ c B] macierz kwadratowa stopnia 14,

a
Z = [ b] wektor o 14 skladowych.

Mnozac lewostronnie ukiad réwnan (6.8) przez macierz P~ otrzymano

(6.9) |[R—21]z =0,
gdzie
(6.10) R = P-1Q.

Wartoéci wlasne macierzy R sg tymi warto$ciami parametru 2, dla ktérych
(6.11) |R—71| = 0.

Macierz R jest macierza kwadratowa w omawianym przypadku stopnia 14. Ze wzgledu

na wystgpowanie sit aerodynamicznych macierz R jest macierza niesymetryczna.
Istniejace metody obliczania warto$ci wiasnych macierzy symetrycznych [14] nie moga

by¢ zastosowane bezpo$rednio do macierzy niesymetrycznych. Obliczanie wartosci wias-
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nych macierzy niesymetrycznych jest czgsto ktopotliwe i nie daje tak zadowalajacych
wynikéw jak dla macierzy symetrycznych.

Warto$ci wlasne macierzy niesymetrycznej R wyznaczono opierajgc si¢ na pracach
[8 i 9]

Macierz R doprowadzono do dolnej macierzy trojkatnej A, za pomoca macierzy
ortogonalnej T, otrzymanej w wyniku pomnozZenia prawostronnego elementarnych macie-
rzy obrotu Ty,

(612) A] = Rl’fl,
gdzie
Rl = R,
T =T12T13... T23... Tu,
przy czym
T 0_
1
i Covnrvre S i
(6.13) T = .
1
1.
Ser e C - ]
0 o1
i J

Macierz T;; (6.13) rézni sig¢ od macierzy jednostkowej I elementami ¢ i s okre$lonymi
przez (6.14):

i Fiy
(6.14) C=—F, S = —F,
]/"izl+ri2j ]/r121+r121
Jezeli otrzymana macierz tréjkatna dolna A, (6.12) pomnozy sig lewostronnie przez macierz
transponowana t,, otrzyma si¢ macierz R, réwnowazna macierzy danej R:

(6.15) R =74,

Stosujac powyzsze operacje nad kolejno otrzymanymi macierzami R;, R, R; ... Ry wedlug
nast¢pujacego algorytmu ' '

Ri=R A =R1,
R, = T:AI, N = Ry1y,

eey

(6.16)

to przy dostatecznie duzej iloéci iteracji k macierz niesymetryczna kwadratowa R spro-
wadzimy do macierzy R, o postaci:
— w przypadku wartoéci wlasnych rzeczywistych do macierzy tréjkatnej dolnej,
— w przypadku wartosci wlasnych zespolonych do macierzy quasi-tréjkatnej dolnej.
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Wyznaczenie wartoéci wlasnych macierzy quasi-tréjkatnej dolnej sprowadza sig do
rozwigzania szeregu réwnan algebraicznych kwadratowych.

Macierzy R, w zaleznodci od rozkladu wartosci wlasnych moze by¢ macierza quasi-
trdjkatna dolna nieregularna. Ilo§¢ iteracji k& zalezna jest od wyrazéw macierzy R i jej
stopnia. W trakcie prowadzenia obliczen celowe jest zmniejszanie stopnia macierzy przez
rozprzeganiec na macierze mniejsze, z ktorych bezpoérednio mozna wyznaczaé wartosci
wlasne. Przy stosowaniu powyzszej metody wyznaczania wartosci wtasnych zmniejszenie
stopnia macierzy o 2 powoduje skrécenie czasu jednej iteracji o potowg. llo§¢ iteracji
moze dochodzié w niektérych przypadkach do 1000 nawet dla macierzy czwartego stopnia.
Numeryczne wyznaczanie warto$ci wlasnych macierzy niesymetrycznych wyzszych stopni
jest mozliwe na szybkoliczacych cyfrowych maszynach elektronowych. Doktadne omdwie-
nie i wyprowadzenie powyzszej metody obliczania wartosci wlasnych zawarte jest w pra-
cach [8,9].

Kryterium polegajace na stabilizacji podwyznacznikéw macierzy A, [8], majace $wiad-
czy¢ o zakonczeniu procesu iteracji macierzy quasi-trojkatnej Ry, nie jest spetnione w przy-
padku dowolnej macierzy i nie moze by¢ stosowane.

Wygodne jest ulozenie programu obliczen w ten sposdb, by nastgpowato zerowanie
odpowiednich wyrazéw macierzy R. Wymaga to jednak kontroli macierzy R, ze wzgledu
na mozliwoé¢ stabilizacji macierzy o postaci quasi-tréjkatnej innej niz zatoZzona. Prowa-
dzenie procesu iteracji az do momentu otrzymania macierzy R, w postaci zalozonej moze
bardzo zwigkszy¢ iloéé iteracii.

Wartoéci wlasne macierzy R otrzymano w postaci

(6.17) . A= E;+iT,

gdzie Ej = 5; jest bezwymiarowym wspéiczynnikiem ttumienia, 1; = 7 thoznacza czgstodé
oscylacji.

Lot zespotu holujacego jest stateczny, jezeli wszystkie wspolczynniki ttumienia (czeéei
rzeczywiste wartosci wlasnych) sa ujemne:

(6.18) £;<0,

tzn. ruch jest tlumiony, samolot i szybowiec w locie na holu sa stateczne dynamicznie.

7. Przyklad liczbowy i wnioski

Obliczenia przykladowe przeprowadzono dla jednego z szybowcédw wyczynowych
[12] i samolotu przystosowanego do holowania [20]. Obliczenia uwzgledniajg zmiang
dwéch parametréw w locie na holu, zmiane predkosci holowania i zmiang polozenia
szybowca wzgledem samolotu holujacego. Do obliczen przyjeto line o diugodcei /o = 50 m
opisang w (12) jako ling najczesciej uzywana w eksploatacii.

Na rys. 9-16 liniami cienkimi naniesiono zmiang parametréw odnoszacych sig do
samolotu holujacego, a linie grube dotyczg szybowca holowanego. W przypadku rys. 9,
10, 13 i 14 linje ciggle charakteryzuja lot na holu, a linie przerywane lot swobodny
w warunkach réwnowaznych lotowi na holu. Na rys. 11, 12, 15 i 16 naniesiono liniami
ciagtymi zmiang wspdtczynnikéw thumienia (£), a liniami przerywanymi zmiang czgstosci
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Rys. 9. Zmiana zapasu «statecznosci statycznej» w funkcji predkosci
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oscylacii () w funkeji parametréw holowania. Wszystkie obliczenia wykonano na elek-
tronowej maszynie cyfrowej GIER wedtug programéw w jezyku GIER-ALGOL IIL.

7.1. Wplyw predkoéci holowania na stateczno$é szybowea w locie na holu i stateczno$¢ samolotu holujacego
Obliczenia numeryczne wykonano przy stalej dtugosci liny Jo = 50 m i kacie holu ¢ = 20°
dla szeregu predkosci holowania.

Korzystajac z prac [4, 12] okreslono wspélczynnik sity nosnej szybowca w locie swo-
bodnym C, i w locie na holu C;,, nastepnie z (3.13) obliczono wspotczynnik sity noénej
samolotu holujacego Cy,. Zmiany tych wspdtczynnikSw w funkcji predkoéei przedstawiono
na rys. 8. .

Wraz ze wzrostem predkosci wystepuje zmniejszenie wspolczynnikow sity nosnej
samolotu holujacego i szybowca oraz réznicy migdzy wspdlczynnikami w locie swobodnym
C, i C, a wspotczynnikami odpowiadajacymi lotowi na holu C; iCp.
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Rys. 10. Zmiana bezwymiarowych wspblczynnikéw tlumienia i czesto$ci oscylacji w funkcji predkosci
odpowiadajacych ruchom szybowca (linie grube) i samolotu holujacego (linie cienkie)
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W locie na holu osiqgniécie Conax DrZez szybowiec wystepuje na predkosci wigkszej
niz w locie swobodnym (rys. 8), powoduje to «przepadnigcie» szybowca na predkosci
wiekszej od predkosci minimalnej Vi, lotu swobodnego.

Zmiang zapasu stateczno$ci statycznej szybowcea hy,; i samolotu sy, w funkcji predkoéci
przedstawiono na rys. 9. W locie holowanym Wystqu_]e niewielki wzrost zapasu statecz-
poéci statycznej /1,,l i h,,z w stosunku do zapaséw I i hie odpowiadajacych lotowi swobod-
pemu (rys. 9).

Wzrost stateczno$ci statycznej w locie na holu nie moze §wiadeczyé o wzroscie statecz-
noéci dynamiczne;j.

Wartoéci wlasne o postaci (6.17) obliczono numerycznie wediug algorytmu (6.16).
Zmiane wartosci wiasnych w funkcji predkosci przedstawiono na rys. 10 i 11. Jak widzimy,
kryterium statecznoéci (6.18) nie jest spetnione. Lot pa holu z trzymanym sterem jest
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Rys. 11. Zmiana Bezwymiarowych wspolczynnikow tlumienia i czestosci oscylacji w funkcji predkosci,
odpowiadajacych ruchom szybowca (linie grube) i samolotu holujacego (linie cienkie)

7 Mechanika teoretyezna
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Jotem niestatecznym, co potwierdza wyniki pracy [12]. Oscylacje szybkie szybowca holo-
wanego 1,4 1 samolotu holujacego 756 sa thumione zawsze niezaleznie od predkosci holo-
wania &4 < 01 &5,6 < 0 (rys. 10 i 11).

Wahania fugoidalne samolotu holujacego 7,12 sa w rozpatrywanym przypadku ttumio-
ne ,E—“',z <2 0, natomiast wahania szybowca holowanego 7o 1, wykazuja staba rozbiezno$é
£o10 > 0 (1ys. 10 i 11). Wystepuje niestateczno$¢ ruchéw aperiodycznych zespotu holow-
niczego 3> 01 £, > 0 polegajaca na pionowym przemieszczaniu sie szybowca wzgledem
samolotu holujacego. Ruchy te wymagaja interwencji pilota.

7.2. Wplyw polozenia szybowca wzgledem samolotu holujacego na statecznosé. Szybowiec jest ho-
lowany na linie o dlugosci /o = 50 m ze stalq predkoscia ¥ = 30 m/s. Szybowiec moze
przemieszczaé si¢ w plaszczyznie pionowej wzgledem linii lotu samolotu holujacego.
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Rys. 14. Zmiana bezwymiarowych wspdlczynnikéw tlumienia i czestosci oseylacji w funkcji potozenia
szybowca wzgledem samolotu holujacego, odpowiadajacych ruchom szybowca (linie grube) i samolotu
holujacego (linie cienkie)

Z rysunku 12 wynika, Ze potozenie szybowca wzgledem samolotu praktycznie nie
wplywa na zmiang wspotczynnikéw sity nosnej szybowca Cu i samolotu Cz_z. Na rysunku 13
przedstawiono zmiang statecznosci statycznej szybowca /iy, i samolotu Ay, w funkcji po-

e
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tozenia szybowca wzgledem linii lotu samolotu holujacego. Potozenie szybowca powyzej
linii lotu powoduje niewielki wzrost zapasu statecznodci statycznej.

Zmiane bezwymiarowych wspotezynnikéw thumienia i czestosci oscylacji (EDwW funkcji
polozenia szybowca wzgledem samolotu przedstawiono na rys. 14 1 15. Polozenie szybowca
wzgledem samolotu holujacego ma bardzo duzy wplyw na charakter ruchu, jaki wystapi
po zaktécenju stanu réwnowagi. '
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Rys. 15. Zmiana bezwymiarowych wspélczynnikow ttumienia i czestodci oscylacii w funkcji potozenia
szybowca wzgledem samolotu holujacego, odpowiadajacych ruchom szybowca (linie grube) i samolotu
holujacego (linie cienkie)

Zmiana potozenia szybowca nie wplywa na czesto$é oscylacji szybkich szybowca N4
i ich thumienic & ,< 0, natomiast ma wplyw na tlumienie wahan fugoidalnych Eo,10
(rys. 15 i 14). Z rysunku 15 wynika ze pajkorzystniejsze poloZenie szybowca wzgledem
samolotu holujacego jest takie, w ktérym szybowiec znajduje si¢ w linii lotu z samolotem
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holujacym lub ponizej. W takim po_loieniu wystepuje zarowno ttumienie oscylacji szybkich
E, 4 < 0 jak i wahan fugoidalnych & ,, < 0.

7.3, Whnioski. Z powyzszych rozwazan wyptywaja wnioski dotyczace parametréw holo-
wania.

1. W polozeniu gérnym szybowca wzglgdem samolotu holujacego wystepuje mozliwoéc
wczeéniejszego «przeciagnigcia» szybowca niz samolotu (rys. 8).

2. W locie na holu «przeciagnigcie» szyboweca moze wystapié przy predkosci holowania
wickszej od predkosci minimalnej w locie swobodnym, Vi, << Vi, (rys. 8).

3. Wieksze predkosci holowania powoduja zmniejszenie rozbieznosci wahan fugoidal-
nych szybowca, tzn. wplywaja ustateczniajaco na holowany szybowiec (rys. 10). '

4. Potozenie szybowca wzgledem samolotu holujacego ma wplyw na wahania fugo-
idalne szybowca i samolotu holujacego (1ys. 15). Korzystniejsze jest dla szybowca polozenie
ponizej linii lotu samolotu holujacego, gdyz powoduje to tlumienie wahan fugoidalnych
(rys. 15).

5. Lot na holu jest lotem niestatecznym matematycznie, wystepuja warto$ci wiasne,
ktorych czefci rzeczywiste sg dodatnie nawet przy wigkszych predkosciach holowania
(rys. 10, 11, 14 i 15). Pociaga to za soba koniecznoé¢ reakcji pilota na zaklécenia
zewngtrzne,

Whnioski powyZzsze pokrywaja si¢ jakodciowo i wykazuja duzy zgodno$é iloSciowa
z wnioskami wyplywajacymi z pracy [12], w ktorej rozpatrzono uproszczong statecznos$é
dynamiczna podiuzna szybowca holowanego przez samolot o nieskorniczenie duzej masie.

8. Pochodne linowe, pochodne aerodynamiczne samolotu holujacego i wyrazy macierzy A, B, Ci D

8.1. Pochodno linowe. Pochodne linowe skladowych poziome;j i pionowej sity dziatajacej na zaczep holowniczy
szybowca holowanego maja postac:

1
Xy, = 3 [T, cosp,(sing, —sing,) +nsin’p, (z,— I sinp,)],
I 1 .
Xz = 5 [T\ cosp,(cosp,—cospy) +nsin’p, (icosp,—x1)],
! 1 . . . . .
Zyy = r [T sing,(sinp, —sing,) —(g+nsin*p cospy) (z;—/ sing,)],
! 1 . -
Zyy = 5 [T, sinp,(cos @,—cosp,) — (g +nsinei cosp,) (f;cospa—x1)],
gdzie
8 = x,(sinp, —sin@,)+z,(cosp,—cos ) —/, sinlp,—py),
1
n= —é—QVde,,,
L =L(1+AT)),

wielkosci x1, z1, 11, @11 @2 s3 przedstawione na rys. 3.
Pochodne linowe skladowych poziomej i pionowej sily dzialajacej na zaczep holowniczy samolotu holu-
jacego wzgledem przesuniecia poziomego i pionowego maja postac:

1 . . . .
X)’cz = 5 [T, cosp,(sinp, —sing,) +nsin’p,(z, — L sinpy)],

1
lez =5 [T, cospy(cos g, —cosp,) Fnsin’g,(l, cosp —x )],
: ;
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1
Zi-z =5 [Tysing,(sing,—sing,) — (¢ +nsin®g,cosg,) (z,~-/,sing)],

I

1
z, ~ [Tasingy(cosm —cos ) (g- nsin'pacos ) (cosp)—x,)].

8.2. Pochodne acrodynamiczne samolotu. Korzystajac z [3, 4, 12, 15, 20] w niniejszej pracy podano w formie
ostatecznej pochodne aerodynamiczne dla samolotu holujacego, stosowane w zakresie malych predkosci

(Scisliwosci powietrza nie uwzgledniono).
Pochodne aerodynamiczne sit i momentéw aerodynamicznych wzgledem zmian predkosci w postaci

wymiarowej sg nastgpujace:

my —
X = —085,V [Cx2+ *2"‘(C.\'2+ Cxl)] ’
1 0Cx,
X2 = 'EQSZV sz—"’é(; s

Zyp = —085VCq,
1
Ly = —7052 V(Cratais),

My Zy

My, = QSZV[szlaz_ (sz‘l'z‘xl)] .

Pochodne aerodynamiczne sit i momentdéw aerodynamicznych dzialajacych na samolot holujacy wzgle-
dem zmian katowej predkosci pochylania majg postac; ’ :

iz_
2
Sh, OCxm 1 acxz ]
Xy = 085, V1| 0,6 Catr— + Coom =2\ 1 dy |,
w et Hz[ S, ( 2 30(;.12) 28, fz * day Y
-
b2
2
St OC.1, f - /Kz) dC, ]
Zpp = — 08 Vi | 0,622 [ Coppa+ =212 4 - 0,75~ 2| =2 Bdyl,
o ’ Hz[ Sz ( i a“Hz) PAY) Jz( I do. " g
T
b2
S oC. [ . 1 dcC Ik2 \?
My = —eSZV/}ﬂ{o,slz— (cxm-r < rzﬁi) ——— J [ﬂ_----—z(pz—"—') +
A Jogy, Sl , 8 du A E
T

Pochodna aerodynamiczna momentu pochylajacego samolotu holujgcego wzglgdem predkoscei zmiany

kata natarcia:

1 aC, de
My, = —?QSHz/lez e :

dog, do,

Pochodna aerodynamiczna momentu pochylajacego wzgledem zmian predkosci pionowej zalezy za-
rowno od wlasnosci aerodynamicznych samolotu holujacego, jak réwniez od konfiguracji i charakterystyki
liny holowniczej

1 -
My, = 7 08 Vi aghy,,

dzie E,z jest zapasaem statecznosci statycznej samolotu holujacego okreslonej wzorem (3.4).
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8.3. Wyrazy macierzy A, B, C i D. PoniZej podano w postaci bezwymiarowej wspolczynniki réwnan przed-
stawione w ostatecznej forniie.
Wyrazy macierzy A — bezwymiarowe wspolczynniki bezwladnosci:

Q 8Lt\ & 8L
a“—_-(__lA+ —_ a]z—ﬂzlz‘"——1>g—
g 0, X 0
16Lp X
Oy = Ay = —ly == ~dy =4y = —y =04 == —d, = _—T] : _‘?__,
gxi  Q
qx 16LrX, 08, g
A = —lps = — | K —hy )
15 25 ( zi+ 2x, zl) e =
4 x, 16LTX, oS, g*
Qe = — @ = | k i, ——
16 26 ( 22+ X, _2) e .
32LrX, ¢ . 8LT\ g
Ay == —ly = 4y = —lp = — - -——F——-—, ayp = |——+ > =
qxy 0O, R oM
Q. 3RLpXY\ g R2LrX? g
y = |——T 7| 5> Ay = gy = ~—— — ——
g ¢* x1 (o ¢xt 0,
qx, 3R2L7X{ oS g°
ays = ay5 = |kzy-- ===z T T
2X, q°xy o1
B qxll 2L X% 0S8, g°
Uy = Ay = — oo |
36 16 z2 2%, 72 R :
64Lyp XE g
Uan == Qg = o2 == Qg = 79 —= —————— ——
37 47 73 74 77 70
0, RLrXN ¢
oy =\"—T—5 |~
& q°x g,
q X, 16L1 X, g
a5 = —as; = — kg + )—““‘,
’ ( oo, 9xi  Qilm
qx Vv 32L7X3 e
as, = [(/{z,»i— ! I1z,) — ! — My s
2Xx q-xi Oilm

X 2L X2
asq = (k”l"l' 7% hzl) ,77‘41 £ ,
2X q-xy Oy,

X 23200 X3 S, g?
nss=[ (/ g h) “L]gxg

X q* xi Oty ’
qx, qx, 32L1X1 gS,g
Asg = dgs = — | kg1 — ) k —|——~——Il
* ® ( # 2X, # ( = 2X, # []2X1 Ql[Hl
qx, 64Lr X} &g
as; = |k, ——hy, —— AT
1 ?xt  Oilm
a a (/ + qx, ) 16LtX, ¢
= —a, = |k 0 kit I S
; * # 2X, z— (Ix? Q.
qx 32L1X} ¢
g3 = (/sz—{— ! zz) % —_—,
1 q°x Qi
qx, 32LTX?
o = — | ket by | "L M ,
“ [( =, ) e ‘”] 0l
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qx
g = [ (/\zz-(- =L /1,2)

gx, 64Lr X &
ket z2 |

32LTXf] 0S,8?
Q%/Hl ’

q*xi

’

2%, *xi Qilm
qx, 64LTX, QS g
s = o+ iz g
2X, G xi 0i
X 64L X oS g?
Gz = (kza }--q ! Ny ) LR _1;,’_
X, ([ «\1 Ql

Wyrazy macierzy B — bezwymiarowe wspolczynniki tlumienia:
bpo=by=bs=by=>by=by=by=0by=
= by = by = byg = by = by = by = bys = by =
= by = byy = bsg = bsy = by = bgy = bgs = b =
=bp =bp =Dy = by =bys = byg = by;; =0,

1 1 g
by, = -, = Xy ———, b= —Xg——,
1 —Xin— ”Sl v’ by 1 08,V 15 qm 0,V
by = —Xogp By = —Xop— bag = —Xgp—
22 = u2 oSV ’ D24 = w2 oS,V s 26 = Q|
1 1 g
by = ——,  by=—Zy—— b= ,
3 ut oSV 33 wi oSV 73 q1 oV
1 1 g
by = —~Zyp-——, by = —Zyp——, b = —Zp2- ,
oSV oSV oV
by = — M, ! by = —M ! — (M., U--M,)
51T (1) S QSI V/Hl > sy T wi QS‘ V/Hl » wil ¥l q1 Q, V’[]l
b, —M ! b, M ! b (Mo U +M ) — £
= , = — 2T, = —(/ ” _—
* " 0S Vi, o " 08, Vi, * he o Vi,
Wyrazy macierzy C — bezwymiarowe wspoiczynniki sztywnosci:
- 2 Ly+L Loy 2 [V ] Iy
Cpy = ;f—[ v+Lp—(Ticosp,~x; Xx1) Ly]+2 (Xx1) LS[W!
(2 lH
Cp == 'lﬁ[Lv+LP (Ticosp,—x, X5a) Ly] 4 2(/\’,\1)2 } : e
l X1 DS| Vv
Xoo | 2Ly ) I,
€3 = —¢ =xI -2 oxh L
13 14 T z1 ( x x1 LS OS Vz
ew=l_x. v 2 lxtx -1 Y
15 = l wih— pr xiX—Ticosg, ) iz

+/\/z1x1 kzl] Ly—- 2Xx1 (lehz1+Xz1kz1) LS}

2h 2
Cis = { :2 ) [(X.'x‘le_Tl cosp) hizat
x? x?

—Xhaxy kgl Ly+2X 5 (Xa1 b= X2 ezs) Ls}

1

oS, V2 ’

1

A%
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16LNX| I

b = T = ES L)Ssz,
[ ( X4 Inl ~2(xL) Lg)
Cy = 1_—[[4/ -Lp—(Tycosp,—x; Xv1) Ly x1 SJ' '”“—I/—j,
S,
[L Lp—(T, X)Ll ~2(xL) gl
Cpp = — - v+ Lp—\T;cosp —x,Xx2)Ln X1 ]SI A
e 1
X 2Ly In
o= ey :X;(-—-Jrzxx. Lg) *'57’
22 X 1.
(2h 2
Cas = I zl '-—{[(T|COS‘P1_X.lv1xn) hzl_xél’v‘k“]LN"!‘ :
1 X1 Xy
X (X 1 ) L) ——
X1 - —_—,
x1ilz) ziftz) ) LS QSlVZ
2h
Cog = ‘{szU - ~’z‘z‘(LV LP)_“(X\:Z Xy hy—
— T1hzpcosp, _X;L\'l /sz) LN-ZXi‘l (Xxlhzz—X;n kzz) Lg y
QSIVZ’
I B NS I A L
C3 = —Cun = ——I)Cl xt LN— 21 Ax1 Ly SIVZ,
4X, L2 I
=X, L o) Ls|——,
€33 I:qfoZI N+2(X2) S] 25, V?

Cay

4X, /
[ ! A’zaLN+2(X;l)2 Ls] —L,
qx

oS, V?
1
Cys = [ A U|+ (X).lhzl—‘_lekzl)LN_i“?-le(-X\lhzl_} lekzl) LS] W ’
qx 1
4X, !
Cio = (szhvz X"Zkz’) Ly— 2Xz1(X\1hzz X-n kz:) Ls <o’
qx oSV
324\/1J L lHl
C ._—__ c _ - N
37 47 qx? N 08, V?
4X Iy,
Cyn = !1 XleN+2Xz|X\:1LS) 2s, VZ ,
4x, - In;
Cpp = — (—— ’q—;%—sz LN+2Xz1Xx|LS) :S',—VE >
4X, Iy,
Ca3 = [11 leLN Z(le) LS] oS V7 )
4X, 2 I,
Cu = [q XzzLN 2(le) LS] NG s
4x,
Cas = (Xxlhzl"'szkzl)LN 2le (Xxlhzl+lekzl) Ls o z°
qx oSV
4Xx 1
€= | —Zyw U — Xzzkzz)LN‘l'?—le(Xxl 72 le 22) Ls 0S Vz ’
295,
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2h,, 4X, 2/1Zl f 2y,
R | Gy R e ] L
1 ax X ) x
1
—2X\|(X\|/121 rX— /\zl)LS} S V““’
I) 1 -
2h. 4X 2h 2h
en= =2y o[ ot "“)x\z—— "”X,]LN—
1 x% q.x; X
—2X (X g H-X2, k-,)LS}- S Vi
4%, 2h 1
Cs3 = "_lk-vrl—' = X- Ly ’2Xz1(XM//z1+X~ /(.,JLS] Ty
gxi Xy oS, V?
4X, 2h,, 1
Cs4 = — ,I kz+ )XzzLN T 2sz(X\lh~1Tle "l) LS] )
qxy X S\V
Css = { My, Ui - Al /‘Zl) Ls—
o (4X, 2hu\, . 1
—127 cosp,— kza+ (Xxrhzi+ Xo ko) | Ly ———
[ 1 COSPy .\‘f ((]/\ z1 X x1 iz 1Kz, N QS,V2/H1
[ 2y, ly,
G =T 22 (Ly +Lp) 2 ( Xk oy Xt k) (X Bz — X ) L+
l
/lz,hZZ 4X, 20, ] ] 1
27, — k Xt /l:ﬁX _—
4 [ 1 COS 7, — le ( @ z1 1 — v )( x2 z2 zz) N7I oS Vil
1637 [2X,
= — ko -+h ,
Cs7 g (qxl Cz1 zl) AL
2h 4X, 2h 2h
oo = {22 =Ly +Lp+ [(»—kn+ “)Xx,— “X]LNJ-
1 qxl X x}
1
+2X 5 (X = X k) LS} 57
1
2h, 4X, 255 2014,
Ce2 = _{ = (Ly+Lp)+ I:X.iz kot — = )—“_;"Xx] Ly+
qx} X X1
1
+2X)Iu (X:lcl hyy— X a1 heza) LS} Q—SI-/; »
1
4X, 2h
Coy = [_ — ket z XleLN—ZX:.I'l(Xi'lhzz_lelkzz) Ls] T
‘]xl X oS V?
4X, 2h 1
Cot = — : kzz'}' ~_z2 XzZLN 2X;1(X,Ll/7zz—lelkzz) LS] o 2’
qx Xy oSV
2 h f4X 2% '
Ces = ZI"Z-Z‘ (LV LP)“"I: : kzz |- = (Xx|/7z1+Xz1kz1)_
1 2 *
2/1 by
o X1] Ly— Z(X\I/’zz—lekzz) (Xxlllzl -I- le zl)LS} oS 72_1—;1— ,
] 1
4X 2h
Ces :{ MW2U1 [( . kzz+ zz)(szhzz Xz’ zz)'_
gx: X
hz2 1
—T\cosp,—- LN"‘Z(Xxlhzz lekzz) Ls D EZYTEE
i eSi\V Ig,



STATECZNOSC DYNAMICZNA SZYBOWCA W ZESPOLE HOLOWNICZYM 381

16X7 [ 2X,
TS (qxl ket | v
{ t
X Xx Xl 8X Iy
tn = —Cn )l“ BEE :l = C"—T = _—IZ—X-\I‘lLN—lZ)
Xz Xza Xz2 qxi oSV
1
Cy5 = qXI (X,\|/7z1“ Xz|kz|)LN Sl V2 ,
8X,
C5 = qxi (X\:z/lzz Xzz ZZ) LN Sl VZ s
64X12L Iny

Cq7 = —

— Ly -,
g2 xt oS, V?
Wyrazy macierzy D — bezwymiarowe wyrazy wolne:

1 Ly ]
= —d, = — —(Ly-+Lp)+Ticosp,|~——+Xx, L —_—,
d, d, 2[ P (Ly-+ p)+T,co 'Pl( X +Xx S)] oS, V*

1
i
dy = [—Qr\— cosp, Ly)—2T,cosp, X, Ls] W ,
4X, I ) Ly 1
d, = [—QQ‘FE(LV‘FLP_TWOS(PI N)+2T,cosp, Xz, Lg W)
4X 2L 2X, h
ds = [ l kzlLV+——‘(2X1 kyH- qx hz) +2T cosp, ( e kzl‘}' Tm) Ly~
qx 1

1
1
—2T,cosg, (Xs1 h 1+lek"l)LS] S|V2[H1
ax, 2L 2 2
dy = [_ s ko Ly— ——(ZXI kezotqxhz) 2T cosp, | — zz‘|‘_' Ly+
qxi qxi axi
+2Tcos ¢y (Xar hey— Xg kzp) L ];
1 1 \Ax1flzz zi K22/ L8 oS, Vg, ’

1

d, =
! Nz

—Tcosp,Ly) ——
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Pesome

MPOMOJBHASL TUHAMWUUECKASL YCTOUUYHUBOCTE MJIAHEPA B BYKCHUPHOM
KOMIIJIEKCE

B pafore paccMaTpHBaeTcs GYKCHDP JKECTKOrO IIJIAHEPA IKECTKHM CAMOJIETOM HA TAMEIIOM, TMOKOM
M yIpyrom GYKCHPHOM TPOCE, HA KOTOPLIH BIMAIOT a3POJHHAMHUECKHE CHIIbI. BYKCHUDHBIN KOMILIEKC
(Gyxcupyloutdit  camoner -- GYKCHUpPHBIN TpoC -+ OYKCHPYeMBIH rianep) Iepef BO3MYLIEHUEM HAaXo-
IUICA B TOPU3OHTANLHOM, NPIMOIMHERHOM, YCTAaHOBHBIUEMCS mojnere. C MCIIONB30BAHHEM YpaBHEHHIT
Jlarpamxa BTOpOro poAa, BbiBeleHbl AubdepeHanbHble YPABHEHHUS JBHYKEHUSI, NPENCTaNBEHHbIE
TOCJIE JIMHEAPH3AIHK B JTUHEHHOM dhopme. ITonyuena cucrema cemu auddepenumansHbIX 00bIXHOBEHHbBIX
ypaBHeHn# BTOPOro poja ¢ NOCTOSHHLIMA Koadduiuentamu. VX peeHye MpuBeieHO K IIpoGeme oTpe-
JeJIeHUsT COOCTBEHHBIX 3HaueHWl MU NPOM3BOJNIBHON MaTPHIbI, UMEIOIIEl B pacCMOTPHBAEMOM CIIyuae
YeTHIPHAALATBIH NopANoK, Ha ocHOBE UMCIEHHBIX METONOB, AN OJHOrO THIIA TUIaHEPa ¥ OYKCHPYIOLIETO
CaMOJIETA , HCCNEOBAHO BIIMSTHUE MO0 EHHUS IIIIAHEPA OTHOCUTENHHO OYKCHPYIOLIETO CaMOJNIETa i CKOPOCTH
OyKCHPOBKH Ha YCTOHUHMBOCTH IUaHepa. BuiBoapl:.

1. ITockonsKy BO BpemMa GYKCHMPHOLO IOJETa MHUHHMATIBHAS CKOPOCTE IJIaHEepa MOYKET ObITh MEHBLIE
eM MHUHHMAJIBHAA CKOPOCTh CAMOJIeTa, TO CIIEAYET ONpeleNuTh Ge30MacHyI0 CKOPOCTE DYKCHPOBKH.

2. Bonsume cxkopocTn GYyKCHpa TapaHTHPYIOT YBENUUEHHE AHHAMMUECKOW YCTORYMBOCTH INIAHEPA.

3. Bonee nosnesHbIM IIOJIOMXKEHUEM nnagepa ABIACTCA €ro MNOJOMEHNE IO JINHUH 6y}(cnpy}omero ca-
MOJIETA HJIM HHME €rO.

4. IToner GYKCHPHOrO KOMILIEKCA SBNSAETCA MATEMATHUECKH HEyCToiumsbiM. Haxxe AnA GOIBIUMX
-ckopocreit GyKcHpa BBICTYIAKT HEGONBIIHE DPACKOMACHHA aNepHOAUUECKHX [ABHYKEHHH, TpeGylolmue
HHTEPBEHUMH ITUIIOTA IIOCJIE BHEUIHUX BO3MYLIECHHIT.
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Summary

DYNAMIC LONGITUDINAL STABILITY OF A TOWED SAILPLANE

The problem of longitudinal dynamic stability of the rigid glider towed behind the rigid aircraft with
heavy and flexible towing rope affected by aerodynamic forces, has been considered. Before the disturbance
had occurred the aircraft as well as the glider performed horizontal, straightlinear, steady flight. Using the
second kind Lagrange’s equations, differential equations of motion have been derived. After the lineari-
zation had been performed, the system consisted of seven ordinary, second order differential equations
with constant coefficients. The solution of the system consists in finding out the eigenvalues of asymmetric
(arbitrary) matrices, which were of the fourteenth order in the case considered. By means of numerical
calculations, the influence of the reciprocal location of the typical aircraft and the high-performance typical
glider on the stability of the glider, has been investigated. The results are as follows:

1. Since it is possible to reach the critical angle of attack first at the glider and afterwards at the aircraft,
the minimum towing velocity should be determined.

2. The stability of the glider increases with increasing the towing velocity.

3. The order to increase the stability, the glider should fly in the line of- or below the aircarft.

4. In alf cases the towed glider is slightly unstable and even at higher velocities there exist some diver-
gences of the aperiodic motions, calling the intervention of pilot.

KATEDRA MECHANIKI WYDZ. MEIL.
POLITECHNIKI WARSZAWSKIEJ

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 3 listopada 1966 r.

8 Mechanika {eoretyeczna
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SPRAWOZDANIE
Z KONWERSATORIUM «ZAGADNIENIA OPTYMALIZACJI W MECHANICE»

W dniach od 1 do 7 lutego 1967 odbylo si¢ w Szczyrku ogdlnokrajowe konwersatorium pod hastem
«Zagadnienia optymalizacji w mechanice» zorganizowane przez Oddziat Gliwicki Polskiego Towarzystwa
Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej. Do komitetu organizacyjnego nalezeli: prof. mgr. inz. Kazimierz
Kutarsa (przewodniczacy), doc. dr inz. Stanistaw GpuLa, doc. dr inz. Jerzy NIBWIADOMSK], prof, dr inZ
Jan SzARGUT, dr inz. Tadeusz SWIERzawsKI. Sprawy kwaterunkowe, kancelaryjne i rozliczenia prowadzita
p. Teresa BLASZCZYNSKA.

Na konwersatorium nadestano streszczenia 21 referatow. Streszczenia te dzieki subwencji Rektoratu
Politechniki Siaskiej zostaly wydrukowane w postaci broszury, ktéra otrzymali wszyscy uczestnicy konwer-
satorium. Autorzy 4 zgloszonych referatéw nie przybyli na obrady, natomiast w chwili rozpoczecia obrad
uczestnicy zglosili 5 dalszych referatow. Lacznie wigc wygloszono i przedyskutowano 22 referaty.

R. HaceL (Gliwice) oméwil zagadnienia optymalizacji procesu walcowania blach. Po sformutowaniu
réwnai opisujacych obiekt regulacji przeprowadzil analiz¢ systemdw regulacji i na podstawie wymagan
stawianych funkeji bledu gruboscei podat optymalng postaé transmitancji regulatora.

E. BrzucHowskl (Wroclaw) przedstawil zagadnienie optymalizacji przebiegu regulacji w $wietle
mechaniki, wprowadzajac energetyczng interpretacje proceséw nieustalonych w obwodzie regulacji.

J. GoLiNsk1 (Warszawa) mowil o zastosowaniu kilku metod programowania nieliniowego do rozwiazy-
wania zadan z zakresu optymalnej syntezy maszyn. Autor przedstawit tzw. metode bladzenia w dopuszczal-
nym obszarze zmiennych niezaleznych. Metoda ta skraca obliczenia, umozliwia bowiem poszukiwanie
ekstremum funkcji optymizowanej w okolicy punktu najlepszego.

J. Jaworskr (Warszawa) naswietlif zastosowanie metody kolejnych przyblizeni do wyznaczania prze-
krojéw poprzecznych belek sprezonych o wyréwnanym wytezeniu okreslonym hipoteza Caquote’a.

S. Jenpo (Warszawa) wyglosil referat o ksztaltowaniu siatek ciggnowych, tj. wyznaczaniu formy po-
wierzchni, na ktérej ma byc rozpieta siatka speiniajaca przyjgte kryteria i warunki. Autor poszukiwat formy
wynikajacej z kryterium minimum energii sprezystej przy nstalonej objetosci tworzywa.

E. Kostowskr (Gliwice) zajal si¢ zagadnieniem doboru optymalnych parametréw konstrukcyjnych
rekuperatora opromieniowanego, zbudowanego z elementéw Fielda. Funkcje celu stanowit wskaznik
efektywnos$ci ekonomicznej wynikajacy z kosztu inwestycyjnego rekuperatora i kosztu przettaczania po-
wietrza przez rekuperator.

‘W. Krzyé (Krakdw) wyglosit referat na temat ksztaltowania stupéw przy uwzglednieniu warunkéw
statecznoéci $cianki. Przedmiotem rozwazan byt stup o zmiennym przekroju pierécieniowym. Glowna
uwage zwroécono na zakres niesprezysty, w ktorym charakterystyka materiatu jest nieliniowa.

M. KuLiG (Warszawa) zreferowal zagadnienie optymalizacji wymiaréw zaizolowanego rurociggu pary
przegrzanej. Analize rocznego kosztu przesylania pary przeprowadzono zakladajac zmienna Srednice
rurociggu i zmienng grubo$¢ izolacji. Straty ekonomiczne wywolane przez dlawienie i przekazywanie ciepta
do otoczenia oceniono metodg egzergetyczng. ’

S. Lessaer (Gliwice) poruszy! zagadnienie osiowo-symetrycznych ustrojéw siatkowych o ekonomicznym
ksztalcie zapewniajacym optymalne wykorzystanie materiatu elementéw no$nych, Przedmiotem rozwazan
byly ustroje wiszace i ustroje kopulaste.

g*
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S. OWCZARLK (Warszawa) omawiat zagadmeme ksztaltowania stupéw mimosrodowo $ciskanych w opar-
ciu o kryterlum mmlmum potencjatu spr@zystoém przy statej objgtosci materiatu.

Z. ROMANISZYN (Krakéw) zajal si¢ zagadnieniem optymalizacji kinematycznej mechanizmu nap@dowego
typu «ALSTHOMY. Celem pracy byt taki dobér katdw charakteryzujacych ksztalt mechanizmu, aby wyste-
pujace w ruchu przy$pieszenia byly mozliwie male.

1. SzarGuUT (Gliwice) i K. Maczek (Krakow) przedstawili zagadnienie optymalizacji techniczno-ekono-
micznej przy projektowaniu wieloogniwowego procesu cieplnego. Funkcja celu jest koszt roczny wynikajacy
z kosztéw inwestycyjnych i kosztu energii napedowej. Jest to nieliniowa funkcja parametréw doskonatosci
ogniw procesu. Zaproponowano przyblizone ujecie kosztu za pomoca funkcji kwadratowej, dzigki czemu
jest mozliwe analityczne wyznaczenic optymalnego zespolu parametréw doskonalo$ci. Podano przyktad
dotyczacy optymalizacji skraplacza i parowacza zigbiarki parowej sprezarkowej.

J. SzaRGUT i A. ZigBIk (Gliwice) naswietlili zagadnienie wyznaczania optymalnej grubosci izolacji
cieplnej na przyktadzie rurociagu pary $wiezej. Zaproponowano analizowanie wplywu grubosci izolacji
na wymagany koszt inwestycyjny kotla. Metoda ta eliminuje konieczno$é acbitralnej oceny ekonomicznej
strat ciepta, sposrod zas dwu mozliwych metod analizowania wplywu grubosci izolacji na koszty inwesty-
eyjne daje nizsza oceng strat ckonomicznych,

R.Szymanik (Warszawa) przedstawit problemy optymalizacji wystepujace przy projektowaniu
komér spalania w lotnictwie i technice rakietowej.

A. Lesikiewicz (Warszawa) méwit o zagadnieniu optymalizacji spalania w komorach silnikéw rakie-
towych. Miedzy innymi naszkicowal projekt analogu fizycznego przeznaczonego do ustalenia strumieni
cieplnych wystgpujacych w komorze spalania.

R. SzymanIk i S. WiSNmEwskT (Warszawa) zreferowali zagadnienie optymalizacji dysz silnikéw rakie-
towych., Omowiono metody takiego doboru ci§nienia obliczeniowego na wylocie dyszy, aby byt osiggnigty
maksymalny $redni ciag jednostkowy dla calego czasu dziatania silnika. Naswietlono mozliwosci regulo-
wania cisnienia obliczeniowego.

M. Zvczxowskl (Krakéw) zajat sic zagadnieniem optymalnego punktowania wzmocnienia Sciskanych
powlok walcowych z uwagi na ich statecznos¢. Celem rozwazan bylo ustalenie minimalnej liczby kolkow
usztywniajacych przy respektowaniu kilku mozliwych schematdéw zniszczenia powloki.

B. SereDYRskI (Gliwice) wyglosit referat o modelowaniu procesu technologicznego metoda wyzna-
czania powierzchni regresji opisanej liniowa funkcja parametrow.

K. TaraMmina (Wroctaw) na$wietlit zagadnienie optymalizacji stosunku nadmiaru powictrza w kottach
pylowych. Funkcja celu byla suma straty wylotowcj fizycznej, chemicznej i straty chemicznej w produktach
stalych. Autor oméwit trudnosci ciaglego pomiarn stosunku niecatkowitego spalama i przedstawit pro-
ponowana metode pomiaru.

E. Gawrycr-ZukowskT (Wroctaw) oméwit niektore zagadnienia doboru optymalnego ksztaltu ustroju
pretowego.

L. MOLLER (Gliwice) przedstawit kilka wybranych zagadnien z dznedzmy optymalizacji clementdéw
maszyn. Autor omowit zagadnienie optymalizaciji tozysk §lizgowych ze wzgledu na najmmiejsza $rednice,
najmniejsza dtugosé, najmniejsza objetosé i najmniejsze straty mocy. Nastgpnie przedstawit wykres do
optymalnego_ doboru korekeji zgbdw ze wzgledu na zatarcie. Wreszcie naswietlit zagadnienie optymalnego
doboru polozenia zgbnika przektadni ze wzgledu na uzyskanie réwnomiernego rozktadu obcigzen na zgbie.

M. BierowskIl (Rzeszéw) moéwit o wielokryterialnej optymalizacji wspélpracy urzadzen mechanicz-
nych i grzejnych. Przedmiotem rozwazan byt ukiad ztozony z piecéw grzejnych i np. miotéw kuziennych.
Celem optymalizacji bylo uzyskanie maksymalnej wydajnosci procesu.

W konwersatorium wziglo udzial 56 0sob. Zebraniom przewodniczyli profesorowie: S. ANDRZEIEWSKT,
Z. WusAaTowskl, J. LEDWOR, R. SzyMANIK, T. OPoLSKI, J. SzZaARGUT. Po wygloszeniu kazdego z referatow
odbywala si¢ dyskusja, ktéra czgstokroé byta kontynuowana poza zebraniami ogblnymi.

W tematyce wygloszonych referatéw przewazaly 2 grupy zagadnier: zagadnienia wytrzymatosciowe
(7 referatéw) i zagadnicnia cieplne (8 referatéw). Pozostale referaty dotyczyly zagadnien optymalizacji
konstrukgji (3 referaty), optymalizacji proceséw regulacji (2), optymalnej eksploatacji ziozonych ukladéw (1)
i modelowania matematycznego proceséw technologicznych (1).
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Dzigki naswietleniu probleméw optymalizacji, wystepujacych w réznorodnych dziedzinach mechaniki,
konwersatorium dalo okazje do nawiazania bezpo$rednich kontaktéw pomigdzy pracownikami nauko-
wymi réznych dziedzin, umozliwito zapoznanie si¢ z szerokim zakresem probleméw i pozwolito na wymiang
do$wiadczen z dziedziny metod stosowanych przy optymalizowaniu.

Czesé referatébw byta wynikiem wieloletniej dziatalno$ci w danej dziedzinie naukowej. Informacje prze-
kazane przez autordéw tych referatébw byly dla uczestnikdédw szczegblnie cenne, gdyz w wielu przypadkach
moga one stanowi¢ wskaz6wke dla wyboru tematyki prac badawczych 1 metod rozwiazywania problemow.

Zgodnie z zaloZzeniami konwersatorium referowano roéwniez liczne prace znajdujace si¢ w fazie poczat-
kowej. Dyskusja przeprowadzona po tych referatach na pewno ulatwi autorom wlasciwe ustalenie dalszego
kierunku prac. ’

Biorac pod uwage zakres tematyki, poziom referowanych prac oraz duze ozywienie dyskusji mozna
stwierdzi¢, ze konwersatorium spetnito swoje zadania.

J. Szargut
WYKAZ
REFERATOW WYGLOSZONYCH W POLSKIM TOWARZYSTWIE
MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ
W CIAGU R. 1966
I. ZEBRANIA NAUKOWE
Liczba
L.p. Data Autor Temat uczest- dysku-

nikéw tantdw

Oddzial w Gdansku

1 16.2.66 J. WIECKOWSKI Problem optymalizacji rozkltadéw mas w kadtubie
okretu na wspétmiernej fali regularnej 11 3
2 3.3.66 P. WILDE Wariacyjne ujecia metody réznic skonczonych
w teorii tupin 16 7
3 5.3.66 K. WYSIATYCKI Problemy plaskiego stanu naprezenia w belkach
dwuteowych 18 6
4 21.10.66  CzZAMBANIAN Zagadnienie skrecania niejednorodnych prgtow
pryzmatycznych

Oddzial w Gliwicach
5 27.1.66 J. DIETRYCH Wspolczynnik bezpieczenstwa czy liczba pewnosci 64 9
6 24.2.66 Z. WUSATOWSKI Zwiazki fizykalne teorii plynigcia dla metali o 14 4
anizotropii plastycznej

7 28.3.66 T. BEes Przeptyw ciepla w laminarnym strumieniu cieczy
(prace konkursowe) chlodzacej reaktor jadrowy

8 28.3.66 E. CzoGaea i Zagadnienie quasistatyki lepkosprezystego bgbna
A, TYLIKOWSKI obciazonego ruchoma sila promieniowa

9 28.3.66 J. TOMECZEK Wyznaczenie optymalnych rozmiar6w pionowego

pierScieniowego kanalu chiodzacego w materiale
chlodzonym na drodze konwekcji swobodnej

10 28.3.66 A. Guzik Obliczanie wspolczynnika przenoszenia ciepta w
regeneratorze o dzialaniu niesymetrycznym

11 28.3.66 S. Kore¢ Sala widowiskowa bez ludzi jako obiekt w proce-
sie regulacji temperatury

12 28.3.66 E. KosTowSKI Obliczenia cieplne dwuszczelinowego rekupera-

tora opromieniowanego
do przeniesienia 123 29
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Liczba
L.p. Data Autor Temat uczest- dysku-
nikéw tantow
z przeniesienia 123 29
13 28.3.66 S. Loska O. MaTe- Badania modelowe statecznosci hiperbolicznych
1A i E. Swrtokskl  chlodni wiezowych obciazonych statycznie wiat-
' rem przy jednoczesnym uwzglednieniu cigzaru
: wiasnego powloki
14 28.3.66 Z. SULIMOWSKI Zakotwienie na zasadzie przyczepno$ci ciggna
sprezajacego w betonie
15 18.3.66  Z. GeBICKI Dynamiczny model mechanizmu maszyny ro- 29 45
boczej i metoda bilanséw energii jako sposéb (facznie refe-
badania jej wiasciwosci raty konkur-
sowe)
16 19.5.66 J. Apamczyx Umocnienie stali austenicznych typu 18-8 6 5
17 26.5.66 W. KowaLczyk Wiaczanie stempla z tarciem w polprzestrzen 10 6
. sztywno-plastyczng
18 16.6.66 L. MULLER Analogie fizyczne i matematyczne w dynamice 18 5
maszyn
19 13.10.66 L. MULLER Laboratoryjna metoda analizy drgan i hataséw 24 9
20 24.11.66  S. MAJEWSKI Wybrane zagadnienia z teorii wielomaterialowych 8 4
belek klejonych z lekkim rdzeniem piankowym
21 15.22.66 1. SzPILECKI Nawigacja kosmiczna 10 5
Oddzial w Krakowie
22 19.1.66  A. OSTROWSKI Metody wibracyjne przy przecinaniil skat 28 10
23 30.3.66 E. MACIAG Pewne zagadnienia dynamiczne obcigzonych belek 9 7
z materialu sztywno-plastyczno-lepkiego
24 19.6.66  Zespdt Techniki Wibracyjnej .
25 (wspélnie z OfPoznan wygloszono 3 referaty 43 15
26
27 18.10.66  J. PANOWKO Niektére zagadnienia drgan nieliniowych 28 18
z ZSRR
28 16.11.66  Informacje z konferencji naukowych 18 6
29 16.11.66  J. HALAUNBRENNER Kongres Mechaniki w Splicie
30 16.11.66 W. KRrRzv$ Konferencja Naukowa ZMOC PAN w Kolo-
brzegu
31 16.11.66  J. MURZEWSKI Sympozjum TASS w Bratystawie
32 16.11.66  R. CIESIELSKI 11T Konferencja Naukowa Konstrukcji Metalo-
' wych w Warszawie
33 16.11.66  R. CIESIELSKY XII Konferencja KI PAN w Krynicy
34 16.11.66  Z. ENGEL Sympozjum Techniki Wibracyjnej w Gdansku
35 14.12.66 K. Piszczek Uktad mechaniczny o sile zwrotnej zaleznej od
tarcia suchego
36 14.12.66  B. OLSZEWSKI Uwagi o ogblnej metodzie asymptotycznej w te- 19 11
v orii drgan nieliniowych
Oddziat w Lodzi
37 13.1.66 W. OLszax Z zagadnien teorii niesprezystych powlok cien- 65 7
kosciennych
do przeniesienia 438 182
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Liczba
L.p. Data Autor Temat uczest- dysku-
nikéw tantébw
Z przeniesienia 438 182
38 3.3.66 K. WILMANSKI Niegiroskopowe plyty wibkniste jako modele
ciagle osiowo symetrycznych rusztoéw i plyt wie-
loobrotowych 11 4
39 31.3.66 ~W. BARAKSKI Wstep do teorii powlok siatkowych
40 31.3.66 K. WILMANSKI Metody asymptotyczne w teorii tarcz i plyt o struk- 11 3
turze siatkowej
41 21.4.66 W, NOWACKI Zagadnienie mieszanych warunké6w brzegowych
w teorii ptyt 87 10
42 17.11.66 M. TROMBSKI Gestosé drgan wlasnych kolowej plyty ortotro-
powej o zmiennej liniowo grubosci 15 3
43 12.12.66  Pierre BROUSSE Zginanie i drgania plyt niejednorodnych 96 12
Oddzial w Poznaniu
44 13.1.66 A. LiTEwkA Elastooptyczna metoda analizy naprezen 12 4
45 31.3.66 Z. KACZKOWSKI O pewnym sposobie rozwiazywania plyt o nie-
liniowych warunkach brzegowych 21 6
46 28.4.66 E. Karaskicwicz  Efekt giroskopowy w walach wirnjacych 20 2
47 13,10.66  W. DERSKI Roéwnania teorii konsolidacji 16 2
48 27.10.66 W, DERSKI Zastosowanie dualnych réwnan calkowych w te-
orii konsolidacji 16 3
49 16.12.66 J. SKOWRONSKI Optymalna synteza kinetyczna nieliniowych uo-
golnionych ukladéw mechanicznych 11 4
Oddzial w Szczecinie
S0 10.1.66  T. KABAT Zastosowanie algebry macierzy w teoril sprezy-
stosci 12 1
51 43.66 W. NOWACKI Mieszane zagadnienia brzegowe w teorii membran
i plyt 29 3
52 29.4.66 A. RapzIKOowskKl  Problem skazen gruntéw i wody gruntowej w wy-
. niku awarii rurociagu paliwowego 16 3
53 27.5.66  H. PRIEBE Obliczanie ram plaskich z pretéw o zmiennych
przekrojach za pomoca analogéw ekektrycznych 15 5
54 29.0.66  H, PRIEBE Obliczanie ram przestrzennych metoda analogii .
elektrycznej ) 14 3
55 7.10.66  R. SOLECKI Dynamika plyty plywajacej 2% 3
56 14.11.66  H. OsTAPIUK Przyblizony sposdb obliczania ugie¢ ramowych
ukladéw szkieletu stalowego budynku wiclopig-
trowego 11 4
57 28.11.66 L. MARTINI i Optymalizacja ksztaltu wiezy kratowej z uwagi 14 6
B. TECZYNSKA . na minimum materiatu :
58 16.12.66  A. STEPNJEWSKI Dynamika uktadu materialnego jako dynamika]
punktu w przestrzeni Riemanna 10 2
Oddzial w Warszawie
59 14.2.66 W. NOWACKI Zagadnienia termosprezystosci w ofrodkn Cossé-
ratéw 18 11
do przeniesienia 914 276
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Liczba

L.p. Data Autor Temat uczest- dysku-
nikoéw tantéw

) Z przeniesienia 914 276
60 14.2.66  J. P. DEN HARTOG Zagadnienia dynamiki konstrukgji 20 5
(USA) (wspoblnie z
IPPT)
61 14.3.66 Z. KACZKOWSKI O pewnym sposobie rozwiazywania plyt o nie-
ciaglych warunkach brzegowych fi8 4
62 28.3.66 W. KuczyNskI Reologiczne przemieszczenia belek Zelbetowych 9 4
63 21.5.66  SeicHirRo Maezawa Teoria drgafi nieliniowych " 10 5

(Yamanashi Univer-
sity Kofu, Japonia)

64 13.6.66  J. SKOWRONSKI Synteza kinetyczna ogoélnych ukladéw mechaniki - 6 4
65 10.10.66  Ja. G. PANowKOo, Pewne problemy statecznosci powlok 18 4
Czl. Koresp. Lotewskiej Akademii
Nauk
66 19.10.66  JA. G. Panow- Problem drgan wahadia fizycznego o ruchomym
KO punkcie zawieszenia
67 19.12.66  J. BEDA Teoria rozprzestrzeniania si¢ i odbicia fal napre-
(praca nagrodzona zenia w sprezysto-lepkoplastycznych belkach 22 5
na Konkursi¢ Od-
dzialu)
Oddzial we Wroclawiu
68 24.1.66 K. BiernaTOWSKI  Stateczno$é fundamentéw w ujgeiv rachunku
prawdopodobienstwa 15 7
69 28.2.66  S. DMITRUK Niektore poglady na opér Scinania w gruntach 13 5
70 44.66 1. KiSEL O dynamicznej teorii wytrzymalo$ci 27 9
71 20.4.66 Z. GRODECKI O pewnym sposobie sporzadzania linii wplywo-
wych i linii ugiecia dla ptaskich kratownic prostych 18 7
72 27.4.66  W. KASPRZAK Pomiary naprezen w malych obszarach polikrysz-
tatow 15 8
73 14.11.66 M. WERSzKO Badania dynamicznych wiasnoéci pneumatycznych
linii- sygnatowych ukladéw automatycznej regulacji 15 6
74 19.12.66  E. BrzucHOwWSKI  Wig¢z migdzy maszyna a ukladem samoczynnej
: regulacji oraz jej konsekwencje 18 7
1.138 356
. SYMPOZJA
1. KONWERSATORIUM ODDZIALU GLIWICE «ZAGADNIENIA TERMICZNE I PLASTYCZNE W MECHANICE»
75  A. WiLczyRskr (Warszawa) Pewne zagadnienia weryfikacji liniowych teorii cial lepkospre-
zystych
76  Z. Oresiak (Warszawa) Rozkiad naprezen cieplnych w polprzestrzeni i warstwie spre-
zystej
77  S. DrewNOWSKI (Warszawa) Problem energii podczas niszczenia konstrukcji
78 B. SKALMIERSKI 1 E. CZOGALA Lepkosprezysta powloka walcowa na podtozu lepkosprezystym

(Gliwice) o jednokierunkowej charakterystyce



79

80

81

82

83

84
85

86

87

88

89

90

91

92
93

BIULETYN INFORMACYINY

B. SKALMIERSKI i A. TYLIKOWSKI
(Gliwice)

S. ZiemBA i W. BABUL
(Warszawa)

S. Ziemea, M. J6zxo i T. KARPIN-
sk (Warszawa)

A, Lisowskr (Krakéw)

W. Lukaszek (Gliwice)
(komunikat)

S. Gaipa (Warszawa)
T. KARPINSKI

H. Ovresiakowa (Warszawa)

J. KiLEraczkO (Warszawa)

J. KrzeMINskl (Warszawa)

M. JoZzko (Warszawa)

J. MIASTKOWSKI

J. RYCHLEWSKI i A. MIODUCHOW-
sk1 (Warszawa)

J. StacHurskI (Krakow)
W. Szudcik (Gliwice)
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Problem lepkosprezystego preta kolowego o dwukierunkowej
charakterystyce lepkosprezystej
Pewne aspekty zderzenia si¢ cial

Zagadnienia badania udaréw cieplnych i zmeczenie cieplne me-
tali

PrOby zastosowania elektrycznego analogu do zagadnien pro-
gramowania, przy uwzglednieniu sprezysto-plastycznego charak-
teru niektorych wspodlczynnikow

Wplyw promieniowania na niektére wiasnoéci mechaniczne ma-
terialow

Konstrukcja nowej zrywarki udarowej .
Wplyw nagrzania z duzg predkoscia na niektére wiasnosei
wytrzymalosciowe stali 45

Problem przyblizonego réwnania przewodnictwa ciepinego dla
grubych powlok cylindrycznych

Wykladnicze prawo wplywu odksztalcenia i temperatury na
naprezenie plastyczne plyniecia niektérych metali

Problem pola temperatury w nieograniczonej powioce walcowej,
wywolanego dzialaniem poruszajgcego sig¢ skupionego zrédla
ciepta wzdtuz tworzacej walca

Badania udarowe probek w podwyzszonych temperaturach
Zagadnienia wptywu historii obcigzenia na powierzchni¢ pla-
stycznosci :
Problem no$nosci granicznej skrecanych pretéw o skokowej
niejednorodnosci

Problemy zwiazane z ruchem nosiwa na przeno$niku wibracyjnym
Obciazenie graniczne luku kolowego upodatnionego, zabu-
dowanego w idealnie sztywnym podtozu

2. SYMPOZJUM ODDZIALU W GDANSKU ZORGANIZOWANE WSPOLNIE Z ODDZIALEM W KRAKOWIE N.T.

94

95

96 -

97
98
99

100
101

102

103
104

105
106
107

108

S. Ziempa i ENGEL

S. ZieMBA i B. KOWALCZYK
W. Bogusz

M. ZABawa

A. Czupak

R. JucHa

A. Czupak
Z. GLAZEWSKI

J. Puganiec i H, MODZELEWSKI

J. HaMaN, A. ZDANOWICZ
J. HamaN, J. Gropziowicz

B. KowaLczyk
B. KOWALCZYK

Z. WISNIEWSKI

B. KossowskI

«TECHNIKI WIBRACYJNEJ»

Stosowanie drgan w realizacji pewnych proceséw technolo-
gicznych

Drgania wibro-uderzeniowe

Dopuszczalne amplitudy drgafd maszyn wibracyjnych
Zagadnienie obciazen stochastycznych w wibrotechnice
Mozliwosci stosowania transportu wibracyjnego w przemysle
Dozowanie materiatéw sypkich za pomoca podajnikéw wibra-
cyjnych _

Badanie dynamiki prostego przeno$nika wibracyjnego
Urzadzenia wibracyjne do wyladunku materiatéw sypkich
z krytych wagonow kolejowych

Wytadowywanie zmarznigtych materialéw kopalnianych i bu-
dowlanych sypkich przy pomocy wibracji
Drgania narzedzia w procesie skrawania gruntu
Wplyw sprezystoéci czastek na ruch materiatu ziarnistego
w warunkach ptaszczyzny drgajacej

Analiza ukladu wibrouderzeniowego z tarciem wiskotycznym
Analiza ukiadu wibrouderzeniowego z tarciem suchym
Badania wstepne ukiadu uderzeniowego z nieliniowa charak-
terystyka sprezysta

Impulsowe zageszczenie betonu

\
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109
110
111
112
113
114

115

116
117

118

119
120

121
122
123
124

125
126

127
128
129
130
131
132
133
134

135

BIULETYN INFORMACYINY

Z. TRZECIAK
Cz. GAWLIK
J. RANISZEWSKI
W. ROKSELA
A, OSTROWSKI

M. GREGORASZCZUK

I.. ZURAWSKI

Wibracyjne zaggszezarki kroczace

Wibromlot BC 10 do formowania pali Zelbetowych w gruncie
Stateczno§¢ pracy wibromlota o jednym stopniu swobody
Asortyment urzadzen wibracyjnych produkowanych w ¥.odzkich
Zakladach Budowy Maszyn

Perspektywy zastosowania wibrotechniki w obrébce skal
twardych

Wyniki wstepnych badan amortyzowanych zespolow wstrzy-
sowych maszyn formierskich

Wprowadzenie do teorii amortyzowanych zespolow wstrzaso-
wych maszyn formierskich

3. SYMPOZIUM ODDZIALU W GDANSKU N.T. «<KKONSTRUKCII WISZACYCH»

P, WILDE
B. Koy

Cz. BRANICKI

P. Wipe
ST. LESSAER

E. GAWRYCH-ZUKOWSKI
E. BIELEWICZ
P. WILDE

R. GanNowicz

M. Wizmur
St. UMINSKI

Przeglad prac dotyczacych teorii siatek wiszacych

Dwa oryginalne przekrycia wiszace o duzych rozpietosciach
dla centrum Warszawy

Wstepne obliczenie pewnego przekrycia wiszacego nad budyn-
kiem o kolistym rzucie

W sprawie réwnan podstawowych siatki dyskretnej

Ksztalt osiowo-symetrycznego siatkowego ustroju wiszacego
omimimum zuzycia materiatu

Niektére zagadnienia statyki mostow tréjpasowych w fuku
Pewne zagadnienie pelzania Zelbetowej powloki wiszacej
Obliczenie zelbetowej cylindrycznej powloki wiszacej na obcia-
zenie $niegiem

Zastosowanie powloki brezentowej do ostony robdt zimowych
na budowie elektrowni Patnow

Niektére problemy przekrycia Opery Le$nej w Sopocie
Przekrycia wiszace stanowisk technologicznych w gospodarce
morskiej '

4. ODDZIAL WE WROCLAWIU II[-CI SYMPOZJON POSWIECONY REOLOGIL

Reologia Metali i Polimerow

R. TAKSERMAN-KROZER
(Warszawa)

J. ZawaDzKI1, B. GABRYSZEWSKA,
E. Grozix (Wroclaw)

M. Nowak, J. ZaAwaDzKI,

J. Karwak (Wroclaw)

J. Zawapzki, 1. HyLa (Gliwice)
(Wroctaw)

M. Nowak (Wroclaw)

J. Zawapzki, B. OxoedOw
(Wroctaw)

J. ZawADzKI, J. OREOWSKI,
W. Swta (Wroctaw)

S. Mazurkiewicz (Krakdw)

W. STARZEWSKI
(Krakdw)

Teoria reologicznego zachowania si¢ rozcieniczonych roztworéw
polimeréw w warunkach zlozonych deformacji )

Widma (spektra) czaséw retardacji wybranych tworzyw sztucz-
nych przy czystym zginaniu i skrecaniu

Analiza por6wnawcza pelzania statycznego i dynamicznego
niektorych tworzyw sztucznych

Anomalie wykresow relaksacji naprezen a zmiany strukturalne
w poliamidzic :
Wplyw okresowo zmiennych naprezen na obraz dyfrakcyjny
polistyrenu i poliamidu

Pelzanie tasm przenodnikéw z przekladkami steelonowymi

Quasistatyczna metoda oceny reoefektéw stabilizacji tasm
przeno$nikéw z przekladkami steelonowymi

Wyniki badan doswiadczalnych pewnych wiasnosci mechanicz-
nych poliamidu Tarlon X-A

Wplyw reologicznych wiasnoéci poliamidowych wykladzin kot
kolei linowych na zuzycie wykladzin oraz wlasciwosci eksploa-
tacyjne
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145

146

147

148

149

150

151

152

153

154

155

156

157
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BIULETYN INFORMACYJNY 393

A. JAKOWLUK Wptyw malych glebokosci zawibrowania na proces pelzania
(Warszawa) w metalach

S. PrLECKI Kumulacja uszkodzen w procesie zmeczenia metali

(Warszawa)

Reologia Betonu i Konstrukcji

A. MITZEL Funkcje pelzania i skurczu belonu

(Wroclaw) .

A. Mr1ziL, M. Krarol Nieliniowe petzanic betonu

(Wroclaw)

A. MrrzeL, M. Kearoc€ O superpozycji odksztalcen skurczu i pelzania

J. SzczyGrier, M. DzIURLA, Badania modelowe dwoch przgset mostowych o ustrojach
Z. KozAKOW zespolonych betonowo-stalowych sprezonych

(Gdansk)

J. KMITA Niektore problemy oceny strat sily sprgzania w konstrukcjach
(Wroclaw) kablobetonowych

S. Byczkowskrl, M. RyBak Niektoére wyniki badan dtugotrwatych mostéw sprezonych
(Warszawa)

M. SIERADZKI Reologia kratownicy koblobetonowej w $wietle badan
(Gdansk)

Z. KowaL Wyboczenie pelzajace osiowo Sciskanych pretdéw lepkospre-
(Wroclaw) zystych

Z. Bycuawskl, H. SIENNICKI Zginanie tarczy kolowej w zakresie nieliniowej deformacii
(Krakow) natychmiastowej i1 pelzania

W. KuczyNskI Whplyw sekwencji obciazen na ugiecia reologiczne belek zelbe-
(£.6dz) towych

Reologia gruntdéw

E. DEMBICKI Obcigzone skarpy ziemne w stanie rébwnowagi granicznej

(Gdansk)

I. Krsier, K. KusAwINSKI Zadanie Sadowskiego dia polplaszczyzny o modelu reologicz=

(Wroclaw) nym M/V

Z. SOBCZYNSKA Osiadanie p6tprzestrzeni konsolidujacej pod dzialaniem obcia-

(Poznan) ’ zenia skupionego, w przypadku nieprzepuszczalnej powierzchni
pblprzestrzeni

D. PaNCczak Rownania teorii konsolidacji w przypadku dzialania Zrodet

(Poznan) dylatacji

J. PRZYSTANSKI Okreslanie fizyko-mechanicznych wlasnosci gruntéw za pomoca

(Poznan) wspolezynnikow sprezystoéei Biota-Willisa

S. DMITrRUK, H. SucaNICcKA Lepkoéé strukturalna jako charakterystyka oporu $cinania

(Wroclaw)

J. KwIATEK Wplyw relaksacji naprezefn w gruncie na wielkos¢ sit rozciaga-

(Katowice) jacych w fundamentach budowli

A. KIDYBINSKI Badania reologicznych wlasnosci skat karborniskich prowa-

dzone w Gléwnym Instytucie Gornictwa

Zagadnienia ogdlne

A. Borowskl, Z, BYCHAWSKI Podstawowe wlasnosci nieliniowych cial lepkosprezystych
(Krakow) :

A. JAKOWLUK, S. ZIEMBA Pewien nicliniowy model reologiczny

(Warszawa)

W. DERSKI O zastosowaniu dualnych réwnan catkowych w zagadnieniach

(Poznarn) teorii konsolidacji z mieszanymi warunkami brzegowymi
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159

16l

162

163

164

J. Bro§

(Krakow)

Z. L1SOWSK1
(Krakow)

W. PARZONKA
(Wroctaw)

W. BABUL, S. ZIEMBA
(Warszawa)

B. BIREK

(Krakoéw)

M. WaRszyx&skr, P. Sroba
(Krakéw)

BIULETYN INFORMACYINY

Metody okreslania wlasnosci mechanicznych niektorych nowych
tworzyw konstrukcyjnych

Metoda okreslania deformacji plastycznej tworzyw przy badaniu
ich przydatnosci na tozyska $lizgowe

Metoda analizy zakresu pomiarowego wiskozymetru typu
Couette’a dia ciat Binghama

Pewne aspekty modelu przebicia tadunkami kumulacyjnymi

O ksztalcie powierzchni podloza lepko-sprezystego w otoczeniu
obszaru styku toczacej si¢ sztywnej kuli z podstawy reprezento-
wang modelem Voigta i modelem Voigta polaczonym szeregowo
Ze Sprezyna

Zjawiska reologiczne w przypadku element6w pracujacych
w warunkach naciskéw stykowych wielokrotnie powtarzalnych

IIT. KURSY

ODDZIAL W POZNANIU

Teoria drgan
Teoria dystrybucji
Analiza funkcjonalna

IV. SEMINARIA

ODDZIAL. W KRAKOWIE Z ODDZIALEM W GDANSKU

Technika wibracyjna

ODDZIAL W POZNANIU — SEMINARIUM N.T. «TEORII DRGAN»

Z. MAGIERA-ULLRICH
B. RADZISZEWSKI

O zastosowaniu drgan normalnych do uktadéw nieliniowych
Pewien nieliniowy ukfad mechaniczny

ODDZIAL W WARSZAWIE

SEMINARIA N.T. «TEORII DRGAN NIELINIOWYCH»

Ja. G. Panowko (ZSRR)
A. TonDL

(CSRS)

W. BoGusz

K. SZPUNAR

K. SZPUNAR
W. Bogusz
S. KASPRZYK

ZAJDLER
MAGIERA

Pewne paradoksy rozwigzan zadan mechaniki

Pewne problemy drgan ukladéw nieliniowych o n stopniach
swobody i niektére zagadnienia globalnej statecznosci

Warunki absolutnej statecznos$ci uktadéw nieliniowych
Parametryczne drgania nieliniowe ukladéw o dwu stopniach
swobody

Pewien przypadek drgan parametrycznych

Absolutna stateczno$¢ ukladdéw nieliniowych

Zastosowanie twierdzenia ,,Olech-Hartman” do optymalizacji
ukiadéw mechanicznych

Drgania sprz¢zone w pretach

Badanie stateczno$ci ukladéw nieliniowych metoda drgan
normalnych



RECENZJE

APPLIED MECHANICS, PROCEEDINGS OF THE ELEVENTH INTERNATIONAL CONGRESS
OF APPLIED MECHANICS, MUNICH (GERMANY), 1964, EDITOR H. GORTLER,
SPRINGER-VERLAG, BERLIN-HEIDELBERG-NEW YORK, 1966,

1189 STRON, 740 RYS.

Tradycja migdzynarodowych kongresdéw mechaniki stosowanej, organizowanych co cztery lata, datuje
sig od roku 1924, gdy odby! si¢ pierwszy kongres w Delft, podczas gdy kongres monachijski, ktéremu po-
$wiecone jest wydawnictwo, jest juz jedenasty z rzedu. Wydawnictwa kongresowe stanowia pewnego rodzaju
podsumowanie aktualnego stanu tej dziedziny nauki, pozwalaja zorientowac sig, jak szybko i wszechstron-
nie wzbogaca sig¢ zakres jej zainteresowan. Zmusza to do ograniczania liczby referatow sekcyjnych, ktérych
liczba w Monachium spadia do 145 wobec ponad 200 na poprzednim kongresne w Stresie, 1960, obok 9
referatow ogb6lnych o charakterze syntetyczno-przegladowym.

Obszerna ksigga kongresowa, wydana w bardzo starannej szacie typoglaflcznej, zngmionujacej wydaw-
nictwa Springera, zawiera na wstepie listg autorow, liste nczestnik6w, przeméwienia powitalne wygtoszone
przez H. GORTLERA, reprezentujacego gospodarzy kongresu oraz przez G. TeMpLE, aktualnego przewodni-
czacego Migdzynarodowego Stowarzyszenia Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej (IUTAM), po czym
nastgpuja referaty generalne, w kolejnosei:

L. I. Siebow (Moskwa), Pewne problemy tworzenia nowych modeli o$rodkéw ciaglych,
E. REIssNER (Cambridge, Mass.), O podstawach teorii sprezystych odksztalcent powlok,
R. LeGeNDRE (Chitillon-sous-Bagneux), Przeplywy nieustalone wokot ciat drgajacych,

J. N. Wekua (Nowosybirsk), Nowe metody w matematycznej teorii powlok,

L. J. Broer (Eidhoven), Nowe osiagnigcia w teorii rozchodzenia si¢ fal,

G. F. CArrIER (Cambridge, Mass.), Zjawiska w wirujacych plynach,

K. MagGnus (Stuttgart), Ruchy obrotowe cial sztywnych w centralnym polu grawitacji,

H. ZreGLer (Ziirich), Termodynamika odksztalcen,

T. B. BENJAMIN (Cambridge), Przeplyw ptynéw przy gietkich warunkach brzegowych.,

Referaty sekcyjne zgrupowane sa w dwéch sekcjach, mechaniki ciat statych oraz mechaniki cieczy
i gazéw, zblizonych objgtosciowo. Pierwsza sekcja obejmuje nastgpujace problemy: mechanika ofrodka
ciaglego, drgania nielinjowe, wytrzymalos¢ materialéw, drgania (ogolnie), teoria powlok, teoria sprezy-
stodci, odksztalcenia sprezysto-plastyczne, lepkosprezystosé i pelzanie, synteza mechanizméw, dynamika,
teoria plyt, propagacja zaburzeri w cialach stalych, teoria odksztalcen, naprezenia termiczne, naprezenia
termiczne — teoria plastycznoéci, teoria zniszczenia, teoria zniszczenia — teoria plastycznosci. W ramach
sekcji drugiej problematyka jest nastepujaca: przeplywy strumieniowe, laminarna warstwa graniczna, kine-
tyczna teoria gazéw, przeplywy super- i hipersoniczne, meteorologia, statecznosé hydrodynamiczna, hydro-
dynamika, przepltyw z mieszaniem, przeplyw molekularny, turbulentna warstwa graniczna, magnetohydro-
dynamika, hydrodynamika, fale uderzeniowe, stateczno$¢ hydrodynamiczna plynéw wirujacych, drgania
magnetohydrodynamiczne, przeplyw naddzwickowy, przeplyw z wyparowywaniem, generacja szumow
przy przeplywie ciepla, dyspersja w osrodkach niejednorodnych, kawitacja- przeptyw z tarciem.

Zwraca uwagg odejicie od tego, co zwyklo sie uwazaé za klasyczny zakres poszukiwari mechaniki osrod-
kéw ciaglych, zwrécenie sig ku zagadnieniom nieliniowym, zagadnieniom wymagajacym poglebionej fizy-
kalnej interpretacji przebiegu zjawisk. Stosunkowo wiele prac poswigcono podstawom mcchaniki réznych



396 RECENZIE

osrodkéw nieklasycznych (o$rodki z mikrostruktura, naprezenia momentowe itp.). Znaczng uwage skupila
reologia oraz nieklasyczne zagadnienia teorii ustrojéw powierzchniowych. Réwniez w centrum zaintereso-
wania pozostaje problematyka fal i drgan. W dziedzinie hydromechaniki duzo uwagi skupily zagadnienia
«sprzezone», zwlaszcza magnetohydfodynamika, teoria warstwy przysciennej turbulentnej, przeplywy
oé$rodkéw niejednorodnych, z mieszaniem, ewaporacja itd., stowem «nieklasyczne», obok nadal zywego
zainteresowania 2agadnieniami przeplywdw super- i hipersonicznych oraz zagadnieniami statecznosci
hydrodynamicznej w réznych warunkach.

Ksiege zamykaja przemdwienia koncowe W. T. Kortera oraz H. GORTLERA.

Zakres poruszonej tematyki, wspétudziat wielu wybitnych nazwisk w dziedzinie mechaniki stosowancj,
nowe, interesujace spojrzenie na wiele zagadnief — mimo iz obraz jest niepelny, zwlaszcza wskutek mniej.
szego 2ainteresowania problematyka «klasyczna» — sprawiaja, 2e ksigga kongresowa daje autorytatywny
przeglad najaktualniejszych kierunkéw poszukiwan i jest prawdziwa «kopalnia» wiadomosci.

Cz. Eimer



KONKURS

Zarzadu Gléwnego
Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej

Zarzad Glowny PTMTS oglasza konkurs na prace do$wiad-
czalne z dziedziny mechaniki.

Za najlepsze prace beda przyznane trzy nagrody pieniezne
w wysokosci

I nagroda z} 8.000.—
II nagroda ,, 4.000.—
IIT nagroda ,, 2.000.—

Prace zglaszane na konkurs powinny obejmowaé zagadnie-
nie mieszczgce sie w tematyce konkursu i zawieraé elementy
nowosci w stosunku do aktualnego stanu wiedzy.

Prace konkursowe nalezy przesyla¢ w postaci maszynopisu
z podwdjnag interlinig lub odbitki drukowanej w trzech egzem- -
plarzach do Sekretariatu Zarzadu Gléownego PTMTS, mieszczg-
cego sie w Warszawie w Patacu Kultury i Nauki, pokédj 1724,
w nieprzekraczalnym terminie do dnia 15 paZdziernika 1967 r.
Praca nie moze by¢ przed tg datg opublikowana ani ztozona do
druku poza czasopismem «Mechanika Teoretyczna i Stoso-
wanay. '

Konkurs jest ograniczony, dostepny tylko dla czlonkow
PTMTS.

Zarzad Gloéwny zastrzega sobie prawo nieprzyznawania lub
innego podziatu nagrod.

Nagrodzone prace opublikowane zostang w czasopiSmie
«Mechanika Teoretyczna i Stosowana».

Przewodniczgey
Zarzadu Gidéwnego PTMTS
(—) Prof. dr Jerzy Mutermilch

Przewodniczacy
Sgdu Konkursowego PTMTS
(—) Prof. dr Zbigniew Brzoska

Sekretarz Generalny PTMTS
(—) Prof. dr Bogumil Staniszewslki



Nastepny zeszyt Mechaniki Teorctycznej i Stosowanej zawiera prace
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