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O ZASTOSOWANIU ZASAD TERMODYNAMIKI DO OPISU
MATERIAŁÓW ODKSZTAŁCONYCH

J. KESTIN (PROVIDENCE)

«Fizyka — bez względu na to, czy będziemy ją nazywali
termodynamiką, czy nie-—nie powinna być bezsilna
wobec sytuacji, które można w pełni opisać opierając się
na wynikach pomiarów makroskopowych* (P. W. BRIDG-
MAN [1]).

1. Uwaga wstępna

Wielokrotnie próbowano opisać zachowanie się ciał stałych podlegających odkształ-
ceniu w ramach termodynamiki klasycznej. Jedną z takich godnych uwagi prób podjął
P. W. BRIDGMAN [1], który doszedł do wniosku, że program taki jest oczywiście możliwy
do zrealizowania, ale w tym celu konieczne jest najpierw pewne uogólnienie termodynamiki.
To właśnie doprowadziło go do koncepcji uogólnionej entropii i termodynamicznej ilości
ciała. Zdaniem autora tej pracy tak daleko idące środki nie są konieczne, a niezbędna jest
jedynie dokładna i ostrożna interpretacja wyników doświadczalnych na gruncie znanych
idei. Autor sądzi, że na tej drodze można będzie skonstruować logiczny i zwarty schemat
opisu. Prawdą jest jednakże, że w tym celu trzeba skorzystać z pewnych obserwacji o charak-
terze zupełnie ogólnym, których normalnie nie wykorzystuje się w sposób jawny.

Aby skoncentrować się wyłącznie na fizycznych aspektach zagadnienia, przedstawimy
nasze rozumowanie na najprostszym możliwym przykładzie układu, mianowicie na przy-
kładzie cienkiego pręta poddanego jednorodnemu naprężeniu o1, określonemu jako dodatnie
dla przypadku rozciągania, jako ujemne zaś w przypadku ściskania, i ulegającego jedno-
rodnemu odkształceniu e, także określonemu jako dodatnie w przypadku rozciągania,
jako ujemne zaś w przypadku ściskania. Pominiemy zupełnie możliwość występowania
niestateczności związanej z wyboczeniem lub z powstawaniem lokalnych «szyjek». Założymy
wreszcie, że nasz materiał spełnia prawo Hooke'a w zakresie sprężystym i że jego moduł
Younga E, jego współczynnik liniowej rozszerzalności cieplnej a i jego ciepło właściwe
przy stałym odkształceniu cE są stałe. Odnośnie do wielkości odkształcenia będziemy
zakładali, że są one nieskończenie małe.

Rozszerzenie przedstawionej tu interpretacji na ośrodki sprężyste przy występowaniu
w nich złożonych pól tensorowych naprężeń i odkształceń oraz na materiały, których
własności zależą od temperatury i dla których związki między naprężeniami i odkształ-
ceniami są nieliniowe, czy wreszcie na przypadek skończonych odkształceń sprężystych,
wymagałoby dużego nakładu pracy i szczegółowych rozważań; jeśli jednak stanąć na
gruncie zasady lokalnego stanu, a nie tak zwanej zasady pamięci, to rozszerzenie takie
nie nastręcza żadnych trudności podstawowej natury. To samo można powiedzieć o opisie
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lepkosprężystości, ale uwzględnienie związków między naprężeniami a odkształceniami
w zakresie plastycznym, szczególnie w obecności wzmocnienia materiału, wymaga wprowa-
dzeniu dokładniejszego modelu. Model taki prowadzi do teorii obszarów (domen) sprę-
żysto-plastycznych, która jest w zarysie przedstawiona w punktach 13 i 14.

2. Zakres sprężysty

Zaczniemy od przeglądu najbardziej elementarnej teorii sprężystego zachowania się
pręta. Ułatwi to nam znacznie dalsze rozważania, w których będziemy się powoływali
na ten prosty przykład.

Pierwsze zadanie, jakie nas czeka przed przystąpieniem do wykorzystania zasad termo-
dynamiki, polega na ustaleniu formy równania stanu układu. W tym celu musimy określić
liczbę i charakter niezależnych zmiennych opisujących jego stan. Zadanie to można wykonać
tylko przez odwołanie się do doświadczenia.

Przyjmiemy, że stan układu sprężystego określają dwie niezależne zmienne stanu.
Mogą one być wybrane zupełnie dowolnie spośród trzech wielkości termodynamicznych:
temperatury termodynamicznej T, naprężenia a i odkształcenia s. Biorąc pod uwagę roz-
szerzenie opisu na przypadek ośrodka ciągłego możemy już teraz stwierdzić, że ogólnie
trzeba rozróżnić te składowe tensora odkształcenia £y, które charakteryzują zmianę obję-
tości układu (ślad — eu), i te, które opisują zmianę kształtu (dewiator tensora odkształ-
cenia Bij — Bij—^-dtJBkk, którego ślad jest oczywiście równy zeru, sH = 0). Dla naszego

układu jednowymiarowego rozróżnianie takie nie jest rzecz jasna potrzebne.
A zatem istnieje jednoznaczny związek

(2.1) f(p,e,T) = Oi

który będziemy nazywali termicznym równaniem stanu układu. Dla naszego prostego
układu równanie powyższe ma postać:

(2.2) E = ~+ai{T-T0),

gdzie a jest współczynnikiem liniowej rozszerzalności cieplnej, To zaś dowolnie wybraną
temperaturą odniesienia. Oznacza to, że układ przy T — To może przyjąć stan, w którym
e i o" jednocześnie równają się zeru. Stan opisany przez T = To, o

1 = 0 i e = 0 wygodnie
jest nazywać stanem naturalnym. Dla prostoty zakładamy, że zarówno współczynnik
rozszerzalności cieplnej a, jak i moduł Younga E są niezależne od naprężenia i od tempera-
tury.

Równanie (2.2) przedstawia płaszczyznę w trójwymiarowej przestrzeni stanów układu
(naprężeriie-odkształcenie-temperatura). Izotermy na wykresie stanu naprężenie-odkształ-
cenie reprezentuje rodzina równoległych linii prostych, jak to pokazano na rys. 1.

Procesy quasi-statycznego obciążania i odciążania są odwracalne, a praca na jednostkę
objętości układu, wykonana w trakcie tych procesów, jest równa

(2.3) d\V° = -tfrfe.

Tu i dalej górny wskaźnik zero w dWa i dQ° będzie zawsze stosowany w celu podkreślenia
odwracalnej natury rozpatrywanego procesu. Praca w procesie odwracalnym dW° ma
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standardową postać iloczynu uogólnionej siły (wielkości intensywnej) i różniczki zupełnej
uogólnionego przemieszczenia (wielkości ekstensywnej) i przedstawia sobą wyrażenie
Pfaffa. Ponieważ dW" odnosi się do procesu odwracalnego, więc obie występujące w tym
wyrażeniu wielkości są parametrami stanu. Jeśli proces nie jest odwracalny, mimo że dalej
może być ąuasi-statyczny, dwie te wielkości nie będą już koniecznie parametrami stanu(i).

T<Tn

T>T0

Rys. 1. Równanie stanu dla układu sprężystego

Termiczne równanie stanu nie jest równaniem podstawowym^) i w związku z tym
nie zawiera wszystkich informacji o stanie równowagi układu. Dla pełnego scharaktery-
zowania stanu równowagi trzeba, jak wiadomo, podać energię wewnętrzną u przypadającą
na jednostkę objętości jako funkcję gęstości entropii s i odkształcenia e:

(2.4) u = u(s,s).

Można w tym celu posłużyć się też entalpią

(2-5) u-as = h(ss a),

funkcją Helmholtza (energią swobodną)

(2-6) u-Ts=f(T,e)

lub funkcją Gibbsa (entalpią swobodną)

(2-7) u~ae~Ts = g(T,d),

przy czym każda musi być wyrażona jako funkcja odpowiednich zmiennych, jak to zazna-
czono wyżej. Cztery powyższe równania podstawowe są zupełnie równoważne i wynikają
jedno z drugiego przez zastosowanie odpowiedniej zamiany zmiennych (transformacji
Legendre'a).

Zatrzymamy się obecnie na równaniu (2.4) i dokonamy obliczenia energii wewnętrznej
i entropii, wykorzystując w tym celu termiczne równanie stanu. Energię wewnętrzną

(') Ponieważ ostatnie stwierdzenie może nie być zrozumiałe dla czytelnika, zilustrujemy je na przykła-
dach w p. 4.

(*) Podstawowe równanie stanu pozwala obliczyć wszystkie wielkości charakteryzujące stan równowagi
układu jedynie na drodze różniczkowania; por. np. [51, str. 533.
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u określają dwie pochodne cząstkowe: (8uj8e)T i (du/dT)c. Pierwszą z nich można obliczyć
wykorzystując pierwszą zasadę termodynamiki i pierwszą część drugiej zasady termody-
namiki. Prowadzi to do równań:
(2.7) du = dQ?-d\V°

oraz
(2.8) du = Tds+ddn,

ponieważ
dQ<> = Tds.

Wynika stąd również, że

(2.9) ^ = T - f +<r
\8ejT \8ejr

i relacja wzajemności Maxwella

-(£),-(&).
prowadzi do równania:

(2.11)

Relację wzajemności Maxwella można otrzymać przez dokonanie transformacji Legendre'a
równania (2.8) do postaci odpowiadającej (2.6), to znaczy ze związku:
(2.12) df= d(u- Ts) = -sdT+crde.

Podstawiając a1 z równania (2.2) do (2.11) otrzymujemy następujące wyrażenie na pochodną
cząstkową energii wewnętrznej względem odkształcenia wyrażoną przez wielkości wystę-
pujące w termicznym równaniu stanu:

(2.13) \~) = EB+OET0.

Jest rzeczą dobrze znaną, że całkowanie ostatniego równania prowadzi do poszukiwanego
równania podstawowego, które jest zgodne z przyjętym przez nas poprzednio termicznym
równaniem stanu. W wyniku całkowania otrzymujemy:

u = y Eez+uEeT0+yi(T),

gdzie ip(T) jest stałą całkowania, będącą jedynie funkcją temperatury.
Ciepło właściwe c„ przy stałym odkształceniu jest określone jako (8u/8T)B i jest

w związku z tym równe:

Zgodnie z naszym dążeniem do maksymalnej prostoty matematycznej założymy naj-
prostszą formę funkcji cE = y>'(T), przyjmując mianowicie, że cB jest stałe. Mamy wówczas:

(2.14) u(e, T) = •yj&*+«ftro+cł(r-:ro) >
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przy czym u = 0 przy T= To i e = tf = 0. Przy T = To

1 , rf2

(2.15) u = —- £ e 2 + ccEsTo = 2R + a < r 7 o , T = To.

Na marginesie warto tu zauważyć, że zwykle człon aoTow równaniu (2.15) jest znacznie
większy od członu reprezentującego energię odkształcenia (a2j2E)(3). Tak więc podczas
izotermicznego ściskania energia wewnętrzna w przeciwieństwie do energii odkształcenia
maleje osiągając pierwotną wartość przy nierealnie wysokim naprężeniu ściskającym
a' = -2aETo(4).

Entropię należy obliczyć z wyrażenia dQ° dla ilości ciepła wymienianego przez układ
z jego otoczeniem podczas odwracalnego przejścia od stanu początkowego do stanu końco-
wego korzystając przy tym z równania:

dO°
(2.16) da^-jr.

Ilość ciepła dQ° wymienionego z otoczeniem przy przejściu odwracalnym podczas
procesu sprężystego nie jest znana bezpośrednio. Aby ją obliczyć, trzeba skorzystać z pierw-
szej zasady termodynamiki zastosowanej do przejścia odwracalnego:

(2.17) dQ° = du+dW° = aETde+cedT.

Mamy stąd

(2.18) ds= aEde+ce —

oraz

(2.19) s= aEe+Ctln— ,

przy czym s = 0 dla stanu naturalnego. Przy T = To

(2.20) s = aEe = atf, (T = To).

Eliminacja temperatury z równań (2.14) i (2.18) prowadzi do podstawowego równania
stanu

(2-21) u(s, e) = -L &+ *&T0+ CSTO

2
\

2 [exp(

(2.22) « 1 £ ^ + ( c , - «£fe)7'0(e"c«-1);

aproksymacja (2.22) odnosi się do przypadku, gdy

p(aEs/cF) J

(3) Dla glinu E = 7-lOs kG/cm2, a « 23.5-10-61/°K; dla stali £ = 2 M 0 ! kG/cm2, a = 13,3-1O-«1/°K;

przy a = 400 kG/cm2 stosunek (ao-0ro)/l-i-(T2/£| jest równy około 20 dla glinu i około 40 dla stali.

0) w'jest równe około -10 000 kG/cm2 dla glinu i około —17 000 kG/cm2 dla stali.
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Powyższe równanie podstawowe zawiera stałe materiałowe E, a i cs, które są konieczne
i jednocześnie wystarczają do określenia wszystkich własności materiału w stanie równowagi
termodynamicznej.

Warto zauważyć, że odwracalne obciążenie pręta przy stałej temperaturze T # To

od a = 0 do c wymaga wykonania następującej pracy i dostarczenia następującej ilości
ciepła:

(2.23) WQ = - / ads = -i-£[e- a ( T - r0)]2 - - —•,

(2.24) 2°= / = a£r[E~a(r-r0)] = ao-r.

Zauważymy znowu, podobnie jak to uczyniliśmy w związku z równaniem (2.15),
że ilość odwracalnego ciepła Q° wymieniona przez układ z otoczeniem podczas takiego
procesu izotermicznego jest wielokrotnie większa od odwracalnej pracy (— W°); uwaga
ta jest o tyle istotna, że w wielu elementarnych książkach na temat teorii sprężystości
stosunek ten jest oszacowany błędnie. Wzięta ze znakiem ujemnym praca w procesie od-
wracalnym mierzona względem et — 0 (ale nie e = 0), W° reprezentuje energię od-
kształcenia układu, tzn. zmianę funkcji Helmholtza przy stałej temperaturze.

Rys. 2. Wykresy stanu dla pręta sprężystego

Równania wyprowadzone w tym punkcie pozwalają uzupełnić wykres stanu (rys. 1)
krzywymi stałej energii wewnętrznej i stałej entropii. Uzupełnienie to przedstawione jest
na rys. 2, na którym podany jest także wykres stanu U—E. Pomijamy tu, dla skrócenia
naszych rozważań, wyprowadzenie odpowiednich równań i zakres podanych wykresów
stanu ograniczamy jedynie do współrzędnych interesujących inżynierską teorię spręży-
stości.
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3. Sprężysty ośrodek ciągły^)

Może być rzeczą pożyteczną przytoczenie tu równań liniowej («infinitezymalnej»)
teorii sprężystości w języku termodynamiki. Termiczne równanie stanu ma postać:

(3.1) stj = ~f- 0U- -j dtJ<rkk+ dt] a(T- To)

lub
E Ev E

(3-2) * u
 + 6 ^ ^<TT^

Równanie powyższe odnosi się do izotropowego ośrodka ciągłego, jako że opiera się na
założeniu, iż zmiana temperatury powoduje tylko zmianę objętości. W takim przypadku
równanie zawiera cztery zmienne niezależne, mianowicie trzy składowe tensora naprężenia
lub odkształcenia (albo ich niezmienniki) i temperaturę oraz trzy stałe materiało-
we: E, v i a.

Zamiast relacji wzajemności Maxwella (2.10) mamy teraz równanie:

jako że funkcja Helmholtza/= u— Ts musi spełniać równanie Gibbsa:

Energia wewnętrzna jest więc równa

(3.4) u(skh T) = ~<rijeu+^j^K(T~

entropia zaś wyraża się wzorem:

(3.5) s(ekl, T) = j ^ ^

Jest rzeczą godną uwagi, że przy zmianie naprężeń, wywołującej jedynie zmianę kształtu,
entropia nie ulega zmianie. Jest to bezpośrednią konsekwencją izotropii, wyrażonej zało-
żeniem o skalarnym charakterze współczynnika rozszerzalności cieplnej. Z tego względu
odwracalny proces izotermiczny przy stałej objętości jest także procesem izoentropowym
i przebiega bez wymiany ciepła z otoczeniem, a więc w takim procesie

Podstawowe równanie stanu u = u(s, etj) można teraz przepisać w postaci:

(3.6) u =4«Wfi ^ ^

(3.7) = Y T ^

T exp(s/c.) __ __

(5) Równania podane w tym punkcie zostały wyprowadzone przez profesora J. R. RICE'A (Brown
Uniyersity).
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4. Uwaga na temat pracy w procesie quasi-statycznym

Wyrażenie dla pracy w termodynamice jest naturalnym uogólnieniem pojęcia pracy
w mechanice. Kiedy proces przebiega ąuasi-statycznie, odwracalnie lub nie, wyrażenie
dla pracy elementarnej ma postać iloczynu pewnej zewnętrznej, uogólnionej siły i różniczki
uogólnionego przemieszczenia układu. Kiedy proces jest odwracalny, to znaczy stanowi
ciągłą sekwencję stanów równowagi, wówczas siła zewnętrzna jest dokładnie równoważona
przez siłę wewnętrzną. Wynika stąd, że siła uogólniona wchodzi do opisu chwilowego
stanu układu i w związku z tym stanowi parametr stanu. Przemieszczenie odpowiadające
sile zewnętrznej w procesie odwracalnym jest co do wartości równe i przeciwne co do
znaku w stosunku do przemieszczenia układu i także stanowi parametr stanu. Najbardziej
znanym przykładem jest praca wykonana przy odwracalnej zmianie objętości płynu

(4.1) dW°=pdV,

dla którego zarówno ciśnienie p, jak i objętość V są parametrami stanu. To samo odnosi
się do naprężenia i odkształcenia, które występują w równaniu (2.2).

Powyższego stwierdzenia nie można zastosować do quasi-statycznych procesów nie-
odwracalnych, gdyż podczas takich procesów układ nigdy nie jest w stanie równowagi,
ale przechodzi przez ciąg stanów bliskich stanom równowagi. Stany takie będziemy opisywali
przez przyporządkowanie im takich wartości odpowiednich wielkości, jakie układ osiągnął-
by, gdyby mu pozwolić dojść do stanu równowagi w izolacji adiabatycznej. Wynika stąd,
że co najmniej jeden parametr nie może być parametrem stanu.

Oto kilka przykładów ilustrujących tę kwestię. Rysunek 3 przedstawia najbardziej
znany układ termodynamiczny, składający się z gazu zamkniętego w naczyniu cylindrycz-

Rys. 3. Tłok poruszający się z tarciem

nym, którego objętość ulega zmianie wskutek ruchu tłoka. Zakładamy w tym przypadku,
że tłok porusza się z tarciem związanym z ruchem pręta ;• w tulejce b (z której wypompo-
wano powietrze). Zakładamy także, że proces jest izotermiczny (lub prawie izotermiczny),
to znaczy w jego trakcie następuje wymiana ciepła ze zbiornikiem o stałej temperaturze.
Proces kompresji lub ekspansji jest ąuasi-statyczny, ale oczywiście nieodwracalny. Układ
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nie jest dokładnie w stanie równowagi, jako że przepływ ciepła do zbiornika wymaga
istnienia gradientu temperatury. Praca wykonana w procesie jest równa

(4.2) dW=PdV,

gdzie P oznacza ciśnienie zewnętrzne. Oczywiście ciśnienie P nie jest równe ciśnieniu p
gazu; zachodzi bowiem, związek:

(4.3) P=p±p', przyczyni p'=\F/A\.

Symbol F przedstawia tu siłę tarcia w układzie pręt-tulejka, natomiast A pole powierzchni
tłoka. Podczas gdy p jest prawdziwym parametrem stanu, P nim nie jest. Następnie V nie
jest dokładnie równe objętości gazu, jeśli uwzględnić przesunięcie pręta /•; wielkość tę
można przedstawić jako sumę:

V = Vg+V

objętości gazu Vg i przesuniętej objętości pręta (dodatniej lub ujemnej). Tak więc V w rów-
naniu (4.2) reprezentuje parametr stanu tylko wówczas, gdy można pominąć przemieszcze-
nie pręta; w przeciwnym przypadku V nie jest parametrem stanu. Zatem w wyrażeniu

dW= (p±p')dVg+(p±p')dV
jedynie człon

dW<> = pdVg

przedstawia sobą pracę w procesie odwracalnym i co najmniej jeden z dwu parametrów
P i V nie jest parametrem stanu.

L

Ł

Rys. 4. Pręty sprężyste poruszające się z tarciem

Drugi przykład przedstawiony na rys. 4 dotyczy dwu sprężystych prętów, które mogą
swobodnie poruszać się względem siebie. Podczas ruchu prętów występuje siła tarcia
Ff = fiN, gdzie N oznacza siłę poprzeczną do prętów przyciskającą je do siebie. Tu także
zakładamy, że proces jest izotermiczny i mamy

(4.4) dW = -Fdl

bez względu na to czy proces jest odwracalny, czy nie. Jednakże proces będzie odwracalny
dopóty, dopóki F < Fs, gdyż w tym przypadku może nastąpić jedynie odkształcenie sprę-
żyste. Zatem

(4.5) dW°=Fd/, jeśli F < Ff.

Z chwilą jednak, gdy siła zewnętrzna F stanie się równa sile tarcia, może nastąpić poślizg
w miejscu styku prętów i wtedy ciepło będzie przepływać do rezerwuaru w sposób nie-
odwracalny. Przepływ ciepła był wszakże odwracalny, jeśli F była mniejsza of Ff. Niech
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dalej siła przenoszona przez sprężyście odkształcone pręty będzie równa sile zewnętrznej F.
Suma odkształceń obu prętów sprężystych nie będzie jednak dalej równa całkowitemu
przemieszczeniu / mierzonemu od końca do końca. W dalszym ciągu możemy napisać
wyrażenie dla pracy wykonanej w takim procesie w postaci (4.4); musimy jednak zauwa-
żyć, że długość / traci w tym przypadku charakter parametru stanu. Długość ta jest w przy-
bliżeniu równa sumie łącznej długości obu odkształconych prętów lr i długości względnego
przesunięcia ld; różnica wynika stąd, że przy zmianie ld inaczej odkształcają się pokrywa-
jące się odcinki prętów. Pomijając tę drobną komplikację możemy napisać:
(4.6) dW = -Fd(lr+ld) = - (Fdlr+Fdld).

W tym wyrażeniu tylko pierwszy człon: dW° = —Fdlr reprezentuje pracę w procesie od-
wracalnym.

N
Rys. 5. Skręcane powłoki walcowe

Analogiczny przykład przedstawiono na rys. 5. Mamy tu dwie bardzo cienkie powłoki
cylindryczne dociśnięte do siebie i skręcane momentem M. Jeśli nie ma poślizgu, to
(4.7) dW° = Mdy,
gdzie y oznacza kąt obrotu i zarówno M jak i y są parametrami stanu. Kiedy następuje
poślizg, w dalszym ciągu mamy
(4.8) dW = Mdy,
jednakże w tym przypadku y traci charakter parametru stanu.

Jako ostatni przykład rozważymy cienką cylindryczną i nieskończenie długą warstwę
cieczy lepkiej ulegającej jedynie odkształceniu postaciowemu (a więc przy stałej objętości)
wskutek obrotu z prędkością kątową co pod wpływem momentu M (rys. 6). Tu także
możemy założyć, że wymiana ciepła następuje w sposób (w przybliżeniu) izotermiczny.
Praca jest wykonywana z szybkością

(4.9)

co możemy także zapisać jako
(4-10)

gdzie y oznacza kąt obrotu.

dW _ dy
~~dT~M~dt'

=- Mdy,
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Jest rzeczą dobrze znaną, że stan płynu opisują dwa parametry stanu — powiedzmy
temperatura T i objętość V. W rozważanym procesie obydwie wielkości pozostają stałe,
skąd musimy wnioskować, że stan układu nie ulega zmianie. Innymi słowy, dW° = 0
i parametry występujące w równaniu (4.10) nie nadają się do opisu stanu. Entropia układu
nie ulega zmianie, gdyż ustalony jest stan układu i —-ponieważ

ds=> dQ°/T= 0,

przeto musimy wnioskować, że dQ° = 0, chociaż w trakcie procesu następuje wymiana
ciepła. Mamy tu do czynienia ze stacjonarnym procesem dysypacji energii.

Rys. 6. Przepływ Couette'a

Zauważmy, że w tym przykładzie moment M jest bezpośrednio związany z szybkością
odkształcenia dy/dt i że

M = 0, gdy dyjdt = Q.

Żadna tego rodzaju relacja między uogólnioną siłą i uogólnionym przemieszczeniem nie
występowała w poprzednich przykładach, w których związek między uogólnioną siłą
i uogólnionym przemieszczeniem można było zmieniać dość dowolnie przez odpowiednie
manipulacje z siłami tarcia. Dalej, w układzie z rys. 3 jego stan podczas procesu nieodwra-
calnego zmieniał się, podczas gdy w układach na rysunkach 4, 5 i 6 procesy nieodwracalne
przebiegały przy ustalonym (lub prawie ustalonym) stanie układu.

Powyższe przykłady prowadzą do istotnego wniosku, że jako kryterium pozwalającego
określić właściwe parametry stanu można użyć wyrażenia na pracę w procesie odwracal-
nym dW°. Odpowiednie wyrażenie dla dW dla procesów nieodwracalnych można wyko-
rzystać w celu sprawdzenia, czy określone wielkości są parametrami stanu, czy też nie-

5. Idealna deformacja plastyczna

Dokonamy teraz analizy przypadku idealnej deformacji plastycznej pręta sprężystego.
W punkcie tym będziemy rozważali pętlę histerezy odpowiadającą procesowi przebiega-
jącemu w rozważanym układzie przy stałej temperaturze. Pętla taka jest przedstawiona
na diagramie stanu naprężenie-odkształcenie na rys. 7a jako proces 0 12 3 4 5 0. Przy-
puśćmy, że po pełnym cyklu układ osiąga dokładnie stan naturalny 0 oraz że proces odcią-
żenia j est odwracalny i przebiega przy pierwotnej wartości modułu sprężystości. Założenie
takie nie zawsze jest prawdziwe; to bowiem czy układ po pełnym cyklu powraca dokładnie
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do stanu wyjściowego, czy nie — zależy od własności pręta. Na przykład materiał pręta
może być w stanie zahamowanej równowagi chemicznej; w tym przypadku podczas pro-
cesu deformacji zwykle następuje reakcja chemiczna, w której wyniku stan równowagi
chemicznej ulega zmianie. Wówczas początkowy stopień reakcji £1 w stanie 0 może być
inny, niż końcowy stopień reakcji & także w stanie 0. W przypadkach tego rodzaju dwie
wielkości nie opisują stanu w sposób kompletny, tak że dla pełnego opisu stanu trzeba
do poprzednich parametrów dołączyć jeszcze tyle dodatkowych parametrów, ile niezależ-

~-°Ta=conśt

Rys. 7. Pętla histerezy dla pręta sprężysto-idealnie plastycznego

nych reakcji może przebiegać w układzie. To samo można powiedzieć o module sprężystości
podczas procesu odciążania. Na razie wykluczymy takie możliwości, a w p. 12 wykażemy,
że w przypadku prętów metalowych powrót dokładnie do pierwotnego stanu po pełnym
cyklu ogólnie rzecz biorąc nie jest możliwy.

Trzeba tu wyraźnie podkreślić, że pętla histerezy 0 12 3 4 5 0 nie reprezentuje cyklu
odwracalnego, jako że odwrócenie kierunku obciążania od 0 do 1', jak to pokazano na
rys. 7b, daje w efekcie inną pętlę, mianowicie 0 1' 2' 3' 4' 5' 0. Wskazuje to na to, że procesy
deformacji plastycznej 1 2 i 4 5 na rys. 7a oraz 1'2'i 4' 5' na rys. 7b są nieodwracalne,
gdyż odwracalne są pozostałe procesy.

Niezależnie jednak od tego można twierdzić, że całkowita praca

W= - fade

dokładnie jest zrównoważona przez całkowitą ilość ciepła:

= fdQ,

o ile pozostaje w mocy założenie o powrocie układu dokładnie do tego samego stanu
naturalnego 0 po pełnym cyklu. Jest to konsekwencją faktu, że pierwsza zasada termo-
dynamiki stosuje się do procesów zarówno odwracalnych, jak i nieodwracalnych. Odwrot-
nie, jeśli doświadczenie potwierdza równość pracy i ciepła, to z tego wynika, że przy pełnym
obiegu pętli histerezy energia wewnętrzna musi osiągać dokładnie pierwotną wartość.
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Doświadczenie sugeruje dalej, że praca podczas deformacji plastycznej dąży do zrówno-
ważenia odpowiedniej ilości ciepła przy idealnej plastyczności. Tak więc dla przejścia
idealnie plastycznego, powiedzmy 1 2 na rys. 7a, możemy napisać:

tak że mamy:
(5.1) dQ = dW'= —ade (dla idealnie plastycznej deformacji).
Na podstawie pierwszej zasady termodynamiki (du = dQ—dW) wnioskujemy, że
(5.2) du = 0 (dla deformacji plastycznej).

Dochodzimy zatem do wniosku, że energia wewnętrzna pręta deformowanego plastycznie
w sposób izotermiczny pozostaje stała. Oznacza to, że energia wewnętrzna pręta deformo-
wanego plastycznie w zakresie płynięcia nie zależy zupełnie od wielkości deformacji plastycz-
nej.

Poprzednie rozważania wykazały, że wzdłuż linii odpowiadających deformacji plastycz-
nej (1 2, 4 5, 1' 2' oraz 4' 5') pozostają stałe następujące parametry:

<r = ay; T; u.

Z drugiej strony, odkształcenie s może osiągać nieskończenie wiele wartości. Zwykle
w związku z tym stwierdza się, że ta okoliczność eliminuje deformację plastyczną z przy-
padków, do których można stosować termodynamikę klasyczną, jako że równanie stanu

f(cr,e,T) = 0

musi przedstawiać związek jednoznaczny. W wyniku dochodzi się więc do wniosku, że «nie
istnieje» termiczne równanie stanu dla takich układów, gdyż poprzednie równanie jest
oczywiście wieloznaczne, i że dla objęcia tego przypadku «trzeba dokonać odpowiedniego
uogólnienia termodynamiki» [1]. Wniosek ten jest nieunikniony, ale tylko wówczas, gdy
zakłada się, że całkowite odkształcenie s stanowi prawdziwy parametr stanu.

W celu znalezienia wyjścia z sytuacji musimy odrzucić to niczym nieusprawiedliwione
założenie bez względu na to, jak do jego przyjęcia skłaniałyby nas wyobrażenia intuicyjne.
Fakt, ttdW — —ade dla nieodwracalnego procesu plastycznego 1 2 i 4 5 powinien stanowić
wskazówkę, że całkowite odkształcenie e nie jest prawdziwym parametrem stanu.

Fakty doświadczalne interpretujemy w tym sensie, że stan pręta w zakresie deformacji
plastycznej w dalszym ciągu opisują dwie wielkości niezależne. Wykazaliśmy poprzednio,
że podczas każdego izotermicznego procesu deformacji plastycznej trzy parametry pozostają
stałe. Wniosek jest oczywisty: wszystkie parametry stanu pozostają stale. Innymi słowy,
proces izotermicznej deformacji plastycznej przebiega przy niezmiennym stanie układu.
Tak więc wszystkie punkty wzdłuż poziomej linii a = const (tf < ay) na izotermicznym
wykresie naprężenie-odkształcenie są identyczne.

Do prawie tego samego wniosku doszedł P. W. BRIDGMAN [1], który wszystkim takim
punktom przypisał tę samą wartość entropii. Sądził on jednak, że w ten sposób wprowadził
«uogólnioną entropię», ponieważ milcząco przyjął założenie, iż całkowite odkształcenie
jest parametrem stanu. Dokładniejsza analiza wskazuje jednakże, że żadne uogólnienie
nie jest potrzebne.
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Musimy zatem wyraźnie odróżniać wykres naprężenie-odkształcenie i wykres stanu.
Wykres stanu dla układu przedstawionego na rys. 7 jest pokazany na rys. 8. Dla układów
sprężystych rozróżnianie takie oczywiście nie jest potrzebne.

a

Opl

0

1f
4,5

X2

3

-ffp/

Nieosiągalne

P

Nieosiągalne

Rys. 8. Wykres stanu dla układu przedstawionego na rys. 7

Dla określenia właściwego parametru odkształcenia wystarczy odciążyć układ od danego
stanu deformacji plastycznej, powiedzmy od stanu 2 na rys. 7 wzdłuż linii 2 3. Zachodzący
wówczas proces będzie odwracalny i praca w tym procesie będzie równa

dW° = — adee,

gdzie ee musi być mierzone względem punktu 3 odpowiadającemu stanowi naturalnemu.
Tak więc w dowolnym punkcie pośrednim, powiedzmy w punkcie a na rys. 7a, musimy
odróżnić odkształcenie sprężyste e", które jest parametrem stanu, i odkształcenie plastyczne ep

(odkształcenie trwałe), które parametrem stanu nie jest. Jest rzeczą jasną, że

(5.3) e = e e +e p ,

czyli że poprzednie argumenty wskazują na konieczność rozłożenia całkowitego odkształ-
cenia na część sprężystą i część plastyczną (odkształcenia trwałe).

Musimy teraz poświęcić kilka uwag entropii. Ponieważ izotermiczna deformacja
plastyczna pręta nie zmienia stanu pręta, w takim razie nie zmienia także jego entropii.
Często stosuje się następującą argumentację [I]: rozważmy dwa dowolnie wybrane punkty
A i D, jak to pokazano na rys. 9. Wszelka próba obliczenia różnicy odpowiadających im
wartości entropii musi być bezowocna, gdyż aby tego dokonać, trzeba je połączyć lini ;
odpowiadającą odwracalnemu przejściu od jednego stanu do drugiego. Rzecz oczywista, że
nie można znaleźć żadnej takiej linii łączącej dwa takie «stany». W konsekwencji nie można
tu zastosować równania (2.16), gdyż dQ° nie daje się określić ze względów zasadniczych.
Rozumowanie tego rodzaju skłoniło P. W. BRIDGMANA [1] do napisania: «Mamy tu do
czynienia z podwójnym problemem — problemem rozszerzenia formalnego schematu tak,
aby był on w stanie objąć nowe sytuacje, i problemem eksperymentalnym polegającym
na rozstrzygnięciu, które fakty nie mieszczą się w granicach stosowalności starego schematu,
a które obejmuje schemat rozszerzony». Jak już wspominaliśmy, dla wykazania, że stany
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A i D są identyczne, zachodzi konieczność dokonania jedynie zmian formalnych. Jest
rzeczą jasną, jak to wykazano wyżej, że stany Bi C są. identyczne. Ponieważ dalej sB = sc i

= sc-~sD,

więc także mamy:

Nie ma więc żadnej potrzeby szukania procesu odwracalnego łączącego odpowiednie
punkty, gdyż różnica całkowitych odkształceń odpowiadającym «stanom» A i D nie stanowi
różnicy stanów.

Odwracając argumentację możemy natomiast stwierdzić, że

dQ° = 0 przy c = const i T = const.

To jest właśnie wielkość, którą P. W. BRIDGMAN nazwał «termodynamiczną ilością ciepła»
dla odróżnienia od «empirycznej ilości ciepła» — ilości ciepła w procesie nieodwracalnym
w naszej obecnej terminologii. P. W. BRIDGMAN dochodzi do poprawnego wniosku, że

<5j,

-Bpl

Rys. 9. Obliczenie entropii

«termodynamiczna» ilość ciepła w fikcyjnym procesie przy o1 = const i T = const jest
równa zeru. W ten sam sposób znikają też trudności związane z «morzem nieodwracal-
ności» P. W. BRIDGMANA; wystąpią one ponownie, ale w innej postaci w p. 12. Wrażenie
«morza nieodwracalności* odnosi się przy okazji rozpatrywania procesu nieodwracalnego
(takiego jak tarcie), przebiegającego izotermicznie przy niezmiennym w zasadzie stanie
układu.

Akceptując powyższe wnioski dochodzimy do stwierdzenia, że podstawowe równanie
stanu dla naszego układu jest identyczne z równaniem (2.21), ale pod warunkiem, że w rów-
naniu tym od całkowitego odkształcenia e odejmie się odkształcenie trwałe eF, albo że e
zastąpi się przez e". Tak więc dla układów poddanych deformacji plastycznej mamy

u(s, s) =
1

2 Mechanika teoretyczna
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Ponieważ wszystkie własności można określić na podstawie tego równania, więc dla roz-
ważanego tu przypadku pozostają w mocy wszystkie równania punktów 2 i 3, jeśli zamieni
się w nich e na se. Ogólnie rzecz biorąc, jeśli cp oznacza którykolwiek z potencjałów termo-
dynamicznych u, s, h,/lub g, to możemy napisać:

dq>
de(5.5) = 0, ale ogólnie rzecz biorąc -r— =

de"
0,

gdzie różniczkowanie odbywa się przy ustalonym drugim parametrze. Zauważmy również,

ze

dW° = — adee (zakres sprężystości),

dW = —(adep-\-ade.':) (zakres plastyczności),

-ddeP

(5.6)
podczas gdy
(5.7)

przy czym
(5.8) dQ =

oznacza ilość ciepła dysypowanego.
Odkształcenie sprężyste można zawsze określić zakładając odciążenie układu. Nie

można zapominać, że jakakolwiek teoria zakładająca, że energia u, entropia s (lub funkcja
Helmholtza/, albo którykolwiek inny potencjał termodynamiczny) zależy od całkowitego
odkształcenia £ lub od odkształcenia plastycznego sp, nie może prowadzić do rezultatów
zgodnych z wynikami doświadczeń.

6. Odkształcenia związane ze wzmocnieniem materiału

Rozszerzenie naszych idei na przypadek materiałów ze wzmocnieniem, można prze-
prowadzić na dwu poziomach przybliżenia. W pierwszym przybliżeniu będziemy w dalszym
ciągu pomijać zmiany przekroju poprzecznego i inne efekty trójwymiarowe. W drugim

a

0

i f

T=const

£

Rys. 10. Histereza dla materiału ze wzmocnieniem

przybliżeniu, które przedstawimy w p. 12, zaproponujemy teorię obszarów (domen)
sprężysto-plastycznych i weźmiemy pod uwagę owe efekty trójwymiarowe nawet w przy-
padku cienkiego pręta poddanego jednoosiowemu obciążeniu.
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Wykres na rys. 10 przedstawia idealizowaną pętlę histerezy z odcinkami 4 1 i 2 3, odpo-
wiadającymi procesom odwracalnym i odcinkami 1 2 i 3 4, odpowiadającymi nieodwracal-
nym procesom wzmocnienia. Przyjmujemy, że pętla histerezy może być zamknięta i że pręt
powraca po pełnym cyklu do pierwotnego swego stanu naturalnego 0. Zdajemy sobie
jednak sprawę z tego, że wiele eksperymentów wskazuje, iż układ nie powraca po pełnym
cyklu do początkowego stanu naturalnego 0 i zagadnieniem tym zajmiemy się później.
W pierwszym przybliżeniu przyjmiemy, że taka sytuacja jest możliwa, akceptując tym
samym zwykle milcząco przyjmowaną w termodynamice zasadę, która stwierdza, iż każdy
układ może być doprowadzony do dowolnego ustalonego stanu równowagi za pomocą
odpowiedniego ciągu procesów (odwracalnych lub nie).

W celu określenia parametru naprężenia opisującego stan termodynamiczny użyjemy
jako kryterium wyrażenia na pracę w odwracalnym procesie odciążenia zakładając, że stałe
materiałowe, w tym także moduł Younga, mają pierwotne wartości. Wnioskujemy, że od-
kształcenie sprężyste

(6.1) - Ś -
przy czym
(6.2) a = ep+ee

wciąż odgrywa rolę parametru stanu. Metoda określenia se jest przedstawiona na rys. 11,
który pod tym względem jest podobny do rys. 7 z tą tylko różnicą, że naprężenia, przy
których następuje plastyczne płynięcie, są zmienne; odpowiednia zależność jest przy tym
dana empirycznie.

Rys. 11. Naprężenie sprężyste

Ponieważ dla dwu stanów charakteryzujących się tym samym naprężeniem (a i a' na
rys. 11) co najmniej trzy parametry stanu d,eeiT mają te same wartości, więc wnioskujemy
stąd, że dwa takie stany są identyczne. Wskazuje to na fakt, że dwa kolejne po sobie nastę-
pujące procesy: nieodwracalny proces 1 2 i odwracalny proces 2 1' stanowią nieodwracalny
cykl izotermiczny.

Dla rozważanego przypadku zachoduje swą słuszność termiczne równanie stanu oraz
wyrażenia dla energii wewnętrznej, entropii, pracy w procesie odwracalnym i ilości ciepła,
które odnoszą się do przypadku pręta sprężystego, z tym tylko, że należy w nich zamiast e
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podstawić ee. Podobnie zachowują ważność równania (5.4)-(5.7). Wykres stanu jest
identyczny z przedstawionym poprzednio na rys. 8 (lub 1 i 2) z tym jednak, że teraz izotermy
są ograniczone przez naprężenia zrywające an a nie przez granicę plastyczności c p l jak dla
układu sprężysto-idealnie plastycznego.

Wyrażenia dla pracy i ciepła dysypowanego — równania (5.6)-(5.8) — można przed-
stawić jako pola powierzchni na wykresie naprężenie-odkształcenie w przypadku procesów
izotermicznych; przedstawia je rys. 12. Pole 0 1 2 b reprezentuje aktualną pracę wykonaną
w układzie

2

/ otfe = - W,
o

podczas gdy pole alb pracę wykonaną w układzie w procesie odwracalnym. Różnica —
pole 0 1 2 a jest proporcjonalna do energii dysypowanej podczas procesu (por. równanie
w p. 10); nie jest ona równa ani ilości ciepła g° wymienionej w sposób odwracalny, ani
aktualnie wymienionej ilości ciepła Q, ale ich różnicy. Kiedy po pełnym cyklu od stanu
początkowego układ po odciążeniu powraca do stanu a, wówczas pole 0 1 2 a staje się
równe energii dysypowanej podczas cyklu, to znaczy ciepłu oddanemu otoczeniu. Ilość
oddanego ciepła jest wtedy równa całkowitej wykonanej pracy.
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Rys. 12. Geometryczna interpretacja całek na izotermicznym wykresie naprężenie-odkształcenie

Rysunek 5 przedstawia prostą analogię mechaniczną pręta odkształcanego pla-
stycznie. Przypadek N = const odpowiada przypadkowi idealnej plastyczności, podczas
gdy przypadek ze wzrastającym JV powyższemu uproszczonemu przypadkowi wzmocnienia.

7. Materiał Iepkosprężysty

Zajmiemy się teraz możliwie najprostszym materiałem lepkosprężystym, mianowicie
takim, który spełnia prawo Hocke'a przy dowolnie danej szybkości odkształcenia e.
Uwzględniając, że szybkość odkształcenia ma wpływ na związek między odkształceniem
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i naprężeniem, przyjmiemy, że efekty bezwładnościowe można pominąć. Izotermiczny
wykres naprężenie-odkształcenie dla takiego materiału przedstawiony jest na rys. 13;
szybkość odkształcenia e występuje tu w roli dodatkowego parametru. Pierwszą nasuwającą
się myślą jest, że stan układu, na przykład w punkcie A, opisują w sposób zupełny trzy
spośród czterech zmiennych: o", e, Tiś. Innymi słowy «naturalne» wydaje się dołączenie
szybkości odkształcenia jako dodatkowego parametru i przyjęcie w związku z tym, że stan
określają nie dwie, lecz trzy niezależne wielkości. Słuszności tego przypuszczenia nie można
rozstrzygnąć przez odwołanie się do jakiejś zasady; poprawną odpowiedź może dać tylko
interpretacja faktów doświadczalnych.

Na podstawie danych doświadczalnych przyjmujemy, że odwracalne są tylko procesy
przebiegające przy e = 0; wszystkie inne są natomiast nieodwracalne. Fakt ten, jak to

'e>0 T=To°=const

Rys. 13. Materiał lepkosprężysty

zaraz zobaczymy, wyklucza możliwość, że e reprezentuje prawdziwy parametr stanu,
i prowadzi do wniosku, że takie wielkości, jak entropia i energia wewnętrzna lub jaki-
kolwiek inny potencjał termodynamiczny muszą być niezależne od ś.

Gdyby e było prawdziwym parametrem stanu i gdyby termiczne równanie stanu miało
postać

(7.1) /(tf,M,r) = o,
wówczas możliwe byłoby przeprowadzenie procesu odwracalnego, to znaczy procesu,
podczas którego układ przechodziłby przez ciąg stanów równowagi przy dodatkowym
warunku e = const. Wspomnieliśmy już, że jest to możliwe tylko wówczas, gdy e = 0.
A ten właśnie fakt wyklucza e jako zmienną z równania (7.1).

Szybkość, z jaką jest wykonywana praca (w sposób nieodwracalny) przy e > 0, jest
równa

(7.2) dW\dt = -oś,

co wskazuje na to, że o1 może nie mieć charakteru parametru stanu. Równanie (7.2) można
także przepisać w postaci

(7.3) dW=-ffde,
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tak że praca w procesie odwracalnym przy e = 0, jest równa

(7.4) dW=-aede,

gdzie tfe< tf. Równanie powyższe identyfikuje o16 jako prawdziwy parametr stanu. W takim
razie naprężenie musi być rozłożone na «odwracalną» część sprężystą tfe i część lepką d°:

(7.5) et = ae+av

jak to sugeruje rys. 13. W konsekwencji, z punktu widzenia termodynamiki stany A i A'
na wykresie są identyczne. W celu obliczenia energii wewnętrznej u lub entropii s w punkcie
A nie koniecznie trzeba łączyć A i, powiedzmy, punkt reprezentujący stan naturalny linią
odpowiadającą procesowi odwracalnemu od jednego stanu do drugiego; zamiast punktu
A można równie dobrze posłużyć się punktem A'.

Jest teraz rzeczą jasną, że dla rozpatrywanego przypadku pozostają słuszne wszystkie
równania dla układu sprężystego. W szczególności niezmienione pozostaje równanie
podstawowe (2.21), ale we wszystkich pozostałych równaniach trzeba a zastąpić przez ae.
Na przykład, zamiast dobrze znanego równania

dla układu sprężystego, które wynika bezpośrednio z zależności

du = Tds+ads,

musimy napisać

£)-"•
Podobnie przy przeprowadzaniu transformacji Legendre'a równania podstawowego (2.21)
nie wolno zapominać, że dla materiału lepkosprężystego

(7.8) h(s, ae) = u-d'e, f(T, s) = u-Ts, g(T, ae) = u-aee-Ts

i że

(7.9, i * î=0,a,eie„a„gó, = ^ 0

dla każdego potencjału termodynamicznego <p (różniczkowanie przeprowadza się przy
ustalonych innych zmiennych).

Przedstawiona obecnie sytuacja jest analogiczna do sytuacji w przypadku cieczy lepkiej,
dyskutowanej krótko w związku z rys. 6. W tym ostatnim przypadku nie było mowy o tym,
że moment M lub prędkość kątowa a> powinny wejść do równania stanu. Innymi słowy.
ponieważ moment M jest całką z naprężenia ścinającego T W cieczy lepkiej, prędkość zaś
kątowa w jest proporcjonalna do gradientu prędkości w warstwie, nikt nie zaproponował,
aby którąkolwiek z tych dwu wielkości wstawić do równania stanu cieczy lepkiej. W rów-
naniu stanu zachowuje się jedynie ciśnienie, to znaczy jedna trzecia śladu pełnego tensora
naprężenia i objętość, to znaczy jedna trzecia całki po czasie ze śladu tensora szybkości
odkształcenia.
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W przypadku lepkosprężystym proces przebiegający przy e > 0 jest nieodwracalny
i entropia produkuje się z szybkością

,dQ.
(7.10) dt

zupełnie analogicznie jak w przypadku cieczy lepkiej. W procesie izotermicznym kompen-
sacyjny strumień ciepła zapewnia utrzymanie stałej wartości entropii, to znaczy wartości
odpowiadającej temu samemu odkształceniu, ale przy równej zeru szybkości odkształcenia.

Dalsza różnica między materiałem lepkosprężystym i materiałem plastycznym polega
na tym, że teraz trzeba rozważać procesy przebiegające ze skończonymi prędkościami,
podczas gdy poprzednio dopuszczalne były jedynie procesy quasi-statyczne. Możliwość
wykorzystywania w dalszym ciągu równań klasycznej termodynamiki opiera się na hipo-
tezie, w myśl której w każdej chwili procesy przebiegające ze skończonymi prędkościami
można traktować jako procesy quasi-statyczne. Warto tu zauważyć, że na tej hipotezie
bazuje cała mechanika płynów.

8. Pełzanie i relaksacja

Rozważania prowadzone w poprzednich punktach mogą sugerować, że termiczne
równanie stanu materiału, w którym przebiegać mogą procesy pełzania i relaksacji, powinno
mieć również postać:

(8.1) f(e,a,T) = 0.

Jednakże jest to oczywiście niemożliwe, jako że w procesie pełzania zmienia się odkształ-
cenie, podczas gdy o1 = const i T = const, natomiast w procesie relaksacji zmienia się a,
podczas gdy e = const i T = const. Musimy oczywiście dojść do wniosku, że równanie
(8.1) powinno zawierać co najmniej jeszcze jedną zmienną f, której zmiana skompensuje
zmianę a lub e zależnie od przypadku. W konsekwencji termiczne równanie stanu musi
przyjąć postać:

(8.2) /(«,tf,r,fi)-0,

gdzie symbol ff oznacza tyle zmiennych f, ile nakazuje przyjąć doświadczenie w każdym
przypadku.

Interpretujemy tu wyniki doświadczeń w taki sposób, że zakładamy, iż zmienna lub
zmienne £ są tej samej natury, co i stopień reakcji chemicznej. Włączenie takich zmiennych
do równania stanu przedstawia ciągłą aproksymację, która daje możliwość uwzględnienia
przemianchemicznych czy dyfuzji, jeśli takie mogą wystąpić w układzie w stanie zahamo-
wanej równowagi chemicznej.

Ten punkt widzenia przyjęty jest w pracy J. MEIXNERA na temat zjawisk relaksacji
[2, 3], a także w monografii S. R. DE GROOTA i P. MAZURA [4] w związku z opisem relaksacji
sprężystej. Praca J. MEIXNERA [2] zawiera szczególnie prosty opis relaksacji w pręcie pod-
danym działaniu jednoosiowego naprężenia. Teoria jest oparta na rozwinięciu na szereg
Taylora funkcji Helmholtza (co do której zakłada się, że zależy od jednego tylko para-
metru wewnętrznego £) w pobliżu stanu równowagi chemicznej, dla którego przyjmuje
się £ = 0.
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Ograniczając się do procesów izo termicznych można równanie podstawowe napisać
w postaci:

(8.3) /(£, 0 = /(0,0)+EooB+bB^+

różniczka/ma wtedy postać:

(8.4) df=ade-srtdC,

gdzie £# jest powinowactwem sprzężonym z £,
Z relacji przyjętej dla funkcji Helmholtza wynika, że

(8.5) a -

oraz

(8.6) -t

Podczas procesu odwracalnego srf. — 0 i mamy:

co wskazuje, że moduł Younga jest dany wzorem;

(8.7) E = E(00

Postulując liniowy związek między powinowactwem sl i uogólnionym strumieniem
di/dt, to znaczy zakładając

(8.8) ^ = C J f '
można wyprowadzić tak zwane dynamiczne równanie stanu(6)

(8.9) tf+T.a = E(e+tae),
gdzie

(8.10) T l - £ i rff = ^ .

Rozwiązanie ogólne równania (8.9) można napisać w postaci

(8.11) a(t) = Ene®- Eco~E ( e~ult'e(ł-u)du,
T E J

gdzie pominięto addytywny, zanikający człon const x exp(— t/tB).
Interpretacja tego równania prowadzi często do pewnych nieporozumień. Jak widać,

równanie to opisuje proces termodynamiczny będący wynikiem «przyłożenia» z miennego

(«) Użycie tu określenia «równanie stanu» jest nieusprawiedliwione, gdyż równanie to zawiera wielkości,
które nie są prawdziwymi parametrami stanu.
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odkształcenia e(t) do końców pręta. Jeśli z wyrażeń dla a(t) i a(t) wyeliminujemy parametr t,
to powinniśmy otrzymać pewną reprezentację tego procesu na płaszczyźnie naprężenie-
odkształcenie; w tej reprezentacji procesu parametr wewnętrzny | nie jest stały, ale zmienia
się od punktu do punktu, jak tego żąda równanie (8.5). Tak więc związek tego typu nie
może stanowić równania stanu; wszystkie równania stanu dla izotermicznie «zamrożonej»
równowagi wewnętrznej są zawarte w równaniu (8.3). Nie jest więc rzeczą zaskakującą,
że szczegóły procesu zależą od wszystkich «obecnych» i «przeszłych» wartości funkcji e(t)
opisującej zależność odkształcenia od czasu («historii» odkształceń na brzegu). To nie
usprawiedliwia stwierdzenia interpretowanego często bardzo szeroko, że rozważany układ
jest obdarzony «pamięcią» (zanikającą lub jakąś inną) i że jego aktualny stan zależy od
całej historii układu. Ilekroć rozpatruje się proces termodynamiczny, tylekroć stwierdza się,
że wszystkie parametry stanu są funkcjami czasu i że ich wartości w jakiejś szczególnej
chwili zależą od wszystkich wartości wszystkich parametrów w danej chwili i w przeszłości.
To jednak nie oznacza, że czas musi występować w sposób jawny w równaniach stanu,
stanowiących przecież związki między parametrami stanu w danej chwili. Odwrotnie,
jeśli do opisu przyjęte są poprawne niezależne parametry stanu, czas musi zniknąć z każdego
prawdziwego równania stanu.

Obecność parametru wewnętrznego f w poprzednich rozważaniach sugeruje wyraźnie,
że teoria materiałów lepkosprężystych, potraktowana opisowo w poprzednim punkcie,
może być zbudowana na założeniu istnienia wewnętrznych zmiennych układu. Ten punkt
widzenia jest szczególnie wyraźnie przyjęty w licznych pracach J. MEIXNERA [3].

9. Schemat ogólny

Rozszerzenie powyższych rozważań na ośrodki ciągłe w przypadku materiałów sprę-
żystych okazuje się proste i nie budzące wątpliwości. W bardziej skomplikowanych przy-
padkach różni autorzy stosują różne podejścia; w związku z tym przed przystąpieniem
do zbadania zjawiska wzmocnienia w ramach teorii obszarów (domen) sprężysto-plastycz-
nych nie od rzeczy będzie rozpatrzenie pewnych ogólnych zasad analizy.

Autor jest przekonany, że dla skonstruowania termodynamicznego opisu układów
ciągłych trzeba zaakceptować zasadę stanu lokalnego [5]. Zasada ta zapewnia, że wszystkie
związki między wielkościami termodynamicznymi, które są słuszne dla układów jedno-
rodnych, pozostają w mocy w każdym punkcie w przestrzeni i w każdej chwili czasu,
nawet jeśli procesy przebiegają ze skończonymi prędkościami. Osiągnięcia teorii spręży-
stości i mechaniki płynów są zbudowane właśnie na tej zasadzie. Zgodność między tymi
teoriami i doświadczeniem sugeruje, że zasadę stanu lokalnego można bez żadnych za-
strzeżeń przyjąć także jako podstawowe założenie teorii mających opisać niesprężyste
zachowanie się materiałów. Kwestii czy zasadzie tej można nadać charakter uniwersalnej
zasady termodynamiki ośrodków ciągłych nie ma potrzeby tu dyskutować.

W każdej chwili czasu t układ ciągły znajduje się w określonym stanie, który charaktery-
zują rozkłady przestrzenne jego (prawdziwych) parametrów termodynamicznych <p;. Stan
jest zatem określony przez n pól <p;(x, t) gdzie x jest wektorem położenia, zaś n oznacza
liczbę niezależnych wielkości termodynamicznych odpowiedniego układu jednorodnego.
Czas t odgrywa rolę parametru. Kiedy czas zmienia się, wówczas mówimy, że w układzie
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przebiega proces. Jeśli ip jest dowolną wielkością zależną, wówczas istnieje jednoznaczne
równanie stanu:

(9.1) f(x, t) = F f o f o i), ..., cPn(x, OL
które jest spełnione w każdym punkcie x i w każdej chwili czasu t. Funkcja F nie może
zależeć jawnie ani od wektora położenia x, ani od czasu t.

Wygodne okaże się dokonanie przeglądu tych równań termodynamiki, które muszą
być w zwarty sposób uogólnione dla układów trójwymiarowych (7). We wszystkich dyskuto-
wanych poprzednio przykładach analiza faktów doświadczalnych dostarcza nam wyrażeń
dla pracy całkowitej dW\ pracy w procesie odwracalnym dW°. Pozwala to napisać pierwszą
zasadę termodynamiki w dwu postaciach. Rozważając elementarną quasi-statyczną zmianę
stanu między dwoma sąsiednimi stanami możemy dla procesu odwracalnego napisać:

(9.2) dU=dQ0-dW°

i osobno dla procesu nieodwracalnego:

(9.3) dU = dQ-dW.

W równaniach tych U przedstawia całkę wziętą po objętości V układu przy t = const;
dU reprezentuje w takim razie zmianę tej wielkości w ciągu czasu dt. Wielkości dQ, dW,
dQ° i dW° są liczone jako całki ze strumienia ciepła i ze strumienia pracy odpowiednio
po powierzchni S układu, oczywiście przy założeniu, że na układ nie działają pola elektrycz-
ne, magnetyczne czy grawitacyjne; strumienie te można przy tym opisać za pomocą odpo-
wiednich pól wektorowych.

Równanie (9.3) stanowi równanie energii dla procesu w układzie. U jest tu jedynie
funkcją prawdziwych parametrów termodynamicznych układu(8). Wyrażenia dla dQ i dW
mogą jednak zawierać wielkości, które nie muszą być wielkościami termodynamicznymi.
Równanie (9.2) może natomiast zawierać tylko wielkości termodynamiczne. W różnych
zmodyfikowanych postaciach równanie (9.2) jest znane jako równanie Gibbsa, szczególnie
wówczas, gdy przyjmuje się w nim dQ° = TdS i podstawia się odpowiednie wyrażenie na dW°.
Na przykład dla układu w stanie zahamowanej równowagi chemicznej, w którym prze-
biega pojedyncza reakcja chemiczna, równanie (9.2) zakłada się w dobrze znanej postaci:

(9.4) dU = TdS-PdV

gdzie s/i jest powinowactwem chemicznym, £ zaś stopniem reakcji. | jest tu parametrem
stanu, tak że U = U(S, V, £). Oczywiście w tym przypadku

dW°

i, jak łatwo się przekonać, PdV przedstawia wyrażenie dla pracy całkowitej, a nie dla pracy
wykonanej w sposób odwracalny, poza przypadkiem gdy | = const lub sfl. = 0. W przy-
padku układu ciągłego S musi być liczone jako całka objętościowa i dS przedstawia wtedy
zmianę tej całki w ciągu czasu dt.

(') Szerszą dyskusję można znaleźć w [5], rozdział 13.
(8) W wielu pracach energię wewnętrzną przyjmuje się często błędnie jako funkcję wszystkich para-

metrów występujących w danym problemie.
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Porównując równania (9.2) i (9.3) otrzymujemy:
(9.5) dQ°-clQ = dW°~dW,

co wyraża sobą niezależność zmiany energii wewnętrznej od procesu. Pozwala to napisać
wyrażenie dla entropii

dS = dQ°IT
w postaci

Równanie to wyraża fakt, że różnica między zmianą entropii układu dS i tą jej częścią,
która jest związana z wymianą ciepła w procesie nieodwracalnym, wyrażającą się przez
strumień entropii, jest równa wielkości

,a dW°~-dW
(9.7) dO = f ,

którą można interpretować jako ilość entropii generowaną przez proces nieodwracalny
w ciągu czasu dt. Nierówność Clausiusa żąda, aby dla procesu nieodwracalnego

,„ n dW°-dW ndO > 0 oraz - > 0,

czyli aby obydwie powyższe wielkości były dodatnio określone. Równanie (9.6) można
przekształcić do postaci
(9.8) dQ = TdS-Tde,

Ma mocy (9.3) równanie to jest równoważne następującemu:
(9.10) dU=TdS-dW-TdQ,

co stanowi inną postać równania Gibbsa. Z porównania powyższego równania z (9.4)
widać, że dla układu chemicznego

dW=PdV, dO = ̂ rdi oraz dW°-dW= </ld£.

Kiedy znane są już wyrażenia dla pracy wykonanej w sposób odwracalny i nieodwra-
calny, nie ma potrzeby uogólniania równania Gibbsa na przypadek trójwymiarowy(9);
wyrażenie dla produkcji entropii można bowiem napisać od razu —jest to równanie (9.7).
Wyrażenie dla wydajności źródła entropii dO/dt na jednostkę objętości (lub masy) i jednostkę
czasu będzie miało szczególnie prostą matematycznie postać. W poprzednich przykładach
wykazaliśmy, że obydwa wyrażenia dla pracy mają postać:

dW° = X<>dy° oraz dW=Xdy,

gdzie X i X° są wielkościami intensywnymi, y i y° zaś wielkościami ekstensywnymi(10).
Przy tej formie zapisu wyrażeń dla pracy wiadomo, że tylko X° i y° są parametrami stanu.
Tak więc

dd _ X°dyQ/dt-Xdy/dt
~d7 ~ f '

(') Ze względu na występowanie w tym równaniu T równanie musi być najpierw napisane dla objętości
elementarnej i dopiero potem scałkowane.

(io) w ogólniejszym przypadku może wystąpić suma takich wyrażeń, dla prostoty pomijamy tu znak
sumowania.
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to znaczy wydajność źródła entropii wyraża się przez iloczyny uogólnionych sił X i X°
przez uogólnione strumienie y i y°. Wyniki doświadczalne odnoszące się do układów
prostych, zawarte w równaniach stanu — na przykład w podstawowym równaniu stanu —
dostarczają jedynie informacji o związku między X° i y°. Relację między X i y trzeba określić
w oparciu o doświadczenia innego charakteru.

10. Równania konstytutywne

Poprzednie uwagi prowadzą do ważnej interpretacji równań konstytutywnych. Ponieważ
naprężenie i odkształcenie mogą występować jako wielkości termodynamiczne oraz jako
wielkości występujące w wyrażeniu dla całkowitej pracy dW w procesie nieodwracalnym,
więc relacje między nimi mogą wynikać z dwu niezwiązanych ze sobą zespołów danych
doświadczalnych: tych, które prowadzą do równania stanu, i tych, które określają związki
między siłami i strumieniami w procesie nieodwracalnym. Dla wyraźnego odróżnienia
tych parametrów, które występują w wyrażeniach dla energii, entropii i pozostałych poten-
cjałów termodynamicznych, i tych, które do tych wyrażeń nie wchodzą — najlepiej jest
obie te grupy danych doświadczalnych interpretować osobno. W równania ruchu (równania
Cauchy'ego) wchodzi pełna relacja konstytutywna; w przeciwieństwie do tego wypisując
równanie energii trzeba zwrócić baczną uwagę, aby człon dU zawierał tylko te parametry,
które są określone przez równanie stanu; w wyrażeniu dla pracy całkowitej występują
ponownie wszystkie człony relacji.

Na przykład dla układu lepkosprężystego

i możemy założyć liniową relację między av i e:

(10.2) <f = ftś,

gdzie //, odgrywa rolę współczynnika lepkości. W układzie mamy oczywiście zawsze do
czynienia z dodatkowym rozkładem źródeł entropii, związanym z przewodnictwem ciepl-
nym. Zasada Curie(n) pozwala jednak stwierdzić, że te dwa rodzaje źródeł entropii w ośrod-
ku izotropowym nie wpływają na siebie nawzajem, tak że to ostatnie możemy dla prostoty
pominąć. Dochodzimy w takim razie do wniosku, że kompletne równanie konstytutywne
ma dla naszego układu postać:

(10.3) a = eE-aE(T-T0)+fie.

Jednakże

aEeT0+ct(T- To) =(10.4)

oraz
(10.5)

(ii)

u

Por.

=

[4],

1
2

str

Es2

s -

.57.

s = «Ee+ct\n(T/T0) = acf+a,2E(T-To)+celn(T/n).
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11. Relacje Onsagera

Przypominamy, że macierz współczynników fenomenologicznych jest konsekwencją
zapisu związków między uogólnionymi siłami i uogólnionymi strumieniami w oparciu
o wyrażenie dla produkcji entropii. Twierdzenie Onsagera orzeka, że macierz ta musi być
symetryczna(12). W tym ujęciu(13) rozważa się małe odchylenia od stanu równowagi; jest
więc rzeczą jasną, że jesteśmy zupełnie usprawiedliwieni mówiąc, iż dany strumień jest
wywołany przez daną siłę, jeśli obydwie wielkości znikają jednocześnie. Jest również jasne,
że w tym ujęciu te strumienie, które występują w ogólnym wyrażeniu, są pochodnymi
ekstensywnych wielkości termodynamicznych.

W naszych poprzednich przykładach sytuacji tej odpowiada przypadek lepkiego na-
prężenia av i sprzężonego z nim strumienia e. Wyjątek stanowi natomiast przypadek prze-
pływu plastycznego (z uwzględnieniem wzmocnienia lub bez). W tym przypadku siła nie
znika, gdy znika strumień, i układ jest wyprowadzony ze stanu równowagi jedynie wskutek
zaburzenia pola temperatury, pozostając jednocześnie, że tak powiemy, w równowadze
względem pola naprężenia. Trudno jest tu stwierdzić, czy rzeczywiste zachowanie się
układu można opisać w ramach normalnego schematu prowadzącego do macierzy współ-
czynników fenomenologicznych; wydaje się, że nie mamy tu innej możliwości, jak tylko
stwierdzić, że przepływ plastyczny nie spełnia relacji Onsagera.

12. Teoria obszarów (domen) sprężysto-plastycznych

Dokładna analiza faktów doświadczalnych wskazuje, że pręty metalowe nie są na-
prawdę jednorodne. Oglądane przez mikroskop przedstawiają sobą mieszaninę obszarów
(domen) o przypadkowych kształtach i chaotycznie zorientowanych względem siebie,
które w sprzyjających okolicznościach ulegają poślizgowi. Poślizgi te następują wzdłuż
wyraźnie widocznych płaszczyzn i są wynikiem ruchu dyslokacji.

Proponujemy wyjaśnienie procesu wzmocnienia przez założenie, że każda taka domena
wzięta osobno zachowuje się sprężyście aż do pewnej granicy; po jej przekroczeniu domena
deformuje się plastycznie bez zmiany objętości w sposób, który sugeruje szkic na rys. 14.
Odnośnie deformacji plastycznej zakładamy, że następuje ona wzdłuż płaszczyzny poślizgu.
Stan termodynamiczny obszaru (domeny) sprężysto-plastycznego jest więc opisany przez
parametry zidentyfikowane w p. 5 jako parametry termodynamiczne pręta ulegającego
deformacji idealnie plastycznej.

Od razu zakładamy, że układ domen spełnia warunek ciągłości; naruszenie tego warunku
jest równoważne powstaniu okoliczności, w których zapoczątkowuje się proces zerwania.
Żądanie ciągłości oznacza, że domeny, które stykają się z domeną ulegającą deformacji
plastycznej, poddane są działaniu wewnętrznych naprężeń sprężystych i w związku z tym
same mogą ulec deformacji plastycznej, jeśli powstaną sprzyjające po temu warunki. Stan
termodynamiczny całego układu opisują pola: naprężeń tfy(x), odkształceń sprężystych
e°j(x), temperatury T(x) itd.; do opisu stanu nie wchodzi jednak pole odkształceń plastycz-
nych ef,(x). Proces następuje wówczas, gdy pola te zmieniają się w czasie, ale zasada stanu

(>2) Pomijamy tu komplikacje wynikające z istnienia dwu rodzajów sił uogólnionych ([2] artykuł w ency-
klopedii), ponieważ ten fakt nie ma wpływu na nasze rozważania.

(») Por. [4], str. 36, 40 i 57.
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lokalnego zapewnia, że równania p. 3 zachowują swą słuszność. Wystąpienie poślizgów
samo przez się nie powoduje zmiany stanu; zmiana taka następuje w sposób pośredni
wskutek wpływu poślizgów na naprężenia i wskutek wpływu źródeł entropii na rozkład
temperatury.

Różnice w zachowaniu się różnych ciał są uwarunkowane różnymi średnimi rozmiarami
domen i różnymi kryteriami poślizgu. Zakładamy, że poślizg następuje wówczas, gdy
naprężenie ścinające, działające na powierzchni poślizgu, osiąga wartość krytyczną rkr.
Aby sformułować dokładne kryteria określające orientację płaszczyzny poślizgu i liczbę
możliwych płaszczyzn poślizgu w domenie dla konkretnego materiału, trzeba przeprowadzić

b Powierzchnia
I poślizgu

Rys. 14. Deformacja obszaru (domeny sprężysto-plastycznego)
a) sprężysta — poniżej granicy poślizgu, b) czysto plastyczna — powyżej granicy plastyczności

szczegółowe i dokładne badania doświadczalne. I choć nie jesteśmy w stanie podać tu
tych kryteriów, możemy jednak rozważyć dwa przypadki graniczne, jako że można je
rozpatrzeć w sposób zupełnie ogólny.

Rozważmy wyżarzony materiał pozbawiony zupełnie wewnętrznych naprężeń. Jeśli
domeny nie mają żadnych wyróżnionych kierunków płaszczyzn poślizgu, to możemy
przewidzieć następującą kolejność zdarzeń, kiedy, powiedzmy, do końców pręta przyłożone
jest naprężenie rozciągające. Na początku układ będzie się zachowywał zupełnie sprężyście
i odwracalnie. Kiedy obciążenie zewnętrzne osiągnie wartość, przy której napięcia ścinające
przewyższą Tkr, wówczas cały układ zacznie płynąć. Tak więc pierwsza powierzchnia pły-
nięcia układu będzie odpowiadać dokładnie warunkowi plastyczności Treski. Z drugim
warunkiem granicznym będziemy mieli do czynienia wówczas, gdy domeny są małe
i bardzo liczne, i gdy każda posiada jeden wyróżniony kierunek poślizgu, przy czym kie-
runki te są w układzie rozłożone w sposób zupełnie przypadkowy. Taki układ na początku
będzie się zachowywał także idealnie sprężyście. Jednakże teraz płynięcie nie nastąpi,
gdy w pewnym punkcie naprężenie ścinające osiągnie wartość przewyższającą Tkr, gdyż
w punkcie tym wyróżniony kierunek może się różnić od kierunku maksymalnego ścinania
wywołanego przez obciążenie zewnętrzne. Ze względu na założony przypadkowy rozkład
wyróżnionych kierunków i założony brak zmian objętości przy deformacji plastycznej
ogólne kryterium dla układu mogłoby wyrażać warunek, że siły zewnętrzne w chwili
osiągnięcia przez układ makroskopowej granicy płynięcia powodują jedynie zmiany kształtu
układu. Przy założeniu, że współczynnik przewodnictwa cieplnego jest bardzo duży,
a więc — że proces przebiega przy stałej temperaturze, powyższe kryterium płynięcia
byłoby prawdopodobnie identyczne w swej formie z kryterium postulowanym niezależnie
przez M. T. HUBERA [6], R. MISESA [7] i B. P. HAIGHA [8]. Innymi słowy, powinniśmy
oczekiwać, że kryterium płynięcia będzie odnosić się do stanu osiągniętego przez układ
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jako całość i opisanego przez pracę, jaką trzeba wykonać izoterraicznie w sposób odwra-
calny, aby w kompletnie wyżarzonym materiale wywołać krytyczne zmiany kształtu. Termo-
dynamiczną naturę tego kryterium stwierdził po raz pierwszy G. A. KLUITENBERG [9],

Jest rzeczą dobrze znaną, że większość materiałów w stanie wyżarzonym cechuje się
pierwszą izotermiczną powierzchnią plastyczności, która leży między tymi dwoma ekstre-
mami. Wskazuje to na fakt, że aby obliczyć analitycznie pierwszą granicę plastyczności,
trzeba dysponować wystarczającą ilością informacji o mikrostrukturze układu. Warto
też zauważyć, że poprzedni obraz sugeruje, iż podczas procesu pole tensora odkształceń
plastycznych e"(x, f) jest w zasadzie nieciągłe, gdyż założenie o nieistnieniu wyróżnionych
kierunków poślizgu jest nie do utrzymania.

Aby otrzymać nieco bardziej przejrzysty obraz zachowania się takiego przyjętego
układu, możemy znowu rozważyć pręt poddany jednorodnemu rozciąganiu, jak to poka-
zano na rys. 15. Rozważmy jego górną część już po przekroczeniu granicy plastyczności.

-A-IA

Rys. 15. Istota naprężeń wewnętrznych

Widzimy, że na skutek przypadkowego rozkładu domen zdeformowanych plastycznie
powierzchnia początkowo płaska nie pozostanie powierzchnią płaską. Ilustruje to rys. 15.
Jest rzeczą jasną, że rozkład naprężeń normalnych, które powinny zapewnić spełnienie
warunku ciągłości, nie może być jednorodny, ale musi być określony przez naprężenie
średnie

02.1) S ĵMy,

gdzie P oznacza jednorodne obciążenie, zaś Ao początkowe pole przekroju poprzecznego.
Ponadto w materiale będzie istnieć niejednorodny rozkład naprężeń o[j o wartości średniej
równej zeru. Pole naprężenia Oy(x, t) jest polem wewnętrznym, znikającym na brzegu.

Podczas procesu odciążania naprężenie średnie au będzie jednostajnie maleć do zera;
nie można jednak tego powiedzieć o polu naprężeń wewnętrznych, które zachowuje się
z razu nietknięte. Po pewnym czasie pole naprężeń wewnętrznych będzie zawierać składowe
ściskające i w tych okolicznościach wywrze wpływ na powierzchnię plastyczności przy
ściskaniu, prowadząc tym samym do efektu Bauschingera.
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Zgodnie z tą teorią po cyklu składającym się z obciążenia i odciążenia układ nie może
powrócić do stanu pierwotnego. Stany 0 i 3 na rys. 11 nie są więc dalej identyczne, jak to
założono w teorii elementarnej w p. 6. Okoliczność tę implikuje «morze nieodwracalności*
P. W. BRIDGMANA. Faktem bowiem jest, że rzeczywiście nie można, ogólnie mówiąc,
odtworzyć pierwotny stan złożonego układu za pomocą odpowiednich sił przyłożonych
do jego powierzchni. Jednakże stan pierwotny każdej domeny odtworzyć można, przy-
najmniej myślowo, tak że tracą swą moc obiekcje odnośnie zastosowania równań klasycznej
termodynamiki do opisu zjawisk mechanicznych.

13. Pewne ogólne wyniki J. R. Rice'a

Profesor J. R. RICE, opierając się na poprzednio przedstawionych ideach, uzyskał szereg
interesujących rezultatów. Przytaczamy je tutaj za jego zgodą.

Wracając do przypadku pręta przedstawionego na rys. 15 znajdujemy, że na powierzchni
S zachodzi:

Mjffy = 0 ,

gdzie tij oznacza wektor normalny skierowany na zewnątrz. Równania równowagi mają
postać:

8xj

zatem:

y k y \ k! y

Ale

f s ' f '
J OXu J
V Z

gdzie Z jest polem powierzchni. Dowodzi to, że

(13.1) Ja'tJdV = O.
v

Równanie stanu (3.6) oraz zasada stanu lokalnego pozwalają nam napisać:

= /[i ^'J+^U /

gdzie ey reprezentuje odkształcenie średnie wywołane przez średnie naprężenie cr,j. Zatem

V — Aolo oznacza tu objętość pręta. Równanie to wyraża sobą podział energii wewnętrznej
na dwie części: makroenergię

((13.2) UM= ( j ^ e y + y ^ L skk\ V,
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którą układ posiada niezależnie od tego, czy są w nim naprężenia wewnętrzne, czy ich
nie ma, i mikroenergię

(13.3) Um=zJ J a'us'udV
v

związaną z istnieniem mikronaprężeń w układzie.
Przeprowadzając takie same rachunki dla entropii w oparciu o równanie (3.5) znaj-

dujemy, że

f a.E -_ , . aEV _
(13.4) S—- \ —.—— \s.kk-\-ekk)dv = -—^skk.J 1—2v 1—2v

v
Równanie to pokazuje, że układ posiada tylko makroentropię SM; jego mikroentropia
Sm jest tożsamościowo równa zeru.

Stanowi to podstawę do zastosowania równania Gibbsa (9.10). Praca całkowita jest
równa

dW = -Pdl,

przy czym

dW» = -Pdl,

gdzie I— oznacza sprężyste wydłużenie pręta. Zatem

dUM+dU„, = TdSu+Pdl-Tdd.

Ponieważ mikroentropia jest równa zeru, możemy również napisać

dUM = TdSM+Pdl

i mamy

(13.5) Pd(l-J)~dUm = Tddi > 0.

Równanie to dowodzi, że praca sprężysta Pdl", gdzie

/n / 7
I" = I —I,

jest większa od zmiany «mikroenergii» pręta.
Te wstępne i jak do tej pory zupełnie ogólne rezultaty skłaniają nas do wyrażenia

nadziei, że teorię domen sprężysto-plastycznych można dalej rozwinąć i udoskonalić.
Jest rzeczą jasną, że w tym celu konieczne jest dokładniejsze zbadanie natury płaszczyzn
poślizgu oraz że natura powierzchni plastyczności układu musi być zależna nie tylko od
omówionych czynników, ale także od programu obciążenia na powierzchni układu.
Wyjaśnia to, dlaczego wyniki doświadczeń odnośnie powierzchni płynięcia są tak trudne
do sklasyfikowania i interpretacji.

14. Cykl naprężeniowy

Jeśli układ jest poddany działaniu izotermicznego cyklu naprężeniowego od początko-
wego stanu sprężystego do końcowego stanu sprężystego, to po pełnym cyklu następuje
odtworzenie jego objętości, a także jego entropii; ale jeśli cykl obejmuje deformację plastycz-

3 Mechanika teoretyczna
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ną, wówczas musi ulec zmianie kształt układu. Możemy się również przekonać, że wzrasta
energia wewnętrzna układu. Tak więc dla poszczególnych członów równania (9.10) mamy
warunki

dU>0, TJdd>0.

W= - /dW = j>dU+T jdO-T jdS

Zatem

oraz

Praca całkowita jest określona przez całkę krzywoliniową z pracy sił tt na przemieszczeniach
fi mierzonych na powierzchni S. W konsekwencji otrzymujemy,'

(14.1)

Równanie to przypomina kryterium stateczności D. C. DRUCKERA, ale nie jest mu równo-
ważne.

Podziękowanie. Autor chciałby wyrazić w tym miejscu wdzięczność swoim kolegom
z Brown University za wiele wyczerpujących dyskusji na temat zagadnień stanowiących
przedmiot niniejszej pracy. Autor chciałby podziękować szczególnie profesorom
D. C. DRUCKEROWI, J. MEIXNEROWI (który wykładał gościnnie pod koniec 1965 r.),
E. T. ONATOWI i J. R. RICE'MTJ. Profesor J. R. RICE wyprowadził szereg równań i tym
samym wzbudził przekonanie o żywotności teorii domen (obszarów) sprężysto-plastycz-
nych. Jestem mu wdzięczny za pozwolenie przytoczenia tu przykładów jego wyników
i mam nadzieję, że całość tych wyników ukaże się bez zbytniego opóźnienia.

Dziękując moim kolegom nie chciałbym sugerować, że zawsze zgadzali się oni z przed-
stawionymi tu poglądami albo że są oni w jakimkolwiek stopniu odpowiedzialni za błędy,
jakie mogą się jeszcze w pracy znajdować. Za to można winić wyłącznie mnie.

Wykresy stanu przygotował p. R. T. WOOD.
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P e 3 io M e

O nPHMEHEHHH nPHHIIHIlOB TEPMOflHHAMHKH K OITHCAHHIO
,HE<t>OPMHPOBAHHLIX MATEPHAJIOB

B pa6oTe H0Ka3WBaeTC«, HTO aHajin3 flecpopHMpoBaHHbix iwaTepnajiOB ocuoBLiBaeTCHj npe>Kfle
Bcero, Ha cooTBeTCTByiomeM noA6ope TepMOflHHaMH^ecKnx napaiweipoB, onpeflejifliomnx cocTOHHHe
MaTepnana. HanpuMepj B TeopHH nnacrarai-iocTH cneflyeT pa3flejiHTb flecbopManjtno Ha #Be MBCTH, oflHa
H3 i<OTopwx HBJiHeTca napaitteipoM cocToffl-iHHj Apyran >Ke — He-r; B TeopHH BH3KO-ynpyrocrn nofl,o6-
HWM o6pa3OM cjicflyeT pa3Jio>KHTb TeHsop HanpnweHHJi; B TeopHH rtoji3jrqecTH H pejiaKcaHHH Heo6xo-
flHMO BBecTH oflHH HJIH aa»ce 6ojihiue flo6aBol=[Hbix napaiweTpoB COCTOHHHH. 3naieHHe STHX djareroB
cocroHT B TOMj 1ITO TepMOflHnaMnyecKHe noTeHunanbi Moî yr 6biTb TojibKo CPJHKIIHHMM napaineTpoB

OCTCHHHH.

B pa6oTe flaeTCH o6man cxeMa MeTOfla onucaHHH^ flaioman B03Mo>KHocrb paciiiHpH
Tcopmo npocTbix CHCTCM Ha HenpepbiBHbie CHCTeMti. 3TOT iweTOfl ocHOBMBaeTCH na npHHHTHH
uiina jioi<ajlBHoro COCTOHHHH, ycneumo npniweHHeMoro B TeopHH ynpyrocra3 B MexaHHi<e >KHAKOCTH
H B TeopHH TeilJIOnpOBOflHOCTH. JJaHHblH npHHUHn HBJIHeTCH OflHHM H3 OCHOBHfcIX nOJ10>KeHHH TepMO-
flHHaMHKH Heo6paTHMbix npoqeccoB, npeflcTaBJieHHtix Hanp. B MOHorpacpnaCP. fle TpoTa H II . Ma-
sypa [4].

OcoBoe BHHMaHHe o6pamaeTcn na miacTpraecKHe ^e(})opMaqHH H nBnenne ynpoHHeiiHH.
Bcero flOKa3WBaeTCT, ̂ ITO cooTHOineHHe jwe>Kfly Hanpa>KeHHeM H CKopocTtio rmacTHHecKOH
HiweeT, B o6meM cjiyiae, xapaKTep 3aBHCHM0CTn, BŁKosamefi 3a npefleubi Knacca jpaBHeHHil 0H3a-
repa, npaBHjibHOCTt KOTopbix orpanniiHBaeTCJr MajibiMH OTKJIOHCHHHMH OT COCTOHHHH paBHOBecim.
flajiee, npefljiaraeicji BnojiHe TpexMepnaH TeopHH ynpyronjiacTHliecKHX o6jiacTeii. B CBeTe HeKOTopbix
pe3yjibTaTOB Pańca, BepoHTHOj ^TO Tai<aa TeopHH MTOKCT npHBecTH K $>tt3UuecKK peajmcT^iecKOMy
onHcaHHio 3d)(peKTa EayirraHrepa u 3i|)dpeKTa n3MeHeHHH nOBepxHOCTen TeHeHJM nofl BJDiHHHeM Hfn<na-
TiecKoił Harpy3KH.

S u m m a r y

ON THE APPLICATION OF THE PRINCIPLES OF THERMODYNAMICS TO
DESCRIPTION OF DEFORMED MATERIALS

The paper snows that the analysis of deformed materials is to be based above all on proper selection
of independent thermodynamic parameters determining the state of materiał. For instance, in the theory
of plasticity the deformation should be decomposed into two parts, one of them being a parameter of the
state, the other not. Similar procedurę applies to the deformation tensor in the theory of creep and relaxa-
tion it is indispensable to introduce one or even morę additional variables of the state. The meaning of
these facts is that thermodynamic potentials can be only functions of state parameters.

In the paper a generał method of description has been outlined, which allows to generalize the classic
theory of simple systems to continuous systems. The method is based on the acceptance of the principle
of the local state successfuUy applied in the theory of elasticity in fluid mechanics or in the theory of heat
transfer. This method is one of the fundamental principles of irreversible processes of thermodynamics
shown, for instance, in S. R. de Groote's and P. Mazur's mono-graph 4.

Special attention has been devoted to the plastic deformations and reinforcement phenomenon. It has
been shown above all that the relation between the stress and the ratę of plastic deformation is generally
of a character of a relation transcending the class of Onsager's eąuations, the correctness of which is limited
to cases concerning smali deflections from the state of eąuilibrium. Further, a fully three dimensional theory
of elastic-plastic domains in proposed. In the light of some results obtained by J. R. Rice, it seems possible
that such a theory is likely to lead to a physically realistic description of the Bauschinger effect and that of
the variations in the yield surface under loading cycles.

Praca została złożona w Redakcji dnia 27 lipca 1966 r.
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O PEWNYCH WŁASNOŚCIACH NAPRĘŻEŃ CIEPLNYCH

ZBIGNIEW OLESIAK (WARSZAWA)

Wstęp

W wykładach wytrzymałości materiałów rozpatruje się kilka elementarnych przy-
kładów obrazujących występowanie naprężeń, powstających wskutek działania tempera-
tury. Do takich przypadków należy liniowe wydłużenie się lub skrócenie pręta spowodowane
zmianą temperatury; o ile pręt taki może wydłużać się swobodnie, naprężenia nie powstaną,
gdy natomiast jest on pozbawiony możliwości swobodnego wydłużenia się (lub skrócenia)
powstaną na ogół znaczne naprężenia ściskające (rozciągające). Zagadnienia te posiadają
duże znaczenie praktyczne i muszą być uwzględnione przy projektowaniu sieci przewodów,
zwłaszcza przewodów do przesyłania pary lub wody gorącej, ale również przy projektowaniu
rurociągów naftowych. Podobnie w przypadku torów kolejowych i tramwajowych, gdzie
mogą powstać siły ściskające, powodujące wyboczenie. Następnym zagadnieniem, w którym
uwzględnia się wpływ temperatury, jest zagadnienie obliczania cięgien. Tutaj obniżenie
temperatury powoduje zwiększenie sił w cięgnach, związane ze zmniejszeniem zwisu.
Kolejnym zagadnieniem są naprężenia w bandażach nasadzanych w podwyższonej tempe-
raturze na koła wagonowe i następnie pracujących wspólnie. Podobne zagadnienia spoty-
kane są w technice często. Naprężenia termiczne powstaną w elementach złożonych z ma-
teriałów o różnych współczynnikach liniowej rozszerzalności cieplnej i pracujących w jednej
konstrukcji. Już z tych kilku wymienionych powyżej przykładów widać, że w zależności
od rodzaju konstrukcji przyrost temperatury może spowodować wzrost naprężeń, ich
zmniejszenie lub nie wywoła naprężeń. Dlatego wydaje się celowe rozpatrzenie bardziej
skomplikowanych przypadków dwu- i trójwymiarowych z punktu widzenia własności
naprężeń, jakie wywołuje zmiana temperatury. Omówione tu przypadki będą dotyczyć
zagadnień liniowej teorii sprężystości. Zmiany temperatury są tego rodzaju, że nie spowo-
dują istotnych zmian stałych materiałowych ani innych efektów jak na przykład pełzania
czy relaksacji.

2. Twierdzenie Muscheliszwilego

W przypadku dwuwymiarowego stanu odkształcenia we współrzędnych kartezjańskich
otrzymujemy następujący układ równań różniczkowych termosprężystości:

(2.1) ^ + ^ = 0 , ^ - + ^ = 0 ,
ox ćy 8x oy

tf fST+M+2(2.2) ax = -pr+kd+2/i ~ , tfy - -fST+M+2[i ~ ,
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gdzie jak zwykle fi, 1 są stałymi Lamego, 6 oznacza dylatację, /9 jest pewną stałą zależną
od materiału ośrodka, w i w są składowymi wektora przemieszczeń. Przy ustalonym stru-
mieniu ciepła temperatura będzie funkcją harmoniczną zmiennych x i y:

Jeżeli teraz przyjmiemy, że

8u* dv* _ _ 8u* _ dv*
{ } 8x ~ By ~ ' dy 8x

oraz że

gdzie u' i v' są nowymi funkcjami, a następnie podstawimy do równań (2.1) i (2.2), to
otrzymamy równania identyczne jak w dwuwymiarowym przypadku teorii sprężystości,
gdy ośrodek jest ogrzany równomiernie (np. T = 0), z tą różnicą, że wystąpią tu wielkości
u', v' zamiast przemieszczeń u i v. Jeżeli rozpatrywany obszar jest jednospójny, a warunki
brzegowe zakładają brak naprężeń na brzegu, to naprężenia normalne i styczne znikają
w całym obszarze, a naprężenia w kierunku prostopadłym wyrażą się wzorem

(2.5) o, = ^

natomiast wzory na składowe przemieszczenia przyjmą postać

(2-6) u~w+^y w~2(i+^)-
Powyższe twierdzenie jest znane jako twierdzenie Muscheliszwilego [1]. Sformułowanie
powyższe należy uzupełnić dwiema uwagami, mianowicie: 1) w przypadku obszaru wielo-
spójnego zmiany temperatury na ogół spowodują powstanie naprężeń ox i <fy, 2) twierdzenie
to odnosi się tylko do dwuwymiarowego stanu odkształcenia, w przypadku dwuwymiaro-
wego stanu naprężenia przyjęcie dwuwymiarowego równania przewodnictwa cieplnego
prowadziłoby do zbyt dużych błędów.

3. Półprzestrzeń i warstwa sprężysta ogrzana na części powierzchni ograniczającej

Zagadnienie naprężeń cieplnych w warstwie i półprzestrzeni rozpatrywało wielu auto-
rów. Warstwę sprężystą omawia ŁURIE [2] dochodząc do wniosku, że dla ustalonego prze-
pływu ciepła nie wystąpią naprężenia normalne do powierzchni ograniczającej ani naprę-
żenia styczne w płaszczyznach równoległych do warstwy środkowej. Pozostałe składowe
naprężenia wyrażają się jako pochodne jednej funkcji naprężeń.

W. NOWACKI [3] oblicza wielkości naprężeń występujących w półprzestrzeni, gdy na
pewnym kole powierzchni ograniczającej półprzestrzeń znany jest gradient temperatury
lub temperatura, a na zewnątrz tego koła powierzchnia jest idealnie izolowana lub utrzy-
mywana w temperaturze zerowej. W pracy tej udowodniono, że we wszystkich tych trzech
przypadkach znikają składowe naprężenia <fz i r,.z (zagadnienie jest osiowo-symetryczne).
Sprawę tę również poruszyli w swojej pracy STERNBERG i MCDOWELL [4].
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Weźmy pod uwagę zagadnienie ogólniejsze, gdy warstwa sprężysta jest ogrzana na
dowolnej części powierzchni brzegu. Dowód przeprowadzimy posługując się metodą
transformacji całkowych. Jak wiadomo, zagadnienie opisują przemieszczeniowe równania
teorii naprężeń cieplnych i równanie przewodnictwa cieplnego:

(3.1) (l+2v)V2u+graddivu = 2(l+r)agradT,

(3.2) V 2 T = 0 ,

gdzie v oznacza liczbę Poissona, a jest współczynnikiem rozszerzalności liniowej rozpatry-
wanego ciała. Do powyższych równań zastosujemy dwustronną transformację całkową
Fouriera

M rj) = - ^ Jj f(x> y)a®[i(JEx+riy)]dxdy,
— co

(3.3)

Rx,y) =^

W ten sposób układ równań różniczkowych cząstkowych (3.1) i (3.2) został sprowadzony
do układu równań różniczkowych zwyczajnych

[{\-2v)(D2-r)2)-2(l-v)£2]u-Criv~iCDw = -2(l+v)aiST)

-$rju+[(l-2v)(D2—S1)—2(l~v)if]v—irjDw = —2O.+v)«irjT,

-iCDu-ir]Dv+[2(l-v)D2-(l-2v)(C2+ri2)]w = 2(\+v)aDT,

gdzie D = djdz.
Jeżeli założymy, że składowe wektora przemieszczeń u i temperatura znikają w nie-

skończoności, to rozwiązanie powyższego układu równań przyjmie postać:

w =

w =

przy czym zachodzą następujące związki:

Y ~v)B2-A2] = (l+v)*A.

Z warunku, że na płaszczyźnie z = O znikają naprężenia styczne, otrzymujemy

(3.7) r,Ai = Ui, WP+rffa-Ai) = riAz+iAi.
Szóstą stałą całkowania określimy z warunku brzegowego dla równania przewodnictwa

cieplnego, a siódmą z warunku statyki.
Przypuśćmy, że parametr A został znaleziony oraz że brzeg jest wolny od naprężeń,

to znaczy, że dla z = O, <sz = 0.
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Ponieważ

(3.8) az = T^-[{l-v)Dw-iv{m+rrv)~(\-\-v)af}

to z warunku znikania naprężeń normalnych na brzegu z = 0 wyniknie następujący związek:

(3.9) ] / | 2 + ^

O ile spełniony jest związek (3.9), to naprężenia normalne <rz są równe zeru w całym
obszarze półprzestrzeni. Wynika to z postaci wzoru na naprężenia. W podobny sposób
znikną w całym obszarze wszystkie składowe naprężeń stycznych. Wynik ten jest również
prawdziwy dla warstwy sprężystej, lecz obliczenia potrzebne do udowodnienia go są znacz-
nie żmudniejsze z dwóch powodów: po pierwsze trzeba uwzględnić warunki brzegowe
na dolnej powierzchni warstwy (mogą one być różnego rodzaju), po drugie w związku
z wpływem dolnej powierzchni będziemy mieli dwukrotnie więcej parametrów do wyzna-
czenia z warunków brzegowych.

4. Zagadnienie szczeliny

Przypuśćmy, że w płaszczyźnie symetrii nieograniczonego obszaru sprężystego znajduje
się szczelina rozwierana ciepłem przyłożonym do płaskich początkowo powierzchni

a

-A

lp-10

h-0.8

b

> -

U 1 . p 2 0 i £, 'z

Rys. 1

szczeliny. W przypadku szczeliny osiowo-symetrycznej [5] naprężenia normalne az są
proporcjonalne do pewnej funkcji

(4-1) f($, 0 =
1 1 C
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gdzie

V "Z

Q = —, f = —, a — promień szczeliny.

Interesującym faktem, udowodnionym tamże [5], jest to, że charakter naprężeń nie zależy
od rozkładu strumienia ciepła (lub temperatury) przyłożonego na powierzchniach szczeliny.
Od rozkładu strumienia ciepła lub temperatury przyłożonej do powierzchni szczeliny
zależy tylko współczynnik, przez który pomnożona jest funkcja (4.1). Wynik powyższy
łatwo udowodnimy, gdy weźmiemy pod uwagę, że w przypadku osiowej symetrii i współ-
rzędnych bezwymiarowych otrzymujemy dla z = 0

w=
o

(4.2)

gdzie f(r]) i q>(rj) są parametrami podlegającymi wyznaczeniu z warunków brzegowych.
Parametr <p(rj) wyznaczymy z warunków termicznych

8T_\Q> ° < r<a,
"SJ^IO, r>a.

Natomiast parametr y>(y\) wyznaczymy z warunków mechanicznych:

<rz = 0, O < / - < « ,

w = O, r > a,

czyli z następującego układu dualnych równań całkowych
oo

J rjf (yj) J0(Qrj) di] = f(q), O < Q < 1,

(4.3)
v y co

gdzie
00 1

o o

Rozwiązaniem układu tych równań całkowych będzie:
1 !

t \ 2 r • / w r x/(x)dx
71 ó; oJ F j 2 ~ x
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skąd po przekształceniach [5] otrzymamy

(4.5) V fa) = (\+v)aa2(l C°S ł ? f tQ(f)dt-
1 ^ o o „

W przypadku gdy rozkład strumienia ciepła można przedstawić w postaci szeregu Fouriera-
Bessela

(4.6) Q(Q)= ]?Q„MjmQ),

gdzie ji,j2,... są zerami funkcji Bessela J0(z), suma parametrów ip(r))+(p(ri) przyjmie
postać

( 4 7 ) „/.N , _/.A _ rt , .A..„2 N QmJl(jm) COSł?
7m »7

m= i

Podstawiając (4.7) do wzoru na naprężenia

otrzymamy poszukiwany wynik

(4.9) tf2 =
V,j. — V)

gdzie

jest liczbą niezależną od Q i f, a funkcję/^, C) określa (4.1). Jeżeli Q(Q) — const, to wynik
powyższy otrzymamy bezpośrednio, a stała C wynosi — l/2Q0.

W identyczny sposób zachowują się naprężenia styczne r r z . Można to udowodnić
o wiele prościej niż w pracy E. DEUTSCHA [6], mianowicie wystarczy zauważyć, że rrz

(w tym zagadnieniu, to znaczy po uwzględnieniu, że dla z = O %rz znika) również zależy
od sumy ip(yj)-\-<p(rj) i może być przedstawione wzorem

(4.10) r r z = £-! f
l—v a Jo

skąd po podstawieniu (4.6) otrzymujemy

(4.11) r r 2 = Q±*)!?E cCa f
1—v J

o
Wydaje się, że oba powyższe wnioski dotyczące własności naprężeń normalnych i stycznych
mogą być uogólnione na przypadek szczeliny w warstwie sprężystej oraz na szczeliny
o innym kształcie od kołowego i przypadku osiowo-symetrycznego.
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5. Zagadnienia kontaktowe

Rozpatrzmy zagadnienie kontaktu tego rodzaju, że stempel Q styka się bez nacisku
z półprzestrzenią (lub warstwą sprężystą) w temperaturze początkowej, natomiast gdy
stempel zacznie ogrzewać połprzestrzen, powstanie pewien nacisk wywołany rozszerzaniem
się półprzestrzeni na skutek istniejącego pola temperatury i z tego powodu, że sztywny
stempel jest pozbawiony możliwości przesuwu. Rozważamy więc następujące warunki
brzegowe dla z = 0:

termiczne

\v(x,y), x,,
x, y eR—Q;

mechaniczne
txz = *yz = 0, x, yeR,

(5.2) fw = 0, x,y<=Q,

U- = 0, x,y,eR-Q,
gdzie R oznacza całą płaszczyznę z = 0.

Wykorzystując wzory (3.5) i (3.8) stwierdzimy, że warunek (5.2) jest równoważny
następującemu układowi dualnych równań całkowych

(5.i) r(*,jO = [ 0 )

00

jj 0, x,yeQ,
(5-3)

/ / / ] = 0, x,yeZ-Q.
— 00

Przyjmijmy na chwilę, że normalna składowa naprężeń pod stemplem dla x, y eQ, z = 0
jest wielkością znaną i równą p(x, y). Wtedy możemy odwrócić transformację i otrzymamy

(5.4) ] / | 5 + ^ 2 + ( l + ' ' ) a i 4 = LJL f fp(xt y)exp[i(Cx+r]y)]dxcly.

Podstawiając do wzoru (5.4)

A = jj T(x, y)exp[i(Cx+riy)]dxdy,
a

otrzymamy

(5.5) y?+rfAi=-(l + v)a\ Texp[i(£x-\-r]y)]dxdy+

u J J
r a

Dla x, y eO dostaniemy z warunku brzegowego
oo

(5.6) w = 0 = ( f } exp[-/(fx+ły)]d$dr\ [ [ —p(r, s)-
-oo V S T^^/ fl

 L r

-(\Ą-v)aT{r,ś)\ exp[
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Dla x, y e R—Q wyrażenie to jest również równe zeru, ponieważ w tym obszarze zarówno
p(x, y) jak i T(x, y) znikają z założenia. Stąd

\A-v
(5.7) p(x, y)=- j^/naT(X> y)

A więc możemy sformułować następujące twierdzenie [7]: jeżeli na części płaszczyzny
x, yeQ, z = 0 ograniczającej półprzestrzeń sprężystą jest przyłożona temperatura T(x, y)
oraz jeżeli normalne przemieszczenie obszaru Q jest równe zeru, to

a) naprężenia kontaktowe są proporcjonalne do temperatury i określone wzorem (5.7),

b) przemieszczenia w znikają w całej płaszczyźnie.

Rozpatrując zagadnienie kontaktowe ogrzanego stempla działającego na półprzestrzeń
(lub warstwę) sprężystą możemy wyróżnić dwa przypadki. W przypadku pierwszym stempla
utwierdzonego jest on pozbawiony możliwości przesuwu pomimo ogrzania. Jeżeli jedynym
źródłem ciepła jest stempel, to zagadnieniu brzegowemu odpowiadają następujące warunki
mechaniczne

w = w(x,y), x,yeQ,
( 5 - 8 j <rz = 0, x,yeR-Q

oraz termiczne (5.1).
Zagadnienie to można rozbić na dwa zadania pomocnicze, a następnie wykorzystać

zasadę superpozycji [8]. Pierwsze zadanie pomocnicze będzie klasycznym zagadnieniem
teorii sprężystości przy stałej temperaturze (T = 0) z warunkami brzegowymi (5.8). Drugie
zadanie będzie zagadnieniem termosprężystości z warunkami brzegowymi (5.1) i (5.2).
Rozwiązanie tego zagadnienia podaje związek (5.7). Możemy więc wyciągnąć następujące
wnioski:

1. Składowa normalna naprężenia na powierzchni ograniczającej z = 0 równa się
wartości znanej z rozwiązania zagadnienia kontaktowego teorii sprężystości oraz funkcji
p(x, y) określonej wzorem (5.7).

2. Składowa w wektora przemieszczeń jest identyczna jak w przypadku klasycznym
(mimo działania temperatury).

Przypadek drugi dotyczy stempla swobodnego. Przypuśćmy, że stempel działający
na półprzestrzeń z pewną siłą i będący źródłem ciepła jest przylepiony do płaszczyzny
ograniczającej w ten sposób, że nie może się od niej oderwać (dla uproszczenia zakładamy,
że rxy = 0). Rozwiązanie obecnego zagadnienia możemy sprowadzić do rozwiązania
poprzedniego zagadnienia stempla utwierdzonego, jednak następnie należy zredukować
dodatkowe naprężenia kontaktowe p(x,y). Musimy więc dodać rozwiązanie zagadnienia
klasycznego teorii sprężystości takie, aby zredukowało wypadkową obciążenia p(x, y)
i ewentualny moment powstający od tego obciążenia. Rozwiązujemy zatem zagadnienie
tak, jak dla stempla swobodnego oraz dodajemy rozwiązanie zagadnienia brzegowego
z następującymi warunkami:

W = cx+ dy+f, x,yeQ,
} o-7 = 0 . x,yeR-Q.
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Współczynniki c, d,f określamy z warunków statyki:

Jp(x,y)dQ ^ - Jq(pc,y)dQ,

(5.10) f xp (x, y)dQ = - / xq (x, y) dQ,
a a

Jyp(x,y)dQ = - Jyq(x,y)dQ.
n a

Możemy zatem wyciągnąć następujące wnioski:
1. Zagadnienie stempla swobodnego można sprowadzić do zagadnienia stempla utwier-

dzonego i dodać następnie rozwiązanie zagadnienia brzegowego klasycznej teorii
sprężystości z warunkami (5.9).

2. Źródło ciepła, którym jest stempel, może spowodować powstanie naprężeń rozciąga-
jących, starających się oderwać stempel od powierzchni kontaktu.

3. Istnieje pewien stosunek siły P do temperatury T, dla którego zaczną występować
naprężenia rozciągające.

Rys. 2

Jako przykład rozpatrzmy stempel o przekroju kołowym i średnicy 2, a działający z siłą
wypadkową P. Przypuśćmy, że płaska podstawa stempla jest ogrzana do temperatury 7\.
Zadanie jest osiowo-symetryczne. Rozwiązanie zagadnienia teorii sprężystości ma postać
następującą:

1 i 3 1
2 na y/a

2~r
2 '

0
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W przypadku stempla utwierdzonego otrzymamy

stąd

Jeżeli przyłożymy stempel działający z siłą Plt to otrzymamy następujące naprężenia:

f,) a l+v 1

Składając naprężenia tf<2) i cr£3) otrzymamy naprężenia normalne wywołane źródłem ciepła

/ ł ' \ 2 j / * *

Naprężenia rozciągające powstaną na obwodzie koła r — a wtedy, gdy

P l+v 2
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S u m m a r y

ON SOME PROPERTIES OF THERMAL STRESSES

Discussed are properties of thermal stress fields in some two- and three-dimensional thermoelastic
problems. It is assumed that the variation of the temperaturę does not cause any changes in the materiał
constants, and any other effccts as creep and relaxation. The problems of half-spacc or an elastic layer
heated on a part of their surface, the crack and contact problems are considered.

ZAKŁAD MECHANIKI OŚRODKÓW CIĄGŁYCH
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMÓW TECHNIKI PAN

Praca została złożona w Redakcji dnia 2 sierpnia 1966 r.
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O WYBOCZENIU BIEGUNOWYCH SIATEK PRĘTOWYCH

Cz. WOŹNIAK (WARSZAWA), S. ZIELIŃSKI (ŁÓDŹ)

W pracy wyprowadzono wyrażenia dla sił krytycznych w pierścieniowych, radialnie ob-
ciążonych gęstych biegunowych siatkach prętowych. Rozważono tylko przypadek wybo-
czenia kołowo-symetrycznego. Posłużono się kontynualnym modelem siatki korzystając
z równań płaskiego ośrodka włóknistego o biegunowej siatce. Zagadnienie rozpatrywano
w ramach teorii liniowej.

1, Równania podstawowe

Gęste i regularne siatki prętowe (ruszty) stanowią jeden z przypadków szczególnych
tzw. płyt o strukturze siatkowej [1]. Podstawowe równania kontynualnej teorii drugiego
rzędu takich płyt składają się z poniższych równań równowagi(J) (siły masowe pomijamy)

oraz z równań fizycznych

.z) p — A y^, m — c x/lv

i geometrycznych

(1,3) y„ = M ' . „ + £ ; > V , x„v = *>„.„.

W powyższych równaniach/)" i /M'1^ są kolejno wektorem gęstości sił poprzecznych i tenso-
rem gęstości momentów w płycie, pal> jest tensorem napięć błonowych działających
w płaszczyźnie płyty oraz nf jest wektorem napięć momentowych również działających
w płaszczyźnie płyty siatkowej. Zakładamy, że siły i momenty tarczowe p*f i nf zostały
uprzednio wyznaczone (por. np. [2, 3]). Stan przemieszczenia jest określony ugięciem
płyty w oraz niezależnymi od ugięcia kątami obrotu wv. Wszystkie wielkości występujące
w (1.1)—(1.3) zależą od zmiennych x\ x2, którymi parametryzowana jest płaszczyzna środ-
kowa płyty.

Jeżeli rozpatrywaną płytą o strukturze siatkowej jest gęsta siatka prętowa (ruszt) o sztyw-
nych węzłach, to tensory sztywności sprężystej A"1 i Ca?lly występujące w (1.2) mają po-
stać [1]:

A = y t t R

( L 4 ) c^-Yt-r/f s ?? ś

(.') Wszystkie wskaźniki przebiegają ciąg 1,2; średnik oznacza pochodną kowariantną, przecinek —
pochodną cząstkową.

4 Mechanika teoretyczna
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Wektory t\A) i t*A) są wektorami jednostkowymi; wektor t"A) jest styczny, a wektor ffa
normalny do rodzin (A), tworzących siatkę (gdy siatka składa się z dwóch rodzin krzy-
wych, wtedy (A) = (I), (II)), Ponadto

n « „ n(^J)A _ (GC), ~„ (EJ)A
(i-j) 'HA) = r~ > «(J) = ~ > «(d) = —= ,

M'J '(/I) '(/I)

gdzie (JS/)^ i (GC)A są kolejno sztywnością giętną i skrętną prętów (A) siatki, lA jest odległoś-
cią sąsiednich prętów (A) siatki oraz /j jest odległością sąsiednich węzłów pręta (A). Podane
powyżej wzory dotyczą tylko przypadku, w którym główne centralne osie bezwładności
wszystkich przekrojów prętów leżą na jednej płaszczyźnie (płaszczyzny obojętne prętów
leżą na płaszczyźnie ośrodka).

2. Zagadnienie kołowo-symetryczne

Dla siatki biegunowej oraz kołowo-symetrycznego stanu odkształcenia równania
(1.1)-(1.3) we współrzędnych biegunowych (r,q>) po prostych przekształceniach można
doprowadzić do postaci

( ^ (/•2wr'0j r+™'p r-^r = 0;

pr=A"(wyr+v),
(2.2) m"" = Crifrlfntf,

mi" = ~-Cęrlfrv,

w której v = vę/r jest obrotem elementu siatki w płaszczyźnie prostopadłej do linii para-
metrycznej ;' = const. Pomnóżmy równanie (2.2)i przez r i dodajmy stronami do równania
(2.1)2. Wyznaczmy następnie 2 (2.1)2 wielkość rpr. Otrzymamy wtedy kolejno

rw,r = -^[(Af*)+n
(2.3) A

rpr= (f-m"^
Scałkujmy równanie (2.1)f. Oznaczając przez c = const stałą całkowania napiszemy

(2.4) rpT+rprrw,r<=c.

Podstawiając prawe strony (2.3) do powyższego równania uzyskamy

(2.5) M , r+rmn i 1 + ̂ j -p»v = c.

Wyrażając w (2.5) momenty mrę i męr zgodnie z (2.2)2 i (2.2)3 po prostych przekształceniach
dochodzimy do równania

(2.6) (C'-«"Vw r) ,,-rC""-'"^ - Ł - = C----.

Podstawiając następnie do (2.4) prawą stronę wzoru (2.2)j napiszemy

(2.7)
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Równania (2.6) i (2.7) są podstawowymi równaniami kołowo-symetrycznie odkształconej
płyty o ortotropowej strukturze siatkowej.

Jeżeli równania (2.6) i (2.7) mają opisywać kołowo-symetrycznie odkształconą biegu-
nową siatką prętową, wtedy wielkości C " w , C'l>ręr, ^"powinny być określone wzorami (1.4).
Otrzymamy wtedy

o

przy czym (EJ)r i (£/),,, jest kolejno sztywnością giętną prętów promieniowych i obwodo
wych siatki, /, = lv jest odległością sąsiednich prętów promieniowych (lub odległością
sąsiednich węzłów w prętach obwodowych) oraz /,p = lr jest odległością sąsiednich prętów
obwodowych siatki (lub odległością sąsiednich węzłów w prętach promieniowych).

Równanie (2.6) dla przypadku biegunowej siatki prętowej przyjmie teraz postać

Rr I Rr

lub po przekształceniach

(2.9) v,„Ą

Równania (2.9) i (2.7) dla A" = Rir) są podstawowymi równaniami wyboczonej kolistej
biegunowej siatki prętowej.

3. Przypadki szczególne i rozwiązania

Ograniczymy się dalej do rozpatrywania ważnego przypadku szczególnego siatki,
w której sztywności zginania prętów promieniowych i obwodowych są stałe:

(EJ)r = const, (EJ)ip = const.

Oznaczmy przez f kąt pomiędzy prętami promieniowymi siatki; wtedy lę = lr — yr.
Przyjmijmy następnie, że kształt «oczek» jest stały, tj.

(3.1) - y - = const.
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Warunek (3.1) zachodzi, gdy /, = ~lę = M, gdzie H jest stałą bezwymiarową. Z tego powodu
zgodnie z (2.5) otrzymamy wtedy

- (EJ)r 1 (EJ),

U
(3.2)

r xp
1 (EJ)
r x

1" 12CJS7),

Załóżmy, że rozpatrywana przez nas biegunowa pierścieniowa siatka prętowa jest
obciążona na wewnętrznym obwodzie r = rw obciążeniem radialnym pw oraz na zewnętrz-
nym obwodzie r = rz obciążeniem radialnym pz. Wielkości napięć radialnych p'r w takiej
siatce można obliczyć na podstawie wzorów podanych w pracy [3]. Zakładając, że sztyw-
ności podłużne (EA)r, (EA),,, prętów siatki są stałe oraz że

(3.3) *" i%(EA)r

otrzymamy rozkład napięć radialnych prr wyrażony wzorem (por. [3])

(3.4) prr = — -3-, yj = const.

Zgodnie ze wzorem (3.4) ograniczymy się więc do badania stateczności takiej biegunowej
siatki prętowej, w której pomiędzy obciążeniami radialnymi wewnętrznego i zewnętrznego
brzegu siatki zachodzi związek

Podstawiając prawe strony wzorów (3.2) i (3.4) do równania (2.9), otrzymamy

(3-5) y>
r 2 (£0.

(EJ), P
1/JJtT

\2(EJ)r\2(EJ)r

Załóżmy, że brzeg r = rw siatki jest podparty w sposób uniemożliwiający obrót, lecz
dopuszczający swobodę przesunięcia w kierunku normalnym do płaszczyzny nieodkształ-
conej siatki. Wtedy

(3-6) , , . v(rw) = 0 oraz / ( r w ) = 0,

Załóżmy następnie, że brzeg zewnętrzny r = rz jest doskonale sztywno utwierdzony:

(3-7) v(rz) = 0 oraz w(rz) = 0.

Z warunków (3.6) oraz wzoru (2.2) wynika, że dla r = rw zachodzi w,, = 0. Zgodnie
z równaniem (2.4) stała c występująca w (3.5) jest równa zeru. Oznaczając

~(EJ),P

x
(3.8) 1- V

" = (EJl
I

\2(EJ)r
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równanie (3.5) napiszemy w postaci

A
v,rr 2 v — 0 .

Całka ogólna powyższego równania ma postać

(3.9) v = ]/7[Clcos(/Li\nr)+C2sin(fi\nr)],

gdzie

(3.10) n = — i/]l +4A|, 1+4A < 0.

Warunki brzegowe (3.6)! i (3.7)! dla w ^ 0 mogą być spełnione tylko w przypadku, gdy

yrz cos (filnrz), yrt sin (uln

Powyższy warunek istnienia nietrywialnych rozwiązań (3.9) rozpatrywanego tu zagadnienia
brzegowego sprowadza się do warunku

z którego wynika, że

(3.11)

= 0.

sin I piIn-—I = 0,

, /c=l,2, ...

Ze wzorów (3.10) i (3.11) dla k = 1 otrzymamy

(3.12) I = - -+/
ln-

Wyznaczmy ze wzoru (3.8) parametry:

(3.13) P —

(EJ)ę x(EJ)r

+ "l2 (EJ)r ' 12

Podstawiając do (3.13) wyrażenie (3.12) dla źl otrzymamy krytyczną wartość p.
Gdy przekroje belek promieniowych i obwodowych są takie same,

{EJ)lp = (EJ), = EJ, (ĘA)ę = (EA)r,

wtedy dla rozpatrywanej siatki zgodnie z (3.3) mamy także % = f/2. Wzór (3.13) ma wtedy
postać

2-1 EJ
PKR — ~2 ~ '
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przy czym X jest określone wzorem (3.12). Na rysunku 1 przedstawiono dla tego przypadku
wykresy parametru bezwymiarowego pKRy>jEJ w zależności od stosunku ru/rz oraz dla
kąta ip = n/6 pomiędzy prętami radialnymi.

PKB '
EJ

BO

40

10

0.1 0.5 0.7

Rys. i
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O nOTEPE YCTOH^HBOCTH CTEP)KHEBfcIX CETOK
B pa6oTe o6cy>KflaeTCH Bonpoc ycToiiTOBocTH Kojn>qeBbix pa^nantiio Harpyn<eHHbix rycTbix nojmp-

ciepH<neBbix: ceTOK (pocrsepKOB). Hcnojib3OBajiacb KOHTHiiyajibHan MOflent ceTKH H ypaBHeHim
iBOHOKHHCTOH: cpeflbi c nojiHpHoii ceTKOH [1]. flaioTca 3aBHCHM0CTH KpHTi«eci<nx CHJI fljifl He-

KOToporo nacTHoro Biifla pocTBepKa B cbyHKiinn rycTOTM cemu u npoH3Bep;eHHH BiiyTpeHHOro H Bneut-
Hero paflHycoB ceTKH.

S u m m a r y
ON THE BUCKLING OF POLAR BAR NETWORKS

The paper considers the stability problem of annular radially loaded dense polar networks of bars
(grates). The use of continuous model of network is applied by utilising eąuations of a plane fibrous conti-
nuum with polar network [1]. Expressions for critical loads depending on the network density and the
ratio of internal and external network radii are given for a certain particular type of grate.
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METODA CHARAKTERYSTYK DLA DWUWYMIAROWYCH
NIEUSTALONYCH PRZEPŁYWÓW GAZU

ZBYSZKO KAZIMIERSKI (ŁÓDŹ)

1. Wstęp

W artykule przedstawiono rozważania dotyczące metody charakterystyk zastosowanej
do układu nieliniowych równań dynamiki gazów, opisujących dwuwymiarowe, nieustalone,
niepotencjalne przepływy. Celem artykułu jest wykonanie pewnej części pracy przygoto-
wawczej przed przystąpieniem do numerycznych obliczeń dwuwymiarowych nieustalonych
przepływów gazu. Z tego powodu położono nacisk na opis geometryczny powierzchni
charakterystycznych i analizę związków charakterystycznych pomiędzy funkcjami określa-
jącymi stan gazu na tych powierzchniach. Związki charakterystyczne wyprowadzono
w postaci dogodnej do bezpośredniego przedstawiania ich jako równania różnicowe na
dowolnej płaszczyźnie charakterystycznej. Wyprowadzono również związki charaktery-
styczne napisane tylko dla kierunku bicharakterystyk.

Rozpatrzenie przypadku trójwymiarowego (dwie zmienne przestrzenne i czas) zostało
podyktowane chęcią nadania poszczególnym rozmaitościom matematycznym poglądowej
interpretacji geometrycznej, co jest niemożliwe w przypadkach czterowymiarowych.

Artykuł nawiązuje do ujęć metody charakterystyk spotykanych w publikacjach [1, 2, 3]
zawiera rozwinięcie niektórych problemów związanych z tą metodą.

2. Układ równań różniczkowych

Rozpatrujemy dowolny punkt P wewnątrz nieustalonego dwuwymiarowego przepływu
gazu. Przepływ w tym punkcie opisujemy w układzie kartezjańskim o współrzędnych
Xi = x, x2 s y, Xi s t. Początek układu umieszczony jest w punkcie P. Współrzędne xy

i x2 nazywamy współrzędnymi przestrzennymi, a płaszczyznę xxx2 «przestrzenią». Natomiast
x3 jest współrzędną czasową. Bazę układu xix2x$ oznaczymy {e^l, 0, 0), e2(0,1, 0),
e3(0, 0, 1)}. Stan gazu w każdym punkcie przepływu określają cztery skalarne funkcje
współrzędnych. Są to : dwie składowe prędkości vx i v2, ciśnienie^ i gęstość g. Lokalną
prędkość dźwięku oznaczymy przez a. Wymienione funkcje są bezwymiarowe, ponieważ
prędkości określamy w stosunku do pewnej wybranej prędkości dźwięku ao> ciśnienie
w stosunku do CIIQ0 i gęstość do g0. Ogólnie funkcje te oznaczymy przez uj = Uj(xi, x2, x3);
0'== 1, 2, 3, 4) i przyporządkujemy
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Zdefiniujemy poza tym przestrzenno-czasowy wektor prędkości \(vi,v2,]). który
posiada składową przestrzenną v(wi,w2) oraz przestrzenno-czasowy gradient funkcji u}:

fe-1

Układ równań dynamiki gazów dla rozpatrywanego przepływu w opisanych współrzęd-
nych można wyrazić w postaci sum iloczynów skalarnych

4

(2.1) 2 ' a ( ( y V M y = 0> i = 1,2,3,4.
7 - 1

Trójwymiarowe wektory ^ufajj, aitj>2, dtjti) można przedstawić w postaci macierzy

" QV 0 e, O '

(22) a = ° SV *2 °
a get «rge2 V 0

0 0 - V a 2 V .
Pierwsze dwa wiersze (2.2) pochodzą z równań zachowania pędu, trzeci z zachowania

masy, a czwarty entropii.
Jest zatem dany jednorodny układ czterech ąuasi-liniowych równań różniczkowych

potrzebny do określenia czterech funkcji niewiadomych uj.
Wyrażenie typu c-V« (funkcja u ma różniczkę zupełną) można przedstawiać w postaci

znanego pod nazwą pochodnej kierunkowej.

3. Równanie i związki charakterystyczne

Rozpatrzmy kombinację liniową równań (2.1)

(3.1)

gdzie wektory Wy dla j = 1,2,3,4 są przedstawione również jako kombinacje liniowe
wektorów a,-.y

4

n y\ w . - - V ™ a.
.• *

Liczby «( występujące w (3.2) są rzeczywiste i nie znikają jednocześnie.
Żądamy, aby wszystkie wektory Wy leżały w jednej płaszczyźnie. Ustanowimy wektor

N(JVi, N2, N^ zawsze różny od zera, normalny do tej płaszczyzny, którą nazwano płaszczyz-
ną charakterystyczną JTN- Składowa przestrzenna N jest oznaczona przez n(NuN2).

Powyższe żądanie koplanarności Wy zapisać można jako układ równań Wy • N = 0
dla 7 = 1,2, 3, 4 czyli

4

(3.3) • yi
a,(a,,yN) = 0, ; = 1 , . 2, 3, 4.
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Układ (3.3) służy do obliczenia współczynników a,- i ma rozwiązanie, o ile jego
wyznacznik charakterystyczny jest równy zeru

(3.4) de t [a u -N] = 0, ij = 1,2, 3,4.

Równanie (3.4) nazywamy równaniem charakterystycznym układu (2.1). Jeśli w oparciu
o (2.2) obliczymy (3.4), to otrzymamy

(3.5) a2(*XV • N)2[(V • N ) 2 - a W + j V f ) ] = 0.

Z (3.5) wynika, że n nie może nigdy znikać, bo prowadzi to do sprzeczności z założoną
niezerowością N. Okazuje się więc, że

(3.6) (V-N) 2 -a 2 n 2 = 0,

(3.7) (V-N)2 = 0

nie mogą być spełnione równocześnie, czyli opisują w rozpatrywanym punkcie P dwie
rodziny wektorów normalnych oznaczone jako N i N.

Długość wektorów N i N określimy normując ich składowe przestrzenne, czyli
zakładając

(3.8) |n| = l, |n| = l ,

co można zrobić, ponieważ nigdy nie są one zerowe.
Zbadaniem rodzin wektorów N i N zajmiemy się w następnym punkcie sygnalizując

w tym miejscu, że obowiązujące na płaszczyznach charakterystycznych JTN i ^ w y z n a "
czanych przez wektory N i N związki (3.1) nazywają się związkami charakterystycznymi.

4. Rozważania geometryczne

W tym punkcie zostaną omówione powierzchnie utworzone przez wektory N i N,
płaszczyzny TTŃ i TC^ oraz powierzchnie obwiednie tych płaszczyzn.

4.1. Stożek normalnych N i stożek charakterystyczny. Rozpatrywany punkt przepływu P usta-
nawiamy punktem początkowym wszystkich wektorów N z równania (3.6), które po
wykorzystaniu (3.8) piszemy w postaci

(4.1) V-N = a.

Rodzina wektorów N wyrażona przez (4.1) tworzy zatem powierzchnię stożkową
o wierzchołku w P. Kierownicą stożka i jednocześnie miejscem geometrycznym końców
wektorów N jest elipsa E. Elipsę E otrzymamy z przecięcia powierzchni bocznej walca
kołowego o podstawie |n| = 1 (rys. 1), na której leżą końce N, płaszczyzną

(4.2) V - ( N - N 0 ) = 0,

na której również jak wynika z (4.1) muszą leżeć końce N. Wektor Nojest dowolnie wybra-
nym wektorem spośród wszystkich N określonych przez (4.1). Płaszczyzna (4.2) jest prosto-
padła do V. Opisywany przez (4.1) stożek wektorów N nazwiemy stożkiem normalnych.

Przecięcie (3.8) z (4.2) dla rozpatrywanego przepływu istnieje zawsze. Równanie (4.1)
ma zawsze rozwiązanie ze względu na czasową składową N

(4.3) N3 = a— (VLNI+V2N2) = a—y • n
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Wśród kierunków n z okręgu |n| = 1 na płaszczyźnie xxx2 wyróżnić należy ze względu
na wartość iloczynu v-n cztery kierunki (wg oznaczeń na rys. 1):

nt i n m ; nx = — n i n , dla których v n = ±w

oraz

n n i n J V ; n n = —n I V , dla których v-n = 0.

Średnice koła |n| = 1 wyróżnione przez wektory nt i nXI są rzutami osi głównych elipsy E.
Krótsza z osi jest równoległa do płaszczyzny X\X2 i jej odległość od xxx2 według (4.3) jest
zawsze równa N3 dla n = n n czyli lokalnej prędkości dźwięku a. Jako dodatkowe wyjaśnie-

Rys. 1 Rys. 2

nie podać należy, że rysunki zrobione są dla założenia, że prędkość dźwięku odniesienia Oo,
do której redukowane są wszystkie prędkości, w tym lokalna prędkość dźwięku, jest maksy-
malną spośród lokalnych prędkości dźwięku dowolnie dużego otoczenia punktu P. Wynika
stąd, że na rysunkach zawsze a ^ 1. Rysunki 1 i 2 przedstawiają stożki normalnych.
Rysunek 1 wykonany jest dla przepływu poddźwiękowego w punkcie P, a rys. 2 dla prze-
pływu naddźwiękowego.

Ze wzoru (4.3) wynika, że dla

(4.4) n = nT
gdy

a > |v|

a=|v|
a< lvi

Oznacza to, że dla prędkości poddźwiękowych stożek (4.1) leży całkowicie ponad «prze-
strzenią» Xix2, dla dźwiękowych jest do niej styczny wzdłuż linii wyznaczanej przez nt,
a dla prędkości naddźwiękowych przecina x1x2 dając w przecięciu dwa kierunki pokazane
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na rys. 2 i oznaczone przez n+ i nr. Inaczej mówiąc równanie (4.1) dla przepływu ustalo-
nego, gdy V = v, ma rozwiązanie tylko dla |v| > a i rozwiązaniem są kierunki n+ i vr.

Każdy wektor N z równania (3.6), czyli każdy wektor wzięty z powierzchni tworzącej
stożka (4.1) wyznacza w czasoprzestrzeni Xix2x3 prostopadłą do niego płaszczyznę charakte-
rystyczną TTN- Płaszczyzny charakterystyczne wyznaczane przez wektory N nazwiemy
płaszczyznami falowymi. Zbiór wszystkich płaszczyzn TEN przechodzących przez punkt P
ma powierzchnię obwiednią będącą podobnie jak (4.1) powierzchnią stożkową. Można
uważać, że powierzchnia tajest utworzona z wektorów B, z których każdy wyznacza styczną
między płaszczyzną TTN przyporządkowaną danemu N, a powierzchnią obwiednią wszyst-
kich TTN- Rodzinę wektorów B można wyznaczyć z dokładnością do stałego niezerowego
mnożnika fi stosując znany w teorii obwiedni wzór

(4.5) Bk = fi JL [(V- Nf-aW], A:—1.2,3.

Po obliczeniu (4.5) otrzymamy

Bx = 2

(4.6) B2 =

Uwzględniając w (4.6) związek (4.1) stwierdzamy, że 5 3 zawsze jest różne od zera
i możemy dzieląc obustronnie składowe Bk (k = 1, 2, 3) przez B3 określić wektor B nastę-
pująco

(4.7) J L = V - a i i .

Rodzina wektorów B tworzy znany stożek charakterystyczny przedstawiający lokalną
prędkość rozchodzenia się małego zaburzenia w punkcie P.

Składowe tej prędkości są równe

(4.8) ^ = Ą-aNu %• = v2-aN2.

Rysunek 3 pokazuje stożek (4.7).
Powierzchnię charakterystyczną w otoczeniu punktu P zdefiniować można jako po-

wierzchnię, która jest w dowolnym swym punkcie prostopadła do wektora N będącego
jedną z tworzących stożka (4.1) zbudowanego w tym punkcie.

Rozpatrzymy dowolną powierzchnię charakterystyczną przechodzącą przez P.
W każdym punkcie tej powierzchni w otoczeniu P można znaleźć wektor B, który będzie
określał styczną między rozpatrywaną powierzchnią i stożkiem charakterystycznym (4.7),
utworzonym w tym punkcie. Wobec tego przez dowolny punkt wymienionej powierzchni
charakterystycznej można poprowadzić linię pola wektorowego wektorów B. Te linie
nazywamy bicharakterystykami układu równań (2.1) dla rozwiązania uJ(xl,x2, Xi),
j = 1, 2, 3, 4.

Przez wybrany punkt P można z uwagi na istnienie w nim jednego stożka (4.1) i zdefi-
niowane wyżej pojęcie powierzchni charakterystycznej poprowadzić nieskończenie wiele
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bicharakterystyk, które utworzą jedną powierzchnię charakterystyczną, zwaną konoidą
charakterystyczną. Konoida charakterystyczna w punkcie P jest prostopadła do stożka
normalnych (4.1) i styczna do stożka charakterystycznego (4.7). Wektory B z powierzchni
bocznej stożka (4.7) wskazują kierunki bicharakterystyk poprowadzonych przez P.

Stożek (4.7) jak już wspomniano pokazuje lokalną prędkość rozchodzenia się małego
zaburzenia w punkcie P, natomiast konoida charakterystyczna jest w układzie współrzęd-
nych Xi,X2,x} obrazem rozchodzenia się małego zaburzenia w otoczeniu tego punktu,
gdzie panują niejednorodne pola parametrów określających stan gazu.

Z uwagi na powyżej wymieniony sens fizyczny i geometryczny stożek charakterystyczny
(4.7) można nazwać również stożkiem falowym lub stożkiem kierunków bicharakterystyk.

Rys. 3

Kierunkiem normalnym do czoła fali rozchodzącego się małego zaburzenia w P, jak
to wynika z (4.7), jest kierunek n.

Prędkość rozchodzenia się zaburzenia w kierunku n jest równa

(4.9) Bn = -?-.„ = v.n-a.
3

Porównując to z (4.3) wyciągamy wniosek

(4.10) B„ = -Nt,

co objaśnia sens fizyczny składowej czasowej wektorów normalnych N.

Porównanie stożków normalnych i stożków kierunków bicharakterystyk dla przepływu
poddźwiękowego i naddźwiękowego pokazano na rys. 4 i 5.

Wzajemna ortogonalność stożków, czyli spełnienie B • N = 0 dla każdego n nie zależy
od wybranej skali prędkości, czyli od ustanowionych proporcji a/a0. Zależy od niej nato-
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miast wzajemne położenie stożków przy prędkościach poddźwiękowych i naddźwiękowych.
Rysunki 4 i 5 wykonano jak i wszystkie pozostałe dla założenia a < aa, czyli a < 1. Wtedy
dla prędkości poddźwiękowych stożek (4.7) mieści się w stożku (4.1), a nałoży się na niego,
gdy a = flo i \v\ -> 0. Wraz ze wzrostem \v\ do prędkości naddźwiękowych stożek (4.7)
«wychyla» się coraz bardziej ze stożka normalnych i dla przepływów hiperdźwiękowych
stożek normalnych zbliża się do płaszczyzny (4.2), a stożek falowy otacza «coraz ciaśniej»
kierunek V.

Rys. 4 Rys. 5

Gdyby wybrano tak a0, że mogłoby być a > a0, przy prędkościach poddźwiękowych
stożek falowy mógłby obejmować stożek normalnych. Przy wzroście prędkości \v\ do
ponaddźwiękowych usytuowanie stożków byłoby takie samo jak na rys. 5.

4.2. Płaszczyzna wektorów normalnych N i kierunek toru czątski V. Rodzinę wektorów N przed-
stawia równanie (3.7). Jest to mnożony dwukrotnie związek
(4.11) V-N = 0.

Wektor N jest zawsze prostopadły do kierunku V, leży więc w płaszczyźnie prosto-
padłej do V. Początki wektorów N leżą w punkcie P, końce natomiast na elipsie £ powstałej
z przecięcia walca jednostkowego |n| = 1 płaszczyzną (4.11).

Z (4.11) wynika, że N3 = — v-n. W takim razie —Ń3 jest rzutem prędkości
przemieszczania się cząstki (w sensie cząstki ośrodka ciągłego) na wybrany przez 5 kierunek
na płaszczyźnie x, x2 • Rodzina wektorów N wyznacza prostopadłe do nich płaszczyzny TI^,
które będziemy nazywać płaszczyznami toru. Płaszczyzny n^ mają obwiednię, która dege-
neruje się do jednej prostej — prostej wyznaczającej kierunek toru w punkcie P, czyli
(4.12) B = ,aV;

B jest styczną do krzywej opisującej tor cząstki T w punkcie P jak na rys. 6. Porównując
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składowe wektorów prawej i lewej strony równości (4.12) można wobec niezerowości /u
napisać

(4.13)

Rys. 6

4.3. Charakterystyki przepływów opisanych w przestrzeni dwóch zmiennych niezależnych. P r z e -
p ł y w j e d n o w y m i a r o w y n i e u s t a l o n y . Zakładamy, że funkcje opisujące
stan gazu w P i otoczeniu zależą tylko od x2 i x3. Rozpatrujemy więc jednowymiarowy
nieustalony przepływ. Oś x2 jest skierowana zgodnie z v. Każdy przekrój płaszczyzną
x: = const daje jednakowe ślady stożków charakterystycznych.

/
W2'aez-n'V"aez -V—B"

Rys. 7

Przekrój stożka normalnych wyznacza dwa wektory N oznaczone przez N+ i N~ na
rys. 7. Oznaczenie to nawiązuje do wzoru (4.9), który objaśnia sens fizyczny wektorów N,
a właściwie składowej czasowej tych wektorów.
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Ślady płaszczyzn falowych TTNI. i HN- są prostymi prostopadłymi do N+ i N~ i pokrywają
się ze śladami przekroju stożka kierunków bicharakterystyk czyli z kierunkami B+ i B~.

Przekrój konoidu K daje dwie linie charakterystyk oznaczone przez C+ i C~.

P ł a s k i u s t a l o n y p r z e p ł y w n a d d ź w i ę k o w y . Zakładamy, że funkcje
opisujące stan gazu w P i otoczeniu zależą tylko od X\ i x2. Przepływ jest ustalony V = v.
Jak pokazano w p. 4.1. przecięcie stożka normalnych z płaszczyzną xxx2 czyli rozwiązanie
równania v-n = a istnieje tylko dla przepływów naddźwiękowych. Ślady przecięcia stożka
normalnych płaszczyzną xcc2 lub inaczej rozwiązanie równania v • n = a oznaczono przez
n+ i n~~ na rys. 2 i na rys. 8.

Rys. 8

Ślady płaszczyzn falowych nn+ i na- są na rys. 8 liniami prostymi prostopadłymi odpo-
wiednio do n+ i ir~.

Proste 3Tn+ i nn- pokrywają się, jak widać na rys. 8, z rzutami na x^x2 kierunków bicha-
rakterystyk określonych równaniami

B+ = Y-an+, B = V - « i r ,

rzuty są oczywiście równe

(4.14) b+ = v—an+, = v—

Związki (4.14) wyznaczają w punkcie P kierunki dwóch charakterystyk na płaszczyźnie
XiX2. Charakterystyki oznaczone przez C+ i C~ określają zakres oddziaływania drobnego
zaburzenia wywołanego w P w naddźwiękowym płaskim ustalonym przepływie. C+ i Ci-
są rzutami na xxx2 bicharakterystyk wyróżnionych wektorami B+ i B~.
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5. Związki charakterystyczne

Związek charakterystyczny (1.3) jest kombinacją liniową równań tworzących układ
równań wyjściowych. Związek (2.3) mówi o tym, że suma iloczynów skalarnych gradientów
funkcji Uj, określających stan gazu przez wektory W;, jest równa zeru. Wektory Wj leżą
w jednej płaszczyźnie — może to być płaszczyzna falowa n^ ze zbioru płaszczyzn określa-
nych rodziną wektorów N lub płaszczyzna toru n^ ze zbioru płaszczyzn wyznaczonych
przez rodzinę wektorów N. Związki charakterystyczne dla płaszczyzn falowych i związki
dla płaszczyzn toru nie są jednakowe. Rozpatrzymy je kolejno.

5.1. Związki charakterystyczne na płaszczyznach falowych. Macierz współczynników do układu
równań liniowych (3.3) dla płaszczyzny ?rN po uwzględnieniu (4.1) jest następująca:

(5.1)

qa O O1QN1 O
O Qa a2gN2 O

Ni N2 a O
0 0 0 a '

Rząd macierzy (5.1) jest równy 3, wobec czego istnieje jedno liniowo niezależne roz-
wiązanie układu (3.3) z macierzą (5.1). Oznacza to również, że dla każdego N z (4.1) istnieje
jeden liniowo niezależny związek charakterystyczny.

Rozwiązaniem (3.3) z macierzą (5.1) jest z dokładnością do jednakowego stałego
mnożnika następujący układ współczynników:

(5.2) a, = —aNi, a2 = —aN2, a3 = 1, a4 = 0.

Wektory Wj na podstawie (2.2), (3.2) i (5.2) określone są jak niżej:

(5'3) w =
W 4 = 0 .

Związek (3.1) dla każdej płaszczyzny falowej TEN z e względu na tożsamości u{ ~ vt, u2 a w2,
H3 = /; przedstawia wyrażenie

2
V 1

(5.4) > (ae„—Af„V)-Vw„H (V—an)-Vp = 0.
i"'

Widać, że VV3 pokrywa się z kierunkiem bicharakterystyki B. Można łatwo sprawdzić,
że W, i W2 nie są nigdy kolinearne oraz że W! i W2 nie są nigdy kolinearne z W3 czyli z B.

Proste przekształcenia (5.4) i wykorzystanie pojęcia pochodnej kierunkowej pozwalają
napisać je w postaci

1

e
Prawa strona powyższej równpści jest po prostu równaniem zachowania masy i równa

się tożsamościowo zeru. Lewa strona jest równaniem zachowania pędu mnożonym skalar-
nie przez niezerowy wektor o^n. Widać więc, że (5.4) zawiera w sobie równanie zachowania



(5.6)
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pędu i masy, a więc niepełny układ równań wyjściowych. Należy zauważyć, że dla prze-
pływu jednowymiarowego nieustalonego przedstawianego we współrzędnych x2x2 (jak
na rys. 7) kierunki wektorów Wj, które są wtedy tylko dwa W2 i W3 na każdej z dwóch
prostych 7rN, a więc na nN* i nN-, równe są W2'' = B+, W2 = — B~, W^ = B+, Wj" = B-.
Otrzymujemy więc dwa znane związki charakterystyczne

(5.5) B

Przekształcenie (5.4) do postaci wygodnej w obliczeniach numerycznych zostanie
przeprowadzone w p. 6.

5.2. Związki charakterystyczne na płaszczyznach toru. Macierz współczynników do układu
równań (3.3) po uwzględnieniu (4.11) jest następująca

0 0 Ni 0"
0_ 0^ Ń2 0

2ęŃi a2QŃ2 0 0
0 0 0 0

Rząd macierzy (5.6) jest równy 2. Oznacza to, że każdemu N z (4.11) lub inaczej dla
każdej płaszczyzny toru n^ obowiązują dwa liniowo niezależne związki charakterystyczne.
Rozwiązując układ (3.3) z macierzą (5.6) otrzymujemy dwa liniowo niezależne rozwiązania:
pierwsze
(5.7) (Xi = a2 = cc3 = 0, <x4 = 1,

drugie

(5.8) alN1 + u2Ń2 = 0,, a3 = a4 = 0 .

Pierwsza równość w (5.8) odpowiada równaniu <x-n = 0 i wyznacza wektor <x(<Xi, cc2)
leżący w płaszczyźnie xxx2, prostopadły do n. Wektor a daje oczywiście jeden liniowo nie-
zależny kierunek na xxx2- A więc ut opisane przez (5.7) i (5.8) przedstawiają dwa niezależne
rozwiązania. Określone zostały zatem dwie grupy wektorów W; dla każdego N z (4.11).

Dla rozwiązania (5.7) otrzymamy

W! = W2 = 0, W3 = - V , W4 = a2V,

stąd pierwszy związek charakterystyczny
(5.9) Y-(Vp-a1V(>) = 0.

Związek (5.9) mówi o zachowaniu entropii na kierunku toru cząstki i jest równaniem
identycznym z ostatnim równaniem układu wyjściowego (2.1) i (2.2).

Grupa «| podana w (5.8) odpowiada następującemu układowi wektorów Wj

W1 = a i e V, W 2 = a 2 £ V , W3 = a, W4 = 0,

co pozwala obliczyć drugi związek charakterystyczny
(5.10) e(a1V-V©1+a2V-Vw2)+«Vjp = 0.

Korzystając z pojęcia pochodnej kierunkowej przekształcimy (5.10) do postaci

(5.11) a1rfTw1+a2rfvw2H dap = 0

5 Mechanika teoretyczna
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lub po prostu

(5.12)

Gdy założymy |a| = 1, co można uczynić wobec jego niezerowości, widać, że (5.12)
jest rzutem równania pędu na kierunek a.

Wektory V i a, które wytyczają kierunki rzutowania gradientów funkcji visv2i p, leżą
oczywiście w jednej i tej samej płaszczyźnie toru n^ określonej przez wybrany z (4.11) N.
Wektor a leży na prostej będącej śladem przecięcia płaszczyzny n^ z płaszczyzną xx x2.

5.3. Zależności między związkami charakterystycznymi. Wiadomo, Że dla każdego wektora N
istnieje jeden niezależny związek charakterystyczny (5.4). Natomiast dla każdego wektora
N obowiązują dwa niezależne związki charakterystyczne: związek (5.9), który jest jednako-
wy dla wszystkich N z całej ich rodziny i związek (5.11) zależny od wybranego N.

Narzucają się dwa pytania ważne z punktu widzenia zastosowań związków charaktery-
stycznych.

1. Czy w ogóle istnieją cztery liniowo niezależne związki charakterystyczne w każdym
punkcie przepływu potrzebne do obliczenia czterech funkcji niewiadomych.

2. Gdy napiszemy związki charakterystyczne dla wektorów N ( 1 ) , ..., N( p ), N l l ) , ..., N ( s ) ,
to ile i które spośród nich są liniowo niezależne. Problemy te zbadał dokładnie RUSANOW
w [3] dla pełnych równań dynamiki gazów w czterowymiarowej czaso-przestrzeni. Ograni-
czymy się tutaj do podania następujących odpowiedzi na postawione pytania.

Jeżeli chodzi o związki charakterystyczne na płaszczyznach falowych, wyróżnianych
wektorami N, to dla trzech liniowo niezależnych N można napisać trzy niezależne związki
(5.4). Wystarcza to do rozwiązywania przepływów potencjalnych.

Wiadomo, że dla wszystkich wektorów N obowiązuje zawsze związek (5.9). Natomiast
dwa niezależne związki (5.12) można napisać dla dwóch liniowo niezależnych a, czyli
dla dwóch liniowo niezależnych ń, a tym samym dla dwóch liniowo niezależnych N.

W sumie dla rodziny wektorów N można także napisać trzy niezależne związki. Tak
więc czterech potrzebnych niezależnych związków nie można napisać jedynie dla płaszczyzn
wyróżnionych wektorami N, czy też Ń. Wydaje się, że wobec złożoności związku (5.12)
dla przepływu nieustalonego najlepiej wybrać cztery potrzebne związki spośród trzech
związków na płaszczyznach falowych, a jako czwarty dołączyć do nich związek zachowania
entropii (5.9). Pod tym kątem widzenia będą prowadzone dalsze rozważania.

6. Dostosowanie związku charakterystycznego obowiązującego na płaszczyźnie
falowej do zastosowania w obliczeniach numerycznych

Dla numerycznego obliczenia wartości funkcji niewiadomych w punkcie wewnętrznym
przepływu R, położonym w sąsiedztwie powierzchni niecharakterystycznej U, na której
znany jest stan gazu, należy zastosować pewien schemat obliczeniowy. Będzie on podobny
do tych, które są używane w ustalonych naddźwiękowych przepływach trójwymiarowych
np. w [4 i 5].

Schemat oparty jest na koncepcji wykorzystania do określenia funkcji niewiadomych
trzech związków charakterystycznych (5.4), obowiązujących na trzech płaszczyznach falo-
wych, i związku (5.9) na odcinku toru cząstki QR (por. rys. 9).
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Na powierzchni 77 wybieramy trzy blisko położone punkty P, P' i P", w których są
oczywiście znane funkcje Uj. Punkty te łączymy wektorami k2, kj i k '̂ (rys. 9). Płaszczyzny
charakterystyczne 7tN, OTN< i ^H" prowadzimy tak, aby leżały na nich odpowiednio wektory
k 2 ) k 2 i k 2 ' i aby płaszczyzny te były prostopadłe do wektorów normalnych N, N'i N "
w punktach P,P'iP". Wektory N, N ' i N " są wzięte z powierzchni bocznych stożków
(4.1), zbudowanych w punktach P, P' i P".

Rys. 9

W oparciu o rozważania geometryczne z p. 4 można stwierdzić, że przez każdy z wekto-
rów k2, można poprowadzić po dwie płaszczyzny TTN, które będą prostopadłe do wektorów
normalnych wziętych z powierzchni bocznych stożków (4.1). Wybieramy z nich tylko
jedną trójkę płaszczyzn np. tę, która przecina się w punkcie R leżącym bliżej powierzchni 77.

Trzy wybrane płaszczyzny falowe MN, nw i ^N" przecinają się wzdłuż prostych, które
wyznaczane są na rys. 9 przez wektory k J : k'x i k".

Utworzony został ostrosłup PP'P"R, którego ścianami bocznymi są wycinki płaszczyzn
OTN, ?tN'i ^N", a krawędziami pary wektorów kxk2, k i k 2 i k " k 2 . Każda para wektorów
łączy trzy punkty. W dwóch z nich są znane parametry gazu, a trzecim jest zawsze punkt R.

Związek (5.4) przedstawia sumę pochodnych kierunkowych

Gdyby tę sumę przedstawić tak, że zamiast rzutowania na trzy dość różnorodnie (wg 5.1)
położone wektory \V/, można by gradienty Vuj rzutować na pary wektorów k ^ , to uzy-
skalibyśmy wzór dogodny do formułowania go w postaci równania różnicowego nadającego
się do bezpośrednich obliczeń funkcji niewiadomych w punkcie R.

Dla każdej z trzech par wektorów k ^ można by napisać równanie różnicowe, które
w sumie wraz ze związkiem (5.9) dla odcinka toru cząstki QR stanowiłyby cztery równania
potrzebne do obliczenia czterech funkcji niewiadomych w R.
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w
Dla realizacji tego konieczne jest proste przekształcenie polegające na zastąpieniu

(5.4) wektorów W 1 } W2 i W3 dwoma liniowo niezależnymi wektorami kj, k2.
W tym celu wektory Wj (j= 1, 2, 3) rozkładamy w bazie lokalnej {k], k2} określonej

w podstawowym układzie kartezjańskim {el5 e2, e2}

(6.1) W; - / j k j + y ^ k j , 7 = 1 , 2 , 3 ,
gdzie składowe kontrawariantne wektorów Wj są określone jako

(6.2) ylj = Wj-kl, 7 = 1 , 2 , 3; / = 1,2.

Baza wzajemna {k1, k2} została ustanowiona w {e1; e2, e3} za pomocą wzorów

(6.3)
, _ k 2 x N 2 _ Nxk,

k C\r \/ TVT̂  ' \r (\r \y ^\ł\

Dla uproszczenia zapisu wprowadzono oznaczenia

(6.4) Ci = k 2 x N , C 2 = = N x k 1 .

Wykorzystując powyższe można (5.4) sformułować następująco:

(6.5)

gdzie współczynniki liczbowe

3

r - 1

(6.6) dla /, gr=l,2.

W (6.6) występują składowe wektorów n(JVi,JV2,0) i ~W{vl,v2, 1) oraz Ci(fi,i, Ci,2» Ci,i)-
Składowe wektora f, określimy obliczając wyznaczniki opisujące (6.4).

7. Związek charakterystyczny na kierunku bicharakterystyki

W 5.1 pokazano, że dla jednowymiarowego nieustalonego przepływu kierunki W2 i W3

są jednakowe i pokrywają się z kierunkiem B, czyli po prostu z kierunkiem charakterystyki.
Związki charakterystyczne (5.5) napisane są dla dwóch występujących tam kierunków
charakterystyk oznaczonych przez B+ i B~.

Powstaje pytanie. Czy związki charakterystyczne przepływu dwuwymiarowego, nie-
ustalonego w rozpatrywanym punkcie P, a więc związki (5.4) lub (6.5) dadzą się napisać
tylko dla kierunku dowolnej bicharakterystyki B, przechodzącej przez punkt PI Odpowiedź
na to pytanie jest twierdząca, a jej uzasadnienie wynika natychmiast z przeprowadzonego
wyżej przekształcenia (5.4) na (6.5).

Załóżmy więc, że jeden z wektorów lokalnej bazy {k1; k2} leżącej na płaszczyźnie nN

np. kt = B. Związek (5.4) zapisujemy wtedy następująco:

(7.1) y\dBVi+y1
2dBV2+-—djip+y2

1dk!iv1+y2
2cik2V2 = 0;
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y\ dla /, q = 1, 2 są kontrawariantnymi współrzędnymi wektorów W! i W2 opisanymi
przez (6.2) i (6.3), w których należy przyjąć kx s B.

Z (7.1) wynika, że na to, aby omawiany związek charakterystyczny napisać tylko dla
kierunku bicharakterystyki B, a więc w sposób następujący:

(7.2) y\dBvl+y1
2dBV2+— dsp = 0,

musi zachodzić

(7.3) k2-(y\Vvl + y2
2Vv2) = 0.

Współrzędne kontrawariantne y2
x i y

2
2 nie mogą znikać jednocześnie, bo W2 i W2 nie

są nigdy współosiowe [por. wzór (6.2)]. Wobec tego musi być równy zeru iloczyn skalarny
wektora k2 przez wektor zawarty w nawiasach we wzorze (7.3).

Jakkolwiek będzie skierowany wektor zawarty w nawiasach wzoru (7.3), zawsze można
dobrać tak kierunek k2 na płaszczyźnie OTN, aby warunek (7.3) był wypełniony.

Związek (5.4) i (6.5) można przedstawić w postaci (7.2) dla każdego z nieskończenie
wielu wektorów B przechodzących przez punkt przepływu P.

Wszystkie przeprowadzone tutaj rozważania mogą być rozszerzone na przypadek
trójwymiarowych nieustalonych przepływów. Wymaga to z reguły prostego uzupełnienia
wzorów wyrazami zawierającymi trzecią składową przestrzenną występujących tutaj wek-
torów.
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METOfl XAPAKTEPHCTHK flJIH flByXMEPHBIX HECTAU;HOHAPHŁIX TE^EHHH TA3A

paccy>KfleHHH, KacaiomnecH iweiofla xapaKTepncuiK B npujioweHHH K CHCTeMe ypaB-
ra30B, onHCŁiBaion(HX HenoTeHqHajD>Hbie flByxMepHbie H HecTaiiiionapi-ibie TenenHJi.

eKOTopbie cBOHCTBa xapaKTepHCTHtiecKHXi noBepxHOcieH3 CBH3anHbix c OT,n;ejibHofi
TO^KOH B TeMeHHH. IIoflpo6H0 HccneflOBaH Tai< na3. KOHyc HopManeH H B3aHMHoe pacnojio-

>i<eHHe KOHyca Hopiwajieśi H H3BeciHoro BOJiHOBoro KOHyca (na3MBaeMoro miorfla KonycoM Maxa). Xa-
paKTepucriraecKHe 3aBncHM0cTH nojiyieHw B cjpopine yflo6Hoił flJiH HenocpeflCTBeHHoro
HX B BHfle pa3H0CTHbix ypaBHeHHii Ha npoH3BOJiBHoii xapaKTepHCTH^ecKoft ruiocKOCTH.
xapaKTepHCTH^eci<a«: 3aBHCHM0CTB fljia HanpaBjieHHil npoH3BOJi&Hoii

paccMaTpHBaeMyio
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S u m m a r y

A METHOD OF CHARACTERISTICS FOR TWO D1MENSIONAL
UNSTEADY GAS FLOW

Investigations on the method of characteristics applied to a set of gasodynamics eąuations describing
nonpotential two-dimensional and unsteady flows are presented. Some properties of characteristic surfaces
connected with a single internal point in the flow are investigated and particular attention is paid to the
so called cone of normals and mutual position of the normal cone and the known wave cone (which is some-
times called also the Mach's cone). Characteristic terms are obtained in a convenient form for their direct
presentation in difference eąuations on any characteristic surface. The characteristic terms for the* direction
of any bicharacteristic going through the examined point of flow are given.

Praca została złożona w Redakcji dnia 13 czerwca 1966 r.
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1. Wstęp

W większości zagadnień mechaniki ośrodków ciągłych zakłada się, że każdy punkt
materialny ośrodka posiada trzy stopnie swobody oraz że gęstość energii wewnętrznej
zależy tylko od pierwszych pochodnych wektora przemieszczenia. Stan naprężenia jest
wówczas jednoznacznie określony symetrycznym tensorem naprężenia. Ośrodek ciągły,
w którym nie jest spełnione co najmniej jedno z powyższych założeń, nazwijmy ośrodkiem
typu Cosseratów.

Praca zawiera przegląd zagadnień dotyczących mechaniki ośrodków tego typu. Omówio-
no w niej szczegółowo dwa podstawowe kierunki rozwojowe. Pierwszy z nich polega na
uogólnieniu kinematyki ciała (punkt materialny ma więcej niż trzy stopnie swobody).
Drugi kierunek postuluje występowanie wyższych gradientów przemieszczenia w wyrażeniu
dla gęstości energii wewnętrznej. Zarówno pierwsze jak i drugie podejście prowadzą do
niesymetrycznego tensora naprężenia. Ponadto pojawia się wtedy tensor naprężeń momen-
towych ; wystąpić mogą również tzw. tensory hipernaprężeń.

Pierwsze wzmianki o możliwości występowania naprężeń momentowych można znaleźć
już w pracy YOIGTA [1887]. Natomiast pierwszy model ciała z bardziej złożoną kinematyką
wprowadzili bracia COSSERATOWIE [1909]. W modelu przez nich proponowanym każdy ele-
ment materialny ośrodka ma sześć stopni swobody podobnie jak ciało sztywne. Do tego mo-
delu bracia COSSERATOWIE doszli uogólniając opis ruchu jednowymiarowego modelu
pręta i dwuwymiarowego modelu powłoki na przypadek kontinuum trójwymiarowego.
Poza tym w ich pracy podano zasady zachowania wraz z warunkami niezmienniczości gęs-
tości energii względem ruchów euklidesowych. Wykazano również równoważność zasad
zachowania z odpowiednimi warunkami niezmienniczości. Szczegółowy opis kontinuum
omawianego przez E. i F. COSSERATÓW podano dalej w p. 2.

Do pracy E. i F. COSSERATÓW współcześnie im nawiązywały tylko cztery prace. F. KLEIN
[1918] i E. NOETHER [1918] rozpatrywali wspomniane wyżej twierdzenie o równoważności
zasad zachowania i warunków niezmienniczości względem ruchów euklidesowych. Poza
tym ukazały się prace E. HELLINGERA [1914] i K. HEUNA [1914] nie wnoszące do teorii
kontinuum COSSERATÓW żadnych nowych elementów.

Postulat o wystąpieniu w gęstości działania również gradientu odkształcenia drugiego
rzędu wprowadził po raz pierwszy T. J. JARAMILLO [1929], ale wzmianki na ten temat
można znaleźć w pracach A. L. CAUCHY'EGO [1851] i A. J. C. B. DE SAINT-VENANTA [1869].
W ten sposób dochodzi się do pojęcia tzw. materiału nieprostego drugiego rzędu. Teorię
materiałów tego typu omówimy szczegółowo w p. 3.
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W 1944 r. ukazała się praca E. REISSNERA omawiająca możliwości niesymetrii
tensora naprężenia. Jednak przeprowadzone przez niego rozumowanie okazało się błędne.
Dalsze prace z tej dziedziny pojawiły się w latach pięćdziesiątych. Można tu wymienić
opracowania Y. LE CORRE'A [1953, 1954, 1955, 1956, 1958], J. LAVALA [1957] oraz R. TIF-
FENA, A. C. STEVENSONA [1956]. W pracach tych (z wyjątkiem ostatniej) usiłowano wykazać
pojawienie się niesymetrii tensora naprężenia poprzez analizę stanu energetycznego siatki
krystalicznej. Y. LE CORRE i J. LAVAL dopuszczali działanie momentów masowych. Gęstość

energii odkształcenia wyrażali wzorem W = -^AimWijWkiu gdzie w;j jest gradientem

odkształcenia, a Aijkl afinorem sprężystości. Afinor ten różni się od klasycznego niesymetrią
względem wskaźników iij. W konsekwencji tensor naprężeń siłowych

nie był symetryczny i zależał w sposób jawny do rotacji kierunków głównych odkształcenia.
Ta sprzeczność w porównaniu z klasyczną mechaniką ośrodka ciągłego była krytykowana
przez N. JOELA i W. A. WOOSTERA [1957, 1958], E. S. RAJAGOPALA [1960] oraz R. S. KRISH-
NANA i E. S. RAJAGOPALA [1961]. Inercję obrotową do równań mechaniki wprowadził
S. BODASZEWSKI [1953] opierając się na pojęciu tzw. naprężenia wrotnego, zaproponowa-
nego przez W. BURZYŃSKIEGO [1949]. Należy zaznaczyć, że większość cytowanych wyżej
autorów nie znała pracy braci COSSERATÓW, podstawowej dla tego kierunku.

Nawrót do koncepcji ośrodka Cosseratów nastąpił w pracach J. L. ERICKSENA
i C. TRUESDELLA [1958] oraz C. TRUESDELLA i R. A. TOUPINA [1960]. Uogólnili oni model
Cosseratów wprowadzając model tzw. ciała zorientowanego. W tym samym czasie ukazały
się nie wnoszące zasadniczo nowych elementów prace F. A. Mc. CLINTOCKA, P. A. ANDRE'A,
K. R. SCHWERDTA i R. E. STOECKLEY'A [1958], F. A. Mc. CLINTOCKA [1960]. W. GUNTHER

[1958] zauważył podobieństwo kontinuum Cosseratów i ciała z kontynualnym rozkładem
dyslokacji. Tej samej grupy zagadnień dotyczą prace E. KRONERA [1958, 1959, 1960, 1962,
1963], M. Micicu [1965, 1966] i C. TEODOSIU [1964, 1965].

Szereg rozwiązań szczegółowych zwłaszcza dla tzw. ośrodka ze «związanymi» obrotami
(punkt materialny ma tylko trzy stopnie swobody, por. p. 3) podali H. SCHAEFER [1962],
R. D. MINDLIN [1963], O. HOFFMAN [1964],.M. SOKOLOWSKI [1965], G. N. SAWIN i A. N.
Guz [1966]. W oparciu o ten sam model próbowano wyjaśnić niektóre zagadnienia kon-
centracji naprężeń. Pierwsze rozwiązania w tym zakresie podał R. D. MINDLIN [1963],
a następnie J. L. BLEUSTEIN [1966], T. S. COOK i V. WEITSMAN [1966], R. J. HARTRANFT
i G. C. SIH [1965], R. MuKii E. STERNBERG [1965], J. N. NIEMISZ [1965,1966], G. N. SAWIN
[1965] oraz V. WEITSMAN [1965, 1966].

Ostatnio J. SCHIJVE [1966] opublikował materiały z własnych prac doświadczalnych,
w których określał wartość stałej materiałowej / wprowadzonej przez MINDLINA W ośrodku
izotropowym ze «związanymi obrotami».

Ciecz typu Cosseratów opisał J. L. ERICKSEN [1960, 1961, 1962, a, b, c, d]. Prace te
zawierają również interpretację kontinuum Cosseratów jako ciągłego modelu wysokich
polimerów. Poza tym zagadnienie ośrodka ciekłego z naprężeniami momentowymi roz-
ważali E. L. AERO, A. N. BUŁUGIN i E. W. KUWSZYŃSKI [1965], A. C. ERINGEN [1964]
i P. N. KALONI [1965].
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Niesymetrię tensora naprężeń w modelu ciągłym opisującym wysiłki przestrzennej
ramy o siatce prostokątnej wykazał S. KALISKI [1963], Zagadnienie naprężeń momentowych
w prętach zginanych omówili L. P. WINOKUROW, N. J. DIEREWIANKO [1966]. Teoria na-
prężeń momentowych wyłoniła się również w zagadnieniach pól sprzężonych: R. C. DIXON,
A. C. ERINGEN [1965], S. KALISKI, Z. PŁOCHOCKI, D. ROGULA [1962]. M. MISICU [1963,
1964, a, b, 1965, d] rozpatrzył szereg zagadnień szczegółowych z zakresu lepkosprężystości,
plastyczności, lepko-elasto-plastyczności ośrodka Cosseratów ze «związanyrai obrotami)).
P. D. KELLY [1964] podał dla tego ośrodka teorię dyfuzji. Kierunku reprezentowanego
powyższymi pracami, jako wychodzącego poza zakres teorii mechanicznych, nie będziemy
dalej omawiać.

W ostatnich latach ukazał się szereg prac uogólniających koncepcję Cosseratów.
R. A. TOUPIN [1964] zaproponował model tzw. ciała z mikrostrukturą, dla którego podał
zasady zachowania oraz warunki niezmienniczości. Mikrostruktura wprowadzona przez
R. A. TOUPINA jest opisana układem tzw. wektorów kierunkowych (ang. director). Za-
gadnieniem tym zajmiemy się szczegółowo w p. 4. A. E. GREEN, R. S. RIVILN [1964b]
uogólnili kinematykę ośrodka ciągłego przyjmując oprócz klasycznego pola wektora
przemieszczenia również tzw. wielobiegunowe przemieszczenia. Zagadnienie to omówimy
w p. 5, gdzie wykażemy, że podejścia R. A. TOUPINA oraz A. E. GREENA, R. S. RIVLINA
są równoważne.

Poza powyższymi kierunkami w ostatnich latach zbudowano teorię ośrodka z mikro-
strukturą konstrukcyjną. Doprowadziło to do powstania koncepcji tzw. ośrodka włókniste-
go. Przegląd prac z tego zakresu podamy w p. 7.

2. Ośrodek giroskopowy Cosseratów

2.1. Pojęcie podstawowe. W punkcie tym omówimy podstawowe związki i przeprowadzimy
ich analizę dla pewnego «uogólnionego» ośrodka ciągłego wprowadzonego przez braci
Cosseratów [1909]. Ośrodek ten nazywać będziemy ośrodkiem giroskopowym Cosseratów
lub w skrócie ośrodkiem Cosseratów.

Przyjmujemy, że każda cząstka materialna X ośrodka Cosseratów B wyposażona jest
w trzy ortonormalne wektory da (a = I, II, III) zwane dalej wektorami kierunkowymi.
Aby opisać konfigurację cząstki X e B ciała Cosseratów, należy podać zarówno jej położenie
x w trójwymiarowej przestrzeni Euklidesa E3, jak i usytuowanie ortonormalnych wektorów
kierunkowych da, Inaczej mówiąc każda cząstka ciała Cosseratów ma sześć stopni swobody
(trzy przesunięcia i trzy obroty). Ruch ciała Cosseratów można opisać związkami

(2-1) Xi = Xi(X,t), dni = dai(X,t),

w których parametr t oznacza czas, xt są współrzędnymi kartezjańskimi punktu x, natomiast
dai są składowymi wektorów kierunkowych da.

2.2. Ruch sztywny. Niech

oraz

xi = xi(X,t),



218 W. BARAŃSKI, K. WILMAŃSKI, C Z . WOŹNIAK

będą dwoma ruchami ciała Cosseratów. Będziemy o nich mówili, że różnią się o ruch
sztywny, jeżeli zachodzą związki:

(2.2) d*i(X,t*) = RIJ

t* = t+c,

gdzie RtJ jest dowolnym tensorem ortogonalnym oraz S; dowolnym wektorem. Zbiór
przekształceń (2.2) ma własności grupy. R. A. TOUPIN [1964] nazywają grupą przemieszczeń
euklidesowych. Grupa infinitezymalnych przemieszczeń euklidesowych dana związkami:

xf(X, t*) = xt(X, t)+[QuXj(X,

(2.3) d*,(X, t*) = dat(X, t)+Qud,j(X, t)dX,

t* = tĄ-cdl, Qu = 0

jest podgrupą grupy przemieszczeń euklidesowych. Wielkości niezmiennicze względem
grupy infinitezymalnych przemieszczeń euklidesowych są również niezmiennicze względem
grupy przemieszczeń euklidesowych (por. np. PONTRIAGIN, Grupy topologiczne, W-wa
1961). W dalszym ciągu będziemy zakładali, że pewne wielkości występujące w teorii
ciała Cosseratów są niezmiennicze względem zdefiniowanej powyższej grupy przemieszczeń
euklidesowych.

2.3. Zasada Hamiltona dla ciała sprężystego Cosseratów. Bracia COSSERATOWIE [1909] rozwa-
żania swoje oparli na zasadzie Hamiltona. Przyjęli oni, że wielkość działania ma postać

(2.4) A (P • J) = | / j-iL(xh t, dai, xh da„ x,iKi daiiK, X)dvdt,

gdzie /jest przedziałem czasu [tt, t2]sj = detxjK jest jakobianem odwzorowania X-* x,
L — gęstością działania, natomiast X, (P) jest obszarem przestrzeni Euklidesa E3 zajętym
przez część P C B ciała Cosseratów. Dla ośrodka Cosseratów dopuszczalne są jedynie
wariacje ddai wektorów kierunkowych, spełniające warunek:

(2.5) daJódlU+daiddaJ =•- d(dsida}) = 0.

Warunek ten oznacza, że wektory kierunkowe w każdej chwili tworzą bazę ortonormalną.
Zasada Hamiltona dla ciała sprężystego Cosseratów [wariacje ddai spełniają związek (2.5)]
ma postać:

(2.6) ÓA(P-I)'+J J (fidxl+lljdai8da])tk>dt+ j j (tM+htAidd^dadt-
I X,(P) I Xt(.dP)

- J Q(pidxi+qiJdaiddaj)dv\'Ą = 0,
X,(P)

gdzie /( i t, są odpowiednio gęstościami sił objętościowych i powierzchniowych, pt jest
gęstością pędu, Q jest gęstością materiału, wielkości /,;, hij i qtj nazywamy kolejno gęstoś-
ciami momentów objętościowych i powierzchniowych oraz lokalną gęstością krętu. Nad-
kreślenia oznaczają, że dany tensor jest anty symetryczny. Jeżeli w równaniach (2.4) i (2.6)
pominiemy wektory kierunkowe dah to otrzymamy zasadę Hamiltona znaną z klasycznej
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teorii sprężystości. Warunkami koniecznymi i dostatecznymi spełnienia równania wariacyj-
nego (2.6) dla dowolnych różniczkowalnych wariacji dx;, ddai, ograniczonych zależnością
(2.5), są warunki początkowe

8L . 8L
(2.7) Qpt = ]-* -£-. Mu = r 1 TJ~ daJ],

warunki brzegowe

(2.8) tjinj-tt = O, hkjtnk-~hji = O

oraz równania ruchu

tjij+fi = QPt-J~1Li,
(2.9)

Występujący w powyższych równaniach tensor tu zdefiniowany wzorem:

(2.10) tJt--j*x },xJ—

jest tensorem naprężeń Cauchy'ego. Tensor o składowych

dL
(2.11) hiaj — -r^k, K -TT,— dai]

jest tzw. tensorem naprężeń momentowych. Wielkość K^ występująca w równaniach
(2.9) jest zdefiniowana wzorem

(2.12) KtJ = XiLj+dai-y-—\rXt—rJrd<xt-j~+xilK-^-—+d*t.K-M •
ódaj dxj ddaJ

 ĆXJ,K óaaj,K

Równania (2.8) i (2.9) bywają nazywane warunkami brzegowymi oraz równaniami ruchu
Cosseratów. Równanie (2.9)2 wskazuje na to, że tensor naprężeń Cauchy'ego (^ nie jest
tu symetryczny.

2.4. Warunki niezmienniczości i zasady zachowania. Za E. i F. CoSSERATAMI będziemy postu-
lowali niezmienniczość gęstości działania względem grupy przemieszczeń euklidesowych.
Można wykazać, że warunki konieczne i dostateczne niezmienniczości gęstości działania
względem grupy przemieszczeń euklidesowych mają postać

(2-13) L e = 0, ~ = 0, Km = 0.

Rozpatrując zasadę Hamiltona (2.6) dla poniższych dopuszczalnych kombinacji wariacji
zmiennych niezależnych

2 /7 V - O . "V . /S// i

3. (5x; = x ; , ddai =

gdzie

(2-14) Ą , =
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otrzymamy następujące równania:

(2.15) / ePidv\'tl-f J fidodt-j f ttdadt= J J J-*L,tdvdt,

(2.16) / Q(p[iXJ1+qjddv\ll- f j (fllXn+lj,)dvdt-
(P) ixt(P)

- / / (.htxn+hJt)dadt = J f r'Kvndvdt,
I Xt(dP) I Xt{P)

(2.17) j Edv\H- f J (fćt+lftj&ij^dt-
xt(P) i xt(P)

- J f (tiXi+2htJ&u)dadt = - f f j~l ^ dvdt.
i xt{ap) i xt(P)

W równaniach tych
77

jest gęstością całkowitej energii wewnętrznej. Z uwagi na warunki (2.13) wyrażenia po
lewych stronach równań (2.15)-(2.17) są równe zeru. Zatem

(2.18) / Qp,do\l\ = / jfidvdt+f J Udadt,
Xt(P) 1 Xt(P) 1 Xt(dP)

(2.19) / e(PtiXn+q]i)dv\ll= J f (fltxj1+lJ,)dodt+ f f (toxn+hj)dadt,
Xt(P) I Xt(P) I X,(dP)

(2.20) / Edv\\l = / / (fixt+21t]a>tj)dvdt+ { J (.tixi+2htAj)dadt,
Xt(,P) I X{(P) I Xf(P)

Otrzymane związki nazywamy kolejno zasadami zachowania pędu, krętu i energii
mechanicznej dla ciał typu Cosseratów. Z drugiej strony można wykazać, że zasady za-
chowania pędu (2.18), krętu (2.19) i energii mechanicznej (2.20) są równoważne warunkom
(2.13) niezmienniczości gęstości działania względem grupy przemieszczeń euklidesowych.
Z całkowych zasad zachowania pędu i krętu można otrzymać warunki brzegowe (2.8)
oraz równania ruchu (2.9).

2.5. Pseudotensor naprężeń momentowych. Zwróćmy uwagę, że prawie wszystkie wielkości
wprowadzone w poprzednich punktach tego rozdziału, nie występujące w klasycznej teorii
sprężystości, są tensorami antysymetrycznymi. Mianowicie tensory gęstości momentów
powierzchniowych hij, gęstości momentów objętościowych /y, lokalnej gęstości krętu £,7,
naprężeń momentowych hkiJ oraz tensor a>fj prędkości obrotu wektorów kierunkowych
są antysymetryczne względem indeksów ij. Każdy z nich może być jednoznacznie przed-
stawiony przy pomocy pseudowektora bądź też pseudotensora. Dla przykładu tensor
naprężeń momentowych hui można przedstawić w następującej postaci:

(2-21) hkij=^
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gdzie mki jest tzw. pseudotensorem naprężeń momentowych, natomiast siJt jest trójwekto-
rem Ricciego. Związek odwrotny do (2.21) ma postać

(2.22) mki = hkUetn.

Nasuwając na równania (2.8)2 i (2.9)2 trójwektor Ricciego sw otrzymamy równoważną
postać równań ruchu i warunków brzegowych Cosseratów

(2.23) mk,!k+tj_sjn + li = Qqi+QPjXi*uu mklnk—mk = 0,

gdzie występujące pseudowektory momentów objętościowych /(, momentów powierzchnio-
wych mk oraz lokalnej gęstości krętu qk są zdefiniowane analogicznie jak (2.22). W podobny
sposób można przekształcić zasady zachowania krętu i energii mechanicznej:

j \\[ = J j (fJxieul+l,)dvdt+ ( J (tJxiziJl+ml)dadt,
XJP) I X (P) I XJP)

(2.24)
/ \>Ą = J J (ftxi+licol)dodt+ J J (tiX,+

XP)

gdzie co; jest pseudowektorem prędkości obrotu bazy wektorów kierunkowych da.
Przedstawiona w tym rozdziale teoria ciała sprężystego Cosseratów została oparta na

podstawowej pracy Toupina [1964], aczkolwiek zawiera głównie idee braci Cosseratów.
Z prac dotyczących podstaw teorii można wymienić elementarne liniowe ujęcia KUWSZYŃ-
SKIEGO i AERO [1963] oraz PALMOWA [1964 a]. Zagadnienie całkowania zlinearyzowanego
podstawowego układu równań zostało poruszone w pracach GUNTHERA [1958], AERO
i KuwszYriSKiEGO [1964] oraz SANDRU [1966]. GUNTHER [1958] wykazał analogię statyczno-
geometryczną w liniowej teorii ośrodków typu Cosseratów i wykorzystał ją do zbudowania
funkcji naprężeń. AERO i KUWSZYŃSKI [1964] przedstawili rozwiązanie układu równań
przemieszczeni owych w postaci sumy dwóch funkcji wektorowych, z których jedna jest
rozwiązaniem układu równania Lamego. SANDRU [1966] przedstawił rozwiązanie typu
Galerkina oraz Papkowicza-Neubera. Rozwiązał również kilka zagadnień szczególnych.
Płaskie zagadnienie koncentracji naprężeń rozpatrywał PALMOW [1964], który wykazał,
że zagadnienia płaskiego stanu naprężenia dla ośrodków Cosseratów i dla tzw. ośrodka
Cosseratów ze związanymi obrotami (por. p. 3) są sobie równoważne.

Szczególną odmianę teorii Cosseratów zbudował WESOŁOWSKI [1965]. Założył on, że
momenty powierzchniowe wykonują pracę na sumie obrotów bazy wektorów kierunko-
wych i obrotów elementów powierzchniowych. Z przeprowadzonych rozważań wynika
jednak, że momenty powierzchniowe pracują tylko na obrotach baz wektorowych.

3. Materiały nieproste drugiego rzędu

3.1. Sprężyste materiały nieproste. W klasycznej teorii sprężystości gęstość energii odkształ-
cenia zależy od pierwszego gradientu odkształcenia xi:a. Jednak nie ma formalnych prze-
szkód do wprowadzenia wyższych gradientów jako dodatkowych argumentów gęstości
energii. Zaproponowali to po raz pierwszy A. L. CAUCHY [1851] i A. J. C. B. DE SAINT-
VENANT [1869]. Powyższe zagadnienie omawiał również J. T. JARAMILLO [1929]. We
wszystkich wymienionych pracach stan naprężenia był opisywany symetrycznym tensorem



222 W. BARAŃSKI, K. WILMAŃSKI, CZ. WOŹNIAK

naprężeń Cauchy'ego. Teoria materiałów zawierająca wyższe gradienty odkształcenia
i uwzględniająca powstawanie naprężeń momentowych została podana przez R. TIFFENA
i A. C. STEVENSONA [1956]. Jednak zarówno w tej pracy, jak i w monografii C. TRUESDELLA
i R. A. TOUPINA [1960] nie zwrócono uwagi na fakt, że część naprężeń momentowych nie
wyraża się przez gęstość działania. Powyższe spostrzeżenie, dokonane przez R. D. MIN-
DUNA, zostało uwzględnione w pracy R. A. TOUPINA [1962]. W pracy tej przyjęto, że gęstość
działania zależy od pierwszego i drugiego gradientu odkształcenia. W pracach R. A.
TOUPINA [1964] oraz C. TRUESDELLA i W. NOLLA [1965] podano zasady zachowania dla
tej teorii w zestawieniu z równaniami ośrodka Cosseratów.

Materiał, dla którego gęstość energii odkształcenia zależy od drugiego gradientu od-
kształcenia, będziemy dalej nazywać materiałem nieprostym drugiego rzędu (R. A. TOUPIN
[1964]). Przez analogię do powyższej definicji można również wprowadzić materiały nie-
proste rzędu N (tj. materiały, dla których gęstość energii zależy od N-go gradientu odkształ-
cenia).

Poniżej podamy podstawowe równania opisujące materiał nieprosty rzędu drugiego.
W następnym podpunkcie omówimy pewien przypadek szczególny tego materiału, pokry-
wający się z pewnym typem ośrodka Cosseratów. Ograniczymy się do zagadnień trój-
wymiarowych. Powłoki z materiału nieprostego drugiego rzędu zostały opisane w pracy
H. COHENA i C. N. DE SILVY [1966]. Zawiera ona kinematykę takich powłok, podstawowy
układ równań otrzymany z zasady wariacyjnej oraz podział zagadnień na membranowe
i zgięciowe. Omówiono tam również izotropową powłokę z materiału nieprostego drugiego
rzędu.

Zgodnie z przytoczoną powyżej definicją materiału nieprostego drugiego rzędu energię
sprężystą dla pewnego obszaru P tego materiału wyrazimy wzorem:

(3.1) E(P) = /£(*«,,; xUa,;Xu)dV,
p

gdzie xi>ot oznacza gradient odkształcenia, xitOlp — gradient gradientu odkształcenia.
O występującej we wzorze (3.1) gęstości energii wewnętrznej zakładamy, że jest nie-

zmiennicza względem grupy przemieszczeń euklidesowych (p. 2.2). Musi ona wtedy spełniać
warunek:

(3.2) £(x,y, *,,«,; *,) = £(Ruxj,a; RuxiiSll\Xs),

gdzie Rjj jest dowolnym tensorem ortogonalnym. A. R. TOUPIN [1964] wykazał, że aby
warunek (3.2) był spełniony, gęstość £ powinna dać się przedstawić w postaci:

(3.3) £

gdzie:

Funkcja £ zależy więc dla sprężystych materiałów nieprostych drugiego rzędu od sześciu
składowych klasycznego tensora odkształceń skończonych, materialnych gradientów tego
tensora oraz współrzędnych materialnych X„.
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Równania ruchu i warunki brzegowe można otrzymać z odpowiedniego równania
dla wariacji dJ2. Rozwijając to równanie we współrzędnych przestrzennych, po pominięciu
członów dynamicznych, otrzymuje się następujące równania równowagi:

(3.5) Uj,t+fj"O,

w których Z1,; jest niesymetrycznym tensorem naprężenia, a./} wektorem gęstości sił maso-
wych. Tensor ty jest tu definiowany innym związkiem niż w p. 2, mianowicie

• , i 8 & / 8£ \ 1
( } u ^ J 1.0*7 ~ \8xT^I „\Xjt*'
Warunki brzegowe otrzymane z tego samego równania wariacyjnego mają postać: ,

ttjnj—djhjtknk+hM(bjk-bąinjnk) = tit

^•^ hmnjnk = m„ Xae8P,
gdzie:

(.J-o; njik—J -jz xiMk,p

jest tzw. tensorem hipernaprężeń oraz nti wektorem hipersił powierzchniowych, «; jedno-
stkowym wektorem normalnym do BP, btj drugim tensorem podstawowym powierzchni
3P, djhJik diwergencją tensora hJik na dP (dj = 8j—njnidt).

Oprócz tego przy definiowaniu tensora naprężeń otrzymuje się zależność

0.9) hj

Jak łatwo dostrzec, z równania (3.3) wynika symetria wyrażenia w nawiasie kwadratowym
-wzoru (3.9) względem wskaźników i,j. Lewa strona (3.9) musi więc spełniać dodatkowy
związek

który jest podobny do równań równowagi Cosseratów dla momentów [por. wzór
(2.9)2].

Pojęcie materiału nieprostego zostało rozszerzone w pracy Cz. WOŹNIAKA [1967, b]
na zagadnienia termosprężystości. Wprowadzono tam pojęcie materiału «termicznie nie-
prostego», tj. materiału, w którym gęstość energii swobodnej <p (oraz pozostałe funkcje
stanu) zależy nie tylko od gradientów odkształcenia i od temperatury, lecz również od
gradientów temperatury. W cytowanej pracy (por. także p. 6.7) wyprowadzono pod-
stawowy układ równań sprzężonej termosprężystości takich materiałów. W szczególnym
przypadku materiału nieprostego drugiego rzędu energia swobodna cp zależy od parametrów
mechanicznych Ca/( = xk>axkj, Ca!iy = xkiC,xkipy oraz temperatury 8 i jej gradientu 0>a.
Równanie stanu dla tensora naprężeń tik oraz tensora hipernaprężeń tmak mają postać

( !) ") \

2 - ^ T ; — Xk,P'\"^7:i Xk,By\ xl,a>
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w której fak jest tensorem gęstości hipersil objętościowych (łącznie z siłami bezwład-
ności). Równanie przewodnictwa cieplnego ma postać:

w której hi = hi(dti/d) jest wektorem przepływu ciepła, h jest wydajnością źródeł ciepła
oraz c i ca są wielkościami charakteryzującymi pojemność cieplną ciała. Nadmieńmy
jeszcze, że rozkład entropii w powyższym przypadta.i jest określany nie tylko polem ska-
larowym r\ — —8cpjdQ, lecz również polem wektorowym da = —d(p/ddi<x.

Wiele prac omawia pewne szczególne zagadnienie materiału nieprostego. Jeśli założymy,
że w kontinuum Cosseratów (por. p. 2) prędkość obrotu bazy wektorowej d pokrywa się
z prędkością obrotu elementu objętościowego ośrodka, to otrzymamy model ciała, który
jest również przypadkiem szczególnym materiału nieprostego drugiego rzędu. Model ten
R. A. TOUPIN [1964] nazywa ośrodkiem Cosseratów ze związanymi obrotami. C. TRUESDELL
i W. NOLL [1964, § 96] taki materiał nazywają materiałem Grioli-Toupina. Zajmiemy się
nim poniżej. Należy zaznaczyć, że oprócz materiału Grioli-Toupina możliwe są również
inne przypadki szczególne materiału nieprostego drugiego rzędu, z których dwa przed-
stawiono w pracy Cz. WOŹNIAKA [1967, a].

3.2. Materiał Grioli-Toupina. Jak pamiętamy (p. 2) w ośrodku Cosseratów ortonormalna
baza wektorowa d, zaczepiona w punkcie X, przemieszcza się tak jak punkt X, lecz może

a

doznać obrotów niezależnych od ruchu punktu X. Poniżej rozpatrzymy przypadek, gdy
prędkość obrotu bazy d w punkcie Z jest taka sama jak prędkość obrotu kierunków głów*
nych odkształcenia w tym punkcie, to znaczy:

gdzie a>ij jest prędkością obrotu kierunków głównych odkształcenia ośrodka, a a>tj —
zdefiniowaną wzorem (2.15) prędkością obrotu wektorów kierunkowych. Gęstość całko-
witej energii wewnętrznej wyraża się wtedy wzorem:

(3-12) E = ^x2+J2(xUixUxP;Xa).

W pracy R. A. TOUPINA [1964] wykazuje się, że dla takich materiałów naprężenia momen-
towe wyrażają się zależnością

8J3(313) fy 22 f l x i h a x k J )

przy czym Ajy^ pozostaje w rozpatrywanej teorii nieokreślone. Funkcja J2 powinna wtedy
dodatkowo spełniać 10 następujących związków:

(3-14) ——xj , t x k ) J = 0.
oX(ii)
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Warunki niezmienniczości B względem ruchów sztywnych można przedstawić następująco:

SJ2 d£
(3.15) 8x_ ~XjJ,lt+ -r- -xJi,«P - 0.

Ogólne rozwiązanie równań (3.14), (3.15) (wg R. A. TOUPINA [1962]) ma postać

(3.16) £ = £(EsP> Kmv, Xa),

Wyrażenie (3.16) świadczy o tym, że omówiony przypadek szczególny kontinuum Cossera-
tów jest jednocześnie przypadkiem szczególnym materiału nieprostego drugiego rzędu
[por. wzór (3.3)].

Podstawowy układ równań dla ośrodka Cosseratów ze związanymi obrotami (materiał
Grioli-Toupina) został podany w pracach G. GRIOLI [1960, 1962], w pracy R. A. TOUPINA
[1962] oraz dla przypadku liniowego materiału hipersprężystego w pracach E. A. AERO
i E. W. KUWSZYNSKIEGO [1960, 1964]).

Zasady zachowania masy, pędu, krętu i energii mechanicznej mają dla materiału Grioli-
Toupina poniższą postać:

(3.17) *U.i+fj-&.
klj = 0,

Występujący we wzorach (3.17) tensor naprężeń momentowych /% został omówiony

w p. 2 [por. wzór (2.21)], a m;j oznacza część dewiacyjną tego tensora.
Z równania (3.17)4 R. D. MINDLIN i H. F. TIERSTEN ponownie wprowadzili równania

konstytutywne, oparte na miarach odkształcenia R. A. TOUPINA E„p, Kitinr Zamiast
drugiej z tych miar w ich pracy wykorzystano tensor:

\J.1OJ ^afi •'-'CCII V UvP '

Równania konstytutywne dla hipersprężystych materiałów Grioli-Toupina mają wtedy
postać:

8J2 x B£

(3.19) *"
W 8£

W omawianej pracy oraz w pracy R. D. MINDLINA [1964] przeprowadzono linearyzację
powyższych związków. Wtedy

(i./U) C = -J-OijiciXijXici~\'bijiciEij}{iii-\-~CijiliSijFklt

gdzie Bij oznacza klasyczny tensor małych odkształceń, a nu s fi,(i„e„;j. W przypadku
szczególnym izotropii materiału w związku (3.20) występują cztery niezależne stałe ma-

6 Mechanika teoretyczna
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teriałowe. W. NOWACKI [1966] wprowadził dodatkowo wpływ klasycznego pola termicz-
nego do równań konstytutywnych izotropowego materiału Grioli-Toupina. Gęstość energii
ma wtedy postać:

ć = + h ( y + ' + " P d
(3.21)

gdzie 6 oznacza temperaturę odniesioną do temperatury stanu naturalnego, a, współczynnik
cieplnej rozszerzalności liniowej. Z dodatniej określoności formy (3.21) R. D. MINDLIN
i H. F. TIERSTEN wyprowadzają następujące nierówności dla stałych materiałowych

(3.22) ii > 0, M+2/i > 0, / > 0, - 1 < £ L < i .
fj,

Związki fizyczne dla omawianego materiału przyjmują postać

8Ć

(3.23)

W cytowanej pracy W. NOWACKIEGO [1966] znajduje się również przemieszczeniowy
układ równań, dla którego przeprowadzano dyskusję własności poprzez formalne roz-
przężenie. Funkcje Greena dla tego układu wyprowadził J. WYRWIŃSKI [1966].

Należy zwrócić uwagę na pewną osobliwość materiału Grioli-Toupina związaną z wa-
runkami brzegowymi. Jak wykazali R. D. MINDLIN i H. F. TIERSTEN [1962] oraz W. T. Koi-
TER [1964], w kontinuum ze związanymi obrotami można dać jedynie pięć warunków
brzegowych [por. również wzór (3.6)]. Na przykład wyrażone w naprężeniach będą one
miały postać:

1 id)
,. . . . \hin+ (
(3.24)

1 id) 1 1
hin+ -7yHi(mki,h-m(nn)i0\nj = t,- — £jlimMjnJ,z J z

(rf)
mrin}~-mmni= mt—m^rti,

, . id)

gdziem(„, m WJKJ, m(„n) = mj^ni.
Można dostrzec, że wzór (3.24)i opisuje trzy składowe wektora gęstości siły, a wzór

(3.24)2 dwie składowe (styczne do brzegu) wektora gęstości momentu.
Cytowana wyżej praca W. T. KOITERA zawiera również warunki na krawędzi dwu

płatów gładkich powierzchni brzegowej w kontinuum z materiału Grioli-Toupina, wpro-
wadzone po raz pierwszy w innym ujęciu przez R. A. TOUPINA [1962].

Opracowanie R. D. MINDLINA i H. F. TIERSTENA [1964] obok podstaw liniowej teorii
materiału Grioli-Toupina zawiera również analizę ruchu falowego, którą przeprowadzono
przy pomocy funkcji przemieszczeń. Jeśli u jest wektorem przemieszczenia, to powyższe
funkcje wprowadza się następująco:
(3.25) u = gradcj+rot//, d i v # = 0.
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Po podstawieniu do układu równań przemieszczeniowych otrzymamy

(3.26) c?W = 9>, c 2 ( l -/ 2 V 2 )V 2 #=#,

gdzie

(3.27) 2 ^ , 2 ,

Układ równań (3.26) został wykorzystany do konstrukcji rozwiązań szczegółowych
w pracach R. D. MINDLINA [1963 b, 1964], G. N. SAWINA [1965], G. N. SAWINA
i A. N. GUZA [1966], W. A. PALMOWA [1964 a, b]. W pierwszej z wyżej cytowanych prac
R. D. MINDLINA oraz w pracy G. N. SAWINA i A. N. GUZA rozwiązania oparto na wprowa-
dzonej funkcji zmiennej zespolonej.

Na zakończenie należy wspomnieć o wyprowadzonych w pracy W. F. KOITERA [1964]
twierdzeniach o minimum energii potencjalnej i minimum pracy dodatkowej, które pozwa-
lają zastosować przybliżone metody rozwiązań.

4. Ciała z mikrostrukturą

4.1. Podstawowe pojęcie i definicje. W punkcie tym rozważać będziemy pewien uogólniony
model ośrodka wprowadzony przez R. A. TOUPINA [1964], który będziemy nazywać ciałem
z mikrostrukturą^) i oznaczać symbolem B. Elementami ciała B są punkty materialne X,
przy czym każdemu punktowi XeB przyporządkowujemy układ zaczepionych w nim n
wektorów da(a = 1, 2, ...,«). Wektory da nazwijmy wektorami kierunkowymi.

Powyższa definicja ciała z mikrostrukturą jest jedną z możliwych koncepcji uogólnienia
klasycznej definicji ciała (W. NOLL [1958]). Szczególnym przypadkiem ciała z mikrostruk-
turą jest ośrodek Cosseratów omówiony w p. 2. Nie będziemy tu zajmować się związkiem
pomiędzy zdefiniowanym powyższym modelem ciała z mikrostrukturą a rzeczywistym
ciałem z mikrostrukturą.

Przegląd zagadnień dotyczących ciała z mikrostrukturą oprzemy przede wszystkim
na podstawowej pracy R. A. TOUPINA [1964] jako najbardziej reprezentatywnej dla tej
problematy ki(2).

4.2. Kinematyka. Niech x oznacza punkt trójwymiarowej przestrzeni Euklidesa E, w któ-
rym w chwili t znajduje się punkt materialny X ciała B. Ruch ciała z mikrostrukturą możemy
wtedy opisać związkami:

(4.1) x = x(X,t), dtt = da(X,t)

bądź wprowadzając kartezjańskie współrzędne materialne XK(K= 1, 2, 3) w B oraz prze-
strzenne xk (k = 1, 2, 3) w E można je przedstawić w równoważnej postaci

(4.2) xk = xk (XK, 0 , dak = dttk (XK, t).

(') Według wcześniejszej nomenklatury jest ono nazywane ciałem zorientowanym (ang. oriented body).
Koncepcja ciała zorientowanego pochodzi od J. L. ERICKSENA i C. TRUESDELLA [1958], Była ona pierwotnie
zastosowana do opisu kinematyki i statyki prętów i powłok, a następnie uogólniona przez C. TRUESDELLA
[1960, § 61] na przypadek ciała trójwymiarowego.

(2) Zwięzłe omówienie pracy R. A. TOUPINA [1964] przedstawili C. TRUESDELL i W. NOLL [1965, § 98].

6*
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Niech xktK oraz dakiK oznaczają odpowiednio gradient odkształcenia oraz gradient
odkształcenia mikrostruktury. Wprowadźmy następnie prawy tensor odkształcenia Cau-
chy'ego-Greena

(4.3) aKL = x!>Kxi>L

oraz tzw. tensor odkształcenia mikrostruktury

(4.4) qah = dlad!b.

Wartości tych tensorów w chwili porównawczej t = T oznaczmy odpowiednio

(4.5) AKL(X) s aKL(X, T), Qab(X) m qab (X, T).

4.3. Ruch sztywny. Ruchem sztywnym ciała z mikrostrukturą nazywać będziemy ruch,
w którym związki (4.2) mają postać (por. 2.2)

(4.6) xi(X,t) = RtK(t)XK+Vi(t), dAi(X,ł) = RiK(t)DaK(X),

gdzie RiK jest tensorem ortogonalnym, natomiast

(4.7) Da(X)mdn(X,T)

są wektorami kierunkowymi w chwili porównawczej. Oznacza to, że ciało nie odkształca
się w sensie klasycznej mechaniki ośrodków ciągłych, a wektory kierunkowe są związane
w sposób sztywny z ciałem. Warunki konieczne ruchu sztywnego wyrażają się wzorami:

(4-8) aa.(X,t) = AEt(X), qah(X,t) = Qah(X).

Według R. A. TOUPINA [1964] są to również warunki dostateczne. Nie trudno udowodnić,
że stwierdzenie to nie jest prawdziwe. Na przykład dla

(4.9) xi(X,t)^RiK(t)XK+Vi(t), dat(X,t) = SlK(t)DaK(X)>

gdzie RiK i SiK są dwoma dowolnymi lecz różnymi od siebie tensorami ortogonalnymi,
związki (4.6) nie są spełnione, podczas gdy warunki konieczne (4.8) zachodzą. Związki
(4.3), (4.4) i (4.9) wskazują na to, że miary odkształcenia aKL i qAh nie opisują względnego
obrotu mikrostruktury.

4.4. Zasada Hamiltona. Punktem wyjścia dalszych rozważań dotyczących ciała hiper-
sprężystego z mikrostrukturą może być zasada wariacyjna Hamiltona. Zasadę tę
R. A. TOUPIN [1964] przyjmuje w postaci

(4.10) ÓA(P • / ) + / / (Fidxi+Gfddai)dVdt+/
i p

+ f f (Tt6Xi+H?ddttt)dAdt- j (PiSxi+Qfddat)dV\ll = 0,
i dP P

gdzie A jest wielkością działania dopuszczającą istnienie gęstości działania: L =
= L(xh t, dai, xh d'ai,xitK, dattK,X),Fh G? są uogólnionymi siłami objętościowymi, Tit

H? są uogólnionymi siłami powierzchniowymi, natomiast Ph Qf są uogólnionymi pędami.
Wszystkie te wielkości są odniesione względem jednostki objętości lub powierzchni kon-
figuracji porównawczej.

Z postaci gęstości działania wynika, że rozpatrywany materiał może być nazwany
materiałem prostym z mikrostrukturą. Ogólną teorię materiału nieprostego z wektorami
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kierunkowymi, zbudowaną w oparciu o termodynamikę materiałów o zanikającej pamięci
(B. D. COLEMAN [1964]) przedstawił S. ZAHORSKI [1967]. Wykazał on, że funkcjonał
energii swobodnej może w ogólnym przypadku zależeć od pól uogólnionych sił objętościo-
wych.

Postulowana przez TOUPINA zasada Hamiltona jest uogólnieniem zasady przyjętej
we wcześniejszych pracach J. L. ERICKSENA [1961], [1962 b. c]. Równanie (4.10) jest bowiem
ogólniejszą postacią równania podanego u J. L. ERICKSENA [1962, b], które w przyjętych
w p. 2 niniejszej pracy oznaczeniach przyjmuje postać

(4.11) d j L(Q, dtd,,ó<h = J (tldxt+hiddl)da+ } Q{fidxi+liddi)dv.
Xt(P) Xt0P) Xt{F)

Powyższe równanie opisuje zachowanie się cieczy nielepkiej z jednym wektorem kierunko-
wym, zwanej przez J. L. ERICKSENA cieczą anizotropową.

4.5. Równania ruchu w opisie materiałowym. Warunkami koniecznymi i dostatecznymi speł-
nienia równania wariacyjnego (4.10) dla dowolnych różniczkowalnych wariacji dxh ddai

pól zmiennych niezależnych są równania ruchu:

(4.12) TKilK+Ft-Pt* =-U,
HhG*\+G\-Q*^ = 0,

w których

G r H

Pfm £
oraz warunki brzegowe i początkowe:

(4.14) 2jHJVx-r,-0, HKSNK-H\=0, Xe8P, te I,

(4.15) Pf-Pi = 0, Q*\-Q\ = Q, XeP, t = tx lub t = t2.

W powyższych wzorach NK jest jednostkowym wektorem zewnętrznie normalnym do brzegu
XT(8P) obszaru XT(P) zajmowanego przez część P ciała B w chwili porównawczej T.

Zrównań (4.12) i (4.14) wynika, że TKi i HK
a

t mogą być nazwane uogólnionymi tenso-
rami naprężeń Pioli-Kirchhoffa.

4.6. Grupa przemieszczeń euklidesowych. Będziemy mówili, że dwa ruchy (x*(X, t*),
dl(X, t*)), (x(X, t), da(X, t)) danego ciała z mikrostrukturą różnią się o przemieszczenie
euklidesowe, jeżeli zachodzą związki

xf(X, t*) = RijXj(X, t)+S,,
1 ' d&(X, t*) = Rudttj(X, f), t*

gdzie Ru jest tensorem ortogonalnym. Podstawowe właściwości zbioru przekształceń
(4.16), zwanego grupą przemieszczeń euklidesowych, zostały wymienione w p. 2.2.

4.7. Warunki niezmienniczości i zasady zachowania. Analogicznie do pracy Cosseratów TOUPIN
[1964] przyjmuje, że gęstość działania jest niezmiennicza względem grupy przemieszczeń
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euklidesowych. Podobnie jak w p. 2.4 pracy można wykazać, że zachodzi to wtedy i tylko
wtedy, gdy spełnione są warunki:

(4.17) I F = 0 ' Tt=°' K^ = °>
gdzie tensor K{j jest określony związkiem (2.12).

Rozpatrując zasadę Hamiltona (4.10) dla następujących kombinacji wariacji zmiennych
niezależnych

2. dxi = QjjXj, bdAi = Qijdaj, Q\j = Q^j) = 0;

3. dx; = xu ódiXi = c/̂ -

otrzymujemy poniższe związki

(4.18) / P,dV\',l- J jFidYdt- J J T,dAdt = / / —dVdt,
P I P i ÓP I P ^xi

(4.19) / {Puxn+Q\An)dV\,\- J J {FiiXn+G\AnWdt-

f J (Tuxn+H\idan)dAdt= j }KundVdt,
I dP I P

(4.20) j (Pixi+Qa
id\xi-L)dV\\\~~ ( I {Fixi-\-Ga

iid^dVdt-

J j (TiXt+H\dat)dAdt=- f j - 8

i p

i p

I ÓP 1 P

Z warunków niezmienniczości (4.17) gęstości działania względem grupy przemieszczeń
euklidesowych wynika, że prawe strony równań (4.18)-(4.20) są równe zeru. Zatem lewe
strony są również równe zeru, skąd wynika

(4.21) / PtdV\'Ą = J Jfi dVdt+ [ f Tt dA dt,
p i P i dP

(4.22) / (/'[,*,]+2V«J])^|{» - ( / (FuxJr\-G'\idaj])dVdt+
p i P

+ f f {Tvxn+H\idan)dAdt,
I dP

(4.23) / (?,i,+e«,d'aJ-L)dV\t\ = / / {Flxl^G\dni)dVdt+ J f (TtXt+Ha
td^

P 1 P
/ J f

P 1 P I ÓR

Warunki powyższe mogą być nazwane uogólnionymi zasadami zachowania pędu (4.21),
krętu (4.22) i energii mechanicznej (4.23) dla ciała sprężystego z mikrostrukturą. Z drugiej
strony można wykazać, że z tak określonych zasad zachowania pędu, krętu i energii mecha-
nicznej wynikają warunki (4.17) niezmienniczości gęstości działania względem grupy
przemieszczeń euklidesowych. Zatem za TOUPINEM [1964] można powiedzieć, że dla ciała
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sprężystego z mikrostrukturą zasady zachowania pędu, krętu i energii mechanicznej są
równoważne warunkom niezmienniczości gęstości działania względem grupy przemieszczeń
euklidesowych.

4.8. Energia kinetyczna i potencjał sprężysty. R. A. TOUPIN [1964] zakłada, Że gęstość działa-
nia ma postać

(4.24) L= T-W,

gdzie

(4.25) T=^(Qox,xl+v«bdtt,dhd, ^ = ^ = 0, <?o = O

jest gęstością energii kinetycznej, natomiast

(4.26) W=W(di
a.xi,K,daiiK,X)

jest potencjałem sprężystym. Z (4.24) i (4.25) wynika, że gęstość energii kinetycznej jest
niezmiennicza względem grupy przemieszczeń euklidesowych, wektor pędu

Pj — QQXj

jest równoległy do prędkości x0 i jest jej liniową funkcją, natomiast uogólniony pęd

Qf = vabd„t

jest liniową funkcją prędkości zmiany wektorów kierunkowych.
4.9. Równania ruchu w opisie przestrzennym. Równania ruchu (4.12) oraz warunki brzegowe

(4.14) w opisie przestrzennym mają postać

hk

(4.28)

gdzie j = detxfcj K jest jakobianem odwzorowania X -> x, nk jest wektorem jednostkowym
zewnętrznie normalnym do brzegu ciała w konfiguracji aktualnej,

tjl =J l^Kixj,K> hkji — .

są odpowiednio tensorem naprężeń Cauchy'ego i tzw. tensorem hipernaprężeń (ang.
hiperstresses),

da da

są uogólnionymi siłami powierzchniowymi,

jest uogólnionym pędem, natomiast

jest gęstością materiału w chwili t.
Przedstawiony opis nie jest w ogólnym przypadku kompletny. Dla przykładu (4.12)

zawiera 3(n+l) równań, podczas gdy (4.27) przedstawia tylko dwanaście równań. Podobnie
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wygląda liczba warunków brzegowych (4.14) i (4.28) oraz liczba niezależnych składowych
uogólnionego tensora naprężenia. Powyższy opis jest kompletny jedynie w przypadku
n < 3. Dla n = 3 równania (4.27) i (4.28) opisują ciało z mikrostrukturą doznającą jedno-
rodnego odkształcenia, rozpatrzone w ujęciu liniowym przez R. D. MINDLINA [1964].

Biorąc część antysymetryczną równań (4.27)2 i (4.28)2 otrzymujemy równania ruchu

oraz warunki brzegowe Cosseratów

4.10. Miary odkształcenia. Wprowadzając miary odkształcenia R. A. TOUPIN [1964] wyko-
rzystuje zasadę niezmienniczości. Mianowicie z (4.24), (4.25) i (4.26) wynika, że gęstość
działania będzie niezmiennicza względem grupy przemieszczeń euklidesowych wtedy i tylko
wtedy, gdy niezmienniczy będzie potencjał sprężysty. Można wykazać, korzystając np.
z twierdzenia Cauchy'ego (C. TRUESDELL i W. NOLL [1965, § 11]), że zachodzi to wtedy
i tylko wtedy, gdy potencjał sprężysty jest funkcją następujących argumentów

&KL = xi,Kxi,L>

daK = xi,Kdtti>

(4.29) AaKL m xUKdaiL,

s= signdetxi j K,

X.
Zatem aKL,AaK,AtlKL są miarami odkształcenia ośrodka z mikrostrukturą. Miarą od-
kształcenia jest również klasyczny tensor odkształcenia względnego

(4-30) eKLS^(aKL-AKL)

oraz tzw. tensor odkształcenia mikrostruktury względem «makrostruktury»

(4-31) yaK^~(AaK-aKLDaL).

W przypadku gdy wektory kierunkowe są wektorami materialnymi, tzn. gdy

" n i — xiiKDaK,

to wszystkie składowe tensora yaK są tożsamościowo równe zeru.
R. D. MiNDLlN [1964] rozpatrzył liniową teorię ciała z mikrostrukturą doznającą

jednorodnego odkształcenia. W przypadku n — 3 oraz DaK = <5„K zlinearyzowane miary
odkształcenia (4.29)3, (4.30) oraz (4.31) pokrywają się z miarami odkształcenia Mindlina:

AaJtxy>«t,J = XatJ,

(4.32) ««*«(«,/).

gdzie:
fal = dai-Dai

nazwane jest tensorem dystorsji, «„y jest tzw. gradientem mikro-odkształcenia, natomiast
M; jest wektorem przemieszczenia.

Teorię ciała z mikrostrukturą doznającą jednorodnego odkształcenia na innej drodze
zbudowali A. ERINGEN i E. S. SUHUBI [1964 a], [1964 b] oraz A. ERINGEN [1964]. Intencją
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ich było wyprowadzenie wszystkich równań ośrodka w oparciu o założenie, że pojedyncza
mikrostruktura jest klasycznym kontinuum. Jakkolwiek otrzymany układ równań pod-
stawowych jest poprawny, to jednak pewne zastrzeżenia wzbudzają niektóre przekształ-
cenia. Biegunowo-symetryczne zagadnienie koncentracji naprężeń w takim ciele roz-
patrzył J. L. BLEUSTEIN [1966].

A. E. GREEN, P. M. NAGHDI i W. L. WAINRIGHT [1965] rozpatrzyli szczególny przy-
padek ciała dwuwymiarowego z jednym wektorem kierunkowym. Zbudowana przez nich
teoria ma opisać zachowanie się cienkiej powłoki.

4.11. Ośrodek Cosseratów. R. A. TOUPIN [1964] wyjaśnił związki przedstawionej teorii
z teorią braci Cosseratów (por. p. 2). Ośrodkiem Cosseratów jest kinematycznie równo-
ważne ciało z trzema liniowo niezależnymi wektorami kierunkowymi przy dodatkowym
założeniu

(4.33) daidbi = qni = const, a = 1, 2, 3

oznaczającym, że wektory kierunkowe mogą w procesie odkształcenia doznać tylko sztyw-
nego obrotu. Ograniczenie (4.33) jest równoważne warunkom

(4.34) 6daUd*t) = 0.

lub

(4.35) dttUd*t) = 0,

gdzie da. jest bazą wzajemną względem bazy dai. Z równań (4.35) wynika, że zasada zacho-
wania energii dla ciała sprężystego Cosseratów przyjmuje postać

(4.36) Ą-t J Edv= f (fixl+2llwa>lJ)dv+ J

gdzie

E m I Qxtxi+ ~-f" vabdatdM+ -JJ-W,

natomiast

2 '
jest tensorem prędkości rotacji bazy wektorów kierunkowych.

4.12. Ciecz anizotropowa Ericksena. J. L. ERICKSEN [1960, 1961, 1962 a, b, C, d] rozpatrzył
ogólną teorię ośrodka ciągłego z jednym wektorem kierunkowym dn. Punktem wyjścia
jego rozważań były zasady zachowania przyjęte w następującej postaci:

(4-37) A. f edv = 0,
Xt(P)

(4.38) A J ąd\dv = j h^dctĄ- j ktdv,
Xt(P) XtCdP) Xt(P)

(4-39) A- J Qxtdv= J ttda+ f fidv,
X\Xt(ÓP)
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(4.40) -- Q(xlixn+dvdJ])dv = (xvtn+dlthn)da+ (xvfn+dliln)dv,
Cli ą/ \J *S

t Xt(F)

Tt ( )

= J (tixi+hidi-h)da+ j (fixi+lidi+q)dv,
UP) X(P)

gdzie sjest gęstością energii wewnętrznej, hj i lj są uogólnionymi siłami powierzchniowymi
i objętościowymi, h opisuje przepływ ciepła przez powierzchnię X, (BP), natomiast q jest
wydajnością źródeł ciepła.

Zasady (4.37) i (4.39)-(4.41) są odpowiednio zasadami zachowania masy, pędu, krętu
i energii, natomiast zasada (4.38) ma opisywać «lokalny ruch cząstki materialnej». Wydaje
się jednak, że nie można jej postulować niezależnie od zasad zachowania pędu i krętu.
Zauważmy jeszcze, że przyjmując w równaniach Toupina (4.21), (4.22) dai = (di) otrzy-
mamy zasady zachowania pędu i krętu postulowane przez Ericksena. Następnie jeżeli
w zasadzie zachowania energii (4.41) zatrzymamy tylko człony mechaniczne, to będzie
ona równoważna równaniu (4.23) przy założeniach dai = (di), vnb = (Q0).

Pewne problemy szczególne dla cieczy anizotropowej rozpatrzył P. N. KALONI [1965].
C. TRUESDELL i W. NOLL [1965, §§ 127, 128, 129] zebrali najciekawsze dotychczasowe
wyniki dotyczące równań konstytutywnych postulowanych dla cieczy anizotropowej.

5. Materiał prosty z wielobiegunowymi przemieszczeniami

5.1, Podstawowe określenia i definicje. Jak wiadomo, w klasycznej mechanice ośrodka ciąg-
łego aktualne położenie cząstki materialnej X w przestrzeni euklidesowej wyznaczają jej
trzy współrzędne przestrzenne xt. Są one funkcjami czasu t i współrzędnych materialnych
XA cząstki ciała

(5.1) Xl = Xi(XA,t).

Jeżeli przyjmiemy, że do określenia aktualnej konfiguracji cząstki ciała oprócz (5.1) należy
podać v pól tensorowych

(5.2) xw0] = x,m(XA, i), /? = .1,2, ... v,

gdzie oznaczono

Xi\Bf) = xiBiB2... Bpt

to ciało takie nazwiemy ciałem z wielobiegunowymi przemieszczeniami (ang. multipolar
displacements). Nowe zmienne kinematyczne XĄBI,\ zostały nazwane przez A. E. GREENA
i R. S. RIVLINA [1964 b] 2^-biegunowymi przemieszczeniami, zaś ich pochodna materialna

Vi[Bt,\ = Xt{Bt\

została nazwana polem 2^-biegunowych prędkości (ang. 21' pole-displacement field, oraz
odpowiednio 2" — pole-velocity field).

Powyższą koncepcję uogólnionego ośrodka ciągłego wprowadzili A. E. GREEN
i R. S. RIYLIN [1964 b]. Zaproponowany przez A. E. GREENA i R. S. RIYLINA opis ruchu ciała
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jest w pewnym sensie równoważny opisowi R. A. TOUPINA [1964] (por. p. 4) ruchu ciała
z mikrostrukturą. Mianowicie jeżeli w równaniach (4.2)2 zamiast wektorów kierunkowych
dia wprowadzimy odpowiednią liczbę pól tensorowych XHB„] w taki sposób, by liczba tych
równań pokrywała się z liczbą równań (5.2), to opis Greena i Rivlina będzie odpowiadał
opisowi Toupina. Równoważność opisów w szczególnym przypadku ciała z jednym wekto-
rem kierunkowym została wykazana w inny sposób przez A. E. GREENA, P. M. NAGHDIEGO
i R. S. RIVLINA [1965], a w przypadku ogólnym przez Cz. WOŹNIAKA [1967a] (por. p. 5.6).

Jakkolwiek opisy Greena, Rivlina oraz Toupina są kinematycznie równoważne, to
jednak ze względu na bardziej ogólne podejście do zagadnienia przytoczymy w tym roz.
dziale najważniejsze rezultaty przedstawione w pracy A. E. GREENA i R. S. RIVLINA [1964 b].

5.2. Ruch sztywny. W pracy A. E. GREENA i R. S. RIVLINA [1964 b] przyjęto, że dwa ruchy
(xf = xf(X, /*), xfiBfi] = xf[Bo](X, t% (xi = xt(X, 0, XiiBt] = Xt\BJI)(X, 0) ciał z wielobie-
gunowymi przemieszczeniami różnią o ruch sztywny, jeżeli zachodzą związki

xf (X, t*) = ct(n+Qu(t)[xj(X, t)-cj(ł)],

(53) xfc,\ {X, t*) = Qu(t) xm] (X,t), /J = 1 v,

t* = t+a,

gdzie Qij jest tensorem ortogonalnym.
Różniczkując1 względem czasu związki (5.3) otrzymamy

vf(X, t*) = ct(t*)+Qu(t)[vj(t)-cM+Q,j(i)[xf(X, t*)-c*O*)],
( 5 ' 4 ) V\Bf](X, t*) = Qumm(X, t)+Qu(t)4Bl,0, t*),
gdzie

Mjj = — Qji = QikQjk-

Z (5.4) wynika wprost

A% = Q!rQisArs, (ofj = QirQja(of,+

(5.5) At,,,^ = QijQiih ... 2/^4/7,...;,

E*Bn\:A\AJ = B[Bfi):A\Aa\,

gdzie oznaczono

AtJ m 2/0(1,1), on = lvv,n>

( 5 - 6 ) ^/(v) = V>W>

Z (5.3) wynikają również związki

(5-7) Efaf): A\Aa\ — Ą B P \ : A\A.\ >

gdzie E\Bp\: A\A,\ jest miarą odkształcenia zdefiniowaną następująco:

Klasyczny lewy tensor odkształcenia Cauchy'ego-Greena oznaczać będziemy symbo-
lem EAB.
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O dwóch ruchach (xf = xf(X,t*), xfw = xfw(X, t*)), (xi = xi(X,t), x,|B„, =
— xHBfi)(X, 0) będziemy mówili, że w danej chwili t0 różnią się o prędkość ruchu ciała
sztywnego, jeżeli zachodzą związki

X*(X, tQ) = Xi{X, tQ), XHBII\{X, t0) = Xi[Bll\{X, t0),

(5.9) vf(X, t0) = vi(X, to)+bi+Qijxj(X, tQ),

vf[B^X, t0) = vi{Bll](X, to)+QtjXj[Sf)(X, tQ).

Charakterystyka kinematyczna (5.3)2 wielobiegunowych przemieszczeń pokrywa się
z podaną przez R. A. TOUPINA [1964] dla wektorów kierunkowych. A. E. GREEN
i R. S. RIVLIN [1964 b] wprowadzili również wielobiegunowe przemieszczenia xiil...tll

z charakterystyką kinematyczną

xih,..h(X, T*) = QtJ(r)Qhh(t) ... Qtfjfi(t)xjh...h(Xt t)

nie różniącą się w zasadzie od (5.3)2. Dopiero w późniejszej pracy [1965] wspólnej
z P. M. Naghdim można znaleźć wzmiankę o wielobiegunowych przemieszczeniach z cha-
rakterystyką kinematyczną

xlll...ixi„,1...ip(X, r*) = Qij(r)Qhh(r) - QuS^Qt^J^ (0 - QhJ,(t)xjh..JjxH...jf(.X, r).

MISICTJ [1964 c], [1965 b, c, e, f, g], [1966] rozpatrzył podobne pola kinematyczne i efekty
mechaniczne z nimi związane.

5.3. Wielobiegunowe siły masowe i powierzchniowe. Jeżeli FĄB^ : |^a) oraz Pi{Bp) • {A„) są tenso-
rami i jeżeli

oraz

są gęstościami pracy odpowiednio na jednostkę masy i powierzchni, wtedy FI\B„\:\A,\ oraz
PnBp}:\A.)] nazywać będziemy 2"+/)-biegunowymi (/3+l)-go rodzaju siłami masowymi
i powierzchniowymi (ang. odpowiednio body force 25t+" —pole of the (/J+l)-th kind oraz
surface force 2/l+a—-pole of the (/?+l)-th kind. Według powyższej terminologii wielo-
biegunowe siły rozpatrzone we wcześniejszej pracy A. E. GREENA i R. S. RIVLINA [1964 a]
(por. p. 6) są siłami 2*-biegunowymi pierwszego rodzaju.

Wielobiegunowe siły powierzchniowe działające na płaszczyźnie parametrycznej
XK — const są oznaczone symbolem 3tKi\Bt\:\A.\ i nazwane 2a+/!-biegunowymi napręże-
niami (/?+l)-go rodzaju (ang. surface stress 2a+^-pole of the (^+l)-th kind).

W dalszym ciągu punktu będziemy rozpatrywać materiał z siłami 2^-biegunowymi
(/?+l) rodzaju. Wzorując się na terminologii Nolla można go nazwać materiałem prostym
z wielobiegunowymi przemieszczeniami.

5.4. Energia kinetyczna. A. E. GREEN i R. S. RIVLIN [1964 b] zakładają, że gęstość energii
kinetycznej dla materiału z wielobiegunowymi przemieszczeniami ma postać

V

i i

+
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gdzie

(5-10) YlA^-ĄBp) = Y\Bp\;\A«]

są tensorami stałymi w czasie. Nie trudno zauważyć, że tak określona energia kinetyczna
jest niezmiennicza względem grupy przemieszczeń euklidesowych (por. p. 4.8) oraz jest
ąuasi-diagonalną formą kwadratową argumentów vh viiAp] (/? = 1, 2, ..., v). Przyjęta
postać energii kinetycznej jest zupełnym analogiem postaci przyjętej przez R. A. TOUPINA
(1964] [por. równanie (4.26)].

5.5. Zasada zachowania energii. Zasada entropii. A. E. GREEN i R. S. RlVLlN [1964 b] postulują
zasadę zachowania energii i zasadę entropii w poniższej postaci:

[5.11) ( £
dP 0=1

ÓP

gdzie QQ jest gęstością masy, U gęstością energii wewnętrznej, r wydajnością źródeł ciepła,
ho wpływem ciepła przez powierzchnię BP, S gęstością entropii, T temperaturą bezwzględną,
Fj są siłami masowymi, pt siłami powierzchniowymi, natomiast Fi\Bl,\ sprowadzonymi
wielobiegunowymi siłami masowymi zdefiniowanymi następująco:

A. E. GREEN i R. S. RIVLIN zakładają następnie, że wszystkie wielkości z wyjątkiem
prędkości vh występujące w (5.11) są niezmiennicze względem nałożonej stałej prędkości
ruchu postępowego. Z powyższego założenia wynika zasada zachowania pędu

(5.13)
p p

a zatem wynikają również klasyczne równania ruchu

(5.14)

oraz warunki brzegowe

(5.15)

Rozwijając zasadę zachowania energii dla infinitezymalnego czworościanu ograniczo-
nego płaszczyznami parametrycznymi XK — const oraz płaszczyzną z wektorem jednostko-
wym NK zewnętrznie ortogonalnym do niej i korzystając z klasycznych warunków brzego-
wych (5.15) otrzymujemy:

/ S - l
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gdzie(3)

PiWp) = P'\Bp\—NKttKt{Bi!), h = ho—NKqK,

a ^K są strumieniami ciepła.
Następnie korzystając z (5.14), (5.15) i (5.16) oraz twierdzenia Greena można zasadę

zachowania energii (5.11)i przedstawić w postaci różniczkowej

V V

(5.17) QQr—qK,K—QOU+MKIVI,K+ 2J ^ / I ) W ' | £ / I } + 2J nKt{Bp]Vt\Bf},x = 0,

0=1 0-1

gdzie(t)

(5.18) ^nsp) — QoFi{Be\-ł-nKiiBf),K-

Posługując się uprzednio wprowadzonymi oznaczeniami (5.6) otrzymujemy podstawowe
równania (5.16) i (5.17) w następującej postaci:

A I h ~ Wmi 2-
/ 5 = 1

(5.19) \ PHBp][XA,iB\J3i,):A 1T Ani Xm\Bff) I — h~ j-~ Wm

0 1 '

(5.20) Qor-~qKiK—QoU+-j AminKmX),K+~cominKmxiiK-\-

BK = 0,
0-1

gdzie(5)

(5-21) ^ » = ̂ Am~~^A,
§-1

Następnie A. E. GREEN i R. S. RIVLIN [1964 b] zakładają, że wielkości

h , qK>Pl{Bi,}, r, U, 7lKm, 7T,l\Bp), MKi\Bfi\

są niezmiennicze względem nałożonego stałego ruchu obrotowego(6). Jako konsekwencję
powyższych założeń otrzymuje się następujące związki

V

(5-22) 2J MB,,) xJ]{Bfli = 0 , n'K[mxilK = 0 .

(3) Równania (5.16) wskazują na to, że warunki brzegowe (4.14) otrzymane przez R. A. TOUPINA
[1964] nie zachodzą dla materiału niesprężystego.

(4) Związek (5.18) jest odpowiednikiem równań ruchu (4.12)2 TOUPINA.
(3) Tensor n'Am jest pełnym odpowiednikiem tensora-STy (por. równanie (2.12) (wprowadzonego przez

R. A. TOUPINA [1964]).
(6) Wystarczy spojrzeć na budowę wzorów (5.18) i (5.12), aby zauważyć, że założenie o niezmienniczości

tensorów n^B^ zostało przyjęte w celu uniknięcia niekonsekwencji mechaniki Newtona, na której gruncie
została zbudowana cała teoria.
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Wobec (5.22) równania (5.19) i (5.20) redukują się do postaci

(5.23) ^ PI{BĄXĄ, jB[Bf) :A—.Y-A«>lXn<[Bt)\ ~K = 0

oraz
v

(5.24) Qor~qK,K~eo^+y^mi^KmXi,K+^A,i ft (ni

0i
= 0.

Równanie (5.22)2 jest równoważne warunkom (4.17)3 niezmienniczości gęstości działa-
nia względem grupy przemieszczeń euklidesowych podanym przez R. A. TOUPINA [1964].
Można przewidzieć, że równania (5.22) są inaczej zapisanymi warunkami brzegowymi
oraz równaniami ruchu Cosseratów.

A. E. GREEN i P. M. NAGHDI [1965 b, 1966] opierając się na zasadzie zachowania
energii, zasadzie entropii oraz na zasadach niezmienniczości w podobny sposób wyprowa-
dzili warunki nieciągłości dla ciała z wielobiegunowymi przemieszczeniami.

5.6. Materiał sprężysty prosty. A. E. GREEN i R. S. RIVLIN [1964b] materiałem sprężystym
nazywają materiał, dla którego zachodzą związki:

U= U(S, XilA, Xt[BY]> XHBV\,A),

nKi = nKi(S, xi:A, X[tBv\, xi\By\,A),

n>Ki{8f) = nKl\B„\(.S, XiiA, XnBv],Xt[By),A)> o _ i ->

™i\Ba) = M Ą B A S , Xi,A, Xi{D i , Xi\B } , A ) ,

(5.25) T _ T , C , y=l,2,...^,
1 — l l « i Xi,A.> Xi[By], Xt\BY\,A}>

Pi{Bp\ — Pi{Bj,\\p, *i. A, xi[By\, Xi\By],A, JV K) ,

Ao = ^(-S 1 , X( ^ , X/[BV|, X(|BV],^, T , M l , ] , NK),

i,/l, Xl[Bv), Xi[Br),A, T,\Ay))-

Dla danego odkształcenia i entropii pola wielobiegunowych prędkości mogą być
wybrane niezależnie, zatem z (5.25) i (5.23) wynika

(5-26) ha = 0, pnBf] = 0

lub

(5.27) h2 = NKqK, pt\Bf\ = NKnmBf].

A. E. GREEN i R. S. RIVLIN postulują następnie obiektywność gęstości energii wewnętrznej,
tzn. zakładają, że jest ona niezmiennicza nie tylko względem nałożonej prędkości ruchu
sztywnego, ale jest niezmiennicza również względem nałożonego ruchu sztywnego. Można
wykazać, że energia wewnętrzna U będzie wielkością obiektywną wtedy i tylko wtedy, gdy
będzie ją można przedstawić w poniższej postaci:

(5.28) U=U(S,EsAB,EiBvUA,EiBr):AK), y = 1, % •-,/«•
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Korzystając z (5.27)i, (5.28) i (5.24) oraz z twierdzenia Greena-Stokesa można zasadę
entropii (5.11)2 przedstawić w następującej postaci różniczkowej:

(5.29) ,
\ oa l

UBKI {BfUAK~

3U D \
Ą > 0.

Dla danego stanu odkształcenia i entropii powyższa nierówność musi być spełniona dla
dowolnych wartości S, Ami, B\Bfi)-.A, ĄBP):AK, które mogą być wzięte niezależnie od siebie.
Zatem mamy

(5.30) ^ L _ » . O , — ^ — = 0, y+l<^</*,

(5.30 » ,

(5-33) ,

Równania (5.32)2 są odpowiednikiem równań ruchu wyższego rzędu Toupina (4.12)2.
Równania (5.32)3 odpowiadają związkom (4.13)3, natomiast zespół równań (5.21) i (5.32)
odpowiada związkom (4.132).

A. ERINGEN i E. S. SUHUBI [1964 a, b] oraz A. ERINGEN [1964] zbudowali teorię tzw.
mikromateriału prostego, który jest kinematycznie równoważny ciału z dwubiegunowymi
przemieszczeniami. Koncepcja mikromateriału była przedmiotem krytyki A. E. GREENA
[1965 a]. Autorzy chcieliby zwrócić uwagę na to, że w pracy A. E. GREENA nie wszystkie
przekształcenia są poprawne. Ogólnie wydaje się, że w ramach klasycznej mechaniki New-
tona nie można z zasad niezmienniczości wydedukować zasady zachowania masy.

Pojęcie sprężystego kontinuum wielobiegunowego (oraz kontinuum z mikrostrukturą)
zostało przez Cz. WOŹNIAKA [1967 a] rozszerzone na zagadnienia termosprężystości.
Oprócz wielobiegunowych pól przemieszczeń (względnie pól wektorów kierunkowych)
wprowadzono i zinterpretowano także «wielobiegunowe» (względnie «zorientowane»)
pola temperatury. Energia swobodna <p zależy wtedy od parametrów mechanicznych xki A,
xka>xka,A> temperatury 0 oraz dodatkowych parametrów termicznych 6n. Występujące
tu wskaźniki gotyckie można traktować albo jako martwe (wtedy a = 1, II, ...)>
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przebiegające ciągi indeksów materiałowych (wtedy ci = Au A,An, A1AnAiU, ...)• Tym
samym wszystkie otrzymane związki w cytowanej pracy można interpretować bądź w sposób
przedstawiony w p. 4 (tj. oparty na podejściu Toupina), bądź w równoważny sposób stoso-
wany w tym punkcie pracy (oparty na podejściu Greena-Rivlina). Równania stanu dla
tensora naprężeń tlk oraz tensora hipernaprężeń tiak mają postać:

8(p <9c:
tik — Q-jj. XI,A> 'IUŁ = S~5 XI.A>

(5.34) KA °Xk*'A

i 4.7 - „ dtP
<lc\k,l-r.Iak — Q-r, ,

w której fak są tensorami (wektorami) gęstości hipersił objętościowych. Oprócz gęstości
entropii 1] = —dcp/86, w omawianej teorii pojawiają się również dodatkowe wielkości
da = —Bcpjd6a charakteryzujące rozkład entropii. W następnej pracy tego autora [I967c]
rozpatrzono bardziej jeszcze ogólny model termosprężystego kontinuum, w którym para-
metrami stanu są gradienty przemieszczenia, przemieszczenia wielobiegunowe i ich gra-
dienty, temperatura i gradienty temperatury oraz «wielobiegunowe» pola temperatur
i ich gradienty.

6. Ośrodki niegiroskopowe wyższego rzędu

6.1. Podstawowe określenia i definicje. Pojęcie materiału nieprostego wyższego rzędu zostało
wprowadzone w p. 2. W niniejszym punkcie zajmować się będziemy ośrodkiem nieżyrosko-
powym rt-tego rzędu. Rozpatrywany ośrodek rozumiany jest w sensie W. NOLLA [1958]
(jedynymi niezależnymi zmiennymi kinematycznymi są współrzędne przestrzenne xi).
Materiał nieprosty dowolnego rzędu był rozpatrywany w pracach A. E. GREENA i R. S. Riv-
LINA [1964 a], [1965] oraz A. E. GREENA i P. M. NAGHDIEGO [1965 a]. Liniową teorię
materiału nieprostego trzeciego rzędu wraz z zastosowaniem do opisu napięć powierzchnio-
wych rozpatrzył R. D. MINDLIN [1965]. Teoria materiału nieprostego drugiego rzędu
wraz z omówieniem prac dotyczących tego zagadnienia została rozpatrzona w p. 2. Niniejszy
punkt (z wyjątkiem p. 6.7) zostanie opai"ty częściowo na pracy A. E. GREENA i R. S. RIVLINA
[1964 a], rozważania ograniczymy jednak tylko do pól mechanicznych(7).

6.2. Zasada zachowania energii (opis przestrzenny). Podstawę rozważań A. E. GREENA
i R. S. RIVLINA [1964 a] stanowią: zasada zachowania energii i zasada entropii. Ograni-
czymy się tylko do pierwszej z nich. Ośrodkiem ciągłym (v+l)-go rzędu nazywać będziemy
ośrodek, dla którego zasada ta ma postać:

(6.1) J Q(viit+U)do = [ Q[£Fwvt,\if\}dv+ j (— JT"tiWviA,f])da,
X,{P) x't{P) PmO XtidP) 11 = 0

wktórej wjest polem prędkości, Q jest gęstością, U gęstością energii wewnętrznej, natomiast
F\ifi\t oraz fy,]/ są zdefiniowanymi w p. 5 2/i-biegunowymi sprowadzonymi siłami masowymi
i powierzchniowymi pierwszego rodzaju. Wielobiegunowe siły powierzchniowe działające

C) W cytowanej pracy postulowano klasyczną postać zasady entropii [przy rozszerzonej postaci zasady
zachowania energii, por. (6.1)], co prowadzi do wniosków sprzecznych z elementarnymi rozważaniami
geometrycznymi i fizykalnymi, por. Cz. WOŹNIAK [1967 b].

7 Mechanika teoretyczna
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na płaszczyznach parametrycznych, zwane wg terminologii Greena i Rivlina 2/i-bieguno-
wymi naprężeniami pierwszego rodzaju, są oznaczone symbolem Gj[tf}t. Tensory F\is\ts

t[if\i oraz wielobiegunowe naprężenia ctj[tf\t są z założenia wielkościami symetrycznymi
względem indeksów {/>}. W pracy A. E. GREENA i R. S. RIVLINA [1964 a] zamiast F[ils]i

wprowadzono do zasady (6.1) wielkości F\if]i.
Rozwijając zasadę zachowania energii dla infinitezymalnego czworościanu ograniczo-

nego płaszczyznami parametrycznymi x; = const oraz płaszczyzną z wektorem jednostko-
wym nk zewnętrznie normalnym do niej otrzymujemy:

V

(6.2) 2J (tiif}i—nj(fj\W)vilW = 0.
0-0

Następnie korzystając z (6.2) oraz z twierdzenia Greena-Stokesa można zasadę zachowania
energii przedstawić w postaci różniczkowej

(6.3) (<fji J j * y ^ /
0-0

6.3. Warunki niczmienniczości. Rozumując podobnie jak w p. 5 można z równań (6.2)
i (6.3) wydedukować następujące warunki z niezmienniczości tensorów F\if]i-,t[ii,\i, Uoiaz
naprężeń wielobiegunowych Oj\\f\i względem nałożonej prędkości ruchu ciała sztywnego

(6.4) tt = njctji, tw = njajm,

(6-5) <Jji,j+QFt = Q, ctjmj+am+QĄm = Q'
Równania (6.4) są warunkami brzegowymi Cosseratów, natomiast równania (6.5) są
równaniami ruchu ośrodka Cosseratów. Z równań (6.4) wynika, że wielkości ayx oraz ff;[(£i]

są odpowiednio tensorami o Walencji dwa i trzy.
6.4. Zasada zachowania energii (opis materialny). W opisie materialnym równania (6.1)—(6.3)

przyjmują postać

(6.6) J J ( l l )
P p /?=o dp

V

(6-7) ^j (P\Ap\i-NB7lB{Alńi)Vi{All] = 0 ,

(6.8) (nBi,B+QoFt—eovi)vi—QOU+
v

2 ( ] ) V i A A v i l i = 0 ,

0-1
gdzie F\Ali]i,P,AP\i, tt£\Ap)i są odpowiednio 2p-biegunowymi siłami masowymi, siłami po-
wierzchniowymi i naprężeniami. Z równań (6.6) oraz (5.11)! wynika, że ośrodek niegiro-
skopowy jest kinematycznie równoważny ośrodkowi z wielobiegunowymi przemieszcze-
niami dopuszczającymi w charakterze potencjału pola współrzędnych przestrzennych xt.

6.5. Materiał sprężysty. Rozpatrywany w tym punkcie materiał A. E. GREENi R. S. RIVLIN
nazywają sprężystym, gdy

U = U(Xt, lA)t]), plAB'i = pUll)t(Xt, [AJ, NK),

(xi, IAJ) , fJ, = 1, 2, ..., y, y > v+1,



MECHANIKA OŚRODKÓW TYPU COSSERATOW 243

Ponieważ dla danych gradientów odkształcenia xiMi±] można niezależnie dobrać pola
prędkości vt oraz pola gradientów prędkości viAAit], zatem z (6.7) i (6.9) wynika

(6.10) PA{„)i = N B n B { A l l ] i .

Korzystając z (6.10) i (6.8) oraz z twierdzenia Greena-Stokesa można zasadę (6.6) przed-
stawić w postaci:

V

(6.11) (?tBi>B + Q0Fi)Vi+ y \7tB\Ai,)l,B + n{{All))i + QoF[Alt]i — Qo- *>/,M/!] +
jsTi ^ oxK\An\l

au \ v su

Q )^2 °
Powyższa równość zachodzi dla dowolnych vh vtAAp] przy danych XĄAji], Wynika stąd, że

n TJ

(6.12) ^u/iii.B+^cM/iDi+eo-FM/,!/—eo-o — o» i <

= 0

oraz

(6.13) -j = 0, v+2</9<y.

6.6. Warunki obiektywności gęstości energii wewnętrznej. A. E. GREEN i R. S. RlVLIN [1964 a]
zakładają, że gęstość energii wewnętrznej U jest wielkością obiektywną, tzn. że dla
dowolnego tensora ortogonalnego Qti zachodzi równanie

(6.14) U{xiM^ = U(QuxJMl!]), § . 1, 2, ..., H - l .

W sposób podobny jak w p. 5 można wykazać, że (6.14) zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy U da się przedstawić w następującej postaci:

(6.15)

gdzie

(6.16)

Następnie można wykazać, że warunkami koniecznymi i dostatecznymi obiektywności
gęstości energii wewnętrznej są równania

(6.17) 2

Równania powyższe są inaczej zapisanymi równaniami ruchu ciała Cosseratow.
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6.7. Materiały sprężyste termicznie nieproste. Pojęcie materiału nieprostego nie tylko mecha-
nicznie lecz również termicznie zostało wprowadzone w p. 3.1. Parametrami stanu są
w takim materiale nie tylko pierwszy oraz wyższe gradienty odkształcenia i temperatu ra 6,
lecz również gradienty temperatury. Podstawowy układ równań materiału rzędu n+1,
wyprowadzony i omówiony w pracy Cz. WOŹNIAKA [1967 b],'składa się z równań ruchu

tik,i+fk = 0,
(6.1 o) , v . . r __ r\

równań stanu

( 1(
CAS 3CMa

-^=, xk,A>

w których CAB = xkiAxkiB> CAB* = xkiAxk\Ba, oraz z równania przewodnictwa cieplnego

(6.20) h

\8CABadd SCABa8Oih

w którym ht = ht(Qj, Q,a) jest wektorem przepływu ciepła. Wskaźniki gotyckie w powyż-
szych wzorach przebiegają ciąg indeksów materiałowych (a = Ax, AIA11, ..., A1AIl... An),
przy czym tUak = 0,fAak = 0 dla a = A1All... A„. Wielkości fk,fAak są siłami objętościo-
wymi, a wielkości c, cn charakteryzują pojemność cieplną ciała. Bardziej ogólny model
materiału nieprostego mechanicznie i termicznie (z wewnętrznymi stopniami swobody
i wielobiegunowymi polami temperatury) rozpatrzono w uprzednio już cytowanej pracy
tegoż autora [1967, c].

7. Mikrostruktura konstrukcyjna i ośrodek włóknisty

7.1. Pojęcia wstępne. W punkcie tym przedstawimy model ciągły ciał, w strukturze których
można wyróżnić pewien «powtarzający się» element składowy. Element ten nazywamy
dalej cząstką ciała. Zakładamy, że: 1) wszystkie wymiary każdej cząstki danego ciała są
bardzo niewielkie wobec wymiarów całego ciała; 2) wszystkie parametry geometryczne
(kształt, wielkość, konfiguracja), statyczne (sposób obciążenia) oraz fizykalne (materiał)
każdych dwóch sąsiadujących z sobą cząstek niewiele różnią się od siebie; 3) modelem
cząstki jest klasyczny ośrodek ciągły (z symetrycznym tensorem naprężenia). Ciało utwo-
rzone z cząstek i spełniające powyższe trzy założenia nazywamy ciałem o mikrostrukturze
konstrukcyjnej, w odróżnieniu od tzw. mikrostruktury materiałowej oraz formalnie wpro-
wadzonej mikrostruktury omówionej w punkcie czwartym. Przykładem ciał o mikrostruk-
turze konstrukcyjnej są np. gęste i regularne siatki prętowe, materiały zbrojone gęstymi
siatkami, dźwigary powierzchniowe o gęstej i regularnej perforacji itp.

Teoretycznie, ciała o mikrostrukturze konstrukcyjnej można opisać za pomocą równań
klasycznego ośrodka ciągłego. Praktycznie jednak opis taki jest niecelowy z uwagi na
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występowania w obszarze zajętym przez ciało bardzo dużej liczby powierzchni nieciągłości
(wywołanych np. skokowymi zmianami własności fizykalnych w przypadku materiałów
zbrojonych siatkami) lub dużej liczby otworów (np. w dźwigarach perforowanych) itp.
W związku z tym nasuwa się koncepcja fenomenologicznego opisu ciała o mikrostrukturze
konstrukcyjnej za pomocą hieklasycznego lecz ciągłego i jednospójnego modelu konty-
nualnego. Model taki nazwijmy ośrodkiem ciągłym o mikrostrukturze konstrukcyjnej.

Jest rzeczą oczywistą, że dane ciało o konstrukcyjnej mikrostrukturze można opisać
za pomocą różnych modeli (różnych typów ośrodka ciągłego o mikrostrukturze konstruk-
cyjnej) w zależności np. od stopnia dokładności takiego opisu. Korzystając z prac
Cz. WOŹNIAKA [1966 c-f] poniżej wyprowadzimy najpierw ogólne równanie ośrodka
ciągłego o mikrostrukturze konstrukcyjnej (p. 7.3 i 7.4), a następnie omówimy tzw. ciała
o strukturze siatkowej, będące ważnym przypadkiem szczególnym ciał o mikrostrukturze
konstrukcyjnej (p. 7.5). Ogólne równania ośrodka ciągłego o mikrostrukturze konstruk-
cyjnej stanowią punkt wyjścia do otrzymania równań tzw. teorii «pierwszego przybliżenia*,
mającej duże znaczenia praktyczne (p. 7.6). Na zakończenie punktu (p. 7.7) zwięźle przed-
stawimy uzyskane w tym zakresie rozwiązania, możliwości uproszczenia równań teorii
«pierwszego przybliżenia* (efekty brzegowe, teoria «bezmomentowa», teoria «skrępowa-
nych obrotów») jak również niektóre perspektywy dalszego rozwoju teorii.

7.2. Kinematyka i geometria ciała o mikrostrukturze konstrukcyjnej. Niech M będzie obszarem
trójwymiarowej przestrzeni Euklidesa zajętym przez ciało w chwili r = TO(8)^ Parametry-
zujemy obszar M kartezjańskim ortogonalnym układem współrzędnych. Oznaczmy przez
Ya współrzędne dowolnego punktu ciała oraz przez F"K ) współrzędne środka masy jego
K-tej cząstki (K — 1,2,..., N, gdzie N jest liczbą cząstek ciała). Parametryzujemy niezależ-
nie obszar K-te] cząstki ciała (K= 1, 2, ...,N) współrzędnymi kartezjańskimi Y*K) =
m Y*— Yfa; punkt y"K) = 0 jest wtedy środkiem masy K-tej cząstki. Powyżej wprowadzone
współrzędne będziemy traktować jako współrzędne materialne ciała, a obszar M nazwiemy
konfiguracją odniesienia tego ciała.

Niech yl będą (w przyjętym powyżej układzie współrzędnych) współrzędnymi miejsca,
które w chwili r zajmuje punkt materialny Y". Niech następnie y[K) oznacza współrzędne
miejsca zajmowanego w chwili r przez środek 7fK) masy iT-tej cząstki ciała (ST = 1,2, ...,
...,N). Utwórzmy w obszarze b(K), zajętym w chwili r przez K-tą. cząstkę ciała, różnicę
y[K) = yi—y[K). Równania ruchu K-tej cząstki ciała możemy wtedy napisać w poniższej
postaci

, T).

Przyjmując w (7.1) kolejno K= 1, 2, ...,N, otrzymamy równania ruchu rozpatrywanego
ciała.

Przeprowadzimy przez punkt yffl płaszczyznę TI O wektorze jednostkowym n normalnym
do niej. Podzielmy zbiór cząstek otaczających K-tą. cząstkę ciała na dwa podzbiory Z"(+),
i^- ' zaliczając do E^ te cząstki, których środki leżą w chwili t na płaszczyźnie TI lub po
jej ujemnie zorientowanej stronie.

(s) W dalszym ciągu punktu określenia «cialo o mikrostrukturze konstrukcyjnej* zastąpimy kolejno
określeniami «ciało» oraz «kontinuum» lub «model ciała*.



246 W. BARAŃSKI, K. WILMAŃSKI, CZ. WOŹNIAK

Oznaczmy przez n wektor jednostkowy, zewnętrznie normalny do powierzchni S(K)
otaczającej obszar b(K) zajęty w chwili r przez K-tą cząstkę ciała. Załóżmy, że dla każdej
cząstki ciała dana jest funkcja

(7.2) APm=APiK)(n,n),

przy czym APiK) jest elementem płaszczyzny n, przez który należy podzielić siłę kontaktową
działającą na element powierzchni s{K) o normalnej n, aby otrzymać odpowiadającą jej
elementarną średnią siłę kontaktową pomiędzy podzbiorami 27(-> i SM, przypadającą na
jednostkę płaszczyzny n. Inaczej mówiąc, funkcja (7.2) charakteryzuje intensywność
(uśrednioną w otoczeniu każdej cząstki), z jaką oddziaływanie przez element powierzchni
j(K) o normalnej n zostaje przekazane przez płaszczyznę n o normalnej n. Funkcja (7.2)
określa tym samym sposób powiązania sąsiadujących ze sobą cząstek, a jej postać można
określić w sposób ścisły dla tzw. ciał o strukturze siatkowej (por. p. 7.5).

7.3. Model sześciowymiaiwy i model trójwymiarowy ciała. Oznaczmy przez b = b(xi) obszar
w trójwymiarowej przestrzeni Euklidesa, zależny w sposób ciągły od zmiennych x\ który
dla x' = y[K) pokrywa się z obszarem b{K) (K= 1, 2, ...,N, por. p. 7.2). Powierzchnię
otaczającą obszar b(x') oznaczmy przez s = s(xl). Zastąpmy następnie 6N związków
(7.1) sześcioma poniższymi równaniami:

(7.3) xl = xl(Xa, T), xi = xl(X",X\ T),

w których funkcje xi(X*,r), xi(Xa,X\x) dla X" = Ffo, I ' s Yfa przyjmują kolejno
wartości y\K), y[K), K=l,2, ...,N. Zakładamy, że funkcje (7.3)i są ciągłe i różniczko-
walne potrzebną liczbę razy w obszarze M oraz że detdxi/dXx i= 0. Podobnie zakładamyj

że funkcje (7.3)2 są ciągłe i różniczkowalne w obszarze b(x') oraz detd&ldjt" # 0.
Równania (7.3) można interpretować jako równania ruchu pewnego sześciowymiaro-

wego ciągłego i jednospójnego modelu ciała z mikrostrukturą konstrukcyjną (zmienne
X", X", podobnie jak i zmienne x\ x\ stanowią bowiem w (7.3) sześć zmiennych niezależ-
nych). Stosowanie takiego modelu (można go nazwać modelem dokładnym) jest możliwe,
lecz praktycznie niecelowe z uwagi na konieczność układania warunków brzegowych
w przestrzeni afinicznej sześciowymiarowej (tj. na powierzchni granicznej ciała i na po-
wierzchni granicznej typowej cząstki ciała niezależnie).

Załóżmy teraz, że funkcja (7.3)2 może być rozłożona w szereg podług układu znanych
funkcji £«(£*), a = T, I I , . . . :

(7.4) x' = x\^, x (
a = x !

a (r<,T).

Korzystając z równań (7.3)i i (7.4) oraz rugując współrzędne x' i X" za pomocą uśrednień
po obszarze b(x') lub s(xl) otrzymamy ogólny trójwymiarowy model ciągły ciała z mikro-
strukturą konstrukcyjną. Pozostawiając w szeregu (7.4) większą lub mniejszą liczbę wyra-
zów uzyskujemy następnie bardziej lub mniej dokładne trójwymiarowe modele ciągłe
ciała Q>). Tylko do rozpatrywania takich modeli ograniczamy się w dalszym ciągu tego
punktu.

(9) Sposób przejścia od «dokiadnego» sześciowymiarowego modelu ciągłego ciała z mikrostrukturą
do modeli trójwymiarowych jest analogiczny jak sposób przejścia od równań płyty lub powłoki rozpatry-
wanych jako ciała trójwymiarowe do równań dwuwymiarowych (por. p. 7.4).
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7.4. Podstawowe równania. Punktem wyjścia rozważań będzie zasada zachowania energii.
Postulujemy ją dla dowolnego obszaru V ograniczonego powierzchnią P w postaci (dla
uproszczenia pomijamy wyrazy niemechaniczne)

(7.5) / (k+K)QdV = / wMdP+ J w9dV,

w której e, K, Q, W są kolejno średnimi gęstościami energii wewnętrznej, energii kinetycznej,
masy i prędkości pracy sił masowych w obszarze b(xi)\

(7.6) • -j-i- J (*

i
e i

natomiast n>(„) jest średnią gęstości prędkości pracy sił kontaktowych na powierzchni P:

( n ) = J ZlP(

Występujące w (7.6) funkcje s, g,/1 (zależne od xl oraz x') oznaczają kolejno gęstość
energii wewnętrznej, gęstość masy]oraz sił masowych w sześciowymiarowym modelu ciąg-
łym ciała. Dla x' = y[K) oraz x' = y[K) funkcje te opisują kolejno gęstość energii wewnętrznej,
gęstość masy i gęstość sił masowych w K-tt] cząstce ciała. Analogicznie w (7.7) wielkość
p\f) jest gęstością siły kontaktowej na powierzchni s(xl). Dla xł = y\K) gęstość p{y,) jest
identyczna z gęstością siły kontaktowej na powierzchni J ( K ) otaczającej K-tą, cząstkę ciała.
Funkcja AP(n,h) dla s = J(K> jest identyczna z funkcją (7.2).

Podstawmy do (7.6) i (7.7) prawe strony wzoru (7.4). Po wprowadzeniu oznaczeń

1 ^

e« = _ J ca
b

(7.8) / ' - ^

.i _ f P\n)ds «/ _ f £ap{n)ds
Pw = J ZP(«7«T ' A n ) = J ^p(»,«)'

zasada zachowania energii mechanicznej (7.5) przyjmuje ostatecznie postać

(7.9)

- / (*ŁPw+^a^)^+ J (i^+Aii/^
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Wielkości/',/«' nazywamy gęstościami sił i hipersił masowych, a wielkości p[n),ptf0—
gęstościami sił hipersił kontaktowych. Z warunków niezmienniczości gęstości energii,
masy oraz obciążeń i sił kontaktowych wynikają z (7.9) poniższe równania ruchu:

«-®k
(lx>lQrt = o,

w których pik oraz p!ak są gęstościami sił oraz hipersił kontaktowych na płaszczyźnie
x' = const. Wielkości pik nazwiemy składowymi tensora naprężenia, natomiast wielkości
piak — hipernaprężeniami. Dla mikrostruktury sprężystej zachodzą ponadto związki

., de . , ds
p e ^ T "' p QdXk(7.11)

Równania (7.10) można również, otrzymać postulując zasady zachowania pędu i krętu
w podobny sposób, jak zasadę zachowania energii (7.5). Uogólnienie równań (7.11) na
przypadek termosprężystości omówiono w pracach Cz. WOŹNIAKA [1967 a, b, e].

7.5. Ciała o strukturze siatkowej. Ośrodek włóknisty. Zadajmy W obszarze zajętym W chwili T
przez ciało z mikrostrukturą konstrukcyjną trzy rodziny powierzchni takie, że przez każdy
punkt xl tego obszaru przechodzi jedna i tylko jedna powierzchnia każdej z rodzin. Pary
przecinających się rodzin powierzchni tworzą trzy kongruencje krzywych (S), (3) = (1),
(2), (3). Wektory jednostkowe, styczne do poszczególnych rodzin kongruencji krzywych
(£) oznaczymy dalej przez tk

3). Powyższe trzy pola wektorowe tk
3) opisują siatkę ciągłą

w obszarze zajętym przez ciało(10).
Załóżmy teraz, że środki wszystkich sześciu cząstek ciała, przylegających do dowolnej

JC-tej cząstki ciała, leżą wyłącznie na krzywych S, przechodzących przez środek cząstki K.
Zdefiniowana powyżej siatka ciągła charakteryzuje tym samym sposób rozmieszczenia
cząstek w ciele o konstrukcyjnej mikrostrukturze. Oznaczmy dalej przez AP{3) pole prze-
kroju normalnego do wektora tk

3) przypadającego na jedną cząstkę ciała. Pola skalarowe
/IP ( S ) charakteryzują gęstość rozmieszczenia cząstek ciała (lub ich wielkość). Ciało o mikro-
strukturze konstrukcyjnej, w którym rozmieszczenie cząstek jest określone wektorami t\S)

oraz skalarami AP(S) nazwiemy ciałem o strukturze siatkowej, a jego model ciągły (trój-
wymiarowy) — ośrodkiem włóknistym.

Dla ciała o strukturze siatkowej (przy założeniu siatki sześciościennej) możemy przyjąć,
że sąsiadujące cząstki oddziałują na siebie siłami kontaktowymi p[s), rozłożonymi na po-
wierzchniach ^P(S) zorientowanych dodatnim zwrotem wektora t{3) lub na częściach tych
powierzchni. Dla n = ?(S), (S) = (1), (2), (3), zachodzi wtedy (por. Cz. WOŹNIAK [1967 f])

A P
(7-12) */

(10) Ograniczymy się tu do omówienia tylko tzw. siatki sześciościennej zakładając, że z daną cząstką
ciała sąsiaduje bezpośrednio tylko sześć innych cząstek.
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Tym samym dla ciał o strukturze siatkowej funkcja (7.2) jest jednoznacznie określona
sposobem i gęstością rozmieszczenia cząstek ciała. Dla ośrodka włóknistego jako modelu
ciągłego takich ciał wzory (7.8)5,6 mają postać

(7.13) P(n)—P nk, P(n) — P «S>

gdzie

„ki __ V nki

P — Z-1 P<-31'
(7.14)

nki yft „i „kai tk „ni
P(3) — I(S)P(.S)' P(B) — l(S)P{B)

oraz

Wielkości ^(
fc|) oraz p\s\ można nazwać kolejno tensorem naprężeń oraz tensorami hiper-

naprężeń we włóknach (S). Suma (7.14)1>2 tych tensorów daje kolejno tensor naprężenia
pki oraz tensory hipernaprężenia pkai w ośrodku włóknistym. Zaznaczmy, że dla ośrodka
włóknistego wszystkie wzory wyprowadzone w p. 7.4 pozostają nadal aktualne, a jedynie
dochodzą związki (7.12)—(7.15).

7.6. Teoria pierwszego przybliżenia. W wyprowadzonych wyżej równaniach omawianego
tu kontinuum wskaźniki gotyckie et, b przebiegają ciąg nieskończony I, II, I I I . . . . Pozosta-
wiając w szeregach (7.4) tylko skończoną liczbę Z wyrazów (wtedy a, b = I, II, ..., Z)
oraz definiując w każdym punkcie kontinuum Z wektorów da s xl

agi (gt są wektorami
bazy układu {x'}) otrzymamy model ciała Toupina z wektorami kierunkowymi (por. p. 4).
Jeżeli natomiast jako ciąg funkcji | n , a = I, II, ..., Z, przyjmujemy w (7.4) ciąg iloczynów
i ' , 1 " 1 ! ' 1 , X^Xa^Xa^,..., to funkcje xl„ będą dwupunktowymi polami tensorowymi xl

ai Xl... „,.,
a rozpatrywane w tym punkcie kontinuum sprowadzi się do kontinuum z wielobiegunowymi
przemieszczeniami Greena-Rivlina (por. p. 5). Tym. samym zarówno model ciała Toupina
jak i model ciała Greena-Rivlina są uproszczonymi modelami (pomijamy bowiem wielkość
0(£n), n > Z) kontinuum omówionego w p. 7.4. Poniżej przedstawiamy pewien szczególnie
prosty model ciała opisywany tzw. teorią «pierwszego przybliżenia)).

Teorią pierwszego przybliżenia nazwiemy przypadek, w którym współrzędne Xa w rów-
naniu (7.4) traktujemy jako małe parametry (wymiary cząstki są bowiem z założenia bardzo
niewielkie w porównaniu z wymiarami ciała). Tym samym równanie (7.4) napiszemy
w postaci:

(7.16) £» _ 4 i £

przy czym wielkości 0[(X")2] będziemy dalej pomijać. Macierz xi występująca w (7.16)
jest nieosobliwa i zgodnie z twierdzeniem o rozkładzie biegunowym może być przed-
stawiona w postaci

z której riJ jest macierzą ortogonalną oraz vaP macierzą symetryczną, dodatnio określoną.
Składowe r'J opisują obrót cząstki (zależą one od trzech parametrów, np. kątów Eulera),
natomiast składowe ua/S opisują czyste odkształcenie cząstki. Jeżeli powierzchnie materialne,
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otaczające sąsiadujące z sobą cząstki, pozostają w trakcie odkształcenia stale powiązane
z sobą (tj. nie dopuszczamy powstania w ciele pustek lub ekstra materii), to w ramach
teorii pierwszego przybliżenia główne odkształcenia cząstek mogą zależeć tylko od zmian
odległości ich środków. Zachodzi to, gdy tensor vap jest tzw. prawym tensorem roz-
ciągnięcia :

• >• ' ) "cep —' uo. °nP — -^ , a**' t P U '

Wzory (7.16) i (7.17) redukują liczbę lokalnych stopni swobody omawianego w tym punkcie
kontinuum do sześciu (trzech przesunięć i trzech obrotów).

Korzystając z pracy Cz. WOŹNIAKA [1967 a] równania teorii pierwszego przybliżenia
dla kontinuum o sześciu lokalnych stopniach swobody [zgodnie z (7.16) i (7.17)] przed-
stawimy poniżej w postaci zlinearyzowanej. Przyjmijmy w tym celu

gdzie vk jest wektorem małego obrotu oraz w' wektorem przemieszczenia. Po wprowadzeniu
poniższych tensorów odkształcenia:

(7.18) yij = wu+siJkv
k, KIJ = vJtl

i po odpowiednich uproszczeniach otrzymamy z (7.11)l i 2 następujące równania fizyczne:
„kl Aklmn..
p —A- ymn,

ns(rn) T?klsrn.. i rpklmsrn.,

w których antysymetryczna część tensora psrn hipernaprężeń

mkl _ _ knl[rpj

jest tzw. tensorem naprężeń momentowych. Tensory A, C, E, F są tensorami sztywności
sprężystej. Dla ośrodka włóknistego (por. p. 7.5) składowe stanu naprężenia występujące
w (7.19) wyrażają się ponadto wzorami:

— f
(7-20) ( " ' ^

nklm = > nklm nklm = /fc~

(S) (S) AP(B)

Zlinearyzowane równania ruchu (7.10) w teorii pierwszego przybliżenia mają postać
podobną jak dla ośrodka Cosseratów:

(7-21) ^ '

przy czym h1 są gęstościami obciążeń momentowych. Zauważmy, że w równaniach ruchu
(7.21) nie występuje symetryczna część tensora hipernaprężenia. Jeżeli pominiemy wpływ
gradientu y(mn),r na naprężenia momentowe mkl (tj. Ekl^"r<~ 0), to możemy ograniczyć
się do rozpatrywania tylko równań fizycznych o postaci
("I yy\ „kl Aklmn . mk\ f<klmnv

yi ••£•£) p —A ymm łn — 1/ Km„.

„kl , \ „kl „kl tk
P — JPm P HS
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Równania geometryczne (7.18), równania ruchu (7.21) oraz równanie fizyczne (7.22)
stanowią wtedy podstawowy układ równań, zlinearyzowanej teorii pierwszego przybliżenia.
Układ ten wraz z naprężeniowymi warunkami brzegowymi

pli)=plknl,
oraz zachodzącymi dla ośrodka włóknistego związkami

1 rJ pf
P

j J
(JO (S) AP(3)

był podstawą obliczeń różnych typów ciał o strukturze siatkowej, mających duże znaczenie
praktyczne. Dotyczy to zwłaszcza dźwigarów powierzchniowych o strukturze siatkowej;
przeglądu prac z tego zakresu dokonamy poniżej.

7.7. Dźwigary powierzchniowe o strukturze siatkowej. Spośród ciał o konstrukcyjnej mikro-
strukturze główną uwagę poświęcono dotychczas dźwigarom powierzchniowym. W pracach
Cz. WOŹNIAKA [1966 a, b], omawiających kolejno tarcze i płyty o strukturze siatkowej,
podano wyrażenia dla tensorów sztywności sprężystej w zależności od budowy cząstki
oraz od struktury siatkowej dźwigara. Rozpatrywano tu powierzchniowe dźwigary perfo-
rowane, dźwigary utworzone z siatki prętów przenoszących siły dowolnego rodzaju oraz
dźwigary zbrojone siatkami. Równania (7.22) dla zakrzywionego dźwigara powierzchnio-
wego mają poniższą postać (wskaźniki greckie przebiegają ciąg 1, 2)

r P ~ A Ypt, lP —A Tiii,

przy czym /, a są małymi parametrami o wymiarze długości. Przyjmując / -> 0 oraz a -> 0
otrzymamy teorię, której równania wykazują formalną analogię do równań anizotropo-
wych i niejednorodnych powłok cienkich. Przypadek ten jest uogólnieniem znanego już
przedtem pojęcia anizotropii konstrukcyjnej. Występowanie w równaniach (7.23) małych
parametrów wskazuje na możliwość asymptotycznego podejścia do zagadnienia. Dla
siatkowych tarcz i płyt postać pierwszego i drugiego procesu iteracyjnego została określona
przez K. WILMAŃSKIEGO [1967, a]. Przybliżony sposób podejścia, związany z wykorzysta-
niem efektu brzegowego, podano w pracach Cz. WOŹNIAKA [196 g], S. KONIECZNEGO
i Cz. WOŹNIAKA [1967]oraz uogólniono na przypadek naprężeń cieplnych w pracy PIETRASA
i WYRWIŃSKIEGO [1967]. Sposób ten polega na zastosowaniu tzw. teorii bezmomentowej
(gdy a -> 0, skąd wynika mai -* 0) względnie tzw. teorii skrępowanych obrotów (gdy
/-> 0, skąd wynika y^ ~* 0) oraz uwzględnieniu pomijanych w obu tych teoriach warunków
brzegowych (dla m'3 i y^) przez wykorzystanie równań efektu brzegowego.

Cały szereg rozwiązań został uzyskany dla zagadnień osiowo-symetrycznych tarcz
i płyt o strukturze siatkowej przez S. KONIECZNEGO [1967], K. WILMAŃSKIEGO [1967, b],
Cz. WOŹNIAKA i S. ZIELIŃSKIEGO [1967]. Zagadnienia stateczności były rozpatrywane
przez Cz. WOŹNIAKA [1965, d], Cz. WOŹNIAKA i S. ZIELINSKIEGO [1967 a, b], P. KLEMMA

i Cz. WOŹNIAKA [1967]. Zagadnieniem powierzchniowych izotropowych siatek prętowych
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zajmował się W. BARAŃSKI [1966]. Powierzchniowe gęste siatki kratownicowe były omówione
w pracach Z. BACZYŃSKIEGO i Cz. WOŹNIAKA [1966] oraz R. PEŁY i Cz. WOŹNIAKA
[1966]. Proste przypadki tarcz perforowanych zostały omówione przez W. BARAIŃSKIEGO
i Cz. WOŹNIAKA [1966]. Niektóre rozwiązania dla płytowych pasm o strukturze siatkowej
zostały zestawione przez B. BOCZKAJA i H. HATA [1967, a, b]. Zagadnienie dużych ugięć
siatkowych płyt kolistych były tematem pracy P. KLEMMA i Cz. WOŹNIAKA [1967].
Niektóre problemy związane z teorią i obliczeniem siatkowych płyt na sprężystym
podłożu były omówione przez Cz. WOŹNIAKA i M. ŻUKOWSKIEGO [1966].

Poprawność posługiwania się kontynualnym ośrodkiem włóknistym jako modelem
ciągłym dźwigara o mikrostrukturze konstrukcyjnej została na drodze obliczeń porównaw-
czych wykazana dla szczególnego przypadku w pracy S. KONIECZNEGO [1967]. Na podstawie
przeliczenia prostych przypadków szczególnych wykazano stosowalność teorii wykorzystu-
jących równania efektu brzegowego wraz z teorią skrępowanych obrotów (w zagadnieniach
płytowych) lub wraz z teorią bezmomentową (w zagadnieniach tarczowych). Rozbieżność
poszczególnych rozwiązań otrzymanych w oparciu o różne sposoby podejścia są tym mniejsze,
im bardziej «gęsta» jest struktura siatkowa, tj. im mniejsze są wymiary cząstek dźwigara
o mikrostrukturze konstrukcyjnej (dźwigara siatkowego) w porównaniu z wymiarami
samego dźwigara (por. p. 7.1). Zależność pomiędzy dokładnością rozwiązania a stopniem
«gęstości» siatki jest ujemną stroną stosowania teorii ośrodka włóknistego jako modelu
ciągłego dźwigara siatkowego; dotychczasowe obliczenia porównawcze wykazują jednakże,
że nawet dla niezbyt gęstych siatek (w których stosunek skoku siatki do jej wymiaru jest
rzędu 1:5) uzyskuje się często praktycznie dobre rezultaty. Ogólnie postawione zagadnienie
dokładności poszczególnych teorii ośrodka włóknistego w opisie ciał o konstrukcyjnej
mikrostrukturze jest dotychczas otwartym problemem. Również otwartym problemem
jest uzyskanie rozwiązań w oparciu o bardziej dokładne równania teorii ośrodka włók-
nistego niż równania podane w p. 7.6. Dotyczyłoby to np. ośrodka, w którym korzystamy
z uproszczonego związku (7.16), lecz nie wykorzystujemy przyjęcia (7.17) (ośrodek o dwu-
nastu lokalnych stopniach swobody). Wydaje się, że również i tutaj warianty podejścia
asym ptotycznego mogłyby prowadzić do pewnych rezultatów.
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P e 3 IO M e

MEXAHHKA CnjIOIIIHBIX CPEfl THIIA KOCCEPA

B SojiMiiHHCTBe 3anaM MexaHHKH crmoiiiHBix cpefl npeflnojiaraeTCH, vxo Kaw^aa MaTepHajibHaji Tcra<a
TpH CTKtieHH CBoSoflbl, IIJIOTHOCTb BHyTpeHHeH 3HeprHII 3aBHCHT OT nepBŁK irpOH3BO,HHBIX BeK-

Topa nepeiwemeiraH a He 3aBHCHT OT BŁ.ICIHHX. l i p a Bbiuie ynoiwflHyTEix npe,n;nojio>KeHHHX HanpHH<eHHoe
cocTOHHHe O.ĘHO3HOTHO onpeflejiHeTCH CHMMeTpiraecKHM TeH3opoM HanpnweHHS. Ynpyraa cnnoinHaH
cpcfla, KOTopan He ynoBjieTBopaeT XOTH 6 M oflHoiwy H3 jnoMHHyTtnc npeHnojio>KeHHii, Ha3BSHa cmioiil-
HOH cpefloii THna Koccepa.

B pa6oTe AaeTCH o63op 3apfM MexaHHKH cpefl sioro rana. O6cyn<Haeicji, flOBOHŁHO noflpo6HOj o6a
ocHOBHtie HanpaBneHHa pa3BHTHH. IlepBoe H3 HHX COCTOHT B o6o6meHHH KHHeiwaTHKH cpe^bi (sjieineHT
HiweeT He 6onee -rpex CTeneHeii CBo6oflbi), Torfla KaK BTopoe HanpaBJieiiHe nocTyjiHpyeT Hajiirene BBIC-
UIHX rpaflHeHTOB B nepeMemeHHH B BBipaHceHHH flita njioTHOCTH BiiyTpeHHeii aHeprHH. O6a STH nofl-
xofla npHBOflaT K HecHMMeTpi-iH Ten3opa Hanpnn<eHH«[ u K Tai< Ha3. Hanpn>KeHHHM Bticmero nopaflKa.
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B pa6oTe oScywflaioTca nocJieflOBaTejibno: rHpocKonmecKan cpefla Koccepa, Tcopun HenpocTbix
MaTepnajiOB BToporo nopnAKa, Teopmi Tejia c MaKpoerpu-cTypoń (B CMWCJie flonojiHHTejiBHŁK CTeneHeft

onpefl;eji}ieMbix nojieiw HanpaBjraiomHM BeKTop)3 Teopmi cpep; c MyjiBTHnojrapHbiMH nepeMe-
(aononHHTejiBHwe cTeneHH CBo6oflhi onpeflenaioTCH flByKTCTCHHbiMH TeHsopiibiniH noimma),

Teopiia HenpocTbix MaTepnajioB Bbicntero nopHflKa, a Tai<>Ke Taić Ha3. KOHCTpyKmioHHaH MHKpocTpyK-
Typa. B pa6oTe yi<a3WBaeTCH o6mnpHan

S u m r a a r y

MECHANICS OF CONTINUOUS MEDIA — COSSERAT TYPE

With regard to the problems concerning mechanics of continuous media, it is assumed, on the whole,
that any materiał point of the medium is characterized by three freedom degrees and that the density of
interna! energy depends on first derivatives of displacement vector and not on the higher ones. With such
assumptions the state of stress is defined uniąuely by the symmetric stress tensor. The elastic continuous
medium in which at least one of the mentioned conditions does not exist is called the continuous medium
of Cosserat type.

The paper gives the survey of problems concerning mechanics of media of such a type. Two basie deve-
lopment trends are discussed in a morę detailed way. The generalization of medium kinematies (an element
of medium is characterized by morę than three freedom degrees) is the basis of the first trend, while existence
of higher order gradients of displacement in the equation for density of internal energy applies to the second
one. Both approaches lead to nonsymmetry of the stress tensor and to the so-called higher order stresses.

The paper deals successively with the following problems: gyroscope Cosserat medium, theory of non-
simple materials of second order effect, theory of body with microstructure (in the meaning of additional
freedom degrees defined by director field), theory of media with multipolar displacement (additional freedom
degrees are defined by two point tensor flelds), theory of non-simple materials of higher order effects and
so-called construetion microstructure. A large bibliography is also included.

Praca została złożona w Redakcji dnia 2 sierpnia 1966 r.
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KONFERENCJA NAUKOWA ZAKŁADU MECHANIKI
OŚRODKÓW CIĄGŁYCH W KOŁOBRZEGU

PRZEGLĄD REFERATÓW

W dniach od 26 sierpnia do 4 września 1966 r. odbyia się w Kołobrzegu dziesiąta z kolei konferencja
naukowa zorganizowana przez Zakład Mechaniki Ośrodków Ciągłych IPPT PAN. W konferencji wzięło
udział ogółem 159 osób, przy czym 23 osoby stanowiły grupę reprezentującą zagraniczne ośrodki naukowe.
W grupie tej reprezentowanych było 10 krajów (Anglia, Austria, Czechosłowacja, Francja, Indie, Norwegia,
NRD, Rumunia, USA, ZSRR). Uczestnicy zagraniczni przedstawili 19 prac, uczestnicy krajowi 67,
w sumie wygłoszono więc 86 referatów.

Wśród uczestników krajowych dużą liczbę stanowili pracownicy Zakładu Mechaniki Ośrodków Ciąg-
łych, których było ogółem pięćdziesięciu czterech, pozostali reprezentowali różne ośrodki naukowe w kraju
(Warszawa, Kraków, Łódź, Poznań, Wrocław, Częstochowa i Gdańsk).

Fakt, że w obradach wzięli udział wybitni uczeni zarówno krajowi jak i zagraniczni, przyczynił się do
zapewnienia wysokiego jak zwykle poziomu naukowego konferencji.

Tematyka konferencji była niezwykle szeroka. Dużo uwagi poświęcono problemom zupełnie nowym,
które stanowiły bogate uzupełnienie zagadnień rozpatrywanych z klasycznego punktu widzenia. Z tego
względu zaproponowany niżej podział tematyczny nosi charakter orientacyjny i nie jest w stanie objąć
ściśle wszystkich kierunków reprezentowanych w referatach. Podział ten przedstawia się następująco:

1. Teoria sprężystości i termosprężystość
2. Teoria plastyczności i reologia
3. Problemy dynamiczne
4. Teoria defektów i zagadnienia strukturalne
5. Analiza konstrukcji inżynierskich
6. Prace eksperymentalne
Zamieszczony niżej krótki przegląd referatów może stanowić jedynie pewien materiał informacyjny

o stanie zaawansowania i kierunkach obecnie prowadzonych badań. Natomiast przegląd ten, ze względu
na obszerną tematykę, nie zawiera krytycznej i odpowiednio rzeczowej analizy konferencji w Kołobrzegu.

1. Teoria sprężystości i termosprężystość. Do tej grupy zaliczone zostały prace dotyczące klasycznych
zagadnień teorii sprężystości z uwzględnieniem zagadnień brzegowych dla płyt i powłok, jak również proble-
my nieliniowe i prace z lermosprężystości. Włączono do tej grupy również prace, w których rozważane są
ośrodki włókniste.

Wygłoszono cztery referaty z dziedziny płyt i powłok w zakresie klasycznej teorii sprężystości. K. HENNIG
(NRD) przedstawił zmodyfikowaną metodę A. I. ŁURIEGO rozwiązywania zagadnień płaskich teorii spręży-
stości. Autorowi udało się uzyskać równania dwuwymiarowe, analogiczne do występujących w teorii powłok.
Pokazano, że dla płyty uzyskuje się równanie różniczkowe, podane przez ŁURIEGO, jako przypadek
szczególny.

C. JENSEN (Norwegia) zajął się wyprowadzeniem równań liniowej teorii sprężystości cienkich niepłaskich
powłok o dwóch lub jednej rodzinie prostych tworzących.

Pracę na temat obliczania płyt sprężystych zreferował M. HAIMOVICI (Rumunia). Podana metoda polega
na założeniu rozwiązania w postaci szeregu funkcji, których ciąg posiada pewne własności układu zupełnego.
Funkcje te spełniają określone warunki brzegowe. Współczynniki szeregu wyznacza się metodą wariacyjną.
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W. PIETRASZKTEWICZ przeprowadzi! dyskusję-wieloznaczności funkcji naprężeń dla powłok dwa- i wielo-
spójnych wychodząc z liniowej teorii powłok o malej wyniosłości. Autor wykazał, że wieloznaczność funkcji
naprężeń zależy tylko od istnienia pionowej składowej głównego wektora momentu oraz pionowej składowej
głównego wektora sił działających na wewnętrzny kontur zamknięty. Podany został algorytm rozwiązania
dla powłoki obrotowej o małej wyniosłości o dwuspójnym obszarze przy dowolnym obciążeniu powierz-
chniowym.

Zagadnienia dotyczące współdziałania dwóch lub więcej elementów sprężystych poruszone zostały
w pracach G. S. SZAPIRO (ZSRR), J. KOWALSKIEGO oraz G. HEINIUCHA (Austria). Pierwszy z wymienionych
autorów przedstawił rozwiązania płaskich osiowo-symetrycznych oraz przestrzennych problemów doty-
czących ośrodków składających się z płaskich warstw równoległych przy danych naprężeniach na brzegach
ośrodka. Rozpatrzone zostały warstwy sprężyste bez uwzględnienia i z uwzględnieniem naprężeń momen-
towych, warstwy lepkosprężyste oraz problemy konsolidacji dla ciał warstwowych.

J. KOWALSKI wyprowadził wzory na przemieszczenia i naprężenia w przestrzeni sprężystej zawierającej
walec nieskończony poddany działaniu statycznej siły wzdłuż jego osi. Rozwiązanie zostało sprowadzone
do pojedynczych całek Fouriera.

Problem zachowania się walca kołowego na nieskończonej płaszczyźnie, na który poza siłą normalną
i styczną działa także sita osiowa, rozpatrzony został przez G. HEINRICHA. Zagadnienie prowadzi do układu
nieliniowych równań całkowych, który rozwiązano w sposób przybliżony.

Tutaj należy również wymienić pracę G. SZEFERA oraz pracę B. STACHOWICZ i G. SZEFERA. Pierwsza
z tych prac dotyczy dwóch zagadnień osiowo-symetrycznych: zagadnienia nacisku stempla oraz zagadnienia
szczeliny. Założona została niejednorodność półprzestrzeni sprężystej, polegająca na wykładniczej zmianie
modułu sprężystości wraz z głębokością. Zadanie rozwiązane zostało w przemieszczeniach za pomocą
transformacji Hankela. Otrzymane dualne równania całkowe rozwiązano efektywnie metodą Uflanda-
Lebiediewa.

W drugiej pracy autorzy zajęli się badaniem naprężeń kontaktowych w półplaszczyźnie sprężystej pod
działaniem stempla. Również i w tej pracy założono, że moduł sprężystości zmienia się wykładniczo z głębo-
kością. Wychodząc z funkcji naprężeń Airy'ego zastosowano transformację Fouriera, a otrzymany problem
brzegowy sprowadzono do dualnych równań całkowych, które rozwiązano metodą Noble'a.

Pracę dotyczącą niesymetrycznych zagadnień teorii sprężystości wygłosił P. P. TEODORESCU (Rumunia).
Autor przedstawił pewną ogólną metodę konstruowania sił skupionych dla tego typu zagadnień w oparciu
o zasadę superpozycji.

Zagadnienia termosprężystości poruszone zostały w sześciu referatach, W. NOWACKI przedstawił pod-
stawy sprzężonej termosprężystości, w której deformacja ciała opisana została przez wektor przemieszczenia,
wektor rotacji oraz temperaturę. Korzystając z podstaw termodynamiki procesów nieodwracalnych wypro-
wadzono równanie konstytutywne oraz podstawowe równanie różniczkowe termosprężystości. Roz-
patrzone zostało szczegółowo zagadnienie propagacji fal termosprężystych w nieograniczonym ośrodku
0 izotropii centrosymetrycznej. Podana została zasada prac wirtualnych, podstawowe równanie energe-
tyczne i twierdzenie o jednoznaczności rozwiązań. Jako przypadek szczególny niesymetrycznej termo-
sprężystości rozpatrzona została termosprężystość ośrodka Cosseratów.

Dwie prace, przedstawione przez A. GAŁKĘ oraz R. B. HETNARSKIEGO, dotyczyły bardziej szczególnych
zagadnień sprzężonych termosprężystości. Autor pierwszej z nich zajął się wyznaczeniem przemieszczeń
1 temperatury w sprzężonym płaskim zagadnieniu, gdy działa punktowe źródło ciepła i skupiona siła masowa,
zmieniające się dowolnie w czasie. Zastosowana została transformacja Laplace'a, a następnie, po rozwinięciu
w szereg względem parametru sprzężenia, otrzymano wynik przybliżony.

W drugiej z tych prac, R. B. HETNARSKI przedstawił rozwiązanie jednowymiarowego zagadnienia sprzę-
żonego dla ciała nieograniczonego, gdy jako warunki początkowe przyjęto przemieszczenie, prędkość
przemieszczenia oraz temperaturę w postaci dowolnych funkcji zmiennej przestrzennej. Otrzymano rozkład
przemieszczenia i temperatury korzystając z operatorowej metody funkcji początkowych.

Rozwiązanie ąuasi-statycznego zagadnienia termosprężystości dla walca wynurzającego się ze stałą
prędkością z półprzestrzeni o stałej temperaturze podał T. ROŻNOWSKI. Autor wykorzystał wyniki poprzed-
nich swoich prac i uzyskał rozwiązanie zawierające funkcje Bessela, funkcje błędu oraz pojedyncze całki
charakterystyczne dla problemu walca.
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W. L. INDENBOM (ZSRR), referując pracę przygotowaną wspólnie z W. I. DANIŁOWSKĄ (ZSRR), zajął
się zagadnieniem powstawania fal termosprężystych w wyniku działania sił bezwładności przy nagłej zmianie
temperatury. Przez superpozycję fal koherentnych można otrzymać wzrost amplitudy. Ze względu na
analogię między równaniami potencjału termosprężystego i potencjału ruchomego naboju w elektrodyna-
mice można wyprowadzić wniosek, że pola temperatur poruszające się z prędkościami naddźwiękowymi
powodują promieniowanie dźwiękowych fal termosprężystych analogiczne do promieniowania Czeren-
kowa. Szczególną uwagę zwrócono na metody generowania takich fal, na przykład przy oddziaływaniu
strumieni światła na ciała stałe.

Stan naprężenia w wydrążonej kuli sprężysto-plastycznej poddanej procesowi ogrzewania-chłodzenia
zbadał B. RANIECKT. Sposób otrzymania chwilowych i końcowych stanów naprężenia podano w oparciu
0 teorię deformacyjną przy założeniu liniowego wzmocnienia i pominięciu wpływu temperatury na własności
fizyczne materiału.

Kilka prac poświęconych zostało ośrodkom włóknistym. Wyprowadzeniem równań termosprężystości
ciał z mikrostrukturą zajęli się Cz. WOŹNIAK i F. PIETRAS. W oparciu o ogólne równania termosprężystości
wielobiegunowego ośrodka ciągłego wyprowadzono i omówiono równania termosprężystości anizotropo-
wego i niejednorodnego płaskiego kontinuum Cosseratów. Otrzymane równania można wykorzystać
w teorii ośrodków włóknistych jako podstawę obliczeń naprężeń cieplnych w tarozach perforowanych
1 płaskich siatkach.

F. PIETRAS i J. WYRWIŃSKI podali przybliżone metody obliczania naprężeń cieplnych w tarczach o struk-
turze siatkowej, przy czym jako model takich tarcz przyjęli włóknisty anizotropowy ośrodek Cosseratów.
Omówione zostało zagadnienie efektu brzegowego, wywołane polem temperatury.

Rozwiązania asymptotyczne dla płaskiego ośrodka włóknistego przedstawił K. WILMAŃSKI. Rozwiązania
podano w postaci dwóch procesów iteracyjnych. Wykazano zbieżność otrzymanego rozwiązania do rozwią-
zania ścisłego.

S. KONIECZNY i K. PUSTELNIK zajęli się teorią efektu brzegowego dla płaskich ośrodków włóknistych
jako modeli siatkowych tarcz i płyt. W oparciu o tę teorię przedstawiono metodę obliczeniową dla tarczy
i płyty kołowo-symetrycznej.

Kołowo-symetryczne zagadnienie dużych ugięć płyt kolistych zawierających dużą liczbę regularnie
rozmieszczonych otworów rozpatrzył P. KLEMM. Jako jednospójny model takich płyt autor przyjął ośrodek
włóknisty o siatce biegunowej. Dla pewnej klasy płyt perforowanych podane zostały zależności energetyczne,
z których uzyskano proste rozwiązania.

Do prac o znaczeniu ogólnym należy zaliczyć referat Z. WASIUTYŃSKIEGO. Autor przedstawił zagadnienie
zależności liniowej między składowymi tensora odkształcenia. Po wprowadzeniu zależności funkcyjnej
między składowymi odkształcenia omówiono własności takiej zależności. Przedyskutowano otrzymane
związki i zilustrowano je przykładami.

Pracę na temat twierdzenia Noether dla ośrodka ciągłego oddziaływującego z polami zewnętrznymi
przedstawił D. ROGULA. Na podstawie twierdzenia Noether wykazano istnienie równań zachowania dwóch
typów: równań związanych z symetrią przestrzeni fizycznej i czasu oraz równań związanych z symetrią
wewnętrzną ośrodka. Wyniki zilustrowano na przykładzie ośrodka polaryzowanego elektrycznie, oddziały-
wującego z polem elektromagnetycznym.

Kinematyką powierzchniowych i liniowych elementów ośrodka ciągłego zajął się Z. WESOLOWSKI.
Całkowite skończone odkształcenie elementów podzielone zostało na odkształcenie czyste, określone ten-
sorem symetrycznym, oraz na sztywny obrót, określony tensorem ortogonalnym. Szczegółowo rozpatrzono
przypadek, gdy odkształcenie i obrót są małe.

Pracę na temat kinematyki umiarowych sześcioboków wichrowatych przedstawił D. L. GAUTHIER
(Francja).

2. Teoria plastyczności i reologia. W grupie tej przedstawiono nowe koncepcje matematycznego opisu
zachowania się materiałów niesprężystych, termodynamiczne teorie ośrodka ciągłego oraz takie problemy,
jak płaskie zagadnienia teorii plastyczności, zagadnienia nośności granicznej,,problemy mechaniki ośrodka
sypkiego oraz zagadnienia liniowej i nieliniowej teorii lepkosprężystości.

Grupę prac obejmujących podstawy teorii plastyczności i ośrodków niesprężystych otworzyła praca
W. OLSZAKA i P, PERZYNY dotycząca wyprowadzenia ogólnych równań konstytutywnych dla materiału

8 Mechanika teoretyczna •
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sprężysto-lepkoplastycznego, którego cechą charakterystyczną jest to, że przed uplastycznieniem posiada
tylko właściwości sprężyste, a po uplastycznieniu wykazuje sprzężone efekty sprężyste, plastyczne i lepkie.
Otrzymane równania wyprowadzone zostały z równań konstytutywnych dla materiałów prostych przy
założeniu odkształceń skończonych i anizotropii materiału oraz spełnieniu zasady obiektywności materiał"
nej. Przy powyższych założeniach P. PERZYNA i W. WOJNO podali warunki ograniczające równania konsty-
tutywne dla sprężysto-lepkoplastycznych materiałów, wynikające ze spełnienia pierwszego i drugiego
prawa termodynamiki. W przypadku granicznym uzyskano równania konstytutywne dla materiałów sprę-
żysto-plastycznych, jakie sformułowali GREEN i NAGHDI.

Nową koncepcję opisu zanikania pamięci dla materiałów prostych przedstawił P. PERZYNA. W oparciu
0 metryczną przestrzeń topologiczną sformułowane zostały zasady zanikania pamięci oraz wyprowadzono
podstawowe twierdzenie o reprezentacji funkcjonału konstytutywnego. Wykorzystanie topologicznej prze-
strzeni metryzowalnej pozwoliło na uzyskanie dużej ogólności w opisie zanikania pamięci.

Opierając się na metodzie analizy termodynamicznej, opracowanej przez COLEMANA dla materiałów
prostych, S. ZAHORSKI podjął próbę wyprowadzenia teorii ośrodków ciągłych z oddziaływaniami wyższych
rzędów, uwzględniając nie tylko wyższe gradienty odkształcenia, ale i pewną mikrostrukturę charaktery-
zującą się polem wektorów kierunkowych i ich gradientów. Rozważono takie zagadnienia, jak bilans energii,
równania ruchu, równania konstytutywne oraz pewne ograniczenia wynikające z nierówności Clausiusa-
Duhema.

Z. SOBÓTKA (Czechosłowacja) przedstawił równania przyrostowej teorii plastyczności ośrodków anizo-
tropowych w formie wiążącej składowe prędkości odkształceń i naprężeń, uwzględniając jednocześnie
ściśliwość ośrodka. Wprowadzone zostały nowe potencjały plastyczności dające efekty drugorzędnego
plastycznego płynięcia. Pewnymi aspektami przyrostowych związków fizycznych w teorii plastyczności
zajęła się również M. MIHAILESCU (Rumunia). Zaproponowane przez N. CRISTESCU prawo dynamicznego
odkształcania się materiału dla przypadku jednowymiarowego zostało rozszerzone na przypadek fal płaskich.

Uogólnieniu teorii wzmocnienia kinematycznego poświęcona była praca Z. MROZA. Rozważony został
przypadek zmiennych modułów wzmocnienia zależnych od historii obciążenia przy jednoczesnym zacho-
waniu hipotezy o istnieniu powierzchni uplastycznienia przemieszczającej się równolegle. Wykazano, że przy
zastosowaniu nowej hipotezy można opisać efekty pamięci materiału przy obciążeniach o zmiennym znaku.

Stosując metodę kinematyczną teorii nośności granicznej ustrojów sztywno-idealnie plastycznych
1 rachunek prawdopodobieństwa J. MURZEWSKI określił parametry rozkładu nośności granicznej prostszych
układów elementów wykonanych z materiału mikroskopowo niejednorodnego takiego, że granica plastycz-
ności jest funkcją stochastyczną punktu fizycznego. M. JANAS przeprowadził analizę wpływu zmian geometrii
na nośność graniczną płyt zbudowanych z materiałów o różnych charakterystykach plastyczności przy
ściskaniu i rozciąganiu (np. płyty żelbetowe). Rozpatrzono zjawisko przeskoku, związane z niestatecznym
zachowaniem się rozpatrywanych układów oraz zanalizowano wpływ odkształceń sprężystych.

Tematycznie ze sobą związane i odnoszące się do zastosowania płaskich stanów teorii plastyczności
do procesów obróbki plastycznej są prace J. RYCHLEWSKIEGO, B. A. DRUJANOWA i J. NAJARA. J. RYCH-
LEWSKI rozważał zagadnienie optymalnego kształtu matrycy do przeciągania pasma z materiału sztywno-
idealnie plastycznego. Wykazano, że w przypadku matrycy bez tarcia optymalny kształt uzyskuje się, gdy
trajektorie naprężeń głównych pokrywać się będą z pewną ortogonalną siatką materialną, będącą prosto-
liniową przed i po deformacji pasma. Zagadnieniem walcowania warstwy o dużej grubości zajął się
B. A. DRUJANOW (ZSRR) zakładając, że walce są sztywne oraz siły tarcia mogą osiągnąć granicę plastycz-
ności na ścinanie. Dla przypadku, gdy na całej linii kontaktu nie występuje poślizg, skonstruowano siatkę
charakterystyk, określoną z dokładnością do dwóch funkcji, które znajduje się z warunków kinematycz-
nych. Analizę płaskiego przepływu ośrodka sztywno-idealnie plastycznego w przypadku gdy nie można
założyć ąuasi-statyczności ruchu przeprowadził J. NAJAR. Wykazano istotny wpływ członów inercyjnych
w równaniach ruchu w zakresie dopuszczalnych parametrów technologicznych takich jak prędkość narzędzia
lub wymiary materiałów.

W pracy J. ZAWIDZKIEGO rozważono ogólne stany płaskie niejednorodnych ośrodków plastycznych.
Wykorzystano geometryczne własności nieortogonalnych układów krzywoliniowych do analizy typu otrzy-
mywanego układu równań oraz do znalezienia ogólnej postaci związków wzdłuż charakterystyk.

Zagadnieniu ośrodków sypkich były poświęcone prace J. KRAVTCHENKI (Francja), I. KISIELA i Cz. SZY-
MAŃSKIEGO. W pracy pierwszej rozpatrzono osobliwości typu Karmana-Sokołowskiego w teorii równowagi
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granicznej gruntów spoistych. Rozpatrzono zagadnienie wciskania stempla kołowego w półprzestrzeń
wypełnioną ośrodkiem sypkim. Do całkowania równań mających wyżej wspomniane osobliwości zastoso-
wano metodę Poincarego. W pracy drugiej I. KISIEL przeprowadził analizę zagadnienia osuwiska i jego
mechanizmu. W oparciu o czteroparametrowy model reologiczny Maxwella-Saint Venanta rozważono
zagadnienie półwarstwy pod obciążeniem własnym, posadowionej na sztywnym gładkim podłożu. Pracę
dotyczącą metody sprowadzania równań różniczkowych cząstkowych ąuasi-liniowych typu hiperbolicz-
nego do postaci kanonicznej przedstawił Cz. SZYMAŃSKI. Podano zastosowanie opracowanej metody dla
wielu zagadnień teorii plastyczności i ośrodków sypkich.

Osobną grupę stanowią prace dotyczące liniowych i nieliniowych zagadnień teorii lepkosprężystości-
M. PREDELEANU (Rumunia) przedstawił dowody istnienia i jednoznaczności mieszanych zagadnień brzego-
wych w liniowej teorii lepkosprężystości. Z. BYCHAWSKI i A. Fox sformułowali równania konstytutywne
nieliniowej lepkosprężystości, wyrażając składowe stanu odkształcenia bądź przez nieliniowe operatory
całkowe, zawierające uogólnioną funkcję pełzania, bądź zapisując je w formie przyrostowej. Podano metodę
odwracania nieliniowych operatorów całkowych do postaci różniczkowej.

Rozwiązanie obrotowo-symetrycznej geometrycznie nieliniowej powłoki, której zachowanie się opisane
jest za pomocą omówionych wyżej równań konstytutywnych Bychawskiego-Foxa, przedstawione zostało
przez H. KOPECKIEGO. Rozwiązanie dla funkcji naprężeń oraz funkcji ugięcia przyjęto w postaci szeregów
potęgowych o współczynnikach zależnych od czasu.

Do grupy tej można również zaszeregować pracę J. LITWINISZYNA «O zjawisku kolmotacji», w której
rozważono interesujące z punktu widzenia matematycznego i ważne praktycznie zagadnienie przepływu
cząstek oraz podano weryfikację doświadczalną otrzymanych rezultatów teoretycznych.

3. Problemy dynamiczne. Do tej grupy prac zaliczono zagadnienia rozprzestrzeniania się fal w ośrodkach
ograniczonych i nieograniczonych, sprężystych i niesprężystych, w ośrodkach kontynualnych oraz w kryszta-
łach, zagadnienia flatteru powłok, niektóre problemy drgań płyt, zagadnienie dynamiki płyty pływającej
oraz problem stabilności drgań. Włączono również prace dotyczące metod rozwiązywania dynamicznych
zagadnień brzegowych.

W pierwszej z dwu wygłoszonych prac S. KALISKI rozważył zagadnienie występowania bieżących fal
powierzchniowych w układach ograniczonych typu samowzbudnego. Fale takie powstają np. w wyniku
mechanicznego ruchu układu oscylatorów nad wycinkiem półprzestrzeni sprężystej (przypadek rezonanso-
wy) lub ruchu gazu nad takim wycinkiem wzmocnionym płytą (przypadek tłumieniowy). Zdaniem autora
podobnych analogii można oczekiwać dla bardziej złożonych układów fizycznych w szczególności w teorii
pól sprzężonych oraz w teorii wzmacniaczy ultra i hiperdźwiękowych.

Efekt samowzbudności w drugiej pracy S. KALISKIEGO wykorzystany został do uzyskania rozwiązania
dla tzw. «rezonatora idealnego», tj. takiego, dla którego amplituda w rezonansie w zakresie liniowym jest
nieograniczona. Obydwie prace otwierają szerokie możliwości zastosowań praktycznych we współczesnej
technice.

Odrębna grupa reprezentowana przez prace S. KALISKIEGO i S. WOROSZYŁA, Z. DŻYGADŁY, B. GAIL
oraz J. NIESYTTY dotyczyła zagadnień aerosprężystości. W pracy S. KALISKIEGO i S. WOROSZYŁA rozważono
zagadnienie flatteru wirującej powłoki cylindrycznej, zanurzonej w gazie idealnym. Rozwiązanie uzyskano
w postaci fali bieżącej z dyskretnym zbiorem liczb falowych. Z. DŻYGADLO przedstawił wyniki swych prac
dotyczących zjawisk związanych z działaniem zaburzeń jawnie zależnych od czasu na powierzchniowe
aerosprężyste układy samowzbudne. Zjawiska te rozpatrzono na przykładach problemów brzegowych
parametryczno-samowzbudnych i wymuszonych drgań płyty o skończonej długości w płaskim opływie
naddźwiękowym.

Zagadnienie flatteru wycinka powłoki cylindrycznej w opływie naddźwiękowym było tematem pracy
B. GAIL. J. NIESYTTO rozpatrzył również drgania samowzbudne cienkiej powłoki osiowo-symetrycznej
o skończonej długości przy przepływie wewnątrz powłoki gazu z prędkością naddźwiękową. Dla różnych
parametrów konstrukcyjnych i materiałowych powłoki wyznaczono prędkości krytyczne przepływu.

N. W. ZWOLIŃSKI (ZSRR) podał rozwiązanie problemu fali obciążenia w półnieskończonym sprężysto-
plastycznym cylindrze, gdy krzywa naprężenie-odkształcenie jest skierowana wypukłością do góry oraz
rozwiązanie problemu odbicia płaskiej fali sprężysto-plastycznej od granicy podziału dwu ośrodków w przy-
padku, gdy krzywa naprężenie-odkształcenie jest skierowana wklęsłością do góry. W obydwu przypadkach
zakłada się, że obciążenie zachodzi przy zachowaniu stałej gęstości.
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Problemem rozprzestrzeniania się fal termo-sprężysto-plastycznych zajęli się N. CRISTESCU i I. SULICIU
oraz N. CRISTESCU i G. DINCA. Rozpatrzone zostały fale podłużne oraz fale płaskie. Do rozważań przyjęto
różne postacie prawa przewodnictwa ciepła między innymi prawo S. KALISKIEGO. Uzyskano pewne intere-
sujące ograniczenia odnośnie do równań konstytutywnych.

Również zagadnieniem rozprzestrzeniania się jednowymiarowych fal obciążenia i odciążenia w ośrodku
niejednorodnym, opisanym modelem Prandtla z liniowym wzmocnieniem, zajął się E. WŁODARCZYK. Dla
pewnej określonej klasy materiałów rozwiązanie uzyskano w postaci zamkniętej.

Analizę fal przyśpieszenia w ośrodku sprężysto-lepkoplastycznym (lepkość w zakresie odkształceń
sprężystych) przy założeniu dużych odkształceń przeprowadzili P. PERZYNA i J. BEJDA. Z warunku realności
fali otrzymano pewne ograniczenia, jakie powinny być nałożone na postać równań konstytutywnych.

Opracowaniu ogólnych metod rozwiązywania zagadnień brzegowych w ośrodkach niesprężystych
i sprężystych były poświęcone prace P. PERZYNY i A. PIELORZ oraz Cz. RYMARZA. W pierwszej przeprowa-
dzono konfrontację stosowanych metod przybliżonego rozwiązywania problemów falowych w ośrodkach
niesprężystych oraz opracowano metodę kolejnych przybliżeń w oparciu o koncepcję R. COURANTA. W pracy
drugiej opracowano przybliżoną metodę rozwiązywania pewnych problemów brzegowych dynamicznej
teorii sprężystości w obszarach o osiowej symetrii. W pracach tych podane zostały dowody zbieżności
rozwiązania przybliżonego oraz określono obszar jego zbieżności.

Pozostałe dwie prace dotyczyły problemów drgań. G. SCHMIDT (NRD) przedstawi! dwie metody określa-
nia stabilności drgań nieliniowych wymuszanych parametrycznie, jedną — opartą o metodę E. METTLERA
polegającą na rozwinięciu równań w szeregi Fouriera, drugą — opartą na sposobie W. HAACKE polegającą
na rozwinięciu rozwiązań dla specjalnych warunków początkowych w proste szeregi potęgowe.

Drgania nieograniczonej płyty sprężystej znajdującej się na powierzchni cieczy ściśliwej były przedmio-
tem badań R. SOŁECKIEGO. Stosując dla półprzestrzeni rozwiązanie typu potencjału opóźnionego oraz zakła-
dając obciążenie typu impulsowego, a następnie stosując kolejno transformację Laplace'a, twierdzenie
Bartelsa-Churchilla i transformację Fouriera otrzymano rozwiązanie zadania w postaci całki Fouriera
Bessela.

4. Teoria defektów i zagadnienia strukturalne. Do grupy tej zaliczone zostały prace z zakresu teorii dyslo-
kacji, a także zagadnienia ośrodków wielofazowych i problemy inkluzji.

Z teorii dyslokacji przedstawiono trzy prace. W pierwszej z nich Ł. TURSKI omówił zasadę wariacyjną
dla równań równowagi i niezgodności odkształceń w kontynualnej teorii dyslokacji. Autor pokazał, jak
przez zmianę pewnej grupy transformacji, na podstawie pól kompensujących Utiyamy, można uzyskać
równania równowagi i niezgodności odkształceń ośrodka z dyslokacjami.

E. KOSSECKA wyprowadziła wzór na tak zwaną siłę samooddziaływania pojedynczej dyslokacji skoncen-
trowanej. Siła ta jest wynikiem oddziaływania dyslokacji z jej własnym polem sprężystym. Punktem wyjścia
jest zasada wariacyjna polowej teorii defektów w ośrodku sprężystym oraz zasada Wheelera-Feynmana,
stosowana w elektrodynamice do wyznaczania siły samooddziaływania elektronu.

Wyniki badań nad charakterem ruchu dyslokacji skoncentrowanych w oparciu o polową teorię defektów
przedstawił J. KOSSECKI. Przy założeniu, że dyslokacja znajduje się w nieskończonym ośrodku sprężystym,
zbadano kilka przypadków ruchu rozpatrując zarówno dyslokacje nieważkie jak i posiadające masę.

Statystyczną teorią ciągłego rozkładu dyslokacji zajął się A. RADOWICZ wychodząc z metod klasycznej
mechaniki statystycznej. Autor wyprowadził równania: ąuasi-ciągłości, ruchu oraz transporu energii.

Pracę poświęconą badaniu ośrodka wielofazowego przedstawił Cz. ETMER. Autor sformułował na pod-
stawie metod statystyki matematycznej problem naprężeń rzeczywistych i naprężeń średnich w poszczegól-
nych fazach ośrodka wielofazowego. Zagadnienie dotyczy również innych charakterystyk statystycznych
ważnych ze względu na powiązanie własności ziaren z własnościami ośrodka jako całości. Rozwiązanie
ogólne uzyskane zostało w oparciu o metodę polaryzacji dla niejednorodnego ośrodka nieograniczonego.

Zagadnienie pola sprężystego wywołanego przez inkluzję w nieskończonym ośrodku anizotropowym
zostało przedstawione przez L. J. WALPOLE (Anglia). Rozwiązanie uzyskano metodą kolejnych przybliżeń.
Bardziej szczegółowe wyniki podano dla przypadku inkluzji w kształcie kuli.

Na temat modelu Poissona ośrodka kruchego z losowymi mikrouszkodzeniami wewnętrznymi mówił
J. SOJKA. Autor zanalizował sprężysto-kruchy ośrodek z mikrostrukturą.
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5. Analiza konstrukcji inżynierskich. Należy tu wyróżnić grupy tematyczne liczniej reprezentowane,
mianowicie prace z zakresu optymalnego projektowania, stateczności konstrukcji oraz prace pokrewne.

Wśród prac dotyczących optymalnego projektowania M. ŻYCZKOWSKI rozważył zagadnienie optymal-
nego kształtowania cienkościennego zamkniętego profilu belek zginanych przy uwzględnieniu warunków
stateczności, przyjmując jako kryterium kształtowania minimalny ciężar.

Praca, którą przedstawił W. KRZYŚ, zawierała analizę optymalnego kształtowania cienkościennych
prętów osiowo-ściskanych w zakresie niesprężystym. Podano optymalne rozwiązanie przy założeniu dowol-
nej charakterystyki materiału; równocześnie autor pracy przedstawił numeryczno-graficzną metodę kształ-
towania rozpatrywanego pręta dla dowolnej charakterystyki materiału, niekoniecznie opisanej równaniem
analitycznym.

W referacie M. GALOSA omówiono metodę obliczania nośności granicznej skręcanych prętów zakrzy-
wionych oraz analogię dla plastycznego skręcania prętów niejednorodnych. Rozwiązano efektywnie kilka
przypadków kształtu przekroju przy założeniu jednorodności oraz pewnej specjalnej niejednorodności
materiału.

Również praca W. MARKSA dotyczyła zagadnień związanych z optymalnym projektowaniem, mianowicie
przedyskutowano rozmieszczenie cięgien w belkach sprężonych. Jako kryterium kształtowania obrano
wyrównanie w każdym punkcie ustroju odkształceń głównych do wartości stałych. Zagadnienie to sformuło-
wano w postaci równania różniczkowego, z którego po rozwiązaniu można znaleźć przekrój oraz kierunek
cięgna sprężającego.

W grupie prac dotyczących zagadnień stateczności konstrukcji Z. BRZOSKA i J. KAPKOWSKI przedstawili
studium stateczności słupa żurawia wieżowego z liną odciągową i przeciwwagą umieszczoną u podstawy
słupa. W pracy, która składała się z dwóch części, autorzy rozpatrzyli wyboczenie symetryczne w płaszczyź-
nie wypadu oraz wyboczenie niesymetryczne (prostopadłe do płaszczyzny wypadu) uwzględniając oprócz
odkształcalności słupa na zginanie, również wpływ skrętnej odkształcalności giętnej.

S. BUĆKO zajął się sprężysto-plastycznym wyboczeniem promieniowo ściskanych powłok walcowych.
W pracy podano metodę wyprowadzania wzorów określających stateczność powłok walcowych zarówno
w zakresie sprężystym jak i niesprężystym, przy czym otrzymane równania rozwiązano metodą uogólnio-
nych szeregów potęgowych.

Natomiast M. ŁUKOWIAK i S. ZIELIŃSKI przedstawili pracę o stateczności prostokątnych i kołowych płyt
wielootworowych wykorzystując teorię ośrodka włóknistego. Rozważania te doprowadziły do wyznaczenia
sił krytycznych dla niektórych płyt prostokątnych.

Wśród pozostałych prac W. BARAŃSKI przedstawił analizę zginania siatkowych powłok walcowych
w oparciu o równania powierzchniowego ośrodka włóknistego.

Również praca H. FRĄCKIEWICZA dotyczyła mechaniki siatek powierzchniowych, gdzie rozważono
geometrię, równania równowagi i związki fizyczne dyskretnej siatki powierzchniowej. Po wprowadzeniu
założeń określających fizyczną strukturę siatki autor podał równania równowagi oraz równania konsty-
tutywne i wykazał analogię powyższych równań z równaniami teorii powłok.

W. GUTKOWSKI przedstawił rozważania dotyczące analizy siatek prętowych w oparciu o geometrię
liczb. Odpowiednio zdefiniowana siatka punktów umożliwia analizę układów prętowych o różnorodnych
konfiguracjach; dalsze rozważania umożliwiły zdefiniowanie deformacji siatki punktów, związków fizycz-
nych i równań ruchu węzłów siatki prętów.

W referacie S. ŁUKASIEWICZA przedstawiono obliczenia rozkładu ugięć i naprężeń w powłoce kulistej
w okolicy punktu działania siły skupionej, stycznej do powierzchni powłoki i skupionego momentu zgina-
jącego. Ugięcie powłoki i funkcje naprężeń przedstawiono w postaci całek Fouriera; uzyskane w ten sposób
rozwiązanie pozwala na obliczenie koncentracji naprężeń w powłoce.

Przedmiotem pracy Z. WASZCZYSZYNA były sprężysto-plastyczne ugięcia płyt kołowych z rozciągliwą
powierzchnią środkową. Rozważono płytę o stałej grubości z materiału nieściśliwego wykazującego wzmoc-
nienie liniowe. Po sformułowaniu równań równowagi i związków fizycznych wg. teorii Iliuszyna opracowano
algorytm dla rozwiązania otrzymanego układu nieliniowych równań różniczkowych. Jako przykład obli-
czono płytę pierścieniową obciążoną momentem gnącym równomiernie rozłożonym wzdłuż zewnętrznego
brzegu konturu płyty.

Dla przedstawionej grupy prac jest charakterystyczne to, że oprócz stale podejmowanych zagadnień
dotyczących nośności granicznej pojawiły się liczne prace, w których rozważono ustroje siatkowe.
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6. Prace eksperymentalne. W tej grupie należy wymienić prace dotyczące eksperymentalnej weryfikacji
ustrojów inżynierskich bądź elementów konstrukcyjnych. Oprócz tego można wyróżnić prace dotyczące
badania własności mechanicznych materiałów konstrukcyjnych, a następnie prace, w których badano
mechanikę procesu deformacji'odkształcalnego ośrodka.

S. S. GILL (Anglia) przedstawił wyniki doświadczeń uzyskane przy badaniu zachowania się odgałęzień
w walcowych i kulistych zbiornikach poddanych ciśnieniu wewnętrznemu. Stosowane ciśnienia były tak
duże, że pozwalały na badanie zachowania się odgałęzień po lokalnym przekroczeniu granicy sprężystości.
Jako metodę pomiaru autor stosował tensometrię elektrooporową oraz czujniki zegarowe. W wyniku
doświadczeń stwierdzono, że teoria stanów granicznych zbiorników kulistych wykazuje zadowalającą
zgodność z doświadczeniem (autor ma na myśli wielkość ciśnienia granicznego).

Doświadczalna weryfikacja teoretycznych rozwiązań dla dużych odkształceń plastycznych metali została
przedstawiona przez W. SZCZEPIŃSKIEGO. Autor podał teoretyczne rozwiązania odkształcania się kwadra-
towych siatek dla czterech różnych procesów (przecinanie bloku, ściskanie klina, ściskanie bloku płaskimi
płytami oraz wytłaczanie z dzielonej matrycy) i porównał je z rzeczywistymi deformacjami takich siatek,
otrzymanymi doświadczalnie dla ołowiu i aluminium. Stwierdzono praktyczną przydatność rozwiązań
dla modelu ciała sztywno-plastycznego bez wzmocnienia, jednak w niektórych przypadkach rozwiązania
te wymagają weryfikacji doświadczalnej, gdyż wzmocnienie może istotnie wpływać na kinematykę procesu.

W. SZCZEPIŃSKI i J. MIASTKOWSKI przedstawili pracę pt. «Doświadczalna weryfikacja kinematycznej
hipotezy wzmocnienia». Przedstawiono w niej pewne efekty zaobserwowane w doświadczeniach i związane
z historią deformacji w dwuosiowym stanie naprężenia na tle kinematycznej hipotezy wzmocnienia.

Wśród prac dotyczących badania własności materiałów należy wymienić pracę J. KLEPACZKI, który
przedstawił wyniki badań doświadczalnych nad wpływem trwałego odkształcenia dynamicznego na twardość
miękkiej stali i aluminium. Omawiana praca dotyczy badanych ostatnio efektów pamięci w deformujących
się plastycznie materiałach. Autor wykazał, że własności mechaniczne badanych metali zależą w istotny
sposób od przebytej historii prędkości odkształcenia.

J. HALAUNBRENNER i A. KUBISZ W swoim referacie podali wyniki doświadczeń uzyskanych przy badaniu
własności lepkosprężystych kilku żywic, aby na tej podstawie zanalizować opór toczenia się sztywnej kuli
po podłożu lepkosprężystym. W wyniku doświadczeń uzyskano zależność współczynnika oporu przy
toczeniu od czasu kontaktu.

Zagadnienia, które dotyczą analizy pracy prętów z różnego rodzaju karbami, zostały przedstawione
w pracach L. DIETRICHA i W. SZCZEPIŃSKIEGO oraz E. DRESCHEROWEJ. W pierwszej pracy autorzy podali
rozwiązanie określające nośność graniczną osiowo-symetrycznych prętów z nierówno pochylonymi tworzą-
cymi karbu oraz przedyskutowali wpływ średnicy części pręta poza karbem. Poza tym autorzy podali wyniki
doświadczeń mających na celu weryfikację teoretycznych rozważań nośności granicznej i zbadanie wpływu
średnicy pręta poza karbem. W drugiej pracy autorka przeprowadziła doświadczalne badania przy rozcią-
ganiu statycznym i udarowym próbek osiowo-symetrycznych z karbami kątowymi i półkolistymi mierząc
pracę zerwania w obydwu przypadkach. Stwierdzono, że iloraz pracy zmierzonej dla warunków dynamicz-
nych i pracy zmierzonej dla warunków statycznych zwiększa się ze wzrostem ostrości karbów.

Wspólną pracę na temat kinematyki wciskania klina w ośrodek sypki przedstawili A. DRESCHER,
K. KWASZCZYŃSKA i Z. MRÓZ. Badania przeprowadzono dla modelu ośrodka sypkiego utworzonego
z wałeczków szklanych o różnych średnicach oraz na piasku średnioziarnistym. Uzyskane pola przemieszczeń
metodą fotograficzną pozwoliły znaleźć pole prędkości odkształceń, a także pole kierunków głównych.
Porównanie wyników doświadczeń z rozwiązaniami teoretycznymi pozwoliło uzyskać informacje o kine-
matyce ośrodka sypkiego znajdującego się w płaskim stanie odkształcenia.

/. Bejda, R. B. Hetnarski, J. Klepaczko
Warszawa

V MIĘDZYNARODOWE SYMPOZJUM GAZÓW ROZRZEDZONYCH W OXFORDZIE
V Międzynarodowe Sympozjum Gazów Rozrzedzonych odbyło się w Oxfordzie w dniach 4-8 lipca 1966 r.

Zgromadziło ono około 220 uczonych, przy czym interesująco przedstawia się podział:
USA 90, Kanada 9,
Anglia 40, Włochy 8,
Francja 21, NRF 15.
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Wszystkie pozostałe kraje były reprezentowane przez grupy uczonych 5 i mniej osobowe. Z krajów socjali-
stycznych reprezentowane były ZSRR (5 osób), NRD (2) i Polska (2), przy czym ZSRR i NRD po raz
pierwszy przysłali swoich uczonych na ten ważny międzynarodowy zjazd naukowy.

Przedstawione propozycje liczbowe dość dobrze odzwierciedlają też (być może z wyjątkiem Anglii)
wkład poszczególnych krajów w aktualny rozwój badań. Nie ulega wątpliwości dominacja badań amerykań-
skich zarówno w zakresie doświadczenia, jak i stosowania nieraz bardzo skomplikowanych i trudnych
metod numerycznych; rozwój obu tych dziedzin w znakomitym stopniu uzależniony jest od przeznaczonych
na nie środków materialnych.

Prace doświadczalne w ośrodkach europejskich najżywiej są prowadzone we Francji, NRF i Anglii
i wyraźnie ujawniła się tendencja ich rozszerzania. Np. w zwiedzanym przez uczestników Kongresu nowym
laboratorium prof. Holdera, głównego organizatora Sympozjum, ma on do dyspozycji nowoczesne urządze-
nia (część z nich jest już standardowa, wyrabiana przez specjalistyczne firmy) choć same badania znajdują
się w fazie początkowej. (Sądzę, że do tego laboratorium można i należy posłać na rok kogoś z kraju).

Prace teoretyczne, jak przyznano w dyskusji, cechuje pewna jednostronność. Przedstawiono bardzo
niewiele rozważań o charakterze czysto analitycznym i postęp w rozumieniu teorii równania Boltzmanna
nie wydaje się znaczny. Uzyskano natomiast wiele ważnych rozwiązań numerycznych głównie przy zastoso-
waniu różnych wariantów metody Monte-Carlo. Wszystkie one wymagają posiadania wielkich maszyn
cyfrowych i dlatego te rezultaty były wyłącznie domeną USA.

Odbywały się tylko ogólne zebrania Kongresu —• nie było sekcji; zwracano jednak uwagę, że być może,
korzystne byłoby ich wprowadzenie w przyszłości. Referety były grupowane według dziedzin i każdy cykl
referatów był poprzedzony godzinnym referatem przeglądowym.

Na pierwszy ogień poszło zastosowanie kinetycznej teorii gazów. Przeglądowy referat wygłosił
.T. P. GUIRAUD (Francja). Do najbardziej interesujących referatów zaliczyłbym referaty nielicznej lecz prężnej
grupy włoskiej (CERCIGNANI, PAGANI, BOSSANINI i inni).

I. L. PATTER (USA) przedstawił szczegółowy przegląd osiągnięć w dziedzinie przepływów w zakresie
mieszanym (Transition flow), najbardziej niepokojącego odcinka w dziedzinie gazów rozrzedzonych. Naj-
większa liczba prac dotyczyła zagadnienia płytki z brzegiem (leading edge) i w tym zadaniu przedstawiono
nowe rezultaty teoretyczne i doświadczalne (BOGDONOFF i jego grupa). Z prac teoretycznych za najciekawsze
uważam pracę CHAHINE'A (USA) dotyczącą «dwuwymiarowego» równania Boltzmanna oraz pracę WILLISA
i HAMELA dotyczącą wpływu braku równowagi. Z prac doświadczalnych bardzo interesujące są prace pozwa-
lające na bezpośrednie doświadczalne wyznaczanie funkcji rozkładu. Do dawnych metod doszły tu nowe,
np. zastosowanie lasera (praca KARAMCHETI, KOUTSOYAUNIS, KWOK i RASMUSSEN).

Kolejna wielka grupa prac dotyczyła oddziaływań powierzchni z cząstkami. Przeglądowy wykład wygłosił
HURLBUT, znany jako autor bardzo wielu precyzyjnych doświadczeń. Zwracano uwagę na brak powiązania
tej tematyki z tematyką innych działów; w gruncie rzeczy rezultaty badań dotyczących powierzchni nie są
wykorzystywane w teorii przepływów gazów rozrzedzonych.

Najskromniej, jeżeli chodzi o liczbę referatów, obsadzona była sekcja dotycząca badań jonosfery.
Referat przeglądowy wygłosił J. H. LEEUW (Kanada). Z wygłoszonych prac specjalnie ładną wydała mi się
praca M ASLENNIKOWA i SZIGOWA (ZSRR) dotycząca modelu rozrzedzonej plazmy i jej oddziaływań z nałado-
wanym ciałem.

Poza konferencją, jeśli nie liczyć oficjalnych bankietów (na których dyskusje były kontynuowane),
odbył się pokaz filmu przesłanego z księżyca przez Surveyora.

Materiały Kongresu zostaną w całości opublikowane. Na razie wyszła tylko książka streszczeń (350 str.).
Ustalono, że następny Kongres odbędzie się za dwa lata w MIT, Cambridge Mass., USA i obowiązki gospo-
darza przyjął na siebie prof. BOGDONOFF.

Organizacja Kongresu była znakomita, co w niemałym stopniu przyczyniło się do stworzenia miłej
i dobrej atmosfery. R Herczyński {Warszawa)

MIĘDZYNARODOWA KONFERENCJA MECHANIKI OŚRODKÓW CIĄGŁYCH W WARNIE

W dniach od 20 do 25 września 1966 odbyła się Międzynarodowa Konferencja Mechaniki Ośrodków
Ciągłych zorganizowana przez Instytut Mechaniki Bułgarskiej Akademii Nauk. Uczestnicy zostali zakwa-
terowani w nowootwartym Międzynarodowym Domu Naukowca w uzdrowisku Drużba koło Warny.
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W domu tym wybudowanym z funduszów międzynarodowych (m. in. i polskich) znajdują się oprócz luksu-
sowo wyposażonej części hotelowej wraz z restauracją, basenem krytym i otwartym itp. również i dwie
sale konferencyjne w tym jedna duża z pełnym wyposażeniem projekcyjnym i instalacją do bieżącego tłuma-
czenia referatów na kilka języków.

W konferencji oprócz bułgarskich gospodarzy wzięli również udział zaproszeni goście z krajów demo-
kracji ludowej, mianowicie z Czechosłowacji — 2 osoby, z NRD — 2 osoby, z Polski — 4 osoby, z Węgier —
2 osoby i z ZSRR — 4 osoby. Obrady odbywały się wspólnie bez podziału na sekcje. Ogółem wygłoszono
22 referaty po 20 minut oraz 19 komunikatów, na które przeznaczono po 10 minut. Największą liczbę
prac przedstawili Bułgarzy, mianowicie 10 referatów i 18 komunikatów, następnie przedstawiciele Polski
i ZSRR po 4 referaty, a dalej NRD — 2 referaty i 1 komunikat i CSR — 2 referaty.

Konferencję cechowała duża różnorodność tematyczna. Największą grupę tematyczną stanowiło jede-
naście prac z dziedziny statyki i dynamiki elementów konstrukcyjnych (powłoki, płyty, ramy, pręty). Tema-
tyka pozostałych referatów była rozproszona. Z podstawowych zagadnień teorii lepkosprężystości i lepko-
plastyczności przedstawiono 5 prac. Matematycznymi metodami rozwiązywania równań ośrodka ciągłego
zajmowało się trzech autorów. W dwóch pracach rozpatrywano zagadnienia ośrodków ortotropowych.
Również po dwie prace poświęcono mechanice gruntów i betonów. Przedstawiono po dwie prace z hydro-
dynamiki, dynamiki ruchu ciał sztywnych i teorii plastyczności. Trzy prace zajmowały się metodyką po-
miarów naprężeń. Pozostałe prace obejmowały różne dziedziny. Zaledwie w czterech pracach przedstawiono
wyniki badań doświadczalnych. Pozostałe prace z wyjątkiem dwóch, w których zajmowano się techniką
pomiarów tensometrycznych, obejmowały opracowania teoretyczne.

Organizatorzy planują wydanie pełnego tekstu wszystkich referatów i komunikatów w specjalnej książce.
Do dyspozycji uczestników wydano drukiem krótkie streszczenia prac.

Organizacja konferencji była na bardzo wysokim poziomie, co wraz z niezwykle serdecznym przyjęciem
zagranicznych uczestników przyczyniło się do stworzenia doskonałej atmosfery obrad.

W. Szczepiński {Warszawa)

SYMPOZJUM TECHNIKI WIBRACYJNEJ

W dniach 21-22 października 1966 r. odbyło się w Gdańsku I Sympozjum Techniki Wibracyjnej zorga-
nizowane przez Oddziały Gdański i Krakowski Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stoso-
wanej, Zakiad Teorii Konstrukcji Maszyn IPPT Polskiej Akademii Nauk w Warszawie, Katedrę Mechaniki
Technicznej Akademii Górniczo-Hutniczej w Krakowie oraz Zakład Naukowy Mechanicznej Teorii Ma-
szyn Politechniki Gdańskiej. W Sympozjum brało udział 90 osób reprezentujących uczelnie techniczne,
instytuty naukowo-badawcze oraz zakłady przemysłowe. Wygłoszonych zostało 21 referatów i komunika-
tów, w tym jeden referat uczestnika zagranicznego, członka Łotewskiej Akademii Nauk, prof. J. G. PANOW-
KO z Leningradu. W dyskusji zabierało głos 18 dyskutantów.

Referaty przedstawiały prace teoretyczne i doświadczalne. Dotyczyły zagadnień podstawowych i tech-
niczno-konstrukcyjnych. Wygłoszone zostały następujące referaty i komunikaty:

1. S. ZIEMBA, Z. ENOEL, «Stosowanie drgań w realizacji pewnych procesów technologicznych*.
2. B. ZIEMBA, B. KOWALCZYK, «Drgania wibrouderzeniowe».
3. W. Boousz, «Dopuszczalne amplitudy drgań maszyn wibracyjnych)).
4. M. ZABAWA, «Zagadnienia obciążeń stochastycznych w wibrotechnice».
5. A. CZUBAK, «MożIiwości stosowania transportu wibracyjnego w przemyśle».
6. R. JUCHA, «Dozowanie materiałów sypkich za pomocą podajników wibracyjnych)).
7. A. CZUBAK, «Badania dynamiki prostego przenośnika wibracyjnego)).
8. Z. ORŁOWSKI, «Zastosowanie przenośników wibracyjnych do transportu ziarna zbóż».
9. J. PUGANIEC, H. MODZELEWSKI, «Wyładowywanie zmarzniętych materiałów kopalnianych i budowla-

nych sypkich przy pomocy wibracji)).
10. J. HAMAN, A. ZDANOWICZ, «Drgania narzędzia w procesie skrawania gruntu».
11. J. HAMAN, J, GROCHOWICZ, «Wpływ sprężystości cząstek na ruch materiału ziarnistego w warunkach

płaszczyzny drgającej)).
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12. J. G. PANOWKO, «Wplyw okresowych uderzeń na układy liniowe i nieliniowe».
15. B. KOWALCZYK, «Analiza układu wibrouderzeniowego z tarciem wiskotycznym».
16. B. KOWALCZYK, «Analiza układu wibrouderzeniowego z tarciam suchym».
16. Z. WIŚNIEWSKI, «Badania wstępne układu wibrouderzeniowego z nieliniową charakterystyką

sprężystą».
16. B. KOSSOWSKI, «Impulsowc zagęszczanie betonu».
17. Z. TRZECIAK, «Wibracyjne zagęszczarki kroczące)).
18. J. RANISZEWSKI, «Stateczność pracy wibromłota o jednym stopniu swobody)).
19. Z. GŁAŻEWSKI, «Urządzenie wibracyjne do wyładunku materiałów sypkich z krytych wagonów

kolejowych)).
20. W. ROKSELA, «Asortyment urządzeń wibracyjnych produkowanych w Łódzkich Zakładach Bu-

dowy Maszyn».
21. A. OSTROWSKI, «Perspektywy zastosowania wibrotechniki w obróbce skał twardych)).
W referatach ogólnych omówione zostały zagadnienia stosowania drgań do realizacji różnych procesów

technologicznych. Przedstawiały one w pewnym stopniu dotychczasowy stan wiedzy w dziedzinie wibro-
techniki. W referatach tych poruszono potrzebę teoretycznych badań drgań układów: 1) o większej liczbie
stopni swobody, 2) o zmiennej masie, 3) o charakterystykach nieciągłych bądź niejednoznacznych,
4) o więzach anholonomicznych, 5) z uwzględnieniem możliwie pełnych charakterystyk Teologicznych ele-
mentów sprężynujących i tłumiących, 6) z uwzględnieniem roli procesów udarowych, 7) z uwzględnieniem
roli tarcia wewnętrznego i zewnętrznego, 8) z uwzględnieniem losowego charakteru parametrów układu,
warunków początkowych, wymuszeń, oporów, zakłóceń, 9) o kilku wibratorach, ze szczególnym uwzględ-
nieniem synchronizacji i samosynchronizacji.

Oprócz referatów ogólnych wygłoszone zostały referaty omawiające szczegółowe badania w dziedzinie
wibrotechniki oraz podane zostały komunikaty, w których przedstawiono urządzenia wibracyjne produ-
kowane w naszym kraju. Referaty te oraz dyskusja wykazały, że w dziedzinach transportu wibracyjnego
zarówno pionowego jak i poziomego daje się zauważyć stopniowy rozwój prac naukowo-badawczych
oraz techniczno-konstrukcyjnych. W dziedzinie wibracyjnych i wibroudarowych urządzeń do pogrążania
i wyciągania stwierdza się wyraźny rozwój prac naukowo-badawczych teoretycznych i konstrukcyjnych,
natomiast zbyt powolny jest rozwój badań doświadczalnych i niewystarczający rozwój metod badań pro-
totypów. W pozostałych dziedzinach, jak zagęszczanie wibracyjne materiałów, wibracyjna obróbka,, za-
stosowanie techniki wibracyjnej w przeróbce plastycznej metali, w odlewnictwie itp. dotychczasowy rozwój
prac naukowo-badawczych i konstrukcyjnych oraz zastosowań jest skromny.

Dyskusja wykazała, że niedostatecznie zostały potraktowane takie problemy jak 1) wibrodynamika
ciał sypkich, 2) wpływ drgań na procesy tarcia spoczynkowego, ślizgowego, tocznego, 3) regulacja auto-
matyczna urządzeń wibracyjnych, 4) szersze uwzględnienie i celowe wprowadzenie nieliniowości w po-
wiązaniu z postulatami optymizacji, 5) wyznaczanie dynamicznych charakterystyk urządzeń. Problemami
tymi powinny zająć się placówki naukowo-badawcze.

Do podstawowych problemów, którymi należy się również zająć, zaliczyć należy: opracowanie sku-
tecznych metod badania niezawodności urządzeń wibracyjnych, opracowanie adekwatnych metod badania
procesów dynamicznych w urządzeniach wibracyjnych ze szczególnym uwzględnieniem diagnostyki drga-
niowej, opracowanie nowych, lżejszych bardziej skutecznych wibratorów jako źródeł drgań.

Zebrani wyrazili opinię, że celowe będzie organizowanie okresowych zebrań Zespołu Techniki Wibra-
cyjnej w różnych ośrodkach krajowych (np. Kraków, Gdańsk, Poznań, Warszawa).

Bohdan Kowalczyk, Zbigniew Engel

KONFERENCJA SZKOLENIOWA NA TEMAT «METODY TEORH POTENCJAŁU W TEORII
SPRĘŻYSTOŚCI)) — JABŁONNA 1966

Staraniem Biura Kształcenia i Doskonalenia Kadr Naukowych PAN odbyła się w Jabłonnie w dniach
3.X-10.X.1966 r. konferencja szkoleniowa poświęcona metodom teorii potencjału i jej zastosowań w teorii
sprężystości. Problematyka wykładów dotyczyła nowych rezultatów teorii potencjału, rozwiniętej przez
prof. W. D. KUPRADZE z Gruzińskiej A.N. i jego uczniów. Zakres przedstawionej teorii obejmował trzy
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zasadnicze kwestie: istnienie, jednoznaczność i konstrukcję rozwiązania problemów brzegowych teorii
sprężystości. Omówione zostały podstawowe zagadnienia brzegowe dla obszarów ograniczonych (skoń-
czonych i nieskończonych), ciał jednorodnych i obszarami niejednorodnych. Rozważono zarówno za-
gadnienia dynamiczne (dla drgań ustalonych), jak i statyczne. Przedstawiono własności potencjałów sprę-
żystych oraz ich znaczenie dla dowodów istnienia, jednoznaczności i konstrukcji rozwiązania zadań kla-
sycznej teorii sprężystości. Zwrócono uwagę na znaczenie teorii równań całkowych z jądrem silnie oso-
bliwym dla podstawowych zagadnień teorii sprężystości. Niezależnie od aspektu czysto teoretycznego
zwrócono również uwagę na możliwości tej teorii w zakresie praktycznego, efektywnego wyznaczania
rozwiązań problemów brzegowych teorii sprężystości. Przedstawione rezultaty nabierają znaczenia zwłasz-
cza wobec wzrastających możliwości zastosowania maszyn automatycznego przetwarzania informacji
(popularnie zwanych maszynami cyfrowymi). Poziom wykładów prof. KUPRADZE ocenić należy bardzo
wysoko. Konferencja zgromadziła 23 uczestników z całej Polski, dla których zetknięcie z nowymi wynika-
mi teorii stworzyć może nowe możliwości badań naukowych w fizyce, matematyce i naukach technicznych.

Gwidon Szefer



SPIS TREŚCI

TOM I. ZESZYT 1/1963

Z. OSIŃSKI, Przegląd nieliniowych równań różniczkowych drgań układów autonomicznych o jednym
stopniu swobody

A. SAWCZUK, W. OLSZAK, Zagadnienia powłok niesprężystych
A. WILCZYŃSKI, Badanie własności mechanicznych niektórych tworzyw sztucznych
Z. DŻYGADŁO, M. SOKOŁOWSKI, S. ZAHORSKI, M. ŻYCZKOWSKI, Konferencja Naukowa Zakładu Mechaniki

Ośrodków Ciągłych w Krynicy. Przegląd referatów
W. SZCZEPIŃSKI, Sympozjum na temat elastooptyki i jej zastosowań, Warszawa 1962

ZESZYT 2/1963

P. PERZYNA, Podstawowe zagadnienia lepkoplastyczności
Z. NOWAK, M. ŻYCZKOWSKI, Przegląd nowszych prac z dziedziny stateczności powłok cienkościennych
E. STERNBERG, Naprężenia cieplne w ciałach lepkosprężystych
A. WILCZYŃSKI, Zależność «naprężenie-odkształcenie» w przypadku prostego rozciągania tworzyw o łańcu-

chowej budowie cząsteczek
H. DZIATLIK, Model elektryczny tensora naprężeń

Biuletyn Informacyjny Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej

TOM II. ZESZYT 1/1964

S. KALISKI, Stateczność ruchu układu oscylatorów poruszających się po belce na sprężystym podłożu
Z. OLESIAK, Przegląd polskich prac dotyczących zagadnień z mieszanymi warunkami brzegowymi w teorii

sprężystości
Z. WESOŁOWSKI, Związki fizyczne dla materiału sprężystego z więzami geometryczno-termicznymi
W. SZCZEPIŃSKI, Wyznaczanie naprężeń na podstawie pomiarów tylko jednej składowej odkształcenia
R. S. DOROSZKIEWICZ, A. LITEWKA, Doraźne badania własności mechanicznych i elastooptycznych mate-

riałów używanych w elastooptyce
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ZESZYT 2/1964

R. S. DOROSZKIEWICZ, Fotosprężyste badania przekroju poprzecznego zapory filarowej
R. S. DOROSZKIEWICZ, Z badań fotosprężystych stanu naprężenia wywołanego ciężarem własnym z uwzględ-

nieniem wpływu podłoża
R. S. DOROSZKIEWICZ, J. LIETZ, Z badań fotosprężystych wirnika generatora dużej mocy
A. CZUBAK, Dobór parametrów ruchu przenośników wibracyjnych
W. PIECHOCKI, Analiza skończonych ugięć słabo wypukłej membrany kulistej obciążonej lokalnie
Z. THRUN, Metoda przybliżonego obliczania problemów początkowo-brzegowych w zastosowaniu do

niestacjonarnych zagadnień przewodnictwa cieplnego
K. WILMAŃSKI, Obciążenia dynamiczne belek. Belka Timoshenki
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ZESZYT 3/1964

ARTUR KACNER — Wspomnienie pośmiertne
W. WIERZBICKI, Katastrofa budowlana jako przypadek unormowany
M. JANUSZ, Zasada Bettiego jako podstawa warunków modelowych
S. ZIEMBA, Rola mechaniki teoretycznej i stosowanej w rozwoju postępu technicznego
J. MARYNIAK, Oscylacje rakiety lecącej po torze falistym w atmosferze Ziemi
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Sprawozdanie z Kongresu Mechaniki w Monachium w 1964 r.
Sprawozdanie z konferencji Zakładu Mechaniki Ośrodków Ciągłych IPPT PAN w Zakopanem
Sympozja naukowe IUTAM
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TOM III. ZESZYT 1/1965

S. KALISKI, O pewnym uogólnieniu metody ortogonalizacyjnej
W. BOGUSZ, J. SKOWROŃSKI, Synteza kinetyczna ogólnego układu mechanicznego
Z. THRUN, O pewnym sposobie przybliżonego obliczenia nieliniowych zagadnień przewodnictwa cieplnego
W. GUTKOWSKI, Geometria różnicowa przestrzennej siatki punktów
W. SZCZEPIŃSKI, Wpływ efektów dynamicznych na przebieg procesów ciągnienia metali
J. ORKISZ, Problem odciążenia obrotowo-symetrycznych powłok w stanie błonowym przy dużych odkształ-

ceniach niesprężystych
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ZESZYT 2/1965

WITOLD WIERZHICKI — Wspomnienie pośmiertne
Z. WASIUTYŃSKI, O wyznaczaniu warunków równowagi i równań stanu przez pomiar odkształceń
Z. WASIUTYŃSKI, A. BRANDT, Pomiary sześciu składowych odkształcenia w ściskanym walcu betonowym
E. Soós, Tensor KeWina-Somigliany dla ciała lepkosprężystego
Z. WASZCZYSZYN, Doświadczalne badania nad skończonymi sprężysto-plastycznymi ugięciami belek opar-

tych na nieprzesuwnych podporach
J. MIASTKOWSKI, W. SZCZEPIŃSKI, Doświadczalne badanie powierzchni plastyczności wstępnie odkształ-

conego mosiądzu
T. AGOPSOWICZ, Niektóre związki wychyleń skrętnych i momentów reakcji wałów drgających jako pod-

stawa metody doświadczalnego wyznaczania zmiennych naprężeń ścinających
J. KASPERKIEWICZ, Czujniki do laboratoryjnych pomiarów stanów naprężeń i odkształceń wewnątrz

elementów betonowych

Biuletyn Informacyjny PTMTS

ZESZYT 3/1965

W. NOWACKI, Dynamiczne zagadnienia termosprężystości
W. SZCZEPIŃSKI, Przegląd prac dotyczących nośności granicznej rozciąganych elementów z karbem
W. GuTicowsKr, Powierzchniowe konstrukcje prętowe
P. SUKIENNIK, O naprężeniach w sprężystym podłożu pod ślizgającą się sztywną kulą
S. PYTKO, O możliwościach wykorzystania metody elastooptycznej dla badań wytężenia materiału i rozkładu

naprężeń w zagadnieniach kontaktowych
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TOM IV. ZESZYT 1/1966

S. OCHĘDUSZKO, Zmiany spowodowane w mechanice przez międzynarodowy układ jednostek miar
W. GOOÓŁ, Teoria stanu uporządkowanego i możliwości jej zastosowania
J. RYCHLEWSKI, Plastyczność ciał o skokowej niejednorodriości
K. WILMAŃSKI, Cz. Woźniak, Układy współrzędnych prostokreślnych w geometrii powierzchni środkowej

cienkich powłok

Biuletyn Informacyjny
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ZESZYT 2/1966

KONSTANTY LISOWSKI — Wspomnienie pośmiertne
J. MIASTKOWSKI, Wpływ historii obciążenia na powierzchnię plastyczności
J. SOBIESZCZAŃSKI, Doświadczalne badania stateczności płyt trójkątnych
J. KLEPACZKO, Wpływ dynamicznego odkształcenia trwałego na twardość miękkiej stali i aluminium
A. WiLCZYŃSKr, Doświadczalne badania własności mechanicznych polichlorku winylu
J. LEDZIŃSKT, Z. WASZCZYSZYN, Analiza zjawiska przeskoku w zakresie sprężysto-plastycznym na modelu

układu kratowego Misesa
B. STACHOWICZ, G. SZEFER, O pewnym zagadnieniu kontaktowym niejednorodnej półpłaszczyzny sprężystej
B. KOWALCZYK, Stabilność układu wibro-uderzeniowego o wymuszeniu kinematycznym

Biuletyn Informacyjny

ZESZYT 3/1966

W. A. GROBÓW, Drgania układów ąuasi-liniowych z członami giroskopowymi z uwzględnieniem rezonansu
wewnętrznego

Z. MARCINT AK, Utrata stateczności rozciąganych powłok plastycznych
T. WARTANOWICZ, Generatory termoelektryczne
L. DIETRICH, Teoretyczna i doświadczalna analiza nośności granicznej rozciąganego pręta z wycięciami

o niesymetrycznie nachylonych krawędziach
R. GANOWICZ, Wybrane zagadnienia teorii płyt Reissnera i teorii płyt trójwarstwowych
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TOM V. ZESZYT 1/1967

I. I. BLECHMAN, Zagadnienie dynamiki i maszyn wibracyjnych
J. HALAUNBRENNER, A. KUBISZ, O oporze przy toczeniu sztywnej kuli po podłożu lepkosprężystym
J. MURZEWSKI, Z. MENDERA, Korelacja cech wytrzymałościowych i wytężenie materiału
j . JASIEWICZ, Wymiana masy z powierzchni kul i kropel
J. MARYNIAK, Uproszczona analiza stateczności podłużnej szybowca w locie holowanym
E. DRESCHEROWA, Wpływ wstępnego odkształcenia plastycznego na energię udarowego zrywania
A. GAJEWSKI, Zastosowanie rachunku zaburzeń w problemach stateczności płyt prostokątnych

Biuletyn Informacyjny

TOM V. ZESZYT 2/1967

J. KESTIN, O zastosowaniu zasad termodynamiki do opisu materiałów odkształconych
Z. OLESIAK, O pewnych własnościach naprężeń cieplnych
Cz. WOŹNIAK, S. ZIELIŃSKI, O wyboczeniu biegunowych siatek prętowych
Z. KAZIMIERSKI, Metoda charakterystyk dla dwuwymiarowych nieustalonych przepływów gazu
W. BARAŃSKI, K. WILMAŃSKI, CZ. WOŹNIAK, Mechanika ośrodków ciągłych typu Cosseratów

Biuletyn Informacyjny
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Cena zł 30.—

MECHANIKA TEORETYCZNA I STOSOWANA jest organem Polskiego Towarzystwa Mechaniki
Teoretycznej i Stosowanej i ukazuje się poczynając od 1 stycznia 1967 r. jako kwartalnik. Zeszyty
z lat poprzednich można nabywać w sekretariacie Zarządu Głównego PTMTS (Warszawa, Paląc

Kultury i Nauki, piętro 17, pokój 1724)
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