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MECHANIKA

TEORETYCZNA

I STOSOWANA
2, 5 (1966)

O ZASTOSOWANIU ZASAD TERMODYNAMIKI DO OPISU
MATERIALOW ODKSZTAEL.CONYCH

J. KESTIN (PROVIDENCE)

«Fizyka — bez wzgledu na to, czy bedziemy ja nazywali
termodynamika, czy nie— nie powinna byé bezsilna
wobec sytuacii, ktére mozna w peini opisaé oi)ierajacc sig
na wynikach pomiaréw makroskopowych» (P. W. BrIDG-
MAN [1]).

1. Uwaga wstepna

Wielokrotnie prébowano opisaé zachowanie si¢ cial stalych podlegajacych odksztal-
ceniu w ramach termodynamiki klasycznej. Jedna z takich godnych uwagi préb podjal
P. W. BRIDGMAN [1], ktéry doszed! do wniosku, ze program taki jest oczywidcie mozliwy
do zrealizowania, ale w tym celu konieczne jest najpierw pewne uogdlnienie termodynamiki.
To- wlaénie doprowadzito go do koncepcji uogdlnionej entropii i termodynamicznej ilosci
ciala. Zdapiem autora tej pracy tak daleko idace §rodki nie sq konieczne, a niezbedna jest
jedynie dokladna i ostrozna interpretacja wynikéw doéwiadczalnych na gruncie znanych
idei. Autor sadzi, ze na tej drodze mozna bedzie skonstruowaé logiczny i zwarty schemat
opisu. Prawda jest jednakze, ze w tym celu trzeba skorzysta¢ z pewnych obserwacji o charak-
terze zupelnie ogblnym, ktérych normalnie nie wykorzystuje si¢ w sposéb jawny.

Aby skoncentrowat sie¢ wylacznie na fizycznych aspektach zagadnienia, przedstawimy
nasze rozumowanie na najprostszym mozliwym przykladzie ukfadu, mianowicie na przy-
kladzie cienkiego preta poddanego jednorodnemu naprezZeniu o, okre$lonemu jako dodatnie
dla przypadku rozciagania, jako ujemne za$ w przypadku $éciskania, i ulegajacego jedno-
rodnemu odksztalceniu e, takze okre$lonemu jako dodatnie w przypadku rozciggania,
jako ujemne za$§ w przypadku $ciskania. Pominiemy zupetnie mozliwo§¢ wystgpowania
niestatecznodci zwiazanej z wyboczeniem lub z powstawaniem lokalnych «szyjek». Zalozymy
wreszcie, Ze nasz material spelnia prawo Hooke’a w zakresie sprezystym i ze jego modut
Younga E, jego wspélczynnik liniowej rozszerzalnosci cieplnej o i jego cieplo wlasciwe
przy statym odksztalceniu ¢, sa stale. Odno$nie do wielkoSci odksztalcenia bedziemy
zaktadali, ze sg one nieskonczenie mafe.

Rozszerzenie przedstawionej tu interpretacji na ofrodki sprezyste przy wystgpowaniu
w nich zlozonych pdl tensorowych naprezen i odksztalcen oraz na materialy, ktérych
wlasnosci zaleza od temperatury i dla ktorych zwiazki miedzy naprezeniami i odksztal-
ceniami sa nieliniowe, czy wreszcie na przypadek skonczonych odksztalcen sprezystych,
wymagatoby duzego nakladu pracy i szczegblowych rozwazan; jedli jednak stanaé na
gruncie zasady lokalnego stanu, a nie tak zwanej zasady pamigci, to rozszerzenie takie
nie nastrecza zadnych trudnoéci podstawowej natury. To samo mozna powiedzie¢ o opisie
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lepkosprezystosci, ale uwzglednienie zwigzkow migdzy naprezeniami a odksztalceniami
w zakresie plastycznym, szczegdlnie w obecnoéci wzmocnienia materiatu, wymaga wprowa-
dzeniu dokladniejszego modelu. Model taki prowadzi do teorii obszaréw (domen) spre-
Zysto-plastycznych, ktéra jest w zarysie przedstawiona w punktach 13 i 14,

2. Zakres sprezysty

Zaczniemy od przegladu najbardziej elementarnej teorii sprezystego zachowania sig
preta. Ulatwi to nam znacznie dalsze rozwazania, w ktérych bedziemy si¢ powolywali
na ten prosty przykiad.

Pierwsze zadanie, jakie nas czeka przed przystapieniem do wykorzystania zasad termo-
dynamiki, polega na ustaleniu formy réwnania stanu ukladu. W tym celu musimy okregli¢
liczbe i charakter niezaleznych zmiennych opisujacych jego stan. Zadanie to mozna wykonaé
tylko przez odwotanie si¢ do doswiadczenia.

Przyjmiemy, ze stan ukladu sprezystego okreslaja dwie niezalezne zmienne stanu.
Moga one by¢ wybrane zupelnie dowolnie spoéréd trzech wielkosci termodynamicznych:
temperatury termodynamicznej T, napr¢zenia o i odksztalcenia e. Biorac pod uwage roz-
szerzenie opisu na przypadek ofrodka ciaglego mozemy juz teraz stwierdzié, ze ogdlnie
trzeba rozr6znic te skladowe tensora odksztalcenia g;;, ktére charakteryzujg zmiang obje-
toéci ukladu ($lad —g;;), 1 te, ktore opisujg zmiang ksztaltu (dewiator tensora odksztal-

.o~ 1 ‘ . o .
cenia &;; = e,-j———3—6us,..k, ktérego §lad jest oczywiScie réwny zeru, &; = 0). Dla naszego

ukladu jednowymiarowego rozréznianie takie nie jest rzecz jasna potrzebne.
A zatem istnieje jednoznaczny zwigzek

@) flo,e, T)=0,

ktory bedziemy nazywali termicznym réwnaniem stanu ukfadu. Dla naszego prostego
ukladu réwnanie powyzsze ma postac:

2.2) £ — % La(T—Ty),

gdzie o jest wspolczynnikiem liniowej rozszerzalnoéei cieplnej, Tp za$ dowolnie wybrana
temperatura odniesienia. Oznacza to, ze ukiad przy T = Tp moze przyjaé stan, w ktérym
¢ 1 o jednocze$nie réwnajg si¢ zeru. Stan opisany przez T = Ty, ¢ = 0 i ¢ = 0 wygodnie
jest nazywaé stanem naturalnym. Dla prostoty zakiadamy, ze zaréwno wspéiczynnik
rozszerzalno$ci cieplnej «, jak i modul Younga E sg niezalezne od naprezenia i od tempera-
tury. )

Roéwnanie (2.2) przedstawia plaszczyzng w tréjwymiarowej przestrzeni standw ukladu
(naprezerie-odksztaicenie-temperatura). Izotermy na wykresie stanu naprezenie-odksztat-
cenie reprezentuje rodzina réwnoleglych linii prostych, jak to pokazano na rys. 1.

Procesy quasi-statycznego obciazania i odcigzania sg odwracalne, a praca na jednostke
objetosci uktadu, wykonana w trakcie tych proceséw, jest réwna

(2.3) dW® = —ode.

Tu i dalej gérny wskaznik zero w dW0 i dQP bedzie zawsze stosowany w celu podkreélenia
odwracalnej natury rozpatrywanego procesu. Praca w procesie odwracalnym dWo ma



O ZASTOSOWANIU ZASAD TERMODYNAMIKI 149

standardowa posta¢ iloczynu uogdlnione;j sity (wielkosci intensywnej) i rézniczki zupelnej
uogolnionego przemieszczenia (wielkosci ekstensywnej) i przedstawia soba wyrazenie
Pfaffa. Poniewaz dW° odnosi si¢ do procesu odwracalnego, wigc obie wystepujace w tym
wyrazeniy wielkosci sa parametrami stanu. Jedli proces nie jest odwracalny, mimo ze dalej
moze by¢ quasi-statyczny, dwie te wielkosci nie beda juz koniecznie parametrami stanu(?).

,\: T>7b

/

Rys. 1. R6wnanie stanu dla ukladu sprezystego

Termiczne réwnanie stanu nie Jest réwnaniem podstawowym(2) i w zwigzku z tym
nie zawiera wszystkich informacji o stanie réwnowagi uktadu. Dla pelnego scharaktery-
zowania stanu rébwnowagi trzeba, jak wiadomo, podaé energie wewngtrzng u przypadajaca
na jednostke objetosci jako funkeje gestosci entropii s i odksztalcenia &:

(24) u = u(s,¢).
Mozna w tym celu postuzyé si¢ tez entalpia ‘
(2.5 u—ae = h(s, o),
funkcja Helmholtza (energia swobodna)

(2.6) u—7Ts = f(T, ¢)
lub funkcja Gibbsa (entalpia swobodna)

(2.7 u—oe—Ts = g(T, o),

przy czym kazda musi by¢ wyrazona jako funkcja odpowiednich zmiennych, Jjak to zazna-
czono wyzej. Cztery powyzsze réwnania podstawowe sg zupelnie réwnowazne i wynikaja
Jedno z drugiego przez zastosowanie odpowiedniej zamiany zmiennych (transformacji
Legendre’a).

Zatrzymamy si¢ obecnie na réwnaniu (2.4) i dokonamy obliczenia energii wewnetrznej
i entropii, wykorzystujac w tym celu termiczne rdwnanie stanu. Energie wewnetrzna

(1) Poniewas ostatnie stwierdzenie moze nie by¢ zrozumiale dla czytelnika, zilustrujemy je na przykia-
dach w p. 4.

() Podstawowe réwnanie stanu pozwala obliczy¢ wszystkie wielkosci charakteryzujace stan réwnowagi
ukiadu jedynie na drodze rézniczkowania; por, np. [5], str. 533.
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u okre$laja dwie pochodne czgstkowe: (u/de)r i (du/0T).. Pierwsza z nich mozna obliczyé
wykorzystujac pierwsza zasade termodynamiki i pierwsza cze$¢ drugiej zasady termody-
namiki, Prowadzi to do réwnan:

)] du = dQo—dWo
oraz
(2.83) du = Tds+ode,
poniewaz
dQo = Tds.
Wynika stad rowniez, ze
du as
(2.9) (38)1- = T(E)T—[—o‘
i relacja wzajemnosci Maxwella
as do
@10 (&), (&)
prowadzi do réwnania:
du do
2- —_— = — - - .
G0 (ae )T T(aT)ﬁ"

Relacje wzajemno$ci Maxwella mozna otrzymad przez dokonanie transformacji Legendre’a
rownania (2.8) do postaci odpowiadajacej (2.6), to znaczy ze zwigzku:

(2.12) df = d(u—Ts) = —sdT+ode.

Podstawiajac o z réwnania (2.2) do (2.11) otrzymujemy nastepujace wyrazenie na pochodng

czastkowa energii wewngtrznej wzgledem odksztalcenia wyrazong przez wielkoéci wyste-
pujace w termicznym réwnaniu stanu: '

(2.13) (‘;%)T — Ee+oETs.

Jest rzeczg dobrze znana, ze calkowanie ostatniego réwnania prowadzi do poszukiwanego
réwnania podstawowego, ktére jest zgodne z przyjetym przez nas poprzednio termicznym
rownaniem stanu. W wyniku catkowania otrzymujemy:

]
2
gdzie w(T) jest stala calkowania, bedaca jedynie funkcja temperatury.

Cieplo wiadciwe ¢, przy stalym odksztalceniu jest okreSlone jako (du/oT),. i jest

w zwigzku z tym réwne:
du
= | — e ! T .
ce (8T)E w'(T)

Zgodnie z naszym dazeniem do maksymalnej prostoty matematycznej zaloZymy naj-
prostsza forme funkcji ¢, = o'(T), przyjmujac mianowicie, ze ¢, jest stale. Mamy wéwczas:

H =

Ee2+ aFeTo+y(T),

2.14) ule, T) = ]7 Eet 4 aEeTy-+o(T—Ty),
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przy czymu =0 przy T=Toie =0 = 0. Przy T= To

2

1
(2.15) u = Ee’takeT, = 2"E tacTy, T =T,

Na marginesie warto tu zauwazy¢, ze zwykle czton woZow réwnaniu (2.15) jest znacznie
wiekszy od czlonu reprezentujacego energie odksztalcenia (0?/2E)(%). Tak wiec podczas
izotermicznego $ciskania energia wewngtrzna w przeciwienstwie do energii odksztalcenia
maleje osiggajac plerwotng warto$§¢ przy nierealnie wysokim naprezeniu $ciskajacym
o = —20ETo(*).

Entropie nalezy obliczy¢ z wyrazenia dQ° dla iloéci ciepta wymienianego przez uklad
z jego otoczeniem podczas odwracalnego przejécia od stanu poczatkowego do stanu konco-
wego korzystajac przy tym z réwnania:

dp°

(2.16) ds = .

Ilo§¢ ciepla dQ° wymienionego z otoczeniem przy przejéciu odwracalnym podczas
procesu sprezystego nie jest znana bezposrednio. Aby ja obliczy€, trzeba skorzysta€ z pierw-
szej zasady termodynamiki zastosowanej do przejécia odwracalnego:

2.17) dQ° = du--dW° = «ETde+-c,dT.
Mamy stad
(2.18) ds = aFdet-c, g
oraz
(2.19) § = aEetc,In Jj—,
T,

przy czym s = 0 dla stanu naturalnego. Przy T = Ty
(2.20) s = okt =00, (T=T).

Eliminacja temperatury z rownan (2.14) i (2.18) prowadzi do podstawowego réwnania
Stanu

_ e exp(s/c;) ]
2.21) u(s, €) —“ 5 Ee*+aFeTy+c,. Ty [exp (aEz ) 1,
(2.22) ~ % Ee? (c,— 0. Es) To(e=—1);

aproksymacja (2.22) odnosi si¢ do przypadku, gdy
aFe

<1,

(*) Dla glinu E = 7-105 kG Jem?, o = 23,5.10-6 1/°K ; dla stali £ = 21105 kG/em?, & = 13,3-10-61/°K;
przy o =400 kG/em?® stosunek (ow.,To)/(-;— m/E) jest rowny okotlo 20 dla glinu i okolo 40 dla stali.
(%) o’ jest réwne okolo —10 000 kG/ecm: dla glinu i okolo —17 000 kG/cm? dla stali.
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Powyzsze rdwnanie podstawowe zawiera stale materialowe E, a i ¢,, ktére sa konieczne
ijednoczeénie wystarczajg do okreslenia wszystkich wlasnosci materialu w stanie réwnowagy
termodynamiczne;j.

Warto zauwazy¢, ze odwracalne obciagzenie preta przy statej temperaturze T # T,
od ¢ =0 do ¢ wymaga wykonania nastgpujacej pracy i dostarczenia nastgpujacej ilosci
ciepla:

(2.23) W= — f ods = I—'E[E—m(:/"_]‘)]2 __r

. 2 [4] 2E 1)
a(T—Ty)

(2.24) Q= [ Tds= aET[s—a(T—T)] = aoT.
a(T—Ty)

Zauwazymy znowu, podobnie jak to uczyniliSmy w zwigzku z rédwnaniem (2.15),
ze ilo§¢ odwracalnego ciepla Q° wymieniona przez uklad z otoczeniem podczas takiego
procesu izotermicznego jest wielokrotnie wigksza od odwracalnej pracy (— W?®); uwaga
ta jest o tyle istotna, ze w wielu elementarnych ksiazkach na temat teorii sprezystosci
stosunek ten jest oszacowany blednie. Wzigta ze znakiem ujemnym praca w procesie od-
wracalnym mierzona wzgledem o = 0 (ale nie ¢ = 0), W°® reprezentuje energi¢ od-
ksztalcenia ukladu, tzn. zmiane funkcji Helmholtza przy stalej temperaturze.

Rys. 2. Wykresy stanu dla preta sprezystego

Réwnania wyprowadzone w tym punkcie pozwalaja uzupelnié¢ wykres stanu (rys. 1)
krzywymi stalej energii wewngtrznej i stalej entropii. Uzupelnienie to przedstawione jest
na rys. 2, na ktérym podany jest takze wykres stanu u—e. Pomijamy tu, dla skrdcenia
naszych rozwazan, wyprowadzenie odpowiednich réwnan i zakres podanych wykreséw
stanu ograniczamy jedynie do wspolrzgdnych interesujacych inzynierska teorig sprezy-
stosci.
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3. Sprezysty oérodek ciagly(s)

Moze byé rzecza pozyteczng przytoczenie tu réwnan liniowej («infinitezymalnej»)
teorii sprezystosci w jezyku termodynamiki. Termiczne réwnanie stanu ma postaé:

1 )
(3.1) Eij = *%1 O‘ij—qf 0;j O+ 01, (T— Toy)
lub
FE Ev
(3.2) 0ij = 1+ + (1) (1—2») 6uekk 1 511“(T Ty).

Réwnanie powyzsze odnosi sig do izotropowego ofrodka mqg%ego, jako ze opiera sie na
zalozeniu, iz zmiana temperatury powoduje tylko zmiane objetosci. W takim przypadku
réwnanie zawiera cztery zmienne niezalezne, mianowicie trzy skladowe tensora naprezenia
lub odksztalcenia (albo ich niezmienniki) 1 temperature oraz trzy stale materiato-
we: E, via.
Zamiast relacji wzajemno$ci Maxwella (2.10) mamy teraz réwnanie:

(3.3) [L”(E"" T)] = ~[3—s—(6“" T)J :

T I der; Ar
jako ze funkcja Helmholtza f = u— T's musi spetnia¢ rownanie Gibbsa:

df = —sdTHo0y;de;; .
Energia wewngtrzna jest wigc rowna

1 1 E E
(3.9) u(ey, T) = G,JE,J—I— ™ oc(T To)eu+ aToekk+c'e(T— Ty,
entropia za$§ wyraza si¢ wzorem:
oF T
(3.5) S(Ek,, T)ZﬁEkk"J[‘Celn—'T;

Jest rzecza godna uwagi, ze przy zmianie naprezen, wywolujacej jedynie zmiang ksztattu,
entropia nie ulega zmianie. Jest to bezposrednia konsekwencja izotropii, wyrazonej zato-
zeniem o skalarnym charakterze wspolczynnika rozszerzalno$ci cieplnej. Z tego wzgledu
odwracalny proces izotermiczny przy statej objetosci jest takZe procesem izoentropowym
i przebiega bez wymiany ciepta z otoczeniem, a wige w takim procesie

Q°'=TAs=0.
Podstawowe réwnanie stanu ¥ = u(s, ;) mozna teraz przepisaé w postaci:
1 Evy
(3.6) u= 5 O 8U+ 3 W (ews)? + “Toskk"’rce(T To)
1 E Ev E
3.7 = 24
3 2 149 ° sty 3 Wrn a2 o) T g, eotut

exp(s/cs) _1] .

+ceTo l exploFey/c.(1—2v)]

¢) Réwnania podane w tym punkcie zostaly wyprowadzone przez profesora .T R. Rice’a (Brown
University).
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4. Uwaga na temat pracy w procesic quasi-statycznym

Wyrazenie dla pracy w termodynamice jest naturalnym uogdlnieniem pojecia pracy
w mechanice. Kiedy proces przebiega quasi-statycznie, odwracalnie lub nie, wyraZenie
dla pracy elementarnej ma posta¢ iloczynu pewnej zewnetrznej, uogdlnionej sily i rézniczki
uogdblnionego przemieszczenia uktadu. Kiedy proces jest odwracalny, to znaczy stanowi
ciggla sekwencje standéw réwnowagi, wowczas sita zewnetrzna jest dokladnie rownowazona
przez sile wewnetrzng. Wynika stad, ze sta uogolniona wchodzi do opisu chwilowego
stanu ukladu i w zwiazku z tym stanowi parametr stanu. Przemieszczenie odpowiadajace
sile zewnetrznej w procesie odwracalnym jest co do wartosci réwne i przeciwne co do
znaku w stosunku do przemieszczenia uktadu i takze stanowi parametr stanu. Najbardziej
znanym przykiadem jest praca wykonana przy odwracalnej zmianie objgtosci ptynu

4.1) dW® = pdV,

dla ktérego zardwno cisnienie p, jak i objetosé V sa parametrami stanu. To samo odnosi
si¢ do napre¢zenia i odksztalcenia, ktére wystepuja w réwnaniu (2.2).

Powyzszego stwierdzenia nie mozna zastosowaé do quasi-statycznych procesdw nie-
odwracalnych, gdyz podczas takich proceséw ukiad nigdy nie jest w stanie réwnowagi,
ale przechodzi przez ciag standw bliskich stanom réwnowagi. Stany takie bedziemy opisywali
przez przyporzadkowanie im takich warto$ci odpowiednich wielkoéci, jakie uklad osiagnat-
by, gdyby mu pozwoli¢ dojs¢ do stanu réwnowagi w izolacji adiabatycznej. Wynika stad,
ze co najmniej jeden parametr nie moze by¢ parametrem stanu.

Oto kilka przykladow ilustrujgcych te kwestie. Rysunek 3 przedstawia najbardziej
znany uklad termodynamiczny, skiadajacy sie z gazu zamknigtego w naczyniu cylindrycz-

v/
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Rys. 3. Tlok poruszajacy si¢ z tarciem

nym, ktérego objetosé ulega zmianie wskutek ruchu tloka. Zakladamy w tym przypadku,
Ze tlok porusza si¢ z tarciem zwigzanym z ruchem preta r w tulejce b (z ktoérej wypompo-
wano powietrze). Zakladamy takze, Zze proces jest izotermiczny (lub prawie izotermiczny),
to znaczy w jego trakcie nast¢puje wymiana ciepla ze zbiornikiem o stalej temperaturze.
Proces kompresji lub ekspansiji jest quasi-statyczny, ale oczywiscie nieodwracalny. Uklad
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nie jest dokladnie w stanie réwnowagi, jako ze przeplyw ciepla do zbiornika wymaga
istnienia gradientu temperatury. Praca wykonana w procesie jest rowna

4.2) dw = PdV,
gdzie P oznacza ci$nienie zewngtrzne. Oczywiscie ci§nienie P nie jest réwne ciSnieniu p
gazu; zachodzi bowiem zwiazek:
(4.3) P=ptp, przyczym p' =|F/A|.
Symbol F przedstawia tu sitg tarcia w ukladzie pret-tulejka, natomiast A pole powierzchni
ttoka. Podczas gdy p jest prawdziwym parametrem stanu, P nim nie jest. Nastepnie ¥ nie
jest dokladnie réwne objetosci gazu, jesli uwzglednié przesunigeie preta r; wielkose tg
mozna przedstawié jako sumg:

V=V,+V’
objetosci gazu V, 1 przesunigtej objgtosci preta (dodatniej lub ujemnej). Tak wige ¥ w row-
naniu (4.2) reprezentuje parametr stanu tylko wéwczas, gdy mozna pominaé przemieszcze-
nie preta; w przeciwnym przypadku ¥ nie jest parametrem stanu. Zatem w wyrazeniu

dW = (pp)dV,+(pE£pHdv’
jedynie czfon
dWe = pdV,
przedstawia soba prace w procesie odwracalnym i co najmniej jeden z dwu parametréw

P i V nie jest parametrem stanu.

l

F "
—~—e - nae | »_L

Q' 'N T=const
Rys. 4. Prety sprezyste poruszajgce sie z tarciem

Drugi przyklad przedstaWiony na rys. 4 dotyczy dwu sprezystych pretdw, ktére moga
swobodnie poruszaé si¢ wzgledem siebie. Podczas ruchu pretéw wystgpuje sita tarcia
F; = uN, gdzie N oznacza sil¢ poprzeczng do pretdéw przyciskajaca je do siebie. Tu takze
zakladamy, Ze proces jest izotermiczny i mamy

4.4) dW = —Fdl

bez wzgledu na to czy proces jest odwracalny, czy nie. Jednakze proces bedzie odwracalny
dopbty, dopéki F < Fy, gdyz w tym przypadku moze nastapi¢ jedynie odksztalcenie spre-
zyste. Zatem

4.5) dWwo = Fdi, jedli F< Fj.

Z chwila jednak, gdy sita zewnetrzna F stanie sie réwna sile tarcia, moze nastapic¢ poSlizg
w miejscu styku pretéw i wtedy ciepto bedzie przeptywaé do rezerwuaru w sposob nie-
odwracalny. Przeplyw ciepta byt wszakze odwracalny, jesli F byla mniejsza of Fy. Niech
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dalej sita przenoszona przez sprezyScie odksztalcone prety bedzie rowna sile zewngtrznej F.
Suma odksztalcen obu pretéw sprezystych nie bedzie jednak dalej réwna catkowitemu
przemieszczeniu / mierzonemu od kofca do konca. W dalszym ciagu mozemy napisaé
wyrazenie dla pracy wykonanej w takim procesie w postaci (4.4); musimy jednak zauwa-
zyé, ze dtugos¢ / traci w tym przypadku charakter parametru stanu. Dhugo$c ta jest w przy-
blizeniu réwna sumie lgcznej dtugosci obu odksztalconych pretéw /. i dlugosei wzglednego
przesunigcia /;; réznica wynika stad, ze przy zmianie /; inaczej odksztalcajg si¢ pokrywa-
Jace si¢ odcinki pretéow. Pomijajac t¢ drobna komplikacjg mozemy napisac:

(4.6) _ dW = —Fd(l.+1;) = —(Fdl.+ Fdl,).
W tym wyrazeniu tylko pierwszy czton: dW° = — Fdl, reprezentuje prace w procesie od-
wracalnym.

N

NN 425 G/

Rys. 5. Skregcane powloki walcowe

Analogiczny przyklad przedstawiono na rys. 5. Mamy tu dwie bardzo cienkie powloki
cylindryczne doci$nigte do siebie i skrecane momentem M. Je$li nie ma poélizgu, to
“.n dW° = Mady,
gdzie y oznacza kat obrotu i zaréwno M jak i y sa parametrami stanu. Kiedy nastgpuje
poslizg, w dalszym ciggu mamy
(4.8) dW = Mdy,
jednakze w tym przypadku y traci charakter parametru stanu.

Jako ostatni przykiad rozwazymy cienka cylindryczna i nieskonczenie dluga warstwe
cieczy lepkiej ulegajacej jedynie odksztalceniu postaciowemu (a wiec przy stalej objetosci)
wskutek obrotu z predkoscia katowa o pod wplywem momentu M (rys. 6). Tu takze
mozemy zatozyé, ze wymiana ciepla nastepuje w sposdb (w przyblizeniu) izotermiczny.
Praca jest wykonywana z szybkoscia

&

aw dy
o =M

4.9

co mozemy takze zapisaé jako
(4.10) dW = Mady,

gdzie y oznacza kat obrotu.
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Jest rzecza dobrze znang, ze stan plynu opisuja dwa parametry stanu — powiedzmy
temperatura 7 i objetos¢ V. W rozwazanym procesie obydwie wielko$ci pozostaja stale,
skad musimy wnioskowaé, ze stan ukiadu nie ulega zmianie. Innymi stowy, dW° =0
i parametry wystgpujace w réwnaniu (4.10) nie nadaja si¢ do opisu stanu. Entropia ukiadu
nie ulega zmianie, gdyz ustalony jest stan ukiadu i — poniewaz

ds = dQ°|T = 0,

przeto musimy wnioskowaé, ze dQ° = 0, chociaz w trakcie procesu nastgpuje wymiana
ciepta. Mamy tu do czynienia ze stacjonarnym procesem dysypacji energii.

Rys. 6. Przeplyw Couelte’a

Zauwazmy, Ze w tym przykiadzie moment M jest bezposrednio zwiazany z szybko$cia
odksztalcenia dy/dt i ze

M=0, gy dy/d=0.

Zadna tego rodzaju relacja migdzy uogdlniona sita i uogélnionym przemieszczeniem nie
wystepowala w poprzednich przykiadach, w ktoérych zwigzek miedzy uogdlniong sifg
i uogdlnionym przemieszczeniem mozna byto zmieniaé do$¢ dowolnie przez odpowiednie
manipulacje z sitami tarcia. Dalej, w ukladzie z rys. 3 jego stan podczas procesu nieodwra-
calnego zmieniat si¢, podczas gdy w ukladach na rysunkach 4, 5 1 6 procesy nieodwracalne
przebiegaly przy ustalonym (lub prawie ustalonym) stanie uktadu. '

Powyisze przykiady prowadza do istotnego wniosku, ze jako kryterium pozwalajacego
okre$li¢ wiasciwe parametry stanu mozna uzy¢ wyrazenia na pracg w procesie odwracal-
nym dW°. Odpowiednie wyrazenie dla dW dla proceséw nieodwracalnych mozna wyko-
rzysta¢ w celu sprawdzenia, czy okre§lone wielkodci sg parametrami stanu, czy teZ nie-

5. Idealna deformacija plastyczna

Dokonamy teraz analizy przypadku idealnej deformacji plastycznej preta sprezystego.
W punkcie tym bedziemy rozwazali petle histerezy odpowiadajaca procesowi przebiega-
jacemu w rozwazanym ukladzie przy stalej temperaturze. Petla taka jest przedstawiona
na diagramie stanu naprezenie-odksztalcenie na rys. 7a jako proces 01234 50. Przy-
puéémy, ze po pelnym cyklu uklad osiaga doktadnie stan naturalny O oraz ze proces odcig-
zenia jest odwracalny i przebiega przy pierwotnej warto§ci modutu sprezystosci. Zatozenie
takie nie zawsze jest prawdziwe; to bowiem czy uktad po pelnym cyklu powraca doktadnie
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do stanu wyjSciowego, czy nie — zalezy od wlasnoéci preta. Na przyktad materiat preta
moze by¢ w stanie zahamowanej réwnowagi chemicznej; w tym przypadku podczas pro-
cesu deformacji zwykle nastepuje reakcja chemiczna, w ktérej wyniku stan réwnowagi
chemicznej ulega zmianie. Wowezas poczatkowy stopied reakcji & w stanie 0 moze byé
inny, niz koncowy stopien reakcji &; takze w stanie 0. W przypadkach tego rodzaju dwie
wielkosci nie opisuja stanu w sposéb kompletny, tak ze dla pelnego opisu stanu trzeba
do poprzednich parametréw dolaczyé jeszcze tyle dodatkowych parametrdw, ile niezalez-

a b
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Rys. 7. Petla histerezy dla preta sprezysto-idealnie plastycznego

nych reakcji moze przebiega¢ w uktadzie. To samo mozna powiedzie¢ o module sprezystosei
podczas procesu odcigzania. Na razie wykluczymy takie mozliwoéci, a w p. 12 wykazemy,
ze w przypadku pretéw metalowych powrdt doktadnie do pierwotnego stanu po petnym
cyklu ogdlnie rzecz biorac nie jest mozliwy.

Trzeba tu wyraZnie podkreslié, ze petla histerezy 012 3 4 50 nie reprezentuje cyklu
odwracalnego, jako ze odwrécenie kierunku obcigzania od 0 do 1', jak to pokazano na
rys. 7b, daje w efekcie inna petle, mianowicie 0 1’ 2" 3" 4' 5’ 0. Wskazuje to na to, Ze procesy
deformaciji plastycznej 1214 5 na rys. 7a oraz 1’214’ 5" na rys. 7b sa nieodwracalne,
gdyz odwracalne sg pozostale procesy.

Niezaleznie jednak od tego mozna twierdzié, ze catkowita praca

W= — fode

doktadnie jest zréwnowazona przez catkowity ilo§é ciepla:

Q=§dg,

o ile pozostaje w mocy zatozenie o powrocie ukladu dokladnie do tego samego stanu
naturalnego O po pelnym cyklu. Jest to konsekwencja faktu, ze pierwsza zasada termo-
dynamiki stosuje si¢ do procesdéw zaréwno odwracalnych, jak i nieodwracalnych. Odwrot-
nie, jesli doswiadczenie potwierdza réwnoé¢ pracy i ciepta, to z tego wynika, ze przy pelnym
obiegu petli histerezy energia wewnetrzna musi osiagaé dokladnie pierwotng wartosé.



O ZASTOSOWANIU ZASAD TERMODYNAMIKI 159

Do$wiadczenie sugeruje dalej, ze praca podczas deformacji plastycznej dazy do zréwno-
wazenia odpowiedniej ilosci ciepta przy idealnej plastycznosci. Tak wigc dla przejscia
idealnie plastycznego, powiedzmy 12 na rys. 7a, mozemy napjsac:

2 2
[ag = [aw,
1 1

tak ze mamy:

(5.1) dQ = dW = —ode (dla idealnie plastycznej deformacii).
Na podstawie pierwszej zasady termodynamiki (du = dQ—dW) wnioskujemy, ze
(5.2) du = 0 (dla deformacji plastycznej).

Dochodzimy zatem do wniosku, Ze energia wewngtrzna preta deformowanego plastycznie
w sposob izotermiczny pozostaje stata. Oznacza to, ze energia wewngtrzna preta deformo-
wanego plastycznie w zakresie plynigcia nie zalezy zupetnie od wielko$ci deformacji plastycz-
nej.
Poprzednie rozwazania wykazaty, ze wzdtuz linii odpowiadajacych deformacji plastycz-
nej (12,45, 1’2" oraz 4’ 5') pozostajg stale nastgpujace parametry:
o=o0y; T;u.

Z drugiej strony, odksztalcenie ¢ moze osiggaé nieskonczenie wiele wartofci. Zwykle
w zwiazku z tym stwierdza sig, ze ta okoliczno$¢ eliminuje deformacjg plastyczna z przy-
padkéw, do ktérych mozna stosowaé termodynamike klasyczna, jako ze réwnanie stanu

flo,e, T)=0

musi przedstawia¢ zwiazek jednoznaczny. W wyniku dochodzi si¢ wigc do wniosku, Ze «nie
istnieje» termiczne réwnanie stanu dla takich uktadéw, gdyz poprzednie réwnanie jest
oczywicie wieloznaczne, i ze dla objecia tego przypadku «trzeba dokonaé odpowiedniego
uogdlnienia termodynamiki» [1]. Wniosek ten jest nieunikniony, ale tylko wowczas, gdy
zaklada sie, ze calkowite odksztalcenie ¢ stanowi prawdziwy parametr stanu.

W celu znalezienia wyj$cia z sytuacji musimy odrzucié to niczym nieusprawiedliwione
zatoZenie bez wzgledu na to, jak do jego przyjecia sklanialyby nas wyobrazenia intuicyjne.
Fakt, ze dW = —ode dla nieodwracalnego procesu plastycznego 1 214 5 powinien stanowié¢
wskazowkg, ze calkowite odksztalcenie ¢ nie jest prawdziwym parametrem stanu.

Fakty doswiadczalne interpretujemy w tym sensie, ze stan preta w zakresie deformacji
plastycznej w dalszym ciagu opisuja dwie wielkoécei niezalezne. Wykazaliémy poprzednio,
ze podczas kazdego izotermicznego procesu deformacji plastycznej trzy parametry pozostaja
stale. Wniosek jest oczywisty: wszystkie parametry stanu pozostajg stale. Innymi stowy,
proces izotermicznej deformacji plastycznej przebiega przy niezmiennym stanie ukfadu.
Tak wigc wszystkie punkty wzdluz poziomej linii ¢ = const (¢ < ¢,) na izotermicznym
wykresie naprezenie-odksztalcenie sa identyczne.

Do prawie tego samego wniosku doszedl P. W. BRIDGMAN [1], ktory wszystkim takim
punktom przypisal te sama warto$¢ entropii. Sadzit on jednak, ze w ten sposdb wprowadzit
«uogoblniong entropig», poniewaz milczaco przyjat zalozenie, iz catkowite odksztalcenie
jest parametrem stanu. Dokladniejsza analiza wskazuje jednakze, Zze Zadne uogllnienie
nie jest potrzebne,
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Musimy zatem wyraznie odrézniaé wykres naprezenie-odksztalcenie i wykres stanu.
Wykres stanu dla ukladu przedstawionego na rys. 7 jest pokazany na rys. 8. Dla ukladéw
sprezystych rézréznianie takie oczywiscie nie jest potrzebne.
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Rys. 8. Wykres stanu dla uktadu przedstawionego na rys. 7

Dla okreslenia wlasciwego parametru odksztalcenia wystarczy odcigzy¢ uktad od danego
stanu deformacji plastycznej, powiedzmy od stanu 2 na rys. 7 wzdhuz linii 2 3. Zachodzgcy
woweczas proces bedzie odwracalny i praca w tym procesie bedzie rowna

dWo = —ode®,

gdzie ¢ musi by¢ mierzone wzgledem punktu 3 odpowiadajacemu stanowi naturalnemu.
Tak wigc w dowolnym punkcie posrednim, powiedzmy w punkcie a na rys. 7a, musimy
odrézni¢ odksztalcenie sprezyste %, ktore jest parametrem stanu, i odksztalcenie plastyczne &?
(odksztatcenie trwate), ktore parametrem stanu nie jest. Jest rzecza jasna, Ze

(5.3) e

czyli ze poprzednie argumenty wskazuja na konieczno$é rozlozenia catkowitego odksztal-
cenia na czg$¢ sprezysta i czeS¢ plastyczna (odksztalcenia trwate).

Musimy teraz pos$wieci¢ kilka uwag entropii. Poniewaz izotermiczna deformacja
plastyczna preta nie zmienia stanu preta, w takim razie nie zmienia takze jego entropii.
Czegsto stosuje si¢ nastepujaca argumentacje [1]: rozwazmy dwa dowolnie wybrane punkty
A 1 D, jak to pokazano na rys. 9. Wszelka préba obliczenia réznicy odpowiadajacych im
wartos$ci entropii musi by¢ bezowocna, gdyz aby tego dokonaé, trzeba je potaczyé lini :
odpowiadajaca odwracalnemu przejéciu od jednego stanu do drugiego. Rzecz oczywista, Ze
nie mozna znalez¢ zadnej takiej linii taczacej dwa takie «stany». W konsekwencji nie mozna
tu zastosowaé réwnania (2.16), gdyz dQ° nie daje sie okredli¢ ze wzgleddw zasadniczych.
Rozumowanie tego rodzaju sklonito P. W. BRIDGMANA [l1] do napisania: «Mamy tu do
czynienia z podwoéjnym problemem — problemem rozszerzenia formalnego schematu tak,
aby byl on w stanie objaé nowe sytuacje, i problemem eksperymentalnym polegajacym
na rozstrzygnieciu, ktore fakty nie mieszcza sie w granicach stosowalnoéci starego schematu,
a ktére obejmuje schemat rozszerzony». Jak juz wspominaliémy, dla wykazania, ze stany
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A i D sa identyczne, zachodzi konieczno$¢ dokonania jedynie zmian formalnych. Jest
rzecza jasna, jak to wykazano wyzej, ze stany B i C sg identyczne. Poniewaz dalej sp = s¢ i

Sp—S84 = Sc—Sp,

wiec takze mamy:

S4=Sp.

Nie ma wiec zadnej potrzeby szukania procesu odwracalnego aczacego odpowiednie
punkty, gdyz réznica calkowitych odksztalcen odpowiadajacym «stanom» A i D nie stanowi
r6znicy standw.
Odwracajac argumentacje mozemy natomiast stwierdzi¢, ze
dQ® =0 przy ¢ = consti T = const.

To jest wlaénie wielko$¢, ktérg P. W. BRIDGMAN nazwal «termodynamiczng ilo$cia ciepta»
dla odréznienia od «empirycznej ilo$ci ciepta» — ilosci ciepla w procesie nieodwracalnym
w nasze] obecnej terminologii. P. W. BRIDGMAN dochodzi do poprawnego wniosku, Ze

GA

T="Ty=const

mv

Rys. 9. Obliczenie entropii

«termodynamiczna» ilo§¢ ciepla w fikcyjnym procesie przy o = const i T'= const jest
réwna zeru. W ten sam sposdb znikaja tez trudnosci zwigzane z «morzem nieodwracal-
nosci» P. W. BRIDGMANA ; wystapia one ponownie, ale w innej postaci w p. 12. Wrazenie
«morza nieodwracalnosci» odnosi si¢ przy okazji rozpatrywania procesu nieodwracalnego
(takiego jak tarcie), przebiegajacego izotermicznie przy niezmiennym w zasadzie stanie
uktadu.

Akceptujac powyzsze wnioski dochodzimy do stwierdzenia, ze podstawowe réwnanie
stanu dla naszego ukladu jest identyczne z réwnaniem (2.21), ale pod warunkiem, ze w roéw-
naniu tym od calkowitego odksztalcenia e odejmie si¢ odksztalcenie trwale ¢, albo ze ¢
zastapi si¢ przez ¢°. Tak wigc dla ukladéw poddanych deformacji plastycznej mamy

exp(sfe) 1].

1
us,6) =5 E ()’ + aEe*Tot-c. Ty [W

2 Mechanika teoretyczna
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Poniewaz wszystkie wlasnosci mozna okresli¢ na podstawie tego rownania, wigc dla roz-
wazanego tu przypadku pozostajag w mocy wszystkie réwnania punktéw 2 i 3, jesli zamieni
sie w nich ¢ na ¢°. Ogolnie rzecz biorac, jesli ¢ oznacza ktorykolwiek z potencjatéow termo-
dynamicznych u, s, 4, f'lub g, to moZzemy napisaé:

i
oe?

dp

(5.5) e

= (), ale ogdlnie rzecz biorac

dp
=2 %

gdzie rozniczkowanie odbywa sig przy ustalonym drugim parametrze. Zauwazmy réwniez,
ze

(5.6) dW® = —gde® (zakres sprezystosci),
podezas gdy

.7 dW = —(ode?+0de®) (zakres plastycznosci),
przy czym

(5.8) dQ = —ods?

oznacza ilo$¢ ciepta dysypowanego.

Odksztalcenie sprgzyste mozna zawsze okre$li¢ zakladajac odciazenie ukiadu. Nie
mozna zapominaé, ze jakakolwiek teoria zaktadajaca, ze energia u, entropia s (lub funkcja
Helmholtza f, albo ktérykolwiek inny potencjal termodynamiczny) zalezy od catkowitego
odksztalcenia ¢ lub od odksztalcenia plastycznego &P, nie moze prowadzi¢ do rezultatow
zgodnych z wynikami do$wiadczen.

6. Odksztalcenia zwiazane ze wzmocnieniem materialu

Rozszerzenie naszych idei na przypadek materialéw ze wzmocnieniem mozna prze-
prowadzi¢ na dwu poziomach przyblizenia. W pierwszym przyblizeniu bedziemy w dalszym
ciggu pomijaé zmiany przekroju poprzecznego i inne efekty trdéjwymiarowe. W drugim

p ‘} T=const
2
1 1’

Y
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Rys. 10. Histereza dla materiatu ze wzmocnieniem

przyblizeniu, ktére przedstawimy w p. 12, zaproponujemy teori¢ obszaréw (domen)
sprezysto-plastycznych i weZmiemy pod uwage owe efekty tréjwymiarowe nawet w przy-
padku cienkiego preta poddanego jednoosiowemu obciazeniu.
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Wykres na rys. 10 przedstawia idealizowana petle histerezy z odcinkami 4 112 3, odpo-
wiadajacymi procesom odwracalnym i odcinkami 1 2 i 3 4, odpowiadajacymi nieodwracal-
nym procesom wzmocnienia. Przyjmujemy, ze petla histerezy moze by¢ zamknigta i ze pret
powraca po pelnym cyklu do pierwotnego swego stanu naturalnego 0. Zdajemy sobie
jednak sprawe z tego, ze wiele eksperymentéw wskazuje, iz uktad nie powraca po petnym
cyklu do poczatkowego stanu naturalnego O i zagadnieniem tym zajmiemy si¢ pézniej.
W pierwszym przyblizeniu przyjmiemy, ze taka sytuacja jest mozliwa, akceptujac tym
samym zwykle milczaco przyjmowana w termodynamice zasadg, ktéra stwierdza, iz kazdy
uktad moze byé doprowadzony do dowolnego ustalonego stanu réwnowagi za pomocy
odpowiedniego ciaggu proceséw (odwracalnych lub nie).

W celu okre§lenia parametru naprezenia opisujacego stan termodynamiczny uzyjemy
jako kryterium wyrazenia na pracg w odwracalnym procesie odcigzenia zakladajac, ze state
materialowe, w tym takze modut Younga, majg pierwotne warto$ci. Wnioskujemy, ze od-
ksztalcenie sprezyste

e g
(61) & = E,
przy czym :
(6.2) & = &P’

weiaz odgrywa role parametru stanu. Metoda okre$lenia ¢ jest przedstawiona na rys. 11,
kt6éry pod tym wzgledem jest podobny do rys. 7 z ta tylko réznica, ze naprezenia, przy
ktérych nastepuje plastyczne plynigcie, sa zmienne; odpowiednia zalezno$§¢ jest przy tym
dana empirycznie.

G 2

Rys. 11. Naprezenie sprezyste

Poniewaz dla dwu stanéw charakteryzujacych sie tym samym naprezeniem (@ i @’ na
rys. 11) co najmniej trzy parametry stanu o, € i T maja te same wartosci, wigc wnioskujemy
stad, ze dwa takie stany sa identyczne. Wskazuje to na fakt, ze dwa kolejne po sobie naste-
pujace procesy: nieodwracalny proces | 2 i odwracalny proces 2 1’ stanowia nieodwracalny
cykl izotermiczny.

Dla rozwazanego przypadku zachoduje swa stuszno$¢ termiczne réwnanie stanu oraz
wyrazenia dla energii wewngtrznej, entropii, pracy w procesie odwracalnym i iloéci ciepta,
ktére odnosza si¢ do przypadku preta sprezystego, z tym tylko, Ze nalezy w nich zamiast ¢

2+
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podstawi¢ &°. Podobnie zachowuja wazno§¢ réwnania (5.4)-(5.7). Wykres stanu jest
identyczny z przedstawionym poprzednio na rys. 8 (lub 1i2) z tym jednak, Ze teraz izotermy
sa ograniczone przez naprezenia zrywajace ¢,, a nie przez granicg plastycznosci oy, jak dla
ukladu sprezysto-idealnie plastycznego.

Wyrazenia dla pracy i ciepta dysypowanego — réwnania (5.6)—(5.8) — mozna przed-
stawi¢ jako pola powierzchni na wykresie naprezenie-odksztalcenie w przypadku proceséw
izotermicznych ; przedstawia je rys. 12. Pole 0 1 2 b reprezentuje aktualna pracg¢ wykonana
w uktadzie

2
[ ode = —w,
0

podczas gdy pole a 2 b prace wykonang w ukladzie w procesie odwracalnym. Réznica —
pole 012 a jest proporcjonalna do energii dysypowanej podczas procesu (por. réwnanie
w p. 10); nie jest ona réwna ani ilosci ciepla Q° wymienionej w sposéb odwracalny, ani
aktualnie wymienionej iloéci ciepta Q, ale ich réznicy. Kiedy po pelnym cyklu od stanu
poczatkowego uklad po odciazeniu powraca do stanu a, wowczas pole 012 a staje sig
réwne energii dysypowanej podczas cyklu, to znaczy cieplu oddanemu otoczeniu. Iloéé
oddanego ciepta jest wtedy rowna catkowitej wykonanej pracy.

[lodeP=wo-w=0"-Q=T, [do

/ﬁﬁ 2

o) T=To=const

14 / flode=-w
/\ ]
>
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/
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Rys. 12. Geometryczna interpretacja calek na izotermicznym wykresie naprezenie-odksztalcenie

Rysunek 5 przedstawia prosta analogie mechaniczng preta odksztalcanego pla-
stycznie. Przypadek N = const odpowiada przypadkowi idealnej plastycznosci, podczas
gdy przypadek ze wzrastajacym N powyzszemu uproszczonemu przypadkowi wzmocnienia.

7. Material lepkosprezysty

Zajmiemy si¢ teraz mozliwie najprostszym materialem lepkosprezystym, mianowicie
takim, ktéry spelnia prawo Hocke’a przy dowolnie danej szybkosci odksztalcenia é.
Uwzgledniajac, 7e szybko$é odksztalcenia ma wplyw na zwiazek miedzy odksztalceniem
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i naprezeniem, przyjmiemy, ze efekty bezwladnosciowe moina pomingé. lzotermiczny
wykres naprezenie-odksztalcenie dla takiego materiatu przedstawiony jest na rys. 13;
szybkosé odksztatcenia ¢ wystepuje tu w roli dodatkowego parametru. Pierwszy nasuwajaca
sie myslg jest, ze stan ukladu, na przyktad w punkcie 4, opisujg w sposéb zupelny trzy
sposrod czterech zmiennych: o, e, T'i é. Innymi stowy «naturalne» wydaje si¢ dolaczenie
szybkoéci odksztalcenia jako dodatkowego parametru i przyjecie w zwigzkn z tym, ze stan
okreslaja nie dwie, lecz trzy niezalezne wielkosci. Stusznosci tego przypuszczenia nie mozna
rozstrzygnaé przez odwolanie si¢ do jakiej$ zasady; poprawng odpowiedZ moze daé tylko
interpretacja faktéw do§wiadczalnych.

Na podstawie danych do$wiadczalnych przyjmujemy, ze odwracalne sg tylko procesy
przebiegajace przy é = O; wszystkie inne sa natomiast nieodwracalne. Fakt ten, jak to

>0 T=T, =const

ek Al é=0
]
//'

‘Lb

L3
N oY

5°

<

i

Rys. 13. Materiat lepkosprezysty

zaraz zobaczymy, wyklucza mozliwo$é, ze ¢ reprezentuje prawdziwy parametr stanu,
i prowadzi do wniosku, ze takie wielkoéci, jak entropia i energia wewngtrzna lub jaki-
kolwiek inny potencjal termodynamiczny muszg byé niezalezne od é.

Gdyby & byto prawdziwym parametrem stanu i gdyby termiczne réwnanie stanu miato
postac

(7.1) fo,8,6,T) =0,
woéwczas mozliwe byloby przeprowadzenie procesu odwracalnego, to znaczy procesu,
podczas ktérego uklad przechodzitby przez cigg standw réwnowagi przy dodatkowym
warunku é = const. WspomnieliSmy juz, ze jest to mozliwe tylko wowczas, gdy & = 0.
A ten wlasnie fakt wyklucza ¢ jako zmienng z réwnania (7.1).

Szybko$é, z jakg jest wykonywana praca (w spos6b nieodwracalny) przy & > 0, jest
réwna :
(7.2) dw|dt = —o%,
co wskazuje na to, Ze o moze nie mieé charakteru parametru stanu. Roéwnanie (7.2) mozna
takZe przepisa¢ w postaci

(7.3) dW = —otde,
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tak Ze praca w procesie odwracalnym przy é = 0, jest réwna

(7.4) dW = —¢®de,

gdzie 0°< 0. Rownanie powyzsze identyfikuje o¢ jako prawdziwy parametr stanu. W takim
razie naprezenie musi by¢ rozioZzone na «odwracalnay» cze§é sprezysta o¢ i cze$é lepka o?:
(7.5) o = g°+0o?

jak to sugeruje rys. 13. W konsekwencji, z punktu widzenia termodynamiki stany 4 i A’
na wykresie sa identyczne. W celu obliczenia energii wewngtrznej « lub entropii s w punkcie
A nie koniecznie trzeba {aczy¢ A4 i, powiedzmy, punkt reprezentujacy stan naturalny linig
odpowiadajaca procesowi odwracalnemu od jednego stanu do drugiego; zamiast punktu
A mozna réwnie dobrze postuzy¢ sie punktem A’

Jest teraz rzecza jasna, ze dla rozpatrywanego przypadku pozostaja stuszne wszystkie
réwnania dla ukiadu sprezystego. W szczegdlno$ci niezmienione pozostaje réwnanie
podstawowe (2.21), ale we wszystkich pozostalych réwnaniach trzeba o zastapié przez o®.
Na przykiad, zamiast dobrze znanego réwnania

(7.6) (%Z) =q

dla ukiadu sprezystego, ktore wynika bezposrednio z zaleznosci
du = Tds-t+ade,

musimy napisaé

) (%) = g°

Podobnie przy przeprowadzaniu transformacji Legendre’a réwnania podstawowego (2.21)
nie wolno zapominaé, Ze dla materialu lepkosprezystego

(7.8) h(s, 0®) = u—o%, f(T,6) =u—Ts, g(T,0°) = u—oc%—Ts
ize
op . ., O op
. — = I =L
(7.9) pws 0, ale ze na ogot 35 e #0

dla kazdego potencjatu termodynamicznego ¢ (r6Zniczkowanie przeprowadza sie przy
ustalonych innych zmiennych).

Przedstawiona obecnie sytuacja jest analogiczna do sytuacji w przypadku cieczy lepkiej,
dyskutowanej krotko w zwigzku z rys. 6. W tym ostatnim przypadku nie bylo mowy o tym,
ze moment M ub predkoé¢ katowa w powinny wejé¢ do réwnania stanu. Innymi stowy,
poniewaz moment M jest calka z naprezenia $cinajacego t w cieczy lepkiej, predkoéé za$
katowa w jest proporcjonalna do gradientu predko$ci w warstwie, nikt nie zaproponowal,
aby ktorakolwiek z tych dwu wielkoéci wstawi¢ do réwnania stanu cieczy lepkiej. W row-
naniu stanu zachowuje si¢ jedynie ciénienie, to znaczy jedna trzecia $ladu pelnego tensora
naprezenia i objetodé, to znaczy jedna trzecia calki po czasie ze §ladu tensora szybkoéci
odksztatcenia.
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W przypadku lepkosprezystym proces przebiegajacy przy & >0 jest nieodwracalny
i entropia produkuje si¢ z szybkoscia
(7.10) T—Zg = oY
zupelnie analogicznie jak w przypadku cieczy lepkiej. W procesie izotermicznym kompen-
sacyjny strumien ciepla zapewnia utrzymanie stalej warto$ci entropii, to znaczy wartosci
odpowiadajacej temu samemu odksztalceniu, ale przy réwnej zeru szybkosci odksztalcenia.

Dalsza réznica miedzy materialem lepkosprezystym i materialem plastycznym polega
na tym, ze teraz trzeba rozwazal procesy przebiegajace ze skoficzonymi predkosdciami,
podczas gdy poprzednio dopuszczalne byly jedynie procesy quasi-statyczne. Mozliwos¢
wykorzystywania w dalszym ciagu réwnan klasycznej termodynamiki opiera si¢ na hipo-
tezie, w my$l ktérej w kazdej chwili procesy przebiegajace ze skofczonymi predkosciami
mozna traktowaé jako procesy quasi-statyczne. Warto tu zauwazy¢, ze na tej hipotezie
bazuje cala mechanika plynéw.

8. Pelzanie i relaksacja

Rozwazania prowadzone w poprzednich punktach moga sugerowaé, Ze termiczne
réwnanie stanu materiatu, w ktérym przebiegaé moga procesy pelzania i relaksacji, powinno
mie¢ rowniez postac:

8.1) fle,0,T) = 0.

Jednakze jest to oczywiécie niemozliwe, jako ze w procesie pelzania zmienia si¢ odksztal-
cenie, podezas gdy ¢ = const i 7 = const, natomiast w procesie relaksacji zmienia sig o,
podczas gdy & = const i T = const. Musimy oczywiécie dojé¢ do wniosku, Ze réwnanie
(8.1) powinno zawieraé co najmniej jeszcze jedna zmienna &, ktérej zmiana skompensuje
zmiane o lub & zaleznie od przypadku. W konsekwencji termiczne réwnanie stanu musi
przyja¢ postac:

(83.2) fle,0,T,8) =0,

gdzie symbol &; oznacza tyle zmiennych &, ile nakazuje przyja¢ do$wiadczenie w kazdym
przypadku.

Interpretujemy tu wyniki do§wiadczen w taki sposéb, ze zakladamy, iz zmienna lub
zmienne & s3 tej samej natury, co i stopien reakcji chemicznej. Wiaczenie takich zmiennych
do réwnania stanu przedstawia ciagta aproksymacje, ktéra daje mozliwoé¢ uwzglednienia
przemianchemicznych czy dyfuzji, jesli takie moga wystapi¢ w ukladzie w stanie zahamo-
wanej réwnowagi chemiczne;j.

Ten punkt widzenia przyjety jest w pracy J. MEIXNERA na temat zjawisk relaksacji
[2, 3], a takze w monografii S. R. DE GROOTA i P. MAZURA [4] w zwiazku z opisem relaksacji
sprezystej. Praca J. MEIXNERA [2] zawiera szczegOlnie prosty opis relaksacji w precie pod-
danym dziataniu jednoosiowego naprezenia. Teoria jest oparta na rozwinigciu na szereg
Taylora funkcji Helmholtza (co do ktoérej zaklada sie, ze zalezy od jednego tylko para-

metru wewnetrznego &) w poblizu stanu réwnowagi chemicznej, dla ktérego przyjmuje
sic £ = 0.
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Ograniczajac sie do procesdéw izotermicznych mozna réwnanie podstawowe napisad
w postaci:

(8.3) £, & = £(0,0)+ %—Eooez—l—baf—l— ;— c&?;

rézniczka f ma wtedy postaé:
(8.4) df = ode— AdE

gdzie ¢ jest powinowactwem sprzezonym z &.
Z relacji przyjetej dla funkcji Helmholtza wynika, ze

[or) _
8.5 o= \E)g—— Ese+b&
oraz
. - 3f) o

(8.6) —A = ((’)—E = be-cé.
Podczas procesu odwracalnego & = 01 mamy:

2

o= (Eoo—— b—)e s
¢

co wskazuje, ze modut Younga jest dany wzorem:

2

(8.7) E = Ep— % < Eo.

Postulujac liniowy zwiazek miedzy powinowactwem of i uogdlnionym strumieniem
dé[dt, to znaczy zakladajac

dé
(8.8) ol = CW’
mozna wyprowadzi¢ tak zwane dynamiczne réwnanie stanu(5)
(8.9 o+71,6 = E(e+7,¢€),
gdzie '
c . C Ey
(8-10) TE—T 1 TG~7T.

Rozwigzanie ogdlne rédwnania (8.9) mozna napisaé w postaci
°
(8.11) a(t) = Eme(t)dyj e_"/r”a(t—u)du,
£9

gdzie pominigto addytywny, zanikajacy czlon const x exp(— ¢/z,).
Interpretacja tego réwnania prowadzi czgsto do pewnych nieporozumien. Jak widaé,
réwnanie to opisuje proces termodynamiczny bedacy wynikiem «przylozenia» z miennego

(%) Uzycie tu okre§lenia «réwnanie stanu» jest nieusprawiedliwione, gdyz réwnanie to zawiera wielkoéei,
ktére nie sg prawdziwymi parametrami stanu.
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odksztatcenia () do koncow preta. Jesli z wyrazen dla e(z) i o(¢) wyeliminujemy parametr ¢,
to powinni§my otrzyma¢ pewng reprezentacj¢ tego procesu na plaszczyZnie napreZenie-
odksztalcenie; w tej reprezentacji procesu parametr wewnetrzny £ nie jest staly, ale zmienia
si¢ od punktu do punktu, jak tego zada réwnanie (8.5). Tak wigc zwiazek tego typu nie
moze stanowi¢ réwnania stanu; wszystkie réwnania stanu dla izotermicznie «zamrozonej»
réwnowagi wewnetrznej sg zawarte w réwnaniu (8.3). Nie jest wigc rzecza zaskakujaca,
e szczegbly procesu zaleza od wszystkich «obecnych» i «przesztych» wartosci funkeji e(r)
opisujacej zalezno§¢ odksztatcenia od czasu («historii» odksztalcen na brzegu). To nie
usprawiedliwia stwierdzenia interpretowanego czgsto bardzo szeroko, ze rozwazany uklad
jest obdarzony «pamigcia» (zanikajaca lub jaka$ inng) i ze jego aktualny stan zalezy od
calej' historii uktadu. llekroé rozpatruje si¢ proces termodynamiczny, tylekro¢ stwierdza sie,
ze wszystkie parametry stanu sa funkcjami czasu i ze ich wartosci w jakiej§ szczegblnej
chwili zaleza od wszystkich warto§ci wszystkich parametrow w danej chwili i w przesztosci.
To jednak nie oznacza, Ze czas musi wystgpowaC w sposob jawny w réwnaniach stanu,
stanowigcych przeciez zwiazki migdzy parametrami stanu w danej chwili. Odwrotnie,
jesli do opisu przyjete sa poprawne niezalezne parametry stanu, czas musi zniknaé z kazdego
prawdziwego réwnania stanu.

Obecnoé¢ parametru wewngtrznego £ w poprzednich rozwazaniach sugeruje wyraznie,
7e teoria materialéw lepkosprezystych, potraktowana opisowo w poprzednim punkcie,
moze by¢ zbudowana na zatozeniu istnienia wewngtrznych zmiennych uktadu. Ten punkt
widzenia jest szczegOlnie wyraZnie przyjety w licznych pracach J. MEIXNERA [3].

9, Schemat ogdblny

Rozszerzenie powyzszych rozwazan na ofrodki ciagle w przypadku materiatéw spre-
zystych okazuje sie proste i nie budzace watpliwoéci. W bardziej skomplikowanych przy-
padkach rézni autorzy stosuja rézne podejscia; w zwiazku z tym przed przystapieniem
do zbadania zjawiska wzmocnienia w ramach teorii obszaréw (domen) sprezysto-plastycz-
nych nie od rzeczy bedzie rozpatrzenie pewnych ogdlnych zasad analizy.

Autor jest przekonany, ze dla skonstruowania termodynamicznego opisu ukladow
ciagtych trzeba zaakceptowaé zasadg stanu lokalnego [5]. Zasada ta zapewnia, Ze wszystkie
zwiazki miedzy wielko$ciami termodynamicznymi, ktére sa stuszne dla ukladéw jedno-
rodnych, pozostaja w mocy w kazdym punkcie w przestrzeni 1 w kazdej chwili czasu,
nawet je$li procesy przebiegaja ze skonczonymi predko$ciami. Osiagnigcia teorii sprezy-
stoci 1 mechaniki ptyndéw sg zbudowane wlaénie na tej zasadzie. Zgodno$¢ miedzy tymi
teoriami 1 do$wiadczeniem sugeruje, ze zasade stanu lokalnego mozna bez Zadnych za-
strzezen przyjac¢ takze jako podstawowe zalozenie teorii majacych opisaé niesprezyste
zachowanie si¢ materialéw. Kwestii czy zasadzie tej mozna nada¢ charakter uniwersalnej
zasady termodynamiki oérodkéw ciaglych nie ma potrzeby tu dyskutowac.

W kazdej chwili czasu ¢ uklad ciggly znajduje si¢ w okre$lonym stanie, ktoéry charaktery-
zuja rozklady przestrzenne jego (prawdziwych) parametréw termodynamicznych ¢;. Stan
Jjest zatem okreSlony przez »n p6l py(x, {) gdzie x jest wektorem polozenia, za§ »n oznacza
liczb¢ niezaleznych wielkoSci termodynamicznych odpowiedniego ukiadu jednorodnego.
Czas t odgrywa role parametru. Kiedy czas zmienia si¢, wowczas mowimy, ze w ukladzie
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przebiega proces. Jesli p jest dowolna wielkoscia zalezng, wowczas istnieje jednoznaczne
réwnanie stanu:

©.0 p(x, 1) = Flp:(x, 1), ..., pu(x, O],

ktore jest spetnione w kazdym punkcie x i w kazdej chwili czasu ¢. Funkcja F nie moze
zalezeé jawnie ani od wektora polozenia x, ani od czasu f.

Wygodne okaze si¢ dokonanie przegladu tych réwnan termodynamiki, ktére muszg
byé w zwarty sposéb uogblnione dla uktadow tréjwymiarowych (7). We wszystkich dyskuto-
wanych poprzednio przyktadach analiza faktow doswiadczalnych dostarcza nam wyrazen
dla pracy catkowitej dW i pracy w procesie odwracalnym dW0. Pozwala to napisac pierwsza
zasade termodynamiki w dwu postaciach. Rozwazajac elementarna quasi-statyczng zmiang
stanu miedzy dwoma sasiednimi stanami mozemy dla procesu odwracalnego napisaé:

(9.2) dU = dQ*—dw"°
i osobno dla procesu nieodwracalnego:
9.3) dU = dQ—dw.

W réwnaniach tych U przedstawia catke wzieta po objgtosci V ukiadu przy f = const;
dU reprezentuje w takim razie zmiang tej wielkosci w ciagu czasu dt. Wielkosci dQ, dW,
dQ® i dW° sa liczone jako calki ze strumienia ciepla i ze strumienia pracy odpowiednio
po powierzchni 2 ukladu, oczywiscie przy zatozeniu, ze na uktad nie dziataja pola elektrycz-
ne, magnetyczne czy grawitacyjne; strumienie te mozna przy tym opisa¢ za pomoca odpo-
wiednich pdl wektorowych.

Réwnanie (9.3) stanowi réwnanie energii dla procesu w ukladzie. U jest tu jedynie
funkcja prawdziwych parametréw termodynamicznych ukladu(?). Wyrazenia dla dQ i dW
moga jednak zawieraé wielkoéci, ktére nie musza byé wielkoSciami termodynamicznymi.
Réwnanie (9.2) moze natomiast zawieraé tylko wielkosci termodynamiczne. W réznych
zmodyfikowanych postaciach réwnanie (9.2) jest znane jako réwnanie Gibbsa, szczegdlnie
wéwezas, gdy przyjmuje sie w nim dQ° = TdS i podstawia sie odpowiednie wyrazenie na diW°.
Na przyklad dla uktadu w stanie zahamowanej réwnowagi chemicznej, w ktédrym prze-
biega pojedyncza reakcja chemiczna, rownanie (9.2) zaklada sie w dobrze znanej postaci:

9.4 dU = TdS—-PdV— dé,
gdzie ¢{ jest powinowactwem chemicznym, & za$§ stopniem reakcji. £ jest tu parametrem
stanu, tak ze U = U(S, V, §). Oczywiscie w tym przypadku

dw® = pdV+ AdéE

i, jak latwo si¢ przekonaé, PdV przedstawia wyrazenie dla pracy calkowitej, a nie dla pracy
wykonanej w sposob odwracalny, poza przypadkiem gdy & = const lub ¢ = 0. W przy-
padku uktadu ciggtego S musi by¢ liczone jako calka objetoéciowa i dS przedstawia wtedy
zmiang tej catki w ciagu czasu dr. '

(") Szersza dyskusje mozna znalezé w [5], rozdziat 13.
(®) W wielu pracach energi¢c wewnetrzna przyjmuje sie czesto blednie jako funkcje wszystkich para-
metrow wystepujacych w danym problemie. :
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Poréwnujac rownania (9.2) 1 (9.3) otrzymujemy:
(9.5) dQ°—dQ = dW°—dw,
co wyraza sobg niezalezno$¢ zmiany energii wewngtrznej od procesu. Pozwala to napisaé
wyrazZenie dla entropii

ds = dQ°|T

w postaci
a0 dwl—dw
i
Roéwnanie to wyraza fakt, ze réznica migdzy zmiang entropii ukiadu 45 i ta jej czescia,
ktéra jest zwigzana z wymiana ciepta w procesie nieodwracalnym, wyrazajaca sie przez
strumieri entropii, jest réwna wielkosci

(9.6) dS—

(9.7) dg = L7 47

ktéra mozna interpretowaé jako ilo§¢ entropii generowana przez proces nieodwracalny
w ciagu czasu df. Nieréwnoé¢ Clausiusa zada, aby dla procesu nieodwracalnego
dw—dw

T
czyli aby obydwie powyzsze wielkosci byly dodatnio okreslone. Réwnanie (9.6) mozna
przeksztalcié do postaci

d) >0 oraz

>0,

9.8) dQ = TdS—Tdo.
Ma mocy (9.3) réwnanie to jest rtOwnowazne nastgpujacemu:
(9.10) dU = TdS—dW-—Td0,

co stanowi inng posta¢ réwnania Gibbsa. Z poréwnania powyiszego réwnania z (9.4)
widaé, ze dla uktadu chemicznego

dWw = PdV, d0=%d§ oraz  dW°—dW = AdE.

Kiedy znane sa juz wyrazenia dla pracy wykonanej w sposéb odwracalny i nieodwra-
calny, nie ma potrzeby uogélniania réwnania Gibbsa na przypadek tréjwymiarowy(?);
wyrazenie dla produkcji entropii mozna bowiem napisa¢ od razu — jest to réwnanie (9.7).
Wyrazenie dla wydajno$ci Zrodta entropii df/dt na jednostke objetosci (lub masy) i jednostke
czasu bedzie mialo szczegblnie prosta matematycznie postaé. W poprzednich przykladach
wykazalismy, Zze obydwa wyrazenia dla pracy maja postaé:

dW?® = Xody0  oraz dW = Xdy,

gdzie X i X° sa wielkoéciami intensywnymi, y i yo za§ wielko$ciami ekstensywnymi(10),
Przy tej formie zapisu wyrazen dla pracy wiadomo, Ze tylko X0 i y0 sg parametrami stanu.
Tak wiec

do  Xodyo/dt—Xdy|dt

dr T ’

(®) Ze wzgledu na wystepowanie w tym rownaniu T rownanie musi by¢ najpierw napisane dla objgtosci

elementarnej i dopiero potem scatkowane.

(19) W ogblniejszym przypadku moze wystapi¢ suma takich wyrazed, dla prostoty pomijamy tu znak
sumowania.
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to znaczy wydajnos$é zrodla entropii wyraza sie przez iloczyny uogélnionych sit X i X0
przez uogdlnione strumienie y i y0. Wyniki do$wiadczalne odnoszace si¢ do ukladow
prostych, zawarte w réwnaniach stanu — na przyktad w podstawowym réwnaniu stanu —
dostarczaja jedynie informacji o zwiazku miedzy X0 1 0. Relacje migdzy X i y trzeba okresli¢
w oparciu o do$wiadczenia innego charakteru.

10. Réwnania konstytutywne

Poprzednie uwagi prowadza do waznej interpretacji réwnan konstytutywnych. Poniewaz
naprezenie i odksztalcenie moga wystgpowaé jako wielkoséci termodynamiczne oraz jako
wielkosci wystepujace w wyrazeniu dla catkowitej pracy dW w procesie nieodwracalnym,
wiec relacje migdzy nimi moga wynika¢ z dwu niezwiazanych ze sobg zespoléw d anych
do$wiadczalnych: tych, ktére prowadza do réwnania stanu, i tych, ktére okreslajg zwigzki
miedzy sitami i strumieniami w procesie nieodwracalnym. Dla wyraznego odréznienia
tych parametréw, ktére wystepuja w wyrazeniach dla energii, entropii i pozostatych poten-
gjatéw termodynamicznych, i tych, ktére do tych wyrazen nie wchodza — najlepiej jest
obie te grupy danych doswiadczalnych interpretowaé osobno. W réwnania ruchu (réw nania
Cauchy’ego) wchodzi pelna relacja konstytutywna; w przeciwiefistwie do tego wypisujac
réwnanie energii trzeba zwrdcié baczng uwage, aby czlon dU zawieral tylko te parametry,
ktére sg okre§lone przez réwnanie stanu; w wyrazeniu dla pracy catkowitej wystepuja
ponownie wszystkie czlony relacji.

Na przyktad dla ukladu lepkosprezystego

db ové
10, =
(10.1 dt T
i mozemy zalozy¢ liniowa relacje miedzy o¥ i é:
(10.2) 0% = pué,

gdzie u odgrywa role wspdlczynnika lepkosci, W ukladzie mamy oczywiscie zawsze do
czynienia z dodatkowym rozktadem Zrédet entropii, zwiazanym z przewodnictwem ciepl-
nym. Zasada Curie(!!) pozwala jednak stwierdzi¢, ze te dwa rodzaje zZrédel entropii w o$rod-
ku izotropowym nie wplywaja na siebie nawzajem, tak Ze to ostatnie mozemy dla prostoty
pominaé. Dochodzimy w takim razie do wniosku, Ze kompletne réwnanie konstytutywne
ma dla naszego ukladu postaé:

(10.3) 0 = eE— B (T—Ty)-+ué.
Jednakze
104 u= —;—Esz-{—cheTo-i—cz(T— Tp) =
e 2
= % E [% +a(T— To)] + a0 To+ > ETo(T— To)+ c(T—To)
oraz
(10.5) s = aFEe+c, In(T|Ty) = oo+ o2E(T—To)+c,In(T/Tv).

(1) Por. [4], str. 57.
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11. Relacje Onsagera

Przypominamy, Ze macierz wsp6tezynnikéw fenomenologicznych jest konsekwencja
zapisu zwigzkéw migdzy uogdblnionymi sitami i uogdlnionymi strumieniami w oparciu
o wyrazenie dla produkcji entropii. Twierdzenie Onsagera orzeka, ze macierz ta musi byé
symetryczna(!2). W tym ujeciu(*?) rozwaza si¢ mate odchylenia od stanu réwnowagi; jest
wiec rzecza jasna, ze jestemy zupelnie usprawiedliwieni méwiac, iz dany strumien jest
wywolany przez dang silg, jesli obydwie wielkoéci znikaja jednocze$nie. Jest réwniez jasne,
7e w tym ujeciu te strumienie, ktére wystepuja w ogélnym wyrazeniu, sg pochodnymi
ekstensywnych wielko$ci termodynamicznych.

W naszych poprzednich przykiadach sytuacji tej odpowiada przypadek lepkiego na-
prezenia o? i sprzgzonego z nim strumienia & Wyjatek stanowi natomiast przypadek prze-
plywu plastycznego (z uwzglednieniem wzmocnienia lub bez). W tym przypadku sita nie
znika, gdy znika strumieni, i uktad jest wyprowadzony ze stanu rownowagi jedynie wskutek
zaburzenia pola temperatury, pozostajac jednoczeénie, ze tak powiemy, w réwnowadze
wzgledem pola naprezenia. Trudno jest tu stwierdzi¢, czy rzeczywiste zachowanie sie
uktadu mozna opisa¢ w ramach normalnego schematu prowadzacego do macierzy wsp6t-
czynnikéw fenomenologicznych; wydaje sig, ze nie mamy tu innej mozliwosci, jak tylko
stwierdzié, ze przeplyw plastyczny nie spelnia relacji Onsagera.

12. Teoria obszaréw (domen) sprezysto-plastycznych

Dokladna analiza faktéw do$wiadczalnych wskazuje, ze prety metalowe nie s3 na-
prawde jednorodne. Ogladane przez mikroskop przedstawiaja soba mieszaning obszaréw
(domen) o przypadkowych ksztaltach i chaotycznie zorientowanych wzglegdem siebie,
ktore w sprzyjajacych okolicznoéciach ulegaja poflizgowi. Poslizgi te nastgpuja wzdtuz
wyraznie widocznych plaszczyzn i sa wynikiem ruchu dyslokacji.

Proponujemy wyjasnienie procesu wzmocnienia przez zalozenie, ze kazda taka domena
wzigta osobno zachowuje sie sprezyécie az do pewnej granicy; po jej przekroczeniu domena
deformuje sie plastycznie bez zmiany objeto§ci w sposdb, ktory sugeruje szkic na rys. 14.
Odnoénie deformacji plastycznej zaktadamy, Ze nastgpuje ona wzdtuz plaszczyzny poslizgu.
Stan termodynamiczny obszaru (domeny) sprezysto-plastycznego jest wigc opisany przez
parametry zidentyfikowane w p. 5 jako parametry termodynamiczne preta ulegajacego
deformacji idealnie plastyczne;j.

Od razu zakladamy, ze uktad domen spelnia warunek ciagloéci; naruszenie tego warunku
jest rownowazne powstaniu okolicznoéci, w ktérych zapoczatkowuje sig proces zerwania.
Zadanie ciaglosci oznacza, ze domeny, ktére stykaja sie z domena ulegajaca deformacji
plastycznej, poddane sa dzialaniu wewnetrznych naprezen sprezystych i w zwiazku z tym
same moga ulec deformacji plastycznej, je§li powstang sprzyjajace po temu warunki. Stan
termodynamiczny calego ukladu opisuja pola: naprezen o;;(x), odksztalcen sprezystych
&f;(x), temperatury T'(x) itd.; do opisu stanu nie wchodzi jednak pole odksztatcen plastycz-
nych e;(x). Proces nastQpUJe wdéwezas, gdy pola te zmieniajg si¢ w czasie, ale zasada stanu

(12) Pomijamy tu komplikacje wynikajace z istnienia dwu rodzajéw sit uogélnionych ([2] artykul W ency-
klopedii), poniewaz ten fakt nie ma wplywu na nasze rozwazania,
(13 Por. [4], str. 36, 40 i 57.
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lokalnego zapewnia, ze réwnania p. 3 zachowuja swa stuszno$é. Wystapienie poslizgdw
samo przez si¢ nie powoduje zmiany stanu; zmiana taka nastgpuje w sposéb posredni
wskutek wplywu poélizgéw na naprezenia i wskutek wplywu Zrddet entropii na rozklad
temperatury.

Réznice w zachowaniu si¢ rdznych cial sa uwarunkowane réznymi $rednimi rozmiarami
domen i réznymi kryteriami po$lizgu. Zakladamy, ze poslizg nastgpuje woéwczas, gdy
naprezenie $cinajace, dzialajace na powierzchni poélizgu, osiaga warto$¢ krytyczng ..
Aby sformutowaé dokladne kryteria okreélajace orientacje plaszczyzny poslizgu i liczbe
mozliwych plaszczyzn poSlizgu w domenie dla konkretnego materiatu, trzeba przeprowadzic

b Powierzchnia
poslizqu

Rys. 14. Deformacja obszaru (domeny sprgzysto-plastycznego)
a) spretysta — ponizej granicy poslizgu, b) ezysto plastyczna — powyzej granicy plastycznodei

szczegbtowe i dokladne badania doswiadczalne. T choé nie jestesmy w stanie podad tu
tych kryteridw, mozemy jednak rozwazy¢ dwa przypadki graniczne, jako Ze mozna je
rozpatrze¢ w sposdb zupetnie ogdlny.

Rozwazmy wyzarzony material pozbawiony zupelnie wewnetrznych naprezei. Jesli
domeny nie majg zadnych wyrdznionych kierunkéw ptaszczyzn poslizgu, to mozemy
przewidzie¢ nastepujaca kolejno$¢ zdarzen, kiedy, powiedzmy, do koricéw preta przytozone
jest naprezenie rozciagajace. Na poczatku ukiad bedzie sig zachowywal zupetnie sprezyscie
i odwracalnie. Kiedy obcigZenie zewnetrzne osiagnie warto$¢, przy ktérej napiecia Scinajace
przewyzsza t,., wowczas caly uklad zacznie plynaé. Tak wigc pierwsza powierzchnia ply-
niecia uktadu bedzie odpowiada¢ dokladnie warunkowi plastycznodci Treski. Z drugim
warunkiem granicznym bedziemy mieli do czynienia wéwczas, gdy domeny sa male
1 bardzo liczne, 1 gdy kazda posiada jeden wyrdzniony kierunek poslizgu, przy czym kie-
runki te sag w ukladzie roztozone w sposéb zupetnie przypadkowy. Taki uklad na poczatku
bedzie sie zachowywal takze idealnie sprezyscie. Jednakze teraz plyniecie nie nastapi,
gdy w pewnym punkcie naprezenie $cinajace osiagnie wartodé przewyzszajaca T, gdyz
w punkcie tym wyrézniony kierunek moze si¢ rézni¢ od kierunku maksymalnego $cinania
wywolanego przez obcigzenie zewngtrzne. Ze wzgledu na zalozony przypadkowy rozklad
wyréznionych kierunkéw i zatozony brak zmian objetosci przy deformacii plastycznej
ogblne kryterium dla uktadu mogloby wyrazaé warunek, ze sily zewnetrzne w chwili
osiggniecia przez ukiad makroskopowej granicy plynigcia powoduja jedynie zmiany ksztaltu
ukladu. Przy zalozeniu, Ze wspdiczynnik przewodnictwa cieplunego jest bardzo duzy,
a wiec — ze proces przebiega przy stalej temperaturze, powyzsze kryterium plynigcia
byloby prawdopodobnie identyczne w swej formie z kryterium postulowanym niezaleznie
przez M. T. HuBera [6], R. Misesa [7] i B. P. HalGHA [8]. Innymi stowy, powinni§my
oczekiwaé, Ze kryterium plyniecia bedzie odnosié si¢ do stanu osiagnictego przez ukiad
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jako cato$¢ i opisanego przez pracg, jaka trzeba wykonaé izotermicznie w sposéb odwra-
calny, aby w kompletnie wyzarzonym materiale wywotaé krytyczne zmiany ksztattu. Termo-
dynamiczna naturg tego kryterium stwierdzit po raz pierwszy G. A. KLUITENBERG [9].

Jest rzecza dobrze znang, ze wigkszo$é materiatdéw w stanie wyzarzonym cechuje sie
pierwsza izotermiczna powierzchnia plastycznosci, ktéra lezy miedzy tymi dwoma ekstre-
mami. Wskazuje to na fakt, ze aby obliczy¢ analitycznie pierwsza granice plastycznosci,
trzeba dysponowaé wystarczajaca ilodcia informacji o mikrostrukturze ukiadu. Warto
tez zauwazy¢, ze poprzedni obraz sugeruje, iz podczas procesu pole tensora odksztatcen
plastycznych e(x, 1) jest w zasadzie nieciaglte, gdyz zalozenie o nieistnieniu wyréznionych
kierunk6w pofélizgu jest nie do utrzymania.

Aby otrzymaé nieco bardziej przejrzysty obraz zachowania si¢ takiego przyjetego
ukladu, mozemy znowu rozwazy¢ pret poddany jednorodnemu rozcigganiu, jak to poka-
zano na rys. 15. Rozwazmy jego gérna czgé juz po przekroczeniu granicy plastycznosci.

a p b xp
T
NG
X3 |
o — c} | G
Xy AN G

e

p

Rys. 15. Istota naprezent wewnetrznych

Widzimy, ze na skutek przypadkowego rozkiadu domen zdeformowanych plastycznie
powierzchnia poczatkowo plaska nie pozostanie powierzchnia plaska. Ilustruje to rys. 15.
Jest rzeczg jasna, ze rozklad naprezen normalnych, ktére powinny zapewnié spetnienie

warunku ciggloéci, nie moze byé jednorodny, ale musi byé okreslony przez naprg¢zenie
§rednie

— P
(12-1) 0 = MA(; 53,'53,',

gdzie P oznacza jednorodne obciazenie, za§ 4, poczatkowe pole przekroju poprzecznego.
Ponadto w materiale bedzie istnie¢ niejednorodny rozkiad naprezen of; o wartosci $redniej
réwnej zeru. Pole naprezenia 0i;(x, t) jest polem wewnetrznym, znikajacym na brzegu.

Podczas procesu odciazania napreienie $rednie o;; bedzie jednostajnie maleé do zera;
nie mozna jednak tego powiedzie¢ o polu naprezern wewngtrznych, ktére zachowuje sig
z razu nietknigte. Po pewnym czasie pole naprezen wewnetrznych bedzie zawieraé skfadowe
Sciskajace i w tych okoliczno$ciach wywrze wptyw na powierzchnie plastycznodci przy
Sciskaniu, prowadzac tym samym do efektu Bauschingera.



176 J. KEsTIN

Zgodnie z tg teoria po cyklu skladajacym si¢ z obcigzenia i odcigzenia ukfad nie moze
powrdci¢ do stanu pierwotnego. Stany 0 i 3 na rys. 11 nie sa wigc dalej identyczne, jak to
zalozono w teorii elementarnej w p. 6. Okoliczno$é t¢ implikuje «morze nieodwracalnosci»
P. W. BRIDGMANA. Faktem bowiem jest, ze rzeczywiscie nie mozna, ogblnie médwiac,
odtworzyé pierwotny stan ziozonego uktadu za pomoca odpowiednich sit przytozonych
do jego powierzchni. Jednakze stan pierwotny kazdej domeny odtworzy¢ mozna, przy-
najmniej my$lowo, tak ze traca swa moc obiekcje odnoénie zastosowania réwnan klasycznej
termodynamiki do opisu zjawisk mechanicznych.

13. Pewne og6lne wyniki J. R. Rice’a

Profesor J. R. RICE, opierajac sig na poprzednio przedstawionych ideach, uzyskatl szereg
interesujacych rezultatéw. Przytaczamy je tutaj za jego zgoda.
Wracajac do przypadku preta przedstawionego na rys. 15 znajdujemy, Ze na powierzchni
X zachodzi:
nyoy =0,

gdzie n; oznacza wektor normalny skierowany na zewnatrz. R6wnania réwnowagi maja
postaé:

86;1- _ 0’
8xj
zatem:
d ’ ' aO’;k ’
f—aTk-(ij‘,-k)dV = f(éjkmk+xja—xk) av = fO'inV.
| 4 Vv v
Ale

-

f“ —~— (xjtﬁk)dV: J xjnkd,fde',

P

gdzie 2 jest polem powierzchni. Dowodzi to, ze

(13.1) [oyav =o.

v
Réwnanie stanu (3.6) oraz zasada stanu lokalnego pozwalaja nam napisac:

EO(T()

U= f[ (01407 Eijtei)- F (Ekk+5kk)]dV

gdzie €;; reprezentuje odksztalcenie §rednie wywolane przez §rednie naprezenie ¢;;. Zatem

- — | EoTy_
U= (E‘ Oij i+ 1— 20 Ekk) V4 — fo'uﬁ

V = Aoly oznacza tu objeto$é preta. RGwnanie to wyraza soba podzial energii wewngtrznej
na dwie czeéei: makroenergie

(13.2) UM_(I__ E“T"‘)V

3 (7118:14—“—2—781(1«
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ktéra ukiad posiada niezaleznie od tego, czy sa w nim naprezenia wewnetrzne, czy ich
nie ma, i mikroenergie

]‘ " 1 ’
(13.3) U, = 5 J oijedV
vV

zwiazana z istnieniem mikronaprezen w ukladzie.

Przeprowadzajac takie same rachunki dla entropii w oparciu o réwnanie (3.5) znaj-
dujemy, ze

oF , akEV _

(134) S = Vf_l‘:_i’l-) 8kk+£kk)dV: T::—z—;}&‘kk.
Réwnanie to pokazuje, ze ukiad posiada tylko makroentropie Sy; jego mikroentropia
S, jest tozsamosciowo réwna zeru.

Stanowi to podstawe do zastosowania réwnania Gibbsa (9.10). Praca calkowita jest
réwna

dW = —Pdl,
przy czym
dwoe = —Ppdl,
gdzie /— oznacza sprezyste wydluzenie preta. Zatem
AUy +dU,, = TdSy+ Pdl—Tdf.

Poniewaz mikroentropia jest rdwna zeru, mozemy réwniez napisaé

AUy = TdSy+Pdl

i mamy
(13.5) Pd(I—N—dU,, = Tda > 0.

Réwnanie to dowodzi, ze praca sprezysta Pdl?, gdzie
' P =]-T,

jest wigksza od zmiany «mikroenergii» preta.

Te wstgpne i jak do tej pory zupelnie ogélne rezultaty sklaniaja nas do wyrazenia
nadziei, ze teori¢ domen sprezysto-plastycznych mozna dalej rozwingé i udoskonalic.
Jest rzeczg jasna, ze w tym celu konieczne jest dokladniejsze zbadanie natury plaszczyzn
poflizgu oraz ze natura powierzchni plastycznoéci ukiadu musi byé zalezna nie tylko od
oméwionych czynnikéw, ale takze od programu obciazenia na powierzchni ukladu.
Wyjaénia to, dlaczego wyniki do§wiadczen odno$nie powierzchni plynigcia sg tak trudne
do sklasyfikowania i interpretacji.

14. Cykl naprezeniowy

Jesli uklad jest poddany dzialaniu izotermicznego cyklu naprezeniowego od poczatko-
wego stanu sprezystego do koficowego stanu sprezystego, to po pelnym cyklu nastepuje
odtw orzenie jego objetosci, a takze jego entropii; ale jedli cykl obejmuje deformacje plastycz-

3 Mechanika teoretyczna
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na, wowczas musi ulec zmianie ksztalt uktadu. Mozemy si¢ réwniez przekona¢, ze wzrasta
energia wewnetrzna ukladu. Tak wiec dla poszczegdlnych cztondw réwnania (9.10) mamy
warunki

fris=o, fav>o, T§ds>o0.
Zatem
—W=—faw=fav+T§ a1 s
oraz
—W=fau+T{ s > 0.

Praca catkowita jest okreslona przez calke krzywoliniowa z pracy sit #; na przemieszczeniach
&, mierzonych na powierzchni 2. W konsekwencji otrzymujemy

(14.1) § [ tagaz = 0.
z

Réwnanie to przypomina kryterium statecznoéci D. C. DRUCKERA, ale nie jest mu réwno-
wazne.

Podziekowanie. Autor chciatby wyrazi¢é w tym miejscu wdzieczno$¢ swoim kolegom
z Brown University za wiele wyczerpujacych dyskusji na temat zagadnien stanowiacych
przedmiot niniejszej pracy. Autor chcialby podzigkowaé szczegblnie profesorom
D. C. Druckerowl, J. MexxNerowI (ktéry wykladal goécinnie pod koniec 1965 r.),
E.T. Onatowl i J.R. Rice'mu. Profesor J.R. RicE wyprowadzil szereg réwnan i tym
samym wzbudzit przekonanie o Zywotnosci teorii domen (obszaréw) sprezysto-plastycz-
nych. Jestem mu wdzigczny za pozwolenie przytoczenia tu przykladéw jego wynikdw
1 mam nadzieje, ze cato$¢ tych wynikéw ukaze si¢ bez zbytniego opdZnienia.

Dziekujac moim kolegom nie chciatbym sugerowac, ze zawsze zgadzali sie oni z przed-
stawionymi tu pogladami albo Ze s oni w jakimkolwiek stopniu odpowiedzialni za biedy,
jakie moga si¢ jeszcze w pracy znajdowaé. Za to mozna wini¢ wylacznie mnie.

Wykresy stanu przygotowat p. R. T. Woobp.
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Peziome

O MNPUMEHEHUM NPUHIWIIOB TEPMOIMHAMMWKM K OIMUCAHHMIO
DNEHGOPMUPOBAHHBIX MATEPHAJIOB

B paGore NOKa3LIBAETCS, UTO AHAIM3 e OpHMPOBAHHBIX MATEPHAIOB OCHOBLIBAETCSI, TIPEMLAE
BCero, Ha COOTBETCTBYIOLUEM oadope TEpMOJUHAMHUECKHX MapaMETPOB, OMPE/IEIIOIHK COCTOsSIHUE
maTepHana. Hanpumep, B TEOpHMH IUTACTHUHOCTH CNEAYET PA3OEAMTh Aed)opMaluio Ha ABe 4yacTy, OfHa
M3 KOTOPBIX ABJUSIETCA NAPAMETPOM COCTOSIHHA, APYras Y(€ — HeT; B TEOPHH BSI3KO-YIPYTOCTH NOL0G-
HbIM 00pa3oM CJIEAYeT PasjIoKHTh TEH30D HAUPSKEHHSA; B TEOPHHM NOA3YYECTH H PElaKcauud Heobxo-
O¥MO BBECTH OOMH MM JarKe Gonblye pOOABOUHBIX IAPAMETPOB COCTOSTHMA. SHAUEHME ITHX daxron
COCTOMT B TOM, UTO TePMOJMHAMHUECKHE IOTEHI[HANbl MOTYT OBITh TONBKO (yHKUMAMU napamMeTpoB
OCTCSIHUSA.

B paGore maeTcsi 0BIIask CXeMa METOAA OMHCAHM, JAIOWIAA BO3MOIKHOCTS PACUIPHTE KIJIACCHUECKYIO
TEOPHIO NPOCTBIX CHCTEM HA HEMPEPBIBHBIE CHCTEMbI. DTOT METOJ OCHOBLIBAETCH HA IPHHATHH NPHH-

Uuna JIOKATbHOTO COCTOSIHMSI, YCIIEIUHO NPHMEHAEMOr0 B TEOPHH YIPYTOCTH, B MEXAHHKE YKHIKOCTH
H B TEOPHH TEIUIONPOBOAHOCTH. JJAMHBIH NPUHUMIL SIBJISIETCSI ONHHM W3 OCHOBHBIY TONONEHHI TEpPMO-
[MHAMUKH HEOOPATMMBIX TIPOLECCOB, NPECTABNEHHbIX Hanp. B moHorpaduu C.P. ge I'pora u I1. Ma-
sypa [4].

Ocofoe BruMaHue OBpalIaerTcsi Ha IUTACTHUECKHE Ae)OpMALMKE M SIBJCHME yOpouHenws. llpexcme
BCEr0 JIOKA3bIRAETCS, YTO COOTHOLUEHHE MEMN(TY HANPSIMKEHHEM H CKOPOCTBIO TIIACTHUECKOK nedopmaumy
UMeET, B OOILEM CIIydYae, XapaKTep 3aBMCHMOCTH, BBIXOAMIUEH 3a Npedenn! xnacca ypaBHeHuin Ouza-
repa, NPaBHILHOCTE KOTOPBIX OTPAHHUMBAETCA MATBIMH OTKJIOHEHUSMH OT COCTOAHHS DAaBHOBECHSA.
Hanee, npeanaracTcst BIOJHE TPEXMEPHAA TEOPHA YIIPYrOIUIACTHYECKUX obsacteif, B CBere HEKOTOpBIX
peazyapraTos Paiica, BepOATHO, WTO TaKas TEOPHS -MOMKET [PHBECTM K (DH3HUECKHM DEAMCTHUECKOMY
omucaunio s¢hdbexra Baymunnrepa 1 sbhexra pameseHui MOBEPXHOCTE TEUCHMS IO BIAUSHAEM LUK -
YECKOH Harpy3KH.

Summary

ON THE APPLICATION OF THE PRINCIPLES OF THERMODYNAMICS TO
DESCRIPTION OF DEFORMED MATERIALS

The paper snows that the analysis of deformed materials is to be based above all on proper selection
of independent thermodynamic parameters determining the state of material. For instance, in the theory
of plasticity the deformation should be decomposed into two parts, one of them being a parameter of the
state, the other not. Similar procedure applies to the deformation tensor in the theory of creep and relaxa-
tion it is indispensable to introduce one or even more additional variables of the state. The meaning of
these facts is that thermodynamic potentials can be only functions of state parameters.

In the paper a general method of description has been outlined, which allows to generalize the classic
theory of simple systems to continuous systems. The method is based on the acceptance of the principle
of the local state successfully applied in the theory of elasticity in fluid mechanics or in the theory of heat
transfer. This method is one of the fundamental principles of irreversible processes of thermodynamics
shown, for instance, in S. R. de Groote’s and P. Mazur’s mono-graph 4.

Special attention has been devoted to the plastic deformations and reinforcement phenomenon. It has
been shown above all that the relation between the stress and the rate of plastic deformation is generally
of a character of a relation transcending the class of Onsager’s equations, the correctness of which is limited
to cases concerning small deflections from the state of equilibrium. Further, a fully three dimensional theory
of elastic-plastic domains in proposed. In the light of some results obtained by J. R. Rice, it seems possible
that such a theory is likely to lead to a physically realistic description of the Bauschinger effect and that of
the variations in the yield surface under loading cycles.

Praca zostala zlozona w Redalccji dnia 27 lipca 1966 r.
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Wstep

W wyktadach wytrzymatosci materialéw rozpatruje si¢ kilka elementarnych przy-
kladdéw obrazujacych wystgpowanie naprezen, powstajacych wskutek dzialania tempera-
tury. Do takich przypadkéw nalezy liniowe wydtuzenie si¢ lub skrécenie preta spowodowane
zmiana temperatury; o ile pret taki moze wydtuzaé si¢ swobodnie, naprezenia nie powstana,
gdy natomiast jest on pozbawiony mozliwoéci swobodnego wydtuzenia sie (lub skrécenia)
powstang na ogdt znaczne napre¢zenia Sciskajace (rozciagajace). Zagadnienia te posiadaja
duze znaczenie praktyczne i musza by¢ uwzglednione przy projektowaniu sieci przewoddw,
zwlaszcza przewodow do przesytania pary lub wody goracej, ale réwniez przy projektowaniu
rurociggdéw naftowych. Podobnie w przypadku toréw kolejowych i tramwajowych, gdzie
mogg powstac sily Sciskajace, powodujace wyboczenie. Nastepnym zagadnieniem, w ktorym
uwzglednia sie wplyw temperatury, jest zagadnienie obliczania ciggien. Tutaj obniZenie
temperatury powoduje zwigkszenie sit w ciggnach, zwiazane ze zmniejszeniem zwisu.
Kolejnym zagadnieniem sg napr¢zenia w bandazach nasadzanych w podwyzszonej tempe-
raturze na kota wagonowe 1 nastgpnie pracujacych wspélnie. Podobne zagadnienia spoty-
kane sa w technice czgsto. Napr¢zenia termiczne powstana w elementach zlozonych z ma-
terialéw o réznych wspdlezynnikach liniowej rozszerzalnoéci cieplnej i pracujacych w jednej
konstrukeji. Juz z tych kilku wymienionych powyzej przykladéw widaé, ze w zaleznoSci
od rodzaju konstrukcji przyrost temperatury moze spowodowaé wzrost naprezen, ich
zmnigjszenie lub nie wywola naprezen. Dlatego wydaje si¢ celowe rozpatrzenie bardziej
skomplikowanych przypadkéw dwu- i tréjwymiarowych z punktu widzenia wlasnosci
naprezen, jakie wywoluje zmiana temperatury. Omoéwione tu przypadki beda dotyczyé
zagadnien liniowej teorii sprezystoéci. Zmiany temperatury sq tego rodzaju, ze nie spowo-
dujg istotnych zmian statych materialowych ani innych efektéw jak na przyklad pelzania
czy relaksacji.

2, Twierdzenie Muscheliszwilego

W przypadku dwuwymiarowego stanu odksztalcenia we wspdlrzednych kartezjafiskich
otrzymujemy nastgpujacy uklad réwnan rézniczkowych termosprezystosci:

2.1)

00x | Oy

do,
oy '

OTyx
Tax Ty

du " ov
2.2 » = — ﬂ, _ = — -- —_—
2.2) o BT+M0+2u——, o BT+20--2u 5

:0, :0’
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gdzie jak zwykle u, A sa statymi Lamégo, 0 oznacza dylatacje, f jest pewna stata zalezng
od materiatu ofrodka, u i v sa skladowymi wektora przemieszczen. Przy ustalonym stru-
mieniu ciepta temperatura bedzie funkcja harmoniczna zmiennych x i y:

V2T =0.
Jezeli teraz przyjmiemy, ze
du*  Ov* du* Jv*
23 = = T =
@3) ox ay Ty Ox
oraz ze
* *

(2.4) g P v=1v+ fo

LS 20+’
gdzie 1’ i v’ s3 nowymi funkcjami, a nastepnie podstawimy do réwnan (2.1) i (2.2), to
otrzymamy réwnania identyczne jak w dwuwymiarowym przypadku teorii sprezystodci,
gdy ofrodek jest ogrzany réwnomiernie (np. T = 0), z ta roznica, ze wystapia tu wielkoSci
', v' zamiast przemieszczen u i v. Jezeli rozpatrywany obszar jest jednospojny, a warunki
brzegowe zakladaja brak naprezen na brzegu, to naprgzenia normalne i styczne znikaja
w catym obszarze, a naprezenia w kierunku prostopadlym wyraza si¢ wzorem

(2.5) @=—£%ﬂ%%

natomiast wzory na sktadowe przemieszczenia przyjma postaé

2.6) Bu* Bo*

0w T 20
Powyisze twierdzenie jest znane jako twierdzenie Muscheliszwilego [l]. Sformufowanie
powyzsze nalezy uzupelni¢ dwiema uwagami, mianowicie: 1) w przypadku obszaru wielo-
spOjnego zmiany temperatury na ogét spowoduja powstanie naprezen oy i oy, 2) twierdzenie
to odnosi si¢ tylko do dwuwymiarowego stanu odksztalcenia, w przypadku dwuwymiaro-
wego stanu naprezenia przyjecie dwuwymiarowego réwnania przewodnictwa cieplnego
prowadzitoby do zbyt duzych bledow.

3. Poiprzestrzen i warstwa sprezysta ogrzana na cze¢$ci powierzchni ograniczajacej

Zagadnienie naprezen cieplnych w warstwie i polprzestrzeni rozpatrywato wielu auto-
row. Warstwe sprezysta omawia LURIE [2] dochodzac do wniosku, Ze dla ustalonego prze-
plywu ciepla nie wystapia naprezenia normalne do powierzchni ograniczajacej ani napre-
Zenia styczne w plaszczyznach réwnoleglych do warstwy Srodkowej. Pozostate sktadowe
naprezenia wyrazaja sie jako pochodne jednej funkcji naprezen.

W. Nowackr [3] oblicza wielko$ci naprezen wystepujacych w pélprzestrzeni, gdy na
pewnym kole powierzchni ograniczajacej pélprzestrzen znany jest gradient temperatury
lub temperatura, a na zewnatrz tego kola powierzchnia jest idealnie izolowana lub utrzy-
raywana w temperaturze zerowej. W pracy tej udowodniono, ze we wszystkich tych trzech
przypadkach znikaja sktadowe naprezenia o, i 7,, (zagadnienie jest osiowo-symetryczne).
Sprawe tg réwnieZ poruszyli w swojej pracy STERNBERG | MCDOWELL [4].
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Wezmy pod uwage zagadnienie ogdlniejsze, gdy warstwa sprezysta jest ogrzana na
dowolnej czesci powierzchni brzegu. Dowdd przeprowadzimy postugujgc sie metoda
transformacji catkowych. Jak wiadomo, zagadnienie opisuja przemieszczeniowe réwnania
teorii naprezen cieplnych i réwnanie przewodnictwa cieplnego:

(3.1 (14+2v)V2u+graddive = 2(1+v)agrad T,
(3.2) VT =0,
gdzie v oznacza liczbg Poissona, a jest wspdtczynnikiem rozszerzalnoéci liniowej rozpatry-

wanego ciala. Do powyzszych réwnan zastosujemy dwustronng transformacje catkowa
Fouriera

&= [ [ 100 pespliertnyiardy.

(3.3)

e = o | [ TEmel—itermdsd,

W ten sposéb uktad réownan rézniczkowych czastkowych (3.1) i (3.2) zostat sprowadzony
do ukladu réwnan rézniczkowych zwyczajnych

[(1—29) (D*—92)—2(1—9) i — Erjo—itDw = —2(1 )it T,
—Eni+ [(1—29) (D*— E)—2(1—9) P lo—inDw = —2(1+»)ainT,
—iEDU— i Do+ [2(1—v) D*— (1—=29) (E*+P)]w = 2(1+9)aDT,
(D*—E—y)T =0,

(3.4)

gdzie D = d/dz.
Jezeli zalozymy, ze skladowe wektora przemieszczen u i temperatura znikajag w nie-
skonczonosci, to rozwigzanie powyzszego ukladu réwnan przyjmie postac:

(412 E P Bi)exp(—z)/ ),

(As+2)/ E+7Bs)exp(—zV/ B+ ),

(A2+2Y E+n'Ba)exp(—zV E+7P),
T = dexp(—z)/ &+,

przy czym zachodzg nastepujace zwigzki:

EB\+nBs = i B+ y’B,, 3B =By

VE+7 2(1—9)B— A} = (149)ad.

Z warunku, ze na ptaszczyznie z = 0 znikaja naprezenia styczne, otrzymujemy

|

|

(3.5)

u
v
w

I

(3.6)

(3.7) ndi = EAs, i) E+nt(B—Ay) = nAs+EA,.
Sz06stq stata catkowania okre§limy z warunku brzegowego dla réwnania przewodnictwa
cieplnego, a siddma z warunku statyki.

Przypu$émy, ze parametr 4 zostal znaleziony oraz Ze brzeg jest wolny od naprezen,
to znaczy, zedla z =0, ¢, = 0.
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Poniewaz

(B8) T (1) D v(E ) — (1) =

= —% [V &+ dot(LH0)ad|(1+ Y E+rP2)exp(—zV E4),

to z warunku znikania naprezen normalnych na brzegu z = 0 wyniknie nastgpujacy zwiazek:
(3.9) VE+ndy+(14v)ad = 0.

O ile spetniony jest zwiazek (3.9), to naprezenia normalne o, sa réwne zeru w calym
obszarze pétprzestrzeni. Wynika to z postaci wzoru na naprezenia. W podobny sposéb
znikna w calym obszarze wszystkie sktadowe naprezen stycznych. Wynik ten jest réwniez
prawdziwy dla warstwy sprezyste], lecz obliczenia potrzebne do udowodnienia go sa znacz-
nie zmudniejsze z dwdoch powodéw: po pierwsze trzeba uwzglednié warunki brzegowe
na dolnej powierzchni warstwy (moga one by¢ réznego rodzaju), po drugie w zwigzku
z wplywem dolnej powierzchni bgdziemy mieli dwukrotnie wigcej parametrow do wyzna-
czenia z warunkow brzegowych.

4. Zagadnienie szczeliny

Przypuéémy, ze w plaszezyznie symetrii nicograniczonego obszaru sprezystego znajduje
si¢ szczelina rozwierana cieptem przylozonym do plaskich poczatkowo powierzchni

2

=08 >—

=0

0 1 I'e 2

Rys. 1

szczeliny. W przypadku szczeliny osiowo-symetrycznej [5] naprezenia normalne o, sa
proporcjonalne do pewnej funkcji

I 1 £ 3 .3
4.D f(o, C)=1;cosi<p+ﬁ(€cos5(p—l—s1n§<p ,
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gdzie
R4: (92+4-2_1)2+4CZ tg(sz
E] 02+€2_1 ’
r 4 " .
9=—, [ =—, a-—promien szczeliny.

a a

Interesujgcym faktem, udowodnionym tamze [5], jest to, ze charakter naprezen nie zalezy
od rozktadu strumienia ciepta (lub temperatury) przytozonego na powierzchniach szczeliny.
Od rozkladu strumienia ciepta lub temperatury przylozonej do powierzchni szczeliny
zalezy tylko wspotczynnik, przez ktéry pomnozona jest funkcja (4.1). Wynik powyzszy
fatwo udowodnimy, gdy weZmiemy pod uwage, ze w przypadku osiowej symetrii i wspot-
rzednych bezwymiarowych otrzymujemy dla z = 0

w= [ wimJenmdn,
0
(4.2) T =(T-|-lT)oE f 1o (1) Jo(en) dn.,
0

0. = it | e+ el Aendn,

0

gdzie p(n) 1 p(n) sa parametrami podlegajacymi wyznaczeniu z warunkéw brzegowych.
Parametr () wyznaczymy z warunkéw termicznych

aT 0, 0<Lr<a,
9z {0, r>a.
Natomiast parametr (%) wyznaczymy z warunkdéw mechanicznych:
0,=0, 0«Lr<a,
w=20, r>a,
czyli z nastgpujacego ukiadu dualnych réwnan calkowych

f nyp(n)Jolen)dn = f(@), 0<g <1,
0

[ w(m)Jolonydn = 0, 0> 1,
0

4.3)

gdzie
1) = (+nea® [ [ 1) T(m)dtifen)dn.
0 0

Rozwiazaniem uktadu tych réwnan catkowych bedzie:

s

4.4 w(n) = —2n— f sin (ns) ds f M.,
0

& "/ _—S‘_z___. xz
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skad po przeksztalceniach [5] otrzymamy

45  p)= (1+»ua ( —1 f 1Q (i — f f tQ(t)dtJo(en)de)

W przypadku gdy rozklad strumienia ciepla mozna przedstawi¢ w postaci szeregu Fouriera-
Bessela

(o]

@.6) Q@) = D, Qulo(ing)»

m=1
gdzie ji,j», ... sa zerami funkcji Bessela Jy(z), suma parametréw y(n)+@(n) przyjmie
postac

J(jm) cosn

) P+l = —(14)aa? 2 Gulli)

m=1

Podstawiajac (4.7) do wzoru na napreZenia

8 5= — f by () ()l (L) e em)en,

v)a

otrzymamy poszukiwany wynik

u(l+»)aa
(1—v)

2 Qm-]l(fm)

jest liczba niezalezna od p i £, a funkcje f(o, £) okresla (4.1). Jezeli Q(g) = const, to wynik
powyzszy otrzymamy bezposrednio, a statla C wynosi — 1/2 Q.

W identyczny sposéb zachowuja sie naprezenia styczne z,... Mozna to udowodni¢
o wiele prosciej niz w pracy E. DeuTSCHA [6], mianowicie wystarczy zauwazyC, e T,
(w tym zagadnieniu, to znaczy po uwzglednieniu, ze dla z = 0 7,, znika) rowniez zalezy
od sumy y(n)+@(n) i moze byé przedstawione wzorem

(4.9) o = Cfle, ),

gdzie

(4.10) T, = — 1“ % f lw () +o (MInte Ty (no)dn,
-9
0
skad po podstawieniu (4.6) otrzymujemy

Ty = (ll_l__v)aMCCafncosne‘""]l(ng)dn.

4.1
Wydaje sig, Ze oba powyzsze wnioski dotyczace wiasnoSci napreze normalnych i stycznych
moga byé uogblnione na przypadek szczeliny w warstwie sprezystej oraz na szczeliny
o innym ksztalcie od kolowego i przypadku osiowo-symetrycznego.
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5. Zagadnienia kontaktowe

Rozpatrzmy zagadnienie kontaktu tego rodzaju, Ze stempel 2 styka si¢ bez nacisku
z poOlprzestrzenia (lub warstwa sprezysta) w temperaturze poczatkowej, natomiast gdy
stempel zacznie ogrzewa¢ polprzestrzen, powstanie pewien nacisk wywolany rozszerzaniem
sie polprzestrzeni na skutek istniejacego pola temperatury i z tego powodu, Ze sztywny
stempel jest pozbawiony mozliwoSci przesuwu. Rozwazamy wiec nastgpujace warunki
brzegowe dla z = O:

termiczne
v(x,y), Xx,yef,
(5.1 T(x,y)—{o, Xy e R—0;
mechaniczne

. Tz =Ty =0, X, yeR,
(5.2) {W:O, x,yelf,
0, =0, x,y,eR—0,
gdzie R oznacza caty plaszczyzng z = 0. '
Wykorzystujac wzory (3.5) i (3.8) stwierdzimy, ze warunek (5.2) jest rownowazny
nastepujacemu ukladowi dualnych réwnan calkowych

[ rexpl—i(extnydedn =0, x,ye,
(5.3) -

[ee]

[ [ V&P A (1 £0)0dlexp[—i(Extmy)ldedn =0,  x,ye R~Q.

Przyjmijmy na chwile, ze normalna sktadowa naprezen pod stemplem dla x, y e,z =0
jest wielkoéciag znana i réwna p(x, ). Wtedy mozemy odwréci¢ transformacje i otrzymamy

(5.4) ]/§2+;;2A2+(1—Fv)aA = 1—;1 ffp(x, Vexpli(Ex+np)ldxdy.
0

Podstawiajac do wzoru (5.4)
4= [ [ TG, expliex-+nylddy,
2

ofrzymamy

(5.5)  VEGpd= —(I+)u ff Texp[i(Ex—+ny)ldxdy+

1— ,
+»—H—v— ffp(x, y)expli (bx+ny)ldxdy.
2
Dla x, y €2 dostaniemy z warunku brzegowego

(5.6 w=0= f ﬁ;—lt—jy_z exp[—i(&x+ny)ldé dn ff l-l%P(h 5)--

—(4-»)aT(r, s)] expli (rE-+ns)idrds.
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Dla x, y € R—£2 wyrazenie to jest rowniez réwne zeru, poniewaz w tym obszarze zardwno
p(x, ) jak i T(x, y) znikaja z zatozenia. Stad

v

57) P y) = —

1—»

uaT(x, y).

A wigc mozemy sformulowad nastepujace twierdzenie [7]: jezeli na czeSci plaszezyzny
x,y e, z =0 ograniczajqcej poiprzestrzen sprezystq jest przylozona temperatura T(x, y)
oraz jezeli normalne przemieszczenie obszaru Q2 jest réwne zeru, to

a) naprezenia kontaktowe sq proporcjonalne do temperatury i okreslone wzorem (5.7),

b) przemieszczenia w znikajq w calej plaszczyZnie.

Rozpatrujac zagadnienie kontaktowe ogrzanego stempla dziatajgcego na pélprzestrzen
(lub warstwe) sprezysta mozemy wyrdzni¢ dwa przypadki. W przypadku pierwszym stempla
utwierdzonego jest on pozbawiony mozliwoéci przesuwu pomimo ogrzania. Jezeli jedynym
7rédiem ciepla jest stempel, to zagadnieniu brzegowemu odpowiadaja nastgpujace warunki
mechaniczne

w=w(x1y), xyef,
(5.8) ) Y

o, =90, x,yeR—-Q
oraz termiczne (5.1).

Zagadnienie to mozna rozbi¢ na dwa zadania pomocnicze, a nastgpnie wykorzystaé
zasade superpozycji [8]. Pierwsze zadanie pomocnicze bedzie klasycznym zagadnieniem
teorii sprezystosci przy stalej temperaturze (T = 0) z warunkami brzegowymi (5.8). Drugie
zadanie bedzie zagadnieniem termosprezystoéci z warunkami brzegowymi (5.1) i (5.2).
Rozwigzanie tego zagadnienia podaje zwigzek (5.7). Mozemy wiec wyciagnaé nastgpujace
whnioski:

1. Sktadowa normalna naprezenia na powierzchni ograniczajacej z = 0 réwna sig
wartosci znanej z rozwigzania zagadnienia kontaktowego teorii sprezystoéci oraz funkcji
p(x, y) okreslonej wzorem (5.7).

2. Sktadowa w wektora przemieszczen jest identyczna jak w przypadku klasycznym
(mimo dzialania temperatury).

Przypadek drugi dotyczy stempla swobodnego. Przypusémy, ze stempel dziatajacy
na polprzestrzen z pewnsa sita i bedacy zrédlem ciepta jest przylepiony do ptaszczyzny
ograniczajacej w ten sposéb, ze nie moze sig od niej oderwaé (dla uproszczenia zaktadamy,
ze 7y, = 0). Rozwiazanie obecnego zagadnienia mozemy sprowadzié¢ do rozwiazania
poprzedniego zagadnienia stempla utwierdzonego, jednak nast¢pnie nalezy zredukowaé
dodatkowe naprezenia kontaktowe p{x, y). Musimy wiec dodaé rozwiazanie zagadnienia
klasycznego teorii sprezystosci takie, aby zredukowato wypadkowa obcigzenia p(x, y)
1 ewentualny moment powstajacy od tego obciazenia. Rozwiazujemy zatem zagadnienie
tak, jak dla stempla swobodnego oraz dodajemy rozwigzanie zagadnienia brzegowego
z nastepujgcymi warunkami:

w=cx+dy+f, x,yel,

5.9
(59 o, = 0. x,y€eR—0.
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Wspétezynniki ¢, d, f okreSlamy z warunkéw statyki:

fp(x, y)dQ2 = —fq(x,y)dQ,
n 2
(5.10) fmmwM=—fmmwm,
0 Q2

[ pde = — [ yq(x, y)ao.
Q 02

Mozemy zatem wyciggnaé nastgpujace wnioski:

1. Zagadnienie stempla swobodnego mozna sprowadzi¢ do zagadnienia stempla utwier-
dzonego i doda¢ nastepnie rozwiazanie zagadnienia brzegowego klasycznej teorii
sprezystoéci z warunkami (5.9).

2. Zrédlo ciepta, ktérym jest stempel, moze spowodowaé powstanie naprezen rozcigga-
Jjacych, starajgcych si¢ oderwaéd stempel od powierzchni kontaktu.

3. Istnieje pewien stosunek sity P do temperatury T, dla ktérego zaczna wystgpowaé
naprezenia rozciagajace.

Ez(z)
]
_______ +6%61%)
~ .
S
>~
AN
\ -
v -
\\ a=1
R o \
i e \
\\ \
N\
\ |
1-v \'
% \
“ pocTy
Rys. 2

Jako przykiad rozpatrzmy stempel o przekroju kotowym i $rednicy 2, a dzialajgcy z sitg
wypadkowa P. Przypuéémy, ze plaska podstawa stempla jest ogrzana do temperatury T7.
Zadanie jest osiowo-symetryczne. Rozwiazanie zagadnienia teorii sprezystosci ma postaé
nastepujaca:
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W przypadku stempla utwierdzonego otrzymamy

1+»
0‘;2): - l—vluaTl,
stad
14
Pl = — -]{—yﬂaﬂale.

Jezeli przylozymy stempel dziatajacy z sifa Py, to otrzymamy nastgpujace naprezenia:

a l+v 1
0'53) = "i‘ 1 /U/flTl > >
-V 1/a —r

Skladajac naprezenia 0® i 0f¥ otrzymamy naprezenia normaine wywolane Zrédiem ciepta

1_l‘7} a 1
(T) . e —
[0 11— lLL(XT] (2 ]/ T2 1) .

Naprezenia rozciagajace powstang na obwodzie kota r = a wtedy, gdy
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Peszome

O HEKOTOPLIX CBOMCTBAX TEPMUUECKUX HATIPSHKEHUMN

OO0cy)KIar0TCA HEKOTOPbIE LBYX~ M TPEXMEPHBIE 3a)auyd TePMOYNPYLOCTH C TOUKH 3DEHUS CBOHMCTB
NOJIST HATIPSHKEHHI, BBI3BAHHOTO M3MEHEHHEM TEMIEPATYpbl, DTH M3MEHEHHsI TAKOrO POMA, UTO HE BbI-
3bIBAIOT MISMEHEHWA 3HAUEHMIT IOCTOAHHLIX MaTepHasa, HE APYroro pofa 3gpherTos, KaK Hamp. IOJ-~
3yYeCTH WY penaKcaliu. PaccMaTpHBAIOTCA 3aJaUi O ITOJIYNPOCTPAHCTBE U YIIPYLOM CIIOE, IIOXBEPIKEH -
HBIM HArpesy Ha 4acTH IOBEPXHOCTH, 3a7aya O TPEUIWHE M KOHTAKTHAn 3ajaua,
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Summary

ON SOME PROPERTIES OF THERMAL STRESSES

Discussed are properties of thermal stress fields in some two- and three-dimensional thermoelastic
problems. It is assumed that the variation of the temperature does not cause any changes in the material
constants, and any other effects as creep and relaxation. The problems of half-space or an elastic layer
heated on a part of their surface, the crack and contact problems are considered.

ZAKEAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGLYCH
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 2 sierpnia 1966 r.
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O WYBOCZENIU BIEGUNOWYCH SIATEK PRETOWYCH

Cz. WozNIAK (WARSZAWA), S. ZIELIKSKI (LODZ)

W pracy wyprowadzono wyrazenia dla sit krytycznych w pierécieniowych, radialnie ob-
cigzonych gestych biegunowych siatkach pretowych. Rozwazono tylko przypadek wybo-
czenia kolowo-symetrycznego. Postuzono sie kontynualnym modelem siatki korzystajac
z réownan plaskiego osrodka widknistego o blegunoweJ siatce. Zagadnienie rozpatrywano
w ramach teorii [iniowej.

1. Rownania podstawowe

Geste i regularne siatki pretowe (ruszty) stanowia jeden z przypadkoéw szczegdlnych
tzw. plyt o strukturze siatkowej [1]. Podstawowe réwnania kontynualnej teorii drugiego
rzedu takich plyt skladaja si¢ z ponizszych rownan réwnowagi(!) (sity masowe pomijamy)

Pratwap® =
(11) e
m_/);a “a/ip H):a/jm =V,
oraz z réownan fizycznych
(12) . . pa — Aauy‘“ maﬂ — Ca/)[lvxu

i geometrycznych
(1.3) Yo = W€ vy, Ry =y
W powyzszych réwnaniach p* 1 m** sg kolejno wektorem gestosci sit poprzecznych 1 tenso-
rem gestosci momentéw w plycie, p* jest tensorem napieé blonowych dziatajacych
w plaszezyZnie plyty oraz m” jest wektorem napie¢ momentowych réwniez dziatajacych
w plaszczyznie plyty siatkowej. Zakladamy, ze sity i momenty tarczowe p® i m* zostaly
uprzednio wyznaczone (por. np. [2,3]). Stan przemieszczenia jest okreslony ugieciem
plyty w oraz niezaleznymi od ugiecia katami obrotu »,. Wszystkie wielkosci wystepujace
w (1.1)-(1.3) zalezg od zmiennych x', x%, ktérymi parametryzowana jest ptaszczyzna érod-
kowa plyty.

Jezelitozpatrywana plytg o strukturze siatkowej jest gesta siatka pretowa (ruszt) o sztyw-
nych wezlach, to tensory sztywnofci sprezystej A% i C**"¥ wystepujace w (1.2) maja po-
staé [1]:

A= D) ety R,
(1.4) “@

cem = Z t(aA)t{‘/J)(tl(z/_l)IFA)S(/I)+t{{4)t(v/I)S(d))-
(&)]

(') Wszystkie wskazniki przeblegajq ciag 1, 2; érednik oznacza pochodng kowariantna, przecinek —
pochodng czastkowa.

4 Mechanika teoretyczna
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Wektory t‘(d)iﬂtz‘d) sa wektorami jednostkowymi; wektor ¢, jest styczny, a wektor tN‘E‘_{,)
normalny do rodzin (), tworzacych siatke (gdy siatka skiada si¢ z dwoch rodzin krzy-
wych, wtedy (4) = (I), (ID)). Ponadto
12(ET) 4 _ (@G0,  _ (E))a
P Sp=-—" Sy =%,
Ialy %) Ton

gdzie (EJ),1 (GC), sa kolejno sztywnoscia gigtna i skretng pretdw (4) siatki, [, jest odlegtos-
cig sasiednich pretow (4) siatki oraz 1, jest odlegloscia sasiednich wezlow preta (4). Podane
powyzej wzory dotycza tylko przypadku, w ktérym gtéwne centralne osie bezwtadnosci
wszystkich przekrojow pretéw leza na jednej plaszezyZnie (plaszczyzny obojetne pretow
leza na plaszczyZnie osrodka).

2. Zagadnienie kolowo-symetryczne

Dla siatki biegunowej oraz kolowo-symetrycznego stanu odksztalcenia réwnania
(1.1)-(1.3) we wspoirzednych biegunowych (r, p) po prostych przeksztalceniach mozna
doprowadzi¢ do postaci

(rp"4rp"w ), =0,

.1
&0 ("), 4 rm® —rp" = 0;
pr=A"(w,+0),
(2.2) m = C*rv .,

mPr = —C%y,

w ktérej v = v,,/r jest obrotem elementu siatki w plaszczyZnie prostopadlej do linii para-
metrycznej r = const. Pomnoézmy réwnanie (2.2); przez » i dodajmy stronami do réwnania
(2.1)2. Wyznaczmy nastgpnie z (2.1)2 wielko$¢ rp”. Otrzymamy wtedy kolejno

™, [(Pm"®), ,+rm®—rv,

2.3) A
rp" = (r'm"?) +rm".

Scatkujmy réwnanie (2.1),. Oznaczajac przez ¢ = const stala catkowania napiszemy

2.4) p rpTw . = c.

Podstawiajac prawe strony (2.3) do powyzszego réwnania uzyskamy

rr

P
Arl’

(2.5) [(r2m™®) 4 rm®'] (l + )—p"’v =,

Wyrazajac w (2.5) momenty m™ i m*®" zgodnie z (2.2)2 i (2.2)s po prostych przeksztalceniach
dochodzimy do réwnania

(2.6) (Crorerdy ) —rCortg— P~ S
p p

1+2—
+ Arr + Arr

Podstawié.jacc nastepnie do (2.4) prawg strong wzoru (2.2), napiszemy

LA I
(27) (1+ 7) W,,.—I—‘Z) = r“ A .
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Réwnania (2.6) i (2.7) sa podstawowymi réwnaniami kolowo-symetrycznie odksztatconej
plyty o ortotropowej strukturze siatkowe;.

Jezeli réwnania (2.6) 1 (2.7) maja opisywaé kolowo-symetrycznie odksztalcony biegu-
nowa siatkg pretowa, wtedy wielkosci C”*™, C?%", A™ powinny byé okreslone wzorami (1.4).
Otrzymamy wtedy

L. 1 (ED. L (ED),
rore 1 — —
¢ 2 S(") 2 l~,- 2 l{p ’
1o L@ED, 1 (&)
(2:8) Cor = 38w =3 7 f=a
L ED,
A= R = T

przy czym (EJ), 1 (EJ), jest kolejno sztywnoS$cia gietna pretdw promieniowych i obwodo
wych siatki, /, = I, jest odlegloscig sasiednich pretéw promieniowych (lub odlegtoscia
sasiednich weztéw w pretach obwodowych) oraz l?,, = [, jest odlegloécia sasiednich pretéow
obwodowych siatki (lub odlegloécia sasiednich weztéw w pretach promieniowych).
Roéwnanie (2.6) dla przypadku biegunowej siatki pretowej przyjmie teraz postaé

rr

5 - ¢
(rS(r)'v,r),r_~l— S(¢)+r2> _]2_ 7= —
! 12 1+ %
R R’
lub po przeksztatceniach
-S 1 ~ rr 1
2.9  v,.+ Sdr g L fg a7 N, L ¢ _
,rr -S »F 2¢ (@) p,-,— < p,_,_
For o 1+ £ Oy (1+ £ )
R(") R(r)

Réwnania (2.9) i (2.7) dla 4™ = ﬁ(,) sq podstawowymi réwnaniami wyboczonej kolistej
biegunowej siatki pretowe;j.

3. Przypadki szczegélne i rozwiazania

Ograniczymy si¢ dalej do rozpatrywania waznego przypadku szczegdlnego siatki,
w ktérej sztywnosci zginania prgtéw promieniowych i obwodowych sg stale:
(EJ), = const, (EJ), = const.

Oznaczmy przez ¢ kat pomiedzy pretami promieniowymi siatki; wtedy /, = [ =yr.
Przyjmijmy nastepnie, Ze ksztalt «oczek» jest staly, tj.

I
3.1 —~ = const.
I‘P

4*
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Warunek (3.1) zachodzi, gdy /, = 7,,, = nr, gdzie % jest stalg bezwymiarowa. Z tego powodu
zgodnie z (2.5) otrzymamy wtedy

< (E))., 1 (E)),
S="7"= FRE
@
~ (EJ), 1 (E))
(3.2) S("') - _TrJ, - e
S 12(B)), 1 12(E)),
) — lf lq, — 3 sz

Zalozmy, ze rozpatrywana przez nas biegunowa pierécieniowa siatka pretowa jest
obcigzona na wewnetrznym obwodzie r = r,, obciazeniem radialnym p,, oraz na zewngtrz-
nym obwodzie r = r, obciazeniem radialnym p,. Wielkosci napieé radialnych p'" w takiej
siatce mozna obliczy¢ na podstawie wzordw podanych w pracy [3}. Zakladajac, ze sztyw-
noSci podiuzne (EA),, (EA), pretow siatki sa stale oraz ze

p(EA),
(3.3) )~ 2,

otrzymamy rozkiad napigé radialnych p™ wyrazony wzorem (por. [3])

(3.4) pr= ~~fT, p = const.
Zgodnie ze wzorem (3.4) ograniczymy sie wigc do badania statecznosci takiej biegunowe;

siatki pretowej, w ktérej pomiedzy obciazeniami radialnymi wewnetrznego i zewnetrznego
brzegu siatki zachodzi zwiazek
Y’
Pw=pz{7"}-
Iy

Podstawiajac prawe strony wzoréw (3.2) i (3.4) do réwnania (2.9), otrzymamy

y (EJ), P 4
3.5 - 0 _ - =
(3:5) O ED, | = R v A
12(7), ¥ 12@END, ¥

Zal6zmy, ze brzeg r = r,, siatki jest podparty w sposéb uniemozliwiajacy obrét, lecz
dopuszczajacy swobodg przesuniecia w kierunku normalnym do plaszezyzny nieodksztal-
conej siatki. Wtedy

(3.6) ‘ v(r,) =0 oraz p'(r,)=0.
Zal6zmy nastepnie, ze brzeg zewnetrzny r = r, jest doskonale sztywno utwierdzony:
3.7 o(r))=0 oraz w(r,)=0.

Z warunkéw (3.6) oraz wzoru (2.2) wynika, ze dla r = r, zachodzi w , = 0. Zgodnie
zréwnaniem (2.4) stata ¢ wystepujaca w (3.5) jest réwna zeru. Oznaczajac
EJ), P ]
(.8 1= ¥ [EDy p
: EDe | e
12(E0), ¥
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réwnanie (3.5) napiszemy w postaci

——0 =0,
ry rz

Catka ogélna powyzszego rownania ma postaé

(3.9) v =1/r [Cicos(ulnr)+ Csin(ulnr)],
gdzie
(3.10) ﬂs—é-Vu_JEm, 1441 < 0.

Warunki brzegowe (3.6) i (3.7); dla v # 0 moga by¢ spetnione tylko w przypadku, gdy

Vrocos(ulnr,), Vr. sin(ulnr,)
]/r_;cos (ulnry), ]/Zsin (ulnr,)

Powyzszy warunek istnienia nietrywialnych rozwigzan (3.9) rozpatrywanego tu zagadnienia
brzegowego sprowadza si¢ do warunku

» sin(/zlnri) =0,
z ktorego wynika, ze

(3.11) p=—" k=12
ln;»z—

Ze wzordw (3.10) i (3.11) dla k = 1 otrzymamy

1 7w \*
(3.12) A= |+
In—=
r“’
Wyznaczmy ze wzoru (3.8) parametr p:
EDy _, (ED),
- ® 4
(3.13) p= D, o
12 N, 12

Podstawiajac do (3.13) wyrazenie (3.12) dla A otrzymamy krytyczng warto$c p.
Gdy przekroje belek promieniowych i obwodowych sg takie same,
(ED)p = (ET), = EJ, (EA), = (EA),,
wtedy dla rozpatrywanej siatki zgodnie z (3.3) mamy takze »x = /2. Wzér (3.13) ma wtedy
postacé
2—A EJ

PkR = — 3
1+—- @1
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przy czym A jest okre§lone wzorem (3.12). Na rysunku 1 przedstawiono dla tego przypadku
wykresy parametru bezwymiarowego pxgpp/EJ w zalezno$ci od stosunku r,/r; oraz dla
kata 9 = /6 pomiedzy pretami radialnymi.

Prr
£J
60 -
40
10~
1 1 | -
01 05 07 ry/ry
Rys. |
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Pesome

O IIOTEPE YVCTOMUMBOCTH CTEPXKHEBBIX CETOK

B pabBore obcympaercsa BONpoc yCTOHUHBOCTH KONBLEBBLIX PAJAHMATILHO HATPYYKEHHBIX IYCTHIX MOJISIP-
HbIN CTEPIKHEBBIX CETOK (POCTBEPKOB). MCronp30Banack KOHBTHHYANBHAST MOMCHDL CETKH M YPAaBHEHMI
IDIOCKOIf BOJIOKHUCTOMH cpefibl ¢ MonApHoit ceTkoit [1]. Iarwrcsa 3aBUCUMOCTH KPHTHUECKUX CUJI U HE-
KOTOPOr0 uaCTHOTO BuJa POCTBEPKA B (DYHKUHH T'YCTOTHI CETKH M MPOHU3BEACHMS BHYTPEHHOTO M BHELI~
HEro pafHycOB CETKH. :

Summary
ON THE BUCKLING OF POLAR BAR NETWORKS

The paper considers the stability problem of annular radially loaded dense polar networks of bars
(grates). The use of continuous model of network is applied by utilising equations of a plane fibrous conti-
nuum with polar network [1]. Expressions for critical loads depending on the network density and the
ratio of internal and external network radii are given for a certain particular type of grate.
INSTYTUT MATEMATYCZNY UNIWERSYTETU WARSZAWSKIEGO

KATEDRA MECHANIKI BUDOWLI POLITECHNIKI LODZKIEJ
Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 18 lipca 1966 r.
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METODA CHARAKTERYSTYK DLA DWUWYMIAROWYCH
NIEUSTALONYCH PRZEPLYWOW GAZU

ZBYSZKO KAZIMIERSKI (LODZ)

1. Wstep

W artykule przedstawiono rozwazania dotyczace metody charakterystyk zastosowanej
do ukladu nieliniowych réwnan dynamiki gazéw, opisujacych dwuwymiarowe, nieustalone,
niepotencjalne przeplywy. Celem artykutu jest wykonanie pewnej czeéei pracy przygoto-
wawczej przed przystapieniem do numerycznych obliczen dwuwymiarowych nieustalonych
przeptywow gazu. Z tego powodu potoZono nacisk na opis geometryczny powierzchni
charakterystycznych i analize zwiazkéw charakterystycznych pomiedzy funkcjami okresla-
jacymi stan gazu na tych powierzchniach. Zwigzki charakterystyczne wyprowadzono
w postaci dogodnej do bezpoéredniego przedstawiania ich jako réwnania réznicowe na
dowolnej plaszczyinie charakterystycznej. Wyprowadzono réwniez zwiazki charaktery-
styczne napisane tylko dla kierunku bicharakterystyk.

Rozpatrzenie przypadku tréjwymiarowego (dwie zmienne przestrzenne i czas) zostato
podyktowane checia nadania poszczegdlnym rozmaitoSciom matematycznym pogladowe]
interpretacji geometrycznej, co jest niemozliwe w przypadkach czterowymiarowych.

Artykul nawigzuje do ujeé metody charakterystyk spotykanych w publikacjach [1, 2, 3]
zawiera rozwinigcie niektérych probleméw zwiazanych z ta metoda.

2. Uklad réwnan rézniczkowych

Rozpatrujemy dowolny punkt P wewnatrz nieustalonego dwuwymiarowego przeplywu
gazu. Przeplyw w tym punkcie opisujemy w ukladzie kartezjanskim o wspolrzednych
X; = X, X3 = y, x3 = I. Poczatek ukladu umieszczony jest w punkcie P. Wspolrzedne x,
1x; nazywamy wsp6trzednymi przestrzennymi, a plaszczyzne xx; «przestrzenia». Natomiast
X3 jest wspdlrzedna czasowa. Baze ukladu x,x,x3 oznaczymy {e (1,0, 0), €,(0, 1,0),
e;(0, 0, 1)}. Stan gazu w kazdym punkcie przeptywu okre$laja cztery skalarne funkcje
wspolrzegdnych. S to: dwie skladowe predkosci v, i w,, ci$nienie p i gesto$¢ . Lokalna
predko$é diwieku oznaczymy przez a. Wymienione funkcje sg bezwymiarowe, poniewaz
predkosci okre§lamy w stosunku do pewnej wybranej predkoéci diwigku a,, ci§nienie
w stosunku do ajg, 1 gestosé do go. Ogdlnie funkcje te oznaczymy przez u; = u;(X1, X2, X3);
(j=1,2,3,4) i przyporzadkujemy

U =0, U=1T, U=PpP U=27Q.
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Zdefiniujemy poza tym przestrzenno-czasowy wektor predkosci V(v,v,, 1). ktéry
posiada sktadowa przestrzenna v(v,,v,) oraz przestrzenno-czasowy gradient funkeji u;:

3
1 duj
P = e i=1,2,3,4.
VuJ Z k axka J 5 Ly
k=1
Ukiad réwnan dynamiki gazéw dla rozpatrywanego przeplywu w opisanych wspétrzed-
nych mozna wyrazi¢ w postaci sum iloczynéw skalarnych

4
2.1) Dag;Vu =0, i=1,23,4.
=

Tréjwymiarowe wektory a; j(a; 5.1, @, j,2, @, j,3) mozna przedstawi¢ w postaci macierzy

oV 0 e, 0
0 oV e 0
a’pe, a’pe, VO
0 0 —-VdaV
Pierwsze dwa wiersze (2.2) pochodza z réwnan zachowania pedu, trzeci z zachowania
masy, a czwarty entropii.
Jest zatem dany jednorodny uklad czterech quasi-liniowych réwnan rézniczkowych
potrzebny do okreslenia czterech funkeji niewiadomych u;.
Wyrazenie typu ¢-Vu (funkcja u ma rézniczke zupeina) mozna przedstawiaé w postaci

deu=c¢-Vu

znanego pod nazwa pochodnej kierunkowej.

(22) ag ) =

3. Rownanie i zwiazki charakterystyczne

Rozpatrzmy kombinacj¢ liniowa réwnan (2.1)

4
G.1) D)W, Vu, =0,
=

gdzie wektory W; dla j =1, 2, 3,4 s przedstawione réwniez jako kombinacje liniowe
wektordéw a; ;

4
(3.2) W;= Z ;.
i=]1

Liczby o; wystgpujace w (3.2) sa rzeczywiste i nie znikaja jednocze$nie.

Zadamy, aby wszystkie wektory W; lezaly w jednej plaszczyZnie. Ustanowimy wektor
N(Ny, N,, N3y) zawsze r6zny od zera, normalny do tej praszczyzny, ktéra nazwano plaszczyz-
ng charakterystyczng mn. Skladowa przestrzenna N jest oznaczona przez n(N,, N,).

Powyisze zadanie koplanarnosci W, zapisa¢ mozna jako ukfad réwnan W;-N = 0
dla j=1,2,3,4czyli o

4
(3.3) : D, N)=0, j=1,234.

i=1
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Uklad (3.3) stuzy do obliczenia wspo}czynmkow o; 1 ma rozwiazanie, o ile jego
wyznacznik charakterystyczny jest réwny zeru

(34) det[ai,_i‘N] = 05 laj = 17 2: 3: 4.

Rownanie (3.4) nazywamy réwnaniem charakterystycznym ukladu (2.1). Jesli w oparciu
o (2.2) obliczymy (3.4), to otrzymamy

3.5) a’@*(V-NY*[(V Ny’ —a2(N{+N3)] = 0.

Z (3.5) wynika, ze n nie moze nigdy znika¢, bo prowadzi to do sprzecznosci z zatozong
niezerowoscia N. Okazuje si¢ wigc, ze

(3.6) (V-N)*—a’n* = 0,
(3.7) (V-NP?=0

nie moga by¢ spelnione réwnoczednie, czyli opisuja w rozpatrywanym punkcie P dwie
rodziny wektoréw normalnych oznaczone jako N i N.

Diugosé wektoréw N i N okre§limy normujac ich sktadowe przestrzenne, czyli
zakladajac

(3.8) nl=1, |nj=1,

co mozna zrobi¢, poniewaz nigdy nie sa one zerowe.

Zbadaniem rodzin wektoréw N i N zajmiemy si¢ w nastepnym punkcie sygnalizujac
w tym miegjscu, ze obow1qzujqce na plaszczyznach charakterystycznych mn i 75 wyzna-
czanych przez wektory N i N zwiazki (3. 1) nazywaja si¢ zwigzkami char akterystycznyml

4. Rozwazania geometryczne

W tym punkcie zostana omoéwione powierzchnie utworzone przez wektory N i N,
plaszczyzny nin i 7 oraz powierzchnie obwiednie tych plaszczyzn.

4.1. Stozek normalnych N i stoiek charakterystyczany. Rozpatrywany punkt przeptywu P usta-
nawiamy punktem poczatkowym wszystkich wektoréw N z réwnania (3.6), ktére po
wykorzystaniu (3.8) piszemy w postaci

@1 V.N = a.

Rodzina wektoréw N wyrazona przez (4.1) tworzy zatem powierzchni¢ stozkowa
o wierzcholtku w P. Kierownicg stozka i jednoczeénie miejscem geometrycznym koncéw
wektoréw N jest elipsa-E. Elips¢ E otrzymamy z przecigcia powierzchni bocznej walca
kotowego o podstawie [n| = 1 (rys. 1), na ktérej leza konce N, plaszczyzna

(4.2) V-(N—N) = 0,

na ktérej réwniez jak wynika z (4.1) musza leze¢ kofice N. Wektor Ny jest dowolnie wybra-
nym wektorem spoéréd wszystkich N okre§lonych przez (4.1). Plaszczyzna (4.2) jest prosto-
padia do V. Opisywany przez (4.1) stozek wektoréw N nazwiemy stozkiem normalnych.

Przecigcie (3.8) z (4.2) dla rozpatrywanego przeplywu istnieje zawsze. Réwnanie (4.1)
ma zawsze rozwiazanie ze wzgledu na czasowg sktadowa N

(4.3) N; = a—(o,N,+v,N;) = a—v-n
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Wsrod kierunkow n z okregu |n| = | na plaszezyZnie x,x; wyrdzni¢ nalezy ze wzgledu

na warto$¢ iloczynu v-n cztery kierunki (wg oznaczen na rys. 1):

n; 1 Ny np = —nyyg, dla ktérych v-n = 4o
oraz

Ny, i Ny ng = —nygy,, dla ktérych v-n = 0.
Srednice kota |n| = | wyréznjone przez wektory ny i ny; sq rzutami osi gtéwnych elipsy E,
Krétsza z osi jest rownolegta do plaszezyzny x)x; 1 jej odleglo$é od x;x, wedtug (4.3) jest
zawsze rdwna N3 dla n = ny; czyli lokalnej predkoéei dzwieku a. Jako dodatkowe wyjaénie-

Xa't
[ \
) £
xXg=t
N £ p ANp
1 Ny AT
I Vi v
My Y i
ir o | m My
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aN o Ny (e 2
- Y- R o N 2
ny Ny o
1 X4 -
Ny
X1
Rys. 1 . Rys. 2

nie podaé nalezy, ze rysunki zrobione sa dla zatozenia, ze predkosé dzwigku odniesienia aq,
do ktoérej redukowane sa wszystkie predkosci, w tym lokalna predko$é dzwigku, jest maksy-
malna spoérod lokalnych predkoséci dzwigku dowolnie duzego otoczenia punktu P. Wynika
stad, Ze na rysunkach zawsze a <{ 1. Rysunki 11 2 przédstawiaja stozki normalnych.
Rysunek 1 wykonany jest dla przeplywu poddzwigkowego w punkcie P, a rys. 2 dla prze-
plywu naddzwigkowego.
Ze wzoru (4.3) wynika, ze dla

a > |y
(4.4) n=n; N=0 gdy ja=D,

a < |v].
Oznacza to, ze dla predkosci poddzwigkowych stozek (4.1) lezy catkowicie ponad «prze-
strzenig» x,x,, dla dZwigckowych jest do niej styczny wzdtuz linii wyznaczanej przez ny,
a dla predkosci naddZzwigkowych przecina x,x, dajac w przecieciu dwa kierunki pokazane
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na rys. 2 i oznaczone przez nt i n~. Inaczej méwiac réwnanie (4.1) dia przeptywu ustalo-
nego, gdy V =, ma rozwiazanie tylko dla |¥| > a i rozwiazaniem sa kierunki n* i n—.

Kazdy wektor N z réwnania (3.6), czyli kazdy wektor wziety z powierzchni tworzacej
stozka (4.1) wyznacza w czasoprzestrzeni x, x,x; prostopadia do niego plaszczyzng charakte-
rystyczna mn. Plaszczyzny charakterystyczne wyznaczane przez wektory N nazwiemy
plaszczyznami falowymi. Zbiér wszystkich plaszczyzn mn przechodzacych przez punkt P
ma powierzchni¢ obwiednia bedaca podobnie jak (4.1) powierzchnia stozkowa. Mozna
uwazac¢, ze powierzchnia ta jest utworzona z wektoréw B, zktoérych kazdy wyznacza styczng
miedzy plaszczyzna mw przyporzadkowana danemu N, a powierzchnia obwiednig wszyst-
kich nn. Rodzing wektoréw B mozna wyznaczyé z dokladnoseia do stalego niezerowego
mnoznika u stosujac znany w teorii obwiedni wzér

0

(4.5) By =u EA

[(V-N?*—g¥?, k=1,273.

Po obliczeniu (4.5) otrzymamy

By = 2ufo,(V-N)—a?N,],
(4.6) B, = 2uf[0,(V-N)—a’N,],
By — 2u(V-N).

Uwzgledniajac w (4.6) zwigzek (4.1) stwierdzamy, Ze B; zawsze jest rézne od zera
1 mozemy dzielac obustronnie skladowe B, (k = 1, 2, 3) przez B; okresli¢ wektor B nastg-
pujaco

B

4.7 E = V—an.
Rodzina wektoréw B tworzy znany stozek charakterystyczny przedstawiajacy lokalng
predko$¢ rozchodzenia si¢ matego zaburzenia w punkcie P.

Sktadowe tej predkosci sa réwne

(4.8) —— =g, —aN,, - =uv,—aN,.

Rysunek 3 pokazuje stozek (4.7).

Powierzchnie charakterystyczna w otoczeniu punktu P zdefiniowa¢ mozna jako po-
wierzchnig, ktéra jest w dowolnym swym punkcie prostopadia do wektora N bedacego
jedng z tworzacych stozka (4.1) zbudowanego w tym punkcie.

Rozpatrzymy dowolng powierzchnie charakterystyczng przechodzaca przez P.
W kazdym punkcie tej powierzchni w otoczeniu P mozna znalezé wektor B, ktéry bedzie
okreslal styczng migdzy rozpatrywana powierzchnia i stozkiem charakterystycznym (4.7),
utworzonym w tym punkcie. Wobec tego przez dowolny punkt wymienionej powierzchni
charakterystycznej mozna poprowadzié¢ lini¢ pola wektorowego wektoréw B. Te linie
nazywamy bicharakterystykami uktadu réwnan (2.1) dla rozwiazania u;(xi, Xz, X3),
Jj=1,2 34

Przez wybrany punkt P mozna z uwagi na istnienie w nim jednego stozka (4.1) i zdefi-
niowane wyzej pojecie powierzchni charakterystycznej poprowadzi¢ nieskoficzenie wiele
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bicharakterystyk, ktdre utworza jedna powierzchni¢ charakterystyczng, zwang konoida
charakterystyczna. Konoida charakterystyczna w punkcie P jest prostopadia do stozka
normalnych (4.1) i styczna do stozka charakterystycznego (4.7). Wektory B z powierzchni
bocznej stozka (4.7) wskazuja kierunki bicharakterystyk poprowadzonych przez P.

Stozek (4.7) jak juz wspomniano pokazuje lokalng predko$é rozchodzenia sie malego
zaburzenia w punkcie P, natomiast konoida charakterystyczna jest w ukladzie wspotrzed-
nych x,, x,, x; obrazem rozchodzenia si¢ malego zaburzenia w otoczeniu tego punktu,
gdzie panuja niejednorodne pola parametréow okre§lajacych stan gazu.

Z uwagi na powyzej wymieniony sens fizyczny i geometryczny stozek charakterystyczny
(4.7) mozna nazwa¢ réwniez stozkiem falowym lub stozkiem kierunkdéw bicharakterystyk.

Rys. 3

Kierunkiem normalnym do czota fali rozchodzacego sig malego zaburzenia w P, jak
to wynika z (4.7), jest kierunek n.
Predko$¢ rozchodzenia sie zaburzenia w kierunku n jest réwna

(49) B,, = E;'n:V'n—a.
Pordéwnujac to z (4.3) wyciagamy wniosek
(4.10) B, = —N;,

co objasnia sens fizyczny skladowej czasowej wektoréw normalnych N.

Poréwnanie stozkow normalnych i stozkéw kierunkéw bicharakterystyk dla przeptywu
poddiwigkowego i naddzwigkowego pokazano na rys. 4 1 5.

Wzajemna ortogonalno$¢ stozkéw, czyli spetnienie B-IN = 0 dla kazdego n nie zalezy
od wybranej skali predkosci, czyli od ustanowionych proporcji a/a,. Zalezy od niej nato-
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miast wzajemne potozenie stozkow przy predkosciach poddiwiekowych i naddzwickowych.
Rysunki 4 1 5 wykonano jak i wszystkie pozostale dla zalozenia a < ay, czylia < 1. Wtedy
dla predkosci poddiwiekowych stozek (4.7) miesci sie w stozku (4.1), a nalozy sie na niego,
gdy a = ao i |v| » 0. Wraz ze wzrostem |v| do predkoéci naddzwiekowych stozek (4.7)
«wychyla» sig coraz bardziej ze stozka normalnych i dla przeptywéw hiperdzwiekowych
stozek normalnych zbliza si¢ do ptaszczyzny (4.2), a stozek falowy otacza «coraz cia$niej»
kierunek V.

Nm X3
X551
1
B e
r > aV > B D
Ny " T

P a
a 7 v
et = 7] % n /| X2

% nr 1 v
X1
X1 . N
Rys. 4 Rys. S

Gdyby wybrano tak a,, Ze mogloby byé a > a,, przy predkoéciach poddZzwigkowych
stozek falowy mdgtby obejmowaé stozek normalnych. Przy wzrodcie predkosdci |o| do
ponaddzwiekowych usytuowanie stozkow bytoby takie samo jak na rys. 5.

4.2. Plaszczyzna wektoréw normalnych N i kierunek toru czatski V. Rodzine wektordw N przed-
stawia rownanie (3.7). Jest to mnozony dwukrotnie zwiazek
(4.11) V-N=0.

Wektor N jest zawsze prostopadly do kierunku V, lezy wigc w ptaszczyznie prosto-
padlej do V. Poczatki wektor6w N lezg w punkcie P, konce natomiast na elipsie Epowstalej
z przecigcia walca jednostkowego [n| = | plaszczyzna (4.11).

Z (4.11) wynika, 7e N;= —v-n. W takim razie —N; jest rzutem predkosci
przemieszczania sie czastki (w sensie czastki o$rodka ciaglego) na wybrany przez n kierunek
na plaszczyznie x,x,. Rodzina wektoréw N wyznacza prostopadte do nich plaszezyzny =g,
ktére bedziemy nazywaé plaszczyznami toru. Plaszezyzny mg maja obwiednig, ktora dege-
neruje si¢ do jednej prostej — prostej wyznaczajacej kierunek toru w punkcie P, czyli
(4.12) B=uV;

B jest styczng do krzywej opisujacej tor czastki 7w punkcié P jak na rys. 6. Poroéwnujac
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skladowe wektoréw prawej i lewej strony réwnoéci (4.12) mozna wobec niezerowosci s
napisaé ’

(4.13) 2oV
By
X3
T
1 — g
V—EB/Ba
A iy
v 1 X
T
X4 I3 -
/4
Rys. 6

4.3. Charakterystyki przeplywdéw opisanych w przestrzeni dwéch zmiennych niezaleinych. Pr z e-
ptyw jednowymiarowy nieustalony. Zakladamy, ze funkcje opisujace
stan gazu w P i otoczeniu zaleza tylko od x, i x;. Rozpatrujemy wiec jednowymiarowy
nieustalony przeptyw. O$ x, jest skierowana zgodnie z v. Kazdy przekroj plaszezyzna
x; = const daje jednakowe $lady stozkéw charakterystycznych.

Xaﬂt
c
NT \2
! * T c,
x.)“'l’
1 v ©
B\
> A
S s
N
s
n* p viae /1 o'
= a T n- X
=
s

W, =age, -n*Y=ae,+V=B"*
Wy=ae,-n"V=ge,~Va-B~
Rys. 7

Przekréj stozka normalnych wyznacza dwa wektory N oznaczone przez N+ i N~ na
rys. 7. Oznaczenie to nawiazuje do wzoru (4.9), ktéry objasnia sens fizyczny wektoréw N,
a wlasciwie sktadowej czasowej tych wektoréw.
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Slady ptaszezyzn falowych mn+ 1 n- sa prostymi prostopadtymi do N+ i N- i pokrywaja
sie ze $ladami przekroju stozka kierunkow bicharakterystyk czyli z kierunkami B* i B-.
Przekréj konoidu K daje dwie linie charakterystyk oznaczone przez C+1i C-.

Ptaski ustalony przeptyw naddzwigkowy. Zakladamy, ze funkcje
opisujace stan gazu w P i otoczeniu zaleza tylko od x; i x,. Przeplyw jest ustalony V =v.
Jak pokazano w p. 4.1. przecigcie stozka normalnych z ptaszczyzna x, x, czyli rozwiazanie
réwnania v-n = g istnieje tylko dla przeptywéw naddzwigkowych. Slady przeciecia stozka
normalnych ptaszczyzna x,x, lub inaczej rozwigzanie réwnania v-n = a oznaczono przez
ntin narys.2inarys. 8.

Slady ptaszczyzn falowych 7a+ i 7.- sa na rys. 8 liniami prostymi prostopadlymi odpo-
wiednio do n* i n~,

Proste 7+ 1 7t,- pokrywaja sig, jak widaé na rys. 8, z rzutami na x, x, kierunkéw bicha-
rakterystyk okre§lonych réwnaniami

Bt =V—agnt, B = V—an,
rzuty sa oczywiscie réwne
(4.14) b* =v—ant, b~ =v—an.

Zwiazki (4.14) wyznaczaja w punkcie P kierunki dwéch charakterystyk na plaszczyznie
X, x,. Charakterystyki oznaczone przez C* i C- okreflaja zakres oddziatywania drobnego
zaburzenia wywotanego w P w naddzwickowym plaskim ustalonym przeplywie. C i C-
sa rzutami na x, x, bicharakterystyk wyréznionych wektorami B+ i B-.
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5. Zwiazki charakterystyczne

Zwiazek charakterystyczny (1.3) jest kombinacja liniowa réwnan tworzacych ukiad
réwnan wyjsciowych. Zwiazek (2.3) mowi o tym, ze suma iloczynéw skalarnych gradientow
funkeji u;, okreslajacych stan gazu przez wektory W, jest rowna zeru. Wektory W, leza
w jednej plaszczyZnie — moze to by¢ plaszczyzna falowa mn ze zbioru ptaszczyzn okresla-
nych rodzing wektoréw N lub plaszczyzna toru mg ze zbioru plaszczyzn wyznaczonych
przez rodzine wektoréw N. Zwiazki charakterystyczne dla plaszczyzn falowych i zwigzki
dla plaszczyzn toru nie s jednakowe. Rozpatrzymy je kolejno.

5.1. Zwiazki charakterystyczne na plaszczyznach falowych. Macierz wspotczynnikéw do ukladu
réwnan liniowych (3.3) dla plaszezyzny sn po uwzglednieniu (4.1) jest nastepujaca:

pa 0 da*N, O
0 pa dN, 0

NN a O
00 0 &

(5.1)

Rzad macierzy (5.1) jest réwny 3, wobec czego istnieje jedno liniowo niezalezne roz-
wigzanie ukladu (3.3) z macierza (5.1). Oznacza to réwniez, ze dla kazdego N z (4.1) istnieje
Jeden liniowo niezalezny zwiazek charakterystyczny.

Rozwigzaniem (3.3) z macierza (5.1) jest z dokfadnoscia do jednakowego statego
mnoznika nastepujacy uktad wspéiczynnikéw:

(5.2) oy = —aN;, o,= —aN,, o3=1, «a;,=0.
Wektory W, na podstawie (2.2), (3.2) i (5.2) okre§lone sg jak nizej:
W, = ap(ac,—N,V),
W, = ap(ae,—N,V),
W, = V—an,
W,=0.

(53)

Zwigzek (3.1) dla kazdej ptaszczyzny falowej my ze wzgledu na tozsamosci uy = v, u, = v,,
uy = p przedstawia wyrazenie
2
(5.4) N (de,~ N, V)- Vo, 4+~ (V—an)-Wp = 0
,‘,é;l ¢ q q ap :

Widaé, ze W, pokrywa si¢ z kierunikiem bicharakterystyki B. Mozna fatwo sprawdzic,
ze W, i W, nie sa nigdy kolinearne oraz ze W, i W, nie sg nigdy kolinearne z W; czyli z B.

Proste przeksztalcenia (5.4) i wykorzystanie pojecia pochodnej kierunkowej pozwalaja
napisac je w postaci '

1
apn- (dvv—i— 0— Vp) = a*(V -v)+d,p.

Prawa strona powyzszej réwnoéci jest po prostu réwnaniem zachowania masy i réwna
si¢ tozsamo$ciowo zeru. Lewa strona jest réwnaniem zachowania pedu mnozonym skalar-
nie przez niezerowy wektor agn. Widaé wiec, ze (5.4) zawiera w sobie réwnanie zachowania
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pedu i masy, a wige niepelny uklad réwnan wyjéciowych. Nalezy zauwazy¢, ze dla prze-
plywu jednowymiarowego nieustalonego przedstawianego we wspélrzednych x,x; (jak
na rys. 7) kierunki wektoréw W;, ktére sa wtedy tylko dwa W, i W; na kazdej z dwéch
prostych zzn, a wiec na sins i 7y, réwne sa Wy = B, Wy = —B-, W} = B+, Wy = B-.
Otrzymujemy wigc dwa znane zwigzki charakterystyczne

1 1
. N — — . - —
(5.5) B (Vv—l— 70 Vp) 0, B (Vv P Vp) =0.

Przeksztalcenie (5.4) do postaci wygodnej w obliczeniach numerycznych zostanie
przeprowadzone w p. 6.

5.2. Zwiazki charakterystyczne na plaszczyznach toru. Macierz wspolczynnikéw do ukladu
réwnafi (3.3) po uwzglednieniu (4.11) jest nastgpujgca

0 0 N 0
0 0 N, 0
(56) a*oN, da*N, 0 O
0 0 0 0

Rzad macierzy (5.6) jest rowny 2. Oznacza to, ze kazdemu Nz (4.11) ub inaczej dla
kazdej plaszczyzny toru mg obowiazuja dwa linjowo niezalezne zwigzki charakterystyczne.
Rozwiazujac ukiad (3.3) z macierzg (5.6) otrzymujemy dwa liniowo niezalezne rozwigzania:
pierwsze

(5.7) 0y = 0y = O3 = 0, oy = 1,
drugie
(58) (X[Nl"{_azﬁzzo, a3=a4:0.

Pierwsza réwno$é w (5.8) odpowiada réwnaniu a-n = 0 i wyznacza wektor a(a;, o)
lezacy w plaszczyznie x, x,, prostopadly do n. Wektor a daje oczywiscie jeden liniowo nie-
zalezny kierunek na x, x,. A wiec o; opisane przez (5.7) i (5.8) przedstawiaja dwa niezalezne
rozwigzania. Okreslone zostaly zatem dwie grupy wektoréw W; dla kazdego N z (4.11).

Dlarozwigzania (5.7) otrzymamy

W,=W,=0, W,=-V, W,=dV,
stad pierwszy zwiazek charakterystyczny
(5.9) V- (Vp—a®Vp) = 0.

Zwiazek (5.9) méwi o zachowaniu entropii na kierunku toru czastki i jest rownaniem
identycznym z ostatnim réwnaniem uktadu wyjsciowego (2.1) i (2.2).
Grupa o; podana w (5.8) odpowiada nastepujacemu ukladowi wektorow W,

W, =00V, W,=apV, Wy=a, W,=0,
co pozwala obliczy¢ drugi zwiazek charakterystyczny
(5.10) o(e,V-Vo, 40,V -Vo,)+aVp = 0.
Korzystajac z pojecia pochodnej kierunkowej przeksztalcimy (5.10) do postaci

(5.11) o dyv, o dyvr+- % dyp =0

5 Mechanika teoretyczna
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lub po prostu
(5.12) o (dvv—l—-il)—Vp) = 0.

Gdy zatozymy |ee| = 1, co mozZna uczynié¢ wobec jego niezerowodci, wida¢, ze (5.12)
jest rzutem réwnania pgdu na kierunek a.

Wektory V i a, ktore wytyczaja kierunki rzutowania gradientéw funkcji v, v, i p, lezg
oczywiscie w jednej i tej samej plaszczyznie toru sy okreslonej przez wybrany z (4.11) N.
Wektor a lezy na prostej bgdacej §ladem przecigeia plaszezyzny mg z plaszezyzng x, x,.

5.3, Zaleino$ei migdzy zwigzkami charakterystyeznymi. Wiadomo, Ze dla kazdego wektora N
istnieje jeden niezalezny zwiazek charakterystyczny (5.4). Natomiast dla kazdego wektora
N obowiazuja dwa niezalezne zwiazki charakterystyczne: zwiazek (5.9), ktéry jest jednako-
wy dla wszystkich N z calej ich rodziny i zwigzek (5.11) zalezny od wybranego N.

Narzucaja si¢ dwa pytania wazne z punktu widzenia zastosowan zwigzkéw charaktery-
stycznych.

1. Czy w ogdle istniejg cztery liniowo niezalezne zwigzki charakterystyczne w kazdym
punkcie przeplywu potrzebne do obliczenia czterech funkcji niewiadomych.

2. Gdy napiszemy zwiazki charakterystyczne dla wektoréw N, .. N® NO, . N,
to ile i ktore sposrod nich sa liniowo niezalezne. Problemy te zbadal dokladnie Rusanow
w [3] dla petnych réwnan dynamiki gazéw w czterowymiarowe| czaso-przestrzeni. Ograni-
czymy si¢ tutaj do podania nastgpujacych odpowiedzi na postawione pytania.

Jezeli chodzi o zwigzki charakterystyczne na plaszczyznach falowych, wyrdznianych
wektorami N, to dla trzech liniowo niezaleznych N mozna napisaé trzy niezalezne zwigzki
(5.4). Wystarcza to do rozwiazywania przeptywow potencjalnych.

Wiadomo, ze dla wszystkich wektoréw N obowiazuje zawsze zwiazek (5.9). Natomiast
dwa niezalezne zwigzki (5.12) mozna napisa¢ dla dwdéch liniowo niezaleznych o, czyli
dla dwéch liniowo niezaleznych m, a tym samym dla dwéch liniowo niezaleznych N.

W sumie dla rodziny wektoréw N mozna takze napisa¢ trzy niezalezne zwiazki. Tak
wiec czterech potrzebnych niezaleznych zwiazkdw nie mozna napisac jedynie dla ptaszczyzn
wyréznionych wektorami N, czy tez N. Wydaje sie, ze wobec zlozono$ci zwigzku (5.12)
dla przeplywu nieustalonego najlepiej wybra¢ cztery potrzebne zwigzki sposrdd trzech
zwigzkow na ptaszczyznach falowych, a jako czwarty dotaczyé do nich zwigzek zachowania
entropii (5.9). Pod tym katem widzenia bedg prowadzone dalsze rozwazania.

6. Dostosowanie zwiazku charakterystycznego obowiazujacego na plaszczyZnie
falowej do zastosowania w obliczeniach numerycznych

Dla numerycznego obliczenia wartodci funkcji niewiadomych w punkcie wewngtrznym
przeplywu R, polozonym w sasiedztwie powierzchni niecharakterystycznej [, na ktorej
znany jest stan gazu, nalezy zastosowa¢ pewien schemat obliczeniowy. Bedzie on podobny
do tych, ktére sa uzywane w ustalonych naddzwigkowych przeplywach tréjwymiarowych
np. w [41 5]

Schemat oparty jest na koncepcji wykorzystania do okre§lenia funkcji niewiadomych
trzech zwigzkow charakterystycznych (5.4), obowiazujacych na trzech plaszczyznach falo-
wych, i zwiazku (5.9) na odcinku toru czastki QR (por. rys. 9).
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Na powierzchni I wybieramy trzy blisko potozone punkty P, P’ i P/, w ktérych sa
oczywiscie znane funkcje u;. Punkty te taczymy wektorami k,, kj i k;' (rys. 9). Plaszczyzny
charakterystyczne zn, 7w 1 7ty prowadzimy tak, aby lezaly na nich odpowiednio wektory
k,,k; ik, i aby plaszczyzny te byly prostopadte do wektoréw normalnych N, N’ i N”/
w punktach P, P'i P”. Wektory N, N'i N" s3 wzigte z powierzchni bocznych stozkéw
(4.1), zbudowanych w punktach P, P'i P"".

x3at

Rys. 9

W oparciu o rozwazania geometryczne z p. 4 mozna stwierdzi¢, ze przez kazdy z wekto-
réw k,, mozna poprowadzi¢ po dwie ptaszczyzny an, ktére beda prostopadle do wektorow
normalnych wzietych z powierzchni bocznych stozkdéw (4.1). Wybieramy z nich tylko
jedna trojke plaszezyzn np. te, ktéra przecina si¢ w punkcie R lezacym blizej powierzchni 7.

Trzy wybrane ptaszczyzny falowe nn, 7one | 7y przecinaja sie wzdluz prostych, ktore
wyznaczane sg na rys. 9 przez wektory k,, ki i k}.

Utworzony zostal ostrostup PP'P" R, ktérego §cianami bocznymi sg wycinki plaszczyzn
7N, o 1 e, a krawedziami pary wektoréw ko ks, ki k; i ki'ky. Kazda para wektoréw
taczy trzy punkty. W dwdch z nich sg znane parametry gazu, a trzecim jest zawsze punkt R.

Zwigzek (5.4) przedstawia sume pochodnych kierunkowych ’

3
Zdwjuj = 0.
J=1

Gdyby te sume przedstawié tak, ze zamiast rzutowania na trzy do$¢ réznorodnie (wg 5.1)
polozone wektory W;, mozna by gradienty Vu; rzutowaé na pary wektoréow k, k,, to uzy-
skaliby$my wzér dogodny do formulowania go w postaci réwnania réznicowego nadajacego
sig do bezposrednich obliczen funkeji niewiadomych w punkcie R.

Dla kazdej z trzech par wektoréw k,k, mozna by napisa¢ réwnanie réznicowe, ktére
w sumie wraz ze zwiazkiem (5.9) dla odcinka toru czastki QR stanowityby cztery réownania
potrzebne do obliczenia czterech funkcji niewiadomych w R.

5%
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Dla realizacji tego konieczne jest proste przeksztalcenie polegajace na zastapieniu
w (5.4) wektoréw W, W, i W, dwoma liniowo niezaleznymi wektorami k;, k,.

W tym celu wektory W; (j= 1,2, 3) rozkladamy w bazie lokalnej {k;, k,} okreslonej
w podstawowym ukladzie kartezjaiiskim {e,, e, €,}

(6.1) Wi=yik+yik, =123,
gdzie skladowe kontrawariantne wektoréw W; sg okre§lone jako
(6.2) Y =Wk, j=1273;1=12.
Baza wzajemna {k’, k*} zostala ustanowiona w {e,, €,, €} za pomoca wzordw
(63 K= et N Gk
Dla uproszczenia zapisu wprowadzono oznaczenia
(6.4) g =kxN, g =DNxk.

Wykorzystujac powyzsze mozna (5.4) sformutowaé nastepujaco:

2 2 2
| 1
(65) Z ZAl,q dk( vq+ _a'a Z Gldkrp = 0,
I=1

q=1 I=1

gdzie wspdlczynniki liczbowe

3
A= aZj;,q—nq(ZV,C,,,_)

r=1
(6.6) dla  Lg=1,2.
3

3
G[ = 2 VrC[_r—(ZZI’l,.CI,,..
r=1 r=1

W (6.6) wystepuja skladowe wektoréw n(N;, N,, 0) i V(v,, v,, 1) oraz §; (81, 812, 81)5)
Skiadowe wektora {; okreslimy obliczajac wyznaczniki opisujace (6.4).

7. Zwigzek charakterystyczny na kierunku bicharakterystyki

W 5.1 pokazano, ze dla jednowymiarowego nieustalonego przeptywu kierunki W, i W,
sa jednakowe 1 pokrywaja si¢ z kierunkiem B, czyli po prostu z kierunkiem charakterystyki.
Zwigzki charakterystyczne (5.5) napisane sg dla dwdch wystepujacych tam kierunkoéw
charakterystyk oznaczonych przez B+ i B-.

Powstaje pytanie. Czy zwiazki charakterystyczne przeptywu dwuwymiarowego, nie-
ustalonego w rozpatrywanym punkcie P, a wiec zwigzki (5.4) lub (6.5) dadza si¢ napisa
tylko dla kierunku dowolnej bicharakterystyki B, przechodzgcej przez punkt P? Odpowiedz
na to pytanie jest twierdzaca, a jej uzasadnienie wynika natychmiast z przeprowadzonego
wyzej przeksztalcenia (5.4) na (6.5).

Zalozmy wigc, ze jeden z wektordw lokalnej bazy {ki, k,} lezacej na plaszczyinie mn
np. k; = B. Zwigzek (5.4) zapisujemy wtedy nastepujaco:

1
(7 1) y‘ldnvl—}—ylzd3v2+ a_g dBp+y21 dkgv1+722dk2v2 = 0,
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Yyl dla ,g=1,2sa kontrawariantnymi wspolrzednymi wektoréw W, i W, opisanymi
przez (6.2) i (6.3), w ktérych nalezy przyja¢ k, = B.

Z (7.1) wynika, ze na to, aby omawiany zwiazek charakterystyczny napisaé tylko dla
kierunku bicharakterystyki B, a wigc w sposéb nastepujacy:

1
(7.2) ylldB’Ur]‘Vlde’vz'f‘ [E dpp =0,

musi zachodzié¢
(7.3) K- (1 Vo, +y%Vo,) = 0.

Wspbirzedne kontrawariantne y? i y*, nie moga znika¢ jednoczesnie, bo W, i W, nie
sa nigdy wspolosiowe [por. wzér (6.2)]. Wobec tego musi byé réwny zeru iloczyn skalarny
wektora k, przez wektor zawarty w nawiasach we wzorze (7.3).

Jakkolwiek bedzie skierowany wektor zawarty w nawiasach wzoru (7.3), zawsze mozna
dobraé tak kierunek k, na plaszczyZnie sy, aby warunek (7.3) byt wypelniony.

Zwiagzek (5.4) i (6.5) mozna przedstawi¢ w postaci (7.2) dla kazdego z nieskoficzenie
wielu wektoréw B przechodzacych przez punkt przeptywu P.

Wszystkie przeprowadzone tutaj rozwazania moga by¢ rozszerzone na przypadek
tréjwymiarowych nieustalonych przeptywédw. Wymaga to z reguly prostego uzupelnienia
wzordw wyrazamj zawierajacymi trzecig skladowa przestrzenna wystepujacych tutaj wek-
toréw.
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Pesome

METOJ XAPAKTEPHUCTHK JJISI IBYXMEPHBIX HECTAIIMOHAPHBIX TEUEHMI I'A3A

TIpeRaraeTCs pacCyy¢IeRust, KACAIOIHECS METOMA XADAKTEPHCTAK B TIDUIOYKEHUH X CHCTEME ypaB-
HEHUH AUHAMUKM A30B, ONKMCHIBAIOUIMX HENOTEHIMATBHBIE [(BYXMEDHBIE ¥ HECTALHOHADHBIE TEYCHISI.
HccneoBaHpl HEKOTOPbIE CBOMCTBA XapAaKTEPHCTHUECKHN IOBEPXHOCTEH, CBASAMHBIX C OTHENBHOH
BHYTPCHHEH TOUKOH B Tewenun. [TogpobHo MCCnefoBa TaK HA3, KOHYC HOpMAelt ¥ B3aUMEOE PACIIONO-
JKEHHE KOHYCA HOpMaNeH ¥ H3BECTHOrO BOJHOBOrO KOHyca (Ha3bIBAEMOTO HHOrja KoHycom Maxa). Xa-
PaKTEPHCTHYECKHE 3ABUCUMOCTH TOAY4eHbI B (hopme yHoGHOI s HETIOCPE/ICTRBEHHOrO TIPE/CTARICHHA
KX B BH/IE Pa3HOCTHBIX YDABHEHUH HA MPOM3BOJIBHOMN XaPAKTEpHCTHHECKOM TIOCKOCTH. Bhineaena Taxie
XapaKTEPHCTHYECKAST 3ABUCHMOCTD [ HANPABJIEHUS NPONU3BOIBHON GHXApaKTEPHCTHKH, NMPOXOAsILEil
Yepe3 paccMaTpHBAECMYO TOUKY TCYCHUA.
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Summary

A METHOD OF CHARACTERISTICS FOR TWO DIMENSIONAL
UNSTEADY GAS FLOW

Investigations on the method of characteristics applied to a set of gasodynamics equations describing
nonpotential two-dimensional and unsteady flows are presented. Some properties of characteristic surfaces
connected with a single internal point in the flow are investigated and particular attention is paid to the
so called cone of normals and mutual position of the normal cone and the known wave cone (which is some-
times called also the Mach’s cone). Characteristic terms are obtained in a convenient form for their direct
presentation in difference equations on any characteristic surface. The characteristic terms for the direction
of any bicharacteristic going through the examined point of flow are given.

Fraca zostala zlozona w Redakcji dnia 13 czerwea 1966 r.
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MECHANIKA OSRODKOW CIAGLYCH TYPU COSSERATOW
W. BarAKsKI (EODZ), K. WILMAKSKI, Cz. WOZNIAK (WARSZAWA)

1. Wstep

W wigkszoéci zagadnienn mechaniki o§rodkéw ciaglych zaklada sie, ze kazdy punkt
materialny oérodka posiada trzy stopnie swobody oraz ze ggsto$¢ energii wewnetrznej
zalezy tylko od pierwszych pochodnych wektora przemieszczenia. Stan napreZenia jest
wowczas jednoznacznie okre$lony symetrycznym tensorem naprezenia. O$rodek ciagly,
w ktérym nie jest spetnione co najmniej jedno z powyzszych zatozen, nazwijmy o$rodkiem
typu Cosseratéw.

Praca zawiera przeglad zagadnien dotyczacych mechaniki o$rodkéw tego typu. Omédwio-
no w niej szczegétowo dwa podstawowe kierunki rozwojowe. Pierwszy z nich polega na
uogdlnieniu kinematyki ciata (punkt materialny ma wigcej niz trzy stopnie swobody).
Drugi kierunek postuluje wystgpowanie wyzszych gradientéw przemieszezenia w wyrazeniu
dla gestosci energii wewngtrznej. Zaréwno pierwsze jak i drugie podejscie prowadza do
niesymetrycznego tensora naprezenia. Ponadto pojawia si¢ wtedy tensor naprezeri momen-
towych ; wystapi¢ moga rowniez tzw. tensory hipernaprezen.

Pierwsze wzmianki o mozliwodci wystgpowania naprezen momentowych mozna znalezé
juz w pracy VoIGTa [1887)]. Natomiast pierwszy model ciata z bardziej ztozong kinematyka
wprowadzili bracia CosseraTOWIE [1909]. W modelu przez nich proponowanym kazdy ele-
ment materialny o$rodka ma sze$¢ stopni swobody podobnie jak ciato sztywne. Do tego mo-
delu bracia CossEraTOWIE doszli uogdlniajac opis ruchu jednowymiarowego modelu
preta i dwuwymiarowego modelu powloki na przypadek kontinuum tréjwymiarowego.
Poza tym w ich pracy podano zasady zachowania wraz z warunkami niezmienniczosci ggs-
tosci energii wzgledem ruchéw euklidesowych. Wykazano réwniez réwnowazno$é zasad
zachowania z odpowiednimi warunkami niezmienniczoéci. Szczegélowy opis kontinuum
omawianego przez E. i F. CosseEraTOW podano dalej w p. 2.

Do pracy E. 1 F. CosseRATOW wspolczesnie im nawigzywaly tylko cztery prace. F. KLEIN
[1918] i E. NOETHER [1918] rozpatrywali wspomniane wyzej twierdzenie o réwnowaznosci
zasad zachowania i warunkdw niezmienniczosci wzgledem ruchéw euklidesowych. Poza
tym ukazaly si¢ prace E. HELLINGERA [1914] i K. Heuna [1914] nie wnoszace do teorii
kontinuum COSSERATOW zadnych nowych elementow.

Postulat o wystapieniu w gestoéci dzialania rowniez gradientu odksztalcenia drugiego
rz¢du wprowadzit po raz pierwszy T.J. JARAMILLO [1929], ale wzmianki na ten temat
mozna znalez¢ w pracach A. L. CAUCHY’EGO [1851]1 A. J. C. B. DE SAINT-VENANTA [1869].
W ten sposdb dochodzi si¢ do pojecia tzw. materiatu nieprostego drugiego rzgdu. Teorig
materialéw tego typu omdéwimy szczegétowo w p. 3.
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W 1944 r. ukazala si¢ praca E. REISSNERA omawiajaca mozliwosci niesymetrii
tensora naprezenia. Jednak przeprowadzone przez niego rozumowanie okazalo sie bledne.
Dalsze prace z tej dziedziny pojawily sig w latach pie¢dziesiatych. Mozna tu wymienié
opracowania Y. LE CORRE’A [1953, 1954, 1955, 1956, 1958], J. LavaLA [1957] oraz R. TiF-
FENA, A. C. STEVENSONA [1956]. W pracach tych (z wyjatkiem ostatniej) usitowano wykazaé
pojawienie si¢ niesymetrii tensora naprezenia poprzez analizg stanu energetycznego siatki
krystalicznej. Y. LE COrRRE i J. LAVAL dopuszczali dziatanie momentéw masowych. Gestoéé
energii odksztalcenia wyrazali wzorem WzéA,jk,w,-,jwk,,, gdzie w;; jest gradientem
odksztalcenia, a A4;;, afinorem sprezystosci. Afinor ten rézni si¢ od klasycznego niesymetrig
wzgledem wskaznikow i i /. W konsekwencji tensor naprezei sitowych

iy = AijaWi,

nie byt symetryczny i zalezat w spos6b jawny do rotacji kierunkdw gtéwnych odksztatcenia.
Ta sprzeczno$¢ w poroéwnaniu z klasyczng mechanika o$rodka ciagtego byta krytykowana
przez N. JOELA i W. A. WOOSTERA [1957, 1958], E. S. RAJAGOPALA [1960] oraz R. S. KRrisu-
NANA 1 E. S. Rajacorara [1961]. Inercje obrotowa do réwnan mechaniki wprowadzit
S. Bopaszewskl [1953] opierajac si¢ na pojeciu tzw. naprezenia wrotnego, zaproponowa-
nego przez W. BURZYNSKIEGO [1949]. Nalezy zaznaczy¢, ze wiekszo§é cytowanych wyzej
autorédw nie znala pracy braci CosSERATOW, podstawowej dla tego kierunku.

Nawrét do koncepcji o$rodka Cosseratéw nastapit w pracach J. L. ERICKSENA
i C. TRUESDELLA [1958] oraz C. TRUESDELLA i R. A. TouPINA [1960]. Uogélnili oni model
Cosseratow wprowadzajac model tzw. ciata zorientowanego. W tym samym czasie ukazaly
si¢ nie wnoszace zasadniczo nowych elementéw prace F. A. Mc. CLINTOCKA, P. A. ANDRE’A,
K. R. ScHWERDTA i R. E. STOECKLEY’A [1958], FF. A. McC. CLINTOCKA [1960]. W. GUNTHER
[1958] zauwazyt podobienistwo kontinuum Cosseratéw i ciata z kontynualnym rozkfadem
dyslokacji. Tej samej grupy zagadnien dotycza prace E. KRONERA [1958, 1959, 1960, 1962,
1963], M. Misicu [1965, 1966] i C. Teoposiu [1964, 1965).

Szereg rozwigzan szczegdtowych zwlaszcza dla tzw. ofrodka ze «zwiazanymi» obrotami
(punkt materialny ma tylko trzy stopnie swobody, por. p. 3) podali H. ScHAEFER [1962],
R. D. MINDLIN [1963], O. HoFrMAN [1964], M. SoxorowskI [1965], G. N. SAwIN i A. N.
Guz [1966]. W oparciu o ten sam model prébowano wyjaéni¢ niektére zagadnienia kon-
centracji naprezen. Pierwsze rozwiazania w tym zakresie podat R.D. MinpLIN [1963],
a nastepnie J. L. BLEUSTEIN [1966], T. S. Coox i V. WEITSMAN [1966], R. J. HARTRANFT
1G. C. StH [1965], R. Mukri E. STERNBERG [1965], J. N. Niemisz [1965, 1966], G: N. SAWIN
[1965] oraz V. WEITSMAN [1965, 1966].

Ostatnio J. ScHUVE [1966] opublikowal materiaty z wlasnych prac doswiadczalnych,
w ktérych okreslat warto$é statej materiatowej / wprowadzonej przez MINDLINA w o§rodku
izotropowym ze «zwigzanymi obrotami».

Ciecz typu Cosseratdéw opisat J. L. ERICKSEN [1960, 1961, 1962, a, b, c, d]. Prace te
zawieraja réwniez interpretacje kontinuum Cosseratéw jako ciaglego modelu wysokich
polimeréw. Poza tym zagadnienie oérodka cieklego z naprezeniami momentow ymi roz-
wazali E. L. Aero, A. N. BuruGiN i E. W. Kuwszyiskr [1965], A. C. ERINGEN [1964]
i P. N. KaLont [1965]. '
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Niesymetri¢ tensora naprgzen w modelu ciggtym opisujacym wysitki przestrzennej
ramy o siatce prostokatnej wykazat S. KALisk1 [1963]. Zagadnienie naprezett momentowych
w pretach zginanych omoéwili L. P. WINOKUROW, N. J. DIEREWIANKO [1966]. Teoria na-
prezen momentowych wylonita si¢ réwniez w zagadnieniach pél sprzezonych: R. C. DIXON.
A. C. ERINGEN [1965], S. KaLiskI, Z. Procrnockl, D. RoGuLA [1962]. M. Misicu [1963,
1964, a, b, 1965, d] rozpatrzyt szereg zagadnien szczegbtowych z zakresu lepkosprezystosci,
plastycznosci, lepko-elasto-plastycznosci oérodka Cosseratéw ze «zwigzanymi obrotami».
P.D. KeLLY [1964] podat dla tego oSrodka teori¢ dyfuzji. Kierunku reprezentowanego
powyzszymi pracami, jako wychodzacego poza zakres teorii mechanicznych, nie bedziemy
dalej omawiac.

W ostatnich latach ukazal si¢ szereg prac uogélniajacych koncepcje Cosseratow.
R. A. ToupN [1964] zaproponowat model tzw. ciata z mikrostruktura, dla ktérego podat
zasady zachowania oraz warunki niezmienniczo$ci. Mikrostruktura wprowadzona przez
R. A. TouPNA jest opisana ukladem tzw. wektoréw kierunkowych (ang. director). Za-
gadnieniem tym zajmiemy si¢ szczegélowo w p. 4. A. E. GrEEN, R.S. RiviLN [1964b]
uogdlnili kinematyke ofrodka ciaglego przyjmujac oprocz klasycznego pola wektora
przemieszczenia réwniez tzw. wielobiegunowe przemieszczenia. Zagadnienie to oméwinmy
w p. 5, gdzie wykazemy, ze podejécia R. A. TouriNa oraz A. E. Greena, R. S. RIvLiNA
sq réwnowazne. :

Poza powyzszymi kierunkami w ostatnich latach zbudowano teori¢ o$rodka z mikro-
struktura konstrukcyjna. Doprowadzilo to do powstania koncepcii tzw. o§rodka wtdkniste-
go. Przeglad prac z tego zakresu podamy w p. 7.

2, Osrodek giroskopowy Cosseratéw

2.1. Pojecie podstawowe. W punkcie tym omdéwimy podstawowe zwiazki i przeprowadzimy
ich analizg¢ dla pewnego «uogdélnionego» oérodka ciaglego wprowadzonego przez braci
Cosseratéw [1909]. Osrodek ten nazywac bedziemy o$rodkiem giroskopowym Cosseratow
lub w skrécie osrodkiem Cosseratow.

Przyjmujemy, ze kazda czastka materialna X oérodka Cosseratéw B wyposazona jest
w trzy ortonormalne wektory d, (n = I, II, IIl) zwane dalej wektorami kierunkowymi.
Aby opisa¢ konfiguracjg czastki X € B ciata Cosseratow, nalezy podaé zar6wno jej potozenie
x w tréjwymiarowe] przestrzeni Euklidesa Ey, jak i usytuowanie ortonormalnych wektoréw
kierunkowych d,. Inaczej méwigc kazda czastka ciala Cosseratdw ma sze$¢ stopni swobody
(trzy przesunigcia i trzy obroty). Ruch ciata Cosseratéw mozna opisa¢ zwigzkami

(21) Xi= xi(X) t)} dni = dni(X: t)’

w ktorych parametr # oznacza czas, x; sa wspdtrzednymi kartezjanskimi punktu x, natomiast
dy; sa sktadowymi wektorédw kierunkowych 4,.
2.2. Ruch sztywny. Niech

x;'k = x?‘(X’ t*)s d:l = d:,(X, t*)>
oraz

X = X](X, t), dai = dni(X; t)
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beda dwoma ruchami ciala Cosseratéw. Bedziemy o nich mdwili, Zze rdznia si¢ o ruch
sztywny, jezeli zachodza zwiazki:

X;k(X, [*) = R,'ij(X, [)+S,,
(22) d:l (X7 ,*) = ledﬂj (X) z)5
1* = t+c,

gdzie R;; jest dowolnym tensorem ortogonalnym oraz S; dowolnym wektorem. Zbior
przeksztatcen (2.2) ma wiasnosci grupy. R. A. ToUuPIN [1964] nazywa ja grupa przemieszczen
euklidesowych. Grupa infinitezymalnych przemieszczen euklidesowych dana zwigzkami:

x?: (X, t*) = x,-(X, t)—{—[.Q,_,x_,(X, [)-{—S,]d/l,
(23) d?;,-(X, [*) = dm'(X: t)+Qijdnj (Xa t)dj'a
t*':t—{—('dl, .QUZO

jest podgrupa grupy przemieszczen euklidesowych. Wielkoéci niezmiennicze wzgledem
grupy infinitezymalnych przemieszczen euklidesowych sa réowniez niezmiennicze wzgledem
grupy przemieszezen euklidesowych (por. np. PONTRIAGIN, Grupy topologiczne, W-wa
1961). W dalszym ciggu bedziemy zakiadali, ze pewne wielkodci wystepujace w teorii
ciata Cosseratéw s niezmiennicze wzgledem zdefiniowanej powyzszej grupy przemieszczen
euklidesowych.

2.3. Zasada Hamiltona dla ciata sprezystego Cosseratow. Bracia COSSERATOWIE [1909] rozwa-
zania swoje oparli na zasadzie Hamiltona. Przyjeli oni, ze wielko$¢ dzialania ma postaé

(2.4) AP-Dy = [ [ JALGxi, 1, dysy iy duiy i, 0 dui, ko X)do

Ioxp
gdzie 7 jest przedziatem czasu [f, t,], j = detx’y jest jakobianem odwzorowania X - x,
L — gestoscia dzialania, natomiast X, (P) jést obszarem przestrzeni Euklidesa E; zajetym
przez czg§¢ P C B ciata Cosseratow. Dla o$rodka Cosseratow dopuszezalne sa jedynie
wariacje dd,; wektoréw kierunkowych, spefniajace warunek:

(25) dﬂj 6dni+dni6duj = 6(duidnj) = 0

Warunek ten oznacza, ze wektory kierunkowe w kazdej chwili tworzg bazg ortonormalna.
Zasada Hamiltona dla ciala sprezystego Cosseratow [wariacje dd,, spelniaja zwiazek (2.5)]
ma postaé:

@6) 04D+ [ [ (hoxi+Tydyddydvdi+ [ [ (uoxihydydd,,) dadi—

I X,(P) I X (0P)

- f 0 (pi0x;+Gijdqiddy;) do it = 0,

X(P)
gdzie f; i t; sa odpowiednio gestoSciami sit objetosciowych 1 powierzchniowych, p; jest
gestoseig pedu, g jest gesto$cia materialu, wielkoscei ?,- j,7z,- ;14;; nazywamy kolejno gestos-
ciami momentéw objetosciowych i powierzchniowych oraz lokalng gestoscia kretu. Nad-
kre§lenia oznaczaja, ze dany tensor jest antysymetryczny. Jezeli w réwnaniach (2.4) i (2.6)
pominiemy wektory kierunkowe d;, to otrzymamy zasade Hamiltona znang z klasycznej
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teorii sprezystodei. Warunkami koniecznymi i dostatecznymi spetnienia réwnania wariacyj-
nego (2.6) dla dowolnych rézniczkowalnych wariacji dx;, dd,;, ograniczonych zaleznoscig
(2.5), sa warunki poczatkowe

oL . _aL
(2.7) opi =J ' —— o 2 =J = daj1s
alj

warunki brzegowe
(2.8) tinj—t; =0, h,u,n,, h-- =0
oraz rownania ruchu
tii, j+fi = epi—i™\L,
Fugi, ket tenH it = 04—~ Ky +opey-
Wystepujacy w powyzszych rownaniach tensor t;; zdefiniowany wzorem:

. aL
(2.10) tii = __/—1/\»1.',\,_5:\7;,_){

(2.9)

jest tensorem napr¢zen Cauchy’ego. Tensor o skladowych

JaL

2.11 Boi: = — 1%y g o
( ) kij J A,I\adﬂ[m

dﬂi]

jest tzw. tensorem naprezen momentowych. Wielko$¢ K;; wystepujaca w rownaniach
(2.9) jest zdefiniowana wzorem

oL . dL i L oL L
(2.12) Kij=xL;4+dy—— ad; ~+Xx '8x +d,; 3dﬂJ -+xi k- d +dn, K= 9dn, -
Roéwnania (2.8) 1 (2.9) bywaja nazywane warunkami brzegowymi oraz réwnpaniami ruchu
Cosseratow. Roéwnanie (2.9), wskazuje na to, ze tensor napregze Cauchy’ego f;; nie jest
tu symetryczny.

2.4. Warunki niezmienniczoéci i zasady zachowania, Za E. i F. COSSERATAMI begdziemy postu-
lowali niezmienniczo$¢ gestosci dziatania wzgledem grupy przemieszezen euklidesowych.
Mozna wykazaé, ze warunki konieczne i dostateczne niezmienniczo$ci gestosci dziatania
wzgledem grupy przemieszczei euklidesowych majg postaé

aL

(2.13) L;=0, =0

ET , Kijp=0.

Rozpatrujac zasadg Hamiltona (2.6) dla ponizszych dopuszczalnych kombinacji wariacji
zmiennych niezaleznych

1. dx,-=S,-, 6[1“,':0, S1:0’
2. dx; = Qux;,  0dy; = Qiidy;, 2= Lujy = 0;
3. 5x,~ = k;, (S[]m' = 2dn.fiz)l
gdzie
~ 1 ;
(2.14) Wy = dyidyj

2
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otrzymamy nastgpujace rownania:

(2.15) [ ondolz— [ [ fpdvai— [ [ wdadi= [ [ joL dvar,
X (P) I X.P) I X[P) [ XyP)
(2.16) fQ(P[ixj]+lei)dv|fi—J f(}’[ixj]+fji)(lvdt—
X[P) P oxgp)

—f f (t[,-xj]—}-fzj,-)dadt:f fj—lKU,-]dvdt,

I x,0p I xgp)

217 fEdv[}g—f f(ﬁxi+2fi,&)ij)dvdt—

X (P I x,(P)
CA oL
—f { (tix,-—}—Zh,-jw,j)dadt = — { fj_l a_f dodt .
I x,0p) oxge
W réwnaniach tych
E = o(p;x;-+24;;60;5)—j~'L

jest gestodcia catkowitej energii wewnetrznej. Z uwagi na warunki (2.13) wyrazenia po
lewych stronach rdwnan (2.15)—(2.17) sa réwne zeru. Zatem

(2.18) [ opwlp= [ [ fivar+ [ [ tidads,

X (P) I X(P) I X,0P)

(2.19) fQ(P[ixj]'l‘?]ji)dU“f:f f(f[txj]'}‘ijl)dvdt‘l’f f (trixj]'l‘/;j)dad[,

X (P) I XP I x,06P

@200 [ Ewfp = [ [ (fxr2agdodit [ [ (2hydg)dade.

X,P) I X(P) I X(P)

Ofrzymane zwiazki nazywamy kolejno zasadami zachowania pedu, krgtu i energii
mechanicznej dla ciat typu Cosseratéw. Z drugiej strony mozna wykazaé, ze zasady za-
chowania pedu (2.18), kretu (2.19) i energii mechanicznej (2.20) sa réwnowazne warunkom
(2.13) niezmienniczo$ci gestosei dzialania wzgledem grupy przemieszezen euklidesowych.
Z calkowych zasad zachowania pedu i1 kretu mozna otrzymaé warunki brzegowe (2.8)
oraz réwnania ruchu (2.9).

2.5. Pseudotensor naprezefi momentowych. Zwréémy uwage, Ze prawie wszystkie wielko$ci
wprowadzone w poprzednich punktach tego rozdziatu, nie wystepujace w klasycznej teorii
sprezystosci, sg tensorami antysymetrycznymi. Mianowicie tensory gestoSci momentéw
powierzchniowych /; j» gestosci momentdéw objetosciowych I 1> lokalnej gestosci kretu g,
naprezen momentowych Ek,-j oraz tensor &;; predkodci obrotu wektoréw kierunkowych
s antysymetryczne wzgledem indekséw ij. Kazdy z nich moze byé jednoznacznie przed-
stawiony przy pomocy pseudowektora badZ tez pseudotensora. Dla przykiadu tensor
naprezen momentowych fz,u- ; mozna przedstawi¢ w nastgpujacej postaci:

~ 1
(2.21) hyij = 5 €t
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gdzie my, jest tzw. pseudotensorem naprezen momentowych, natomiast ;; jest tréjwekto-
rem Ricciego. Zwigzek odwrotny do (2.21) ma postaé

(2.22) M = hyjeiji.

Nasuwajac na réwnania (2.8), i (2.9), tréjwektor Ricciego ¢;;; otrzymamy réwnowazng
posta¢ réwnan ruchu i warunkéw brzegowych Cosseratéw

(2.23) My e+t st = oqitepiXiij,  Mmume—m, =0,

gdzie wystepujace pseudowektory momentéw objgtosciowych /;, momentéw powierzchnio-
wych m, oraz lokalnej gestosci kretu gy, sa zdefiniowane analogicznie jak (2.22). W podobny
sposéb mozna przeksztalcié zasady zachowania kretu i energii mechanicznej:

fg(pjxieij,+q,)d7)|§i:f f(fjx,-e,»j,—{—/,)dvdf—{— f f(fjxis,»,-,—l—m,)dadt,

X,(P) i xp boxgr
(2.24) )
[ Ewfg=[ [ (hxtloddodit [ [ (hiitmop)dadt,
X(P) I xyp I X,0P)

gdzie w; jest pseudowektorem predkoséci obrotu bazy wektoréw kierunkowych d,,.

Przedstawiona w tym rozdziale teoria ciata sprezystego Cosseratéw zostata oparta na
podstawowej pracy Toupina [1964], aczkolwiek zawiera gtéwnie idee braci Cosseratdw.
Z prac dotyczacych podstaw teorii mozna wymieni¢ elementarne liniowe ujecia Kuwszyx-
SKIEGO 1 AERO [1963] oraz PALMOWA [1964 a]. Zagadnienie catkowania zlinearyzowanego
podstawowego ukiadu réwnan zostato poruszone w pracach GUNTHERA [1958], AERO
i KuwszYNSKIEGO [1964] oraz SANDRU [1966]. GUNTHER [1958] wykazat analogie statyczno-
geometryczna w liniowej teorii o§rodkéw typu Cosseratéw i wykorzystat ja do zbudowania
funkcji naprezen. AErRO 1 KuwszyNskr [1964] przedstawili rozwigzanie uktadu réwnan
przemieszczeniowych w postaci sumy dwéch funkeji wektorowych, z ktorych jedna jest
rozwigzaniem ukladu réwnania Lamégo. SANDRU [1966] przedstawit rozwigzanie typu
Galerkina oraz Papkowicza-Neubera. Rozwigzat réwniez kilka zagadnien szczegdlnych.
Plaskie zagadnienie koncentracji naprezen rozpatrywal PaLMow [1964], ktéry wykazat,
ze zagadnienia plaskiego stanu naprezenia dla o§rodkéw Cosseratéw i dla tzw. o$rodka
Cosseratéw ze zwigzanymi obrotami (por. p. 3) sg sobie réwnowazne.

Szczegbdlng odmiane teorii Cosseratéw zbudowat WesoLowski [1965]. Zatozyt on, ze
momenty powierzchniowe wykonuja prace na sumie obrotéw bazy wektoréw kierunko-
wych i obrotéw elementéw powierzchniowych., Z przeprowadzonych rozwazan wynika
Jjednak, ze momenty powierzchniowe pracuja tylko na obrotach baz wektorowych.

3. Materialy nieproste drugiego rzedu

3.1. Sprezyste materialy nieproste. W klasycznej teorii sprezystoéei gesto$é energii odksztal-
cenia zalezy od pierwszego gradientu odksztalcenia x; ,. Jednak nie ma formalnych prze-
szkéd do wprowadzenia wyzszych gradientéw jako dodatkowych argumentdéw gestosei
energii. Zaproponowali to po raz pierwszy A. L. Cauchy [1851] i A.J. C. B. DE SAINT-
VENANT [1869). Powyisze zagadnienie omawial réwniez J. T. JARAMILLO [1929]. We
wszystkich wymienionych pracach stan naprezenia byt opisywany symetryczaym tensorem
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naprezen Cauchy’ego. Teoria materiatéw zawierajaca wyzsze gradienty odksztalcenia
i uwzgledniajaca powstawanie naprezei momentowych zostata podana przez R. TIFFENA
i A. C. STEVENSONA [1956]. Jednak zaréwno w tej pracy, jak i w monografii C. TRUESDELLA
i R. A. TouriNa [1960] nie zwrocono uwagi na fakt, ze czgs¢ naprezen momentowych nie
wyraza sie przez gesto$¢ dziatania. Powyzsze spostrzezenie, dokonane przez R. D. Min-
DLINA, zostalo uwzglednione w pracy R. A. TouPINA [1962]. W pracy tej przyjeto, ze gestosé
dziatania zalezy od pierwszego i drugiego gradientu odksztalcenia. W pracach R. A.
ToupiNa [1964] oraz C. TRUESDELLA i W. NoLLA [1965] podano zasady zachowania dla
tej teorii w zestawieniu z réwnaniami oérodka Cosseratow.

Material, dla ktérego gesto$¢ energii odksztalcenia zalezy od drugiego gradientu od-
ksztatcenia, bedziemy dalej nazywaé materialem nieprostym drugiego rzedu (R. A. TourIn
[1964]). Przez analogie do powyzszej definicji mozna réowniez wprowadzi¢ materiaty nie-
proste rzgdu N (tj. materiaty, dla ktérych gestosé energii zalezy od N-go gradientu odksztal-
cenia).

Ponizej podamy podstawowe réwnania opisujace material nieprosty rzedu drugiego.
W nastepnym podpunkcie oméwimy pewien przypadek szczegélny tego materiatu, pokry-
wajacy sie z pewnym typem ofrodka Cosseratéw. Ograniczymy si¢ do zagadnien tréj-
wymiarowych. Powloki z materiatu nieprostego drugiego rzedu zostaty opisane w pracy
H. Conena i C. N. DE SiLvy [1966]. Zawiera ona kinematyke takich powtok, podstawowy
ukiad réwnan otrzymany z zasady wariacyjnej oraz podzial zagadnien na membranowe
i zgieciowe. Omowiono tam rowniez izotropowa powloke z materiatu nieprostego drugiego
rzedu.

Zgodnie z przytoczona powyzej definicja materiatu nieprostego drugiego rzedu energie
sprezysta dla pewnego obszaru P tego materiatu wyrazimy wzorem:

@0 EP) = [ L5105 %005 XDV,
P

gdzie x; , oznacza gradient odksztatcenia, x; ., — gradient gradientu odksztalcenia.

O wystepujacej we wzorze (3.1) gestodci energii wewnetrzne] zaktadamy, ze jest nie-
zmiennicza wzgledem grupy przemieszezen euklidesowych (p. 2.2). Musi ona wtedy spetniaé
warunek:

(32) ve(xl,a; xi,aﬂ;Xa) = vQ(Rijxj,a; Rijxj,a/l; Xa):

gdzie R;; jest dowolnym tensorem ortogonalnym. A. R. ToupiN [1964] Wykaza{, ze aby
warunek (3.2) byt spetniony, gestodé .2 powinna daé si¢ przedstawié¢ w postaci:

(33) nQ = oQ(Eall’ Ka/lwAall:Xa),
gdzie:
1
Ey = 7(gijxi,axj,u—Aaﬂ),

3.9
Kagy = Xi,aXi py = Eup,y T Eay,p—Eyp,a-

Funkcja 2 zalezy wiec dla sprezystych materiatéw nieprostych drugiego rzedu od szeéciu
sktadowych klasycznego tensora odksztalcen skofczonych, materialnych gradientéw tego
tensora oraz wspdlrzednych materialnych X,.
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Réwnania ruchu i warunki brzegowe mozna otrzymaé z odpowiedniego réwnania
dla wariacji 6.2. Rozwijajac to réwnanie we wspotrzgdnych przestrzennych, po pominieciu
cztondw dynamicznych, otrzymuje si¢ nastgpujace rownania rownowagi:

(3.5) it =0,

w ktorych 1;; jest niesymetrycznym tensorem naprezenia, a f; wektorem gestosci sit maso-
wych. Tensor t;; jest tu definiowany innym zwigzkiem niz w p. 2, mianowicie

| o8 oL
;= 71| - —_ | = X,
(36) Y [axi,a (axi,aﬂ),/}:l Y
Warunki brzegowe otrzymane z tego samego réwnania wariacyjnego maja postac:

tiynj—dihjimethyp(bje—Dbynim) = 1,

@7 hjunjm, = m;, X,€dP,
gdzie:

0.2
3.8 hjik:j_]mxi,axk,/}

jest tzw. tensorem hipernaprezei oraz m; wektorem hipersit powierzchniowych, n; jedno-
stkowym wektorem normalnym do &P, b;; drugim tensorem podstawowym powierzchni
dP, d;hj, diwergencja tensora hjy na dP (d; = d;—n;n;d,).

Oproécz tego przy definiowaniu tensora naprezen otrzymuje si¢ zalezno$é

Al 0 oL
(3.9) hjik,k+tij:‘/[ £ Xjot P = xj,aﬂ]'

a 3x,-,a xi,aﬂ

Jak latwo dostrzec, z réwnania (3.3) wynika symetria wyrazenia w nawiasie kwadratowym
-wzoru (3.9) wzgledem wskaZnikéw /, /. Lewa strona (3.9) musi wiec spetnia¢ dodatkowy
zwigzek

it s =0,
ktéry jest podobny do réwnan rdéwnowagi Cosseratéw dla momentdw [por. wzor
(2.9),].

Pojecie materialu nieprostego zostalo rozszerzone w pracy Cz. WOZNIAKA [1967, b]
na zagadnienia termosprezystosci. Wprowadzono tam pojecie materialu «termicznie nie-
prostegoy», tj. materiatu, w ktérym gesto§é energii swobodnej ¢ (oraz pozostate funkcje
stanu) zalezy nie tylko od gradientéw odksztalcenia i od temperatury, lecz réwniez od
gradientéw temperatury. W cytowanej pracy (por. takze p. 6.7) wyprowadzono pod-
stawowy uklad réwnan sprzgzonej termosprezystosci takich materiatéw. W szczegbinym
przypadku materialu nieprostego drugiego rzedu energia swobodna ¢ zalezy od parametrow
mechanicznych C,3 = Xk 4 Xk g, Cupy = X o Xk 5, Oraz temperatury 0 1 jej gradientu 6 ,.
Réwnanie stanu dla tensora naprezen f; oraz tensora hipernaprezen 1, maja postac

— 0
it (tinaiem o) X1, = 012 3C(';:,,, xx p+ 3C(Z)Bv Xi,py | X1, as

(3.10)

¢
Ok Xpy,1 = Qgc%xk,a,
afly
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w ktérej f,, jest tensorem gestosci hipersit objetosciowych (facznie z sitami bezwiad-
nofci). Réwnanie przewodnictwa cieplnego ma postaé:

(B Iy Ao (chtca 8 )+ ( Po_gp 0 g )C +
1D 1iito(c0-4-c. i) o)+ m ac,,,,af),a 6| Cap

O Pp
+9(ac,,,,,ao bt5c.,, 0,

0,5 Cuﬂy+9h = 0,

w ktoérej h; = h; (0 ;/0) jest wektorem przeptywu ciepta, i jest wydajnoécia Zrédel ciepta
oraz ¢ i ¢, sa wielkoSciami charakteryzujacymi pojemno$¢ cieplna ciala. Nadmieimy
Jeszcze, ze rozklad entropii w powyzszym przypadku jest okreslany nie tylko polem ska-
larowym 7 = —dp/80, lecz réwniez polem wektorowym d, = —ap/d0, .

Wiele prac omawia pewne szczegdlne zagadnienie materiatu nieprostego. Jeéli zatozymy,
ze w kontinuum Cosseratéw (por. p. 2) predkos¢ obrotu bazy wektorowe;j ﬁi pokrywa si¢

z predkoscia obrotu elementu objetosciowego osrodka, to otrzymamy model ciata, ktdry
jest réwniez przypadkiem szczegblnym materialu nieprostego drugicgo rzedu. Model ten
R. A. ToUuPIN [1964] nazywa o§rodkiem Cosseratéw ze zwiazanymi obrotami. C. TRUESDELL
i W. NoLL [1964, § 96] taki material nazywaja materiatem Grioli-Toupina. Zajmiemy si¢
nim poniZej. Nalezy zaznaczy¢, ze oprécz materiatu Grioli-Toupina mozliwe sa réwniez
inne przypadki szczegdlne materialu nieprostego drugiego rzedu, z ktérych dwa przed-
stawiono w pracy Cz. WOZNIAKA [1967, a).

3.2. Material Grioli-Toupina. Jak pamietamy (p. 2) w ofrodku Cosseratéw ortonormalna
baza wektorowa ﬂd, zaczepiona w punkcie X, przemieszcza si¢ tak jak punkt X, lecz moze
doznaé obrotéw niezaleznych od ruchu punktu X. Ponizej rozpatrzymy przypadek, gdy
predkosé obrotu bazy ﬁi w punkcie X jest taka sama jak predkosé obrotu kierunkéw gtéws
nych odksztalcenia w tym punkcie, to znaczy:

W;; = Wi,

gdzie w;; jest predkosciag obrotu kierunkéw gltéwnych odksztalcenia ofrodka, a @;; —
zdefiniowana wzorem (2.15) predkoscia obrotu wektordw kierunkowych. Gestos¢ catko-
witej energii wewnetrznej wyraza sie wtedy wzorem:

(3.12) E=—;—Q5c2—|—£(xfa;x,~,aﬂ;Xa).

W pracy R. A. Tourina [1964] wykazuje sig, ze dla takich materiatédw naprezenia momen-
towe wyrazaja si¢ zaleznoscia

9.2

xi],axk,/) >
przy czym hy; i pozostaje w rozpatrywanej teorii nieokreslone. Funkcja 2 powinna wtedy
dodatkowo speinia¢ 10 nastepujacych zwigzkow:

a2

3.14 9=
(.14) B

xj',ux;‘)’/’ = 0.
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Warunki niezmienniczosci . wzgledem ruchéw sztywnych mozna przedstawié nastepujaco:

o oL
T - xJ']'a‘l_-_‘ﬂ xJ'],aﬂ == 0

(3.15) 01 o

Ogolne rozwigzanie réwnan (3.14), (3.15) (wg R. A. TouPINA [1962]) ma postaé

(3.16) L= L(Eyp, Kiapyy, Xa)-

Wyrazenie (3.16) §wiadczy o tym, ze oméwiony przypadek szczegdlny kontinuum Cossera-
tow. jest jednocze$nie przypadkiem szczegdlnym materiatu nieprostego drugiego rzedu
[por. wzor (3.3)].

Podstawowy uklad réwnan dla osrodka Cosseratéw ze zwiazanymi obrotami (material
Grioli-Toupina) zostal podany w pracach G. GRIOLI [1960, 1962], w pracy R. A, TourINA
[1962] oraz dla przypadku liniowego materialu hipersprezystego w pracach E. A. AEro
i E. W. KUWSZYNSKIEGO [1960, 1964]).

Zasady zachowania masy, pedu, kretu i energii mechanicznej maja dla materiatu Grioli-

Toupina ponizsza postac:
Jo—0, J= ]/—ff;detxi,a,

tj,tf = 0X;,
mijitlithaen; =0,

. . 1@ .
L= r(ij)x.i,l+§'mij8mnjxn,ml'

(3.17)

Wystepujacy we wzorach (3.17) tensor naprezen momentowych m;; zostal omdwiony
w p. 2 [por. wzbr (2.21)], a (;11)1,-1- oznacza czeé¢ dewiacyjna tego tensora.

Z réwnania (3.17)s R. D. MinDLIN i H. F. TIERSTEN ponownie wprowadzili réwnania
konstytutywne, oparte na miarach odksztalcenia R.A. TOUPINA E,;, Kiapy,. Zamiast
drugiej z tych miar w ich pracy wykorzystano tensor:

(318) Kap = _“Ea;x,vsuvﬂ-

Réwnania konstytutywne dla hipersprezystych materialdéw Grioli-Toupina maja wtedy
postac:

0.0 2.0

t(ij) = oF . XiaXj g oK 5 Xi,auXj vEuvh s
(3.19) ¢ *

) L2

mi; = m X,-,L,Xﬂ,j.

W omawianej pracy oraz w pracy R. D. MINDLINA [1964] przeprowadzono linearyzacje
powyzszych zwiazkow. Wtedy

e 1 1
(3.20) ¢ = 5‘aijkz%u%kri”bijkleij%kz‘i”36‘1;“8”5“,

gdzie ¢;; oznacza klasyczny tensor matych odksztalcef, a ;; = ey nenj. W przypadku
szczegblnym izotropii materialu w zwigzku (3.20) wystepuja cztery niezalezne stale ma-

6 Mechanika teoretyezna
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terialowe. W. Nowack1 [1966] wprowadzit dodatkowo wplyw klasycznego pola termicz-
nego do réwnan konstytutywnych izotropowego materiatu Grioli-Toupina. Gesto$é ener gii
ma wtedy postac:

. 1 n
C = e — Ae:)? "oty — ,0___02,
(321) C ueijeit+ 2 (8,,) e R ﬂYkk 2

ﬁ = o (32'+2/u')1

gdzie 0 oznacza temperature odniesiong do temperatury stanu naturalnego, o, wspoélczynnik
cieplnej rozszerzalno$ci liniowej. Z dodatniej okreslonoéci formy (3.21) R. D. MINDLIN
i H. F. TiIERSTEN wyprowadzaja nastepujace nieréownosci dla statych materialowych

7

(3.22) £>0, 342u>0, 4 >0, —1<’;,<1.

Zwiazki fizyczne dla omawianego materiatu przyjmuja postac

a¢
fin = 5= 2pey+ (Rew—p0)0i;,
(3.23) Y

) , 2]
m,'j :2//4 (%U“I—H/ZT%J,)

W cytowanej pracy W. NOWACKIEGO [1966] znajduje si¢ rowniez przemieszczeniowy
ukiad réwnan, dla ktérego przeprowadzano dyskusje wlasnoéci poprzez formalne roz-
przezenie. Funkcje Greena dla tego ukiadu wyprowadzit J. WYRWINSKI [1966].

Nalezy zwrocié uwage na pewna osobliwo$é materiatu Grioli-Toupina zwigzang z wa-
runkami brzegowymi. Jak wykazali R. D. MiNDLIN i H. F. TIERSTEN [1962] oraz W. T. Koi-
TER [1964], w kontinuum ze zwigzanymi obrotami mozna daé jedynie pig¢ warunkdéw
brzegowych [por. rowniez wzér (3.6)]. Na przyklad wyrazone w napreZeniach begda one
mialy postaé:

1 () 1
[t(lj)"|‘ E‘Ejli(mkl,k—m(nn),l) n; = fl—7 EinMm), 11,

)
min;—mMy, 1 = ni— My,

(3.24)

. )]
gdzie my,y, = myng, My = Mngn;.

Mozna dostrzec, ze wzor (3.24): opisuje trzy skladowe wektora gestosci sity, a wzor
(3.24), dwie sktadowe (styczne do brzegu) wektora gestosci momentu.

Cytowana wyzej praca W.T. KOITERA zawiera réwniez warunki na krawedzi dwu
platéw gladkich powierzchni brzegowej w kontinuum z materiatu Grioli-Toupina, wpro-
wadzone po raz pierwszy w innym ujeciu przez R. A. ToUPINA [1962].

Opracowanie R. D. MINDLINA i H. F. TIERSTENA [1964] obok podstaw liniowej teorii
materiatu Grioli-Toupina zawiera rowniez analize ruchu falowego, ktora przeprowadzono
przy pomocy funkcji przemieszczen. Jesli u jest wektorem przemieszczenia, to powyzsze
funkcje wprowadza sig nastgpujaco:

(3.25) u=gradp+rotH, divH=20.
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Po podstawieniu do uktadu réwnan przemieszczeniowych otrzymamy

(3.26) AV =i, S(1—PVAIVH=H,
gdzie

A+2u 1 '
3.27 ct = , =L pP==r0)
(3.27) 2T e Iz

Uktad réwnan (3.26) zostat wykorzystany do konstrukcji rozwiazan szczegdétowych
w pracach R.D. MINDLINA [1963b, 1964], G.N. SAwINA [1965], G.N. SAwiNa
i A. N. Guza [1966], W. A. PaLMowa [1964 a, b]. W pierwszej z wyzej cytowanych prac
R. D. MINDLINA oraz w pracy G. N. SAwINA 1 A. N. Guza rozwiazania oparto na wprowa-
dzonej funkcji zmiennej zespolonej.

Na zakonczenie nalezy wspomnie¢ o wyprowadzonych w pracy W. F. KorterA [1964]
twierdzeniach o minimum energii potencjalnej i minimum pracy dodatkowej, ktére pozwa-
laja zastosowaé przyblizone metody rozwigzan.

4, Ciala z mikrostrukturg

4.1. Podstawowe pojecie i definicje. W punkcie tym rozwazaé bedziemy pewien uogélniony
model o§rodka wprowadzony przez R. A. TOUPINA [1964], ktéry bedziemy nazywad cialem
z mikrostruktura(l) i oznacza¢ symbolem B. Elementami ciata B sa punkty materialne X,
przy czym kazdemu punktowi X € B przyporzadkowujemy uktad zaczepionych w nim n
wektorow d,(a = 1,2, ..., n). Wektory d, nazwijmy wektorami kierunkowymi.

Powyzsza definicja ciata z mikrostruktura jest jedna z mozliwych koncepcji uogdlnienia
klasycznej definicji ciata (W. NoLL [1958)). Szczegélnym przypadkiem ciala z mikrostruk-
turg jest ofrodek Cosseratéw omdwiony w p. 2. Nie bedziemy tu zajmowac si¢ zwiazkiem
pomigdzy zdefiniowanym powyzszym modelem ciata z mikrostruktura a rzeczywistym
ciatem z mikrostruktury.

Przeglad zagadnien dotyczacych ciala z mikrostrukturg oprzemy przede wszystkim
na podstawowej pracy R.A. ToupiNA [1964] jako najbardziej reprezentatywnej dla tej
problematyki(?).

4.2. Kinematyka. Niech x oznacza punkt tréjwymiarowej przestrzeni Euklidesa E, w kté-
rym w chwili 1 znajduje si¢ punkt materialny X ciata B. Ruch ciata z mikrostruktura mozemy
wtedy opisaé zwigzkami:

(41) X:X(X, t)7 dn:dn(X, t)
badz wprowadzajac kartezjaniskie wspétrzedne materialne X (K = 1,2, 3) w B oraz prze-
strzenne x, (k = 1, 2, 3) w E mozna je przedstawi¢ w réwnowaznej postaci

(42) Xp = xk(XK7 t)> dnk = dﬂk(XKa [)

(1) Wedlug wczesniejszej nomenklatury jest ono nazywane cialem zorientowanym (ang. oriented body).
Koncepcja ciala zorientowanego pochodzi od J. L. ErICkSENA i C. TRUESDELLA [1958]. Byla ona pierwotnie
zastosowana do opisu kinematyki i statyki pretow i powlok, a nastgpnie uogdlniona przez C. TRUESDELLA
[1960, § 61] na przypadek ciata trjwymiarowego.

(2) Zwigzle omodwienie pracy R. A. ToupiNA [1964] przedstawili C, TruesperLL i W. NoLL [1965, § 98].

6*
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Niech x; x oraz dy, x oznaczaja odpowiednio gradient odksztalcenia oraz gradient
odksztatcenia mikrostruktury. WprowadZzmy nastgpnie prawy tensor odksztalcenia Cau-
chy’ego-Greena

(4.3) agp = X, kXi, L

oraz tzw. tensor odksztatcenia mikrostruktury

(44) q\lh = diudiu-
Wartosci tych tensordw w chwili poréwnawczej t = T oznaczmy odpowiednio
(4.5 Axt(X) = ag (X, T),  Qao(X) = quu(X, T).

4.3. Ruch sztywny. Ruchem sztywnym ciata z mikrostruktura nazywaé bedziemy ruch,
w ktérym zwiazki (4.2) maja postaé (por. 2.2)

(4.6) x(X, 1) = Rg(DXx+Vi(t), du(X, 1) = Rix () Dy (X)),
gdzie R; jest tensorem ortogonalnym, natomiast
@7 D,(X)=d,(X, T)

sa wektorami kierunkowymi w chwili poréwnawczej. Oznacza to, ze cialo nie odksztalca
si¢ w sensie klasycznej mechaniki oérodkéw ciaglych, a wektory kierunkowe sa zwiazane
w sposéb sztywny z ciatem. Warunki konieczne ruchu sztywnego wyrazaja si¢ wzorami:

(4.8) ag (X, 1) = A (X),  qu(X, D) = Q0 ().

Wedtug R. A. TouriNA [1964] sa to réwniez warunki dostateczne. Nie trudno udowodnié,
ze stwierdzenie to nie jest prawdziwe. Na przykiad dla

4.9 x(X, ) = Rg(DXx+Vi(0), du(X, 1) = Six () Dk (X),

gdzie Rix i S;x sa dwoma dowolnymi lecz réznymi od siebie tensorami ortogonalnymi,
zwiazki (4.6) nie sa spetnione, podczas gdy warunki konieczne (4.8) zachodza. Zwiazki
(4.3), (4.4) i (4.9) wskazuja na to, ze miary odksztatcenia ax; i q,, nie opisuja wzglednego
obrotu mikrostruktury.

4.4, Zasada Hamiltona. Punktem wyjécia dalszych rozwazan dotyczacych ciata hiper-
sprezystego z mikrostrukturg moze byé zasada wariacyjna Hamiltona. Zasade tg
R. A. TourIN [1964] przyjmuje w postaci

(4.10)  84(P-D+ [ [ (Fiox4Grodyyavdi+
I p

+ [ [ (s Hpody)dadi— [ (Pibxct0p6du)av s =0,
orP P

I

gdzie A jest wielkoscig dziatania dopuszczajaca istnienie gestosci dziatania: L =
= L(x;, 1, dpjy X;, ‘iuia Xi, k» dai, k, X), F, GO sa uogblnionymi sitami objgtodciowymi, T,
H{ s3 uogélnionymi sitami powierzchniowymi, natomiast P;, Q% sa uogélnionymi pedami.
Wszystkie te wielkoéci sa odniesione wzgledem jednostki objgtosei lub powierzchni kon-
figuracji poréwnawcze;j.

Z postaci gestosci dziatania wynika, ze rozpatrywany material moze by¢ nazwany
materiatem prostym z mikrostruktura. Ogélna teorie materiatu nieprostego z wektorami
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kierunkowymi, zbudowana w oparciu o termodynamike materiatéw o zanikajacej pamieci
(B. D. CoLeMAN [1964]) przedstawit S. ZAHORSKI [1967]. Wykazat on, ze funkcjonal
energii swobodnej moze w ogdlnym przypadku zaleze¢ od pél uogdlnionych sit objetoscio-
wych.

Postulowana przez TouPINA zasada Hamiltona jest uogélnieniem zasady przyjetej
we wczesniejszych pracach J. L. ERICKSENA [1961], [1962 b. ¢]. Rownanie (4.10) jest bowiem
ogdlniejsza postacia rownania podanego u J. L. ERICKSENA [1962, b], ktére w przyjetych
w p. 2 niniejszej pracy oznaczeniach przyjmuje postad

@1y & [ Lo dd,odo= [ (toxirhod)dat [ o(fidxitldd)do.

X (P X (oP) X(P)

Powyzsze rownanie opisuje zachowanie sig cieczy nielepkiej z jednym wektorem kierunko-
wym, zwanej przez J. L. ERICKSENA ciecza anizotropowa.

4.5. Réwnania ruchu w opisie materiatowym. Warunkami koniecznymi i dostatecznymi spet-
nienia réwnania wariacyjnego (4.10) dla dowolnych rézniczkowalnych wariacji dx;, dd,;
pdl zmiennych niezaleznych sg réwnania ruchu:

Tyi,x+Fi—P¥ = —L;,

4.12) . XeP, i€l
Hi x— G* 4G — 0%, =0,
w ktorych
oL oL oL
*q, — _ = 0 = 9=
4.13) U= Gy TN T TRT T
. Pi* = 'a_-L’ Q'*(‘( = 3‘5_
axl adnl ’

oraz warunki brzegowe i poczatkowe:
(414) TK,'NK”—Y}ZO, HKniNK‘—HnI=0, XG@P, tEI,
4.135) P¥—P, =0, Q% —0%=0, XeP, t=ut lub =1

W powyzszych wzorach Ny jest jednostkowym wektorem zewnetrznie normalnym do brzegu
X1(0P) obszaru Xr(P) zajmowanego przez cze$ P ciata B w chwili poréwnawczej T.
Zrownan (4.12) i (4.14) wynika, ze T, 1 Hg®; moga byé nazwane uogélnionymi tenso-
rami naprezen Pioli-Kirchhoffa.
4.6. Grupa przemieszczen euklidesowych, Bedziemy méwili, 2ze dwa ruchy (x*(X, %),
d¥(X, t%)), (x(X, 1), dy(X, 1)) danego ciata z mikrostruktura réznig si¢ o przemieszczenie
euklidesowe, jezeli zachodzg zwiazki

x;'k(Xv t*) = Rijxj(X: t)+Sl)

4.16
( -) 5 (X, %) = Rijdo (X, 1), 1*=t+c,

gdzie R;; jest temsorem ortogonalnym. Podstawowe wilasciwosci zbioru przeksztafcen
(4.16), zwanego grupa przemieszczen euklidesowych, zostaly wymienione w p. 2.2.

4.7. Warunki niezmienniczoSci i zasady zachowania. Analogicznie do pracy Cosseratéw TOUPIN
[1964] przyjmuje, ze gesto§¢ dziatania jest niezmiennicza wzglgdem grupy przemieszczen
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euklidesowych. Podobnie jak w p. 2.4 pracy mozna wykaza¢, ze zachodzi to wtedy i tylko
wtedy, gdy spelnione sa warunki:

oL oL
= i =0
(4.17) v, 0, Pr 0, Kiup ;
gdzie tensor K;; jest okre§lony zwiazkiem (2.12).
Rozpatrujac zasade Hamiltona (4.10) dla nastepujacych kombinacji wariacji zmiennych
niezaleznych

L dx =S, 0da =0, S =0;
2. bxi=0x;, Oduy=dy, 2ij=L2uH=0;
Ox; = %;, Oy =dy
otrzymujemy ponizsze zwigzki

(@.18) [pavie— [ [Fava— [ [ Tadar= [ [ 2Lava,
P i P I oP I p Ox;

(4.19) f(P[rxjrl-Q“{idan)dVlff— f f(F[ixfrl'G“[.-dan)dth*
P ! P

— [ [ Guxp+Hydpdddi = [ [ kynavat,
or I P

1

@20) [ (Pirondi-Davis— [ [ Fircdava-
P

1 P
— f f (Ti%+H dy)dAdt = — f aa—I;dth.
! oP I P

Z warunk6w niezmienniczoéei (4.17) gestoéci dziatania wzgledem grupy przemieszezen
euklidesowych wynika, Ze prawe strony réwnan (4.18)-(4.20) sa réwne zeru. Zatem lewe
strony sg rowniez rowne zeru, skad wynika

@.21) [Pavie= [ [FRavat+ [ [ Tdda,
P ! P I 9P

i

(4.22) f(P[ixj]‘I‘Q“[idnJ])de = f f(F[ixj]+G“[fdnj])dth+
P i P

+ f f(T[ix.i]‘|‘Hn[idaj])dAdt,
oP

I

@23) [t ohdy—Davfs = [ [ (Fx+edpdvar [ [ (Txe+HYd)dAds.
P I P I oR

Warunki powyzsze moga by¢ nazwane uogdlnionymi zasadami zachowania pedu (4.21),

kretu (4.22) 1 energii mechanicznej (4.23) dla ciala sprezystego z mikrostruktura. Z drugiej

strony mozna wykazacd, ze z tak okreslonych zasad zachowania pedu, kretu i energii mecha-

nicznej wynikaja warunki (4.17) niezmienniczo$ci gestosci dzialania wzgledem grupy

przemieszczen euklidesowych. Zatem za TOUPINEM [1964] mozna powiedzieé, Ze dla ciala
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sprezystego z mikrostruktura zasady zachowania pedu, kretu i energii mechanicznej sy
réwnowazne warunkom niezmienniczoéci ggstosci dziatania wzgledem grupy przemieszczen
euklidesowych.

4.8. Energia kinetyczna i potencjal sprezysty. R. A. TourIN [1964] zaklada, ze gestosé dziata-
nia ma postac

(4.24) L=T-W,
gdzie

1 .. Do . .
(4.25) T= 2 (QoXiXi+vdyidy;), Vel =900 =0, pp=10

jest gestoscia energii kinetycznej, natomiast
(4.26) W= W(d,. xix daix, X)

jest potencjalem sprezystym. Z (4.24) i (4.25) wynika, ze gesto$¢ energii kinetycznej jest
niezmiennicza wzgledem grupy przemieszczen euklidesowych, wektor pedu

Pi= 9055.'
jest rownolegly do predkosci x, i jest jej liniowa funkcja, natomiast uogdlniony ped
ng — ,,nbaibi

jest liniowa funkcja predkosci zmiany wektoréw kierunkowych.
4.9. Réwnania ruchu w opisie przestrzennym. Rownania ruchu (4.12) oraz warunki brzegowe
(4.14) w opisie przestrzennym maja postaé

Li, i+ = 0%,
(4.27) . L ..
hijin i K41 = 10+ ox x5,
(428) t_,-inj—t,- = 0, hkﬁnk—hﬁ = 0,

gdzie j = detx, g jest jakobianem odwzorowania X — x, n, jest wektorem jednostkowym
zewnetrznie normalnym do brzegu ciala w konfiguracji aktualnej,

—_— o n
ty = Txixj ks hagi = JVHy Xy, g G

sa odpowiednio tensorem naprezen Cauchy’ego i tzw. tensorem hipernaprqieﬁ (ang.
hiperstresses), '
dA dA

L T.-E, ]1ijEHnjdlligay

Il

sa uogblnionymi sitami powierzchniowymi,
Qij = v®d, ;dy;
Jjest nogdlnionym pedem, natomiast
0 =J"0
jest gestoscig materiatu w chwili 1.

Przedstawiony opis nie jest w ogdlnym przypadku kompletny. Dla przyktadu (4.12)
zawiera 3(n+1) rébwnan, podczas gdy (4.27) przedstawia tylko dwanagcie rownan. Podobnie
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wyglada liczba warunk6w brzegowych (4.14) i (4.28) oraz liczba niezaleznych skiadowych
uogdlnionego tensora naprezenia. Powyzszy opis jest kompletny jedynie w przypadku
n < 3. Dla n = 3 réwnania (4.27) i (4.28) opisuja ciato z mikrostrukturg doznajaca jedno-
rodnego odksztatcenia, rozpatrzone w ujeciu liniowym przez R. D. MINDLINA [1964].
Biorac czgéé antysymetryczna réwnad (4.27), i (4.28), otrzymujemy réwnania ruchu
higiig xtteinthn = 77 Crin
oraz warunki brzegowe Cosseratéw
hijyme—hrin = 0.

4.10. Miary odksztalcenia,. Wprowadzajac miary odksztatcenia R. A. TourIiN [1964] wyko-
1Zystuje zasade niezmienniczosci. Mianowicie z (4.24), (4.25) i (4.26) wynika, ze gestosé
dzialania bedzie niezmiennicza wzgledem grupy przemieszczen euklidesowych wtedy i tylko
wtedy, gdy niezmienniczy bedzie potencjal sprezysty. Mozna wykazaé, korzystajac np.
z twierdzenia Cauchy’ego (C. TrUESDELL i W. NoLL [1965, § 11]), ze zachodzi to wtedy
i tylko wtedy, gdy potencjat sprezysty jest funkcja nastgpujacych argumentdw

axr = Xi,kXi, L>
Aok = X kdais
(4.29) Aoxr = Xi ki Ls
= signdetx; x,

ra
i

Zatem agy, Aax, Aok Sa miarami ‘odksztatcenia oérodka z mikrostrukturg. Miara od-
ksztalcenia jest rowniez klasyczny tensor odksztalcenia wzglednego

1
(4.30) exr = 2 (axL—Ak1L)

oraz tzw. tensor odksztalcenia mikrostruktury wzgledem «makrostruktury»
(4.31) Yok = —(Aax—agDar)-
W przypadku gdy wektory kierunkowe sa wektorami materialnymi, tzn. gdy
dyi = x; x Dy,

to wszystkie skfadowe tensora y,x sa tozsamo$ciowo réwne zeru.

R.D. MINDLIN [1964] rozpatrzy} liniowa teori¢ ciala z mikrostruktura doznajaca
jednorodnego odksztalcenia. W przypadku n =3 oraz D,x = 8, zlinearyzowane miary
odksztatcenia (4.29),, (4.30) oraz (4.31) pokrywaja sie z miarami odksztalcenia Mindlina:

Agji ® Yoi, i = %aif)
(4.32) i N UG, )
Yai & PaitUia,
gdzie:
Yar = dui_Dai
nazwane jest tensorem dystorsji, %,;; jest tzw. gradientem mikro-odksztalcenia, natomiast
u; jest wektorem przemieszczenia.

Teorig ciata z mikrostruktura doznajaca jednorodnego odksztalcenia na innej drodze
zbudowali A. ERINGEN i E. S. SuaUBI [1964 a], [1964 b] oraz A. ERINGEN [1964]. Intencja
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ich byto wyprowadzenie wszystkich rownan osrodka w oparciu o zatozenie, ze pojedyncza
mikrostruktura jest klasycznym kontinuum. Jakkolwiek otrzymany uklad réwnan pod-
stawowych jest poprawny, to jednak pewne zastrzezenia wzbudzaja niektére przeksztal
cenia. Biegunowo-symetryczne zagadnienie koncentracji naprezef w takim ciele roz-
patrzyt J. L. BLEUSTEIN [1966].

A. E. GrREEN, P. M. NAGHDI i W. L. WAINRIGHT [1965] rozpatrzyli szczegdlny przy-
padek ciala dwuwymiarowego z jednym wektorem kierunkowym. Zbudowana przez nich
teoria ma opisa¢ zachowanie si¢ cienkiej powtoki.

4.11. Osrodek Cosseratéw. R. A. TOUPIN [1964] wyjasnit zwiazki przedstawionej teorii
z teorig braci Cosseratéw (por. p. 2). Osrodkiem Cosseratéw jest kinematycznie réwno-
wazne ciato z trzema liniowo niezaleznymi wektorami kierunkowymi przy dodatkowym
zalozeniu

(4.33) dydy = qu,, =const, a=1,273

oznaczajacym, ze wektory kierunkowe moga w procesie odksztalcenia doznaé tylko sztyw-
nego obrotu. Ograniczenie (4.33) jest réGwnowazne warunkom

@34) Odyjdty = 0.
Iub
(4.35) dydoy =0,

gdzie d*, jest bazq wzajemna wzgledem bazy d,,. Z réwnan (4.35) wynika, ze zasada zacho-
wania energii dla ciala sprezystego Cosseratow przyjmuje postaé

d . ~ . ~
(436) 'E fEd7)= f (fixl—i—Zl[lj]wij)d‘v—{— f (t,-x,+2'h[,~j](u,-j)da,
x(P x{P) X ,(oP)
gdzie
. I .. 1o s 0
EF=_— x,-x,-—l———~—‘v“bd id +——W,
2 @ 2 0o aibi 0o
natomiast
S
Wy = 5 d%ydy

jest tensorem predkoéci rotacji bazy wektoréw kierunkowych.

4.12. Ciecz anizotropowa Ericksena. J, L. ERICKSEN [1960, 1961, 1962 a, b, ¢, d] rozpatrzyt
ogdlna teorie oSrodka cigglego z jednym wektorem kierunkowym d,. Punktem wyjécia
jego rozwazan byly zasady zachowania przyjete w nastepujacej postaci:

d
4.37) — f@dvzo,
dt Xie)
(4.38) % f@‘i‘dﬂ: fhidd‘i" fkidva
X,(P) X(0P) x(P
(4.39) _57 fgfc,-dfu: ft,-da—i— ff,-dv,

X(P) X 6P) X(P)
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d . . "
(4.40) i f@(x[ixj]+d[idj])dv= f(x[ifj]‘*‘d[ihn)da‘*' J(x[ff,-]—l—d[,-/,-])dv,

xP X {0P) X(P)

) 1 .. 1,
(441) — 0 (€+—2— .X,')v,"]“—Q—’ d,d,) dv =

x(P)

= f (tix;+hidi— by da+ f(ﬁ)'c,-—}—l,»d,-—l—q)dv,
X‘(d.P) X,(P)

gdzie € jest gestoscia energii wewnetrznej, Ai; 1 /; sa uogdlnionymi sitami powierzchniowymi
i objetosciowymi, & opisuje przeptyw ciepla przez powierzchni¢ X, (0P), natomiast ¢ jest
wydajnoscia Zrodet ciepta.

Zasady (4.37) i (4.39)—(4.41) sa odpowiednio zasadami zachowania masy, pedu, kretu
i energii, natomiast zasada (4.38) ma opisywa¢ «lokalny ruch czastki materialnej». Wydaje
si¢ jednak, e nie mozna jej postulowal niezaleznie od zasad zachowania pedu i kretu.
Zauwazmy jeszcze, ze przyjmujac w réwnaniach Toupina (4.21), (4.22) d,; = (d;) otrzy-
mamy zasady zachowania pedu i kretu postulowane przez Ericksena. Nastgpnie jezeli
w zasadzie zachowania energii (4.41) zatrzymamy tylko czfony mechaniczne, to bedzie
ona réwnowazna réwnaniu (4.23) przy zalozeniach dy; = (d), v = (o).

Pewne problemy szczegdline dla cieczy anizotropowej rozpatrzyl P. N. KALONI [1965].
C. TrUESDELL i W. NoLL [1965, §§ 127, 128, 129] zebrali najciekawsze dotychczasowe
wyniki dotyczace rownani konstytutywnych postulowanych dla cieczy anizotropowe;j.

5. Material prosty z wiclobiegunowymi przemieszczeniami

5.1. Podstawowe okreslenia i definicie. Jak wiadomo, w klasycznej mechanice ofrodka ciag-
lego aktualne polozenie czastki materialnej X w przestrzeni euklidesowej wyznaczaja jej
trzy wspotrzedne przestrzenne x;. Sa one funkcjami czasu ¢ i wspotrzgdnych materialnych
X4 czastki ciata )

(5.1 xi = X{(Xa, 1).

Jezeli przyjmiemy, Ze do okre$lenia aktualnej konfiguracji czastki ciala oprécz (5.1) nalezy
podaé v pdl tensorowych

(52) X,'|Bﬂ‘ = x[lBg](XA> t), ‘B = 1, 2, LY,
gdzie oznaczono
Xi{Bg) = XiByBy... Bp>
to ciato takie nazwiemy cialem z wielobiegunowymi przemieszczeniami (ang. multipolar
displacements). Nowe zmienne kinematyczne x;g, zostaly nazwane przez A.E. GREENA
i R.S. RIVLINA [1964 b] 2%-biegunowymi przemieszczeniami, za$ ich pochodna materialna
. VilBg) = ki(a,,]

zostala nazwana polem 2’-biegunowych predkoséci (ang. 2 pole-displacement field, oraz
odpowiednio 2# — pole-velocity field).

Powyiszg koncepcj¢ uogdlnionego ofrodka cigglego wprowadzili A. E. GREEN
i R. S. RIvLIN [1964 b]. Zaproponowany przez A. E. GREENA i R. S. RIVLINA opis ruchu ciale



MECHANIKA O$RODKOW TYPU COSSERATOW 235

jest w pewnym sensie rownowazny opisowi R. A. TourINa [1964] (por. p. 4) ruchu ciala
z mikrostruktura. Mianowicie jezeli w réwnaniach (4.2), zamiast wektordéw kierunkowych
d;, wprowadzimy odpowiednia liczbg p6l tensorowych xj g, w taki sposéb, by liczba tych
réwnan pokrywala sie z liczbg réwnan (5.2), to opis Greena i Rivlina bgdzie odpowiadat
opisowi Toupina. Réwnowazno$¢ opiséw w szczegblnym przypadku ciala z jednym wekto-
rem kierunkowym zostata wykazana w inny sposob przez A. E. GREENA, P. M. NAGHDIEGO
i R.S. RivLiNa [1965), a w przypadku ogdlnym przez Cz. Wozniaxa [1967a] (por. p. 5.6).

Jakkolwiek opisy Greena, Rivlina oraz Toupina sa kinematycznie réwnowazne, to
jednak ze wzgledu na bardziej ogolne podejScie do zagadnienia przytoczymy w tym roz.
dziale najwazniejsze rezultaty przedstawione w pracy A. E. GREENA i R. S. RIVLINA [1964 b].

5.2. Ruch sztywny. W pracy A. E. GREENa I R. 8. R1vLINa [1964 b] przyjeto, ze dwa ruchy
(xF = x¥ (X, %), xfpy = xi5, (X, (), (30 = X (X, 0), Xigy) = Xupy) (X, 0) cial z wielobie-
gunowymi przemieszczeniami rdéznia o ruch sztywny, jezeli zachodza zwiazki

xF (X, %) = () +Qi (D x (X, D—c; (],
(53) xiﬂi‘B,‘](X: t*) = Qij(t)-xj[lfg](X; t)a fg = 1’ ey Y
t* = t+a,

gdzie Q;; jest tensorem ortogonalnym.

Rézniczkujac wzgledem czasu zwigzki (5.3) otrzymamy
s 4)' oF(X, 1¥) = ¢ () + QD[ () — (LD [xF X, 1) —cF (M),
' s, (X, %) = Qi (Do (X, D2, ()X 8,(X, 1),

gdzie
Qij=—0u= Qiijk-
Z (5.4) wynika wprost
‘ Al = 0,0i54,5, of = 01,050,129,
(5.5) Afvi = Qi iy - Qi Ay dpe>

* '__
Bigg): 40 = Binp: 4
gdzie oznaczono

Aij =204 5, oy = 20,4y,
(5-6) AI{:‘M} = Diliy)»
By AlAa) = D, d Xmn{By), (4} T Xm, AVm(By), 1 4al -
Z (53) Wy_ni_kajq rdwniez zwigzki
(5.7 Efp): aia0 = Eigy): a4
gdzie Ep,: A4, jest miarg odksztalcenia zdefiniowana nastgpujaco:
(5.8) Eipyy: Alde) = X, AXm(Bg), 14

Klasyczny lewy tensor odksztalcenia Cauchy'ego-Greena oznaczaé bgdziemy symbo-
lem EAB'
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O dwéch ruchach (xf = xf(X, *), x¥p, = xis,(X, %)), (xi=x(X,1), Xiipy =
= X8,(X, 1)) bedziemy méwili, ze w danej chwili #, réznia si¢ o predkosé ruchu ciata
sztywnego, jezeli zachodza zwigzki

xF (X 1) = xi(X, 1), Xiipa(X, to) = Xipy(X, to),
(5.9 vF (X, 1) = 0, (X, t)-Fbi+-9;;x; (X, 10),
Vi (X, t0) = Viipp (X, 10) +92i;%518,/(X, 1)

Charakterystyka kinematyczna (5.3), wielobiegunowych przemieszczen pokrywa sig

z podang przez R.A. TouriNa [1964] dla wektoréw kierunkowych. A.E. GREEN

i R.S. RivLin [1964 b] wprowadzili réwniez wielobiegunowe przemieszezenia Xy, ..,
z charakterystyka kinematyczng ‘

Xiiy..ig(X, 7%) = Qi; (D) Qi (O) v Qupip (D5, (X, 1)

nie réznigca si¢ w zasadzie od (5.3).. Dopiero w poézniejszej pracy [1965] wspdlnej
z P. M. Naghdim mozna znalezé wzmianke o wielobiegunowych przemieszczeniach z cha-
rakterystykg kinematyczna

xiil...i,i,“...iﬂ(X; T*) = Qij(T)Qilh(T) Qimja(T)Qlu-{»ljafl (t) Qiﬂjﬂ(t)xjjl-~~j:tj:t+1n-.iﬂ(X7 T)'
Maisicu [1964 c], [1965 b, ¢, e, f, g], [1966] rozpatrzyt podobne pola kinematyczne i efekty
mechaniczne z nimi zwigzane. '

5.3. Wielobiegunowe sily masowe i powierzchniowe. Jezeli Fips):(4. OTAZ Dypyii4, Sa tenso-
rami i jezeli
Fipg): 142 VitBg) : (4a)
oraz
DBy} (A ViiBg), (4

sg gestosciami pracy odpowiednio na jednostke masy i powierzchni, wtedy Fis.(4,) oraz
PilBy): 14, Nazywaé bedziemy 2°*/-biegunowymi (f+1)-go rodzaju sitami masowymi
i powierzchniowymi (ang. odpowiednio body force 2*+# —pole of the (f+1)-th kind oraz
surface force 2#+* — pole of the (f+1)-th kind. Wedtug powyzszej terminologii wielo-
biegunowe sily rozpatrzone we wczesniejszej pracy A. E. GREENA i R. S. RivLINA [1964 a]
(por. p. 6) sg sitami 2*-biegunowymi pierwszego rodzaju.

Wielobiegunowe sity powierzchniowe dzialajace na ptaszczyZnie parametrycznej
Xx = const sa oznaczone symbolem gkp,).14, 1 Dazwane 22 _biegunowymi napreze-
niami (f+1)-go rodzaju (ang. surface stress 2**#-pole of the (-4 1)-th kind).

W dalszym ciagu punktu bedziemy rozpatrywaé materiat z sitami 28-biegunowymi
(B+1) rodzaju. Wzorujac sie na terminologii Nolla mozna go nazwaé materiatem prostym
z wielobiegunowymi przemieszczeniami.

5.4. Energia kinetyczna. A. E. GREEN i R. S. RIvLIN [1964 b] zakladaja, ze gestosé energii
kinetycznej dla materiatu z Wielobiegunowymi przemieszczeniami ma postaé

v
1 1 Al
F vt Y\ 4,0:1B5) Vil 40 Vi1B) 5

a,f=1
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gdzie
(5.10) Yida:sp = Yig):140)
sq tensorami stalymi w czasie. Nie trudno zauwazy¢, ze tak okreslona energia kinetyczna
jest niezmiennicza wzgledem grupy przemieszczen euklidesowych (por. p. 4.8) oraz jest
quasi-diagonalna forma kwadratowa argumentéw v;, w4, (f=1,2,...,%). Przyjeta
posta¢ energii kinetycznej jest zupetnym analogiem postaci przyjetej przez R. A. TOUPINA
(1964] [por. réwnanie (4.26)].

5.5. Zasada zachowania energii. Zasada entropii. A. E. GREEN { R, S. RivLiN [1964 b] postuluja
zasade zachowania energii i zasade entropii w ponizszej postaci:

Pf@o(vﬂ}z"‘ U)dv = Pf@o(""ﬂ”ﬂ‘ ﬁgEfBﬂlvifBﬂl)dV+

[5.11) + f(~/7o+Pin+ ann,nvimm)dA
AP . f=1
f (S'— : )dV—i— M ga=0
¢ T T
P P

gdzie g, jest gesto$cia masy, U gestoscia energii wewnetrznej, r wydajnoéeia zrodet ciepta,
ho wplywem ciepla przez powierzchnig 0P, S gestoscia entropii, T temperaturg bezwzgledna,
F; sa sitami masowymi, p; sitami powierzchniowymi, natomiast f,-w,,, sprowadzonymi
wielobiegunowymi sifami masowymi zdefiniowanymi nastgpujaco:

(5.12) Fi(B,;] = Fygp— 2 Y do): (Bp) Vit
a=1

A. E. GrReeN 1 R. S. RIvLIN zakladaja nastepnie, ze wszystkie wielkosci z wyjatkiem
predkosci v;, wystepujace w (5.11) sa niezmiennicze wzgledem natozonej statej predkoécei
ruchu postepowego. Z powyzszego zalozenia wynika zasada zachowania pedu

(5.13) [otiav = [oFav+ [pdd,
P P or

a zatem \_zvynikajq réwniez klasyczne réwnania ruchu
(5.14) ki, x+ 00 Fi = 00V;
oraz warunki brzegowe

(5.15) pi = Ngmg;.

Rozwijajac zasade zachowania energii dla infinitezymalnego czworo$cianu ograniczo-
nego plaszczyznami parametrycznymi Xx = const oraz ptaszczyzna z wektorem jednostko-
wym N zewnetrznie ortogonalnym do niej 1 korzystajac z klasycznych warunkéw brzego-
wych (5.15) otrzymujemy:

(5.16) ZE,’[B,,)‘UHBB]"‘E) =0,
g=1
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gdzie(3)
Pitsp) = PiBy—NkZkupy, h = ho—Ngqx,
a qg sa strumieniami ciepta.

Nastepnie korzystajac z (5.14), (5.15) i (5.16) oraz twierdzenia Greena mozna zasade
zachowania energii (5.11)1 przedstawi¢ w postaci rézniczkowej

. T
(5.17) 0o —qx, k—00 U~-mgiv; x + Z Ty By) Vit By) T kil Vitsgh k = 0,
. i= f=
gdzie(¥)
(5.18) Ty = 00 Fisp+7kiinpl k-

Postugujac sie uprzednio wprowadzonymi oznaczeniami (5.6) otrzymujemy podstawowe
réwnania (5.16) i (5.17) w nastepujacej postaci:

T 1 o o
(5 19) Z pi[B/,] (XA,l'-B(B/]}.'A_ 7 Ami meB/,]) ‘hO_ ‘2_ Wy i Zpijli,,]xmlﬂ/,] == 0,-
Bz =

ol ) 1 /
(5.20) ol — gk, K“QoU‘f‘—_ AwmiTogem Xi, k + == Qi Tyem Xi, k-
2

2
v v
— \ !
+X4 Ty Bipgy: a+X 4. 7z By ax = 0,
B=1 p=1
gdzie(s)
v
(521) 71:4,,, = ﬂAm—XA,i Z (ﬁilBglxm[B,;]+7tKi[B/,IxmlBg]»K)'

B=1
Nastepnie A. E. GREEN i R. S. RivLIN [1964 b] zakladaja, Zze wielkosci

hO; IJK,PIQB,,}, r, U’ TCKm > ni[ﬂ/]l) TURi|Bp)

s niezmiennicze wzgledem naloZonego statego ruchu obrotowego(s). Jako konsekwencje
powyzszych zatozen otrzymuje si¢ nastepujace zwiazki

(5.22) Zﬁ[iwmxjnaﬂ] =0, skm¥nx =0,
g=1

(®) Réwnania (5.16) wskazuja na to, ze warunki brzegowe (4.14) otrzymane przez R. A. ToupINA
[1964] nie zachodza dla materialu niesprezystego.

() Zwiazek (5.18) jest odpowiednikiem rownan ruchu (4.12): TOUPINA.

(5) Tensor 7/, jest pelnym odpowiednikiem tensora K;; (por. rownanie (2.12) (wprowadzonego przez
R. A. Tourina [1964)).

(6) Wystarczy spojrzeé na budowe wzordw (5.18) i (5.12), aby zauwazyé, ze zalozenie o niezmienniczoscei
tensordw ﬁil Bp) zostato przyjete w celu unikniecia niekonsekwencii mechaniki Newtona, na ktérej gruncie
zostala zbudowana cala teoria.
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Wobec (5.22) réwnania (5.19) i (5.20) redukujg si¢ do postaci

ol | -
(5.23) Z pilBﬁ)(XA, iBipgy:a— 5 A xmlBﬂ}) —hy=0
B=1

oraz

. 1 , —
(5.24)  oyr—qk,k—0, U+ 5 Apmi TmXi, kX4, i 2 (T py\Bisy) : 4+ 7kin, Bisg): ax = 0.
A=l

Réwnanie (5.22), jest réwnowazne warunkom (4.17); niezmienniczoéei gestosci dziata-
nia wzgledem grupy przemieszczen euklidesowych podanym przez R. A. ToupiNa [1964].
Mozna przewidzie¢, ze réwnania (5.22) sg inaczej zapisanymi warunkami brzegowymi
oraz réwnaniami ruchu Cosseratow.

A.E. Green i P. M. NagHDI [1965 b, 1966] opierajac sie na zasadzie zachowania
energii, zasadzie entropii oraz na zasadach niezmienniczo$ci w podobny sposéb wyprowa-
dzili warunki nieciagtoéci dla ciata z wielobiegunowymi przemieszczeniami.

5.6. Material sprezysty prosty. A. E. GREEN i R. S. RivLin [1964b] materialem sprezystym
nazywaja material, dla ktérego zachodza zwigzki:

U= U(S, Xi, 45 Xi{By}» xilBy},A):
My = 70k (S, Xi, a5 XliBy)» xilB.,},A),
k1 By = Tk By (S5 Xi, As XilBy1> X1y}, 4) 5
(5.25) Ty = Tip,(S, Xi, 4> XuB,l» XiB,), A) > v 1,2
T = T(S, X1, 45 Xi(B,)> XiB,), 4)>
ﬁi{Bm = ﬁi[B,,|(S, Xi, 4> Xi(B,)» XilB,), 4> NK),
o = ho(S, Xi 45 Xus,y» Xus,1, 4> Toays Ni),
qx = qx (S, Xi, 4, Xup,)» Xitg), 4> T)14,)-

Dla danego odksztatcenia i entropii pola wielobiegunowych predkosci mogg byé
wybrane niezaleznie, zatem z (5.25) 1 (5.23) wynika

(5.26) ho=0, Bipy =0
lub
(5:27) hy = Nxqx,  Piusy = Nx7kis,)-

A. E. GReeN i R. S. RIVLIN postuluja nastgpnie obiektywno$¢ gestosci energii wewngtrznej,
tzn. zakladaja, Ze jest ona niezmiennicza nie tylko wzgledem nafozonej predkosci ruchu
sztywnego, ale jest niezmiennicza réwniez wzgledem natozonego ruchu sztywnego. Mozna
wykazaé, ze energia wewnetrzna U bedzie wielko$cia obiektywna wtedy i tylko wtedy, gdy
bedzie ja mozna przedstawi¢ w ponizszej postaci:

(5.28) U= U(S, E.an, E,: 4, Eny:ax)s 7= 1,2, ...,
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Korzystajac z (5.27);, (5.28) i (5.24) oraz z twierdzenja Greena-Stokesa mozna zasade
entropii (5.11), przedstawi¢ w nastgpujacej postaci rézniczkowej:

oU qKT K 1 P oU
L Sl S — 2 4,
(529) QO( 3S ) S T Jf_ 2 xr,K T gm 2Qoxm, A 8EAK m +
- _ aU ZL’ U
+XA,itZ(ﬁqsﬂ}—gox\i,um)B(B,,];A-|‘XA,l < (”K:lBﬂ) foXi, B ‘éE(Bp]:BAj By ax—
o
ou U
— D) | Buagcatsoe— Bigy:ax| = 0.
ﬂgl (3Ew,n:A At G By ax [B”"AK)

Dla danego stanu odksztalcenia i entropii powyZsza nier6wno$¢ musi by¢ spelniona dla
dowolnych wartosci S, Ami, Big,). 4, Binyy: ax » ktére moga by¢ wzigte niezaleznie od siebie.
Zatem mamy

oU oU
5.30 e ——=0, ———— =0, »+l<pf<y,
(5.30) IE ). 4 9Ep,); ax A
oU
5. = e
(5.31) T=—<,
, U
Tgm = 2'Qoxm, A‘aEA'K' ’
- oU
5.32 T = Xi A om > = 1,2,- > Vs
(5.32) {Bg) = Q0Xi, A OEin s
N
KilBp) Qo I’AaE{B/”:AK )
(5.33) —gxT x = 0.

Réwnania (5.32), sa odpowiednikiem réwnan ruchu wyzszego rzedu Toupina (4.12),.
Réwnania (5.32); odpowiadaja zwiazkom (4.13);, natomlast zesp6t réwnah (5.21) i (5.32)
odpowiada zwigzkom (4.13,).

A. ERINGEN 1 E. S. SuHUBI [1964 a, b] oraz A. ERINGEN [1964] zbudowali teorig tzw.
mikromateriatu prostego, ktéry jest kinematycznie réwnowazny ciatu z dwubiegunowymi
przemieszczeniami. Koncepgja mikromaterialu byta przedmiotem krytyki A. E. GREENA
[1965 a]. Autorzy chcieliby zwrécié uwage na to, ze w pracy A. E. GREENA nie wszystkie
przeksztalcenia sa poprawne. Ogélnie wydaje sig, ze w ramach klasycznej mechaniki New-
tona nie mozna z zasad niezmienniczoéci wydedukowaé zasady zachowania masy.

Pojgcie sprezystego kontinuum wielobiegunowego (oraz kontinuum z mikrostruktura)
zostalo przez Cz. WoZNIAKA [1967 a] rozszerzone na zagadnienia termosprezystosci.
Oprécz wielobiegunowych pél przemieszezen (wzglednie pél wektoréw kierunkowych)
wprowadzono i zinterpretowano takze «wielobiegunowe» (wzglednie «zorientowane»)
pola temperatury. Energia swobodna ¢ zalezy wtedy od parametréw mechanicznych xy, 4,
Xka> Xk, 4, temperatury 6 oraz dodatkowych parametréw termicznych 0,. Wystgpujace
tu wskazniki gotyckie mozna traktowaé albo jako martwe (wtedy a = 1,11, ...), albo jako
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przebiegajace ciagi indekséw materiatowych (wtedy a = 4,, 4, 4;,, A; A1 Ay, ...). Tym
samym wszystkie otrzymane zwigzki w cytowanej pracy mozna interpretowa¢ badz w sposéb
przedstawiony w p. 4 (tj. oparty na podejsciu Toupina), badz w réwnowazny sposéb stoso-
wany w tym punkcie pracy (oparty na podejéciu Greena-Rivlina). Rownania stanu dla
tensora naprezen f,, oraz tensora hipernaprezen 7;,, majg postaé:

Ay A
te = 0 5= X1 4 Nlok = 057 =Xy 4.
(5.34) o o
o dy
fmk,l‘f'_fnk =0,
ONLn

w ktérej ;f;,,\. sa tensorami (wektorami) g@stoéci hipersit objetosciowych., Oprocz gestosei
entropii 17 = —a/d0, w omawianej teorii pojawiaja sig rowniez dodatkowe wielkosci
dy = —dg/dD, charakleryzujace rozkiad entropii. W nastepnej pracy tego autora [1967 c]
rozpatrzono bardziej jeszcze ogdlny model termosprezystego kontinuum, w ktérym para-
metrami stanu sa gradienty przemieszczenia, przemieszezenia wielobiegunowe i ich gra-
dienty, temperatura i gradienty temperatury oraz «wielobiegunowe» pola temperatur
i ich gradienty.

6. Osrodki niegiroskopowe wyzszego rzedu

6.1. Podstawowe okreSlenia i definicje. Pojecie materiatu nieprostego wyzszego rzedu zostalo
wprowadzone w p. 2. W niniejszym punkcie zajmowac si¢ bedziemy oérodkiem niezyrosko-
powym n-tego rzedu. Rozpatrywany osrodek rozumiany jest w sensie W. NoOLLA [1958]
(jedynymi niezaleznymi zmiennymi kinematycznymi sa wspdirzedne przestrzenne x;).
Material nieprosty dowolnego rzedu byt rozpatrywany w pracach A. E. GReeNa i R. S. Riv-
LINA [1964 a], [1965] oraz A. E. GREENA 1 P. M. NaGHDIEGO [1965 a]. Liniowa teorig
materiatu nieprostego trzeciego rzedu wraz z zastosowaniem do opisu napieé powierzchnio-
wych rozpatrzyt R. D. MimNDLIN [1965]. Teoria materialu nieprostego drugiego rzedu
wraz z omOwieniem prac dotyczacych tego zagadnienia zostata rozpatrzona w p. 2. Niniejszy
punkt (z wyjatkiem p. 6.7) zostanie oparty czgéciowo na pracy A. E. GREENA iR. S. RivLINA
[1964 a], rozwazania ograniczymy jednak tylko do pdl mechanicznych(7).

6.2. Zasada zachowania cnergii (opis przestrzenny). Podstawe rozwazan A. E. GREENA
i R.S. RivLINA [1964 a] stanowia: zasada zachowania energil i zasada entropii. Ograni-
czymy sie tylko do pierwszej z nich. O$rodkiem ciagtym (v+1)-go rzgdu nazywaé bedziemy
oé$rodek, dlu ktorego zasada ta ma postaé:

L O - - N
(61) f Q(‘U,"Ui+ U)d‘v = f 0(/_1 ‘,-miv,,,,-m)(/v—i— ‘ (— ‘21 f“ﬂ,,“z)i,””]) (](I,
X P xXipy =0 XdePy - i#1=0
w ktérej v; jest polem predkosci, o jest gestoscia, U gestoscia energii wewnegtrznej, natomiast
Fiyioraz ;53 zdefiniowanymi w p. 5 2P.biegunowymi sprowadzonymi sitami masowymi

i powierzchniowymi pierwszego rodzaju. Wielobiegunowe sity powierzchniowe dziatajace

() W cytowanej pracy postulowano klasyczng postaé zasady entropii [przy rozszerzonej postaci zasady
zachowania energii, por. (6.1)], co prowadzi do wnioskow sprzecznych z elementarnymi rozwazaniami
geometrycznymi i fizykalnymi, por. Cz. Wozniak [1967 b].

7 Mechanika teoretyczna
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na plaszczyznach parametrycznych, zwane wg terminologii Greena i Rivlina 2*-bieguno-
wymi naprezeniami pierwszego rodzaju, sa oznaczone symbolem aj;, ;. Tensory E,ﬂ},-,
tini oraz wielobiegunowe naprezenia oy, sa z zatozZenia wielkosciami symetryczn_}{mi
wzgledem indeksow {ig}. W pracy A. E. GREENA i R.S. RIVLINA [1964 a] zamiast Fy;,;
wprowadzono do zasady (6.1) wielkosci Fy,);.

Rozwijajac zasade zachowania energii dla infinitezymalnego czworodcianu ograniczo-
nego plaszczyznami parametrycznymi x; = const oraz plaszczyzng z wektorem jednostko-
wym 7, zewnetrznie normalnym do niej otrzymujemy:

v
(6.2) S (tip1i— 1503 ) Vi, (i) = 0.
=0
Nastepnie korzystajac z (6.2) oraz z twierdzenia Greena-Stokesa mozna zasadg¢ zachowania
energii przedstawi¢ w postaci rézniczkowej
v
(63) (o +oF)ui—oU+ 2 (T31031.5 F 0G0 1 0F i) Vitig 001, 0 1Vitiv ) = 0e
p=0

6.3. Warunki niezmienniczo$ei. Rozumujac podobnie jak w p. 5 mozna z rownan (6.2)
i (6.3) wydedukowa¢ nastepujace warunki z niezmienniczosci tensoréw_jﬂ,-,,]i, Higi» U oraz
naprezen wielobiegunowych oy, wzgledem natozonej predkosci ruchu ciata sztywnego
(6.4) =104, g = 150
(6.5) ool =0, &, i tomteFuy = 0.

Réwnania (6.4) sa warunkami brzegowymi Cosseratow, natomiast réwnania (6.5) sa
rownaniami ruchu o§rodka Cosseratow. Z réwnan (6.4) wynika, ze w1e|k0501 0'ji OTAZ O jpkiy
s odpowiednio tensorami o walencji dwa i trzy.

G.4. Zasada zachowania energii (opis materialny). W opisie materialnym réwnania (6.1)-(6.3)

przyjmuja postaé

. ) . . 5
(66) f Q()(‘U,“U—i- U)dV: J QO(_\J -F|A/,]i'vi[Aﬂ|) {/V+ J (2 )l-*l/ili‘vil/’/il) (]A,
P P 5=0 oP  3=0
a
6.7 _\J (P{A,,:I“NBVTB(A,,H)WI:A,,\ =0,
f=0

(6.8) (721, 5+ 00 Fi*‘Qoi)i)”i“OOU‘i‘

- 2 (i, 5700400 00 Pl ) Vi, tApy T Tt DV (A ) = O,
f=1

gdzie EA/,,,-,plAﬂ,,-,nBMm{ sq odpowiednio 2f-biegunowymi sitami masowymi, sitami po-
wierzchniowymi i naprezeniami. Z réwnan (6.6) oraz (5.11), wynika, ze o$rodek niegiro-
skopowy jest kinematycznie réwnowazny osrodkowi z wielobiegunowymi przemieszcze-
niami dopuszczajacymi w charakterze potencjatu pola wspolrzednych przestrzennych x;.

6.5. Material sprezysty. Rozpatrywany w tym punkcie material A. E. GREeNi R. S. RIVLIN
nazywajg sprezystym, gdy

L]
U= Ui a0  Pragi = Pagi(xi, 14,0, Ni),

(69) ”B{A,q'i == ”B‘A/J]i(xf:(/‘u])’ "= 1,2, ey Yy v > ’I'—{—l.
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Poniewaz dla danych gradientéw odksztalcenia x; (4,) mozna niezaleznie dobraé pola
predkosci v; oraz pola gradientéw predkodci v; 4, zatem z (6.7) i (6.9) wynika
(6.10) Patwi = NpTogiap;.

Korzystajac z (6.10) i (6.8) oraz z twierdzenia Greena-Stokesa mozna zasade (6.6) przed-
stawi¢ w postaci:

o\ _ 2U
(6.11)  (mp; p+o0oF)vi+ Z (nBIA,,II,B+”({Ap))I+QO-F|Aﬂ]i_QO ——) Vit
= 0%i, 4y
+- (n i—0 v v; 5} ou =
Ol Y A ) m”wm = 0.

B=vi2

Powyzsza réwno$¢ zachodzi dla dowolnych v;, v;, 14, przy danych xi,. Wynika stad, ze

pi 00 Fi =0,
— aoU
(6.12) B A i, B A+ 00 Fla i — 0o T =0, 1<p<y,
ildg
ou
T Ay aDi — Qo S 0
LAy
oraz
0
(6.13) U _0, wi2<p<y.
axl,(/iﬂl

6.6. Warunki obiektywnoSci gestoéci energii wewnetrznej. A. E. GREEN 1 R.S. RIvLIN [1964 a]
zakladaja, Ze gesto§¢ energii wewnegtrznej U jest wielkoscia obiektywna, tzn. ze dla
dowolnego tensora ortogonalnego Q;; zachodzi réwnanie

(6.14) U(x;,(A,,)) = U(Q;ij,Mﬂ)), g=1,2,...,v+1.

W sposéb podobny jak w p. 5 mozna wykazal, ze (6.14) zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy U da sie przedstawi¢ w nastgpujacej postaci:

(6.15) U= U(EBIA,,]), /3=1,2,...,11+1,
gdzie
(6.16) Epiap = Xi, 51,145

Nastepnie mozna wykaza¢, Zze warunkami koniecznymi i dostatecznymi obiektywnosci
gestosci energii wewnetrznej sa réwnania

v . v

1 ~ B
(6.17) 2, (7eB14a)t, BT A gD+ Qo Fl4 p)1) X, 14 ) — Z (72814 514, BF 7014 g1+ Q0 Fia g1 1) X, +-
f=1 f=1

+27544,, DX 1,140, = 0.

Roéwnania powyzsze sa inaczej zapisanymi réwnaniami ruchu ciata Cosseratow.

7¥
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6.7. Materialy sprezyste termicznie nieproste. Pojecie materiatu nieprostego nie tylko mecha-
nicznie lecz réwniez termicznie zostato wprowadzone w p. 3.1. Parametrami stanu sa
w takim materiale nie tylko pierwszy oraz wyzsze gradienty odksztatcenia i temperatu ra 0,
lecz réwniez gradienty temperatury. Podstawowy uktad réwnan materiatu rzedu n—+1,
wyprowadzony i oméwiony w pracy Cz. WozZNI1AKA [1967 b], sktada si¢ z réwnaf ruchu

titfi =0,

6.18 -
( ) (tkn[mxl].ﬂ),k‘I’t[lm]—I_fn[mxl].ﬂ = 0’

réwnan stanu

dp dp )

7 = ‘ s

et (o, wHfae) X1, 4 Q(Zac nxk st o~ 3Comn Xk, pa] X1, 4
(6.19)

_ op
ok Xy, 1 Lisayk, 1 Hfisaye = 0 7Cus - Xk, 4>
n
w ktérych Cyup = xi, axp 3, Capy = Xk, 4 X po» OTAZ z rOwnania przewodnictwa cieplnego
(6.20) By to(ch+c,0 )+ ( TR ) Capt
. i, iT0 aY,a Q aCABaO aCABaO AB

37'(79 aij .

e (ac,waae 3 i, 0"’) Camteh =0,
w ktérym A; = h,(0,;, 0 ,) jest wektorem przeplywu ciepta. Wskazniki gotyckie w powyz-
szych wzorach przebiegaja ciag indekséw materiatlowych (0 = 4y, 414y, -, A1 A ... A4),
przy czym fag = 0, faw = 0 dla a = A, 41 ... 4,. Wielko&ci fy, faax sa sitami objetoécio-
wymi, a wielkoSci ¢, ¢, charakteryzuja pojemnoéé cieplna ciala. Bardziej ogdlny model
materialu nieprostego mechanicznie i termicznie (z wewnetrznymi stopniami swobody
i wielobiegunowymi polami temperatury) rozpatrzono w uprzednio juz cytowanej pracy

tegoz autora [1967, c].

7. Mikrostruktura konstrukcyjna i oSrodek wléknisty

7.1. Pojecia wstepne. W punkcie tym przedstawimy model ciagly cial, w strukturze ktorych
mozna wyrozni¢ pewien «powtarzajacy sie» element skladowy. Element ten nazywamy
dalej czastka ciata. Zakladamy, ze: 1) wszystkie wymiary kazdej czastki danego ciala sa
bardzo niewielkie wobec wymiaréw catego ciala; 2) wszystkie parametry geometryczne
(ksztalt, wielkos¢, konfiguracja), statyczne (sposéb obciazenia) oraz fizykalne (material)
kazdych dwéch sasiadujacych z soba czastek niewiele roznia sie od siebie; 3) modelem
czastki jest klasyczny ofrodek ciagly (z symetrycznym tensorem naprezenia). Ciato utwo-
rzone z czastek 1 spelniajace powyzsze trzy zalozenia nazywamy cialem o mikrostrukturze
konstrukcyjnej, w odréznieniu od tzw. mikrostruktury materialowej oraz formalnie wpro-
wadzonej mikrostruktury oméwionej w punkcie czwartym. Przykladem ciat o mikrostruk-
turze konstrukcyjnej sa np. geste i regularne siatki pretowe, materiaty zbrojone gestymi
siatkami, dZwigary powierzchniowe o gestej i regularnej perforacji itp.

Teoretycznie, ciata o mikrostrukturze konstrukcyjnej mozna opisa¢ za pomocg réwnan
klasycznego osrodka ciaglego. Praktycznie jednak opis taki jest niecelowy z uwagi na
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wystepowania w obszarze zajgtym przez ciato bardzo duzej liczby powierzchni nieciagto$ci
(wywolanych np. skokowymi zmianami wlasnosei fizykalnych w przypadku materiatow
zbrojonych siatkami) lub duzej liczby otwordw (np. w dZwigarach perforowanych) itp.
W zwigzku z tym nasuwa si¢ koncepcja fenomenologicznego opisu ciala o mikrostrukturze
konstrukcyjnej za pomoca nieklasycznego lecz ciaglego i jednospdjnego modelu konty-
nualnego. Model taki nazwijmy o$rodkiem ciagtym o mikrostrukturze konstrukcyjnej.

Jest rzecza oczywista, ze dane ciatlo o konstrukcyjnej mikrostrukturze mozna opisaé
za pomoca réznych modeli (réznych typow osrodka cigglego o mikrostrukturze konstruk-
cyjnej) w zaleznosci np. od stopnia dokfadnosci takiego opisu. Korzystajac z prac
Cz. WoznNIAKA [1966 c-f] ponize] wyprowadzimy najpierw ogdine rdwnanie osrodka
ciagtego o mikrostrukturze konstrukcyjnej (p. 7.3 i 7.4), a nastgpnie omdéwimy tzw. ciala
o strukturze siatkowej, bedace waznym przypadkiem szczegdlnym ciat o mikrostrukturze
konstrukeyjnej (p. 7.5). Ogélne réwnania osrodka cigglego o mikrostrukturze konstruk-
cyjnej stanowia punkt wyjscia do otrzymania réwnan tzw. teorii «pierwszego przyblizenia»,
majacej duze znaczenia praktyczne (p. 7.6). Na zakonczenie punktu (p. 7.7) zwieZle przed-
stawimy uzyskane w tym zakresie rozwigzania, mozliwosci uproszczenia réwnaf teorit
«pierwszego przyblizenia» (efekty brzegowe, teoria «bezmomentoway, teoria «skrepowa-
nych obrotéw») jak rdwniez niektdre perspektywy dalszego rozwoju teorii.

7.2. Kinematyka i geometria ciala o mikrostruktuize konstrukeyjnej. Niech M bedzie obszarem
trojwymiarowej przestrzeni Euklidesa zajetym przez cialo w chwili v = 7,(8). Parametry-
zujemy obszar M kartezjanskim ortogonalnym ukladem wspdirzgdnych. Oznaczmy przez
Y* wspbhrzedne dowolnego punktu ciala oraz przez Yf, wspétrzedne $rodka masy jego
K-tej czastki (K =1, 2, ..., N, gdzie N jest liczba czastek ciata). Parametryzujemy niezaiez-
nie obszar K—téj czastki ciata (K =1,2,...,N) wspétrzgdnymi kartezjanskimi YN&) =
= Y*—Y{; punkt 17(“,() = 0 jest wtedy $rodkiem masy K-tej czastki. Powyzej wprowadzone
wspotrzedne bedziemy traktowaé jako wspdirzedne materialne ciata, a obszar M nazwiemy
konfiguracja odniesienia tego ciala.

Niech y* beda (w przyjetym powyzej ukladzie wspoétrzednych) wspéirzednymi miejsca,
ktére w chwili 7 zajmuje punkt materialny ¥*. Niech nastgpnie yjx, oznacza wspélrzedne
miejsca zajmowanego w chwili 7 przez §rodek Y, masy K-tej czastki ciala (K=1,2, ...,
..., N). Utwérzmy w obszarze bk, zajetym w chwili 7 przez K-ta czastke ciala, réznicg
Vi) = ¥'—yixy. Réwnania ruchu K-tej czastki ciala mozemy wtedy napisaé w ponizszej
postaci

(1) Yo =¥ (o, ), .

' Yy = V(X o+ Yy, )3T, T).
Przyjmujac w (7.1) kolejno K= 1,2, ..., N, otrzymamy réwnania ruchu rozpatrywanego
ciala.

Przeprowadzimy przez punkt y{i{ ptaszczyzne = o wektorze jednostkowymn normalnym
do niej. Podzielmy zbidr czastek otaczajacych K-tg czastke ciata na dwa podzbiory 2XH,
21-) zaliczajac do X te czastki, ktdrych §rodki leza w chwili T na plaszczyZnie = lub po
jej ujemnie zorientowanej stronie.

(®) W dalszym ciagu punktu okreslenia «cialo o mikrostrukturze konstrukcyjnej» zastapimy kolejno
okreéleniami «cialo» oraz «kontinuum» lub «model ciala»,
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Oznaczmy przez 7 wektor jednostkowy, zewngtrznie normalny do powierzchni s,
otaczajacej obszar b, zajety w chwili v przez K-ta czastke ciala. Zatdzmy, ze dla kazdej
czastki ciata dana jest funkcja

(1.2) APy = AP y(n, A1),

przy czym 4 P, jest elementem plaszezyzny 7, przez ktory nalezy podzieli€ sifg kontaktowa
dzialajaca na element powierzchni s, o normalnej #, aby otrzyma¢ odpowiadajaca jej
elementarna $rednig site kontaktowa pomiedzy podzbiorami X(=) i XV, przypadajaca na
jednostke ptaszczyzny m. Inaczej méwiac, funkcja (7.2) charakteryzuje intensywno$é
(uéredniona w otoczeniu kazdej czastki), z jakg oddzialywanie przez element powierzchni
S(xy © normalnej A zostaje przekazane przez plaszczyzng m o normalnej n. Funkcja (7.2)
okredla tym samym sposéb powiazania sasiadujacych ze soba czastek, a jej posta¢ mozna
okresli¢ w sposéb Scisty dla tzw. ciat o strukturze siatkowej (por. p. 7.5).

7.3. Model szeSciowymiarowy i model tr6jwymiarowy ciala. Oznaczmy przez b = b(x") obszar
w tréjwymiarowej przestrzeni Euklidesa, zalezny w sposob ciagly od zmiennych x/, ktéry
dla x' = pig, pokrywa si¢ z obszarem b, (K = 1,2, ..., N, por. p. 7.2). Powierzchnig
otaczajaca obszar b(x") oznaczmy przez s = s(x'). Zastapmy nastgpnie 6N zwiazk6w
(7.1) sze$cioma ponizszymi réwnaniami:

(1.3) X = x(X% 1), ®=XX,X%0),

w ktoérych funkcje x'(X® ), X(X°, X 7) dla X* = Y, X = )N’(“K) przyjmuja kolejno
wartosci yixy, Pixy, K= 1,2, ..., N. Zakladamy, ze funkcje (7.3), sa ciagle i rézniczko-
walne potrzebna liczbg razy w obszarze M oraz ze detdx'/dX* # 0. Podobnie zakiadamy,
ze funkcje (7.3): sa ciagle i rézniczkowalne w obszarze b(x’) oraz deté))‘c"'/é))N(“ # 0.

Réwnania (7.3) mozna interpretowac jako réwnania ruchu pewnego sze§ciowymiaro-
wego ciaglego i jednospdjnego modelu ciala z mikrostruktura konstrukcyjna (zmienne
X X podobnie jak i zmienne x', ¥/, stanowia bowiem w (7.3) sze$¢ zmiennych niezalez-
nych). Stosowanie takiego modelu (mozna go nazwaé¢ modelem dokladnym) jest mozliwe,
lecz praktycznie niecelowe z uwagi na konieczno$¢ ukfadania warunkéw brzegowych
w przestrzeni afinicznej szeSciowymiarowej (tj. na powierzchni granicznej ciala i na po-
wierzchni granicznej typowej czastki ciala niezaleznie).

Zatézmy teraz, ze funkcja (7.3). moze byé rozlozona w szereg podiug ukladu znanych
funkeji £0(X*), 0 =L 11, ...:

(7.4) =x & X = (xe 7).

Korzystajac z réwnan (7.3): i (7.4) oraz rugujac wspdirzedne X' i X¢ za pomoca usrednien
po obszarze b(x") lub s(x¥) otrzymamy ogdlny tréjwymiarowy model ciagly ciata z mikro-
struktura konstrukcyjng. Pozostawiajac w szeregu (7.4) wigksza lub mniejsza liczbe wyra-
z0w uzyskujemy nastgpnie bardziej lub mniej dokladne tréjwymiarowe modele ciggle
ciala (?). Tylko do rozpatrywania takich modeli ograniczamy sie w dalszym ciggu tego
punktu.

(*) Sposob przejécia od «dokladnegon szeSciowymiarowego modelu ciaglego ciala z mikrostruktura
do modeli tr6jwymiarowych jest analogiczny jak spos6b przejécia od réwnar plyty lub powloki rozpatry-
wanych jako ciata tr6jwymiarowe do réwnan dwuwymiarowych (por. p. 7.4).
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7.4. Podstawowe réwnania. Punktem wyjscia rozwazan bedzie zasada zachowania energii.
Postulujemy ja dla dowolnego obszaru ¥ ograniczonego powierzchnia P w postaci (dla
uproszczenia pomijamy wyrazy niemechaniczne)

(1.5) [ G+Eedv = [ wadp+ [ ivedv,
Vv P 14

w ktérej e, K, o, wsa kolejno $rednimi ggstosciami energii wewnetrznej, energii kinetycznej,
masy i predkoéci pracy sit masowych w obszarze b(x?):

- e _lf~
= bfsodb g:bb odb,

(7.6) K=~ — f(x 5 (x —|—x)9db

=
il

1 = L~
b ffl(xi"l‘xi)gdb,
b
natomiast w,) jest érednia gestoéci predkodci pracy sit kontaktowych na powierzchni P:

v o~ . ~
. 3 x,——l—x,- ds
(7.7) vy = [BOTEE,

Wystepujace w (7.6) funkcje €, g, fi (zalezne od x' oraz %) oznaczaja kolejno gestosé
energil wewngtrznej, ggsto$¢ masyjoraz sit masowych w sze§ciowymiarowym modelu ciag-
tym ciata. Dla x' = yix, oraz X' = p, funkcje te opisuja kolejno gestosc energii wewnetrznej,
gqstoéc masy i gesto$¢ sit masowych w K-tej czastce ciala. Analoglczme w (7.7) w1e1kosc
Deiy jest gestoscia sity kontaktowej na powierzehni s(x¥). Dla x' = yigy gestosé p(,,) jest
identyczna z gestoscig sity kontaktowej na powierzchni s, otaczajacej K-ta czastke ciata.
Funkcja AP(n,7) dla s = s, jest identyczna z funkcja (7.2).
Podstawmy do (7.6) i (7.7) prawe strony wzoru (7.4). Po wprowadzeniu oznaczen

1, - 1 ~
o=y [es,  ow= [ein,
b b

(7.8) s —1b bf figdp,  foi= f £0fi5db,

: P = IN’iﬁ)dS_ o= £y ds
®= ) ape 7y e J AP(n, Ay’

zasada zachowania energii mechanicznej (7.5) przyjmuje ostatecznie postaé

(19) [ todv+ [ [0+ (hi+1iy) 00+ o Fin o) AV =
|4

14

= [ Guply+iap) AP+ [ Gafi+iiaf M) odV .
P 14
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Wielkosci f*, fo/ nazywamy gesto$ciami sit i hipersit masowych, a wielkoSci pﬁ,,),pgf) —
gestosciami sit hipersit kontaktowych. Z warunkéw niezmienniczos$ci gestosci energii,
masy oraz obcigzen i sit kontaktowych wynikaja z (7.9) ponizsze réwnania ruchu:

P Foft = pdf4-puik,,

7.10 ire g
( ) (pln[kxl]n),’.__‘_‘l)[lk]_'_qu[k_xljn__x[l‘x/]nQn__x[l‘ﬂxlll)gllb — 0’

w ktérych p'* oraz plo* sa gesto$ciami sit oraz hipersit kontaktowych na plaszczyznie
x' = const. Wielkosci p'* nazwiemy skladowymi tensora naprezenia, natomiast wielko$ci
Ptk — hipernapre¢zeniami. Dla mikrostruktury sprezystej zachodza ponadto zwigzki

Sk — ge X piak — e X
1 - Q an'a Ao a 1 - ankﬂ,d“ -4
(7.11)
de

ink wk ok _ L
7% ‘I‘,i—l-@f“k'*i’v g“——x anb =0 ax/m .
Réwnania (7.10) mozna réwniez. otrzymaé postulujac zasady zachowania pedu i kretu
w podobny sposéb, jak zasade zachowania energii (7.5). Uogolnienie réwnan (7.11) na
przypadek termosprezystosci oméwiono w pracach Cz. WoZNIAKA [1967 a, b, e].

7.5. Ciala o strukturze siatkowej. Osrodek wicknisty. Zadajmy w obszarze zajetym w chwili ©
przez cialo z mikrostruktura konstrukcyjna trzy rodziny powierzchni takie, ze przez kazdy
punkt x' tego obszaru przechodzi jedna i tylko jedna powierzchnia kazdej z rodzin. Pary
przecinajacych sie rodzin powierzchni tworza trzy kongruencje krzywych (5), (&) = (1),
(2), (3). Wektory jednostkowe, styczne do poszczegdlnych rodzin kongruencji krzywych
(8) oznaczymy dalej przez tfz. Powyzsze trzy pola wektorowe Itz) opisuja siatke ciagla
w obszarze zajetym przez ciato(10).

Zatézmy teraz, ze §rodki wszystkich szeSciu czastek ciata, przylegajacych do dowolnej
K-tej czastki ciala, leza wylacznie na krzywych =, przechodzacych przez §rodek czastki K.
Zdefiniowana powyzej siatka ciagla charakteryzuje tym samym sposoéb rozmieszczenia
czastek w ciele o konstrukcyjnej mikrostrukturze. Oznaczmy dalej przez APz pole prze-
kroju normalnego do wektora 1z przypadajacego na jedng czastke ciata. Pola skalarowe
APz charakteryzuja gestos¢ rozmieszezenia czastek ciata (lub ich wielko$¢). Ciato o mikro-
strukturze konstrukcyjnej, w ktérym rozmieszczenie czastek jest okre$lone wektorami ffs,
oraz skalarami AP g, nazwiemy cialem o strukturze siatkowej, a jego model ciagly (trdj-
wymiarowy) — osrodkiem wiéknistym.

Dla ciata o strukturze siatkowej (przy zatoZeniu siatki sze$cio$ciennej) mozemy przyjaé,
ze sasiadujace czastki oddziatujg na siebie sitami kontaktowymi Dz, roztozonymi na po-
wierzchniach 4Pz, zotientowanych dodatnim zwrotem wektora 7(z) lub na czesciach tych
powierzchni. Dla /i = 75, (8) = (1), (2), (3), zachodzi wtedy (por. Cz. Wozniak [1967 £7)

AP, =
1 _ (£)
(712) AP(I‘I, t(g)) == _ZI;T .
&M
. (®) Ograniczymy sie tu do omoéwienia tylko tzw. siatki szeécioscicnnej zaktadajac, ze z dana czastka
ciala sasiaduje bezpodrednio tylko sze§¢ innych czastek.
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Tym samym dla cial o strukturze siatkowej funkcja (7.2) jest jednoznacznie okreslona
sposobem i gestoscig rozmieszezenia czastek ciata. Dla oSrodka widknistego jako modelu
ciaglego takich cial wzory (7.8)s5,6 maja postaé

(713) pl(n) = Pkinb P?.f) = p"“’nk,
gdzie
. 1 N

pH = D) pt, Zp{‘“;,
(7.14) &

Pt = topls,  PE =t
oraz
(7.15) P<r—AP JP(WRH’ Ptfzzpv ffptﬁﬂ)

) )
Wielkosci pify oraz p{gf mozna nazwaé kolejno tensorem naprezeri oraz tensorami hiper-
naprezen we widknach (£). Suma (7.14),,» tych tensoréw daje kolejno tensor naprezenia
p* oraz tensory hipernaprezenia p** w o$rodku wibknistym. Zaznaczmy, ze dla osrodka
wléknistego wszystkie wzory wyprowadzone w p. 7.4 pozostaja nadal aktualne, a jedynie
dochodza zwiazki (7.12)~(7.15).

7.6. Teoria pierwszego przyblizenia. W wyprowadzonych wyzej rownaniach omawianego
tu kontinuum wskazniki gotyckie a, b przebiegaja ciag nieskonczony I, I, III .... Pozosta-
wiajac w szeregach (7.4) tylko skoriczong liczbg Z wyrazoéw (wtedy o, b =111, ..., Z)
oraz definiujac w kazdym punkcie kontinuum Z wektoréw d, = xhg: (g: sa wektorami
bazy ukladu {x'}) otrzymamy model ciata Toupina z wektorami kierunkowymi (por. p. 4).
Jezeli natomiast jako ciag funkcji &0, a =1, 11, ..., Z, przyjmujemy w (7.4) ciag iloczync’)w
X, XuXer, YuXeaXo | to funkcje x!, beda dwupunktowymlpo]aml tensorowymi Xxg, o, ... o,
arozpatrywane w tym punkme kontinuum sprowadzi si¢ do kontinuum z wielobiegunowymi
przemieszczeniami Greena-Rivlina (por. p. 5). Tym samym zaréwno model ciala Toupina
jak i model ciata Greena-Rivlina sa uproszczonymi modelami (pomijamy bowiem wielko§¢
0(&"), a > Z) kontinuum oméwionego w p. 7.4. Ponizej przedstawiamy pewien szczegdlnie
prosty model ciala opisywany tzw. teoria «pierwszego przyblizenia».

Teorig pierwszego przyblizenia nazwiemy przypadek, w ktorym wspoirzgdne X w row-
naniu (7.4) traktujemy jako mate parametry (wymiary czastki sa bowiem z zalozenia bardzo
niewielkie w poréwnaniu z wymiarami ciala). Tym samym rdéwnanie (7.4) napiszemy
w postaci:

(7.16) % = xi, X*4-0[(X*),

przy czym wielkoéci O[(X%)?] bedziemy dalej pomijaé. Macierz xi wystepujaca w (7.16)
Jjest nieosobliwa i zgodnie z twierdzeniem o rozkladzie biegunowym moze by¢ przed-
stawiona w postaci

xi = ridlo,,,
z ktérej r'/ jest macierza ortogonalng oraz 0,5 Macierzg symetryczna, dodatnio okreslona.

Sktadowe r'/ opisuja obrét czastki (zaleza one od trzech parametréw, np. katéw Eulera),
natomiast sktadowe v, opisuja czyste odksztalcenie czastki. Jezeli powierzchnie materialne,
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otaczajace sasiadujace z soba czastki, pozostaja w trakcie odksztalcenia stale powigzane
z soba (tj. nie dopuszczamy powstania w ciele pustek lub ekstra materii), to w ramach
teorii pierwszego przyblizenia gtéwne odksztalcenia czastek moga zalezeé tylko od zmian
odleglosci ich $rodkow. Zachodzi to, gdy tensor v,; jest tzw. prawym tensorem roz-
ciagnigcia
(7.17) Vup = VU, = x* X7 p0i5.
Wzory (7.16) 1 (7.17) redukuja liczbe lokalnych stopni swobody omawianego w tym punkcie
kontinuum do szeSciu (trzech przesuni¢é i trzech obrotow).

Korzystajac z pracy Cz. WozNiakA [1967 a] rownania teorii pierwszego przybliZzenia
dla kontinuum o sze$ciu lokalnych stopniach swobody [zgodnie z (7.16) i (7.17)] przed-
stawimy ponizej w postaci zlinearyzowanej. Przyjmijmy w tym celu

ri= §iteity,, X' = LX*+w,
gdzie v, jest wektorem malego obrotu oraz wf wektorem przemieszezenia. Po wprowadzeniu
ponizszych tensoréw odksztalcenia:

(7.18) vii = wi Fepok,  wy = v,

i po odpowiednich uproszczeniach otrzymamy z (7.11);,, nastgpujace réwnania fizyczne:
pkl —_— Aklmn,ym",

(7'19) mkl — Ckhnnxm"_I_Eklnmr,y("m)'r,

ps(rn) — Eklsrnxkl_i_Fklmsrny(kl).m,

w ktérych antysymetryczna czg$¢ tensora p*™" hipernaprezen

mkl = Em‘kpl[rp]’
jest tzw. tensorem naprezen momentowych. Tensory A, C, E, F s3 tensorami sztywnoS$ci
sprezystej. Dla o$rodka widknistego (por. p. 7.5) skladowe stanu naprezenia wystepujace
w (7.19) wyrazaja si¢ ponadto wzorami: '

3 1 o
M= Zl’fsl)’ Pl =t 55— f PP s,
I5) ) 4p g,
(7.20)

1 -
P = ZP&')" , P& =1z T f *'pigdPg).
@ &) 4p
®

Zlinearyzowane réwnania ruchu (7.10) w teorii pierwszego przyblizenia maja postaé
podobna jak dla oérodka Cosseratow: :
Pij,i_l'fj — Qﬁ,j’
m' eI pM b = of 9,
przy czym A’ sa gesto$ciami obciazen momentowych. Zauwazmy, ze w réwnaniach ruchu
(7.21) nie wystepuje symetryczna cze$é tensora hipernaprezenia. Jezeli pominiemy wplyw
gradientu Y,..),, Na naprezenia momentowe m* (tj. E¥"".= 0), to mozemy ograniczy¢
si¢ do rozpatrywania tylko réwnan fizycznych o postaci '

(722) pkl = Ak“n"ymn: mkl = Cklm"%mn.

(7.21)
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Roéwnania geometryczne (7.18), réownania ruchu (7.21) oraz réwnanie fizyczne (7.22)
stanowig wtedy podstawowy uktad réwnan zlinearyzowanej teorii pierwszego przyblizenia.
Uklad ten wraz z naprezeniowymi warunkami brzegowymi

k 1k k 1k
P(,,) = pn, My =

oraz zachodzacymi dla o$rodka widknistego zwiazkami

. . . . . 1 -
oY= Pk, P = tnpls, Plm = TN fPfS)(/P(s),
@ @ ,p
E @)
i 7 ij ij __ 4 J Y —— | 1 ~k =l
m’ = My, Mo = oMe, Moy =Eujp | P@X dP =
(Z = AP(E)

byt podstawa obliczen réznych typdw ciat o strukturze siatkowej, majacych duze znaczenie
praktyczne. Dotyczy to zwlaszeza diwigaréw powierzchniowych o strukturze siatkowej;
przegladu prac z tego zakresu dokonamy ponizej.

7.7. Dzwigary powierzchniowe o strukturze siatkowej. Sposrdd cial o konstrukcyjnej mikro-
strukturze gtdwna uwage poswigcono dotychczas dzwigarom powierzchniowym. W pracach
Cz. WozZnNIAKA [1966 a, b], omawiajacych kolejno tarcze i plyty o strukturze siatkowej,
podano wyrazenia dla tensoréw sztywnosci sprezystej w zalezno$ci od budowy czastki
oraz od struktury siatkowej dZzwigara. Rozpatrywano tu powierzchniowe dzwigary perfo-
rowane, dzwigary utworzone z siatki pretéw przenoszacych sity dowolnego rodzaju oraz
dzwigary zbrojone siatkami. Rownania (7.22) dla zakrzywionego dzwigara powierzchnio-
wego maja ponizsza postaé (wskazniki greckie przebiegaja ciag 1, 2)

paﬂ — Aaﬂuvym}, llpaS — ’Aa3u3y“3’

maﬂ — Caﬂuvxﬂv, ma3 — [12 ,CZ3M3%M3’

(7.23)

przy czym /, a sa matymi parametrami o wymiarze dtugosci. Przyjmujac / - 0 oraz a —» 0
otrzymamy teorig, ktorej rownania wykazuja formalna analogi¢ do réwnan anizotropo-
wych i niejednorodnych powlok cienkich. Przypadek ten jest uogélnieniem znanego juz
przedtem pojecia anizotropii konstrukcyjnej. Wystepowanie w réwnaniach (7.23) malych
parametréw wskazuje na mozliwo§¢ asymptotycznego podejécia do zagadnienia. Dla
siatkowych tarcz i plyt postaé pierwszego i drugiego procesu iteracyjnego zostata okreslona
przez K. WILMANSKIEGO [1967, a]. Przyblizony sposéb podejscia, zwiazany z wykorzysta-
niem efektu brzegowego, podano w pracach Cz. WoZniAkA [196 g], S. KONIECZNEGO
iCz. WozNIAKA [1967]oraz uogdlniono na przypadek naprezed cieplnych w pracy PIETRASA
i WYRWIKSKIEGO [1967]. Sposdb ten polega na zastosowaniu tzw. teorii bezmomentowe;j
(gdy a— 0, skad wynika m*® — 0) wzglednie tzw. teorii skrgpowanych obrotow (gdy
1 0, skad wynika y,; — 0) oraz uwzglednieniu pomijanych w obu tych teoriach warunkow
brzegowych (dla m*? i y,3) przez wykorzystanie rownan efektu brzegowego.

Caly szereg rozwigzan zostal uzyskany dla zagadnienn osiowo-symetrycznych tarcz
i plyt o strukturze siatkowej przez S. KONIECZNEGO [1967], K. WILMANSKIEGO [1967, b],
Cz. WOZNIAKA 1 S. ZIELISSKIEGO [1967]. Zagadnienia statecznosci byly rozpatrywane
przez Cz. WOZNIAKA [1965, d], Cz. WOZNIAKA i S. ZIELINSKIEGO [1967 a, b], P. KLEMMA
i Cz. WoZNIAKA [1967]. Zagadnieniem powierzchniowych izotropowych siatek pretowych
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zajmowal sie W. BARAXSK1 [1966]. Powierzchniowe geste siatkikratownicowe byly omdwione
w pracach Z. BAczYKSKIEGO i Cz. WoOZNIAKA [1966] oraz R. PELy i Cz. WOZNIAKA
[1966]. Proste przypadki tarcz perforowanych zostaly oméwione przez W. BARAKSKIEGO
1 Cz. WoznNiaKA [1966]. Niektore rozwiazania dla ptytowych pasm o strukturze siatkowej
zostaty zestawione przez B. Boczkaia 1 H. HATA [1967, a, b]. Zagadnienie duzych ugie¢
siatkowych plyt kolistych byly tematem pracy P. Kiemma i Cz. WoOZNIAKA [1967].
Niektére problemy zwiazane z teoria i obliczeniem siatkowych plyt na sprezystym
podiozu byly oméwione przez Cz. WOZNIAKA i M. ZUKOWSKIEGO [1966].

Poprawnos$¢ postugiwania sie kontynualnym os$rodkiem widknistym jako modelem
ciaglym dzwigara o mikrostrukturze konstrukcyjnej zostala na drodze obliczen poréwnaw-
czych wykazana dla szczegblnego przypadku w pracy S. KONIECZNEGO [1967]. Na podstawie
przeliczenia prostych przypadkow szczegdlnych wykazano stosowalno$¢ teorii wykorzystu-
jacych réwnania efektu brzegowego wraz z teorig skrgpowanych obrotéw (w zagadnieniach
plytowych) lub wraz z teorig bezmomentowa (w zagadnieniach tarczowych). Rozbiezno$é
poszczegdlnych rozwiazan otrzymanych w oparciu o rézne sposoby podejscia sg tym mniejsze,
im bardziej «gestay jest struktura siatkowa, tj. im mniejsze sq wymiary czastek dZzwigara
o mikrostrukturze konstrukcyjnej (dZwigara siatkowego) w pordwnaniu z wymiarami
samego dzwigara (por. p. 7.1). Zalezno$¢ pomiedzy dokladnosdcia rozwiazania a stopniem
«gestodciy» siatki jest ujemna strona stosowania teorii o$rodka widknistego jako modelu
ciaglego dzwigara siatkowego; dotychczasowe obliczenia poréwnawcze wykazuja jednakze,
ze nawet dla niezbyt gestych siatek (w ktorych stosunek skoku siatki do jej wymiaru jest
rzedu 1:5) uzyskuje sie¢ czesto praktycznie dobre rezultaty. Ogdélnie postawione zagadnienie
doktadno$ci poszczegdlnych teorii o$rodka widknistego w opisie cial o konstrukeyjnej
mikrostrukturze jest dotychczas otwartym problemem. Réwniez otwartym problemem
jest uzyskanie rozwigzafh w oparciu o bardziej doktadne réwnania teorii o$rodka wiok-
nistego niz réwnania podane w p. 7.6. Dotyczyloby to np. o$rodka, w ktérym korzystamy
z uproszczonego zwiazku (7.16), lecz nie wykorzystujemy przyjecia (7.17) (o$rodek o dwu-
nastu lokalnych stopniach swobody). Wydaje sie, ze rowniez i tutaj warianty podejécia
asym ptotycznego moglyby prowadzi¢ do pewnych rezultatéw.
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Pesome

MEXAHUKA CIIJIOUNIHBIX CPEIN THIIA KOCCEPA

B GOIBIIMICTRE 33/1aU MEXAHHKH CIUIOLIHBIX CPEJ IPEAIONATAETCs, YTO KaXKaasa MaTepuasbHast TOUKa
MMEET TPH CTENEeHY CBOOOABI, IUIOTHOCTh BHYTPEHHEH 3HeprHH 3aBUCHT OT IIEPBBLIX NMPOH3BORHBIX BEK-
TOpa NepeMeIreHuii a He 32BHMCHT OT BhICIMX. [Ipy BhIITe YIOMSAHYTBIX IPENNOTIONEHANX HANPAYKEHHOE
COCTOAHME OJHO3HAUHO OMNPEAENIETCH CHMMETPHUECKMM TEH30POM HANPANEHHA. YTIpyTast CIUIONIHAST
cpena, KOTOpas He YAOBJETBOPAET XOTS ObI OMHOMY B3 YHOMAHYTBIX MPENIIOJIOMKEHMH, Ha3BaHa CIIJIONI-
HOHM cpenoit Tuna Koccepa.

B paBore naerca o630p 33434 MEXAHUKH Cpef aToro Tna. OBCys(aaeTcss, JOBOJBHO IOAPOGHO, 00a
OCHOBHBLIE HANpABJECHHA PAa3BUTHA. [1epBOe M3 HHX COCTOMT B ODOBILICHHMM KUHEMATHKH CPefipl (31€MEHT
dmeer He Gonee Tpex cremeHeil cBOGOIBI), TOrAA KaK BTOPOE HANPABJIEHHE MOCTYJIMPYET HANHUME BLIC-
LIMX CPAJEHTOB B IEPEMELICHHS B BLIPAKEHMH NJIA [UIOTHOCTH BHyTpeHHeH sHeprum. O6a atu rnop-
XOLa IPMBOMAT K HECHMMETPMM TE€H30pa HANPsOKEHHM M K TaK HA3., HANPSOKCHHAM BBICILIErO MOPANKA.
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B pafore 06CympaloTca NOCNEIOBATEBHO: MHPOCKOmUUecKasa cpefa Koccepa, TCOpHSI HempoCThIX
MaTepHasoR BTOPOro IOPA/IKA, TEOPHS TENA ¢ MAKPOCTP) KTypoil (B CMBICHE JOMOJHUTENBIIBIX CTeMeHei
¢BOGOAB], ONPEAETAEMBIX [I0JICM HATPABIIAOLINM BEKTODP), TEOPHS CPELX C MYJLTHIONAPHBIMU Nepeme-
WEHHAMH (TOTIOJHYTENLHbIE CTeNeHH CBOOOMAL! ONPERENAIOTCSl ABYXTOUEUHBIMH TEH30PHBIMH IIOJIAMY),
TEOpHs HENPOCTHIX MATEPHANIOB BBICIUETO NOPSAKA, 4 TAKH(E TAK Ha3, KOHCTPYKLHOHHAS MHKPOCTPYK-
Typa. B paGoTe yKaswiBaeTcsi OOLIMPHAA JIMTepaTypa.

Summary

MECHANICS OF CONTINUOUS MEDIA — COSSERAT TYPE

With regard to the problems concerning mechanics of continuous media, it is assumed, on the whole,
that any material point of the medium is characterized by three freedom degrees and that the density of
internal energy depends on first derivatives of displacement vector and not on the higher ones. With such
assumptions the state of stress is defined uniquely by the symmetric stress tensor. The elastic continuous
medium in which at jeast one of the mentioned conditions does not exist is called the continuous medium
of Cosserat type.

The paper gives the survey of problems concerning mechanics of media of such a type. Two basic deve-
lopment trends are discussed in a more detailed way. The generalization of medium kinematics (an element
of medium is characterized by more than three freedom degrees) is the basis of the first trend, while existence
of higher order gradients of displacement in the equation for density of internal energy applies to the second
one. Both approaches lead to nonsymmetry of the stress tensor and to the so-called higher order stresses.

The paper deals successively with the following problems: gyroscope Cosserat medium, theory of non-
simple materials of second order effect, theory of body with microstructure (in the meaning of additional
freedom degrees defined by director field), theory of media with multipolar displacement (additional freedom
degrees are defined by two point tensor fields), theory of non-simple materials of higher order effects and
so-called construction microstructure. A large bibliography is also included.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 2 sierpnia 1966 r.
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KONFERENCJA NAUKOWA ZAKLADU MECHANIKI
OSRODKOW CIAGLYCH W KOLOBRZEGU
PRZEGLAD REFERATOW

W dniach od 26 sierpuia do 4 wrzesunia 1966 r. odbyla si¢ w Kolobrzegu dziesigla z kolei konferencja
naukowa zorganizowana przez Zaklad Mechaniki Osrodkéw Ciaglych IPPT PAN. W konferencji wzigto
udziat ogdlem 159 0s6b, przy czym 23 osoby stanowily grupe reprezentujaca zagraniczne o$rodki naukowe.
W grupie tej reprezentowanych bylo 10 krajow (Anglia, Austria, Czechostowacja, Francja, Indic, Novwegia,
NRD, Rumunia, USA, ZSRR). Uczestnicy zagraniczni przedstawili 19 prac, uczestnicy krajowi 67,
w sumie wygloszono wigc 86 referatow.

Wsrdd uczestnikow krajowych duza liczbg stanowili pracownicy Zakladu Mechaniki Osrodkow Ciag-
tych, ktérych bylo og6lem piecdziesigciu czlerech, pozostali reprezentowali rozne osrodki naukowe w kraju
(Warszawa, Krakéw, £.6dz, Poznan, Wroctaw, Czestochowa i Gdansk).

Fakt, ze w obradach wzigli udzial wybitni uczeni zar6wno krajowl jak i zagraniczni, przyczynil si¢ do
zapewnicnia wysokiego jak zwykle poziomu naukowego konferencji.

Tematyka konferencji byla niezwykle szeroka. Duzo uwagi poswigcono problemom zupetnie nowym,
ktore stanowity bogate uzupelnienie zagadnien rozpatrywanych z klasycznego punktu widzenia. Z tego
wzgledu zaproponowany nizej podziaf tematyczny nosi chavakter orientacyjny i nie jest w stanie objaé
4cisle wszystkich kierunkow reprezentowanych w referatach. Podzial ten przedstawia si¢ nastgpujaco:

1. Teoria sprezystosei i termosprezystosé
. Teoria plastycznodci i reologia
. Problemy dynamiczne
. Teoria defektdw i zagadnienia strukturalne
. Analiza konstrukeji inzynierskich

6. Prace eksperymentalne

Zamieszczony nizej krotki przeglad referatdw moze stanowié jedynie pewien material informacyjny
o stanie zaawansowania i kierunkach obecnie prowadzonych badan. Natomiast przeglad ten, ze wzgledu
na obszerng tematyke, nie zawiera krytycznej i odpowiednio rzeczowej analizy konferencji w Kolobrzegu.

1. Teoria sprezystosci i termosprezystosé. Do tej grupy zaliczone zostaly prace dotyczace klasycznych
zagadnien teorii sprezystosci z uwzglednieniem zagadnien brzegowych dla plyt i powtok, jak réwnicz proble-
my nieliniowe i prace z termosprezystosci. Whczono do tej grupy réwniez prace, w ktorych rozwazane sa
osrodki widkniste,

Wygloszono cztery referaty z dziedziny plyt i powlok w zakresie klasycznej teorii sprezystosci. K. HENNIG
(NRD) przedstawit zmodyfikowana metode A. I. LURIEGO rozwigzywania zagadnien plaskich teorii sprezy-
stodei. Autorowi udalo sie uzyskaé réwnania dwuwymiarowe, analogiczne do wystgpujacycl w teorii powlok.
Pokazano, ze dla plyty uzyskuje si¢ réwnanie rézniczkowe, podane przez LURIEGO, jako przypadek
szczegblny.

C. Jensen (Norwegia) zajat sie wyprowadzeniem réwnan liniowej teorii sprezystosei cienkich nieplaskich
powlok o dwoch Tub jednej rodzinie prostych tworzacych.

Prace na temat obliczania ptyt sprezystych zreferowal M. Hamovict (Rumunia). Podana metoda polega
na zalozeniu rozwigzania w postaci szeregu funkcji, ktorych cigg posiada pewne wiasnosci ukladu zupelnego.
Funkcje te spelniaja okre$lone warunki brzegowe. Wsp6lczynniki szeregu wyznacza sig metoda wariacyjna.

v B W
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W. PIETRASZKIEWICZ przeprowadzil dyskusje wicloznacznosci funkcji naprezen dla powtok dwu- i wiclo-
spojnych wychodzac z liniowej teorii powlok o malej wyniostosci. Autor wykazal, ze wieloznacznosé funkeji
naprezen zalezy tylko od istnienia pionowej skladowej gtownego wek (ora momentu oraz pionowej skladowej
gtownego wektora sil dzialajacych na wewngtrzny kontuv zamkniety. Podany zostal algorytm rozwigzania
dla powloki obrotowej o malej wyniostosci o dwuspojnym obszarze przy dowolnym obciazeniu powicrz-
chniowyn.

Zagadnienia dotyczace wspoldzialania dwoch lub wigcej elementow sprezystych poruszone zostaty
w pracach G. S, Szariro (ZSRR), J. KowaLskIEGo oraz G. HEINRICHA (Austria). Picrwszy z wymienionych
autordw przedstawit rozwiazania plaskich osiowo-symetrycznych oraz przestrzennych problemoéw doty-
czacych osrodkow sktadajacych si¢ z plaskich warstw rownoleglych przy danych naprezeniach na brzegach
osrodka. Rozpatrzone zostaly warstwy sprezyste bez uwzglednienia i z uwzglgdnieniem naprezen momen-
towych, warstwy lepkosprezyste oraz problemy konsolidacji dla ciat warstwowych.

J. Kowarskt wyprowadzil wzory na przemieszezenia i naprezenia w przestrzeni sprezystej zawierajacsj
walec nieskoficzony poddany dzialaniu statycznej sily wzdluz jego osi. Rozwiazanie zostato sprowadzone
do pojedynczych calek Fouriera.

Problem zachowania sie walca kotowego na nieskonczonej plaszczyznie, na ktory poza sita normalng
i styczng dziala takze sila osiowa, rozpatrzony zostal przez G. HEINRICHA. Zagadnienie prowadzi do uktadu
nieliniowych rownan catkowych, ktory rozwigzano w sposob przyblizony.

Tutaj nalezy rowniez wymienié prace G. SzerEra oraz pracg B. StacHowicz i G. Szerera. Pierwsza
z tych prac dotyczy dwoch zagadnien osiowo-symetrycznych: zagadnienia nacisku stempla oraz zagadnienia
szezeliny. ZaloZzona zoslata niejednorodno$é pélprzestrzeni sprezystej, polegajaca na wykladniczej zmianie
modulu sprezystosei wraz z glgbokodcia. Zadanie rozwigzane zostalo w przemieszczeniach za pomoca
transformacji Hankela. Otrzymane dualne roéwnania catkowe rozwiazano efektywnie metoda Uflanda-
Lebiediewa.

W drugiej pracy autorzy zajeli si¢ badaniem naprezen kontaktowych w pétplaszczyinie sprezystej pod
dziataniem stempla. Rowniez i w tej pracy zalozono, ze modut sprezystosci zmienia si¢g wykladniczo z glebo-
koscig. Wychodzac z funkeji naprezen Airy’ego zastosowano transformacj¢ Fouriera, a olrzymany problem
brzegowy sprowadzono do dualnych réwnan catkowych, ktore rozwigzano mctody Noble'a.

Prace dotyczica niesymetrycznych zagadnien teorii sprezystosci wyglosit P. P. Teoporescu (Rumunia).
Autor przedstawit pewna ogélng metode konstruowania sit skupionych dla tego typu zagadnien w oparciu
o zasade superpozycji.

Zagadnienia termosprezystosci poruszone zostaly w szesciu referatach. W. Nowackl przedstawil pod-
stawy sprzgzonej termosprezystosci, w ktorej deformacja ciata opisana zostala przez wektor przemieszczenia,
wektor rotacji oraz temperaturg. Korzystajac z podstaw termodynamiki procesdéw niecodwracalnych wypro-
wadzono rownanie konstytutywne oraz podstawowe réwnanie roézniczkowe termosprezystosci. Roz-
patrzone zostalo szczegdlowo zagadnienic propagacji fal termosprezystych w nicograniczonym osrodku
o0 izotropii centrosymetrycznej. Podana zostala zasada prac wirtualnych, podstawowe réwnanie energe-
tyczne i twierdzenie o jednoznacznosci rozwiazan. Jako przypadek szczegdlny niesymetryczinej termo-
sprezystosci rozpatrzona zostala lermosprezystosé osrodka Cosseratow.

Dwie prace, przedstawione przez A. GArkg oraz R. B. HETNARSKIEGO, dolyczyly bardziej szczegdlnych
zagadnien sprzgzonych termosprezystosci. Autor pierwszej z nich zajat si¢ wyznaczeniem przemieszczen
i tempcratury w sprz¢zonym plaskim zagadnieniu, gdy dziala punktowe zrédto ciepta i skupiona sita masowa,
zmieniajace si¢ dowolnie w czasie. Zastosowana zostala transformacja Laplace’a, a nastepnie, po rozwinieciu
w szercg wzgledem parametru sprzgzenia, otrzymano wynik przyblizony.

W drugiej z tych prac, R. B. HETNARSKI przedstawil rozwigzanie jednowymiarowego zagadnienia sprze-
7onego dla ciala nieograniczonego, gdy jako warunki poczalkowe przyjeto przemieszczenie, predkosé
przemieszczenia oraz temperature w postaci dowolnych funkeji zmiennej przestrzennej. Otrzymano rozklad
przemieszezenia i temperatury korzystajac z operatorowej metody funkeji poczgtkowych.

Rozwiazanie quasi-statycznego zagadnienia termosprezysto$ci dla walca wynurzajacego si¢ ze stala
predkoscia z polprzestrzeni o stalej temperaturze podat T. RoZNOwsKT. Autor wykorzystal wyniki poprzed-
nich swoich prac i uzyskal rozwiazanie zawierajace funkcje Bessela, funkcje btedu oraz pojedyncze catki
charakterystyczne dla problemu walca.
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W. L. InpENBOM (ZSRR), referujac prace przygotowana wspolnic z W. I. Danicowska (ZSRR), zajal
si¢ zagadnieniem powstawania fal termosprezystych w wyniku dziatania sil bezwladnosci przy naglej zmianie
temperatury. Przez superpozycj¢ fal koherentnych mozna otrzymaé wzrost amplitudy. Ze wzgledu na
analogie¢ migdzy réwnaniami potencjalu termosprezystego i potencjalu ruchomego naboju w clektrodyna-
mice mozna wyprowadzi¢ wniosek, ze pola temperatur poruszajace si¢ z predkosciami naddzwigkowymi
powoduja promieniowanie dzwigkowych fal termosprgzystych analogiczne do promieniowania Czeren-
kowa. Szczegbdlna uwage zwrécono na metody generowania takich fal, na przyklad przy oddziatywaniu
strumieni $wiatla na ciala stale.

Stan naprezenia w wydrazonej kuli sprezysto-plastycznej poddanej procesowi ogrzewania-chlodzenia
zbadat B. RANIECKI. Sposéb otrzymania chwilowych i korficowych stanéw naprezenia podano w oparciu
o teorie deformacying przy zatozeniu liniowego wzmocnienia i pominieciu wplywu temperatury na wlasnosci
fFizyczne materiatu.

Kilka prac po$wigconych zostato o$rodkom widknistym. Wyprowadzeniem réwnan termosprezystosci
ciat z mikrostruktura zajeli si¢ Cz. Wozniak i F. PIETRAS. W oparciu o ogodlne réwnania termosprezystosci
wielobiegunowego osrodka ciaglego wyprowadzono i omoéwiono réwnania termosprezystoci anizotropo-
wego i niejednorodnego plaskiego kontinuum Cosseratéw. Otrzymane réwnania mozna wykorzystaé
w teorii oSrodkdéw wibknistych jako podstawe obliczent naprezen cieplnycly w tarezach perforowanych
i ptaskich siatkach.

F. PieTrAS i J. WYrwWIKsK1 podali przyblizone metody obliczania naprezen cieplnych w tarczach o struk-
turze siatkowej, przy czym jako model takich tarcz przyjeli widknisty anizotropowy osrodek Cosseratow.
Oméwione zostalo zagadnienie efektu brzegowego, wywolane polem temperatury.

Rozwigzania asymptotyczne dla plaskiego osrodka widknistego przedstawit K. WiLMaNsK 1. Rozwiazania
podano w postaci dwdch proceséw iteracyjnych. Wykazano zbieznosé otrzymanego rozwiazania do rozwia-
zania $cistego.

S. KoNnieczNY i K. PUSTELNIK zajeli sie teoria efektu brzegowego dla plaskich osrodkéw widknistych
jako modeli siatkowych tarcz i plyt. W oparciu o t¢ teorie przedstawiono metode obliczeniowa dla tarczy
i plyty kolowo-symetryczne;j. ’

Kolowo-symetryczne zagadnienie duzych ugi¢é plyt kolistych zawierajacych duza liczbe regularnie
rozmieszczonych otwordw rozpatrzyt P. KLEMM. Jako jednospojny model takich plyt autor przyjat osrodek
wloknisty o siatce biegunowej. Dla pewncj klasy plyt perforowanych podane zostaly zaleznosci energetyczne,
z ktoérych uzyskano proste rozwiazania.

Do prac o znaczeniu ogolnym nalezy zaliczy¢ referat Z. WASIUTYNSKIEGO. Autor przedstawit zagadnienic
zaleznosci liniowej miedzy sktadowymi tensora odksztalcenia. Po wprowadzeniu zalezno$ci funkcyjnej
migdzy skladowymi odksztalcenia omdwiono wlasnosci takiej zaleznosci. Przedyskutowano otrzymane
zwiazki i ziluslrowano je przykladami.

Prace na temat twierdzenia Noether dla oérodka ciaglego oddzialywujacego z polami zewnetrznymi
przedstawit D. RoGguLa. Na podstawie twierdzenia Noether wykazano istnienie rownan zachowania dwoéch
typow: rownan zwigzanych z symetria przestrzeni fizycznej i czasu oraz réwnan zwigzanych z symetrig
wewnetrzna osrodka. Wyniki zilustrowano na przykladzie oérodka polaryzowanego elektrycznie, oddziaty-
wujacego z polem elektromagnetycznym.

Kinemalyka powierzchniowych i liniowych elementéw o$rodka ciagltego zajat si¢ Z. WESOLOWSKI.
Calkowite skoriczone odksztalcenie elementédw podzielone zostalo na odksztalcenie czyste, okre§lone ten-
sorem symetrycznym, oraz na szlywny obrét, okre§lony tensorem ortogonalnym. Szczegblowo rozpalrzono
przypadek, gdy odksztalcenie i obrét sa mate.

Prac¢ na temat kinematyki umiarowych sze$cioboké6w wichrowatych przedstawit D. L. GAUTHIER
(Francja). }

2. Teoria plastycznosci i reologia. W grupie tej przedstawiono nowe koncepcje matematycznego opisu
zachowania si¢ materialéw niesprezystych, termodynamiczne teorie osrodka ciaglego oraz takie problemy,
jak plaskie zagadnienia teorii plastycznosci, zagadnienia no$nosci granicznej, problemy mechaniki o§rodka
sypkiego oraz zagadnienia liniowej i nieliniowej teorii lepkosprezystosci.

Grupg prac obejmujacych podstawy teorii plastycznosci i o§rodkéw niesprezystych otworzyla praca
W. Orszaka i P. PerzyNy dotyczaca wyprowadzenia ogélnych rownan konstytutywnych dla materiatu

8 Mechanika teoretyczna -
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sprezysto-lepkoplastycznego, ktérego cecha charakterystyczna jest to, ze przed uplastycznieniem posiada
tylko wiasciwosci sprezyste, a po uplastycznieniu wykazuje sprzezone efekty sprezyste, plastyczne i lepkie.
Otrzymane réwnania wyprowadzone zostaly z réwnan konstytutywnych dla materialéw prostych przy
zalozeniu odksztalcen skonczonych i anizotropii materialu oraz spelnieniu zasady obiektywnosci material-
nej. Przy powyzszych zatozeniach P. PErzyNa | W. WoiNo podali warunki ograniczajace réwnania konsty-
tutywne dla sprezysto-lepkoplastycznych materialéw, wynikajace ze spelnienia pierwszego i drugiego
prawa termodynamiki. W przypadku granicznym uzyskano réwnania konstytutywne dla materialoéw spre-
zysto-plastycznych, jakie sformutowali GREEN i NAGHDI.

Nowa koncepcje opisu zanikania pamigei dla materiatéw prostych przedstawil P. PERzZYNA. W oparciu
o metryczna przestrzen topologiczna sformutowane zostaly zasady zanikania pamigci oraz wyprowadzono
podstawowe twierdzenie o reprezentacji funkcjonatu konstytutywnego. Wykorzystanie topologicznej prze-
strzeni metryzowalnej pozwolilo na uzyskanie duzej ogélnosci w opisie zanikania pamigci.

Opierajac si¢ na metodzie analizy termodynamicznej, opracowanej przez COLEMANA dla materiatow
prostych, S. ZAHORSKI podjal probe wyprowadzenia teorii osrodkdw ciaglych z oddziatywaniami wyzszych
rzedéw, uwzgledniajac nie tylko wyzsze gradienty odksztalcenia, ale i pewna mikrostrukturg charaktery-
zujgcq sig polem wektoréw kierunkowych i ich gradientéw. Rozwazono takie zagadnienia, jak bilans energii,
réwnania ruchu, rébwnania konstytutywne oraz pewne ograniczenia wynikajace z nieréwno$ci Clausiusa-
Duhema.

Z. Sonotka (Czechostowacja) przedstawil rOwnania przyrostowej teorii plastycznosci o$rodkéw anizo-
tropowych w formie wiazaccj sktadowe predkosci odksztalcen i naprezen, uwzgledniajac jednocze$nie
Scisliwo$¢ o$rodka. Wprowadzone zostaly nowe potencjaly plastycznosci dajace efekty drugorzednego
plastycznego plynigcia. Pewnymi aspektami przyrostowych zwiazkoéw fizycznych w teorii plastycznosci
zaj¢la si¢ rowniez M. MiHAILEscu (Rumunia). Zaproponowane przez N. CRISTESCU prawo dynamicznego
odksztalcania sig materialu dla przypadku jednowymiarowego zostato rozszerzone na przypadek fal ptaskich.

Uogblnieniu teorii wzmocnienia kinematycznego po$wigcona byta praca Z. Mroza. RozwazZony zostal
przypadek zmiennych moduléw wzmocnienia zaleznych od historii obciazenia przy jednoczesnym zacho-
waniu hipotezy o istnieniu powierzchni uplastycznienia przemieszczajacej sig rownolegle. Wykazano, Ze przy
zastosowaniu nowej hipotezy mozna opisa¢ efekty pamieci materialu przy obciaZeniach o zmiennym znaku.

Stosujac metode kinematyczng teorii nosnosci granicznej ustrojéw sztywno-idealnie plastycznych
irachunek prawdopodobienstwa J. MurzeEwsKI okreslit parametry rozkiadu no$nosci granicznej prostszych
ukiadow elementoéw wykonanych z materialu mikroskopowo niejednorodnego takiego, ze granica plastycz-
noécei jest funkcja stochastyczng punktu fizycznego. M. JANAs przeprowadzil analizg wpltywu zmian geometrii
na no$no$¢ graniczng plyt zbudowanych z materialéw o réznych charakterystykach plastycznosci przy
Sciskaniu i rozciaganiu (np. plyty zelbetowe). Rozpatrzono zjawisko przeskoku, zwigzane z niestatecznym
zachowaniem si¢ rozpatrywanych uktadéw oraz zanalizowano wplyw odksztalcen sprezystych.

Tematycznie ze soba zwiazane i odnoszace sig do zastosowania plaskich stanéw teorii plastycznoSci
do procesd6w obrobki plastycznej sa prace J. RYCHLEWSKIEGO, B. A. DrRujANOWA i J. NAJARA. J. RycH-
LEWSKI rozwazal zagadnienie optymalnego ksztaltu matrycy do przeciagania pasma z materialu sztywno-
idealnie plastycznego. Wykazano, ze w przypadku matrycy bez tarcia optymalny ksztait uzyskuje sie, gdy
trajektorie naprezed gtoéwnych pokrywaé sie beda z pewng ortogonalna siatka materialna, begdaca prosto-
liniowa przed ipo deformacji pasma. Zagadnieniem walcowania warstwy o duzej grubodci zajal sig
B. A. DrusaNow (ZSRR) zakladajac, ze walce sq sztywne oraz sily tarcia moga osiggnaé granice plastycz-
nosci na $cinanie. Dla przypadku, gdy na calej linii kontaktu nie wystepuje poslizg, skonstruowano siatke
charakterystyk, okre§lona z dokladno$cia do dwéch funkcji, ktére znajduje si¢ z warunkéw kinematycz-
nych. Analize plaskiego przeplywu ofrodka sztywno-idealnie plastycznego w przypadka gdy nie mozna
zatozyé quasi-statycznosdci ruchu przeprowadzil J. Najar, Wykazano istotny wplyw czlondéw inercyjnych
w réwnaniach ruchu w zakresie dopuszczalnych parametrow technologicznych takich jak predko$¢ narzedzia
lub wymiary materiatow.

W pracy J. ZAWIDZKIEGO rozwazono ogblne stany plaskie niejednorodnych oérodkéw plastycznych.
Wykorzystano geometryczne wiasnosci nieortogonalnych ukladéw krzywoliniowych do analizy typu otrzy-
mywanego ukladu réwnan oraz do znalezienia ogdlnej postaci zwigzkéw wzdltuz charakterystyk.

Zagadnieniu o§rodkéw sypkich byly poswiecone prace J. KravrcueNkr (Francja), I. KisieLa i Cz. Szy-
MANSKIEGO. W pracy pierwszej rozpatrzono osobliwosci typu Kdrmana-Sokolowskiego w teorii rOwnowagi
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granicznej gruntdw spoistych. Rozpatrzono zagadnienie wciskania stempla kofowego w poiprzestrzen
wypetniona o$rodkiem sypkim. Do calkowania réwnan majacych wyzej wspomniane osobliwosci zastoso-
wano metode Poincarégo. W pracy drugiej I. KisiEL przeprowadzit analizg zagadnienia osuwiska i jego
mechanizmu. W oparciu o czteroparametrowy model reologiczny Maxwella-Saint Venanta rozwazono
zagadnienie p6lwarstwy pod obcigzeniem whasnym, posadowionej na sztywnym gladkim podlozu. Prace
dotyczaca metody sprowadzania réwnaf rézniczkowych czastkowych quasi-liniowyeh typu hiperbolicz-
nego do postaci kanonicznej przedstawil Cz. SzymaNsk1. Podano zastosowanie opracowanej metody dia
wielu zagadnien teorii plastycznosci i o§rodkéw sypkich.

Osobna grupe stanowig prace dotyczace liniowych i nieliniowych zagadnied teorii lepkosprezystosci-
M. PreDELEANU (Rumunia) przedstawil dowody istnienia i jednoznaczno$ci mieszanych zagadnien brzego-
wych w liniowej teorii lepkosprezystosci. Z. BycHawskI i A. Fox sformnlowali réwnania konstytutywne
nieliniowej lepkosprezystosci, wyrazajac skiadowe stanu odksztalcenia badZ przez nieliniowe operatory
catkowe, zawierajace uogélniona funkcj¢ pelzania, badz zapisujac je w formie przyrostowej. Podano metode
odwracania nieliniowych operatoréw catkowych do postaci rézniczkowe;.

Rozwiazanie obrotowo-symetrycznej geometrycznie nieliniowej powloki, ktorej zachowanie si¢ opisane
jest za pomoca omowionych wyzej réwnan konstytutywnych Bychawskiego-Foxa, przedstawione zostalo
przez H. KopPEcKIEGO. Rozwigzanie dla funkcji naprezen oraz funkceji ugigcia przyjeto w postaci szeregbw
potegowych o wspbliczynnikach zaleznych od czasu.

Do grupy tej mozna réwniez zaszeregowac pracg J. LITwiNiszyNA «O zjawisku kolmotacjin, w ktorej
rozwazono interesujace z punktu widzenia matematycznego i wazne praktycznie zagadnienie przeplywn
czastek oraz podano weryfikacje do$wiadczalng otrzymanych rezultatéw teoretycznych.

3. Problemy dynamiczne. Do tej grupy prac zaliczono zagadnienia rozprzestrzeniania si¢ fal w o§rodkach
ograniczonych i nieograniczonych, sprezystych i niesprezystych, w o$rodkach kontynualnych oraz w kryszta-
lach, zagadnienia flatteru powlok, niektére problemy drgan plyt, zagadnienie dynamiki plyty plywajacej
oraz problem stabilno$ci drgan. Wiaczono réwniez prace dotyczace metod rozwiazywania dynamicznych
zagadnien brzegowych.

W pierwszej z dwu wygloszonych prac S. KaLiskr rozwazyl zagaduienie wystgpowania biezacych fal
powierzchniowych w ukladach ograniczonych typu samowzbudnego. Fale takie powstaja np. w wyniku
mechanicznego ruchu ukladu oscylatoréw nad wycinkiem polprzestrzeni sprezystej (przypadek rezonanso-
wy) lub ruchu gazu nad takim wycinkiem wzmocnionym plyta (przypadek tlumieniowy). Zdaniem autora
podobnych analogii mozna oczekiwaé dla bardziej ztozonych ukiadéw fizycznych w szczegdinosci w teorii
pol sprzezonych oraz w teorii wzimacniaczy ultra i hiperdzwigkowych.

Efekt samowzbudnos$ci w drugiej pracy S. KALISKIEGO wykorzystany zostal do uzyskania rozwiazania
dla tzw. «rezonatora idealnego», tj. takiego, dla ktérego amplituda w rezonansie w zakresie liniowym jest
nieograniczona. Obydwie prace otwieraja szerokie mozliwoéci zastosowan praktycznych we wspoliczesnej
technice.

Odrebna grupa reprezentowana przez prace S. KALISKIEGO i S. WOR0OSzYEA, Z. DZYGADLY, B. GAlL
oraz J. NIesyTTy dotyczyla zagadnien aerosprezystoéci. W pracy S. KALISKIEGO i S. WOROSZYEA r0zwazono
zagadnienie flatteru wirujacej powloki cylindrycznej, zanurzonej w gazie idealnym. Rozwiazanie uzyskano
w postaci fali biezacej z dyskretnym zbiorem liczb falowych. Z. DZyGaDpro przedstawil wyniki swych prac
dotyczgcych zjawisk zwigzanych z dziataniem zaburzen jawnie zaleznych od czasu na powierzchniowe
aerosprezyste uktady samowzbudne. Zjawiska te rozpatrzono na przykladach probleméw brzegowych
parametryczno-samowzbudnych i wymuszonych drganh plyty o skoficzonej dlugosci w plaskim oplywie
naddzwickowym. '

Zagadnienie flatteru wycinka powloki cylindrycznej w optywie naddzwigkowym bylo tematem pracy
B. GaiL. J. NIEsYTTO rozpatrzy! roéwniez drgania samowzbudne cienkiej powloki osiowo-symetrycznej
o skonczonej dlugosci przy przeplywie wewnatrz powloki gazu z predkoscia naddzwigkowa. Dla réznych
parametréw konstrukcyjnych i materialowych powtoki wyznaczono predkosei krytyczne przeplywu.

N. W. ZworiNskr (ZSRR) podal rozwiazanie problemu fali obciazenia w péinieskonczonym sprgzysto-
plastycznym cylindrze, gdy krzywa naprezenie-odksztalcenie jest skierowana wypukloscia do géry oraz
rozwigzanie problemu odbicia plaskiej fali sprezysto-plastycznej od granicy podzialu dwu o$rodkéw w przy-
padku, gdy krzywa naprezenie-odksztalcenie jest skierowana wklgstoscia do gory. W obydwu przypadkach
zaklada sig, Ze obciazenie zachodzi przy zachowaniu stalej gestosci.

8*
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Problemem rozprzestrzeniania si¢ fal termo-sprezysto-plastycznych zajeli sie N. Cristescu i I. Suriciu
oraz N. CristescU i G. Dinca. Rozpatrzone zostaly fale podiuzne oraz fale plaskie. Do rozwazan przyjeto
rbzne postacie prawa przewodnictwa ciepla miedzy innymi prawo S. KALIsKIEGO. Uzyskano pewne intere-
sujace ograniczenia odnos$nie do réwnan konstytutywnych.

Rowniez zagadnieniem rozprzesirzeniania sie jednowymiarowych fal obcigzenia i odciazenia w osrodku
niejednorodnym, opisanym modelem Prandtla z liniowym wzmocnieniem, zajat si¢ E. WropaArczyk. Dla
pewnej okreslonej klasy materiatow rozwiazanie uzyskano w postaci zamknietej.

Analize fal przyépieszenia w osrodku sprezysto-lepkoplastycznym (lepkosc w zakresie odksztatcen
sprezystych) przy zatozeniu duzych odksztalcen przeprowadzili P. PerzyNa i J. BEspA. Z warunku realnosci
fali otrzymano pewne ograniczenia, jakie powinny by¢ nalozone na postaé¢ réwnan konstytutywnych.

Opracowaniu ogdlnych metod rozwiazywania zagadnien brzegowych w osrodkach niesprezystych
i sprezystych byly po$wiecone prace P. PErRzyNY i A, PieLORZ oraz Cz. RYMARZA. W pierwszej przeprowa-
dzono konfrontacje stosowanych metod przyblizonego rozwiazywania probleméw falowych w osrodkach
niesprezystych oraz opracowano metode kolcjnych przyblizen w oparciu o koncepcje R. CourRANTA. W pracy
drugiej opracowano przyblizong metod¢ rozwiazywania pewnych probleméw brzegowych dynamicznej
teorii sprezystosci w obszarach o osiowej symetrii. W pracach tych podane zostaly dowody zbieznosci
rozwigzania przyblizonego oraz okreslono obszar jego zbieznoscei,

Pozostate dwic prace dotyczyly probleméw drgan. G. ScHMipT (NRD) przedstawit dwie metody okreéla-
nia stabilnosci drgan nieliniowych wymuszanych paramelrycznie, jedna — opartg o mctode E. METTLERA
polegajaca na rozwinigciu rownan w szeregi Fouriera, druga — oparta na sposobie W. HAACKE polegajaca
na rozwinigciu rozwigzan dla specjalnych warunkéw poczatkowych w proste szeregi potggowe.

Drgania nieograniczonej plyty sprezystej znajdujacej si¢ na powierzchni cieczy $cisliwej byly przedmio-
tem badan R. SOLECKIEGO. Stosujac dla poiprzestrzeni rozwigzanie typu potencjatu opdznionego oraz zakia-
dajac obcigzenie typu impulsowego, a nastepnie stosujac kolejno transformacj¢ Laplace’a, (wierdzenie
Bartelsa-Churchilla i transformacje Fouriera otrzymano rozwiazanie zadania w postaci catki Fouriera
Bessela.

4. Teoria defeki6w i zagadnienia strukituralne. Do grupy tej zaliczone zostaly prace z zakresu teorii dyslo-
kacji, a takze zagadnienia o$rodkdw wielofazowych i problemy inkluzji.

Z teorii dyslokacji przedstawiono trzy prace. W pierwszej z nich L. Turskr oméwil zasadg wariacyjna
dla réwnan réwnowagi i niezgodnosci odksztalcenn w kontynuainej teorii dyslokacji. Autor pokazai, jak
przez zmiang pewnej grupy transformacji, na podstawie p6l kompensujacych Utiyamy, mozna uzyskaé
rownania réwnowagi i niczgodnos$ci odksztatcen osrodka z dyslokacjami.

E. Kossecka wyprowadzila wzor na tak zwana site samooddzialywania pojedynczej dyslokacji skoncen-
trowanej. Sita ta jest wynikiem oddziatywania dyslokacji z jej wiasnym polem sprgzystym. Punktem wyjscia
jest zasada wariacyjna polowej teorii defektéw w osrodku sprezystym oraz zasada Wheelera-FFeynmana,
stosowana w elektrodynamice do wyznaczania sily samooddzialywania elektronu.

Wyniki badan nad charakterem ruchu dyslokacji skoncentrowanych w oparciu o polowa teorig defektow
przedstawil J. Kossgckr. Przy zalozeniu, ze dyslokacja znajduje si¢ w nieskonczonym oérodku sprezystym,
zbadano kilka przypadkéw ruchu rozpatrujac zarowno dyslokacje niewazkie jak i posiadajace mase.

Statystyczna teoria cigglego rozkladu dyslokacji zajal sie A. Rapowicz wychodzac z metod klasycznej
mechaniki statystycznej. Autor wyprowadzit réwnania: quasi-ciagtosci, ruchu oraz transporu energii.

Pracg poswiecona badaniu osrodka wielofazowego przedstawit Cz. EIMER. Autor sformutowal na pod-
slawie metod statystyki matematycznej problem naprezech rzeczywistych i naprezei $rednich w poszczegdl-
nych fazach ofrodka wielofazowego. Zagadnienie dotyczy rdwniez innych charakterystyk statystycznych
waznych ze wzgledu na powigzanie wlasnosci ziaren z wlasnosciami o$rodka jako calosci. Rozwiazanie
ogdlne uzyskane zostalo w oparciu o metode polaryzacji dla niejednorodnego osrodka nieograniczonego.

Zagadnienie pola sprezystego wywolanego przez inkluzje w nieskoniczonym osérodku anizotropowym
zostato przedstawione przez L. J. WALPOLE (Anglia). Rozwiazanie uzyskano metoda kolejnych przyblizen.
Bardziej szczegblowe wyniki podano dla przypadku inkluzji w ksztalcie kuli.

Na temat modelu Poissona o$rodka kruchego z losowymi mikrouszkodzeniami wewngtrznymi mowit
J. Soika. Autor zanalizowal sprezysto-kruchy os$rodek z mikrostruktura.



BIULETYN INFORMACYENY 265

5. Analiza konstrukeji inzynierskich. Nalezy tu wyrdinié grupy tematyczne liczniej reprezentowane,
mianowicie prace z zakresu optymalnego projektowania, statecznosei konstrukceji oraz prace pokrewne.

Wsréd prac dotyczacych optymalnego projektowania M. ZyczKowskI rozwazyt zagadnienie optymal-
nego ksztaltowania cienkosciennego zamknigtego profilu belek zginanych przy uwzglednicniu warunkéw
statecznosci, przyjmujac jako kryterium ksztaltowania minimalny cigzar.

Praca, ktorg przedstawit W. Krzv$, zawierala analize optymalnego ksztallowania cienkosciennych
pretdw osiowo-$ciskanych w zakresie niesprezystym. Podano optymalne rozwiazanie przy zalozeniu dowol-
nej charakterystyki materialu; rownoczesnie autor pracy przedstawil numeryczno-graficznag metode ksztal-
towania rozpatrywanego preta dla dowolnej charakterystyki materiatu, niekoniecznie opisanej réwnaniem
analitycznym.

W referacic M. GaLosa omowiono metodg obliczania no$nosci granicznej skrecanych pretow zakrzy-
wionych oraz analogi¢ dla plastycznego skrecania pretéw nicjednorodnych. Rozwiazano efektywnie kilka
przypadkdw ksztallu przekroju przy zalozeniu jednorodnosci oraz pewnej specjalnej niejednorodnosci
materiatu.

Rowniez praca W. Marksa dotyczyla zagadnien zwiazanych z optymalnym projektowaniem, mianowicie
przedyskutowano rozmieszczenie ciggien w belkach sprezonych, Jako kryterium ksztallowania obrano
wyréwnanie w kazdym punkcie ustroju odksztalcen gtéwnych do wartosei stalych. Zagadnienie to sformuto-
wano w postaci rdwnania rozniczkowego, z ktérego po rozwigzaniu mozna znalczé przekroj oraz kierunek
ciggna sprezajacego.

W grupie prac dotyczacych zagadnien statecznosci konstrukeji Z. Brzoska i J. Karkowski przedstawili
studium statecznodci stupa zurawia wiezowego z ling odciagowa i przeciwwagq umieszczona u podstawy
stupa. W pracy, ktora skladata sie z dwoéch czesci, autorzy rozpatrzyli wyboczenie symetryczne w plaszezyz-
nie wypadu oraz wyboczenie niesymetryczne (prostopadic do plaszczyzny wypadu) uwzgledniajac oprocz
odksztalkcalno$ci stupa na zginanie, réwniez wplyw skretnej odksztalcalnosci gigtncj.

S. Bucko zajal sie sprezysto-plastycznym wyboczeniem promieniowo $ciskanych powlok walcowych.
W pracy podano metode wyp;'owad_zania wzordéw okreslajacych stateczno$é powtok walcowych zaréwno
w zakresie sprezystym jak i niesprgzystym, przy czym otrzymane réwnania rozwigzano metoda uogdlnio-
nych szeregbéw potegowych.

Natomiast M. Lukowrak i S. ZIELINSKI przedstawili prace o statecznosci prostokatnych i kotowych plyt
wielootworowych wykorzystujac teori¢ os§rodka widknistego. Rozwazania te doprowadzily do wyznaczenia
sit krytycznych dla niektérych ptyt prostokatnych.

Wsrod pozostalych prac W. BaraNski przedstawil analiz¢ zginania siatkowych powlok walcowych
w oparciu o rownania powierzchniowego osrodka wtdknistego.

Rowniez praca H. Frackizwicza dotyczyla mechaniki siatek powierzchniowych, gdzie rozwazono
geomelrie, rownania réwnowagi i zwiazki fizyczne dyskretnej siatki powierzchniowej. Po wprowadzeniu
zalozen okreslajacych lizyczna strukture siatki autor podat réwnania réwnowagi oraz réwnania konsly-
tutywne i wykazat analogie powyzszych réwnan z rownaniami teorii powiok.

W. Gutkowski przedstawil rozwazania dotyczace analizy siatek pregtowych w oparciu o geometrie
liczb. Odpowiednio zdefiniowana siatka punktéw umozliwia analize ukladéw pretowych o réznorodnych
konfiguracjach; dalsze rozwazania umozliwity zdefiniowanie deformacji siatki punktéw, zwiazkow fizycz-
nych i rownan ruchu wezlow siatki pretow.

W referacie S. Lukasiewicza przedstawiono obliczenia rozkiadu ugieé i naprezen w powloce kulistej
w okolicy punktu dzialania sity skupionej, stycznej do powierzchni powtoki i skupionego momentu zgina-
jacego. Ugiecie powloki i funkcje naprezen przedstawiono w postaci calek Fouriera; uzyskane w ten sposob
rozwigzanie pozwala na obliczenie koncentracji naprezers w powloce.

Przedmiotem pracy Z. WaszczyszyNa byly sprezysto-plastyczne ugigcia plyt kolowych z rozciagliwa
powierzchnia srodkows. Rozwazono plyte o stalej grubosci z materiatu niesci§liwego wykazujacego wzmoc-
nienie liniowe. Po sformulowaniu réwnan rownowagi i zwiazkow fizycznych wg. teorii lliuszyna opracowano
algorytm dla rozwiazania otrzymanego uktadu nieliniowych réwnan rézniczkowych. Jako przykiad obli-
czono plyte pierécieniows obciazona momentem gnacym réwnomiernie roztozonym wzdluz zewnetrznego
brzegu konturu plyty.

Dla przedstawionej grupy prac jest charakterystyczne to, ze oprécz slale podejmowanych zagadnien
dotyczgcych no$nosci granicznej pojawity sig liczne prace, w kiérych rozwazono ustroje siatkowe.
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6. Prace eksperymentalne. W tej grupie nalezy wymieni¢ prace dotyczace eksperymentalnej weryfikacji
ustrojéw inzynierskich badz elementéw konstrukcyjnych. Oprécz tego mozna wyrdznié prace dotyczace
badania wlasnoci mechanicznych materialéw konstrukcyjnych, a nastepnie prace, w ktoérych badano
mechanike procesu deformacji odksztalcalnego o$rodka.

S. S. GiLL (Anglia) przedstawit wyniki doswiadczen uzyskane przy badaniu zachowania si¢ odgalezien
w walcowych i kulistych zbiornikach poddanych ciénieniu wewngtrznemu. Stosowane cisnienia byly tak
duze, Ze pozwalaty na badanie zachowania si¢ odgalgzien po lokalnym przekroczeniu granicy sprezystosci.
Jako metode pomiaru autor stosowal tensometri¢ elektrooporowa oraz czujniki zegarowe. W wyniku
doswiadczen stwierdzono, ze teoria standéw granicznych zbiornikéw kulistych wykazuje zadowalajaca
zgodno$é z do$wiadczeniem (autor ma na my$li wielko$¢ ci$nienia granicznego).

Doswiadczalna weryfikacja teoretycznych rozwigzan dla duzych odksztalcen plastycznych metali zostala
przedstawiona przez W. SzcCzEPINSKIEGO. Autor podat teoretyczne rozwiazania odksztalcania si¢ kwadra-
towych siatek dla czterech réznych procesdéw (przecinanie bloku, Sciskanie klina, Sciskanie bloku plaskimi
plytami oraz wytlaczanie z dzielonej matrycy) i poréwnal je z rzeczywistymi deformacjami takich siatek,
otrzymanymi do$wiadczalnie dla olowiu i aluminium. Stwierdzono praktyczna przydatno$é rozwigzan
dla modelu ciala sztywno-plastycznego bez wzmocnienia, jednak w niektérych przypadkach rozwiazania
te wymagaja weryfikacji doswiadczalnej, gdyz wzmocnienie moze istotnie wplywaé na kinecmatyke procesu.

W. SzczepiNskl i J, Miastkowskr przedstawili prace pt. «Doéwiadczalna weryfikacja kinematycznej
hipotezy wzmocnienia». Przedstawiono w niej pewne efekty zaobserwowane w doswiadczeniach i zwiazane
z historia deformacji w dwuosiowym stanie napr¢zenia na tle kinematycznej hipotezy wzmocnienia.

Wérdd prac dotyczacych badania wilasno$ci materialdow nalezy wymienié pracg J. KLEPACZKI, kt6ry
przedstawil wyniki badan do$wiadczalnych nad wplywem trwalego odksztalcenia dynamicznego na twardosé
miekkiej stali i aluminium. Omawiana praca dotyczy badanych ostatnio efektéw pamigci w deformujacych -
sie plastycznie materiatach. Autor wykazal, ze wlasno$ci mechaniczne badanych metali zaleza w istotny
sposob od przebytej historii predkoscei odksztalcenia.

J. HALAUNBRENNER i A. Kusisz w swoim referacie podali wyniki do§wiadczen uzyskanych przy badaniu
wlasnosci lepkosprezystych kilku Zywic, aby na tej podstawie zanalizowad op6r toczenia si¢ sztywnej kuli
po podlozu lepkosprezystym. W wyniku doswiadczen uzyskano zalezno§¢ wspdiczynnika oporu przy
toczeniu od.czasu kontaktu.

Zagadnienia, ktore dotycza analizy pracy pretdow z réznego rodzaju karbami, zostaly przedstawione
w pracach L. DIETRICHA i W, SzZCzEPINSKIEGO oraz E. DRESCHEROWE)., W pierwszej pracy autorzy podali
rozwiazanie okre§lajace no$nos$¢ graniczna osiowo-symetrycznych pretéw z nierébwno pochylonymi tworza-
cymi karbu oraz przedyskutowali wplyw $rednicy czgsci preta poza karbem. Poza tym autorzy podali wyniki
doswiadczen majacych na celu weryfikacje teoretycznych rozwazan no$no$ci granicznej i zbadanie wplywu
$rednicy preta poza karbem. W drugiej pracy autorka przeprowadzita do§wiadczalne badania przy rozcig-
ganju statycznym i udarowym probek osiowo-symetrycznych z karbami katowymi i poikolistymi mierzac
pracg zerwania w obydwu przypadkach. Stwierdzono, ze iloraz pracy zmierzonej dla warunkéw dynamicz-
nych i pracy zmierzonej dla warunkoéw statycznych zwigksza sig ze wzrostem ostroéci karbdw.

Wspolna pracg na temat kinematyki wciskania klina w oérodek sypki przedstawili A. DRESCHER,
K. KwaszczyNska i Z. MR6z. Badania przeprowadzono dla modelu oérodka sypkiego utworzonego
z wateczkow szklanych o réznych §rednicach oraz na piasku $rednioziarnistym. Uzyskane pola przemieszczen
metoda fotograficzna pozwolily znalezé pole predkosci odksztatcen, a takze pole kierunkéw gléwnych.
Pordéwnanie wynikéw do§wiadczen z rozwiagzaniami teoretycznymi pozwolito uzyskaé informacje o kine-
matyce o$rodka sypkiego znajdujacego sie w plaskim stanie odksztalcenia.

J. Bejda, R. B. Hetnarski, J. Klepaczko
Warszawa

V MIEDZYNARODOWE SYMPOZJUM GAZOW ROZRZEDZONYCH W OXFORDZIE

V Migdzynarodowe Sympozjum Gazéw Rozrzedzonych odbyto si¢ w Oxfordzie w dniach 4-8 lipca 1966 r.
Zgromadzito ono okolo 220 uczonych, przy czym interesujaco przedstawia sie podziat:
USA 90, Kanada 9,
Anglia 40, Wiochy 8,
Francja 21, NRF 15.
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W szystkie pozostale kraje byly reprezentowane przez grupy uczonych 5 i mniej osobowe. Z krajéw socjali-
stycznych reprezentowane byly ZSRR (5 0séb), NRD (2) i Polska (2), przy czym ZSRR i NRD po raz
pierwszy przystali swoich uczonych na ten wazny miedzynarodowy zjazd naukowy.

Przedstawione propozycje liczbowe dos¢ dobrze odzwierciedlaja tez (by¢ moze z wyjatkiem Anglii)
wklad poszczegbdlnych krajéow w aktualny rozwdj badan. Nie ulega watpliwosci dominacja badar amerykan-
skich zarébwno w zakresie do$wiadczenia, jak i stosowania nieraz bardzo skomplikowanych i trudnych
metod numerycznych; rozwdj obu tych dziedzin w znakomitym stopniu uzalezniony jest od przeznaczonych
na nie $rodkdé4w materialnych.

Prace do$wiadczalne w o§rodkach europejskich najzywiej sa prowadzone we Francji, NRF i Anglii
i wyraznie ujawnila si¢ tendencja ich rozszerzania. Np. w zwiedzanym przez uczestnikéw Kongresu nowym
laboratorium prof. Holdera, gléwnego organizatora Sympozjum, ma on do dyspozycji nowoczesne urzadze-
nia (cze$é z nich jest juz standardowa, wyrabiana przez specjalistyczne firmy) choé same badania znajduja
sie w fazie poczatkowej. (Sadzg, ze do tego laboratorium mozna i nalezy poslaé na rok kogos z kraju).

Prace teoretyczne, jak przyznano w dyskusji, cechuje pewna jednostronnoéé. Przedstawiono bardzo
niewiele rozwazan o charakterze czysto analitycznym i postep w rozumieniu teorii réwnania Boltzmanna
nie wydaje sie znaczny. Uzyskano natomiast wiele waznych rozwigzai numerycznych gltéwnie przy zastoso-
waniu réznych wariantéw metody Monte-Carlo. Wszystkie one wymagaja posiadania wielkich maszyn
cyfrowych i dlatego te rezultaty byly wylacznie domeng USA.

Odbywaly sie tylko ogblne zebrania Kongresu — nie bylo sekcji; zwracano jednak uwage, ze byé moze,
korzystne byloby ich wprowadzenie w przyszloéci. Referety byly grupowane wedlug dziedzin i kazdy cykl
referatéw byt poprzedzony godzinnym referatem przegladowym,

Na pierwszy ogienn poszto zastosowanie kinetycznej teorii gazow. Przegladowy referat wyglosil
1. P. Guiraup (Francja). Do najbardziej interesujacych referatow zaliczylbym referaty nielicznej lecz prezne;
grupy wloskiej (CERCIGNANI, PAGANI, BOsSANINI i inni).

1. L. PaTTER (USA) przedstawil szczegdlowy przeglad osiagnieé w dziedzinie przeplywéw w zakresie
mieszanym (Transition flow), najbardziej niepokojacego odcinka w dziedzinie gazéw rozrzedzonych. Naj-
wieksza liczba prac dotyczyla zagadnienia plytki z brzegiem (leading edge) i w tym zadaniu przedstawiono
nowe rezultaty teoretyczne i do$wiadczalne (BOGDONOFF i jego grupa). Z prac teoretycznych za najciekawsze
uwazam prace CHAHINE’A (USA) dotyczaca «dwuwymiarowego» réwnania Boltzmanna oraz prace WiLLIsA
i HameLA dotyczaca wplywu braku réwnowagi. Z prac do$wiadczalnych bardzo interesujace sa prace pozwa-
lajace na bezposrednie doswiadczalne wyznaczanie funkcji rozktadu. Do dawnych metod doszly tu nowe,
np. zastosowanie lasera (praca KARAMCHETI, KOuTsOYAUNIS, Kwok i RASMUSSEN).

Kolejna wielka grupa prac dotyczyta oddziatywar powierzchni z czastkami. Przegladowy wykiad wyglosit
HURLBUT, znany jako autor bardzo wielu precyzyjnych do$wiadczen. Zwracano uwage na brak powiazania
tej tematyki z tematyka innych dzialéw; w gruncie rzeczy rezultaty badan dotyczacych powierzchni nie sa
wykorzystywane w teorii przeplywdw gaz6éw rozrzedzonych.

Najskromniej, jezeli chodzi o liczbe referatdw, obsadzona byla sekcja dotyczaca badad jonosfery.
Referat przegladowy wygtosit J. H. LEeuw (Kanada). Z wygloszonych prac specjalnie tadna wydata mi sie
praca MASLENNIKOWA | SZIGOWA (ZSRR) dotyczaca modelu rozrzedzonej plazmy i jej oddziatywand z natado-
wanym ciatem.

Poza konferencjg, jesli nie liczyé oficjalnych bankietéw (na ktérych dyskusje byly kontynuowane),
odby? sie pokaz filmu przestanego z ksigzyca przez Surveyora.

Materialy Kongresu zostang w catosci opublikowane. Na razie wyszta tylko ksiazka streszczen (350 str.).
Ustalono, ze nastepny Kongres odbedzie si¢ za dwa lata w MIT, Cambridge Mass., USA i obowiazki gospo-
darza przyjal na siebie prof. BOGDONOFF.

Organizacja Kongresu byla znakomita, co w niematym stopniu przyczynito si¢ do stworzenia milej

i dobrej atmosfery. R. Herczynski (Warszawa)

MIEDZYNARODOWA KONFERENCJA MECHANIKI OSRODKOW CIAGLYCH W WARNIE

W dniach od 20 do 25 wrzesnia 1966 odbyla si¢ Miedzynarodowa Konferencja Mechaniki O§rodkow
Ciaglych zorganizowana przez Instytut Mechaniki Bulgarskicj Akademii Nauk, Uczestnicy zostali zakwa-
terowani w nowootwartym Miedzynarodowym Domu Naukowca w uzdrowisku Druzba kolo Warny.
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W domu tym wybudowanym z funduszéw miedzynarodowych (m. in. i polskich) znajduja si¢ oprocz luksu-
sowo wyposazonej czesci hotelowej wraz z restauracja, basenem krytym i otwartym itp. rdéwniez i dwie
sale konferencyjne w tym jedna duza z pelnym wyposazeniem projekcyjnym i instalacja do biezacego ttuma-
czenia referatow na kilka jezykow.

W konferencji oprocz bulgarskich gospodarzy wzigli réwniez udziat zaproszeni goscic z krajéw demo-
kracji ludowej, mianowicie z Czechostowacji — 2 osoby, z NRID — 2 osoby, z Polski — 4 osoby, z Wegier —
2 osoby i z ZSRR — 4 osoby. Obrady odbywaly si¢ wspoinie bez podzialu na sekcje. Ogolem wygloszono
22 referaly po 20 minut oraz 19 komunikatdw, na ktére przeznaczono po 10 minut. Najwigcksza liczbe
prac przedstawili Bulgarzy, mianowicie 10 referatédw i 18 komunikatoéw, nastegpnie przedstawiciele Polski
i ZSRR po 4 referaty, a dalej NRD — 2 referaty i | komunikat i CSR — 2 referaty.

Konferencje cechowala duza réznorodnodé tematyczna. Najwigksza grupg tematyczng stanowilo jede-
nascie prac z dziedziny statyki i dynamiki elementéw konstrukcyjnych (powtoki, plyty, ramy, prety). Tema-
tyka pozostalych referatow byla rozproszona. Z podstawowych zagadnien teorii lepkosprezystosci i lepko-
plastycznosci przedstawiono 5 prac. Matematycznymi metodami rozwigzywania rownan osrodka ciagiego
zajmowalo si¢ trzech autordw. W dwodch pracach rozpatrywano zagadnicnia o$rodkéw ortotropowych.
Réwniez po dwie prace poswiecono mechanice gruntow i betondw. Przedstawiono po dwie prace z hydro-
dynamiki, dynamiki ruchu ciat sztywnych i teorii plastycznosci. Trzy prace zajmowaly si¢ metodyka po-
miarow naprezen. Pozostale prace obejmowaly rozne dziedziny. Zaledwie w czterech pracach przedstawiono
wyniki badan do$wiadczalnych. Pozostate prace z wyjitkiem dwoch, w ktérych zajmowano si¢ technika
pomiaréw tensometrycznych, obejmowaly opracowania teoretyczne.

Organizatorzy planuja wydanie pelnego tekstu wszystkich referatow i komunikatow w specjalnej ksiazce.
Do dyspozycji uczestnikdw wydano drukiem krétkie streszczenia prac.

Organizacja konferencji byla na bardzo wysokim poziomie, co wraz z niezwykle serdecznym przyjeciem
zagranicznych uczestnikdw przyczynilo sie do stworzenia doskonatej atmosfery obrad.

W. Szczepinski (Warszawa)

SYMPOZJUM TECHNIKI WIBRACYINEJ

W dniach 2[-22 pazdziernika 1966 r. odbyto sig w Gdansku I Sympozjum Techniki Wibracyjnej zorga-
nizowane przez Oddzialy Gdanski i Krakowski Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stoso-
wanej, Zaklad Teorii Konstrukcji Maszyn IPPT Polskiej Akademii Nauk w Warszawie, Katedrg Mechaniki
Technicznej Akademii Goérniczo-Hutniczej w Krakowie oraz Zakiad Naukowy Mechanicznej Teorii Ma-
szyn Politechniki Gdanskiej. W Sympozjum brato udzial 90 os6b reprezentujacych uczelnie techniczne,
instytuty naukowo-badawcze oraz zaklady przemyslowe. Wygloszonych zostalo 21 referatow i komunika-
tow, w tym jeden referat uczestnika zagranicznego, cztonka Lotewskiej Akademii Nauk, prof. J. G. PaNow-
Ko z Leningradu. W dyskusji zabieralo glos 18 dyskutantéw.
Referaty przedstawialy prace teoretyczne i do$wiadczalne. Dotyczyly zagadnien podstawowych i tech-
niczno-konstrukcyjnych. Wygloszone zostaly nastgpujace referaty i komunikaty:
1. S. ZiemBa, Z. ENGEL, «Stosowanie drgan w realizacji pewnych procesow technologicznych».
2. B. ZiemBa, B, KowaLczyk, «Drgania wibrouderzeniowe».
3. W. Bogusz, «Dopuszczalne amplitudy drgan maszyn wibracyjnychy».
4. M. ZAaBAwa, «Zagadnienia obcigzen stochastycznych w wibrotechnice».
5. A. Czusak, «Mozliwoici stosowania transportu wibracyjnego w przemysley.
6. R. JucHa, «Dozowanie materialéw sypkich za pomoca podajnikoéw wibracyjnychy.
7. A. Czunak, «Badania dynamiki prostego przeno$nika wibracyjnego». .
8. Z. OrRLOWSKI, «Zastosowanie przeno$nikow wibracyjnych do transportu ziarna zbdz».
9. J. Pucaniec, H. MobzeLEWSKI, «Wyladowywanie zmarznigtych materiatow kopalnianych i budowla-
‘nych sypkich przy pomocy wibracji».

10. J. HamaN, A. Zpanowicz, «Drgania narzedzia w procesie skrawania gruntuy,

11. J. HamaN, J. Grocuowicz, «Wplyw sprezystodei czastek na ruch materiatlu ziarnistego w warunkach
plaszczyzny drgajacej».



BIULETYN INFORMACYENY 269

12. J. G. Panowko, «Wplyw okresowych uderzen na uktady liniowe i nieliniowey.

15. B. KowaLczyk, «Analiza uktadu wibrouderzeniowego z tarciem wiskotycznyn.

16. B. KowaLczyk, «Analiza ukladu wibrouderzeniowego z tarciam suchym»,

16. Z. Wisniewskl, «Badania wstepne uktadu wibrouderzeniowego z nicliniowy charakterystyka

Sprezysta».

16. B. Kossowskr, «Impulsowe zaggszczanie betonu».

17. Z. TRZECIAK, «Wibracyjne zageszczarki kroczace».

18. J. RANISZEWSKI, «Stateczno$¢ pracy wibromlota o jednym stopniu swobody».

19. Z. Grazewskl, «Urzgdzenie wibracyjne do wytadunku materialéw sypkich z krytych wagonéw

kolejowychy.

20. W. ROKSELA, «Asortyment urzadzen wibracyjnych produkowanych w Eédzkich Zakladach Bu-

dowy Maszyn».

21, A. OstrowskI, «Perspektywy zastosowania wibrolechniki w obrdbee skat twardych»,

W referatach ogolnych omoéwione zostaly zagadnienia stosowania drgan do realizacji réznych procesow
technologicznych. Przedstawialy one w pewnym stopniu dotychczasowy stan wiedzy w dziedzinie wibro-
techniki. W referatach tych poruszono potrzebe teoretycznych badan drgan ukltadow: 1) o wiekszej liczbie
stopni swobody, 2) o zmiennej masie, 3) o charakterystykach nieciggtych badZ niejednoznacznych,
4y o wiezach anholonomicznych, 5) z uwzglgdnieniem mozliwie petnych charakterystyk reologicznych ele-
mentéw sprezynujacych i tlumiacych, 6) z uwzglednienicm roli proceséw udarowych, 7) z uwzglednieniem
roli tarcia wewnetrznego i zewnetrznego, 8) z uwzglgdnieniem losowego charakteru parametrow ukladu,
warunkoéw poczatkowych, wymuszen, opordw, zakidcen, 9) o kilku wibratorach, ze szczegdlnym uwzgled-
nieniem synchronizacji i samosynchronizacji.

Oprocz referatdw ogdlnych wygloszone zostaly referaty omawiajace szczegblowe badania w dziedzinie
wibrotechniki oraz podane zostaly komunikaty, w ktérych przedstawiono urzadzenia wibracyjne produ-
kowane w naszym kraju, Referaly te oraz dyskusja wykazaty, ze w dziedzinach transportu wibracyjnego
zaréwno pionowego jak i poziomego daje si¢ zauwazyé stopniowy rozwdj prac naukowo-badawczych
oraz techniczno-konstrukcyjnych. W dziedzinie wibracyjnych i wibroudarowych urzadzen do pograzania
i wyciagania stwierdza si¢ wyrazny rozwoj prac naukowo-badawczych teoretycznych i konstrukcyjnych,
natomiast zbyt powolny jest rozwdj badan doswiadczalnych i niewystarczajacy rozwdj metod badan pro-
totypdw. W pozostalych dziedzinach, jak zaggszczanie wibracyjne materialow, wibracyjna obrébka, za-
stosowanie techniki wibracyjnej w przerébce plastycznej metali, w odlewnictwie itp. dotychczasowy rozwdj
prac naukowo-badawczych i konstrukcyjnych oraz zastosowan jest skromay.

Dyskusja wykazala, ze niedostatecznie zostaly potraktowane takie problemy jak 1) wibrodynamika
ciat sypkich, 2) wplyw drgan na procesy tarcia spoczynkowego, §lizgowego, tocznego, 3) regulacja auto-
matyczna urzadzei wibracyjnych, 4) szersze uwzglednienie i celowe wprowadzenie nieliniowosci w po-
wigzaniu z postulatami optymizacji, 5) wyznaczanie dynamicznych charakterystyk urzadzen. Problemami
tymi powinny zaja¢ si¢ placowki naukowo-badawcze.

Do podstawowych problemdw, ktérymi nalezy sie réwniez zajaé, zaliczy¢ nalezy: opracowanic sku-
tecznych metod badania niezawodnos$ci urzadzen wibracyjnych, opracowanie adekwatnych metod badania
proceséw dynamicznych w urzadzeniach wibracyjnych ze szczegdlnym uwzglednieniem diagnostyki drga-
niowej, opracowanie nowych, lzejszych bardziej skutecznych wibratoréw jako zrodet drgan.

Zebrani wyrazili opinie, ze celowe bedzie organizowanie okresowych zebran Zespotu Techniki Wibra-
cyjnej w roznych o$rodkach krajowych (np. Krakéw, Gdansk, Poznan, Warszawa).

Bohdan Kowalczyk, Zbhigniew Engel

KONFERENCJA SZKOLENIOWA NA TEMAT «METODY TEORII POTENCIALU W TEORII
SPREZYSTOSCI» — JABLONNA 1966

Staraniem Biura Ksztatcenia i Doskonalenia Kadr Naukowych PAN odbyfa si¢ w Jablonnie w dniach
3.X-10.X.1966 r. konferencja szkoleniowa poéwiccona'metodom teoril potencjatu i jej zastosowan w teorii
sprezystosci. Problematyka wykladéw dotyczyta nowych rezultatéw teorii potencjatu, rozwinigtej przez
prof. W. D. KurraDpzE z Gruziniskiej A.N. i jego ucznidéw. Zakres przedstawionej teorii obejmowat trzy
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zasadnicze kwestie: istnienie, jednoznaczno$¢ i konstrukcje rozwigzania problemdéw brzegowych teorii
sprezystosci. Omoéwione zostaly podstawowe zagadnienia brzegowe dla obszarédw ograniczonych (skon-
czonych i nieskonczonych), cial jednorodnych i obszarami niejednorodnych. Rozwazono zardwno za-
gadnienia dynamiczne (dla drgan ustalonych), jak i statyczne. Przedstawiono wiasnoéci potencjatow spre-
zystych oraz ich znaczenie dla dowodoéw istnienia, jednoznacznosci i konstrukeji rozwigzania zadaf kla-
sycznej teorii sprezystosci. Zwrdcono uwage na znaczenie teorii rownan catkowych z jadrem silnie oso-
bliwym dla podstawowych zagadnien teorii sprezystosci. Niezaleznie od aspektu czysto teoretycznego
zwrocono roéwniez uwage na mozliwosci tej teorii w zakresie praktycznego, efektywnego wyznaczania
rozwiazan probleméw brzegowych teorii sprgzystoéci. Przedstawione rezultaty nabieraja znaczenia zwlasz-
cza wobec wzrastajacych mozliwodci zastosowania maszyn automatycznego przetwarzania informacji
(popularnie zwanych maszynami cyfrowymi). Poziom wykladéw prof. KUPRADZE oceni¢ nalezy bardzo
wysoko. Konferencja zgromadzila 23 uczestnikow z calej Polski, dla ktérych zetknigcie z nowymi wynika-
mi teorii stworzy¢ moze nowe mozliwosci badan naukowych w fizyce, matematyce i naukach technicznych.

Gwidon Szefer
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Z. Osi’skr, Przeglad nieliniowych réwnan rozniczkowych drgan ukiadéw autonomicznych o jednym
stopniu swobody )

A. Sawczuk, W. OLszak, Zagadnienia powlok niesprezystych

A. WiLczyYNskI, Badanie wiasnosci mechanicznych niektorych tworzyw sztucznych

Z. DZYGADLO, M. SOKOLOWSKI, S. ZAHORSKI, M. Zyczkowskl, Konferencja Naukowa Zakladu Mechaniki
Odrodkoéw Ciagltych w Krynicy. Przeglad referatéw

W. SzczepINsKI, Sympozjum na temat elastooptyki i jej zastosowan, Warszawa 1962

ZESZYT 2/1963

P. PERZYNA, Podstawowe zagadnienia lepkoplastycznosci

Z. Nowak, M. Zyczkowskl, Przeglad nowszych prac z dziedziny statecznoéci powlok cienkosciennych

E. STERNBERG, Napre¢zenia cieplne w cialach lepkosprezystych

A. WiLczyNskI, Zalezno$é «naprezenie-odksztalcenie» w przypadku prostego rozciagania tworzyw o faricu-
chowej budowie czasteczek

H. DziatLik, Model elektryczny tensora naprezen
Biuletyn Informacyjny Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej

TOM II. ZESZYT 1/1964

S. KaLiskr, Statecznosdé ruchu uktadu oscylatoréw poruszajacych sig¢ po belce na sprezystym podiozu

Z. OLESIAK, Przeglad polskich prac dotyczacych zagadnien z mieszanymi warunkami brzegowymi w teorii
sprezystosci

Z. WESOLOWSKI, Zwiazki fizyczne dla materiatu sprezystego z wiezami geometryczno-termicznymi

W. SzczepiNski, Wyznaczanie naprezeni na podstawie pomiaréw tylko jednej skladowej odksztatcenia

R. S. DoroszkIEWICZ, A. LITEWKA, Dorazne badania wlasno$ci mechanicznych i elastooptycznych matc-
riatdbw uzywanych w elastooptyce
Biuletyn Informacyjny Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej

ZESZYT 2/1964

R. S. DoroszkiEwICz, Fotosprezyste badania przekroju poprzecznego zapory filarowej

R. S. DOROSZKIEWICZ, Z badan fotosprezystych stanu naprezenia wywolanego ci¢zarem wlasnym z uwzgled-
nieniem wplywu podloza

R. S. Doroszkiewicz, J. Lierz, Z badan fotosprezystych wirnika generatora duzej mocy

A. CzuBAk, Dob6r parametréw ruchu przenosnikow wibracyjnych

W. PrecHock1, Analiza skoficzonych ugieé stabo wypuklej membrany kulistej obciazonej lokalnie

Z. TurUN, Metoda przyblizonego obliczania probleméw poczatkowo-brzegowych w zastosowaniu do
niestacjonarnych zagadnien przewodnictwa cieplnego

K. WiLMaRsKI, ObciaZzenia dynamiczne belek. Belka Timoshenki
Biuletyn Informacyjny Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej

ZESZYT 31964

ARTUR KACNER — Wspomnienie pos$miertne
W. WierzBickl, Katastrofa budowlana jako przypadek unormowany
M. Janusz, Zasada Bettiego jako podstawa warunké6w modelowych
S. ZiemeA, Rola mechaniki teoretycznej i stosowanej w rozwoju postepu technicznego
J. MaryYNIAK, Oscylacje rakiety lecacej po torze falistym w atmosferze Ziemi
Biuletyn Informacyjny PTMTS:
Sprawozdanie z Kongresu Mechaniki w Monachium w 1964 r.
Sprawozdanie z konferencji Zakladu Mechaniki Osrodkéw Cigglych IPPT PAN w Zakopanem
Sympozja naukowe IJUTAM



SPIS TRESCI
[e.d.]

TOM IlI. ZESZYT 1/1965

S. Kavriski, O pewnym uogo6lnieniu metody ortogonalizacyjnej

W. Bogusz, J. SkowroNsk1, Synteza kinetyczna ogdinego ukladu mechanicznego

Z. THRUN, O pewnym sposobie przyblizonego obliczenia nieliniowych zagadnien przewodnictwa cieplnego

W. GuTtkowskl, Geometria roznicowa przestrzennej siatki punktow

W. Szczerifskl, Wplyw efektow dynamicznych na przebieg procesdéw ciagnienia metali

1. Orkisz, Problem odcigzenia obrotowo-symetrycznych powlok w stanie bfonowym przy duzych odksztal-
ceniach niesprezystych

Biuletyn Informacyjny PTMTS

ZESZYT 2/1965

WrToLD WIERZBICKTI — Wspomnienie posmiertne

Z. WASIUTYNSKI, O wyznaczaniu warunkow réwnowagi i rownan stanu przez pomiar odksztalcen

Z. WASIUTYNSKI, A. BRaNDT, Pomiary szesciu skladowych odksztalcenia w sciskanym walcu betonowym

E. Sods, Tensor Kelvina-Somigliany dla ciala lepkosprezystego

Z. WaszczyszyN, Doswiadczalne badania nad skonczonymi sprgzysto-plastycznymi ugieciami belek opar-
tych na nieprzesuwnych podporach

J. Miastkowskl, W. SzczeriNskI, Doswiadczalne badanie powierzchni plastycznosci wstepnie odksztal-
conego mosigdzu

T. Acopsowicz, Niektdre zwigzki wychylen skrgtnych i momentdéw reakcji watow drgajacych jako pod-
stawa metody do$wiadczalnego wyznaczania zmiennych naprezen scinajacych

J. Kasperkigwicz, Czujniki do laboratoryjnych pomiaréw standéw naprezen i odksztalcen wewnatrz
elementow betonowych

Biuletyn Informacyjny PTMTS

ZESZYT 3/1965

W. Nowackl, Dynamiczne zagadnienia termospr¢zystosci

W. Szczerinskl, Przeglad prac dotyczacych nodnosci granicznej rozciaganych elementéw z karbem

W. GutkowskI, Powierzchniowe konstrukcje pretowe

P. SuxienNIK, O naprezeniach w sprezystym podlozu pod §lizgajgca si¢ sztywna kula

S. Pytko, O mozliwosciach wykorzystania metody elastooptycznej dla badan wytezenia materiatu i rozkladu
naprezen w zagadnieniach kontaktowych

Biuletyn Informacyjny PTMTS

TOM IV. ZESZYT 1/1966

S. OcHEDUSZKO, Zmiany spowodowane w mechanice przez miedzynarodowy uklad jednostek miar

W. Gogée, Teoria stanu uporzadkowanego i mozliwosci jej zastosowania

J. Rycuiewsky, Plastyczno$é ciat o skokowej niejednorodnosci

K. WriMansky, Cz. Wozniak, Uklady wspolrzednych prostokre§inych w geometrii powierzchni §rodkowej
cienkich powltok :

Biuletyn Informacyjny



SPIS TRESCI
[e.d.]

ZESZYT 2/1966

KONSTANTY Lisowskl — Wspomnienie po$miertne

J. Miastkowskil, Wplyw historii obciazenia na powierzchnig plastycznosci

J. SoBieszczaNsk1, Do$wiadczalne badania statecznosci plyt tréjkatnych

J. KLEPACZKO, Wplyw dynamicznego odksztalcenia trwalego na twardo$¢ migkkiej stali i aluminium

A. WiLczyiski, Do$wiadczalne badania wlasnosci mechanicznych polichlorku winylu

J. LEDZINSKI, Z. WAsZCzyYSzYN, Analiza zjawiska przeskoku w zakresie sprezysto-plastycznym na modelu
ukladu kratowego Misesa

B. StracHowicz, G. SzerER, O pewnym zagadnieniu kontaktowym niejednorodnej polplaszczyzny sprezystej

B. KowaLczyk, Stabilnosé uktadu wibro-uderzeniowego o wymuszeniu kinematycznym

Biuletyn Informacyjny

ZESZYT 3/1966

W. A. Grosow, Drgania ukladdéw quasi-liniowych z czionami giroskopowymi z uwzglednicniem rezonansu
wewnetrznego

Z. MARcINT AK, Utrata stateczno$ci rozciaganych powlok plastycznych

T. WarTaNowiIcz, Generatory termoelektryczne

L. DierricH, Teoretyczna i doswiadczalna analiza nosnosci granicznej rozciaganego preta z wycigciami
o niesymetrycznie nachylonych krawedziach

R. Ganowicz, Wybrane zagadnijenia teorii plyt Reissnera i teorii plyt trojwarstwowych

Biuletyn Informacyjny PTMTS

TOM V. ZESZYT 1/1967

1. I. BLECHMAN, Zagadnienie dynamiki 1 maszyn wibracyjnych

J. HALAUNBRENNER, A. Kusisz, O oporze przy toczeniu sztywnej kuli po podiozu lepkosprezystym
J. Murzewski, Z. MENDERA, Korelacja cech wytrzymato$ciowych i wytezenie materialtu

J. Jasiewicz, Wymiana masy z powierzchni kul i kropel

J. MaAryNIak, Uproszczona analiza statecznosci podiuznej szybowca w locie holowanym

E. DrReEsSCHEROWA, Wplyw wstepnego odksztatcenia plastycznego na energi¢ udarowego zrywania
A. GaJEwskKI, Zastosowanie rachunku zaburzen w problemach statecznosci ptyt prostokatnych

Biuletyn Informacyjny

TOM V. ZESZYT 2/1967

J. Kestin, O zastosowaniu zasad termodynamiki do opisu materiaiéw odksztatconych

Z. OLesiak, O pewnych wlasnogciach naprezen cieplnych

Cz. WozNIAK, S. ZIELINSKI, O wyboczeniu biegunowych siatek pretowych

Z. X aziMiersk1, Metoda charakterystyk dla dwuwymiarowych nieustalonych przepiywow gazu
W. Baranskr, K. WiLMaKsk, Cz. Wozniak, Mechanika os§rodkéw cigglych typu Cosseratow

Biuletyn Informacyjny
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ERRATAM

Redakcja prosi o wycigcie tej kartki i dolgczenie jej do zeszytu 1[/1967
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(') Redakcja bardzo przeprasza za bledy, ktére wkradly si¢ do wydrukowanych prac wskutck

niemozliwodci wykorzystania drugiej korekty autorskiej



Cena zl 30.—

MECHANIKA TEORETYCZNA I STOSOWANA jest organem Polskiego Towarzystwa Mechaniki

Teoretycznej i Stosowanej i ukazuje si¢ poczynajgc od 1 stycznia 1967 r. jako kwartalnik. Zeszyty

z lat poprzednich mozna nabywaé w sekretariacie Zarzadu Glownego PTMTS (Warszawa, Palac
Kultury i Nauki, pietro 17, pokdj 1724)
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