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DRGANIA UKEADOW QUASI-LINIOWYCH Z CZEONAMI ZYROSKOPOWYMI
Z UWZGLEDNIENIEM REZONANSU WEWNETRZNEGO

W.A. GROBOW (KIJOW)

Uktady drgajace z czlonami Zyroskopowymi spotyka sie w zagadnieniach dynamiki
wirnikow turbinowych, wirowek, separatoréw, wrzecion maszyn wibkienniczych oraz
w innych zagadnieniach dotyczacych dynamiki maszyn i przyrzgddéw. Brak symetrii
w potlaczeniach sprezystych, spowodowany niejednakowa sztywno$cia watéw i podpér,
jak réwniez zmienno$¢ masy wirnikéw u niektérych typéw wirdwek i wrzecion maszyn
wibkienniczych warunkuja réznorodnos$é i ztozono$é widma czesto$ci. W wyniku tego
w uktadach drgajacych z potaczeniami zyroskopowymi otrzymuje sig¢ bardzo czgsto zwigzki

- w liczbach calkowitych migdzy drganiami wlasnymi, to znaczy zwigzki'w rodzaju %Zi ~ A,

wiadczace o mozliwosci pojawienia si¢ rezonansu -wewnetrznego.

Drgania w ukiadach Zyroskopowych sa uzaleznione zwykle od niewywazenia wirnikow.
Dlatego zagadnienie sprowadza si¢ do badania drgan ukladu nieautonomicznego z czlo-
nami Zyroskopowymi, znajdujacego si¢ w ogdlnym przypadku (jak to ma miejsce w wir-
nikach wspétosiowych z urzadzeniami do automatycznego wywazania) pod dziataniem
zaburzen o wielu czestoéciach wy, s, ..., w,. Sposéb zmiany tych czestosci okresla
si¢ z charakterystyk i rezerwy mocy urzadzeri napedowych.

W uktadach nieautonomicznych oprécz rezonanséw wewnetrznych moga pojawiaé sie
zloZone rezonansy w postaci

N m

Zpili’f‘erwj ~ (D),
i=1 J=1

gdzie p; i r; oznaczaja wzajemnie proste liczby calkowite.

Rozpatrzmy ukiad dynamiczny, ktérego polozenie okreélaja wspdlrzedne ¢, ¢a, ... » gy
charakteryzujace przemieszczenia liniowe i katowe wirnikéw podczas drgan, a ruchy
obrotowe wirnikéw okreslone sa wspdtrzednymi katowymi @1, @2, .. » -

Zatézmy, 7e wspbirzedne katowe sa quasi-okresowe. Wtedy drgania ukladu opisuja
réwnania

d{aL) op L . :
(1) 7{[ (56_—71—)_3—% =MQJ(421, vees (_ZN, 41, s 4N @1y --~>q)m > (Pb rery (Pm),
gdzie
1 N N
@ £ = ' 3 lay @iy 25u@ adrten@ )
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oznacza lagrangian rozpatrywanego ukladu (i,j = 1,2, ..., N), u jest malym parametrem
oraz Q; jest pewna funkcja charakteryzujaca zaburzenia zewnetrzne i sily dysypatywne
dzialajace na uktad konserwatywny.

Czestosci i amplitudy zaburzen, zalezne od predkosci katowej wirnikdw, okreslaja
rownania

d2g . . “ . .

3 oS =uDiGs, ooy Qs Gis ooy QN5 Gls s Gus @1y s @), I=1,2, ... m.

Zatézmy, ze wzajemny wplyw drgan na ruch obrotowy jest niewielki. Réwnania (3)
mozna wtedy scatkowaé niezaleznie. Oznacza to, ze zmiana amplitudy i czestosci zaburzen
w warunkach niestacjonarnych zalezy tylko od charakterystyki napedu [4]. W ten sposéb
zagadnienie sprowadza si¢ do badania drgan niestacjonarnych, opisanych réwnaniami (1).

Zatézmy, ze czestoscl whasne A uktadu niezaburzonego (1)

N

@ Z[aij(T)éji‘{_bij(T)IQi‘{_cij(T)QE] =0,

i=1
okre$lone z réwnan
(5) D(;b) = H—ai1(1)12+b;j(r)l—{—c,-j(‘r)H =0

spetniaja warunki

=
]

I

ilizlka

g

I
—

i

$wiadczace o mozliwosci wystepowania w ukladzie rezonanséw wewnetrznych.

Zagadnieniu badania drgan w ukladach zyroskopowych z uwzglednieniem rezonansu
wewnetrznego poswigcone sg prace Ju, A. MITROPOLSKIEGO [3] oraz autora [5].

Rozwijajac ideg podang w pracy [5] pokazemy metod¢ otrzymania rozwiazan asympto-
tycznych dla ukladéw drgajacych z cztopami Zyroskopowymi przy uwzglgdnieniu rezo-
nansu wewngtrznego. Metoda ta polega na wykorzystaniu idei wsp6irzednych «quasi-
normalnych» [1] i zasady uérednienia [2, 3] oraz wydzieleniu po prawych stronach réwnan,
sprowadzonych do postaci standardowej, skladowych harmonicznych z argumentami
zmieniajacymi si¢ powoli. Autor ogranicza sie do rozpatrzenia tylko pierwszego przybli-
Zenia, dajacego dostateczng dokladno$é w wiekszoéci zagadnier technicznych.

Przeksztalémy réwnania (1) do wspoéhrzednych quasi-normalnych, stosujac metode
B.W. BuLcakowa [I]. W tym celu napiszmy te réwnania najpierw w postaci kano-
nicznej

dg, _9H  dp _ oH

e o Al R
©) e op;’ dt aq; +ulr,

gdzie

5 e
neSai
= 4
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oznacza funkecje Hamiltona, pozwalajaca na rozwiniecie w szereg wzgledem poteg matego
parametru

@) H = Ho+pH +4* ...,
N N
1
® Ho=3 ) i@ g+ 20,@ a5 @pini,
i=1 j=1
H, jest funkcja zaleina od qi, ..., gn; D1y P2y ooy PN3 @15 ---, @m 1 ich pochodnych, zawiera-

jaca male nieliniowe dodatki do sit sprezystych oraz zaburzen, zalezne od niewywazenia
wirnikéw ;

N N

R 2 Ay ()
R o — = — h; LML 7S
¢ 94; ’ =1 kj=1 At P

sa to sily dysypatywne; R oznacza dysypatywna funkcje Rayleigha; A;;, sa wspotczynnikami
tlumienia.

Po obliczeniu pochodnych wystepujacych w réwnaniu (6) otrzymujemy

N N
3 d : oH
E 0;;(t)g,+ E [51‘1%—}-%1'(’5)171] = —,LLW;—F#Qf,
i=1

© T v
) d . oH
Z l—au% ‘f‘%‘j(f) QJ]‘i‘Zﬁij(T)Pj = ,U—(,)p-:,
j=

=1

gdzie J;; jest symbolem Kroneckera. ,
Postepujac wedtug B. W. Burcaxowa [1] wykonamy kanoniczne przeksztalcenie
Zmiennych ¢;, p; na zmienne x;, y; za pomoca wzoréw

N
g= D IXO@x+YP@ i,
k=1

(10

N
pi= D X%t YR
k=1

VAl AuGA) Fy (R
We wzorze (11) oznaczono

D(%) j=12,...,2N,

Z':]/_—l} Ak(llk):m’ /c:i 2 ..-,N’

D(7) jest wyznacznikiem charakterystycznym uktadu, Fy;(iA,) oznaczaja elementy macierzy
dolaczonej, odpowiadajacej macierzy funkcjonalnej f(1) ukladu niezaburzonego (9).
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Dokonujac w réwnaniu (9) zamiany zmiennych za pomocy wzordw (10) otrzymujemy

N \
dx; . dq; 94 (aH‘ )
- — (DY = #Re{lg [( Oy, ! c?yk) aq, A

ap; 8p, 3H1]} Z Z {(dXU) Y(k) AXyyj (k))
el il I Y
%m “ove ) b, T T

0 5]
+(dY Y(k) dYIs+J Y(k)) }:#Fk(x,y, (P, T)’

dr N+ d
(12) y
d N7 (29 94\ (9H
s -3 e

=
dp; . 0p; \oH: { dxp b0 _dX 5w
+(‘éx—k lﬁyk apj JZ Z N+j dT X} xl+

+(de X4, — di;’(‘;“'X}"))yz}=/~tGk(x’y"”")'

W funkcjach F i1 G symbolami x, y 1 ¢ oznaczono w skrocie caly zbiér zmiennych
{x1, x2, ..o, xn}, s y2, o ond 1 {1, @2, ooy @m}. Zwiazek migdzy wspbirzednymi xi,
X24.e0s XN 1 Y1, Y2, ..., Yy W rOwWnaniach (12) pojawia sig tylko w wyrazach proporcjonalnych
do malego parametru. Dlatego wia§nie nazwano je quasi-normalnymi.

Rézniczkujac pierwsze z rdwnan (12) wzgledem czasu i podstawiajac wielko$é dy,/dt
z drugiego, otrzymamy zamiast ukladu (12) jedno réwnanie rzedu drugiego

d2x;,
“dre

Vij
S = ikgg k'}‘Z(aFk aFL H )-I—Z kaj‘l‘Gk

Rozpatrzymy przypadek, gdy na uklad dziala zaburzenie o pojedynczej czgstodei w. Za-
A

162my, ze w uktadzie wystepuje rezonans wewnetrzny typu 2—‘6—!% ~ A, oraz rezonans
. i

i=1

+}‘12¢(T)xk = [Ltfk(x, 5‘:’ ‘P: T) )
gdzie

Zewnetrzny o = A,.
Niech udy(z) oznacza rozstrojenie miedzy zewngtrzng czesto$cia w i czestoéeig drgan
wlasnych 1, w sgsiedztwie rezonansu. Wtedy

2
z@=%wﬂﬂmm
W przypadku uktadu niezaburzonego (12)
(13) . xk = AkCOS (% (p“!—‘_{,k) >

(14 X = —Ak— wsm( —[—Tk)
ry
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Przyjmujac ze (13) i (14) sa wzorami na przeksztalcenie zmiennych, przeksztalcimy réw-
nanja (12) stosownie do metody wariacji do postaci

A dw

dd—tk = [(Skw —AD) Arcosl+fi(A4, 0, p)+ Avs,—— g sm@,,] sinf,,
(15) ’

d¥, do .

dtk H [(Skw — A7) AicosO-+£ (A, 0, p)+ Aysi dz(') sm0k] cosOy,
gdzie

J‘k:—pi, 01,:&(;0—{—"}7,‘
Ty Ty

Funkcje fi(4, 0, p) okresowe wzgledem 0 i ¢ sa funkcjami o okresie 27, mozna wigc

roztozy¢ je na (N+1)-krotny szereg Fouriera wzgledem 0y, 0, ..., 0y 1 ¢:
N
i( Z n1r0’+n<p)
16) K09 = D D femrs e T

My, Mgy .., My

gdzie fimn (41, ..., Ay, T) 0znaczaja wspotczynniki Fouriera okreslone wzorem

2r 2r N
1 —i( Y '”r0r+"‘p)
(17) ﬁmm = f

ol ,(ffk(A,a,(p)e = b, ..., dydy.

Podstawiajac (16) do réownan (15) i zastgpujac w nich funkcje trygonometryczne przez
funkcje wyktadnicze, otrzymujemy

dAk Y 2 2 2 Ak 2i0, —2I8; 4+
dt s {(skw Zk)—e e

N
l( Z m, +0k+n¢) —l( 2 mro,—ak+n¢)]
r=1

+ Z kamn[e r=! —e

— ‘A’_”’A,T,...,T, »
(18) ,u?l( 1 N 1 N (P)

éﬁ — {(S )_(2+ 2l0k_e—2l6k)+

D D fle

My Mgy ccmpy N

N
’( Z " +0k+'"P) _I( Zmr(?’.—-ok+mp)]
+e r=!
== ,u(.‘72(A1, vary AN, Tl, tees !IUN,([)).
Roéwnania (18) maja postaé standardows, dlatego mozna je rozwiagzaé metoda zaburzen
(perturbacji). Przedstawiajac 4, i ¥, jako superpozycje wolno zmieniajacych si¢ czlonéw

a; iy, oraz sumy matych cztonéw drgajacych i ograniczajac si¢ w zagadnieniach technicz-
nych do pierwszego przyblizenia, otrzymamy

(19) o _ M, W — (),
t

gdzie M{F} i M{F>} sa operatoraml usrednienia wzgledem jawnie wystgpujacego czasu
! H

(lub wzgledem zmiennych katowych zaleznych jawnie od czasu).
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Wykonujac operacj¢ uérednienia otrzymamy réwnania dla pierwszego przyblizenia

dak_____ i
T 2is,w

{Z*ﬁ"""(a? QP) ei(n,w+wk)+2**ﬁmm(aa ?P)ei(mw_wk)}:

Ay _ [

dt - 2ia s, w

{2"ﬁ,,,n(a, PV Srf (a4 TR (R — 2)},

gdzie a, y i m oznaczaja wskazniki zlozone, okreslajace zbior {ai, ..., ax}; {wi, ..., vn};
{my, ..., my}. Symbol I* oznacza sumowanie wzglgdem wskaznikéw, dla ktérych

N

A ,

Y AR
= r Ty

a symbol >** oznacza sumowanie wzgledem wskaznikéw, dla ktérych
N
A .
Z m; &~|—n = Dk
r; Ty

i=1
Oznacza to praktycznie, ze po wykonaniu usrednienia wzgledem szybko zmieniajacych sie
zmiennych katowych, zaleznych w sposdb jawny od czasu, w réwnaniach (20) pozostajg,
tylko czlony zawierajace argumenty zmieniajace sie powoli. Dlatego przed usrednieniem
réwnan (18) nalezy koniecznie wydzieli¢ w nich skladowa harmoniczng z argumentami

zmieniajacymi si¢ powoli, wychodzac z fizycznego znaczenia problemu. W przypadku
tutaj rozpatrzonym argumentami zmieniajacymi sie powoli sa

N

v
m0 (D) +n®p(8)—0,() = um(t).

=1

J

Jezeli w ukiadzie istnieje «prosty» rezonans wewngtrzny (p,/r;) A; = %, oraz rezonans
wewnetrzny « == A, to w poblizu rezonansu argumentami zmieniajacymi si¢ powoli sa
L

=0, =m i %{"’Pj_"lpk = a2,
g -

gdzie

N2 = Lij; A
. ¥
Przypadek zaburzed o wielu czgstodciach jest znacznie bardziej skomplikowany.

Roéwniez w tym przypadku badanie drgan zalezy od zwiazkéw utworzonych przez czestosci
zZewnetrzne wi, wz, ..., w,. Dla uproszczenia ograniczymy sie do przypadku, gdy wérdd.
zaburzefi istnieja dwie czgstodci w; i w;4q zmienne w czasie, ktére co do wartosci roznig
si¢ malo w chwili, gdy jedna z nich, na przyktad o;, wchodzi w rezonans z czgstoécia
wilasna A, Przypadek ten ma praktyczne znaczenie, gdy rozpatruje si¢ drgania wspol-
osiowych wirnikéw turbinowych [4]. W dalszych rozwazaniach zakladamy, ze wplyw
pozostatych sktadowych harmoniczhych jest nieznaczny i ograniczamy si¢ do rozpatrzenia
tylko sktadowych harmonicznych ; i w;+;, ktére dla wygody ozpaczymy w; i w..
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Niech przy rezonansie w; = A, rozstrojenie czestosci zaburzen wy i w, spelnia warunek
w2(7)— w1 (7) = ud(7).
Witedy w uktadzie mozliwy jest ztozony rezonans typu

4
Z mlli‘l‘j)l(L)J—sz(.Oz ~ ;ek.

i=1
W obszarze rezonansu z powodu malej réznicy czestosci w1 1 w2 zachodza zwigzki

_ dyp
@1 0= grbug, =),
Réwnanie (12) mozna wiec zapisaé w postaci
dzx, . . _
d;zk +ZIZ(T)xk = {«tfk(xl, ey XN XL, ey Xy, G, P14 09).

W tym przypadku szczegdlnym rozwigzanie mozna zbudowaé w podany poprzednio
sposob. Podamy tu jeszcze jeden sposéb pozwalajacy doé¢ tatwo vzyskaé rownania pierw-
szego przyblizenia.

Amplituda i faza w pierwszym przyblizeniu okreSlona jest uktadem réwnan

da —
_d—tk = ALLA%U(T’ a,y, Au(p)y

d
:}tz)‘k A(7 )_7 (D) +uB (v, a,p, up),
gdzie a i y oznaczaja zbidr (a1, ..., ay) 1 (W1, ..., Py).

Funkcje 4 i B{Y mozina znalezé wychodzac z zasady u$rednienia pracy wirtualnej:
wykonanej przez sity uogdlnione f,(x, X, ¢, p4-ufp) w czasie petnego okresu drgan.
Piszac wyrazenie na prace wirtualna

oW = ./;((xa i’.: P, (]7+/1¢) (6ak cos@k— 51/)kak sin 0k) ,

gdzie
Ok = & /lkt—i—l/)k
Fy

i rozwijajac to wyrazenie w (N 1)-krotny szereg Fouriera wzgledem 0y, ..., 0y 1 g1 otrzy-
mujemy -

50, 4m]

Z n, 0 +mp1

w= ) ZaW.,,,,e :

g, Mo, iy N

gdzie 6W,, oznaczaja wspoOlczynniki szeregu.
Udredniajac prace wirtualna w czasie okresu drgan i uwzglgdniajac podane poprzednio
uwagi o argumentach zmieniajacych sie powoli, otrzymamy dla 4" i B ukiad réwnan

0A4L 3
) a 2: I:/’{" -— (L)l(T):| 2ak/1ka(1) = i—aW,
(22) 1/:1) ‘ k oW
&Bk P (1) __ a/’{k W
&7/) kI:/q.k“T (01(1)]—|—2/1k14 = —akW——(m,
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gdzie
N N
24P Z @ 2B dB{
dy L oy &y
~ 00 2n 2n
6W ig W “ W
(23) 'ga— (271)N+1 e’ ﬁ((a 6 s P (p1+”99)cosoke d01 . deNa(Pls
k =—~00
2n 2
?SZ: (2ﬂ)N+1 2 e"””f ffk(a 0, 1, @1 +up)sinbee“do, ... dbydp:.
Tuta) o oznacza wskaznik zlozony d1, 62, ..., Oy.

Przyblizenia wyzszych rzedéw mozna znalezé korzystajac z idei metod asymptotycz-
nych Krylowa-Bogoliubowa [2, 3], jednak metody te zwigzane sa z duzymi trudnosciami
obliczeniowymi.
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Peswme

KOJIEBAHMS KBASU-JIMHENHBIX CUCTEM C T'MPOCKOINMHUYECKUMU YNEHAMHA
IIPY HAJIMYWMHM BHYTPEHHETO PE3OHAHCA

ViccnepoBanuio KojieGaHuit B THPOCKONMUECKUX CHCTEMAX NP HAJNHYMKM BHYTDEHHEro PE30OHaHCa
nocBsaweHs! padotel Y0. A. Mutpononsckoro [3] u asTopa [5].

B paseutne npen, manoskennoit B paGore [5], B HOKIage DPacCMATPHBAETCS METOOMKA IOCTPOEHUA
ACHMOTOTHYECKMX DEINEHUH [UIA KONEGATENLHBIX CHCTEM C THPOCKOIMMUIECKHMM UNEHAMH NPH HAJIMUMH
BHYTPEHHErO DEe30HAHCA, OCHOBAHHAS HA WCIOJB30BAHMH MOEH (KBAa3H-HOPMAILHBIXY KoopAuHar [1]
M NpHHIMNA ycpenHeHus (2, 3] ¢ BhIgenenuem B MPaBbIX UACTAX YPAaBHEHMIl, IPHBENECHABIX K CTAHAAPT~
HOYW (opMe, TAPMOHKK C MEJJIEHHO M3MEHAIOLMMHUCA aprymexTamu. IIpy 9TOM aBTOp OTpaHHIMBAETCA
PACCMOTPEHAEM TONBKO TEPBOLO MPUBGIMIKEHNS, QAIOUIET0 JOCTATOYHYE TOMHOCTh A GONBIINHCTBA
TeXHWUECKHX 3a1ad.
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Summary

ON THE OSCILLATIONS OF QUASILINEAR SYSTEMS WITH GYROSCOPIC TERMS
WHEN INTERNAL RESONANCE IS INCLUDED

The problems concerning the oscillations of gyroscopic systems with the internal resonance included
were considered by J. A. MitroproLsk1 [3] and by the author [S].

By developing the concept introduced in Ref. [S], the author shows how the asymptotic solutions
for oscillating systems with gyroscopic terms can be found when the internal resonance is taken into account.
In the method, the concept of the *’quasinormal” coordinates [1] and the mean value principle are applied
2, 31. Then, after reducing the equations to the standard form, harmonic components with te slow va-
rying argumants are separated on the right-hand sides of the equations. The author considers the first
approximation only. This gives the sufficient accuracy necessary in most ol the technical problems.

Praca zostala zloZona w Redakcji dnia 10 lutego 1966 r.
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UTRATA STATECZNOSCI ROZCIAGANYCH POWEOK PLASTYCZNYCH

ZDZISEAW MARCINIAK (WARSZAWA)
1. Warunek statecznos$ci

W przypadku jednoosiowego rozciggania pretow i waskich paséw mozna wyodrebnié
w procesie rozciagania dwie fazy: ‘

1) faze stateczno$ci, charakteryzujaca sie réwnomiernym rozktadem wydtuzenia wzdiuz
0si probki;

2) faze niestateczno$ci, w czasie ktérej nastgpuje koncentracja odksztalcen na pewnym
obszarze probki, podczas gdy pozostale jej czesci, lezace dostatecznie daleko od miejsca
przewezenia, nie tylko nie doznaja dalszych odksztalcen plastycznych, lecz nawet zostaja
odciazone.

W celu wyjaénienia roéznicy w zachowaniu sie materialu w czasie statecznej i niesta-
tecznej fazy rozciagania zalézmy, ze w dowolnym miejscu rozciaganej probki nastapito
nieco wieksze wydluzenie materiatu niz w miejscach sasiednich. To dodatkowe miejscowe
wydluZenie pocigga za soba odpowiednio wieksze umocnienie sie w tym miejscu materiatu,
ale jednocze$nie zwiekszaja sie tam naprezenia rozciagajace, gdyZ zmniejszony przekréj
poprzeczny przenosi¢ musi te samg co poprzednio sile osiowa. Jezeli przyrost naprezenia
uplastyczniajacego, spowodowany umocnieniem, jest wigkszy od przyrostu naprezenia
osiowego, zachodzacego w wyniku zmniejszenia pola przekroju, nastepuje wyréwnanie
odksztalcen w dalszej fazie procesu, a zatem probka zachowuje statecznoéé. W przeciw-
nym przypadku zapoczatkowana niejednorodno$é odksztalcenia bedzie si¢ dalej pogle-
bia¢, co jest oznaka utraty statecznosci.

Podobne zjawiska wystepuja w przypadku cienkosciennej powloki plastycznej poddanej
rozcigganiu w plaskim stanie naprezenia. W celu zanalizowania warunkéw statecznosci
wyodrgbnimy w niej prostokatny element, ktérego krawedzie sa skierowane zgodnie
z kierunkami gléwnymi naprezef. Przyjmijmy, Ze element ten doznaje odksztalcenia
proporcjonalnego. W pewnej chwili wydtuzenia bokéw tego elementn wynosza odpowied-
nio & i &2, a wiec jego odksztalcenie zastepcze jest réwne

2 —
(LD g = -]73_—]/8%—{-8182—{-8% .
Odpowiada temu okre§lona warto$¢ naprezenia uplastyczniajacego, bedacego, zatdézmy,
znang dla danego materialu funkcja odksztalcenia zastepczego o, = 0,(g). Przyjeto,
ze odksztalcenia sprezyste sa tu pomijalnie male.
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Na boczne krawedzie rozpatrywanego elementu dzialaja w plaszczyznie powtoki
naprezenia glowne o, i ¢,, wywolane obcigzeniem powloki sitami zewngtrznymi. Napre-
zenie zastepceze dla plaskiego stanu naprezenia (o3 = 0) wynosi zatem

(1.2) o, = 1/0?—0102—}—03 .

Jezeli o, = 0,, to nastepuje plastyczne odksztalcenie powloki, przebiegajace zgodnie
z prawem plynigcia:
&y 53 €3 E;

(13) 201—0, 20,—01  —o1—0, 20, "

W celu rozstrzygniecia czy rozpatrywany przez nas element znajduje sig w stanie
stateczno$ci, czy niestatecznosci rozwazmy mozliwo$¢é osiagniecia przez niego nieco
innego, lecz réwniez dopuszczalnego kinematycznie stanu odkszialcenia, kiérego nowe
sktadowe r6znia sie od poprzednich odpowiednio o de; i de,. Tego rodzaju wariacje skla-
dowych stanu odksztalcenia powodujg odpowiednig zmiang odksztalcenia zastepczego

2 (2e1+65)0e,-- (22,1 €1) dey
3 & ‘

(1.4) de;

Zmiana ta pociaga za soba dalej zmiang naprezenia uplastyczniajacego w mys$l wzoru

do
1.5 = P §¢..
(1.5) da, i €;
}J_wzgl@dniajqc zwigzki (1.4) i (1.5) wyrazi¢ mozna przyrost napr¢zenia uplastyczniajacego
przez przyrosty sktadowych stanu odksztatcenia d¢; i d¢,. Otrzymamy wéwcezas

_2 (261+4-£2) e+ (26,4 &1) e, _da_p
- 3 &; a's,- '

(1.6) 80,

Jednocze$nie omawiane odchylenie od poczatkowego stanu odksztalcenia spowoduje
pewne zmiany wymiaréw powtoki. Przy niezmiennym jej obciazeniu sitami zewngtrznymi
pociagnie to za soba odpowiednie zmiany naprezen gléwnych o wielkosci do, i do,. Odpo-
wiada temu zmiana naprezenia zastepczego

— (20’r—*0’z) (30'1+ (20’2‘_0'1) 60'2

0y

(1.7 o,

co wynika z rézniczkowania wzoru (1.2).

Jezeli przyrost naprezenia zastepczego do,, spowodowany zaloZzona zmiana wymiaréw
powloki, jest mniejszy od przyrostu naprezenia uplastyczniajacego do,,, zwigzanego
z dodatkowym umocnieniem sie materiahy, to wowczas powloka przejdzie w tym miejscu
w stan sprezysty, a wiec proces plastycznego plyniecia zostanie tu zahamowany. Statecz-
no$¢ powloki jest zatem zachowana.

W przypadku przeciwnym, gdy do, > dc,, mozemy oczekiwag, Ze zalozona na wstepie
niewielka nawet zmiana stanu odksztalcenia zapoczatkuje lawinowy proces dalszego
plastycznego ptynigcia materiatu, co bedzie oznaka niestateczno$ci powloki.
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Ostatecznie zatem, korzystajac ze zwiazkow (1.6) i (1.7), ogoélny warunek statecznosci
powloki mozna zapisaé w postaci nieréwnosci:

(18) (20‘1~0‘2)50'1+(20'2—0‘1)(50'2 2 (261+62)561—|—(282—|-61)582 dO’
20, 3 & de;
bedacej uogdlniona forma warunku statecznoséei podanego przez H. W. Swirra [1] (1952).

Aby na podstawie nicréwnoéci (1.8) mozna bylo wyznaczy¢ zakres statecznoscei danego
elementu powtoki, nalezy jeszeze okre$li¢ jego kinematyczne i statyczne warunki brzegowe
oraz sprecyzowaé zmiany, zachodzace w tych warunkach pod wplywem rozwazanych
wariacji jego wymiarow.

Te dodatkowe informacje o warunkach, w ktérych przebiega proces plastycznego
plynigcia powloki, wyrazaja sie¢ w postaci trzech dodatkowych zwigzkéw zachodzacych
migdzy przyrostami doy, doz, Se1 i ds; 1 opisujacych rodzaj sprzezenia kinematycznych
i statycznych warunkéw brzegowych. Zaleznie od postaci, jaka nadamy tym dodatkowym
zwiazkom, otrzymamy rézne wzory wyrazajace zakres statecznosci powloki. Tym ttumaczy
si¢ duza réznorodno$é wyrazen proponowanych przez réznych autoréw dla przedstawienia
warunku stateczno$ci powtoki. Najwazniejsze z tych propozycji beds teraz kolejno
omowione.

1.1. Rozciaganie powloki niczmienng sila w kierunku 1 przy zachowaniu stalej wartosci stosunku o,/o,
W celu zanalizowania tego przypadku przyjmujemy nastepujace zatozenia co do warunkéw
brzegowych.

1. Naprezenia o; wynikaja z dziatania stalej sily P; przenoszonej przez rozpatrywany
element powloki. Dodatkowe wydtuzenie tego elementu o wielkosci de; powoduje zatem
wzrost naprezenia o wielko§é
(19) 60’1 =0'1'561,

co wynika z warunku, by 8(F - o)) = 0, gdzie F oznacza pole przekroju poprzecznego,
prostopadiego do kierunku 1.

2. ObcigZzenie tego elementu w drugim kierunku gléwnym 2 zmienia si¢ wraz ze zmiana
jego wymiaréw w ten sposdb, Ze stosunek naprezed gtéwnych oz/01 pozostaje niezmienny,
a zatem

(50’2 g2
(1.10) Sor = o
3. Stosunek odksztatcerr gléwnych nie ulega zmianie w wyniku ewentualnej zmiany
wymiaréw elementu, co zreszta wiaze siec z poprzednim zalozeniem. Trzeci zwigzek ma
wiec postaé

(561 €]
1.11 _—=—
( ) (582 &2
W ten sposdb zostaly sformutowane trzy dodatkowe zaleznosci (1.9), (1.10) i (1.11),
wiazace ze sobg wariacje 801, doa, Se1 i Oe;. Po podstawieniu tych zwigzkéw do nieréw-
noéci (1.8) i dokonaniu niezbednych przeksztalced wykorzystujac przy tym prawa plynigcia
(1.3) otrzymamy warunek stateczno$ci w postaci

dO'I, _1_ 20‘1“0’2

(1.12) T T
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Wielko$¢ prawej strony tej nierownosci zalezy od stosunku o2/oy, co przedstawia linia a
na rys. 1.

Warunek (1.12), ktéremu odpowiada ekstremum sity rozciagajacej P, zostal podany
przez A. D. ToMLENOWA [2] oraz P. B. MELLORA [3].

Stal 0,2 %G

04+
031
02
014
T L T T T T T T T T T gl
01 02 03 04 o5 |04 -02 o 02 04 06 08 10
Cdksztatcenie zastepcze ¢; Stosunek naprezen gfownych 6, /0,

Rys. 1

1.2. Rozcigganie powloki przy zachowaniu niezmiennej warfoSci obu sil przenoszonych przez element
powloki w dwu kierunkach gléwnych. W tym przypadku dodatkowe zwiazki zachodzace migdzy
przyrostami do, 8oz, der i de2 wynikaja z nastgpujacych zatozen.

1. Ewentualny przyrost odksztalcenia elementu powloki nie ma wpltywu na wielkosci
sit przenoszonych przez ten element w obu kierunkach giéwnych. Wynikaja stad dwa
réwnania: : :

(1.13) doy = o10¢,
(114) (SO‘Z = 02562.

2. Rozwazany przyrost odksztalcenia powtoki zachodzi zgodnie z istniejacym tam
dotychczas stanem naprezZenia, a wiec

(381 20'1 —0p 681 €1
1.15 L= ] LI L
(1.15) ey 200—0 ub oz &
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Po uwzglednieniu zwiazkéw (1.13), (1.14) i (1.15) nieréwnosé (1.8) sprowadzi sie do
postaci

dO',, . 1 ~ (0‘1—|—9'~2)_(_4-£;'._—70'10'2+40'§)

3
de; o, 403

zaproponowanej przez H. W, SwirTA [1] (1952) i przedstawionej linig b na rys. 1.

1.3. Rozciaganie elementu powloki przy zachowaniu niezmiennej wartosci sit jednostkowych, dzialajacych
w obu kierunkach glownych. Przypadek ten rézni sie od poprzednio oméwionego tym, Ze
zaklada sie niezmienno$¢ sit jednostkowych, a wiec przypadajacych na jednostke diu-
gosci krawedzi elementu. W tym przypadku zmiana naprezenia wynika jedynie ze
zmiany gruboéci powloki g. Z warunkow 6(oig) =0 i 6(o28) = 0 i warunku niezmien-
nej objetosci

5—0 = (363 = —661—662
4
wynikaja zwiazki _
(117) 601 201(561—{—562),
(1.18) 802 = 02061+ de).

Uwzgledniajac te zwiazki oraz zalezno$¢ (1.15), ktéra nie ulega zmianie, warunek statecz-
noéci (1.8) przyjmie postac:

do 1 o140,
(1.19) L. >
de; o, 20,

Warunek ten, odpowiadajacy ekstremalnej wartosci iloczynu (o,g) zostal podany przez
autora [5] (1961). Na wykresie 1 przedstawia go linia c.

W przykladach 1.1-1.3 rozpatrzono trzy najprostsze przypadki sprzezenia kinematycz-
nych i statycznych warunkdéw brzegowych, prowadzace do stosunkowo prostych wyrazen
na warunek statecznosci. Jednakze tego rodzaju najprostsze rodzaje sprzezenia nie odpo-
wiadaja na ogdl rzeczywistym warunkom, w ktdrych przebiegaja procesy plastycznego
plyniecia. W dalszym ciggu rozpatrzone beda nastepne dwa przypadki, w ktérych rodzaj
sprzezenia warunkoéw brzegowych wynika z analizy rzeczywistych warunkéw, zachodza-
cych w konkretnym procesie plastycznego plyniecia.

1.4. Stateczno$¢ cienkoSciennej rury poddanej dzialaniu wewnetrznego ciSnienia p i rozciagajacej sily
osiowej P. W obcigzonej w ten sposdb rurze, ktérej srednica wynosi D, a grubo$¢ $cianki g
panuje naprezenie obwodowe

_prD
[ 2g
i osiowe
nolp P
4g = nDg

Ewentualna zmiana $rednicy o 4D lub gruboSci o dg, zachodzaca przy niezmiennej
wartosci sity P i ci$nienia p, powoduje odpowiednie zmiany naprezen

S0, = PP 0D _ pD og

2 Mechanika teoretyczna
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oraz

éD og P (dg 5§D)
60y = 4g(3”’?) an( T/

Oznaczajac 6D/D = dg; 1 0g/g = des oraz biorac pod uwage warunek statej objetosci
de1+0e,+0es = 0 powyzszym zwiazkom nadaé mozna postaé
(1.20) do1 = 012061+ 0€2),
(121) 50’2 = 0y (581—*—-0’2(562.
Trzeci zwiazek wynika z mozliwoéci swobodnego odksztalcania si¢ materiatu zgodnie
z istniejacym tam uprzednio stanem napr¢Zenia, a wigc przyjmie postaé podang wzorem
(1.15).

Uwzgledniajac te trzy dodatkowe zaleznosci wyrazone réwnaniami (1.20), (1.21)
i (1.15) w warunkach statecznoéci (1.8) otrzymamy po przeksztalceniach

do, 1 _ 30%(201—07) | 202—0,
de; .ap 4o 20, °

Zwiazek ten podat H. W. Swirr [1] (1952). Dla zakresu o2/o; <1 przedstawia go
linia d na wykresie 1. Odmienna propozycje co do sprzezenia warunkéw brzegowych
w tym zagadnieniu przedstawil M. J, HILIER [7].

1.5. Warunek powstawania bruzdy prostopadlej do najwickszego naprezenia. Jak wynika z obser-
wacji, utrata statecznoéci blachy poddanej dwuosiowemu nierdwnomiernemu rozcigganiu
uwidacznia sie powstaniem miejscowego pocienienia w postaci bruzdy biegnacej czgsto
prostopadle do kierunku najwiekszego naprezenia rozciagajacego. Kierunek ten ozna-
czymy przez 1, a drugi prostopadly do niego kierunek lezacy réwniez w plaszczyznie
powloki — przez 2. '

(1.22)

Jezeli bruzda jest dostatecznie dtuga w pordwnaniu z jej szeroko$cia, to proces jej
powstawania uwidacznia si¢ miejscowym wzrostem sktadowej &; odksztatcenia, a wigc
wzrostem wydhuzenia materiatu w kierunku prostopadlym do bruzdy. Druga skladowa
odksztalcenia ¢, jest taka sama w bruzdzie, jak i w sasiadujacych z nia czeéciach powtoki.
A zatem dopuszczalne kinematycznie sa jedynie wariacje skfadowych &1 i €3. Warunek
ten mozZna zapisaé w postaci:

(1.23) de2 = 0.

Drugi zwiazek opisujacy sprzezenie warunkdw brzegowych rozpatrywanego elementu
wynika z warunku niezmienno$ci sity przenoszonej przez powloke w kierunku 1. Warunek
6(018) = 0 biorac pod uwage (1.23) zapisaé mozna w postaci

(124) (30’1 = 01 (561.

Aby przypadkowo zapoczatkowana bruzda nie poglgbiata si¢ dalej, przyrost naprezenia
doy, spowodowany miejscowym zmniejszeniem gribosci, powinien byé proporcjonalny do
przyrostu naprezenia uplastyczniajacego do, wywolanego dodatkowym umocnjeniem si¢
materiall w tym miejsct. A wigc nie powinien powodowaé zmiany stosunku napreZen
gtéwnych oy/o,. Zmiana bowiem tego stosunku pociaga za soba dalsza zmiane stosunku od-
ksztalcen gtéwnych de,/de, i wyzwala lawinowy proces koncentracji odksztalcen w bruzdzie.
Zatem w zakresie statecznoéci powloki podstawowa nieréwnos$é¢ (1.8) musi by¢ spelniona
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nawet przy zaloZeniu o niezmiennym stosunku naprgzef gldwnych. ZatoZenie to prowadzi

do trzeciego zwiazku
60'1 (431
(1.25) For =0
Po uwzglednieniu warunkéw (1.24) — (1.26) nierdwnosé (1.8) przyjmie postac
de, 1 _ o,
(1.26) e raa

ZaleznoSci tej, podanej przez autora [6] (1965) odpowiada linia e na rys. 1.

09 ]

Stal 0,2 % ¢

Odksztatcenie zastepcze w punkcie utraly sfatecznosci &

T T —

04 02 0 02 a4 ds 0.8 )

Stosunek naprezen glownych 6,/6,
Rys. 2

We wszystkich oméwionych dotychczas przypadkach lewa strona warunkdow statecz-
nosci ma postaé (do,/de;) - (1/o,). Wartoéé tego wyrazenia jest dla danego materiatu
jednoznaczng funkcja odksztalcenia zastgpczego e;. Zwiazek ten, zachodzacy na przyklad

2%
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dla migkkiej stali, pfzedstawia wykres zamieszczony po lewej stronie rys. 1. Poréwnujac
dla danego stosunku o2/0, rzedng odpowiedniej linii wykresu umieszczonego po prawej
stronie rys. 1 z warto$cig wyrazenia (do,/de;) - (1/,) po lewej stronie tego rysunku wyzna-
czyé mozna wielko$¢ odksztalcenia ¢; w punkcie utraty statecznosci. Odksztalcenie to,
ktérego nie mozna przekroczyé bez utraty statecznosci powtoki, jest funkcja stosunku
o2/o1, przy czym postaé tej funkcji zalezy od rodzaju warunkéw brzegowych, co uwi-
dacznia rys. 2. Linie a, b, ¢, d, e odpowiadaja omowionym uprzednio warunkom brze-
gowym. Rysunek 2 odnosi sie do migkkiej stali, ktérej wlasnoéci plastyczne podane byty
na rys. 1. - :

2. Przebieg odksztalcenia po utracie statecznosci

Z chwilg przekroczenia zakresu stateczno$ci powloki powstaje w niej pewien ograni-
czony obszar, w ktorym koncentruje si¢ dalszy przyrost jej odksztalcenia, podczas gdy
na pozostatych obszarach proces odksztatcenia plastycznego najczeéciej ustaje. Jezeli przez
g;p oznaczymy odksztalcenie zastepcze w miejscu najwickszej koncentracji odksztatcen,

faza petnej statecznosci
081 _ ... Jaza quasistatecznosci
— — — — foza niestatecznosci
N st 02%¢ £
tal 0.2 %
(] N '/
o/

< 06l o
« . .
o .
g 05 7
3 7 _g_ 9s/9a-0.85
8 s 7 T F

A -~
8 ,/ e
8 /'/ e
2 o9 R
o 7 v .
4 Afe’ 98/94-1 6
S S A U/ do N

8
LY
IS
@
2
8 ot Jal/ga- 095 H
N gk s e e e e B A e e e o et et s et
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Oakeztateenic zastepcze w brutdzie &4

Rys. 3

a przez &, — odksztalcenie, jakie w tej samej chwili wystepuje na pozostalym obszarze
powloki, a wigc w miejscach lezacych poza zasiegiem miejscowego przewezenia, to tego
rodzaju przebieg procesu utraty statecznosci przedstawia linia tamana OAG, pokazana
na wykresie we wspéirzednych &4, &5 (rys. 3). Punkt zalamania A4 jest punktem utraty
stateczno$ci, a jego rzedna &4 stanowi kres mozliwoéci odksztalcenia catej powtoki.
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Tego rodzaju przebieg odksztalcenia zachodzi na przyktad przy jednoosiowym rozcigganiu
pretéw lub waskich ta$m oraz przy rozcigganiu paséw w warunkach zapewniajacych
niezmienng ich szeroko$é.

W pewnych jednak warunkach obserwuje si¢ odmienny przebieg procesu utraty sta-
tecznosci. Mianowicie plastyczne plynigcie powloki poza miejscem przewezenia nie ustaje
nagle jak w omdwionym poprzednio przypadku, ale trwa przez jaki$ czas dalej réwno-
legle z procesem poglebiania si¢ niejednorodnosci odksztalcen jak to na przyktad przed-
stawia linia OBDF na rys. 3. Zjawisko takie zachodzi wladnie w przypadku tworzenia sie
bruzdy, oméwionym uprzednio w p. 1.5.

Aby zanalizowaé dalszy przebieg odksztalcenia po przekroczeniu punktu statecznosci.
rozwazmy prostokatny element powloki ABCD (rys. 4), ktérego krawedzie sa zgodne
z kierunkami gtéwnymi 1 i 2. Rozpatrzony zostanie przypadek, gdy bruzda jest prosto-
padta do kierunku 1. Zatézmy, ze proces tworzenia si¢ bruzdy zostal juz rozpoczety

a b

G ' 71111444,

. WL

6: ] ’L, [~ s Sa

TITTITE = TITTTTF
S 3 / '
: | al >

i w rozpatrywanej chwili grubo$é powloki nie jest jednakowa; w przekroju A-4 wynosi
ona g4, natomiast w przekroju B-B, biegnacym wzdtuz osi bruzdy, grubos¢ jest mniejsza
1 wynosi gg. Warunki brzegowe wzdluz dwu przeciwleglych krawedzi 4B i CD sa tego
rodzaju, Ze pozwalaja na swobodne przemieszczanie si¢ punktéw powtoki w kierunku 1
przy zachowaniu réwnolegtoéci bokéw AB i CD, ktérych odlegto$¢ b zmienia sig w procesie
odksztalcenia. Z warunku tego wynika, ze przyrosty skladowej odksztalcenia &, sa sobie
réwne w obu rozpatrywanych przekrojach, a zatem

db
(2]) T—: dEZA = dEZB = dEz.
Wzdhiz dwu pozostatyeh bokéw rozpatrywanego elementu powloki dane sa statyczne
warunki brzegowe w postaci jednostkowych sit Sy przytozonych do dwu pozostalych

krawgdzi 4D i BC. Poniewaz oba rozpatrywane przekroje A-A i B-B przenoszg t¢ samg
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site Sy, przeto panujgce w tych przekrojach naprezenia 0,4 i 015 musza spetniaé zwiazek
01484 = O1pgp, Ktoéremu po wprowadzeniu oznaczenia

V3 o

2.2) u=-; P
nada¢ mozna postaé
(23) 01484 :—V:UBugB.

NapreZzenia istniejace w obu rozpatrywanych przekrojach musza ponadto spelniaé
warunki plastycznosci:

2 2 5

(24 Opa = 014~ 0140241034,
2 2

(2.5) 0%p = 0p—015025+-03p.

Zalozymy, ze warto$¢ naprezenia uplastyczniajgcego w obu przekrojach g,, 1 0,5 zalezy
od istniejgcego tam odksztalcenia zastgpczego &4 oraz g;p w my$l zwiazku

m dgp 1 _ m
2.6) o, = Ce? lub i

W dalszych rozwazaniach ograniczymy sie do przypadku, w ktédrym sprzezenie sta-
tycznych i kinematycznych warunkdéw brzegowych jest tego rodzaju, Ze stosunek naprezen
gléwnych w przekroju 4-4, a wiec w miejscachi lezacych poza bruzdg, nie ulega zmianie

dJlA : dGZA . deA

2.7 = _ .
@7 014 024 OpA

W przekroju A-A zachodzi zatem odksztalcenie proporcjonalne, a przeto stosunek »
odksztalcen gtéwnych e;4/ex jest tam staly

- &34 _ dG;;A
(2.8) n=-_-= s
Natomiast w przekroju B—B stosunek odksztatcen gléwnych zmienia si¢ w czasie procesu
zgodnie z prawem plyniecia,
desp —013—02B

(2‘9) d€2 - 202B—GIB ’

ktére, po uwzglednieniu zwigzku (2.5) i oznaczenia (2.2), napisaé mozna w postaci

dE3B ]/gu 1
2.10 G _Vou_ 1

Po zrézniczkowaniu zwigzku (2.3) i podzieleniu stronami otrzymanego wyniku przez to
samo réwnanie (2.3) otrzymamy

dam dop

@.11) e+ 2,
018 U

+d3A—
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przy czym

desa =£1ﬁ 1 deyp = ng

&4 gs

Réwnanie (2.11) po uwzglednieniu zwiazku (2.7) napisaé mozna réwniez w postaci

illi — [(ddpA . ) C‘l;'ui (deB . 1 )g@_‘_ dE3A + d€3B]d82_
E2 opB

u doiA dElB dex dEz de;

Uwzgledniajac zaleznoei (1.1), (2.2), (2.5), (2.6), (2.8) i (2.10) réwnaniu powyzszemu

mozna nadaé jeszcze inng postaé

w_(m 2
€14 ]/

przy czym wchodzgce do tego wzoru wartosci &4 oraz & zwigzane sg dodatkowymi
réwnaniami

(2.12) VItutu - 1, V3

e des,
Eip ]/1—112 2]/1— et )82

(2.13) ]/ 1+n+ntes,

E(A—-l/._

de
(2.14) ,,_fl/lg_uz

Réwnania (2.12)-(2.14) stanowia ukiad, ktérego rozwiazanie pozwala wyznaczyé
szukane funkcje &g = &;p(e2) oraz u = u(e2), opisujace przebieg procesu tworzenia sig
bruzdy. Mozna wiec ta droga wyznaczyé réwniez zwiazek zachodzacy miedzy odksztai~
ceniami &;5 Oraz ;4.

Wyniki uzyskane przez przyblizone rozwiazanie tego uk%adu metoda réznic skonczonych
przedstawia linia OBDF na rys. 3. Linia ta odnosi si¢ do przypadku, gdy poza bruzda
wystepuje stan jednoosiowego rozciggania naprezenia o;. Jak widaé z rys. 3 w procesie
plastycznego plyniecia powloki wyodrebni¢ mozna trzy fazy. .

1. Fazg pelnej statecznosci (odcinek OB), w czasie ktérej w bruzdzie spetniony jest
warunek statecznoéci (1.26).

2. Faze quasi-stateczno$ci odpowiadajaca odcinkowi BD na rys. 3. W tej fazie zachodzi
jednoczesne plastyczne plynigcie powloki zaréwno w samej bruzdzie jak i poza nia, z tym
ze niejednorodnoé¢ odksztalcen szybko sie poglebia.

3. Faze niestatecznoéci, ktorej na wykresie 3 odpowiada prosty odcinek DF réownolegly
do osi g. W tej fazie odksztalcenie koncentruje sie wylacznie w bruzdzie, podczas gdy
pozostale czgsci powloki ulegajg odcigzeniu.

W wyniku istnienia quasi-statecznej fazy procesu najwigksze odksztalcenie, jakiego
dozna¢ moze cata powloka (poza bruzdg), przekracza, i to czgsto bardzo znacznie, war-
to&¢ odpowiadajaca punktowi B wyznaczajacemu zakres pelnej statecznosci powtoki.

Warto$¢ tego dodatkowego odksztalcenia, zachodzacego w quasi-stateczne] fazie
procesu zalezy od dwu czyonikéw: wstepnej niejednorodnoéci powtoki oraz sposobu
obciazenia powloki (stosunku naprezen gléwnych).
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Nalezy tu zauwazy¢, ze w celu otrzymania z réownan (2.12)-(2.14) skoficzonej wartosci
odksztatcenia ¢;,4 trzeba, przy wyznaczaniu stalych catkowania, zatozy¢ pewna wstgpna
niejednorodno$é powloki, a wigc przyja¢ pewng, mniejsza od jednosci, poczatkowa wartosé
stosunku gy/g4. W rzeczywistosci niejednorodno$é ta moze byé spowodowana réznymi
czynnikami, np. pasmowym rozkladem zanieczyszczen, miejscowym obniZzeniem granicy
plastycznosci, zadrapaniem powierzchni blachy itd. W kazdym jednak przypadku mozna ja
sprowadzié¢ do niejednorodnosci geometrycznej, wyrazajacej sie poczatkowym stosunkiem
grubosci gp/g 4. Linia OBDF na rys. 3 odnosi sie do powloki o wstgpnej niejednorodnosci
gulgs = 0,95. Linia OCH przedstawia dla poréwnania przebieg odksztalcenia waskiego
pasma o tej samej niejednorodnosci poczatkowej gp/gs = 0,95, zachodzacego w warun-
kach umozliwiajgcych miejscowe zmniejszanie si¢ jego szerokosci.

0,8 4

07 Gs/Ga = 0,975

05 |

0,5

04 |

03

02 S O e e e — —_—

Odksziatcenie poza bruzdg €4

014

o1 02 03 04 g5 06 o7 0.8 09 1,0
Odksztalcenie zastepcze w bruzdzie Cl. 5

Rys. §

Whplyw wstepnej niejednorodnosci jest bardzo znaczny. Widaé to z rys. 5, na ktérym
poszczegdlne krzywe odpowiadaja réznym wartoSciom wstepnej niejednorodnoscei.

Drugim czynnikiem, wplywajagcym na przebieg quasi-statecznej fazy procesu, a wiec
I na wielko$¢ granicznego odksztalcenia powloki poza bruzda &4, jest sposdb obciazenia
powtoki, wyrazajacy sie stosunkiem o,4/0,p. Zalezno$¢ ta jest przedstawiona na rys. 6,
przy czym linia przerywana oznacza przejscie ze statecznosci do quasi-statecznoscei, a linia
ciagla oznacza osiagnigcie stanu petnej niestatecznosci. Jak widaé z tego wykresu,
najbardziej niekorzystne jest rozciaganie powloki przy zachowaniu niezmiennej szerokosci
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odksztalcanego pasma, a wigc gdy o2/o; = 1/2. Wowcezas to bowiem zanika przejiciowa,
quasi-stateczna faza procesu, a graniczne odksztalcenie powloki osigga minimum. Warto
réwniez zauwazyc, 7e w przypadku dwuosxowego rownomiernego rozcwlg'mm (01 = 02)
graniczna warto§é odksztalcenia jest taka sama jak przy jednoosiowym jej rozciaganiu
(0‘2 = 0)

—— koniec quasistalecznosci
{ poczatek niestatecznosci
) 054 — — — koniec pelnej stafecznosci
a { poczalek guasistatecznosci
£
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L
[SKe)
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Q
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Stosunek naprezen glownych 6,/6,
Rys. 6
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TIOTEPS YCTOMUUBOCTHY TNIACTUUYECKUX OBOJIOUEK TIPY PACTKEHMH

B paBote maercst hopmynHpoBKA OBLIEro HANDPABNEHKS YCTONUMBOCTH TOHKOCTCHHOM NIIACTHYCECKON
0GONOYKM, MOABEPIKEHHOM PACTAKEHHIO, B IUIOCKOM HANPSDKEHHOM COCTOSHHK. PaccmaTpuBaeTcs
PAA OCOOBLIX Cly4aeB CONPSDKEHHS KUHEMATHUYECKHMX M CTATHYECKUX KPAacBbIX yCNOBHil M yKa3bl-
BAETCA 3ABHCHMOCTL MEM(IY YCJIOBMAMH, B KOTOPBIX ITPOMCXOMUT MPOUECC IIACTHHUECKOTO TEUEHHS
M TOUKOH moTepw yCTOHuMBOCTH. Bo BTOpOH wacru paGoThl AHAIMSUPYETCH HPOLECC 08pazoBauHs
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GOpO3ALI HA IIOBEPXHOCTH, PACTSITMBAEMOr0 JIKCTOBOTO JKEJIE3a IOCIIE BLIXOAA M3 0BJACTH YCTOHUMBOCTH,
JoxasbIBaeTCs TRKWKE, UTO IPH HEKOTOPLIX KPAEBbIX YCIOBHAX HUMEET MECTO NIPOMEXKYTOYHAs, TAK HA3.
KBa3uyCToiunBas dasa mpoHecca, BO BpPeMsl KOTOPOM NPOHCXONUT HansHeHwass gedopmanusa 060Iouky
BHE GOPO3[(LI, HE CMOTPS Ha INPEBBIUEHHE TOUKHM YCTOHUMBOCTH.

Summary

THE LOSS OF STABILITY OF PLASTIC SHELLS UNDER TENSILE LOADING

General condition of stability of a thin-walled plastic shell, loaded by tension in plane stress conditions
is formulated. A number of particular cases of coupling of kinematic and static boundary conditions is
considered. Moreover, a relation between conditions of plastic flow involved and the point of loss of sta-
bility is derived,

In the second part of the paper the formation process of a neck beyond of the stability range is analysed
It is shown, moreover, that in certain boundary conditions, an additional, intermediate, so-called quasi-
stable stage occurs, connected with plastic deformation of the shell outside the neck in spite of the stability
point being exceeded.

POLITECHNIKA WARSZAWSKA
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GENERATORY TERMOELEKTRYCZNE

TOMASZ WARTANOWICZ (WARSZAWA)

Wykaz waizniejszych oznaczen

natezenie pradu elektrycznego,

opér cieplny termoelementu,
dhugo$¢ lacznika,

= R/r,

optymalna warto$é m,

moc uzyskana z termoelementu,

ciepto doprowadzone do ukladu,

ciepto oddane otoczeniu przez uklad,

ciepto przenoszone droga przewodzenia od goracych do zimnych spojen,
ciepto Peltiera pochlaniane przez gorace spojenie,

cieplo Thomsona wydzielane w obu lacznikach,

opornoé¢ elektryczna obu lacznikdw,

oporno$é elektryczna obcigzenia,

pole przekroju poprzecznego tacznika typu Ni 2P,

temperatura goracego spojenia termoelementu lub goracej elektrody termo-
ogniwa,

temperatura zimnych koncow termoelementu lub zimnej elektrody termo-
ogniwa,

= (T,+ T2/,

= a?o/x — wspdlczynnik Joffego (dobroci materiatu),

wspodlczynnik Seebecka,

sprawno$¢ cieplna generatora,

sprawno$¢ obiegu Carnota,

przewodno$¢ cieplna tacznika typu Ni P,

przewodnoé¢ elektryczna tacznika typu Ni P.

1. Wstep

Ponad 140 lat temu odkryto zjawiska termoelektryczne i stwierdzono mozliwo$é wy-
korzystania ich do bezpo$redniego przetwarzania ciepla w energie elektryczng.

Pierwszym odkrywca zjawiska powstawania sity termoelektrycznej byt T. J. SEeseck [1],
ktéry zaobserwowal przeptyw pradu elektrycznego w zamknigtym obwodzie ztozonym
z réznych przewodnikéw, gdy migjsca polaczeri maja rézne temperatury. Ponadto See-
becka uwaza sig za konstruktora pierwszego generatora termoelektrycznego; jednakze
nie doceniat on swego odkrycia, jak réwniez mylnie je interpretowal. W 12 lat po odkryciu
Seebecka francuski zegarmistrz PELTIER [2] wykryl efekt polegajacy na wydzielaniu sig
albo pochlanianiu (zaleznie od kierunku pradu) ciepla na granicy dwdch rézaych prze-
wodnikow przy przeplywie pradu. Natomiast termodynamiczng analizg zjawisk termo-
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elektrycznych podal po raz pierwszy TaomsoN [3] w r. 1854. Oprocz tego zastuga Thom-
sona jest odkrycie nastepnego zjawiska — tzw. efektu Thomsona. Polega ono na wydzie-
laniu si¢ albo pochlanianiu ciepta przy przepltywie pradu w jednorodnym przewodnikus
w ktérym istnieje gradient temperatury. Dalszym badaczem rozwijajacym teorig genera-
toréw termoelektrycznych byl ALTENKIRCH [4], ktéry w r. 1909 wykazal, ze za pomoca
znanych wowczas przewodnikéw nie mozna bylo uzyskaé wigkszych sprawnosei niz 0,1%.
W zwiazku z tym termoelektrycznosé znalazla zastosowanie jedynie w technice pomia-
rowej (gléwnie pomiar temperatury przy pomocy termoelementow).

Dopiero po drugiej wojnie $wiatowej, szczegolnie poczawszy od ostatnich kilkunastu
lat, nastapit dynamiczny rozwdj materiatéw pdiprzewodnikowych, ktory umozliwit prak-
tyczne zastosowanie generatoréw termoelektrycznych do celéw energetycznych. Wy-
razem tego jest caly szereg prac opublikowanych w tym czasie, omawiajacych zaréwno
podstawy teoretyczne jak i zagadnienia zwiazane z technologia i konstrukcja generatordw
termoelektrycznych. Przyktadowo mozna wymienié m. in. prace JOFFEGO [5-7], KAYE'A
i WELsHA [8], CADOFFA 1 MILLERA [9] oraz SNYDERA [10].

2. Charakterystyka energetyczna generatoréw termoelektrycznych pélprzewodnikowych

Najprostszy termoelement sktada si¢ z dwdch pretéw potaczonych mostkiem meta-
lowym. Przewodnictwo jednego z pretéw ma charakter dziurowy (typ P), a drugiego

@Qd

Go

AW
R
Rys. 1

elektronowy (typ N). Do goracych spojeft doprowadzane jest ciepto Qg, natomiast zimne
konce oddaja otoczeniu niewykorzystana cze$¢ ciepta Qo. Schemat elementarnego gene-
ratora termoelektrycznego przedstawia rys. 1.

Sprawno$¢ cieplna takiego generatora mozna okresli¢ jako stosunek mocy elektrycznej
oddawanej w obwodzie zewnetrznyim, tj.

(2.1) P =DIR
do ilodci ciepta dostarczonego do ukiadu Qg
2.2.1) n = P[Q,.
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Ciepto Q, obejmuje nastepujace sktadniki:
1) ciepto Peltiera pochianiane przez gorace spojenie

QOr, = alTy;

2) nieodwracalng strat¢ ciepta droga przewodnictwa cieplnego od goracych spojen
do zimnych koncow

Qp = /((Tg_Tz)y

gdzie k jest oporem cieplnym obu galezi termoelementu, tzn.
1
k= (x,,S,,—{—x,,S,,)T;

3) potowe ciepta Joule’a zwrécona zrédiu zasilajacemu, t.

%12}',

gdzie r jest oporem elektrycznym obu galgzi termoelementu:

1 1
= (UpSp _I— bllS") 1.
Ponadto nalezaloby uwzgledni¢ ciepto Thomsona wydzielane w kazdej gatezi termo-
elementu:

Tﬂ
do.
Qr= :I:Tf TﬁldT.

W przypadku kiedy przebieg funkcji a,(7) i a,(T) jest identyczny, réwniez gdy « nie zalezy
od temperatury, wowczas

QOr=0.
Jednakze powyzsze przypadki prawie nigdy nie wystepuja, a przyblizone uwzglednienie
ciepta Thomsona sprowadza sie do przyjecia $redniej wartoéci wspolezynnika Seebecka tj.

ap+0a,
~

Uwzgledniajac powyzsze zaleznoéci w rownaniu (2.2.1), rugujac I i majac na uwadze
wzor na site elektromotoryczna okre§lona przez réznice temperatur mozina ostatecznie
otrzymac¢ wyrazenie na sprawnosé

_m_
1
(2.22) —— mil
TR PRIV ink EAE S
Tz, " 2T, m+1
lub

(2.2.3) N = e
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gdzie n, = (T,—T,)/T, jest sprawnoécia obiegu Carnota, m = Rfr, Z = a?s/x oznacza
wspdlczynnik charakteryzujacy wiasnosci fizyczne materiatu, z ktérego wykonany jest
termoelement, wprowadzony przez Joffego, #, sprawno$¢ egzergetyczna.

Wartosci przekrojow obu galezi termoelementu S, i S, dobiera si¢ w ten sposdb, aby
wspolezynnik Joffego Z byt maksymalny dla danego materiatu.

Z warunku
ds _0
13
mamy
(2.3) Z

a?
max — —\3 ?
ey
Gy g,

ktéremu odpowiada optymalny stosunek przekrojow

Sp _ #nOn N
2.4) &= ]/ o

Jak wynika z wyrazenia (2.3), wspoiczynnik Z jest jedynie zalezny od wilasnosci fi-
zycznych materiatu, z ktérego wykonany jest termoelement, niezalezny natomiast jest
od jego wymiarow geometrycznych.

Oproécz tego mozna dobraé parametr m z punktu widzenia maksymalnej sprawnosei
cieplnej termoelementu. Wykorzystujac warunek dnfdm = O otrzymamy

2.5) M = (m),,, = V1+2T,
gdzie

—
T=5(T,+T).

Podstawiajac warto§¢ M do rownania (2.2.2) uzyskamy ostatecznie

M—1
(2'6) nmux = 770 T -
M+ Tg
Termoelement osiaga maksymalng moc przy R = rlub m = 1, czemu odpowiada sprawnosé
2
(27) Mpmax = e 8—T .
e I 2
7T, T,

Na rysunkach 2 i 3 przedstawiono zalezno$é sprawnofci fy,., od Z i od ZT(I) dla
rozmaitych wartosci temperatury 7, (przy czym T, w obu przypadkach byto réwne 300°K).

(1) Ostatnio coraz czgscie] wspolczynnik dobroci materialu definiuje sie jako ZT, co wydaje sig stuszne,
gdyz charakteryzuje on jednoczesnie jego wlasnosci fizyczne i zakres temperatury pracy. Ponadto niektére

! wielkos¢
Ne
ta, jak fatwo sig zorientowag, przedstawia stopiefi nieodwracalnosci procesu wymiany ciepta czyli sprawno$é

egzergetyczng 7p.

ofrodki badawcze (m. in. General Electric Co) okreslaja wsobtczynnik dobroci jako M = 7
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W celu uzyskania wigkszej sprawnosci lub wigkszej mocy na jednostke masy termo-
elementu nalezy dazyé do stosowania mozliwie wysokiej temperatury 7, i materialéw
op uzym Z przy jednoczesnej mozliwie najnizszej temperaturze 7,. Wigkszo$é materia-

Dmax LK s L/%
1000 02
a3r 04
800 a3
700 03 04
021~
600 a5
500 a2 06
o1
400 a1 08
1 1
0 10 20 30

40 50
Z1075 %]

Rys. 2 Rys. 3

16w termoelektrycznych ma stosunkowo wysokie Z jedynie w ograniczonym zakresie
temperatur; dlatego tez generator pracujacy w szerokim zakresie temperatur jest zbudo-
wany z termoelementéw o odmiennych materialach, odpowiednio dobranych. Mozna
to zrealizowaé dwoma metodami: stosujac uklad kaskadowy (rys. 4a) lub segmen-
towy (rys. 4b). Jesli zatozy sig, ze nie ma spadku temperatury na izolatorze w urzadzeniu

o —— A ——

N p! N p!

A
B ¢ D

C

v P ™~ N p"

L~ L% & L%

R R
41
AvAvAvA

Rys. 4. 4,C,D — materialy o wysokim przewodnictwie elektrycznym i cieplnym, B — izolator o wy-
sokim przewodnictwie cieplnym

kaskadowym, wowczas jest ono bardziej wydajne niz segmentowe i sprawno$¢ jego wzrasta
wraz z liczba stopni; a wiec najbardziej wydajnym urzadzeniem powinien by¢ generator
posiadajgcy nieskonczona liczbe stopni. Sprawno$é takiego generatora kaskadowego wy-
nosi [11]

Tﬂ

(2.8) Neo = l—expl—f E(T)if]:

z
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gdzie
| V1¥zT—1

T)= .
(1) VI+ZT+1

3. Aktualny stan rozwoju generaforéw termoelektrycznych

Ostatnie lata charakteryzuja sie niezwykle dynamicznym rozwojem generatordw
termoelektrycznych. Fakt ten mozna uzasadnié¢ tym, Ze obecnie istnieje bardzo duze
zapotrzebowanie na lekkie, malogabarytowe i niezawodne w dzialanin Zrédla energii
elektrycznej; tych wlasnie cech oczekuje sig od generatoréow termoelektrycznych. Przy-
ktadem réznorodnego zastosowania generatorow termoelektrycznych moze by¢ zestawie-
nie zrealizowanych dotychczas i opracowanych izotopowych generatoréw typu SNAP(?),
podane w tablicy 1. Ponadto w tablicy 2 przedstawiono dotychczasowe osiagnig¢cia oraz

Tablica 1. Pracujace i opracowywane géneratory termoelektryczne z izotopowym zrédlem ciepla
(typu SNAP)

Projekto-
SNAP Moc Zastosowanie Paliwo | wany czas Stan.
Nr (W) sycia . rozwoju
3 2.7 Zasilanie satelitow: Pu 238 S lat na orbicie
Transit 4A 1 4B
3M-1 5 Meteorologia Sr 90 2 lata | w eksploatacji
TA 10 Nawigacja Sr 90 10 lat w eksploatacji
7B 60 Nawigacja Sr 90 10 lat | w eksploatacji
7C 10 Zasilanie stacji
meteorologicznej Sr 90 10 lat | w eksploatacji
7D 60 Zasilanie stacji
- meteorologicznej Sr 90 10 lat w eksploatacji
71E 6,5 Sygnalizacja Sr 90 10 lat w cksploatacji
7F Nawigacja “Sr 90 10 lat | w eksploatacji
9A 25 Zasilanie satelitéw PU 238 5 lat | na orbicie
1 25 Sonda ksigzycowa Cm 242 40 dni | dostarczenie w 1966
15A 0,001 Bronie jadrowe PU 238 5 lat W opracowanii
15B 0,001 Bronie jadrowe Pu 238 S lat W opracowaniu
17 30 Satelita komunikacyjny Sr 90 3-5 lat W opracowaniu
19 20 Sonda kosmiczna | Pu 238 S lat W opracowaniu
21 10 Zasilanie urzadzen
glebinowych Sr 90 | 5 lat | w opracowaniu

przewidywania na przyszio§é w dziedzinie rozwoju generatoréw termoelektrycznych.
Oprocz tego w nastepnej tablicy podano przykltadowo szczegdlowa charakterystyke
dla kilku generatoréw termoelektrycznych.

Aktualnie znane materiaty termoelektryczne umozliwiajg osiagniecie sprawnosci ge-
neratora rownej 18,39 [10] — dotyczy to ukiaddéw kaskadowych o nieskonczonej liczbie
stopni dla temperatur ¢, = 1030°C i #, = 30°C. Jak wiadomo, rzeczywiscie otrzymywane

(®) SNAP—System for Nuclear Auxiliary Power—numer nieparzysty dotyczy generatoréw z radio-
izotopowym zrédtem ciepla, natomiast numer parzysty dotyczy generatoréw opartych na wykorzystaniu
reaktora jadrowego jako Zrédtia ciepla.
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Tablica 2, Ogoélna charakterystyka generatoréw termoelektrycznych

Nazwa wlasnosci Warto$¢ liczbowa

Maksymalna sprawno$é teoretyczna Sprawno$¢ Carnota
Sprawno$¢ aktualnie osiggana 2-10% [12]
Przewidywana sprawno$¢ przy uwzglednieniu

rozwoju 10% [13], 15%; [12]
Moc elektryczna obecnie uzyskiwana do 5 kW [12], [14]
Przewidywana moc elektryczna jednostki

w 1980 do 200 kW [13]
Moc wlasciwa (uwzgledniajac tylko uklad

przetwarzajacy) 0,016—0,05 W/g [12]
Temperatura goracych spojen 450—800°C [12]
Temperatura zimnych spojen 20—200°C [12]
Czas pracy bez przegladu. Od 100 dni do wielu lat [12)
Aktualny jednostkowy koszt budowy (w do-

larach) 2000 dol./kW [13]
Przewidywany jednostkowy koszt budowy
w roku 1980 200—500 dol./kW [13]

sprawnosci sa o polowe mniejsze [_12—13], a przyczyn tego stanu nalezy dopatrywaé sie
w nierozwiazaniu w nalezytym stopniu kilku zasadniczych problemdw, zwiazanych z bu-
dowa generatorow [15-18]. Spodrdéd tych probleméw mozna wymieni¢ nastepujace:

3.1. Opornosé kontaktowa. Wystgpowanie opornosci kontaktowej zlacza pogarsza dzia-
lanie urzadzenia powodujac spadek sprawnosci w stosunku do przewidywanej teoretycz-
nie. Wykonanie dobrego zlacza jest niezwykle trudne. Obecnie jedna z powszechnie
stosowanych metod laczenia materialéw termoelektrycznych jest lutowanie ultradzwie-
kowe; spojenie wykonane w ten sposéb ma opdr kontaktowy rzedu 5-107° do 2+ 10—
QJcm?, przy czym dokladne metody laboratoryjne pozwalaja na uzyskanie jeszcze mniej-
szego oporu, tj. 2+ 1077 do 107° Q/cm? [18]. Ponadto ztacze powinno si¢ odznaczaé
odporno$cia na wysokie temperatury, natomiast lut nie powinien dyfundowaé do ma-
terialéw taczonych oraz charakteryzowac si¢ wysoka przewodno$cia cieplna.

3.2. Wyb6r ukladu konstrukcyjnego. Jak juz wiadomo z p. 2 generatory termoelektryczne
buduje si¢ wedtug dwdch zasadniczych systemdw, mianowicie w ukladzie kaskadowym
i segmentowym (segmented device). Urzadzenia kaskadowe (rys. 4a) zostaly poprzednio
scharakteryzowane ogoélnie; nalezy jeszcze wymienié gtéwne wady wystepujace w tego typu
urzadzeniach: straty cieplne i elektryczne na spojeniach lutowanych oraz stosunkowo
wysokie straty cieplne na izolatorach elektrycznych oddzielajacych od siebie poszcze-
gdblne stopnie kaskady. Aby unikna¢ tej ostatniej wady, nalezy budowad generatory w ukla-
dzie segmentowym. ' - - .

Zwigkszenie uzytecznego zakresu temperatur dla danego materialu mozna dokonaé
przez zmiang koncentracji domieszek. Na rysunku 5 podano wykres wspélczynnika Z
dla danego podstawowego materialu w funkcji temperatury 7 dla kilku wartosci pozio-
moéw domieszkowych, wzglednie ten sam wykres moze przedstawiaé trzy odmienne mate-
rialy o réznych poziomach domieszkowych. Uzyteczny wspolczynnik Z odpowiada
punktom znajdujacym si¢ na obwiedni tych krzywych. Jak z tego wykresu wynika, dzigki

3 Mechanika teoretyczna
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Tablica 3. Charakterystyka szczegélowa niektérych generatorow termoelektrycznych

Typ generatora Uklad Uklad Eksperymen-
z radioizotopami z reaktorem jadrowym talny gene-
rator termo-
Wiasnoéci ~— SNAP 3 SNAP 9 SNAP 10 | SNAP 10A | elektryczny
Sprawno$é ogolna (%) 5,5 5,5 2,7 1,6 4,7
Moc elektryczna (W, kW) 53 W 14,5 W 254 W 0,5kW S kW
Jednostkowa pojemno$é ener-~ brak brak brak
getyczna (Wh/g) 7 1570 danych danych danych
Moc jednostkowa (W/g) ‘ 0,0016 0,0027 0,004 0,0011 brak danych
Temperatura goracych spojen : brak
(°C) 590 480 614 danych 600
Temperatura zimnych spojen brak
(°C) 200 115 344 danych 50
o . g 3 6 brak ( ;kmk, 10.000
as pracy bez przegladu miesiace lat danych res VZ)" godzin
wotnosci)
U-ZrH
symulator (mieszanina
Zrédlo energii (paliwo) Po 210 Pu 238 Y uranu i wo-
Bl elektryczny
dorku cyr-
konu)
Waga (kg) 2,3 5,4 63,5 2,50 brak
danych
przypusz- 1962 budowa
Rok budowy 1959 czalnie 1961 | (dad eks- |y yon- | 1960
(brak danych)| PeYMen tai- czeniu
ny)
anm'esote} Westing- Westing-
Minning i house Elec- house Elec-
Konstruktor ll-\i/f]agmgzktu- usa tric Co USA tric Co
USA S
USA S USA
Zrédlo informacii [12], [15] [12] [16] [17] [14]

odpowiedniej konstrukcji galezi termoelementéw mozna znacznie zwickszyé sprawnoéé
generatora przez rozszerzenie uzytecznego zakresu temperatur. Istnieja dwie zasadnicze
metody wykonania takich galezi. Pierwsza z nich polega na oddzielnym. przygotowaniu
odpowiedniej liczby elementéw z réznych materialéw lub z tego samego materiatu, lecz
o réznych koncentracjach domieszkowych, a nastepnie zlutowanie ich w formie odpo-
wiedniej galezi termoelementu (rys. 6a). Jednakze opory kontaktowe ztaczy wystepujace
w segmentowych galeziach wplywaja na spadek sprawnosci. Oprécz tego powstaje doéé
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trudny problem mechaniczny spowodowany réznymi warto$ciami wspoiczynnika rozsze-
rzalnosci taczonych elementow.

Druga metoda (nie zrealizowana dotychczas praktycznie), polega na wykonaniu
jednolitej galezi termoelementu z danego materiatu, w ktérym stopniuje si¢ domieszki

n7<n2<n3

4

Ny

T ——a

Rys. 5

(rys. 6b), w wyniku czego uzyskuje si¢ ciagla zmiang koncentracji domieszek wzdiuz dhu-
gosci lacznika. Metoda ta, choé eliminuje ujemne cechy poprzedniej, stwarza nowe trud-
noéci natury technologicznej, do ktérych nalezy zaliczyé: 1) trudnosci w wykonaniu
tacznika o Zadanym gradiencie skladu, gdyz domieszki beda dyfundowaé w taki sposéb,
aby wyréwnaé gradient koncentracji, 2) wystepowanie dyfuzji w niskich temperaturach.

Ny - n

N ————
e

(n<ng)

Rys. 6

3.3. Problem materialu. Materialy termoelektryczne powinny charakteryzowaé si¢ na-
stepujacymi wihadciwosciami:

1) wysokim wspétczynnikiem Joffego Z,

2) odpowiednimi wilasnosciami mechanicznymi, tj. wytrzymalo§cia w wysokich tem-
peraturach i minimalnym wspdlczynnikiem rozszerzalnoscei,

3) odpowiednimi wlasno$ciami chemicznymi,

4) odpowiednimi wlasnoéciami elektrycznymi,

5) odpornoscia na dzialanie promieni radioaktywnych.

Problem materialowy bedzie szczegétowo oméwiony w nastgpnym punkcie.

3.4. Zrodlo ciepla. Problem wiasciwego wyboru rodzaju Zrédia ciepta i jego konstrukcji
ma decydujacy wptyw zardwno na niezawodno$¢ dziatania urzadzenia, jak i na ogélng
sprawno$¢, Ostatnio, z uwagi na rozwdj energetyki jadrowej, coraz wigksze zaintere-
sowanie budzi zrédio ciepta jadrowe, a szczegSlnie — izotopowe (por. tablica 1).

3*
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4. Aktualny stan rozwoju materialéw termoelektrycznych

4.1. Ogdlna charakterystyka materialéw polprzewodnikowych. W celu zilustrowania obecnego
poziomu rozwoju materialéw termoelektrycznych poétprzewodnikowych przedstawiono
tablice 4 wg Jaumota [18], obejmujaca najcickawsze rodzaje materiatdow.

Tablica 4. Zestawienie najbardziej obiecujacych materialow termoelektrycznych poiprzewodnikowych

. Optymalna tempe- | Maksymalne war-
Materiat termoehlaktryczny ratura pracy tosci Z.10-3
polprzewodnikéw ©0) (°K=Y)

Zwiazki grupy I-VI AgoTe-1,3
do 600 AgsSe-2,5

Agz Tei Se AgSbTe~1,9

Zwiazki grupy III-V do 700 InGaAs-1

Gailnz AsiSb (stop)

Zwiazki grupy IV-VI PbTe do 550 * | PbTe-3

Ge i Pbz Se i Te GeTe do 650 GeTe-1,2

Z\.;vi‘qzki grupy.V—VI Bi:Tes do 350 BisTes-SbsTe—4

BiiSbzSeiTe Sb.Ts do 350

Zwiazki grupy I-III-VI

(budowa chalkopirytu) 550 CuGaTe-3

Ag, Cu-Ga-Se, Te

Zwiazki ziem rzadkich 1000 CesSil

Ce, Sa, Gd, Thz O, S, Se, Te

Z przedstawionej tablicy mozna wyciggnaé nastepujace wnioski:

1. Jak do tej pory nie znaleziono dostatecznie dobrego materialu odpornego na wy-
sokg temperaturg, co jest szczegdlnie wazne ze wzglgdu na tak atrakcyjne Zrddia ciepta
jak energia stoneczna i nuklearna. Co prawda, ostatnio poklada si¢ doéé duze nadzieje
w zwiazkach krzemu (tzw. krzemki, nie wymienione w tablicy). Przykiadem takiego ma-
terialu moze by¢ stop BC [19], ktérego trwatos¢ jest dostatecznie duza do temperatury
980°C, a wtasnosci termoelektryczne sa rowniez zadowalajace.

2. Dziwnym wydaje sig fakt, ze takie materialy jak Bi,Te; i PbTe s3 nadal jeszcze
do chwili obecnej podstawowymi skladnikami zwiazkow termoelektrycznych (szczegdl-
nie Bi;Tes). Jednakze znaczny postep w dziedzinie péiprzewodnikdw termoelektrycznych
na pewno je niedtugo wyeliminuje. Takim przypuszczalnym «nastgpca» wymienionych
sktadnikéw podstawowych wydaje si¢ by¢ selenek gadolinu GdsSe; [18] o niezwykle
wysokim Z = 45-10-3 °K*. Jak dotad nikomu nie udalo si¢ potwierdzié tych wynikéw.

3. Wszystkie dobre stopy i zwiazki obejmuja VI grupe, szczegblnie chodzi tu o tellur,
ktéry jest trudno dostgpny i drogi. Ostatnie wyniki badan siarczkéw ziem rzadkich po-
zwalaja przypuszcza¢, ze w przyszio§ci beda one mogly zastapi¢ tellur. Ponadto nalezy
podkreslié, ze wigkszo§¢ powszechnie uzywanych pélprzewodnikéw jest nieodporna na
dzialanie promieni radioaktywnych. '
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4.2. Ogbina charakterystyka soli stopionych na tle polprzewodnikéw. Efektem poszukiwan
nowych rozwiazafi urzadzei do bezposredniego przetwarzania ciepta w euergi¢ elek-
tryczna sa termoogniwa na stopionych solach. Stopione sole byly przedmiotem ba-
dan od dawna, lecz jedynie od strony zjawisk elektrochemicznych w nich zachodzacych;
natomiast dopiero w r. 1960 SunpHEM [20] jako pierwszy wskazal na mozliwo$é wykorzy-
stania ich jako materiatu termoelektrycznego do budowy generatordw termoelektroche-
micznych (3) [21].

Stopione sole wykazuja kilka niezwykle korzystnych wtasciwosci w pordwnaniu z pét-
przewodnikami, mianowicie:

1) stosunkowo wysoki wspdtczynnik Seebecka a« = 0,3-2,0 mV/°K (dla péiprze-
wodnikdéw ¢, = 0,3 mV/°K);

2) wzglednie niska przewodno$é cieplna x» = 0,001-0,01 W/jcm °C

3) jak wykazaly badania eksperymentalne zaréwno wspélczynnik a jak i przewod-
no$é x nie zaleza od temperatury, natomiast przewodnoéé elektryczna roénie monoto-
nicznie z temperaturg;

4) niewrazliwoéé na dzialanie promieniowania radioaktywnego,

5) mozliwo$¢ pracy w szerokim zakresie temperatur,

6) stosunkowo duza liczba zwiazkéw i kombinacji materialéw wskazuje na stuszno$é
przewidywan co do mozliwosci zbudowania wysokosprawnych urzadzen.

Jak wynika z wyzej wymienionych wiasciwosci, pojedyncze termoogniwo moze po-
siada¢ stosunkowo wysokie napigcie 1 w zwiazku z tym wystarczy mniejsza ich ilo§¢ dla
uzyskania okre§lonego woltazu w przeciwienstwie do termoelementéw pélprzewodniko-
wych.

Jednakze termoogniwa charakteryzuja sie réwniez pewnymi niekorzystnymi cechami,
ktére towarzysza bezpos§redniemu przetwarzaniu energii. Wérdd tych cech mozna wy-
mieni¢ nastepujace jako najistotniejsze:

1. Stopione sole odznaczaja si¢ niska przewodnoécia elektryczng o = 110 Q-1 ecm™,
co znacznie wplywa na zmniejszenie wspétczynnika dobroci Z. Pomimo tego ZiTo [22]
uwaza, ze mozna znalezé sole, dla ktérych Z = 10- 1073 °K1,

2. Kazda elektroda metalowa ma ograniczona zywotno$¢ z uwagi na wystepujaca
w termoogniwie reakcje elektrodowa. Te¢ ceche mozna by czeéciowo zlikwidowad
przez zastosowanie pomocniczego urzadzenia dla zamiany elektrod w ogniwie, tj. zimnej
na goraca i odwrotnie lub w pewnych przypadkach przez dobdér odpowiednich kombi-
pacji materialéw i okreslong konstrukcje ogniwa, aby nie bylo potrzeby okresowego od-
wracania np. przez zastosowanie elektrod gazowych [23-24].

3. Specyfika konstrukcyjna termoogniwa zwiazana ze stopiona sola jako materialem
termoelektrycznym cieklym.

5. Ogolna zasada dzialania termoogniwa na stopionej soli

Zasada dzialania termoogniwa polega na wykorzystaniu efektu Peltiera w stopionej
soli, tzn. istnienie réznicy temperatur pomiedzy elektrodami chemicznie symetrycznego

(®) Generator termoelektrochemiczny oznacza baterie termoogniw; natomiast okreslenie «elektro-

chemiczny» podkrefla, Ze przeplywowi pradu towarzyszg zaréwno reakcje elektrochemiczne jak i prze-
ptyw ciepla.
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ogniwa, w ktérym obie elektrody sa wykonane z fego samego materiatu, powoduje po-
wstawanie potencjatu termogalwanicznego, zwanego krocej termopotencjalem (STEM).
Podstawowa réznica w odniesieniu do klasycznego termoelementu pdiprzewodnikowego
jest to, ze przeptywowi pradu elektrycznego przez termoogniwo towarzyszy transport
materiatu jednej z elektrod.

Ogdlny schemat takiego termoogniwa mozna przedstawi¢ w sposoéb nastgpujacy:

tgcznik elektroda elektrolit elektroda facznik
(stopiona sol)
(B) (4) ! (4) (B)
T, T,

: A

Elektroda A jest odwracalna wzgledem jednego z jondw stopionej soli. W zwigzku z tym
elektroda moze by¢ metalowa albo gazowa. Jak wykazato wielu badaczy, m. in. SENDEROFF
[23] i Zito [22], dzieki stosowaniu elektrod gazowych uzyskuje sig-wyzsze wspdtczynniki
Seebecka «.

Opisane ogniwo jest szczegdlnym przypadkiem bardzo ogélnego zjawiska termo-
elektrycznego, zwigzanego z kontaktem pomiedzy odmiennymi przewodnikami elektrycz-
nymi w gradiencie temperatury. Prace WAGNERA [25], LANGEGO [26] i in. wykazaly teore-
tyczna rownowazno$¢ pomiedzy termoogniwami a termoelementami metalicznymi
lub pdlprzewodnikowymi, co pozwala stosowaé prawa i zalezno$ci matematyczne doty-
czgce tych ostatnich w odniesienin do pierwszych.

Szczegblowe omdwienie teoretycznej analizy pracy termoogniwa, jak rowniez wyniki
badai eksperymentalnych podat autor w pracach [27-30], ostatnio ukazala si¢ réwniez
interesujaca praca D. C, WHITE'A i innych [24] dotyczaca do$wiadczen z termoogniwem,
w ktérym zastosowano elektrody gazowe. ' ,

Termoogniwa na stopionych solach wydaja si¢ byé obiecujacym zZrédtem energii
elektrycznej. Stosunkowo skape wyniki dotychczasowych badan zaréwno teoretycznych
jak i do$wiadczalnych nie pozwalaja przewidzieé §ciéle kierunku przyszltych zastosowan
praktycznych.
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Summary

THERMOELECTRIC GENERATORS

The paper presents the survey of the development of the thermoelectric generators. The present stage
in the development of the design of the thermogenerators and thermoelectric materials is given, The possi-
bilities of practical applications of these electric energy sources are shown. Also, a special kind of termo-
clectric generator, called the thermoelectrochemical generator, is briefly described.
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MECHANIKA

TEORETYCZNA

[ STOSOWANA
3, 4 (1965)

TEORETYCZNA I DOSWIADCZALNA ANALIZA NOSNOSCI GRANICZNEJ ROZCIAGANEGO
PRETA Z WYCIECIAMI O NIESYMETRYCZNIE NACHYLONYCH KRAWEDZIACH

LECH DIETRICH (WARSZAWA)

1. Wstep
Analiza naprezen i odksztalcen rozcigganych plaskich pretéw z karbem moze byé
przeprowadzona przy zalozeniu plaskiego stanu odksztalcenia, o ile grubosé preta 2h
(rys. 1) jest wystarczajaca. W. ZUKOWSKI [1] wykazatl, ze dla preta z ostrym karbem kato-
wym przy stosunku h/a >4 zaréwno wielkod¢ sity zrywajacej, odniesionej do jednostki
powierzchni, jak i warto$é naprezen umownej granicy plastycznosei praktycznie nie ulega

2b,

Rys. 1

zmianie. W pracy [2] badano prety z karbem o zaokraglonych narozach i stwierdzono,
ze dla stosunku A/a > 2 praktycznie realizuje si¢ ptaski stan odksztalcenia. Wystarczajaca
warto§¢ stosunku A/a = 3 wynika z badan przeprowadzonych w pracy [3], w ktorej zaj-
mowano si¢ pretami z karbem ostrym i o zaokraglonych narozach. Autorzy zaznaczajg
jednak, ze jeszcze dla hja = 6,67 istnieje wplyw gruboéci 24 preta.

Przy zalozeniu materiatu idealnie plastycznego odksztatcenia dla glebokiego karbu
sq zlokalizowane w najwezszym przekroju, a ich zakres jest okre§lony polem linii poslizgu.
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W niniejszej pracy analizowane sa duZe odksztalcenia, ktore uzasadniaja przyjecie
modelu ciata sztywno-plastycznego. Teoretycznie pret ulegnie zniszczeniu, gdy jego sze-
roko$¢ w najwezszym miejscu zmaleje do zera (g — 0).

Jesli w warunku plastycznosei przyjmiemy rzeczywista granice plastycznosci o, dla
danego materiatu, to no$no$¢ graniczng dla preta z karbem bedzie okreélata sita P, ktérej
przekroczenie spowoduje powstanie duzycli odksztalcen. Ze wzgledu na wzmocnienie
materialu pret taki bedzie jeszcze mégh przenosi¢ wzrastajace sity az do osiagnigeia P,,..
Dalsze rozcigganie spowoduje szybko zniszczenie preta. Noénoéé graniczng odniesiong
do sily P,,,. mozna okre§li¢ przez podstawienie do warunku plastycznoéci naprezen od-
powiadajacych wytrzymato$ci na zerwanie R,.

Majac okre$lone kinematycznie dopuszczalne pole predkosci mozna analizowaé
odksztalcenia powstate w karbie podczas rozciggania. Zagadnieniem tym dla preta z sy-
metrycznym pétokragtym glebokim wycigciem zajmowat sig¢ A.J. Wang [8]. Parametry
geometryczne byly tak dobrane, ze siatka linii poslizgu sktadata si¢ wylacznie ze spirali
logarytmicznych. Rozwiazanie dla naprezen i predkosci wykonano analitycznie metoda
Riemanna. Aproksymujgc to rozwiazanie okre$lono ksztalt brzegu podczas catego pro-
cesu odksztalcenia. Jak podaje autor, bledy powstale wskutek przyjecia upraszczajacych
zalozen mieszcza si¢ w granicach bledu stosowanej konstrukcji graficznej.

Podobne rozwazania dla preta z prostokatnym gigbokim wycigciem przeprowadzit
E. H. Lee [9]. Po zbudowaniu pola linii poslizgu podzielit on caty czas procesu odksztal-
cenia na szereg przyrostow At i dla kazdego czasu okreélit ksztalt brzegu. W pracy [10]
ten sam autor badat odksztalcanie brzegu i kwadratowej siatki dla preta ostabionego
symetrycznym wycieciem katowym. Ze wzgledu na ostre zakornczenie karbu nastgpuje
rozdzielenie materiatu na dnie wycigcia. Odksztalcenie kwadratowej siatki dla potokrag-
tego karbu badano w pracy [11]. Majac predkodci w kazdym punkcie siatki okreélano
jej przemieszczenia dla odpowiednio malego przyrostu czasu 4.

Analiza procesu odksztalcenia przy zalozeniu, Zze uplastycznienie nastepuje w calym
najwezszym przekroju, jest mozliwa, gdy stosunek b/a jest wigkszy lub réwny pewnej
liczbie statej dla danego typu karbu.

Podstawowa teoria rozwigzywania zadan w plaskim stanie odksztalcenia jest wy-
czerpujaco podana w pracy [4]. Tu zostang podane tylko zwiazki, ktdre musza by¢é spel-
nione wzdtuz charakterystyk, oraz niektore ogoélne uwagi dotyczace rozwigzania.,

2, Rozwigzanie dla naprezen i predkoSci
W zagadnieniach plaskiego stanu odksztalcenia rriamy pig¢ niewiadomych, mianowicie
trzy sktadowe naprezenia oy, 0y, 74, oraz dwie sktadowe wektora predkosci ptyniecia v,, v,.
Roéwnania mozna rozwiazywaé niezaleznie dla naprezen i predkoéci, o ile warunki brzegowe
sq dane w naprezeniach. Przez podstawienie w znany sposob warto$ci A 1 » zamiast na-
prezen otrzymujemy uklad réwnan typu hiperbolicznego, ktoéry rozwigzujemy metoda
charakterystyk. Zwiazki wzdluz charakterystyk sa nastgpujace:

dy .
pe tg v, A—wv = const wzdluz a,

Ty . .
v —ctgv, A+4-v = const wzdtuz §.
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Wykorzystujac wiasnodci siatek Hencky’ego-Prandtla mozna wykre$lnie zbudowaé
pole linii poslizgu. Dla niesymetrycznego zaokraglonego wyciecia pole to jest przedsta-
wione na rys. 2,

y-
L
\ ]
N\
AR =7
\ SJE B /
7 74
! 4 A\ 5>}f
’II \—_ })
B\ eiyB 0
AL - X
ﬁ‘.—”—vr

- "Rys. 2

Dla karbdéw z zaokraglonym dnem rqzwiqzanie w postaci zamknigtej zostalo podane
przez R. HiLra [4]. Naprezenia osiowe wzdluz najwezszego przekroju wynosza:

o a, =l2_k_{i4—1n [1+ %(ey—l)]}.

Graniczng sile P mozna obliczy¢ przez catkowanie wartosci o, na obszarze calego przekroju.
Wzér na wspélczynnik zwiekszenia no$nosci granicznej w stosunku do preta bez karbu
o wymiarach przekroju 2ax2h ma postaé:

@D Fiaor = (149 =2 (7=1=9).

Pole predkosci dla karbu niesymetrycznego jest okre§lone jednoznacznie (rys. 2).
Zewngtrzne linie poélizgu ACDE'F' i A'C'DEF s3 liniami nieciggloéci predkosci. Jesli
sztywne cze$ci poruszaja sie z predkoscia ve, to wzdiuz zewnetrznych linii mozna wyznaczyé
skltadowa normalna predkosci. Pozwala to na okreflenie predkoéci w catym uplastycz-
nionym obszarze. Oczywifcie wzdtuz charakferystyk musza by¢ spelnione réwnania
Geiringer.

Rozktad predkosci w polu linii po$lizgu mozna wyznaczyé réwniez w prosty sposéb
wykreSlny przez zbudowanie hodografu [6]. Na rysunku 3 przedstawiony jest plan pred-
koéci dla pola ograniczonego punktami ACDEF. Tréjkat BEF porusza si¢ jako ciato
sztywne z predkosdcia odwzorowana przez wektor OB’ (rys. 3). Predkosci punktéw naleza-
cych do obszaru BCDE sy okre$lone wektorami, ktérych korce leza na tuku C'B’. Na-
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tomiast luk 4’B’ odpowiada zaokraglonej czgici brzegu 4B. Podczas catego procesu od-
ksztalcania hodograf jest ten sam.

Szeroko$¢ 2b czeSci chwytowej musi byé tak dobrana, aby nie zostal przekroczony
warunek plastycznosci w zadnym miejscu poza obszarem plastycznym. Dostateczng

X -a=1

L r=0,166

Rys. 3 Rys. 4

zserokos$¢ 2b mozemy uzyskaé budujac przedtuzenie siatki linii poslizgu w obszar sztywny
(rys. 4). Dla wyciecia o kacie y = #/6 1 wymiarach: a = 1, r = 0,166 teoretyczny sto-
sunek bedzie réwny b/a = 2,3. Przedluzenie w obszar sztywny zostalo wykonane dla
preta o takim samym ksztatcie wyciecia, jaki mialy prety uzyte w doswiadczeniu.

3. Proces odksztalcenia

Dla teoretycznego okre§lenia odksztalcen naniesiono na pret kwadratows siatke.
Caly czas procesu podzielony zostat na dziewieé etapdw. Analize odksztalce utrudnia
fakt, ze wraz z kazda zmiang poloZenia danego punktu zmienia sig¢ jego predkosé. Przyj-
mujac odpowiednio male przyrosty czasu mozemy zatozyé, ze predko$é punktu jest stata
w czasie 4¢. Dla kazdego etapu za predko$é czasteczki przyjmowano jej predko$é w chwili
poczatkowej. Kolowa cze$¢ brzegu byla aproksymowana jako tuk kota w kazdym etapie
odksztalcenia. Zmienia sie zar‘c’)w‘no promien tego kota jak i potozenie jego $rodka na osi x.
W pracy [8], w ktdrej analizowano odksztalcenia pretow z karbem symetrycznym, wy-
kazano, Ze przyblizenie takie dobrze odpowiada rozwiazaniu $cisteru.
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Na rysunku 5 pokazano ksztalt brzegu w drugim, széstym i ésmym etapie. Rysunek
ten zostal wykonany przy przyjeciu predkosci dolnej czesci preta za zerowa. Goérna czeéé
preta przesuwala sig z predkoscia v = 2vo. Caly czas trwania procesu odksztalcania az
do uzyskania szerokofci 2a = 0 zostal oznaczony przez T. Promief zaokraglenia dna

Y

karbu powigksza si¢ w miarg postepowania procesu i wzrasta obszar linii po$lizgu utwo-
rzony przez spirale logarytmiczne. Prostoliniowa cz¢$¢ brzegu BF zmniejsza sig 1 przesuwa
réwnolegle. Po czasie ¢ = 0,623 - T obszar uplastyczniony zmniejsza si¢ do trojkata
krzywoliniowego A4BsCs. Dalsze prowadzenie procesu powoduje symetryczne odksztal-
cenia wzgledem chwilowej osi x.

Na rysunkach 6, 7, 8 i 9 pokazano poszczegdlne etapy odksztalcenia kwadratowej
siatki. Predko$é gornej i dolnej czgéci preta wynosita 29 = 1. Latwo zauwazyC, Zze mate-
rial w gérnej czeéci preta, ktéry doznal silnych odksztalcen, zostaje odcigzony i prze-
suwa si¢ jako cialo sztywne. Natomiast w dolnej czeSci preta kazdy nastgpny obszar
plastyczny obejmuje swoim zasiggiem jeszcze nieodksztalcony material. Jak wynika
z rys. 8 i 9 najwieksze odksztalcenia wystepuja w poblizu dna karbu.

Pret wykonany z rzeczywistego materiatu ulegnie zniszczeniu wcze$niej, niz to prze-
widuje teoria ciata idealnie plastycznego. Jednak ksztalt utworzonej w procesie odksztal-
cania krawedzi dolnej cze$ci preta powinien mieé podobny charakter jak na rys. 9. Ob-
serwacja ztoméw pozwala sprawdzi¢ stusznoéé przyjgtego pola predkosei.
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4. Wyniki dos$wiadczen

Zbadano 16 prébek wykonanych z migkkiego stopu aluminium o wytrzymalosci na
rozerwanie R, == 15,3 kG/mm2. State wymiary wynosily: 2¢ = 6 mm, 2k = 20,4 mm,
2b; = 16 mm, r = 0,5 mm, kat y = /6. Wymiary 2b i kat 6 byly rézne. Prébki podzielono
na trzy serie w zaleznosci od kata ¢ (rys. 11), ktéry wynosit 0°, 20°, 40°. Kazda seria skiada
si¢ z czterech probek o réznych stosunkach b/a.

Wszystkie prébki byly rozciagane na hydraulicznej maszynie wytrzymaltosciowe;j,
a odksztalcenia mierzono za pomoca dwdéch tensometréw czujnikowych umieszczonych
po obu stronach probki. Rozcigganie prowadzono az do zerwania i notowano site P,

Jako kryterium wyznaczania wartosci napre¢zefl, przy ktodrych caly przekrdj znajduje
si¢ w stanie plastycznym, przyjmowano umownie okre§lona zmiane modulu stycznego.
Granica uplastycznienia jest punktem stycznosci wykresu z prosta, dia ktérej tga; =
= 0,3tga (rys. 11).

Na rysunku 10 przedstawiono wyniki doswiadczen. Ciagla krzywa gorna reprezentuje
punkty odniesione do maksymalnej sity. Krzywa dolna przedstawia zalezno§¢ P, /Fo =
= f(b/a). Teoretyczna warto§¢ stosunku b/a = 2,3 dobrze odpowiada rzeczywistemu
zachowaniu si¢ materiatu zar6wno w odniesieniu do granicy uplastyczmenla jak 1 do
ity Prax

Wyniki uzyskane dla tych samych stosunkow b/a, ale réznych katéw ¢ nie wskazuja
na jakosciowy wplyw zmiany tego kata na noéno$¢ graniczna. Nlew1e]k1e réZznice w war-
toSciach naprezen mieszcza sie w granicach rozrzutu.

5. Ocena no$nosci granicznej

Dla wystarczajacej szerokoéci 2b czesci chwytowej no$no§é graniczna okreSlamy za
pomocg wzoru (2.1), z ktérego mozna obliczyé wspoéltczynnik zwigkszenia nosnoéci gra-
nicznej dla tego typu karbu. Nastepnie mozemy podaé teoretyczne obcigZenie graniczne
zaréwno w odniesieniu do granicy uplastycznienia, jak i do granicy wytrzymatosci na zer-
wanie R,. Linie przerywane AB i A'B’ (rys. 10) przedstawiaja uzyskane stad rozwigzanie.
Odpowiednie wartoéci granicy uplastycznienia oraz R, wzigto z rzeczywistego wykresu
rozciagania dla preta bez karbu (linia przerywana na rys. 11).

Na uwage zastuguje fakt, ze teoretyczny wspétczynnik zwickszenia noénosci granicznej
odnosi si¢ w naszym przypadku réwniez i do maksymalnych naprezen, jakie moga by¢
przeniesione. Podobny efekt stwierdzono réwniez w pracy [2}.

Przy niewystarczajacej szerokodci 2b czesci chwytowej mozemy z wystarczajacq dla
celow praktycznych dokladno$cia ocenié¢ no$no§é graniczng przez podanie jej dolnego
1 gérnego oszacowania. Zakladajac dowolny kinematycznie dopuszczalny schemat od-
ksztalcenia poréwnujemy prace wykonana przez naprezenia z pracg sit zewnetrznych.
Otrzymana w ten sposéb wartoéé obcigzenia granicznego nie jest mniejsza od $cistego
rozwiazania. Mozna przyjaé, ze zniszczenie nastapi przez poélizg w plaszczyznie pod
katem 45° do osi preta (rys. 12). Dla takiego schematu odksztalcenia maksymalna sila
okreslona z warunku réwnoéci prac bedzie

P = 2k-2h(a+b)

4 Mechanika teoretyczna
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i stad naprezenia:
b
o=k (1 + ;) .

Dla réznych wartoéci stosunkéw b/a otrzymujemy linie CD i C'D’ (rys. 10). W zakresie
bJa = 2-2,3 lepsza ocene uzyskujemy ze schematu odksztalcenia podanego przez R. HirLa,
ktory jest réwniez kinematycznie dopuszczalny.

Dolng ocene no$nofci granicznej otrzymujemy ze statycznie dopuszczalnego pola
naprezen. Otrzymane obciaZzenie nie jest wigksze od rozwiazania Scistego. Dla pola na-
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prezen przedstawionego na rys. 13 uzyskujemy najwieksza warto$é obciaZenia granicznego
w przypadku, jesli we wszystkich czterech tréjkatach bedzie osiagniety stan plastyczny.
Z k6t Mohra, przy spelnieniu warunkéw cigglodci, otrzymujemy wzér na maksymalne
naprgzenia w postaci
2b
o=2k- e
Zaleino$C ta jest przedstawiona linjami 1 i 1’ (rys. 10).

Oceng dolna mozemy réwniez okresli¢ wykorzystujac przedtuzenie w obszar sztywny.
Jest to bowiem statycznie dopuszczalne pole naprezen, ktére spelnia rownania réwnowagi
i warunki brzegowe, a warunek plastycznosci nie jest nigdzie przekroczony. Z jednego
z podstawowych twierdzen teorii plastycznoéci wynika, ze dodanie materialu nie moze
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Rys. 14

zmniejszy¢ no$nosci granicznej. Na tej podstawie mozemy stwierdzié, 7e no$noéé gra-
niczna preta z karbem o kacie 1 (rys. 14) nie moze byé mniejsza od nosnosci preta z karbem
o kacie . Sciste rozwiazanie dla preta z wycieciem o kacie ¢ mozna przyjaé jako dolna

bla
22

1.8

1,6

14

12

Rys. 15

oceng nosnoéci granicznej preta o kacie ¢r. Na podstawie wykonanych przedtuzed w obszar
sztywny sporzadzono wykres zaleznosci bja = bja(a) (rys. 15). Linia ciagla przedstawia

4%
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karb ostry, a przerywana karb z zaokragleniem o promienju r = 0,166a,. Majac dany
stosunek b/a mozemy okresli¢ z wykresu kat a, dla ktérego istnieje $ciste rozwiazanie,
Przy malych promieniach zaokraglenia mozna korzysta¢ z krzywej 1 bez obawy popel-
nienia duzego bledu. Wzér na wspolczynnik zwiekszenia no$noéci granicznej dla karbu
ostrego ma postaé

f=1+a.

Ocena dolna okreSlona w ten sposdb jest bardziej zblizona do rozwiazania $cistego. Dla
réznych stosunkéw b/a oszacowanie od dotu bedzie teraz okreélata linia 2 i 2° (rys. 10).
Przy wartoéci b/a = 2,3 ocena dolna staje si¢ rozwigzaniem Scistym.

Maksymalne odchylenie otrzymanej oceny od krzywej uzyskanej na drodze doswiad-
czalnej wynosi:

1) dla no$noéci granicznej odniesionej do granicy uplastycznienia przy b/a = 1-2,3
14% i przy bja > 2,3 3,8%;

2) dla nos$nosci granicznej odniesionej do wytrzymatoéci na zerwanie przy bja =
= 1-2,3 9% i przy b/a > 2,3 4,8%.

6. Whioski

Przeprowadzone do$wiadczenia potwierdzaja stuszno$é teoretycznego rozwiazania,
z ktérego wynika, ze nosno$é graniczna dla preta z niesymetrycznym karbem (rys. 1)
bedzie taka sama jak dla preta o analogicznym wycigciu symetrycznym. Na rysunku 10
punkty oznaczone gwiazdkami odnosza si¢ wlasnie do symetrycznego karbu. Kat ¢ nie
wplywa na warto$¢ granicznych naprezef.

Natomiast dodany material (zakreskowane pole na rys. 1) utrudnia plastyczne od-
ksztalcenia dolnej czesci preta. Wplywa to w istotny sposdb na realizowane pole predkoscei.
W przypadku preta z niesymetrycznym wycieciem pole to jest okreslone jednoznacznie.
Z obserwacji ztomdw prébek wynika, ze pole predkoéci przedstawione na rys. 2 jest stuszne.
Wydaje sig, ze warto$¢ kata ¢ bedzie miala wplyw na charakter pola predkosci. Do$wiad-
czalne okreslenie tego wplywu nastrecza jednak duze trudnosei.
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Pesmome

TEOPETHUYECKUY U OKCIIEPUMEHTAJILHBIN AHANIW3 HECYIIEN CIIOCOBHOCTH
CTEP)KHEHN, ITOOBEPIAEMBIX PACTIKEHUIO, OCIABJIEHHBIX HECUMMETPUYHON
BBITOYKOMN

B paBote uccnexyerca nedopMauMa M HECYIIAs CIIOCOGHOCTh CTEPHKHEN ¢ HECUMMETPHYHOMN BBITOUKOL
(puc. 1). Ha ocHOBe NECTKO-HAEATHHO IUIACTHMYECKOrO AHANM3a MCCHEAYIOTCH AeOpMALHM NEpBO-~
HAYATBHO ¥BaqpaTHOM CETH, HAHECEHHOH Ha creprieHb. Ha pucynxax 6, 7, 8 1 9 moxasanbl OTHENLHbIE
aTanbl ATOr0 upouecca.

B 3KCIIepMMEHTANBHOH 4acTi paboThI CTEPIKHH C PASNIMYHLIMUA OTHOLUEHUAMY b/a U yriamy ¢ moaBep-
ragMck PacTAYKEHUIO BIUOTh A0 PasphIBa. Pesynerarnl MpHBeneHb! Ha puarpamme 10. Oxu cpaBHuBa-
IOTCSE C TEOPETHYECKOM OLEHKOHM Hecyuled CcrocoGHOCTH.

Hcnons3yss NpoAo0yKEHHE MOJA HAIIPSDKEHMI B JKECTKYX0 OBNACTh MOYKHO IONYYHTH HHYKHIOO OllEeH-
Ky Hecyileil criocobGHocTH. DTa OneHKa Gosee Grm3Ka TOUHOMY 3HAYEHHIO, YEM T2, KOTOPYIO MOMHO HO-
JIYYUTH TPH TIPAMEHEHHMH CTATHYECKH JONMYCTHMOrO IOJS HANPKEHM, Ipenoxennoro B. [TPATEPOM,

Vi3 npuBeNEHHBIX PE3YJIBTATOR BBLITEKAET, UTO HECYLUAST COOCOOHOCTL ANSI CTEPIKHSI C HECUMMETPH-
yeckoit BriTouKod (puc. |) Gymer paBHOM Hecyuwel COCOGHOCTH AHANIOTHYHOTO CTEPYKHS C CHMMETPHU-~
HOM BpITOUKOM. Jl0BaBNEHHBIN 33 CYET AaCHMMETDMH MaTEPHAJ CYLIeCTBEHHO BNHSET ¥a XapaxTep IOJd
CKOPOCTH.

Summary

THE THEORETICAL AND EXPERIMENTAL YIELD POINT LOAD ANALYSIS
FOR NONSYMMETRICALLY NOTCHED BARS PULLED IN TENSION

The study on strain and yield point load for non-symmetrically notched bars (Fig. 1) is presented.
The deformation of the initially quadratic net drawn on the bar was studied under the assumption that the
material is rigid-perfectly plastic. In Figs. 6-9 the stages of this process are shown.

In the experimental part of the study, the non-symmetrically notched bars of different ratio b/a and
different angles were pulled in tension until fracture, The results are shown in Fig. 10. The comparison
of the results with the theoretical yield point load is given.

By extending stress field into the rigid part, the lower bound of the yield point load may be obtained
with a better degree of accuracy to the exact solution that the solution with the application of the statically
permissible stress field proposed by W. PRAGER.

It follows from the analysis that the yield point load for non-symmetrically notched (Fig. 1) is the
same as for a similar bar with symmetric notch. However, the significant influence on the character of
the velocity field is caused by the additional material.

ZAKLAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGLYCH
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN
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WYBRANE ZAGADNIENIA TEORII PLYT REISSNERA I TEORIH PEYT TROJWARSTWOWYCH

RYSZARD GANOWICZ (POZNAN)

1. Wstep

Problem plyt grubych, postawiony w klasycznej teorii sprezystoéei [1 1 2], nie zostal
do chwili obecnej rozwigzany w sposob zadowalajacy. Wynika to ze zlozonosci problemu,
w ktérym wymagane jest spetlnienie warunkéw brzegowych zaréwno na powierzchniach
gérnej 1 dolnej jak i bocznych. Jako pewne uproszczenie dopuszcza sig¢ w teorii plyt
grubych spetnienie warunkéw brzegowych na powierzchniach bocznych w sensie $rednim,
to znaczy, zada si¢ spetnienia ich na krzywej ograniczajacej plyte dla wielkoéci wypadko-
wych. Uproszczenie to, opierajace si¢ na zasadzie Saint-Venanta, pozwolilo na rozwig-
zanie tylko niewielu przypadkéw [2].

Najdalsze uproszczenia wprowadza tak zwana klasyczna teoria plyt cienkich ogdlnie
biorac anizotropowych. Teoria ta jest rozbudowana niezwykle szeroko i dla wielu tech-
nicznie waznych przypadkéw daje dobre, w poréwnaniu z do§wiadczeniem, przybliZenie.
Ma ona jednak szereg niedostatkéw migdzy innymi dlatego, Ze nie uwzglednia si¢ w niej
odksztalceri wywolanych sitami poprzecznymi. Niedokladnosé te wielu autoréw starato
si¢ usunaé na przestrzeni ostatnich lat dwudziestu. Powodem tych staran sa potrzeby
wynikajace z praktyki inzynierskiej, mianowicie w coraz wiekszym stopniu wprowadza
sic do konstrukcji elementy ptytowe, powlokowe i belkowe z tworzyw sztucznych jak
i elementy o projektowanej niejednorodnej strukturze wewngtrznej. Naleza tutaj elementy
wielowarstwowe, ktore projektuje si¢ w ten sposdb, ze pewnym warstwom przypisuje
si¢ okre§lony charakter pracy. Na przyklad pewne warstwy przenosza, ogdlnie biorac,
naprezenia normalne, a inne, zgodnie z ich cechami wytrzymato§ciowymi, naprezenia
styczne. Konstrukcje takie, powszechnie uzywane w lotnictwie, coraz czesciej pojawiaja
si¢ w budownictwie ladowym, pomijanie wigc odksztatcern wywolanych sitami poprzecz-
nymi w warstwie, gdzie wystepuja tylko te sily, jest niemozliwe do przyjecia.

Teoria ptyt cienkich nie zdaje tez egzaminu w dnalizie stanu naprgzenia ptyt jedno-
rodnych o wymiarach spotykanych w konstrukcjach stropéw grzybkowych czy plyt fun-
damentowych, dlatego tez ukazalo si¢ duzo prac dotyczaccych ptyt grubych na podiozu
sprezystym, np. prace [3 1 4].

Doédwiadczenia wykazuja, ze w przypadkach oméwionych wyzej, analiza stanu na-
prezenia, przeprowadzona w oparciu o teorie plyt cienkich, daje obraz falszywy.

W zwiazku z powyzszym szereg autoréw [5-10] wprowadzifo pewne modele plyt,
w ktérych uwzglednia sie odksztalcenia postaciowe. Zamierzeniem tych autoréw byto
podanie teorii opisujacej zjawisko zginania plyt przy uwzglednieniu odksztalcen wywo-
tanych sitami poprzecznymi, przy czym powinna to byé teoria mozliwa do wykorzystania
praktycznego. W pierwszym rzedzie wymienié nalezy tutaj prace E. REISSNERA [5], ktéry:
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a) zaklada, ze naprezenia normalne oy, 0, oraz styczne 7., maja rozktad prostoliniowy
wzdiuz grubosci ptyty, a styczne %,,, T,, maja przebieg paraboliczny,

b) wprowadza §rednie warto$ci odksztatcen, ktére oblicza z porédwnania pracy wy-
padkowych sit na §rednich (sprowadzonych) przemieszczeniach z praca odpowiednich
naprezen na rzeczywistych przemieszczeniacl,

¢) uwzglednia naprezenia normalne o, prostopadte do powierzchni $rodkowej piyty.

W teorii tej otrzymuje sie nastgpujace zwiazki migdzy przemieszczeniami sprowadzo-
nymi i rzeczywistymi [11]:

h
3 H 2z \?
” Z .
wy = o7 ,f w [1~ (—h—) ]dz sprowadzone ugigcie,
)

h
2
6 2z .
Wy =2 U= dz sprowadzony kat obrotu wzgledem osi x,
h
2
h
2
6 2z .
w3y = W 2 sz sprowadzony kat obrotu wzgledem osi .

Sprowadzone katy obrotu pokazano schematycznie na rys. 1. W przypadku gdy w, =
= — Jw,/dx, napr¢Zenia styczne wynoszg zero.

":[lr Il }x‘

Suwy
0x
0
\3&’*0, =ty =0
&
—— —\— =40, %“;1=0
Rys, 1

Dalsza grupe prac stanowia te, w ktorych zaklada sig, ze plyta zbudowana jest z ma-
teriatu poprzecznie izotropowego, przy czym w kierunku prostopadlym do powierzchni
Srodkowej plyta jest niesci§liwa. Nalezy tu wymieni¢ prace A. KroMMa [6]. Poza tym
J. L. BoavL i E. REISSNER [7] zajmowali si¢ takZze takim modelem plyty, rozwazajac jednak
warunki brzegowe na krzywej ograniczajacej nie tylko w sensie érednim i dlatego nazwali
ten problem «dwu 1 pot wymiarowympy.

Indywidualne podejicie do =zagadnienia piyt grubych wykazali W.Z. WrLAsOw
i N. N. LeonTIEW [3]. Wprowadzili oni tzw. teori¢ bimomentowa, ktdrej pierwszym przy-
blizeniem jest teoria plyt cienkich.

Szeroka klasg ptyt, w ktoérych uwzglednia si¢ odksztalcenia wywolane sitami poprzecz-
nymi, stanowia ptyty tréjwarstwowe. Teoria tych plyt rozwija si¢ w chwili obecnej nie-
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zwykle szeroko. W teoriach tych plyt najczeiciej zaklada sie, ze warstwy skrajne sa sy-
metryczne i spelniaja zalozenia teorii plyt cienkich, natomiast warstwa srodkowa, stalej
gruboéei, jest niedcifliwa i pracuje jedynie na odksztalcenia postaciowe. Podstawowe
réwnania takich plyt mozna znaleZé w pracach N.J. HorrFa [12], ALEKSANDROWA [13]
oraz C. LiBovE'a i S. B. BATDORFA [14]. Opierajac sie na tych modelach wielu autorow
uzyskato konkretne rozwigzania [15 i 16].

Najbardziej technicznie uzasadniony jest trochg¢ uproszczony model plyty tréjwar-
stwowej, mianowicie taki, w ktérym zaklada sig, Ze warstwy skrajne przenosza jedynie
naprezenia normalne i styczne poziome stale na gruboéci warstwy (brak sztywnosci na
zginanie warstw skrajnych), a warstwa §rodkowa pracuje jedynie na naprezenia styczne 7,,.
Na rysunku 2 pokazano schematycznie rozklad naprezed oraz odksztalcenia takiej plyty.
Yak widaé z tego rysunku, rozklad naprezen omawianej piyty tréjwarstwowej przypomi-
na belke dwuteowa. Co ciekawsze, tak zdefiniowany model plyty tréjwarstwowej jest
szczegblnym przypadkiem plyty reissnerowskiej ze wzgledu na pewng analogie odpo-
wiednich zalezno$ci. Wykazemy to w pracy.

o
i —= == 6,0, Ty
——
%) T Tyz

w 0y ————— (9% _,
ox _Ox ox
(4 X
| S ——
=0
Rys. 2

Praca niniejsza po$wigcona jest wyprowadzeniu podstawowych rozwigzan dla piyt
reissnerowskich i dzieki prostej analogii dla ptyt tréjwarstwowych o warstwach skrajnych
bez sztywno$ci na zginanie. Twierdzenie E. BETTIEGO 0 wzajemnoéci prac i rozwigzania
podstawowe, wyprowadzone w niniejszej pracy, nie sg znane (wedlug rozeznania autora)
w literaturze omawianych piyt.

Jak wiadomo, twierdzenie E. Bettiego i rozwiagzania podstawowe osobliwe znajduja
zastosowanie przy konstruowaniu rozwigzan wielu probleméw brzegowych teorii sprezy-
stosci oraz teorii ptyt cienkich.

Celem podania analogicznych zaleinosci dla ptyt reissnerowskich i dla ptyt tréjwar-
stwowych jest wykazanie, Ze takze w teorii tych plyt wiele probleméw brzegowych mozna
rozwigzaé w oparciu o twierdzenie o wzajemnosci przemieszczefi i podstawowe rozwig-
zania osobliwe. W ten sposéb teoria omawianych plyt pomimo bardziej zlozonego modelu
moze by¢ blizsza zagadnieniom technicznym ze wzgledu na wspdlny z teorig plyt cienkich
sposdb rozwigzywania probleméw brzegowych.

Punkt 2 podaje podstawowe zalezno§ci bez specjalnego uzasadnienia ze wzgledu
na mozliwo§¢ znalezienia ich w literaturze. W punkcie 3 podano wywoéd podstawowej
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dla calej pracy zasady E. Bettiego. Natomiast omdwienie probleméw poruszanych w dal-
szym ciagu pracy podano w punkcie 5.

2. Rownania podstawowe

Ponizej podamy zasadnicze zwiazki dotyczace zarédwno plyt reissnerowskich jak
i plyt tréjwarstwowych spelniajgcych zalozenia podane w p. 1. Réwnania réwnowagi
podamy w réznych postaciach, ktére moga by¢ przydatne do uzyskania konkretnych roz-
wiazan.

Punktem wyjéciowym otrzymania réwnah réwnowagi beda zaleznosci miedzy silami
wewnetrznymi i oméwionymj w punkcie poprzedmm przemieszczeniami sprowadzonym1
Dla ptyt reissnerowskich otrzymujemy [11]:

—D[awz—kaﬂ 6-‘”(1“)], qx=5—hG(a;z}+a%),

5h E 6 \ d
gdzie:
D= W]{:}E”T) , E G,» —.staie materialowe.

W dalszym ciagu pracy zajmiemy sig plytami reissné_ro.wskimi poddanymi dzialaniu
obcigzenia normalnego p(x, y) oraz momentéw roztozonych: Xp(x, y) i Yu(x,y). Dla
wycietego z takiej plyty elementu (rys. 3) otrzymamy nastepujace réwnania réwnowagi:

3mx 3mx
T g X = O,
(22) am'\y +amy qy—ILYM = 0’
a . a ‘

Wstawiajac zwigzki (2.1) do (2.2) otrzymamy nastepujacy uklad réwnan ze wzgledu
na niewiadome w1, ws, w3:

3&)3 _ 6p
| ot 52 T T e
23) ?ﬁ’i+[1—L & ‘92] o d Ly s GLinhlp | 6
' 770 1=v oxdy  25E(1—») ox | 5hG™M
c_?&_ﬁ 147 J2w, [ R © 6v(1+v)h dp 6
gy 10 1—» dxdy 5(1=»)ay2 10 dxz | 25E(1—») dy ' 5hG M
Powyzszy uklad réwnan moze byé podstawg otrzymania rozwigzan dla konkretnych
zadan przy spelnieniu odpowiednich warunkéw brzegowych.
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Uklad réownan (2.3.) mozemy takZe sprowadzi¢ do trzech oddzielnych réwnad na
trzy funkcje przemieszczed. W tym celu nalezy postuzy¢ sig znanym postepowaniem
HiLBerTA. Ze wzgledu na wielokrotne uzywanie tego sposobu w literaturze [15, 17, 18]
podamy ponizej jedynie koricowe rezultaty w postaci nastgpujacych trzech rownan:

h2
V2|l ——— V2 .
Vvay (1 10 v )F1 5
h2 6v(1+v) op Xy
PAveY (A v/} 2
@9 VV(I 10V)F2 SEh ox D
h 6v(1—{—v) op Yy
2V2 — V2 _ -
VV(I 10V)F3 SER dy D
§0x
m Yy
)
. By D /‘ My
v (o (5
My Y/ % mxy"’o—mydy
’ .
my+ o':" dx mxy+3";—"” dx qy+o—zﬂdy
gyt Dq"dx
Rys. 3

Natomiast przemleszczema sprowadzone * w; (z 1,2, 3) wyznaczy¢ mozemy z naste-
pujaccych zwiazkow:

h 1 pe d I 8 h
—(1-Wv)(1 1—v5V)F‘ ax(l—l—OVz)Fz % (1——1—6V)F3,

0 h? h? 3 h 1+v

. 02 R 1+
2.5) —I—M(I—FE — Vz) R,
e,k F2 14
“’3“—5(1 10 )F‘+axay(+101 VZ)F“L |
h 02 14
el o3

Uklad réwnan (2.4) wraz ze zwiazkami (2.5) réwnowazny jest ukladowi réwnan (2.3).
Sposéb wykorzystania ukladu rownan (2.4) zostanie pokazany w dalszym ciggu pracy.
Zanalizujemy teraz przypadek jednorodnych réwnaf ukiadu (2.4)
B2

(2.6) VZVZ(I—EVZ)F,-zo, i=12,3.
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Rozwiazanie takich réwnan mozemy przedstawié w postaci sumy [19]
@7 Fi = Bi+H;,
gdzie

V2V2B; = 0, (1— L VZ) =0.
Lalwo si¢ przekonaé, ze dla funkcji Hy mamy w; = w2 = w3 =0 ze wzgledu na

2
powtarzanie sie zalezno$ci (1—% V2) F; w zwiazkach (2.5). Ponadto ze wzgledu na to,

7e mamy do czynienia z zagadnieniem szdstego rzedu, rozwigzanie mozemy skonstruowaé
tylko za pomoca jednej funkcji biharmonicznej i jednej H;. Stad po wykonaniu przeksztal-
cef otrzymamy dla przypadku (2.6) nastgpujaca reprezentacje niewiadomych (por.

[15120]):
w1=(1— 1_1_vh—52V2)B

(2.8) Wy = ——g—f—}—%—f, V2V2B =0,
w3 = —g—f—%—, (l—f—éVZ)H:O.

Pozostaje jeszcze w przypadku powyzszym problem rozwiazan szczegélnych uktadu
rownan niejednorodnych, ktéry nalezy rozpatrze¢ w rozwiazaniach szczegdtowych.

W przypadku plyt tréjwarstwowych, spelniajacych zatoZzenia podane w punkcie
pierwszym, otrzymuje si¢ zalezno$ci zblizone do podanych powyzej dla plyt reissnerow-
skich. Ponizej podamy te zwiazki powolujac si¢ na wczesniejsza prace autora [21].

Zwigzki miedzy sitami wewnetrznymi i przemieszezeniami @i, @2, @3 sa nastgpujace:

o ops Jps . dpy
my, = D, ( + ay) Gx = 2Gsh1((p2+ ax |’
0 0 0
2.9) m, = D ( Dy ;;) g, = 2G hl(«p3+ ¢)
_ 11— 3(p2 3(]73 _ 2Edh§
May = Di 5 (3y+3x FT =)

gdzie E, v oznaczaja stale materialowe warstw skrajnych, a G; = G,, = G,; modut
odksztalcenia postaciowego warstwy érodkowej.
Post¢pujac podobnie jak poprzednio, otrzymujemy nastepujace przemieszczeniowe
réownania réwnowagi:
3<Pz 9ps _ P
V2 =
Pt ox Ty T T 3G

R
@iy o (1 n_ % 12 ) 1L Pgs Xy

= o2 2 02| 2 1w axdy  2G.h°
Qpo _mlyw @g (1 m P m ) Y
3y 2 1—»; 0xdy 1= 82 2 ox2 |7~ 3G’
gdzie n = Edhi/G,(14v)).
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Po sprowadzeniu powyzszego ukladu réwnan do réwnan na funkcje przemieszczen
otrzymujemy:

7 4

vavz|1— L v - £

(1 2 )Fl . D’
3v2] S/ RV N __‘kM_
2.11) V2y (1 > V211 D,
Ui ) Yy
veve|i— L ya| oy = M

(1 2 )F3 Lt

Z poréwnania wyprowadzonych zwiazkéw dla plyt Reissnera z podanymi powyzej
dla plyt tréjwarstwowych widaé, ze te ostatnie latwo otrzymaé z pierwszych zastepujac
(2.12) %—»n, D-D, F->I, w-ge
oraz pomijajac bezposredni wpltyw obciazenia p na momenty zginajace, a takze wplyw
dpldx i Op/dy w rownaniach (2.3) i (2.4).

Na podstawie tych krotkich rozwazan widzimy, ze plyty tréjwarstwowe, spelniajace
zalozenia podane w punkcie pierwszym, sa szczegblnym przypadkiem plyt reissnerow-
skich. Dlatego w dalszym ciagu pracy bedziemy zajmowali si¢ tymi ostatnimi podajac
ewentualnie rozwiazania dla plyt tréjwarstwowych bez dodatkowego ich uzasadnienia.

Omoéwienie warunkéw brzegowych zagadnienia zostanie przeprowadzone w punkcie
czwartym.

3. Twierdzenie E. Bettiego o wzajemnoSci prac

W punkcie niniejszym zajmiemy si¢ wyprowadzeniem twierdzenia E. Bettiego dla
plyt reissnerowskich. Omawiane twierdzenie nie jest znane w literaturze przedmiotu.
Twierdzenie to lezy u podstaw znanej metody punktéw osobliwych («Singularititenme-
thode»), ktora zreszta do teorii sprezystosci pierwszy wprowadzit E. BeTTi [1]. Zastosowanie
tego twierdzenia w teorii sprezystosci i mechanice budowli jest niezwykle szerokie. Pozwala
ono na skonstruowanie szeregu rozwiagzan problemoéw brzegowych teorii sprezystodci.
W pracy ninigjszej wykorzystamy to twierdzenie do skonstruowania rozwiazania dla do§é
ogdélnego problemu brzegowego plyt Reissnera a takze plyt tréjwarstwowych.

Twierdzenie E. Bettiego dla omawianych piyt spetnia podobna rolg co znany wzér
Greena

3.1) flff (uVZv—qu)dr:‘[f (uZ—Z—w%) ds

w teorii funkcji harmonicznych, czy tez wzor [22]

(3.2) Gfbff [u-(Wv—f— 1—121: grad divv) —v-(V2u+ 1—121: graddivu)} dr =

— fs f [0 F(o)—v - F()lds
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w teorii rownafi przemieszczeniowych teorii sprezystosci

(3.3) Vau+

| . X
15, gladdlvu+ﬁ =0

Twierdzenie E. Bettiego wyprowadzimy w sposéb podobny, jak to uczynili S. BERGMAN
i M. ScHIFFER [22] dla otrzymania wzoru (3.2).

WprowadZmy do rozwazafi wyrazenie na enetgi¢ sprezysta nagromadzong w elemencxe
zginane) plyty Ay

1 5(02 8(02 8(03 ) (9(01
Jezeli wykorzystamy zwiazki miedzy sitami wewnetrznymi i przemieszczeniami sprowa-

dzonymi w; (2.1), to otrzymamy na energie sprezysta, nagromadzona w plycie rozpatry-'
wanej wyrazenie nastgpujace:

D IO% Jdws dwy dws\:  1—v [dw, dw, dws
G V= ff{( ) ayWﬂL(aT)WLT( )‘*“ NG e T

y (O 5(1—9) dw dw dw dw \?
2 (a;)+ = [2'1‘2023 +( ‘)+w3+2w33‘+(-37‘)]+

6v(1+v) (dw: . dws
T EE 1’(ax+ay)}d b

Wprowadzmy teraz do dalszych rozwazad pewien funkcjonat zalezny od dwdch grup
funkeji w; 1y,

B

h? ox ox ' dy Oy D ox 33_)1
‘}‘5(1/;’})%%1!’2'{“5(1/; ) 05 2+8awxz a(;f:%- zvaaa;z 3(;/); 1;'» _3%%@_2_1_

Zwigzek miedzy podanym wyzej funkcjonatem i pierwsza wariacja energii sprQiystej.
zostanie oméwiony w punkcie czwartym, na razie zauwazymy, ze funkcjonal ten zwig-
zany jest z wyraZeniem na energie sprezysta (3.5) nastepujaco:

3.7 V=e{w, w}.

Zalozymy, Ze funkcje w;, y; sa ciagle wraz z pochodnymi do drugiego rzedu w pewnym
plaskim obszarze B oraz ciaggte wraz z pochodnymi pierwszego rzedu na brzegu C (rys. 4).

Natomiast o funkcji p(x, y)- zalozymy, Ze jest ona ciggla wraz z pochodna pierwszego
rzedu w B i cigglta na brzegu C.
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Zastosujemy teraz do wyraZzenia (3.6) przeksztalcenie Greena. Przykladowo zastosu-
jemy to przeksztalcenie do calek:

Jdwr awl ff 2 f@wl
JB Ox 6r - Ox2 1dXdJ"|‘C Kiplcos(n,x)ds,

ffp 36112 dxdy = ‘fj - padx dy-+ fpzpzcos(n x)ds.
:

(3.8)

Rys. 4

Jak widaé z powyzszego, dazymy do takiego przeksztatcenia funkcjonatu (3.6), azeby
uzyska¢ w wyrazeniach podcatkowych funkcje ; bez wystgpowania ich pochodnych.
Okazuje si¢ to mozliwe do przeprowadzenia dla calego wyrazenia (3.6). Wien sposob
otrzymujemy

D 5(1 5(1—»)

(3.9  e{w,y}= — ff (V2 1= o T 3;)3) widxdy—+

v)ff{@an oo R 149 2wy
_5(1—v)7x5“ 10 92 | “*7 10 1—» axdy

6v(1-+»)h 317} dedy +D5(l v)ff{awl B2 14y R,

T 25E(1—v) ox 10 1—v oxdy

O S 32]w 6v(1+2)h dp
—

v )h op d
5(1—») 9y 10 ox2 25E(1—») ay}”’”]x rt

S(I—v) [( )cos(n, x)~|—(w3+ )cos(n y)]wlds—l—
+§ f[(%i—l— a;;3)cos( .X)—I— (%+%}3)c05(n, y)]zpzds—l—

D 1—y (w2 dws dws dws ) o8 ]
+?CI[T( 5 4 ax)cos(n x)~|—( +v f) (0, ) | s ds—+

+5 6v—(511;/—1—v) [py2cos(n, x)+pyscos(n, y))ds.
C
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Przedstawimy teraz funkcje wz, ws oraz a2, ys na brzegu C przez funkcje ,, w,
i ,, 9 z pomoca nastgpujacych zwiazkow:
w2 = ,cos(n, x)— w,cosn, y),
(3.10) ws = w,c08(n, y)+ w,cos(n, X).

Interpretacja fizyczna tego przedstawienia stanie si¢ jasna w dalszym ciagu wywodu
zasady (twierdzenia) E. Bettiego.
Jezeli ponadto wezmiemy pod uwage, ze (rys. 4)

m, = mycos2(n, x)+mycos2(n, y)+2my,cos(n, x)cos(n, y),
3.11) iy = (my—my)cos(n, x)cos(n, y)-+my,[cosi(n, X)—cos2(n, )],
qn = qxcos(n, x)+g,c08(n, ),

to po wykonaniu prostych dziafan otrzymamy na funkcjonat e{w, w} wyrazenie naste-
pujace:

61D efo,py =220 ”)ff(w o 20 20 )wldxdw

D5(1 v)” dor [, e Ea az] I 14y 220
5(1—v) dx2 10 dy2 10 1—v dxdy

6v(1+2)h c')p} dvdy FD5(1 v)f”awl h 149 20,

" 25E(1—w) "~ 10 1—v dx 0y

) ") o 6v(1+v)h ap}
S(1—v) dy2 10 8x2:|w3“—m 9y p3dx dy+

2 [ la@pitma@) it ma(o)plds.
C

Wystarczy teraz zauwazy¢ na podstawie wyrazenia (3.6), ze funkcjonatl e{w, ¥} nie ulega
zmianie przy przestawieniu funkcji w; z funkcjami »;, a z réwnosci e{w, p} = e{p, w}
przy uwzglednieniu (3.12) otrzymamy wzér dla plyt Reissnera analogiczny do tozsamosci
Rayleigha-Greena dla izotropowych plyt cienkich [22]

(3.13) fo[(VZVZu)'v—uVZVZ'v]dxdy = f[M,,(u)g—:—V,,(u)v M,,(v) —I—V (v)u] ds.
B ¢

Tozsamosci, o ktéorej méwiliSmy wyzej dla plyt Reissnera, nie przedstawimy, bowiem
widoczna jest ona wsposéb dostatecznie wyrazny zrdwnania (3.12) przy e{w, p} = e{y, w}.

Wielkodci m,, my, q, oraz my, my, my, q., q,, okre§lone zwiazkami (3.11), ktére nalezy
rozumieé¢ zgodnie ze wzorami (2.1), przedstawiaja odpowiednie wielko$ci sit wewnetrznych
zwigzanych z polem przemieszczen w;(i = 1,2, 3). Poniewaz na razie nie zakladali$my,
ze pole to spelnia réwnania réwnowagi, wigc interpretacja tych zwiazkow jako sit we-
wngtrznych plyty Reissnera jest niemozliwa. Zwiazki te nalezy jedynie rozumieé jako
pewne okreélone funkcje pola w;.
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Przejdziemy teraz do wyznaczenia wyrazenia zasady o wzajemnosci prac. Zatozymy,
ze na plyte dziala obcigzenie p(w) oraz momenty Xy (w), ¥y(@). Towarzyszy¢ temu obcig-
zeniu beda przemieszczenia sprowadzone w;(i =1, 2, 3), ktdre teraz oczywiscie spel-
niaja réwnania rownowagi (2.3). Stan ten okreslimy jako stan S(w). Nastepnie oddzielnie
analogicznie okreslimy stan S(y), zwiazany z obciazeniem p(y), Xy (w), Ya(w) i przemiesz-
czeniami sprowadzonymi y;(i = 1, 2, 3) spelniajacynmi takze réwnania rownowagi (2.3).

Wykorzystujac zaleznosci (3.12) i tozsamo$é e{w, v} = e{y, v} otrzymujemy:

(3.14) ff [p(w)1/)1—|—XM(cu)1/)2—|—YM(m)y)3]dxdy—|—f[q,,(u))yn—I—m,,(m)y),,—|—m,,,((u)w,]ds =
B

= ff [p(Q)U)U)l—I_XM (1p)0)2+YM(1/))0)3] dXdy—I_ f [q“(V))(')l—I_Inn(y))wu’l_lnm(1/))(")!] dS
B C

co przedstawia poszukiwang przez nas zasad¢ o wzajenino$ci prac E. Bettiego dla plyt
Reissnera. _
Jasne takze jest, ze wielkosci wprowadzone przez nas zalezno$ciami (3.10) i (3.11)
przedstawiaja kolejno (rys. 4): ;
w, sprowadzony kat obrotu wzgledem stycznej do krzywej brzegu C,
w, sprowadzony kat obrotu wzgledem normalnej do krzywej brzegu C,
m,, m,, odpowiednie momenty wzgledem osi # i £ na brzegu C,
g, sile poprzeczna na brzegu C.

Na zakonczenie tego punktu oméwimy jeszcze zasadg E. Bettiego o wzajemno$ci
prac dla plyt tréjwarstwowych. Wyprowadzenie tej zasady podat autor w pracy [23].
Tok wywodu jest analogiczny do podanego powyzej dla plyt Reissnera. Pewne uprosz-
czenie daje fakt, ze w teorii plyt tréjwarstwowych nmomenty zginajace nie sg bezpoérednio
zwigzane z obcigzeniem normalnym p [por. (2.9) i (2.1.)].
~ Ponizej podamy jedynie wyraZenie analogiczne do (3.12), ktére wystarcza do okresle-
nia zasady E. Bettiego dla plyt trojwarstwowych po uwzglednieniu wywodu tej zasady
dla plyt Reissnera:

3.15)  e{p, P} = —Ghy ff (VZ(/J + = (')(72 %)(Pldxdy—l—

ap ) 82) o 14w (')(}"3]
+GSh‘fBHTx+( T a2 2 0 772 Ton axay| 20T

14w P ( 1 P @ ) ]@d
+Gsh‘Lf[ay T axdy T\ T o 7 2 o | DT

1
+ 7 f [qn((p)dil+mrl(q7)®11+7nxxt(¢)®l]ds .
Samo twierdzenie o wzajemnosci prac dla plyt tr éjwalstwowych przedstawia w sposob
oczywisty wyrazenie (3.14).

4. Warunki brzegowe

Warunki brzegowe dla plyt Reissnera wyprowadzimy w oparciu o znane z rachunku
wariacyjnego pojecie naturalnych warunkéw gramicznych. Dlatego zanim przejdziemy
do ich oméwienia, zwrocimy uwage na $cisty zwiazek miedzy wprowadzonym w punkcie

5 Mechanika teoretyczna
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poprzednim funkcjonatem e{w, v} i pierwsza wariacja energii sprezystej nagromadzonej

w plycie. '
Rozpatrzmy plyte poddang dziafaniu obcigzenia p, Xy i Y. Energie sprezysta nagro-

madzona w plycie przedstawia wyrazenie (3.5). Obliczajac pierwsza wariacj¢ energii spre-

zystej otrzymamy

@l (W,:fo{S(l—v) [@_1@@1#9@)1 dbon | Za(sinijag;),]Jr_

2 ox dx dy Oy
5(1—9) 3(01 +5(I ) 2S00 +3(£ dwy | 1—v dwa 88wz | 1—v Jws dow,
h 3x @2 r20w2 ox 2 dy oy 2 dx ay
dw;y ddwz  5(1—v) dn dwz 90ws | 1—v dwz dbwy | 5(1 —w)
+v—(')y— 3y h? 3y gy 0ty ox dy 2 8y x| e @300+
l—y dws ddwy | dors dows | 6v(1+9) ddw; 611(1—{—?}) doar
5 % ax T dy ay T sER Pax T sER Py [P
Poréwnujac wyrazenie powyzsze z funkcjonatem (3.6) widzimy, ze
4.2 WV = 2e{w, dw}.

Ponadto na zatozonych wariacjach przemieszczen dw;(i = 1, 2, 3) otrzymamy prace
obciazenia p, Xpr 1 Yy
(43) 6L = p5w1+XM(3w2—|— YM 6w3 .

Na podstawie powyzszego i zaleznosci z punktu poprzedniego otrzymamy, z¢ podane
w punkcie drugim niniejszej pracy réwnania réwnowagi (2.3) przedstawiaja uktad réwnan
Eulera zagadnienia wariacyjnego znalezienia minimum catkowitej energii plyty:
4.9 ‘ 0U = 6V—458L =0.

Warunek powyzszy wymaga zerowania si¢ jeszcze nastgpujacego wyrazZenia:
“5) J @uSeotm, 00,4 myde)ds,
¢

ktére wynika z zaleznoéei (3.12) przy uwzglednieniu (4.2). Otrzymujemy stad naturalne
warunki graniczne, ktére pozwalaja na okre$lenie nastgpujacych jednorodnych warunkéw
brzegowych dla plyt Reissnera:
I.gp=my=my, =0, 5 woy=0,=m,=0,
2 q.=m=w0 =0, 6. wi=w,=w =0,
(4.6) 1 ’ : ’
J.wm=m,=m,, =0, 1.4, =w,=m, =0,
4 voy=my=w, =0, 8.¢,=w,=w, =0.
Przez analogi¢ do plyt cienkich, przyjmujac za decydujace warunki umieszczone
w pierwszych dwéch kolumnach (4.6), mozna by okreslic:
warunki 1,2 jako  «krawedz swobodnay,
warunki 3,4 jako «swobodne podparcie»,
warunki 5,6 jako  «zamocowanie».
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Jednak ze wzglgdu na fakt wystgpowania dwéch typow warunkédw brzegowych w kazdej
z wyzej wymienionych grup okreélenia powyzsze nie moga by¢ Sciste. Dlatego podajac
warunki brzegowe dla plyt reissnerowskich nie mozna postugiwaé sie wyzej podanymi
okre§leniami przeniesionymi z plyt cienkich. Nalezy natomiast podaé¢ $cisle warunki
wedtug (4.6). Wydaje si¢ mozliwe natomiast uzywanie przykladowo takich okreslen jak
«krawedz wolnopodparta z przepong» zamiast warunku typu 4.

Powyzej nie podaliSmy okreslenia («nazwy») warunkdw brzegowych typu 7 i 8 (4.6)
ze wzgledu na to, Ze takiego prostego okreslenia nie maja tez analogiczne warunki brze-
gowe dla plyt cienkich

aw

4.7 V,=0, =0

gdzie V, jest sprowadzona sita poprzeczng.

Whnioski punktu niniejszego bez dodatkowych wyprowadzen rozszerzamy na plyty
trdjwarstwowe, w ktérych takze wystapi osiem typdw warunkoéw brzegowych identycznych
z podanymi wyzej (4.6).

5. Zagadnienia podstawowe

Przedstawimy teraz zagadnienie, ktérego rozwiazaniem zajmiemy sie¢ w dalszym ciagu
pracy. Mianowicie bedziemy dazyé do wyznaczenia przemieszczen sprowadzonych o;
(i=1,2,3) w obszarze B za pomoca wielkosci brzegowych (wielko$ci w; 1 ich pochod-
nych na brzegu C). Zagadnienie oméwimy dla plyt Reissnera, co latwo mozna rozszerzyé
na plyty tréjwarstwowe.

Wracajac do naszego problemu stwierdzamy, Ze celem naszym bedzie znalezienie
wzoréw analogicznych do nastepujacych znanych zaleznosci, wynikajacych ze wzoréw
Greena, ktére sa podstawa dyskusji nad funkcjami harmonicznymi:

o o= (L2 s

dla przestrzeni tréjwymiarowej czy '
' 1 ., du
5. _ 2 npr—
(5.2 u(Qo) = . Cf (u pm Inr % lnr) ds

dla przestrzeni dwuwymiarowej.
Analogiczne zreszta wzory sa znane takze dla réwnan teorii plyt cienkich [22],

653 w@) =gy [{-1.2LD sv.s00, 0+ 11502, 0152 71502, 0) o) ds
C

gdzie S(P, Q) = r2Inr (por. tez [24]).

We wszystkich tych wzorach wystepuja funkcje osobliwe, jak u = 1/r we wzorze
(5.1), u = In r we wzorze (5.2) czy S(P, Q) = r2 In r we wzorze (5.3). Funkcje te nazywamy
rozwigzaniami osobliwymi danego zagadnienia czy tez osobliwo$ciami podstawowymi

5%
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[25,261 27]. Spetniajg one réownania danego zagadnienia w catym rozpatrywanym ob-
szarze z wyjatkiem jednego punktu, w ktérym wykazuja osobliwo§é decydujaca o slusz-
nosci wzordw podanych powyzej.

Interpretujac pod wzgledem fizycznym rozwiazania osobliwe teorii sprezystosci wiemy,
7e przedstawiaja one rozwiazanie dla danego obszaru przy pewnych obcigzeniach sku-
pionych. Przykiadowo rozwiazanie w = r2lnr w teorii ptyt cienkich jest rozwiazaniem
plyty nieograniczonej obciazonej sita skupiona.

Przechodzac do teorii plyt Reissnera, w celu znalezienia wzordw analogicznych do
omdwionych powyzej, bedziemy musieli znalezé rozwiazania takich plyt przy obciazeniu
skupionym oraz udowodni¢ mozliwo$¢ wykorzystania tych rozwigzan do okreslenia prze-
mieszczen sprowadzonych za pomocyg wartosci brzegowych.

Powolajmy si¢ teraz na wyprowadzona w punkcie trzecim ninigjszej pracy zasade
o wzajemnosci prac. Spojrzmy na wzoér (3.14) wyrazajacy tg zasadg, biorac pod uwage
pojecie zasady prac wirtualnych. OkreSlmy stan S(w) jako stan obcigzen rzeczywistych,
a stan S(y) jako stan obcigzen wirtualnych. Zatozymy dodatkowo, Ze stan rzeczywisty S(w)
zwigzany jest jedynie z obciaZeniami brzegowymi. Wtedy rozwiazania ;(i=1,2,3)
bedg w obszarze B funkcjami regularnymi. Oznaczajac wige zgodnie z tyin co powiedziano
wyZej w; = @; otrzymamy

5.4 [ [ GortXywrt Tyws) dxdy = [ (quir-mao,+ My @ —Gp or—iye,— iy 00,) ds.
B ¢

Jezeli bedziemy chcieli znalezé wielko$¢ przemieszczenia pionowego m1(Qy), to nalezy
przyjaé 7 = 6(Qo), Xpr = Ya = 0. Analogicznie, jezeli bedziemy- szukaé wa(Qo), to przyj-
miemy Xy = 6(Qo), p = Y)r = 0. Podobnie postapimy szukajac s(Qy).

Przy tak okreslonym obciazeniu, wykorzystujac znane wlasnoSci funkcji Diraca 8(Qy),
otrzymamy kolejno po lewej stronie rownosei (5.4):

5.5 [ 6@nwidxdy = 0Q0).

Problemem wigc jest znalezienie rozwiazan plyty dla obcigzen skupionych p = (Qy),
Xum = 8(Qv), Yir = 6(Qu). Rozwigzania takie wstawione po prawej stronie réwnosci (5.4)
pozwola kolejno na obliczenie w1, w2, 3 za pomoca wielkosci brzegowych.

Rozumowanie powyzsze pokrywa si¢ z wielokrotnie stosowanym w mechanice budowli.
Mianowicie, jezeli chcemy znalezé jakie§ przemieszczenie danego ustroju, to aby sko-
rzysta¢ z réwnan zasady prac wirtualnych, powinni$my znaé rozwiazanie dla tego ustroju
przy dzialaniu obciaZenia skupionego w kierunku poszukiwanego przemieszczenia.

Caly powyzszy wywod nie ma potrzebnej $cistosci, daje jednak wskazdwke, na jakiej
drodze nalezy szukaé danego rozwigzania osobliwego. Dlatego po znalezieniu w punkcie
nastgpnym zgodnie z podanymi powyzej sugestiami rozwiazan osobliwych, w punkcie
siédmym wykazemy prawidtowo§¢ uzyskanych wynikéw przez udowodnienie, ze wy-
kazuja one odpowiednie osobliwoéci do zastosowania ich do wzorédw wiazacych wielkoéei o,
z wizlkoéciami brzegowymi.

Zwrdémy jeszeze uwage na pewng roznice w przypadku obcigZenia momentem sku-
pionym w teorii plyt Reissnera w stosunku do teorii plyt cienkich. Mianowicie jezeli
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wprowadzimy analogicznie jak w teorii plyt cienkich definicje momentu skupionego
jako granicg M. = lim Pe, (rys. 5), to w wyniku otrzymamy moment skupiony pracujacy

e —0

na przemieszezeniu dw,/ox (rys. 6).

W przypadku pokazanym na rys. 6a praca L = M(%('ii # 0, a.w przypadku po-
)
kazanym na vys. 6b praca L = M% = 0. Jak mozna zorientowal si¢ z powyzszego,

rozwigzanie zagadnienia plyty obciazonej tak zdefiniowanym momentem, uzyte po prawej

stronie réwnosci (5.4), doprowadzi do wyznaczenia odksztalcenia dw/dx. To oczywilcie
nie wprowadza nowosci w stosunku do obliczenia ugiecia w,, poniewaz po zrdzniczko-
waniu tego ostatniego z latwoscia otrzymamy dw:/dx. Natomiast nadal nie bedziemy
znali wielkosci w,. '

Widzimy wigc, Ze interesowaé nas bedzie w pierwszym rzedzie obcigZenie momentem
skupionym zdefiniowanym w oparciu o obciazenie Xy — 6(Qo) czy Yy — 6(Qo), a nie

a "y

Pl TP
g =

%2440, w,=0 - -
. —

Rys. 6

w oparciu o pare sit pionowych. W dalszym ciggu pracy obcigzenie Xy = M(Qo) i Yy =
= Md&(Qo) bedziemy nazywali momentami skupionymi, natomiast obciazenie zdefinio-

wane jako lim Pe = M momentem skupionym pary sit pionowych.
e—~0

~ Powyisze rozwazania nad definicja momentu skupionego sg wazne takze dla plyt
tréjwarstwowych. Poza tym moment skupiony Xy = M&(Qo) czy Yy = M(Qo) ma
w teorii tych plyt prosta interpretacje fizyczng jako para sit skupionych, przytozonych
poziomo w warstwach skrajnych.
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6. Rozwiazanie podstawowe

Zgodnie z sugestiami podanymi w punkcie poprzednim przystapimy teraz do roz-
wigzania zagadnienia nieograniczonej plyty Reissnera obciazonej kolejno sita skupiona,
momentem skupionym pary sif pionowych oraz momentem skupionym.

6.1. Obciazenie sila skupiona. Rozwigzanie wyprowadzimy w oparciu o uktad réwnan
(2.4). Przyjmiemy Xy = Yy = 0, nastgpnie wykonamy podwdjna nieskoriczong tran-
sformacje Fouriera [28]:

Nl(a /)7) f N(E C i(ad l—ﬁ;)dé_- dz:
(6.1) ‘“m -,
N(x,y) = 5 f f N*(a, ) e”" P dudp

ukfadu réwnan (2.4).
Po wykonaniu dziatan i wykorzystaniu zaleznosci (2.5) i (6.1) otrzymamy poszuki-
wane przemieszczenia w postaci nastepujace;j:

w; = (0(1)_|_ 0.,(9)
[=] =) l+ (a +ﬁ2)
> I —i(ax+
1 27'£D f f ((a +132)2 *(a,ﬂ)e ( -lﬁy)dad[)’,

—_—00 —00

B = T p* —i(ax+py)
“2 ZYED ~f _f (a2+ﬂz)2p (a>/3)e dadﬂ,

i i i E —i(ox
(6.2) a);(,l)z.zﬂ_D f f (Tﬂffﬂz_p*(a’ﬂ)e ( +’}y)dadﬂ,

@ — —Z_M f f_l_ * —1{ax+fiy)
“i 2w SEh aip @ he dadp,

@ _ i 611(1-1—11) f . astin
s 2% 5Eh J oy (a, ,B)e dadf,

o0

P = — 161}(1—{—1}) f f ﬂ * —i(ax+By)
e 2n SEh o a2+ﬂ2P (a,B)e dadp .

Powyzej przyjeto roztozenie funkcji w; na dwie grupy funkcji, z ktorych pierwsza (z in-
deksem 1) oznacza wptyw funkcji Fi, a druga (z indeksem 2) wptyw funkcji przemieszczei
F» 1 F3. Cel tego roztozenia znajdzie uzasadnienie ponizej, gdzie przedyskutujemy oddziel-
nie poszezegdlne skladniki rozwiazania (6.2).

Przejdziemy teraz do obciazenia sila skupiona P. Przyjmiemy wicc, ze p(x,») =
= PO(x) 6() 1 otrzymamy stad p*(a, f) = P/2n. Wstawiajac tak okre§lona transformate
obcigzenia do zaleznosci (6.2) otrzymamy poszukiwane rozwiazanie (funkcje ;) w po-
staci catkowe;.
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Aby wyznaczyé poszukiwane przemieszczenia w postaci jawnej musimy umie¢ obli-
czyé nastgpujace calki:

(s3] o0

N pa —i(ax+8y) P i(ax+$y)
r= [ (& dudp, Ry= f f“e do df,

J ) @y @ IPE
(6.3) o
. —i(ax+F) N ity
e ine
R, = -J) _‘ofo‘ Wdadﬂ, R4 = _f a2+/32 dadﬂ.

Calki powyzsze nie istnieja jako caltki niewlaéciwe, nie mozemy im takze przypisaé
warto$ci gtownej wedtug Cauchy’ego. Okazuje sig jednak, Ze mozna przypisaé im pewna
warto$¢. Mianowicie mozna wydzieli€ z nich tzw. «czg$¢ skonczonar. (p.f.—the finite part).

Okreslenie to znane jest w literaturze i pierwszy raz pojawito sie dzieki J. HADAMARDOWI
[29]. W polskiej literaturze korzystal z tego pojecia W. Nowacky [17] i H. Zorskr [30].

Przypomnimy tu definicje, jakiej uzyt Nowackl, ktory cze§¢ skonczong catki roz-
bieznej

b
(6.4) [ f@da

okresla nastepujaco:

b
Niech f f@)da dla & >0 bedzie catka zbieing; zakladajac f(a) = g(0)-+h(w);
ats

b
G'(a) = g(a) i zbieznoé¢ calki f h(e)da, cze§é skonczong catki rozbieznej (6.4) defi-

niujemy nastepujaco:

b b
6.5) pf. [ flayde = G)+ [ h(@)da.

Okazuje sig, ze czg§é skonczong calki rozbieznej mozna otrzymaé przez formalne
wielokrotne catkowanie jej przez czesci. Mozliwo$¢ uzyskania w ten sposdb czeéci skon-
czonej pewnej catki rozbiezne] wykazemy ponizej. Jest to istotne ze wzgledu na fakt, ze
definicja powyzsza (6.5), na ktorej sie zreszta oprzemy, nie podaje drogi uzyskania roz-
foZenia funkcji f(«) na h(a) i g(«).

Zanalizujmy podana powyzej definicje cze$ci skoficzonej calki rozbieznej. Zajmiemy
si¢ catka rozbiezna w postaci:

(6.6) 7D 4.

gdzie p > 1 jest calkowite.
Zatozymy, ze funkcja ¢(a) ma pochodne do rzedu p i jest ograniczona razem ze swoimi

pochodnymi w przedziale << 0, b >>. Poza tym zatozymy, ze ¢ (a) < i{}przy a—>o0, I>1
a
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b
Zajmiemy si¢ na razie calka zbieZng J —(P(E%l da. Catkujac przez czgsci otrzymamy

b
el@ 1 ¢ 1 @' (b)
(67) f TL”’_ da = l—-—p pr—1 — (] —p) (z_p) bp-—‘z —_
1 96 ! ¢'e) (—1) (b
—_— l_p gp-1 + (1_p)(2_p) £P—2 -!r— (1—]))(2_]))(7[—])) (]"(b)lllb
b
_ (=" (-l (-1 .
(1=p)2—p)...(n—p) 7(e)Ine (1=p)(2—p)... n—p) ef p(@)Inada.

Oznaczmy teraz zgodnie z definicja podang uprzednio
@(a)
o = f(a) = g(@)+h(a),
(1

(1=p) C=p)...(n—p)

i przejdZzmy do granicy ¢ — 0 biorac pod uwage, Zze zgodnie z (6.5) odrzucamy wartosci
G(0). Otrzymamy w takim przypadku nastepujacy wzor na obliczenie czg¢sci skonczonej
przy p > 1:

h(@) = — P () Ina

b
@ ., 1 ¢b) 1 ¢'(d)
(6.8) f.p.of o do = = o1 1) @=p) bl"2+“'+
b
(——1)" (p—1) _ (_l)n »
e e O Tpe D D of # P (@)nade.

Catka wystepujaca po prawej stronie powyzszego wyraZenia jest zbiezna na mocy
uczynionych wyzej zalozen dotyczacych funkcji ¢(a).

Jezeli bedziemy stosowali wyzej podany wzoér na obliczenie czeéci skoficzonej catki (6.6)
w przypadku b — o0, to otrzymamy dla p > 1:

[=9] o0
p(a) . (=D" f ()
6.9 f.p. Of o do = =9 C=p)...0=p) 0 PN a)Ilnada.

Caltka wystepujaca po prawej stronie wyrazenia (6.9) jest calka zbiezna, poniewaz
zatozyliSmy, ze ¢*(a) < Ald' przy a — o0, > 1.

Yatwo zauwazyé, ze zgodnie z (6.5) cze§é skonczona calki rozbieznej zdefiniowana
jest z doktadnoscia do H(a)|a—o < M. Niemniej wyniki uzyskane za pomoca tej definicji
sq prawidlowe, co udowodnimy w p. 7 niniejszej pracy. Wytlumaczy¢ to mozna faktem,
ze dodatkowe ewentualne cztony rozwigzania typu H(c) sg czeSciami regularnymi naszego
rozwigzania. Na powyzszy fakt pewnych niedomagari definicji czeéci skonczonej zwrocit
juz uwage J. HADAMARD [29].
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Zauwazymy, ze jezell chcemy obliczyé czeéé skonczong calki
[0
f Mda,
a
0
to calkujgc formalnie przez czgéci otrzymujemy [por. (6.8)]

f.p.f @da = — f ¢’ (@Inada.
o g

Przykladowo otrzymamy:

[oe]

0]
—ﬂZ
fp. f ¢ df = z f e PInpdp = —(C+lnz), rez>0;
0 p ¢ ' :

C jest stata Eulera, co pokrywa si¢ z dokfadnoscia do stalej C z czescia skornczona
otrzymang przez ZORSKIEGO [30].

PrzejdZzmy teraz do problemu calek Ry, Rz, Rz, R4 (6.3). Ponizej, wykorzystujac po-
przednio oméwione pojecie czgéci skonczonej catki rozbieznej, obliczymy przyktadowo
catke Ri:

_ L itaxty) _ f ~ipy f cosax
©10 R [ [ g ad =2 [ [ G
Po wzigeiu pod uwage [31], ze
cosax ) _
da = 1+ x|8)e "
@ 4= gy HARe
otrzymamy:
[0 1 .
6.11) Ry =mre iax‘g—e_ﬂzdﬂ, z = x+iy.
g P
Skorzystamy teraz z zaleznosci (6.9) i otrzymamy:
® e—ﬂz 1
B —_—— = —— 22 1
pféf 5 dp 2z(C—I— nz),
(6.12) o rez >0,

—Bz
p.f. f eﬂz d = 2(C+1nz),
0

gdzie C jest stata Eulera. Stad ostatecznie:

X242
2
Pozostate catki (6.3) otrzymujemy wykorzystujac zaleznoci:

(e & _ OR N . T
Fo = (W+5F)R" Re= =% R"*‘(‘a;ﬁayz)’“— ox

pf R1 =7

(C+Inlz).
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Stad:
Ri—a xz—|2-yz (C—|—ln]/x—2—|-yz)a R, = _zn(]n]/x2_|_y2_|_1_|_c)ﬂ
(6.13)
S T X
Ry = —nxln]/x2—|—y2—7x(l—|—2C), Ry =27 ey

W zalezno$ciach powyzszych 1 w dalszym ciggu pracy caltki nalezy rozumieé w sensie
«czesci skonczonej» pomimo nie zaznaczenia tego symbolem p.f. Oczywiscie catki te jak
wspomniano daja rozwigzanie naszego zagadnienia z doktadnoscia do czgsci regularne;.

Ostatecznie, wstawiajac otrzymane powyzej wartosci calek do zaleznosci (6.2) przy
p* = P[27, otrzymujemy rozwigzanie problemu:

P PR )

, — e

oy 16D (2 +y2) In(x>+y?) 0(—mD [In(x24y2)+2],
(6.14.1) . .

0f) = ——sxlin(e+)+1], o = — s ylinGe4y)+1;

3Pv(l--)
@ _

(6.14.2) O = jopEr IO,

0P — — 3Py(l4-v)  2x O = — 3Pv(1+v) 2y

10nER  x24y2’ 10nER  x2fy2°

W rozwigzaniu powyzszym pominigto stalg Eulera C, ktéra nie wplywa na rozwigzanie

osobliwe. .
Latwo sprawdzi¢, Ze otrzymane powyzej rozwiazanie, bedace sumg rozwiazan (6.14.1)

i (6.14.2), spetnia uklad réwnan (2.4) przy Xy = Y = 0 z wyjatkiem punktu (0, 0) oraz

warunek réwnowazenia sie sit tnacych z sita P dla obszaru zawierajacego wewnatrz punkt

0, 0):

(6.15) . {q,,c/s = P.
¢

Ponadto okazuje sie, ze warunki powyzsze spelnia samodzielnie takze rozwiazanie
(6.14.1), podczas gdy rozwiazanie (6.14.2) daje

(6.16) fq,,ds =0.
C

Powstaje wigc pytanie, ktére z tych rozwiazan jest poszukiwanym rozwigzaniem przy

dzialaniu sily skupionej. Mianowicie
0=V czy w =P+, i=1,2,3.

Warto tu wspomnieé prace E. STERNBERGA 1 R. A. EUBANKSA [32,33], ktorzy zajmowali
si¢ problemem sity skupionej w teorii sprezystoéci i udowodnili, Ze jezeli zazadaé od roz-
wigzania od sity skupionej:

a) spelnienia rownan zagadnienia,

b) spetnienia warunkéw brzegowych,

¢) regularnodci, z wyjatkiem punktu przylozenia sity skupionej oraz réwnowagi sily
skupionej z sitami brzegowymi dla dowolnego obszaru otaczajacego punkt osobliwy,
to takie postawienie problemu jest niejednoznaczne.
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Rozwigzanie jednoznaczne otrzymuja oni przez zadanie dodatkowej cechy, jaka ma
spetni¢. Cechq ta, wedlug wyzej wspomnianych autoréw, jest odpowiedni rzad naprezen
w otoczeniu sity skupionej. Zwrdémy uwage na fakt, ze szukamy rozwigzania problenu
przy obciazeniu p(x, y) = 6(x)d(»)P. W réwnaniach zagadnienia (2.4) wystepuje samo
obcigzenie p(x, y) jak i jego pochodne. Problem polega na tym, czy nalezy uwzglednié
te pochodne, czy nie. Rozstrzygni¢cie tego problemu jest trudne. Tradycyjne sformuto-
wanic problemu, tzn. wedtug podanych wyzej punktdéw a, b, ¢, nie daje odpowiedzi na
powyzsze pytanie.

Jak widaé z powyzszego, nasze pytanie nie moze znalezé odpowiedzi bez dodatkowych
rozwazan. Rozwazania takie przeprowadzimy w dalszym ciagu pracy, a na razie zanalizujmy
rozwigzanie (6.14.2) i ustalmy pewne cechy tego rozwigzania na drodze rozumowania
natury fizycznej.

Wezmy pod uwage zwigzki miedzy silami wewnetrznymi i przemieszezeniami spro-
wadzonymi (2.1). Otrzymamy dla rozwigzania (6.14.2) nastepujace wyrazenia na sily
wewnetrzne (P = I):

e — vh:  y2—x2 m® vh  2xy
(6.17) YT 20w (e T T 20m ey
. @ _ _ v x—y? @ 0 _
g 20m (atpryp BT D 0
lub przechodzac do wspétrzednych biegunowych (rys. 7)
@ 1 @ _ @ _
(6.18) m; 0 5> M 0, 4¢ 0.

Otrzymali§my wigc stan, ktéry mozna zdefiniowad jako «centrum zginania» przez
analogie do znanego w teorii sprezystoéci rozwiazania centrum $ciskania.

Yy

2
=g (7)

Rys. 7

Jak wida¢ z powyiszej analizy, rozwiazanie (6.14.2) w{®(i =1, 2,3) przedstawia
obciazenie osobliwe samoréwnowazne, ktérego dodanie do dowolnego stanu osobliwego,
spetniajacego zadania typu podanych wyzej dla sily skupionej w teoril sprezystodei a, b, ¢
nie zaburza tych ostatnich (str. 74).

Wydajé si¢, ze podane powyzej rozwiazanie jest dobrg ilustracja tez zawartych w wyzej
wspomnianej pracy [32].

W przypadku przez nas rozwazanym rozwiazanie «centrum zginania» pojawilo sig
ze wzgledu na specyficzny, przyblizony charakter uwzglgdniania naprgzen a,, prosto-
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padlych do powierzchni plyty. Naprezenia te pojawiajg si¢ w teorii Reissnera tylko na
obszarze dzialania obciazenia p. Ze wzgledu na powyzsze rozwazania okre§limy, na razie
intuicyjnie, rozwigzania z indeksem 1 (6.14.1) jako rozwiazanie od sily skupionej, a w dal-
szym ciggu uzasadnimy to zatozZenie.
Natomiast rozwiazanie z indeksem 2 (6.14.2) okre§limy jako osobliwo$¢ dodatkows.
Dla przypadku obcigzenia sita skupiong otrzymujemy, po wykorzystaniu (6.14.1)
i (2.1), nastepujace rozwiazania dla sit wewnetrznych:

m, = ~—~[ln(x2+y2)+ iy +1] T [ln(x2+y2)+ X2+ sl ‘
(6.19) m, = []n(x2+y2)+ 2——i—y2 |—1] ~§— [ln(x2+y2)+ ity = ll
_ P(l—v) xy
Myy = T dx X242’
__ P x £y
9= = —7 x24y2’ &= "5 x24y2”

Analogiczne postgpowanie pozwala znaleZ¢ rozwiazania zagadnienia nieograniczonej
plyty tréjwarstwowej obeiazonej sita skupiong. Rozwigzania takie uzyskat autor w pracy [21].
Mozna je otrzymaé takze ze zwiazkdéw (6.14.1) po wykorzystaniu analogii rownan (2.4),
(2.11) i (2.12) oraz uwag z punktu drugiego niniejszej pracy. Warto nadmienié, ze po-
stepowanie powyzej podane nie doprowadzi w plycie tréjwarstwowej do pojawienia sig
rozwiazania «centrum zginania». Wynika to z faktu, ze w plytach tych pomijamy napreze-
nia normalne o,. Rozwiazania dla plyty tréjwarstwowej w przypadku obcigzenia sila
skupiona maja postaé nastepujaca:

"= 1o, PG+ — e (a4,

(6.20) 16 7D,

P P
P2 = — W)I—x[ln(xZ—}—yZ)—{—l], 3 = —&Z—D;ylln(xZ—{—yZ)—{—l].

Sity wewnetrzne sa identyczne z podanymi wyzej dla plyt reissnerowskich (6.19).
Ponadto zauwazymy, ze sa one identyczne ze znanymi sitami wewngtrznymi dla plyt
izotropowych cienkich. Istotna réznica miedzy rozwigzaniami dla omawianych plyt,
a rozwigzaniami znanymi z teorii plyt cienkich tkwi w wyraZzeniu na ugiecia w1, ¢1.

6.2. Obciazenie momentem skupionym pary sit pionowych. ObciaZzenie to definiujemy jako
graniczny przypadek dziatania dwé6ch sit skupionych przeciwnie skierowanych, gdy
odlegioé¢ ich zmierza do zera. Wobec powyzszego rozwiazanie poszukiwane dla
przypadku obciazenia plyty nieograniczonej momentem M (rys. 5) otrzymamy przez
proste rézniczkowanie rozwiazania dla przypadku dzialania sity skupionej (6.14.1)
Mh2 x

M
wy = %x[ln(xz-{_yz)-{-l]— 10(1-——1/)7'[1) x2+y2 ,

M
(6.21) o2 = — g oo 22,
M 2xy

w3 = —z—

8D x2+y? -’
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Wielkosel statyczne w tym przypadlu otrzymamy z nastepujacych zaleznoSci:

mMoox | 22 M yr—x2
= M) b () P =TT
iy i g l( Fv)+(L—9) x2+y2], G 3w (g y2)
M x 2y2 M 2xy
62 m = 0] e =R
M({A—»
mxv = - ( 1) £ y (yz_xz).

4w (x2+4-)2)2

Fatwo przekonad sig, Ze spetnione sa warunki réwnowagi dia wycietej plyty zawierajacej
wewnatrz punkt osobliwy (rys. 5):

fq,.ds=0’ fZM,,-dszO, fZMyde=M-
bl c c i

Te same wyniki otrzymac¢ mozna takze i dla plyty trdjwarstwowe;j.

6.3. ObciaZenie momentem skupionym. Definicje tego momentu skupionego podano w punkcie
piatym niniejszej pracy. Rozwiazania przeprowadzimy dla momentu skupionego
Xy = MO(x)0(y) w oparciu o rbéwnania (2.4), ktére dla przypadkn p =Yy =0
przybieraja posta¢ nastepujaca:

h2

2
(6.23) VZVZ(I——% VZ) F=0, Vzvz(1—-m VZ) Fr= — Xt

D’

hZ
VZVZ(l—pl—0 VZ) F,=0.

Wobec tego, Ze mamy do czynienia z rozwigzaniem plyty nieograniczonej, interesuje
nas catka szczegblna ukfadu (6.23). Stad przyjmiemy F, = F3 = 0, a poszukiwane prze-
mieszezenia okreslimy ze zwigzkéw:

9 h2 N ) o B 14y )
)] = ——— —_ Ny = —_— [ — V2
(624) o o (1 10 Vz) oo [V (1 10 S Il ol L TS perly } LS

3

o* 14y
=" _|14+= Ty
8xé)y(l% 10 I—WV)FZ’

ktére wynikaja z zaleznoSci (2.5). Przyjmijmy do rozwiazania obcigzenie X3 = MI(x)4(y).
Zastosujmy do roéwnania (6.23.2) i zaleznosci (6.24) podwéjng nieskoficzong trans-
formacje Fouriera (6.1). Otrzymamy w takim przypadku

* M 1
(6.25) Fi@.f) = =5 -
<a2+ﬂ2)2[1 +75 <a2+62)]
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i transformaty przemieszczen sprowadzonych

« M ia
D =" mp @iy

M
030, ) = oA S +

2aD a2+ 2 2nD
D [1+—(u2+ﬂ2)}

M K1+ b2
2nD 10 1—v
(6.26) (a2 /32)[1_%_((‘2_}_[92)}

| M a
w¥(e,p) = P R —I?- = —

(a2+ﬂ2)2[1+1—0(a2+ﬁ2)]

M K 14 af
" 22D 10 1—v W ’
@ | )|

Przemieszczenia wyznaczymy, jezeli potrafimy obliczyé nastgpujace catki:

S e—r(awﬂy) f f i @)
Ra= f _f @ Ty AP

—i(ax +By)
Rs= f pre dadp,

hz
> - <a2+ﬁ2>2[1+ﬁ<a2+ﬂ2>]

o0 o0

—l(ax+ By)
R6=ff fee dadp,

-0 - h?
) [1+E—(a2+ﬁ2)]

(6.27)

o0 o0

—i(axd By)
R7 = f f (1[3 da dﬁ N

= S @ p 14 @ >]

[ee] [e]

—i(ax+-By)
Rs = f f afe dadp.
R (@) L1+—<az+/32>]

Czgs¢ tych calek istnieje jako catki niewlasciwe, mianowicie catki Rg i Rs.
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Po wykorzystaniu tablic [31] ofrzymujemy

10 —i(ax+fy)
o melt [,
~00  —c0 (a2+ﬂ2) _~~| a2 f_ﬁz
_ 40 ffﬂcosf}ydp’ 08X da = 27 f e Pcosfydf—
0 (a2+ﬂ2)(ﬂ2 r——+az) 6

exp (—x ]//924— ﬁ)

Analogicznie obliczajac catkg Ry otrzymamy

g a2 —_— o2
~2”0f freosfy af = 2”[372 Ko(yy4y?) =5 In )/x2+y2].

(6.29) Ry = [3 83 Iny x24y2 Tt Ko( ]/x2+y2)]

gdzie y = ]/10—//12, K,(2) jest zmodyfikowang funqu Bessela II rodzaju.

Obliczajac pozostale catki (6.27) wykorzystaé musimy pojecie czeéci skonczonej,
omowione w 6.1 ninigjszego punktu. Wymaga to wykonania szeregu zmudnych prze-
ksztalcenl, przy ktérych uwzglednié trzeba podane poprzednio czgéci skoriczone catek (6.12).

Ponizej podamy jedynie koncowe wyniki obliczen:

Ry = —2n(ln}y/x24)24+1+C), Ry = —axln ]/x2+y2~12r—x(1—]—2C),

Rs = —zln )/x2+y2——az

y2 7
X 5 (1+20)+
(6.30)

2l o . -
+“?[W In oy g oy Vx2+y2)]’

Xy /12 02
—
x24y dxdy
Nastepnie wykorzystujac wzory na transformacje odwrotne oraz pomijajac stata
Eulera C otrzymujemy poszukiwane rozwiazanie:

Ry = —n ———In}/x2Fy2 Ty s Ka(y]/x2+y2)]

o1 = o eIy + 11,

[ln(xz—l »+ 2+ 5 —!—1]—

Wy = — 8
(6.31)
M h?
/—_* /
~ 27D 5(l—v)[ e Ko(ﬂ x2+y2)]
M x» M Rk [ i /——-]
T T4nD w4y 27D 5(1—v)[9 IV E R g Koy 55 5)|.
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Znajac przemieszezenia tatwo  wyznaczynty wielkosei sit wewngtrznych w plycie nie-
ograniczonej, obciazone] momentem skupionym. Wykorzystujac zwiazki (2.1) otrzymamy:

M 2 .
4= {-C9f2 ’ [1—w-m(w)]+y2smw-f<o<yr>},
M | sin2¢ 1
gy = ZE{ L =y (l— y2s1n2¢Ko<w>}
my = _%9059 [(14-9)+2(1—7) sin2p]—
o 20— 38In2m
,%h%{cosq(cos ;[3 3sin (7)[2—2er1(yr)—y2l'2Ko(yr)]+y3COS<psin2(pK1(yr)},
(6.32)
my = — 2 S8 (1) —2(1—)sinag] +
é:l; ]]52 {COS(/)(COSZI([; dsinty) [2—2yrKi(yr)—y2reKo(yr))+yicose smqul(yl)}
M(1—9) sinpcos2yp
xy = 4 +
TT r
2 2
+ ;‘i hs {smmﬁ_m 7) 2—2yrK(yr)—y2r2Ko(yr)]) + insmycoszgoK,(y,)}
gdzie

. ¥y x
2= x24-32 SInp = -"—, COSp = -—.
r : r

Podamy jeszcze wielkoSci sprowadzonych przemieszczenn oraz pewne wielko$ci sta-
tyczne dla okregu o promieniu r. Wielkosci te bedg potrzebne w dalszym ciggu pracy.
Wykorzystujac zaleznosei (3.10) i (3.11) oraz to, ze dia okregu cos(n, x) = cosp = x/r,
cos(n, y) = sing = p/r (rys. 8) otrzymamy:

Msing

W, = —wzsing-+w3cosp = %D (Inr2-+ 1)+
M h? 1 y
- —2
+ 27T.D 5(1 )Sln(P[ r K‘(’yr) y Ko(yr)]?
(6.33) @, = wcosptmssing = --4180 59 (Inr2+3)+

M R

Iy
R 5(1—v)C°S")[ﬁ K‘(y’)]

M 1
qy = P COS(]O[}—Z— — K (yr)]
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Oznaczajac przez My, i M,, skladowe momentdw brzegowych:

(6.34) My, = mycosp+mysing, M, = msing-+my,cosp
otrzymamy na podstawie zaleznosci (6.32)
M M h2 2 2 2
= ™M (Q4wvcos2g)— M 17 L&Y a2 -
M, 4m‘( %) s cos2(p[r3 2 K(yr) p Ko()/l‘)'
M
(6.35) — 5 Vsin?pKi (yr),
_ Mysin2g M h2 2 2y y2 N ]
My = =gy 2w 5 W [Ts — T KON =T Kl =g Kl |
y
¢ my My
n ¥
n
mxy M, W
;|\
x T
me
Rys. 8

Przejdziemy teraz do sprawdzenia warunku rownowagi dla plyty ograniczonej brzegiem C,
wycietej z plyty nieograniczonej w ten sposob, ze punkt (0, 0) znajdzie si¢ wewnatrz plyty
wycietej. Nie naruszajac ogoélnoéci sprawdzimy rownowage dla przypadku, gdy C jest
okregiem o promieniu r.
Sprawdzimy teraz kolejno (rys. 8):
1) warunek réwnowagi sil pionowych
21

) M1
Cj q"dSZZ_n[T —yKl(y))]Of cospdp = 0;

2) warunek réwnowagi momentéw wzgledem osi y

2n 2r

2n
) M ) M My |
Cf (g.rcosp—M,,)ds = E[l—erl(yr)]of cos2pdyp- Eof d(p—}—zr—oj cos2pdp+

2n

—— 277/ K (W)—yzKo(yr)] f

2rn
COS2(P¢’<‘P+% FyKi(yr) f sinzpdp = M;
0 o

6 Mechanika teoretyczna
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3) warunek réwnowagi momentow wzgledem osi x
2n 2r

. M . My [,
( (gnrsing—M,,)ds = pre [L—yrK, (yr)] J singcosgp (l(p—[——4—7: J sin2¢ dyp+
C‘r 0 0

2n

R .
- ;{; /i; [.’22, — 277’](1(;;,.)_7,2](0(;;;-)_% )~K1(yr)] 6‘ sin2qdy =0,

Jak widaé z powyzszego, rozwiazanie spelnia warunki wymagane tradycyjnie od roz-
wigzan przy obcigzeniu skupionym.

Jak wykazali§my poprzednio sformulowanie to nie prowadzi do rozwigzan jedno-
znacznych. ’

Udowodnienie, ze rozwiazania te przedstawiaja poszukiwane przez nas rozwiazania
przy obecnodci obciazen skupionych przeprowadzimy w punkcie nastgpnym w oparciu
o twierdzenie o wzajemnosci prac.

7. Dow6d wzordw podstawowych

Przejdziemy teraz do wykazania, Ze otrzymane przez nas w punkcie poprzednim rozwia-
zania pozwalaja na podanie przemieszczetr sprowadzonych danej plyty Reissnera przy
danych na jej brzegu wielkosciach brzegowych.

y

Rys. 9

Zajmiemy sie plyta o obszarze B ograniczong krzywa C (rys. 9). Niech na brzegu C
tej ptyty beda dane nastepujace wielkoSci: m,, my, ¢, w1, ©,, ®,. Ogdlnie biorac wiel-
kosci te nie sa niezalezne (tylko trzy z nich sa dowolne). Pytanie nasze brzmi: jaki jest
zwiazek miedzy wielkodciami przemieszezen sprowadzonych w;(i = 1, 2, 3) w obszarze B,
‘a danymi powyzej wielkosciami na brzegu C?

Odpowiemy na to pytanie obliczajac kolejno w1, wa, w3 w obszarze B.

7.1. Obliczenie przemieszezenia pionowego w,. Zastosujemy twierdzenie o wzajemnosci prac
do dwéch standw. Jednym z nich niech bedzie stan omOwiony powyzej zwigzany
z danymi wielkosciami brzegowymi. Stan ten symbolicznie oznaczymy jako S (w). Jako
drugi stan przyjmiemy stan odpowiadajacy obciazeniu sila skupiona plyty nieograniczonej
(6.14.1), (6.19) S(wo). Rozwigzanie to wykazuje osobliwo$¢ w punkcie przylozenia sity
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skupionej (0, 0), nie mozemy wigc zastosowaé twierdzenia E. Bettiego dla calego obszaru
plyty B. Wytnijmy z niej obszar zawierajacy wewnatrz punkt (0,0) i ograniczony okr¢-
giem C, o promienju r. Zastosujmy teraz twierdzenie o wzajemnosci prac (3.14) do ob-
szaru ograniczonego brzegiem C i C, (rys. 9). Uwzgledniajac to, ze w obszarze tym dla
obu stanoéw p = Xy = Yy = 0, otrzymamy:
(71) f ((],,6010‘{—”1,, wn_}“mmwto—‘q:lowl_’nnown"_muma)x)ds =0.
C+Cr

Indeksem 0 oznaczono powyzej wielkosci zwigzane z obciazeniem sila skupiona.
Zanalizujmy teraz zachowanie si¢ zaleznoSci (7.1) przy dazeniu promienia r do zera.

Zanim wykonamy t¢ analize, podamy odpowiednie wielko$ci rozwigzania osobliwego
na brzegu C,:

Wao = (20COSP+ w3eSing = —

Pr
8D (Inrz+1),

Wy = —mpsing--wypcosp =0,

Moy 1,000, = (Mo COS P4y Sing Ywa (oSG MyyaCOSG) w3 =

(7.2)
= ~»£ cos¢[(l—}-11)(1nr2+1)—]—2]m2—8~1; sing[(1+»)(Inrz241)+2]w-.
__r1
quo = 2% r .

Zalezno$ci powyzsze otrzymano po wykorzystaniu zwigzkéw (3.10), (3.11), (6.14.1)
i(6.19).
Przesledzimy teraz zachowanie si¢ poszczegdlnych skladnikow wyrazenia (7.1) przy

r = 0. Zauwazmy ponadto, ze dla brzegu C, ds = —rdyp.
(7.3)  lim 2010ds = lim { ,,r21nr2ds—11m_____ f J(nr24-2)ds =
-0 I = 67'5 1 r-0 20(1 — )7 D 0 )
2n
—lim r3lnr2 f Gudp+lim o —— Lher (1nr2—|~2)f q.dp.
>0 16 ! r>0 20 (1—v)aD 5

Biorac pod uwage ciggto$é funkcji ¢,(w) otrzymamy lim f g, w10ds = 0.

r=0 ¢,

Analogicznie postgpujac po uwzglednieniu zaleznofci (7.2) ofrzymujemy:

. _ liln Pr2 .2 f —
}1_13(} Cf My OnodS = o D) (Inr2+41) 0 dp =20,

lim fm,,,w,ods =0,

r—0 Cr

(7.4) ‘ .
lim f Guow1ds = lim if w1 dp = Pon(0, 0),
r—0 r—0 275 o

hmf(n1110(011+mnt0wl)ds—

r—0 fo

[
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Ostatecznie wiec po wykonaniu przejécia granicznego r — 0 w wyrazeniu (7.1) i po
przyjeciu P = 1 otrzymujemy wzér podstawowy dla okreélenia ugiecia ®1(Qo) za pomoca
wielkosci brzegowych:

(7'5) (UI(QO) = f(qn(UlO""Inn(UnO“{"mm(UIO—an(Ul—Inn‘u(“u'—mnlo('-)l)ds-
C

Wykazali$my wiec, ze rozwigzanie (6.14.1) ma wymagana osobliwoé¢ dla wyrazenia
wielkosci «wi(Qo) w danym obszarze B za pomoca wielkoéci brzegowych.

Ugiecie w dowolnym punkcie obszaru plyty Qo(x, y) obliczymy ze zwigzku (7.5),
jezeli dokonamy przesuniecia uldadu wspdlrzednych. Wtedy wielko§¢ z indeksem 0 be-
dziemy uwazali za funkcje dwoch punktéw np.:

1o = R—:;B [(x1—x0)*+ (11— yo)In[(x1— x0)2+ ()1 —yo)2—

2
— m_ﬁﬁnﬁ {In[(xi—x0)2+ (1— 102+ 2}.
Punkt @i(x1, y1) znajduje si¢ na krzywej C.

Pozostaje jeszcze pytanie, czy jezeli dodamy do rozwigzania osobliwego przed chwilg
dyskutowanego rozwigzanie «centrum zginania», wynik ulegnie zmianie i w jaki sposéb.
Okazuje sie, ze jezeli we wzorze (7.1) wstawimy zamiast rozwigzania z indeksem 0 roz-
wigzanie osobliwe «centrum zginania» (6.14.2), (6.18), to w wyniku przejscia granicznego
otrzymamy:

lin& f (g,0Q+m, 0@ +muo@—gPw—mPo,—mEw)ds - oo,
r—! Cr

Oznacza to, ze rozwigzanie «centrum zginania» jest nieprzydatne do zbudowania
wzoru (7.5). Poréwnujac wnioski powyzsze z zaleznosciami (5.4) i dalszymi widzimy, ze
dziatanie sily skupionej opisuje rozwigzanie (6.14.1).

Dyskusje powyzsza warto pordéwnaé z przykladem podanym przez E. STERNBERGA
i R. A. EuBanksA [32] dla przypadku centrum $ciskania.

7.2. Obliczenie w,. Postepujac analogicznie jak poprzednio rozpatrzymy dwa stany
obcigzen. Jednym z nich niech bedzie stan S(w) okreSlony przez wielkoéci brzegowe.
Natomiast jako drugi stan przyjmiemy obciazenie momentem skupionym Xy, przyto-
zonym w poczatku ukladu wspdirzednych. Poczatek uktadu umie$cimy w obszarze B
zajetym przez plyte (rys. 9). Stan ten symbolicznie oznaczymy jako S(wd!). Zastosujmy
teraz twierdzenia E. BEttiego do obszaru ograniczonego brzegiem C i okregiem wspol-
$rodkowym z punktem przyloZenia momentu skupionego. Zagadnienie sprowadza sig
do zanalizowania wzoru:

M M M M
(76) f (q:l(')10+7n:l (U;IO‘I—mn/ w;O "Qnowl_m% UJIl_m%O (’Jr) ds=20
c+Cy
przy r — 0,
Powyzej indeksami ¥ oznaczono wielkodci zwi beiazeni ku-
0 azane z obcigzeniem momentem sku
pionym Xy (6.29).
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Musimy wiec teraz obliczyé granice catki (7.6) po krzywej C, przy r — 0. Zanim prze-
prowadzimy to obliczenie, podamy potrzebne do dalszych rozwazan zwiazki migdzy
zmodyfikowanymi funkcjami Bessela pierwszego i drugiego rodzaju I,(z), K,(z). Bedzie
nas interesowalo zachowanie sie tych funkcji i ich pewnych kombmacp dla wskaznika
y = 0,1 przy z — 0.

Przedstawimy te funkcje rozktadajac je na czgéc regularna i cze$¢ osobliwg [34]

had 2k
Ko(z) = -Io(z)(ln +C)+Eﬁ(%) (1‘|‘%+%—+...716—),
=1

z ;v 1 z 11

1 T
(1.7 —k.../—c)+—}+ -

k41
V2 1 z\ S 1 {z\*
wo= 13+ l5) = Damls)

z 1 z z\ N 1 7\
Il(z)=7+ﬁ(_) +“2‘6T(‘) t :gr(/chl)P(/chz)(?) :

Biorac pod uwagg powyzsze zaleznos$ci podamy poniZej granice pewnych kofnbinacji
zmodyfikowanych funkcji Bessela przy z — 0. Wyrazenia te [granice potrzebne beda
w dalszym ciagu pracy przy szacowaniu wyze] wspomnianych catek wyrazenia (7.6)]
przedstawimy kolejno

. 1
1133 [W — Kl(yr)] =

hm[?l——Kl(yr) ero(yr)] =0,

r—0

(1.8)

. 2 2
il 2 2orsar]-

limrKi(yr) = —91}—

r—-0

Obliczmy teraz granice poszczegolnych skladnik6w wyrazenia (7.6) po krzywej C,
przy r — 0.
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Po wzieciu pod uwage zaleznoSci (6.31), (6.33), (7.8) i regularnosci w obszarze B

rozwiazania stanu S(w) otrzymamy:

r—0 r—0 87

2n
lim f Gn 02 ds = — lim —yl—)—ﬂ(lnﬂ—l—l)f g.cospdp =0,
Tl 0

2n
) M
lim | m,oMds = lim ——r(]nr2+3)f m,cosqpdp—
r—0 . r—0 8nD
ér 0
/ 2n
..M h2 1 f
—lrli%m ?(l’j[T—yKl(’yl):l J m,,COS(pd(p == 0,
(7.9 o
. [ " ..M .
lim ‘ My g ds = — lim - —r(ar24-1) | m,sing dp—
r—0 ‘C’,- r->0 &nD 5
h 2r
.M 2 1 " .
i —_— — [ Y ——Ar2 o o =
lins75 s [ — —yKi(r) 72Kl )] J musingdp = 0,
W 2r
lim | ghyends = —lim 2= [i—yKl(yr)]f wicospdp = 0.
r—0 - r—x0 2n T ¥

Cr

Ostatnie dwie catki wyrazenia (7.6) przeksztatcimy, podobnie zreszta jak w przypadku
obliczenia ugiecia 1 (7.2), nastepujaco:

(7.10) f(m,%n),,%—m%o Wds = f(m't{,cos.y +miesing) ,ds+ f(m%sin(p-i—m,ﬁ’yocow)wbds.
Cr Cr Cr

Wykorzystujac teraz zaleznoSci (6.34), (6.35) otrzymujemy

2n 2n
lim | (m¥cos: +m£’yosin ) »2ds = lim {ﬂf wad Mv» { 0120820 dip+
a0 r—0 4.7'[0 4.7'[ b
2n 2n
M2 2y 3 .
+ 175 'r;——r~K1(yr)——y2Ko(yr) w2082 dgp—-{—yr[xl(yl‘)f wasin2pdp = Mw»(0,0),
0 0
2r
lin01 | (migsing+m¥gcosy Ywsds = lim {%f w3sin2¢.d -
r— ér r—0

2n
M R[2 2 ;
+5- = [g— V‘r—KI(V")—VZKO(V")—V’%Kl(y")] { w331n2‘Pd‘7’} =0
0
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Wracajac teraz do analizy zaleznoéei (7.6) mozemy stwierdzié, Zze po wykonaniu przejs-
cia granicznego w tym wyrazeniu r — 0 i po przyjeciu M = 1 otrzymamy:

(7 1 ].) CUZ(QO) - f (qn w%'—*_mnw%_i_mmw%_q% m —m,% wn—’n%O a)t) dS'
C

Wielkoéci z indeksem f przedstawiaja rozwiazanie plyty nieograniczonej, obcigzonej
momentem skupionym X,, = Mo(x)6(y) przy M = 1.

Podobnie jak w punkcie poprzednim 7.1, jezeli dokonamy przesuniecia uktadu wspol-
rzednych i wielkosci z indeksami § bedziemy traktowali jako funkcje dwéch punktdw
Qo(x, ¥)1Q1(x1, y1), otrzymamy ze wzoru (7.11) sprowadzony kat obrotu w2 w dowolnym
punkcie Qo(x, y) obszaru B. ‘

Rozszerzenic omdwionego zagadnienia na plyty tréjwarstwowe jest bardzo proste
i nie wymaga dodatkowych wyja$nien, wystarczy postuzy¢ sie tylko wspomniang uprzednio
analogia miedzy plytami Reissnera i ptytami tréjwarstwowymi (2.12).

8. Rozwigzanie szezegblowe

Podane w p. 6 rozwiazania podstawowe osobliwe dotycza plyt niecograniczonych.
Yatwo sprawdzié, ze wzory podstawowe, podajace rozwiazanie ukladu rownan (2.3)
za pomoca wielko$ci brzegowych, beda nadal aktualne, jezeli zamiast rozwigzan pod-
stawowych osobliwych zastosujemy rozwigzania bedgce sumg:

= ’”i0+ ‘irs = I’ 2: 35

gdzie rozwigzania z indeksem r przedstawiaja funkcje regularne w obszarze zajmowanym
przez plyte. _

Jak juz powiedzieliémy wyzej, w zagadnieniu ptyt Reissnera mozemy zaloZzyé na brzegu
tylko trzy niezalezne wielko$ci, podczas gdy we wzorach (7.5) i (7.11) wystepuje ich szeéc.
W zwiazku z powyzszym rozwiazanie szczegélowe dla danej plyty przy okreslonym prob-
lemie brzegowym otrzymamy wykorzystujac wzory podstawowe przy wykorzystaniu
zamiast osobliwych rozwiazan podstawowych rozwigzania bedacego sumg tego ostatniego
i rozwiazania regularnego tak dobranego, aby byly spelnione jednorodne warunki brze-
gowe dangj plyty.

Zagadnienie znalezienia wyZej wspomnianego rozwigzania regularnego nie przed-
stawia pod wzgledem matematycznym trudnosci. Mozliwe jest tu zastosowanie metod
numerycznych. Sposdb powyzszy jest znany | byl wykorzystany przez PUCHERA [35],
SUCHARA [36] oraz KRUGA i STEWNA [37] przy budowaniu powierzchni wplywowych dla
plyt cienkich.

Jeszcze wydatniej potrafimy uproscié rozwiazanie, jezeli bedziemy znali rozwiazanie
zamkniete danej plyty obciazonej sila skupiona i momentem skupionym przy spehieniu
jednorodnych warunkéw brzegowach danego zagadnienia, tzn. jezeli bedziemy znali
funkcje Greena tego zagadnienia.

Sposdb wykorzystania wzorédw podstawowych (7.5) i (7.11) dla otrzymania rozwia-
zania pewnego problemu brzegowego oméwimy na przykladzie. Niech bedzie dana plyta
zajmujaca obszar B. Szukamy przemieszczen w;(i = 1, 2, 3) w obszarze pltyty przy danych
na brzegu piyty C nastepujacych wielkosciach: m, (s) = f1(s), wi(s) = fa(s), M, (s) = f3(s).
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Zalozymy, Ze znamy rozwigzania zagadnienia naszej plyty obcigzonej sita skupiona P = 1
oraz momentami skupionymi M, =1 i M, = 1. Niech rozwiazania te spelniaja naste-
pujace warunki brzegowe: m,(s) = wi(s) = m,, (s) = 0. Rozwiazanie naszego problemu
otrzymamy wigc wprost z zaleznosci (7.5) i (7.11) np.

01(Q0) = [ /() 0+A)00—f(s) gl ds,
C

gdzie pod catkami wystepuja tylko znane funkgje.

W punkcie niniejszym pokaZemy rozwiazanie pewnego problemu brzegowego plyty
Reissnera i tréjwarstwowej, ktére otrzymamy w oparciu 0 powyzsze rozumowanie.

8.1. Polplaszezyzna. Rozwazmy poOlplaszczyzng ograniczong prosta x = 0. Zatozymy
nastgpujace dane na brzegu ograniczajacym nasza plyte:

(0, y) = fi(0),  mx(0,) = fo(3),  ©,(0,)) = —,(0,3) = f3(3).
Zadaniem naszym jest znalezienie przemieszczet w; (i = 1,2, 3) dla x > 0 przy podanych
wyzej warto$ciach brzegowych. Chcac wykorzystaé wzory (7.5) 1 (7.11), zgodnie z tym
co juz powiedziano wyzej, powinniémy znaé rozwiazanie osobliwe spelniajace jednorodne
warunki brzegowe wio = My = w3 = 0 dla prostej x = 0. Rozwiazanie takie nazywamy
funkcja Greena. Jezeli wigc potrafimy znalezé funkcj¢ Greena dla pdiplaszezyzny przy
danych powyzej warunkach brzegowych, to rozwiazanie problemu przedstawimy naste-

pujaco:

0,3 = [ Lh0)oRE, v, 0,)—A0DaHx, 750, y)+fs(n )M, v, 0, y)ldy,
(8.1)
wy(x,y) = f [2(r) i (x, 7,0, Jﬁ)"ﬁ(}’l)‘]no)@ 2,0, »)+ L3 ms (x, ¥, 0, y)ldy,

i analogicznie dla ws(x, y). Powyzej indeksem P oznaczono rozwigzanie dla sity P =1,
a indeksem X rozwiazanie dla momentu skupionego Xy.

Wracajagc do sposobu znalezienia tych rozwiazaid zauwazmy, Ze Zzadamy spelnienia
dla nich warunkéw antysymetrii na prostej x = 0, czyli wolnego podparcia z przepona
[warunek 4 (4.6)]. Rozwiazanie otrzymamy wigc obciazajac plyte nieograniczona sila
i momentami skupionymi, antysymetrycznie wzglgdem osi x = 0. Zauwazmy jeszcze,
ze beda nas interesowaly tylko pewne wielkoéei tych rozwiazan na prostej ograniczajgcej
nasz obszar. Azeby nie rozszerza¢ pracy, podamy wigc jedynie te ostatnie. Wykorzy-
stujac zaleznodci (6.14.1), (6.21), (6.31) i (6.34) oraz (3.10) i (3.11) otrzymamy:

o®(x,y,0,y) = —0@0x,y,0,»n), 49 0 =—98x,»,0,y),

8.2.1
( ) xyO(x> y,O,Y1) =m,,,0(x y,O yl)
o (x,9,0,3) = D ——ricosf (Inri+1),
1 cosf
(8.2.2) qR(x,»,0,p) =— -
mg‘y,())(x> ¥, O) y') = 1—1) Sin20;
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1
O (x, 7,0, 1) = — 45 (Inri-+2c0820+ 1)+

1 f2 c0s26 . . : )
+E 5(1_1}){ g [I—y;1Kx(yn)]—l—yzsml@Ko(y;)},

cos26

(8.2.3) g% (x,y,0,y) = —{ (1 —yrKi(yr))+ y25i1120K0(yr1)},

mxy())(x Y, 0 yl)-—

—v sinfcos20 _’__I_E{ sin0(sin20— 3c0526)

Fy 7S rd

1
X [2=2yr1 Ki(yr)—y2riKo(yrl+ —y381110 cos 20 Ki(yr 1)}

1 h? sin26
a)gg)()’s Yy, 05 yl) = 4 D SJ 20+ 2D 5(1____,”){ [1—7”‘1]{1(,)/“)]—
1 .
_‘2‘725”129]{0(9”’1)},
: 20 1
824) ¢ (x,,0,7) = ~;{S‘f [1~y;11<1<wl)1——stmzf)Ko(yn)}
1
1—vcosOcos20 1 h2 Icos@(cosZO 35m26)
e — e
mxyﬂ(xayao,yl) I e - SI ’1

1
X [2—=2yr1 Ki(yr)— y*r2Ko(yr)]— 7)/3 cosfcos20 K, (yrx)} ,
gdzie oznaczono:

rt=xt(uiyp, oy =V,

(p) kolejno (P), (X), (Y),
sinf =y1——z, cos@zi.
ri ri

Wstawiajac powyzsze zalezno$ci do zwiazkéw (8.1) otrzymujemy rozwigzanie problemu.
Przykladowo podamy rozwiazanie dla przypadku foa=fi=10, wi(0,y) = fi(y):
_x_ fl(yl) dyl,

CUl(X, y) = pu x2+(yl—y)2

R e T o R ) _
I A === = )

2 =y .
Y i l)}fl(yl)dyl

i podobnie dla ws(x, y).
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Oczywiscie tatwo sprawdzié¢ po wzieciu pod uwage wyraZenia asymptotycznego dla
duzych wartosci argumentu [38]

!

8.9
F(v+ -;——I—k)
(v, k) = . (2,00 =1
k!]"(v—l—%——k)
. dan . . .
ze }'1_1:1(} (02 = —— =, CZEGO nalezato si¢ spodziewad.

Podamy jeszcze rozwiazanie dla przypadku, gdy fi=/3 =0, o = M3(») co odpo-
wiada dzialaniu momentu skupionego w poczatku ukladu wspolrzednych (rys. 10),

M_ % (5,

7

y
LQ%Y)

Rys. 10

W tym przypadku obciaZenia rozwigzanie podamy jedynie dla momentu m,.(x, y):

M

@35 me=5 (I+9)+(1—») __.]+

27 )v2_|_y2[ X242
M B2 [x3—3x2y

HERER (Fs0:

[ 22y (e K () —yz(x2+y2)Ko(~,'r)] +
T Gy z)a/,,Kl(W)} rr= x*4y.

Pozostate wielkosci latwo otrzymamy po wykorzystaniu zaleznoéei niniejszego punktu.

fyed (=]
3% %8¢ 3§ 8§ &8

H 2H 3H 4H 5H 10H
_ 1 ‘ X

//—
e
7

L’
L. M
mnoznik 75

———— plyla cienka

my (x,0)
Rys. 11
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Rozwiazanie podane powyzej (8.5) jest stuszne takze dla plyty trdjwarstwowej, nalezy
tylko postuzy¢ si¢ analogig migedzy tymi plytami i plyta Reissnera (2.12).

Na rysunku 11 podano wykres my(x, 0) dla plyty trojwarstwowej o nastepujacych
charakterystykach: £ =18"-10° kG/cm2, G, = 1,0 - 104 kG/cm?, d = 3 cm, h; = 10 cm,
n=0,n=135H, y=1217} H=2h.

Dla pordwnania pokazano na tym samym rysunku wykres odpowiadajacy cienkiej
plycie izotropowe;j.

Dodajmy na koniec, ze rozwiazanie od momentu skupionego mozemy takze otrzymaé
wprost z rozwigzania (6.31), (6.34) wykorzystujac antysymetrie dziatania momentu.

8.2, O osobliwosciach wyiszego rzedu w teorii plyt Reissnera i tr6jwarstwowych. Podamy ponizej
rozwiazanie zagadnienia nieograniczonej plyty Reissnera poddanej dziataniu obciazenia
skupionego, réwnego roznicy momentu skupionego zdefiniowanego w oparciu o obcig-
zenie X, = M(Qo) i momentu skupionego okreslonego jako granica M = lim Pe,.

20
Zadanie to ma raczej charakter teoretyczny, niemniej postuzy do zilustrowania tezy, ze
sformutowanie zagadnienia przy obciazeniach skupionych w teorii plyt nie moze by¢ oparte
na tak zwanym sformufowaniu tradycyjnym, o ktérym byla juz mowa w p. 6 niniejszej pracy.
Zajmiemy si¢ nieograniczong plyta obcigzona jak pokazano schematycznie na rys. 12.
p p

’—-/J)\—-
|
t

Rys. 12

Rozwigzanie dla takiego obciazenia otrzymamy odejmujac od siebie odpowiednie
rozwiazania, podane w p. 6 dla obu rodzajow momentu skupionego. Biorac pod uwage
zwiazki (6.21) i (6.31) otrzymamy:

aM M s X

w1 B 27[D 5(1_1}) X2+y2 )
M h 2 »n R
6 aw _ Mmoo I N e ]
®.6) “2 27D 5(1—) [axz Inj x2+4p2 2y Koy 1 x24y2)
aM M 2 o =T a2 —— ]
=~ - -, —Ko(y Y x|
@ 27D 5(1—7) [3x5y Y2yt Koy V2 +r7)

Mozna wykazaé, ze w przypadku sprowadzenia problemu do szukania jednej funkeji

2
biharmonicznej 1 jednej spelniajacej réwnanie (1— 1% VZ)H= 0, jak pokazano w p. 2

(2.8), otrzymujemy dla omawianego przypadku:
M h? d

= 1] 2
B= - 5 sa 5y & BV

M h 0 —
H= b st= oy 00V@H7).

(8.7
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W tym przypadku wielkosci sit 'wewngtrznych tatwo wyznaczy¢ korzystajac ze wzoréw
(2.1) i zaleznosei (8.6) albo wykorzystujac podane w p. 6 wielkosci sit wewnetrznych dla
obcigzenia momentami skupionymi obu rodzajéw. Ponizej podamy jedynie przyktadowo
dla wspoétrzgdnych biegunowych:

M cos
qr:_’2ny r(PKl(V"),
88) M 2| 2 2 |
, .
m, = —E‘g‘[;‘—V';Kl(y')*VZ“ITKO(V’)] cosg.

Mozna si¢ przekonaé, ze rozwiazanie tego. problemu, podane wyzej, spetnia réwnanie
zagadnienia i jest regularne w calej plaszczyZnie z wyjatkiem punktu (0, 0), poza tym
wypadkowa wszystkich sit brzegowych, dla dowolnego obszaru zawierajacego wewnatrz
punkt przylozenia obcigZenia skupionego, jest rowna zeru. Jest to zrozumiale ze wzgledu
na fakt, Ze obcigzZenie jest samozréwnowazone. Wobec powyZszego w sformulowaniu
tradycyjnym stan ten powinien byé rowny «zeru», czego oczywiscie nie mozna stwierdzic.
Wydawa¢ by sie moglo, ze zgodnie z zasada Saint-Venanta réznica wynikajaca z powyzszego
rozwiazania moze nas nie interesowaé. Jednak i z tym nie mozna sie zgodzié, poniewaz
zasieg wplywu powyzszego rozwiazania hie jest mniejszy niz poprzednich rozwiazan
dla obcigzen, ktoére nie byly samozréownowazone. Poza tym rozwiazanie podane powyzej
dla réznicy omawianych dwdch momentéw nie jest fizycznie bez znaczenia. Rozwiazanie
to w sposob istotny, w sensie twierdzenia o pracy wirtualnej, wplywa na poszukiwane
wielkoéci przemieszczenn. Mianowicie, przy zastosowaniu rozwigzania momentem skupio-
nym pary sil pionowych, we wzorach podstawowych, podanych w pracy, otrzymamy w wy-
(7w1
ox
obciazen zréwnowazonych, bedacego przedmiotem dyskusji, otrzymamy rozwiazanie
w2, czyli Ze sens fizyczny rozwigzania dyskutowanego jest wyrazny.

W zakonczeniu pracy podajemy propozycje w sprawie doktadniejszego formutowania
probleméw z obciazeniami skupionymi w teorii plyt, w ktérych uwzgledniamy odksztat-
cenia od sil poprzecznych.

niku wielko$é , natomiast po dodaniu do powyZszego rozwigzania, rozwiagzania dla

9., Zakonczenie

Podane w pracy rozwiazania i wzory maja charakter podstawowy. Moga one znalezé
zastosowanie przy rozwiazywaniu wielu problemdéw brzegowych teorii ptyt Reissnera
oraz teorii plyt tréjwarstwowych. ' ‘

W pracy starano si¢ spojrze¢ na zagadnienie plyt Reissnera i tréjwarstwowych z jedno-
litego punktu widzenia, ktéry jest kontynuacja znanego podejécia do réwnanja harmo-
nicznego, réwnan teorii sprezystosci czy tez réwnania teorii ptyt cienkich. Zwiazki podane
w pracy moga stuzy¢ do sporzadzenia powierzchni wplywowych plyt Reissnera jak i ptyt
trojwarstwowych. Przyklady podane w pracy maja charakter ilustracyjny. Poza tym
wyprowadzone zwigzki pozwalajg na sformulowanie szeregu probleméw brzegowych
dotyczacych nieciaglych warunkéw brzegowych [24].

Praca ma jeszcze jeden aspekt. Mianowicie wykazano w niej, ze tradycyjne sformuto-
wanie problemu znalezienia rozwiazania zagadnienia ptyty Reissnera lub tréjwarstwowej,
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przy obcigzeniu sila skupiong, nie zapewnia jednoznacznosci rozwiazania. Pod trady-
cyjnym sformutowaniem rozumiemy, podobnie jak STERNBERG i EUBANKS [32], sformuto-
wanie podane w niniejszej pracy.

W punkcie 6 otrzymano dwa rozwigzania zagadnienia plyty nieograniczonej, ktére
spetniaja tradycyjne zadania wymagane od rozwiazania dla takiej ptyty obciazonej -sifg
skupiong. Rozstrzygniecie, ktére z tych rozwigzan odpowiada obcigzeniu sita skupiong,
otrzymano w oparciu o twierdzenie o wzajemnosci prac. Okazuje sie, Ze rozwigzanie
odpowiadajace obcigzeniu sitg skupiona powinno dodatkowo spetniaé nastepujaca zalez-
no$é:

lim f (qu() ('-)ll-_l—rnnO U)nr_l—mm() Wir—ny Wyo— My, 0,011,y wlO) ds = P(Ul(o.v 0)
r—0 Cr

gdzie indeksem O oznaczono rozwiazanie zagadnienia plyty obciazonej sita skupiona,
a indeksem r dowolne regularne rozwiazanie dla rozpatrywanej plyty.

Podobne warunki powinny spetnia¢ rozwiazania zagadnienia plyty obciaZzonej momen-
tami skupionymi.

W tym sensie praca niniejsza jest kontynuacjg problemdéw poruszanych przez E. STERN-
BERGA i R. A. EuBanksa dla sity skupionej w teorii sprezystosci na zagadnienia rozwigzan
osobliwych piyt Reissnera i plyt tréjwarstwowych.
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Pesgiome -

HEKOTOPGIE BOIIPOCE! TEOPUHU IIJIACTUHOK PEFICHEPA M TEOPUU TPEXCJIOMHBIX
TIJTACTHHOK

Temoit paboTbl SABJSETCST TCOPHA IIACTHHOK, YUYHTHIBAIOWIAS OehOopMallM, BbI3BAHHBIE HONEPEY~
HBIMH CHJIAMH. DTa TCOPHSI OTHOCHTCS, B UaCTHOCTH, K IUIACTMHKAM, PaCUHTBIBAEMBIM 110 Teopuyn Pefic-
HEpa, @ TAKXKE K TPEXCJIONHBIM IUIACTHHKAM.

IIpenmonaraeTcsi, YTO BHENTHHUE CIIOM PACCMATPHMBAEMBIX TPEXCIIOMHBLIX IJIACTHHOK SIBISIIOTCA H30-
TPONHLIMH, 063 JKECTKOCTH Ha M3rM0, TOTa KaK CPEAMHHBIN CROM BOCIPHHHMACT MCKIIOWHTEIBHO NO-
NIEPCUHBIE YCHIMS,

TnaBrOH UENBI0 paGoOThI SIBIAECTCHA BhIBEEHHE OCHOBHBIX (DOPMYJI, JAIOLHY BO3MOIKHOCTb BBIPA3UTH
pentexue A5 JaHHOH NJIACTHHIA YEPe3 KPAeBbIe BETMYHHBE. AHAIOTHYHbIE )OPMYJIILI H3BECTHB] B TEOPHUI
rapmoHuyecknx (GyHxumil (5.1), (5.2) u B Teopuu TOUKMX IUiactusok (5.3).

OcHoBHEIE GhOpMYIbI AN 0GCYIKLACMBIX B pabOTe MIACTHHOK MOJIYYEHO HA OCHOBE NPHMHIWIA B3aMM-
HOCTI PaBoT, BBEEHHOTO B Pa3feie 3 M HA OCHOBE CHHIYJSIPHLIX peurenyil. CHHTYISIPHbIE PELLICHMST
npeycTaBNelbl B pasfesie 6 HacTosAweH paGoTel, B 3aMKHYTOM Bijae. IIpH IOCTPOEHMH CHHIYJISIPHBIX
peIeHITi NCIOMB30BaHO ABOIHOE, BecKoHeuHoe Npeobpazosanne Pypoe, Ipu obpawennn npeobpaso-
BaHMST HCHOJB30BaHO0, BBefeHHoe M. A. AAMAPIOM [29] moHATHE KOHEWNOH wacTH PACXOASIIETOCH
HHTerpana.

OBcyiKmaeTcst OfHO3HAYHOCTE PENICHHA [UIA CIyuasr AeHCTBHS COCPENOTOUEHHBIX CHIL.

PaboTa HIUTIOCTPAPYETCSI NPHMEPAMH DEIUEHME HEKOTOPLIX KpaeBhIX 3aHay.
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Summary

SOME PROBLEMS OF REISSNER’S THEORY OF PLATES AND OF THE THREE-LAYER PLATES

In the paper the plates theory which includes strains due to shear forces has been considered. The
theory concerns as particular cases, the plates calculated according to Reissner’s theory, and thc three-
layer plates.

It has been assumed that in the three-layer plates the exterior layers are isotropic withont flexural
rigidity, while the shear forces can act on the middle layer only.

The main purpose of the paper is to derive the basic formulae which enable to express the solution for
a plate by means of the boundary quantities. Similar formulae are known for the problems of the theory
of harmonic functions (5.1), (5.2) and of the theory of thin plates (5.3).

The basic formulae for the considered plates have been obtained from the principle of reciprocity,
derived in Chapter 3, and from the singular solutions. The latter have been obtained in the closed form
in Chapter 6. In the construction of singular solutions the double infinite Fourier transforms have been
applied. In order to find the inverse transforms, the concept of the finite part of a divergent integral has
been used, as introduced by J. Hadamard [29].

The problem of the uniqueness of the solution in the case of concentrated loads applied has been also
discussed.

The examples of the solutions of some boundary value problems have been included.

Praca zostala zlozona w Redalcji dnia 11 marca 1966 r.
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ROZSTRZYGNIECIE KONKURSOW NAUKOWYCH
1. ODDZIAL, WROCLAWSKI PTMTS

Na ograniczony konkurs naukowy na najlepsza pracg z dziedziny mechaniki teoretycznej i stosowanej,
dostepny dla czlonk6w Oddzialu Wroclawskiego PTMTS i ogloszony dnia 29 marca 1965, wplynelo 6 prac,
odpowiadajacych warunkom konkursu. Zostaly one przedstawione na posiedzeniu naukowym w dniu
8 grudnia 1965 1.

Sad konkursowy w skladzie: przewodniczacy — prof. Roman MRroMLINsSKI, czlonkowie: prof. dr Igor
Kiser, prof. dr Adam Mirzer, prof. dr Mieczyslaw SASIADEK, prof. dr Jerzy Zawapzxi, doc. dr Otton
Dasrowskl i doc. dr Adam RYBARSKI po zapoznaniu si¢ z pracami, opiniami recenzentéw wyznaczonych
przez Sad Konkursowy oraz publicznym zreferowaniu prac konkursowych na zebraniu naukowym przez
wszystkich uczestnikéw konkursu postanowil przyzna¢ nastgpujace nagrody i wyrdznienia:

I nagrod¢ w wysokofci 4000 zt dr inZ, Janowi LANGEROWI za pracg pt. «Drgania wlasne réwno-
leglobocznej plyty mostowej»,

II nagrode w wysokosci 3500 z dr inz. Mieczystawowi TEISSEYRE za prace pt. «Badanie nad zastosowa-
niem kryz do pomiaru iloéci pylu weglowego i powietrza w transporcie pneumatycznymy,

IIT nagrode w wysokosci 2500 zt dr inZ. Edwardowi GAWRYCH- ZUKOWSKIEMU za pracg pt. «Momen-
towy stan napigcia kratownic plaskich w $wietle teorii rzedu drugiego».

Wyréznienia otrzymali: dr inZz. Zdzistaw BopaRSKI za prace pt. «Wplyw uzebrowania na charakter
pola naprezenh w $rodowisku tréjramiennego naroza ramy metalowej», dr inZ. Eugeniusz BRZUCHOWSKX
za pracg pt. «Wzory strukturalne i liczby znamionowe sprzegiet jako powiazanie kombinatoryki z kon-
strukcja».

Odznaczeni i wyroznieni za prace konkursowe otrzymali na uroczystym Zebraniu naukowym w dniu
17 gradnia 1965 r. nagrody wraz z odpowiednimi dokumentami.

2. ODDZIAL GLIWICKI PTMTS

Konkurs naukowy zorganizowano dzigki subwencji 18 000 zt uzyskanej od Ob. mgr inZ. Zenona.
CIeSLAKA, przewodniczacego PMRN-Gliwice. Na konkurs wplynelo 11 prac — 2 prace odrzucono, 9 zre-
ferowali autorzy na zebraniu w dniu 28 marca 1966 r., po czym Sqd Konkursowy w wyniku tajoego glo-
sowania przyznal 6 nagrod:

I nagrode w wysokoéei 5000 zI mgr inz. Tadeuszowi BESIE za pracg'pt. «Przeplyw ciepla w laminarnym
strumieniu cieczy chlodzgcej reaktor jadrowy»,

IT nagrode w wysokoéci 3000 zt mgr inz. Antoniemu GUZIKOWI za pracg pt. «Obliczanie wspdiczynnika
przenoszenia ciepta w regeneratorze o dzialaniu niesymetrycznymn»,

IT nagrode w wysokosci 3000 zt mgr inZ. Stanistawowi KopPECIowI za prace pt. «Sala widowiskowa
bez ludzi jako obiekt w procesie regulacji temperatury», :

1T nagrode w wysokoéci 3000 zt Zdzistawowi SULIMOWSKIEMU za pracg pt. <<Zakotw1en1e na zasadzle
przyczepnoSci ciegna sprezajacego w betoniey,

- TII nagrode w wysokosei 2000 zt mgr inz. BEdwardowi KOSTOWSKIEMU za pracg pt. «Obliczenia cneplne
dwuszczelinowego rekuperatora opromieniowanego»,

7 Mechanika teoretyczna
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III nagrode (zespotowa) w wysokosci 2000 zt mgr inz. Stanistawowi Losck, dr inz. Oswaldowi MaTer,
mgr inz. Bugeniuszowi SWITONSKIEMU za pracg pt. «Badania modelowe statecznosci hiperbolicznych
chlodni wiezowych obciazonych statycznie wiatrem przy jednoczesnym uwzglednieniu cigzaru wlasnego
powloki».

Wyrdznienie otrzymal megr Jerzy TOMECZEK za pracg pt. «Wyznaczenie optymalnych rozmiaréw piono-
wego pierfcieniowego kanatu chlodzacego w materiale chiodzonym na drodze konwekeji swobodnej».

IV KONFERENCJA DYNAMIKI MASZYN

Trzy pierwsze Konferencje Dynamiki Maszyn odbyly sig w latach 1959, 1961, 1963 w Czechostowaciji
i byly organizowane przez Czechostlowacka Akademig Nauk. W konferencjach tych uczestniczyli przed-
stawiciele Polski.

W Polsce pierwsze sympozjum poswiecone dynamice maszyn odbyto si¢ w 1964 r. w Krakowie i zor-
ganizowane zostato przez Katedre Maszyn Hutniczych AGH, Katedrg Mechaniki Technicznej AGH
oraz Krakowski Oddziat Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej. Tematyka Sym-
pozjum obsjmowala jedynie maszyny hutnicze.

Doceniajac rolg dynamiki maszyn w rozwoju konstrukcji maszyn Komitet Budowy Maszyn Polskiej
Akademii Nauk podjal uchwale o organizowaniu wspodinych z Czechostowacka Akademia Nauk kon-
ferencji naukowych poswigconych zagadnieniom dynamiki maszyn. W wyniku tego porozumienia odbyta
sie w Krakowie w dniach 15-17 wrzes$nia 1965 r. IV Konferencja Dynamiki Maszyn zorganizowana przez
Komitet Budowy Maszyn Polskicj Akademii Nauk, Polskie Towarzystwo Mechaniki Teoretycznej i Sto-
sowanej Oddziat w Krakowie, Akadsmig Gorniczo-Hutnicza ze strony polskiej oraz Czechostowacka
Akademie Nauk.

Konferencja wzbudzila duZe zainteresowanie w uczelniach technicznych, w instytutach naukowo-
badawczych oraz w zakladach przemystowych. W Konferencji wzigto udzial 289 uczestnikéw, w tym
210 z Polski, 63 z Czechostowacji, 9 z Niemieckiej Republiki Demokratycznej, 2 ze Zwiazku Radzieckiego,
2 z Wegier, 1 ze Szwecji, 1 z Holandii, 1 z Senegalu.

Podczas Konferencji odbywaly sie posiedzenia plenarne oraz posiedzenia w czterech sekcjach: maszyn
roboczych, zastosowania maszyn matematycznych i metod do$wiadczalnych, statecznosci ruchu i teorii
drgan oraz ogblnych zagadnien dynamiki maszyn.

Ogobltem wygloszono 83 referaty. Referaty problemowe na tematy: «Rozw6j dynamiki maszyn w Cze-
chostowacji w latach 1963-65», «Zagadnienie dynamiki maszyn w Polsce», wyglosili prof. dr inz. J. Koze}-
NIK, cztonek Czechostowackiej Akademii Nauk, i prof. dr inz. Stefan Ziemna, cztonek Polskiej Akademii
Nauk. W referatach tych podkreslono nastgpujace aktualne zagadnienia, ktore nalezy rozwijaé:

1) doskonalenie konstrukcji maszyn odno$nic pewnosci dziatania i zywotnosci,

2) rozwijanie metod doswiadczalnych badania przebiegéw dynamicznych w maszynach,

3) wykorzystanie maszyn matematycznych do optymalizacji konstrukcji maszyn.

Tematyke wygtoszonych referatéw mozna podzieli¢ na 6 grup:

1) zagadnienia ogbélne dynamiki maszyn zwiazane z procesami przejsciowymi i ustalonymi ze szcze-
g6lnym uwzglednieniem tarcia,

2) stateczno$é ruchu maszyn wirnikowych,

3) dynamika maszyn i urzadzen transportowych,

4) dynamika maszyn gérniczych, hutniczych, rolniczych i obrabiarek,

5) drgania i zastosowania techniki wibracyjnej,

6) zastosowanie maszyn matematycznych oraz metody do$wiadczalne.

Z zagadniess ogbélnych dynamiki maszyn na pierwszy plan wysawaty si¢ problemy optymalizacji kon-
strukcji, Omoéwiono zagadnienie optymalizacji stanu obcigZenia jako zasady konstruowania, problem
wyznaczania optymalnych parametréw charakteryzujacych maszyne oraz wspdlczesne metody optymali-
zacji proces6w dynamicznych.

Obok zagadnied optymalizacji poruszone zostaly zagadnienia obcigzen stochastycznych, sposoby
uwzglgdniania tych obciazen w réwnaniach ruchu maszyn i metody rozwiazywania tego typu réwnaf.

Odnosnie do statecznosci ruchu zajmowano si¢ w referatach absolutna statecznoécia szczegdlnie ukla-
d6w nieliniowych. .
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Z referatéw omawiajacych stateczno$¢ ruchu maszyn wirnikowych nalezy wysunaé na plan pierwszy
referat na temat drgan samowzbudnych wirnikéw wirujacych w lozyskach powietrznych. Referat omawial
wyniki prac do$wiadczalnych.

Inne referaty z tej dziedziny dotyczyly metod do§wiadczalnych i pomiaréw. Oméwione zostalo zasto-
sowanic metody czgstotliwoSciowej do badania proceséw dynamicznych w silnikach, w szczegblnogei
w silnikach tlokowych i turbinach, oraz zastosowanie metody macierzowej do obliczania czesto$é drgan
wlasnych i linii ugigcia lopatek turbinowych o silnie skrgconym profilu. Podano réwniez metode pomiarn
naprezen dynamicznych i technike zapisu przebiegu na ta$mie.

Zagadnienia maszyn i urzadzen transportowych omawiane byly w wiclu referatach. Ze wzgledu na
réznorodnos¢é maszyn transportowych tematyka objela wiele zagadnien. Odnosnie do urzadzen transpor-
towych pracujacych w goérnictwie gtéwnie poruszono zagadnienie sprzeZenia lin stalowych z kolem na-
pedowym oraz problem przebiegdbw dynamicznych przy rozruchu i pracy dlugich tasmociagow.

Referaty omawiajace urzadzenia transportowe pracujace w hutniclwie dotyczyly drgan suwnic.
Przytoczono wyniki prac doswiadczalnych.

Zagadnienia dynamiki zurawi wiezowych dotyczyly modelowania mechanicznego zurawia, redukcji
mas, oceny sztywnosci elementow itd.

Drgania mechanicznc omawianc byly w powiazaniu ze statecznodcia ruchu lub z technikg wibracyjna.

Omowiono zagadnienie synchronizacji i samosynchronizacji, zagadnienic przeno$nikéw wibracyjnych,
sit wibracyjnych i wibrobetoniarek.

W referatach przytaczano wyniki prac do$wiadczalnych.

Na koncowym posicdzeniu uczestnicy 1V Konferencji Dynamiki Maszyn uchwalili rezolucje, w ktorej
wyrazaja celowosé organizowania dalszych konferencji podobnego typu przez Akademie Nauk Polski
i Czechostowacji przy wspolpracy zainteresowanych instytucji i towarzystw naukowych. Nastepna polsko-
czechostowacka Konferencja Dynamiki Maszyn odbedzie sie w Brnie w 1967 r. Po zakorhczeniu konfe-
rencji uczestnicy zwiedzili Hute im. Lenina, Instytut Obrabiarek, Instytut Odlewnictwa oraz laboratoria
AGH.

Wiadyslaw Bogusz, Zbigniew Engel
(Krakoéw)

KONWERSATORIUM «ZAGADNIENIA TERMICZNE I PLASTYCZNE W MECHANICE»

W dniach od 7 do 12 lutego 1966 r. odbylo sie w Szczyrku tradycyjne juz ogdlnokrajowe konwersa-
torium pod haslem «Zagadnienia termiczne i plastyczne w mechanice», zorganizowane przez |Oddzial
Gliwicki Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej. W sklad Komitetu Organiza-
cyjnego weszli: prof. dr inz. Oktawian Porowicz, doc. dr inz. Bogdan SKALMIERSKI, dr inZz. Tadeusz
SwIERZAWSKI. Sprawy kwaterunkowe, wyzywienia i rozliczen zalatwiala p. ZEMCZYKOWSKA, sprawy kan-
celaryjne i korespondencij¢ p. MNICHOWSKA.

Zadanie Konwersatorium bylo dwojakie: stawialo sobie za cel wymiang pogladéw pomiedzy specjali-
stami réznych dziedzin i ze wszystkich stron kraju, tudziez zblizenie i wzajemne poznanie si¢ przedstawi-
cieli réznych o$rodkow. W ciagu szesciu dni obrad wygloszono 19 referatow.

A, WiLczyNskl (Warszawa) wyglosil referat na temat pewnych zagadnien weryfikacji liniowych teorii
ciat lepkosprezystych. W niektorych przypadkach, szczegdlnie w przypadku badania wiasnosci reologicz-
nych tworzyw sztucznych—zdaniem autora—teorie liniowe okazuja si¢ wystarczajaco dokladne i moga
opisywaé wlasnosci materialéw rzeczywistych z zadowalajaca dokladnoscig. W referacie autor omoéwil
problem doboru i weryfikacji zwiazkow liniowych teorii cial lepkosprezystych w zastosowaniu do tworzyw
sztucznych.

Z. OLESIAK (Warszawa) zajal si¢ tematem rozkladu naprezen cieplnych w pélprzestrzeni i warstwie
sprezystej i omoéwit kilka aspektéw zagadnienia:

1) znikanie skiladowej normalnej naprezenia prostopadlej do powierzchni warstwy dla dowolnych
stacjonarnych zrédet ciepla wystepujacych na powierzchni ograniczajacej,

2) charakter normalnej skladowej naprezen prostopadlych do plaszczyzny symetrii i naprezen stycz-
nych, ktére nie beda zalezne od rozkladu temperatury przylozonej do powierzchni szezeliny w przestrzeni
sprezystej,

T
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3) dwa rodzaje zagadnien kontaktowych teorii naprezen cieplnych, pojecie stempla utwierdzonego
i swobodnego, oddzialywanie wzajemne dwoch stempli dziatajacych na powierzchni¢ ograniczajaca pét-
przestrzen lub warstwe sprezysta.

S. DREwNOWSKI (Warszawa) poruszyt problem energii podczas niszczenia konstrukcji. W pracy wy-
sunigto hipotezg, z ktorej wynika, Ze mozna utoZsamiac pojecie karbu w znaczeniu geometrycznym z po-
jeciem karbu w sensie obszaru duZej koncentracji energii. Referat byt ilustrowany zdjeciami, wykresami
oraz pogladowymi szkicami.

B. SkaLmiersk! i E. CzoGArA (Gliwice) przedstawicili prace na temat lepkosprezystej powloki wal-
cowej na podfozu lepkosprezystym o jednokierunkowej charakterystyce. Rozwazono powloke zamknieta,
podparta przegubowo na brzegach. Przy rozwiazywaniu zagadnienia skorzystano z metod transformacji
catkowych oraz analogii sprezysto-lepkosprezystej. Do rozwazan szczegblowych przyjéto model reolo-
giczny Voigta z warunkiem niesci$liwoéci v = 1/2. Przyklad obliczeniowy dotyczyl przypadku obciazenia
sita promieniowa wedrujaca wzdluz rownoleznika ze stala predkoscia.

B. SxarmigrskI i A. Tyrikowskr (Gliwice) oméwili zagadnienie lepkosprezystego preta kolowego:
o dwukierunkowej charakterystyce lepkosprezystej. PodtoZe w rozwaZaniach reaguje na przesunigcia pro-
mieniowe i styczne (dwie stale charakterystyczne). Zagadnienie rozpatrzono w dwdch aspektach jako quasi-
statyczne i jako dynamiczne. Do rozwazan szczegdlowych przyjgto model Voigta. Obliczenia numeryczne
wykonano dla przypadku quasi-statycznego i wedrujace] sity stycznej po obwodzie preta. Ten przypadek
obciazenia jest realizowany w pracy wszelkiego rodzaju kot pednych.

S. ZiemBA 1 W. BaBuL (Warszawa) zajeli sig pewnymi aspektami zderzenia si¢ cial. W referacie omé-
wiono zjawisko wnikania ciala stalego podczas zderzen ze stalym opornikiem, przebicie opornika cialem
stalym i cieklym, wreszcie zjawiska wystepujace przy zderzeniu si¢ cial z duzymi predko$ciami (zjawisko
towarzyszace wybuchom).

S. ZmMBa, M. J6Zko, T. KARPINsKI (Warszawa) przedstawili zagadnienie badania udaréw cieplnych
i zmgczenie cieplne metali. W szczegblnoéci rozwazono wplyw udaru cieplnego na wiasnosci metali, wplyw
predkosci nagrzewania na niektore wlasnoéci mechaniczne metali, na przebieg procesu relaksacii oraz na
przebieg przemian w stanie stalym w czystych metalach i stopach. Dyskutowano obszernie problem
zmeczenia cieplnego i cieplno-mechanicznego metali. Autorzy dochodza do nastepujacych wnioskéw:

1) udar cieplny, zmeczenie cieplne i zmeczenie cieplno-mechaniczne mimo ich silnego powiazania sa
problemami same w sobie odregbnymi i ztozonymi,

2) istnieje wyraZna potrzeba opracowania metodyki badan kazdego z tych problemoéw, gdyZ dotych-
czasowe wyniki badan z uwagi na odrebnosé i swoisto§é stosowanych metod badawczych i samego przed-
miotu badan sa nieporéwnywalne i dlatego nie moga stanowié podstawy do oceny zachowania si¢ metali
w okre$lonych warunkach cieplnych i mechanicznych,

3) wyraznie zarysowuja si¢ trzy kierunki badan wspdlnych dla rozpatrywanych probleméw:

a) badanie rozkiadu naprezen i odksztalceri pochodzenia cieplnego,

b) badania wiasno$ci mechanicznych metali przy okre§lonym schemacie obcigZenia cieplnego
lub cieplno-mechanicznego,

¢) badanie przemian fazowych, strukturalnych zachodzacych w metalach, jak réwniez mechanizmu
zmeczenia cieplnego i cieplno-mechanicznego.

A. Lisowskr (Krakow) wyglosit referat na temat proby zastosowania elektrycznego analogu do za-
gadnien programowania przy uwzglednieniu sprezysto-plastycznego charakteru niektorych wspoiczynni-
kéw. W pracy przedstawiono metody modelowania pewnych probleméw programowania liniowego po-
przez uklady elektryczne. Wykorzystano tu teorie zbioréw wypuktych, w szczegdlnosci metode iteracyjna
simpleksow.

W. Lukaszek (Gliwice) wygtosit komunikat, w ktorym poruszyt wplyw promieniowania na niektore
wlasnosci mechaniczne materiatéw.

S. Garpa (Warszawa) przedstawit w komunikacie konstrukcje nowej zrywarki udarowe;j.

T. Kareidski (Warszawa) przedyskutowal wplyw nagrzania z duza predkoscia na niektére wlasnosci
wytrzymalodciowe stali 45.

H. Ouesiak (Warszawa) przedstawila problem przybliZonego réwnania przewodnictwa cieplnego dla
grubych powlok cylindrycznych. W przypadku powlok grubych rozklad temperatury wzdiuz grubosci
znacznie odbiega od liniowego. Dlatego nalezaloby ten problem potraktowaé jako tréjwymiarowy. W pracy
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wprowadzono przybliZone réwnania rézniczkowe przewodnictwa ciepla, ktére uwzgledniaja krzywo-
liniowy rozklad temperatur wzdtuz grubosci powloki. :

J. Kreraczko (Warszawa) dyskutowal wykladnicze prawo wplywu odksztalcenia i temperatury na
naprezenie plastyczne plynigcia nicktérych metali. Zdaniem autora podane réwnania wplywu odksztalce-
nia, prgdkodei i temperatury na krzyws umocnienia sg w stanie opisaé zachowanie sig takich metali jak
aluminium, miedz, otéw. :

J. KrzemiNskt (Warszawa) przedstawit zagadnienie pola temperatury w nieograniczonej cienkosciennej
powloce walcowej, wywolanc dzialaniem poruszajacego sie skupionego zrédia ciepla wzdluz tworzacej
walca. Zalozono, ze zarowno intensywnosé zrédla, jak i predkosé przssuwania sig sa state. Zagadnienie
rozpatrzono jako niesprzg¢zone przyjmujac catkowita izolacje powloki. Wykorzystano z jednej strony

rébwnania przewodnictwa cieplnego, z drugiej dla wyznaczenia przemieszczen réwnania rézniczkowe
technicznej teorii powlok Wiasowa.

M. Jozxo (Warszawa) omédwil badania udarowe probek w podwyzszonych temperaturach.

J. MiastkowsKl (Warszawa) zreferowal zagadnienie wplywu historii obciaZenia na powierzchnig pla-
stycznos$ci. W pracy przedyskutowano wyniki wiasnych prac do$wiadczalnych oraz wyciagnigto z nich
wnioski. Migdzy innymi autor stwierdzil, Ze¢ wyniki badan wskazuja, ze granica proporcjonalnosci dla
materialt wstepnie odksztatconego wykazuje silne wlasnosci anizotropowe. Anizotropia ta w miarg wzrostu
wtornych odksztalcen plastycznych maleje. Wyznaczone wektory przyrostéw odksztalcenia plastycznego
sa na ogdl prostopadle do powierzchni plastycznosci.

J. RycHLEwWsK] i A. Miopucrowskl (Warszawa) zajeli si¢ problemem nosnosci granicznej skrgcanych
pretéw o skokowej nicjednorodnosei. Zagadnienie rozpatrzono na gruncie teorii cial izotropowych, idealnie
plastycznych, w oparciu o klasyczne zaloZenia Saint-Venanta odnoénie przemieszczen. Przedstawiony
referat stanowil zwigzle uj¢cie prac publikowanych.

J. StacHurskl (Krakéw) w zastgpstwie nieobecnego z powodu choroby A. CzuBAKA omdwit pewne
zagadnienia zwigzane z ruchem nosiwa na przeno$niku wibracyjnym, opierajac sie na réwnaniach reolo-
gicznych warstwy sypkiego materialu na rynnie przenosnika wibracyjnego. Autorzy twierdza na podsta-
wie przeprowadzonych do$wiadczen, ze obiekt badany da si¢ opisa¢ modelem reologicznym Binghama.

W. Szulcik (Gliwice) przedstawit pracg pt. «ObcigZenie graniczne tuku kolowego upodatnionego,
zbudowanego w idealnie sztywnym podiozu».

W Konwersatorium wzielo udziak 49 oséb. Przewodnictwo zebran sprawowali profesorowie DIETRYCH,
Lisowsk1, OLESIAK, Porowicz, ZieMBA. Nad kazdym wygloszonym referatem byta dyskusja. Liczba gloséw
wdyskusjach wyniosta 97. Dyskusje trwaly przewaznie dtuzej niz referaty i byly najczeéciej bardzo oZywione.
Tematyka referatéw, omoéwiona pokrotce powyzej, streszczona jest w wydawnictwie rozdanym uczestni-
kom przed rozpocz¢ciem obrad. Sposrdd 19 referatéow wiekszo$¢ stanowila prace o charakterze teore-
tycznym, tylko jeden referat po$wiecony byt opisowi urzadzenia badawczego wlasnej konstrukeji, trzy
stanowily rozwazZania teoretyczne o charakterze uzytkowym, 13 referatéw mialo za tre§¢ dociekania teore-
tyczne w zakresie aktualnych problemdw plastycznych i termicznych w mechanice, 2 zawieraly wyniki
badan laboratoryjnych.

Faxtem szczegblnie znamiennym bylo ozywienie dyskusji, ktéra czgstokroé nie miescita si¢ w ramach
czasu zebran i byla kontynuowana w maiejszych grupach poza zebraniami ogblnymi. W dyskusjach mozna
bylo obserwowaé duza erudycj¢ i zaséb wiedzy dyskutantéw i referentow.

Jako brak Konwersatorium trzeba stwierdzi¢ szczuplto$é prac opartych na badaniach eksperymental-
nych, ktére pozwolityby przedyskutowaé metody badawcze i zaznajomié uczestnikéw z mozliwosciami
w tym wzgledzie.

Najwieksze korzysci z Konwersatorium — zgodnie z zaloZzeniami — mogli wyciagnaé sami referenci.
Krytyka niekiedy bardzo ostra, choé zawsze nacechowana umiarem i dobrym tonem, niewatpliwie po-
zwolila referentom prawidtowo ocenié wlasne referaty, poznaé ich braki i zach¢ci¢ do dalszej pracy.

Abstrahujac od wzmiankowanych punktéw stabych mozna warto$¢ naukowa imprezy oceni¢ naste-
pujaco: zupelnie oczywistym i naturalnym by} wysoki poziom referatéw i wypowiedzi starszych uczestni-
kéw Konwersatorium, ale szczegdlnie bijacym w oczy byt dobry poziom mlodszej kadry od niedawna
dopiero obdarzonej tytulami naukowymi. Warto zauwazy¢, ze zrodia i literatura cytowana przez referen-
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tow i dyskutantdow obejmowala w przewazajacej czeSci prace publikowane po 1960 r., co $wiadczy o kon-
takcie uczestnikdédw z najnowszymi osiagnieciami nauki w danej dziedzinie. W tych wlasnie warunkach
mozliwo$é przedstawiania i przedyskutowania swych prac byla szczegdlnie atrakcyjna dla miodszej kadry.
Nie oznacza to bynajmniej, by udzial starszej kadry byl mniej wazny. Wprost przeciwnie, bez nich i bez
ich referatow i wypowiedzi korzysci dla mlodszej kadry zmalalyby. Z tego powodu, mimo pewnych roz-
bieznosci w poziomie prac, organizatorzy sadza, ze Konwersatorium speinito swoje zadanie.

0. Popowicz (Gliwice)

SRAWOZDANIE Z KONFERENCIJI SZKOLENIOWETY PT,
TEORIA LEPKOPLASTYCZNOSCI 1 TERMODYNAMIKA MATERIAEOW Z PAMIECIA
(JABLONNA 6-15-VI 1966)

Wyktadowcami byli: prof. de Waclaw Ovrszak (3 wyklady po 2 godz. i 1 godz. konsultacji)
i doc. dr Piotr PErzyNA (12 wykiaddéw po 2 godz. i 8 godz. konsultacji).

Tematyka wykladow prof. dr Wactawa OrLszakA obejmowala zagadnienia teorii lepkoplastycznodci
w ramach zalozen materialow statecznych i infinitezimalnych deformacji. Wyktady doc. dr Piotra
PerzyNy dotyczyly zagadnienn termodynamicznej teorii materiatdw o wlasciwosciach reologicznych
(por. skrypt).

Uczestnikami konferencji byli pracownicy naukowi Instytutéw Akademii, Politechnik i Instytutow
Resortowych w liczbie 28 oséb.

Gtownym celem konferencji bylo zapoznanie stuchaczy z najnowszymi osiggnieciami w termody-
namicznej teorii materialow odksztalcalnych. Pokazano szeroka podbudowe fizykalna i mozliwosc
opracowania ogélnej teorii materialdow z pamiegcia, tj. takich, dla ktorych aktualny stan zalezy od
calej historii procesu deformacji i zmian temperatury. Podejécie to mieéci si¢ w tzw. mechanice ra-
cjonalnej, ktéra cechuje glebokie traktowanie zjawisk fizykalnych, aksjomatyczne stanowisko i dbatosé
0 matematyczna §cistoéé formulowanych twierdzen i ich dowodéw. Charakterystyczna cecha termo-
dynamicznej teorii materialdbw z pamiecia jest szerokie i jednolite traktowanie wszystkich modeli dla
realnych materiatow. Teoria ta pokazuje zupeinie nowe mozliwosci zaréwno dla badan teoretycznych
jak réwniez dla badan eksperymentalych.

Znalazto to rOwniez wyraz w ogromnym zainteresowaniu wykladana tematykq na konferencji.
Wyrazato sig to w stuprocentowej frekwencji na wykladach i korsultacjach oraz w dlugich dysku-
sjach dotyczacych podstaw omawianej teorii.



SPIS TRESCI

ZESZYT 1/1963

Z. OsI¥skr, Przeglad nieliniowych réwnai rézniczkowych drgan ukladéw autonomicznych o jed-
nym stopniu swobody

A. Sawczuk, W. Orszak, Zagadnienia powlok niesprezystych

A. WiLczy®ski, Badanie wiasnosci mechanicznych niektorych tworzyw sztucznych

Z. DZzyGapto, M. SOKOLOWSKI, S. ZAHORSKI, M. Zyczkowski, Konferencja Naukowa Zakladu
Mechaniki Osrodkéw Ciaglych w Krynicy., Przeglad referatéw

W. SzczepiNsk1, Sympozjum na temat elastooptyki i jej zastosowan, Warszawa 1962

ZESZYT 2/1963

P. PErZyNA, Podstawowe zagadnienia lepkoplastycznosci

Z. Nowak, M. Zyczkowskl, Przeglad nowszych prac z dziedziny statecznodci powlok cienko-
$ciennych

E. STERNBERG, Naprezenia cieplne w cialach lepkosprezystych

A. WiLczyNsky, Zalezno§¢ «naprgzenie-odksztalcenie» w przypadku prostego rozciagania tworzyw
o lancuchowej budowie czasteczek :

H. DziaTLik, Model elektryczny tensora naprezen
Biuletyn Informacyjny Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej

ZESZYT 1/1964

S. KaLiskr, Stateczno$é ruchu uktadu oscylatoréw poruszajacych sig po belce na sprezystym podtozu

Z. OLESIAK, Przeglad polskich prac dotyczacych zagadnien z mieszanymi warunkami brzegowymi
w teorii sprezystosdei

Z. Wesorowskr, Zwiazki fizyczne dla materialu sprezystego z wigzami geometryczno-termicznymi

W. Szczepivski, Wyznaczanie naprezefi na podstawie pomiaréw tylko jednej skladowej odksztal-
cenia

R. S. Doroszkizwicz, A. Litewka, Doraine badania wlasnoSci mechanicznych i elastooptycz-
nych materialéw uzywanych w elastooptyce
Biuletyn Informacyjny Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej

ZESZYT 2/1964

R. S. Doroszxkiewicz, Fotosprezyste badania przekroju poprzecznego zapory filarowej

R. S. DOROSZKIEWICZ, Z badan fotosprezystych stanu naprezenia wywolanego cigzarem wiasnym
z uwzglednieniem wplywu podioza

R. S. Doroszkiewicz, J. Ligrz, Z badan fotosprezystych wirnika generatora duzej mocy

A. Czupak, Dob6r parametréw ruchu przenoénikéw wibracyjnych

W. PiecHocKy, Analiza skonczonych ugigé stabo wypuklej membrany kulistej obciazonej lokalnie

Z. THRUN, Metoda przyblizonego obliczania probleméw poczatkowo-brzegowych w zastosowaniu
do niestacjonarnych zagadnie przewodnictwa cieplnego

K. WMARsky, Obciazenia dynamiczne belek. Belka Timoshenki
Biuletyn Informacyjny Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej

ZESZYT 3/1964

ARTUR KACNER — Wspomnienie po§miertne
W. Wierzsrcki, Katastrofa budowlana jako przypadek unormowany
M. Janusz, Zasada Bettiego jako podstawa warunkéw modelowych
S. ZmMBa, Rola mechaniki teoretycznej i stosowanej w rozwoju postgpu technicznego
J. Maryniak, Oscylacje rakiety lecacej po torze falistym w atmosferze Ziemi
Biuletyn informacyjny PTMTS:
Sprawozdanie z Kongresu Mechaniki w Monachium w 1964 r.
Sprawozdanie z konferencji Zakladu Mechaniki Osrodkéw Ciaglych IPPT PAN w Za-
kopanem
Sympozja naukowe IUTAM
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SPIS TRESCI

ZESZY'T 1/1965

S. KaLiskr, O pewnym uogélnieniu mctody ortogonalizacyjnej

W. Bogusz, J. SKOWRONSKI, Synteza kinctyczna ogélnego ukladu mechanicznego

Z. TurUN, O pewnym Sposobie przyblizonego obliczenia nicliniowych zagadniefi przewodnictwa
cieplnego

W. Gurkowsky, Geometria roznicowa przestrzennej siatki punktow

W. SzczeriNskl, Wplyw cfektéow dynamicznych na przebicg proceséw ciggnicnia metali

J. Orkisz, Problem odcigzenia obrotowo-symefrycznych powlok w stanic blonowym przy duzych
odksztalceniach niCSpri;‘inlyCh

ZESZY'T 2/1965

WitoLD Witrzeickl — Wspomnichic po$miertne

Z. WasturyNskl, O wyznaczaniu warunkdw réwnowagi i rownan stanu przez pomiar odksztalced

Z. WastuTyRskl, A. BrRanprt, Pomiary szesciu skfadowych odksztalcenia w $ciskanym walcu
betonowym '

E. Soos, Tensor Kelvina-Somigliany dla ciala lepkosprezystego

Z. Waszczyszyn, Doswiadczalne badavia nad skoczonymi spreZysto-plastycznymi ugieciami
belek opartych na nieprzesuwnych podporach

J. Miastkowskl, W. Szczepifiskl, Doswiadezalne badanie powierzchni plastycznodei wstepnic
odksztalconego mosigdzu

T. Acorsowicz, Niektore zwiazki wychylenr skretnych i momentdw reakcji waldw drgajacych
jako podstawa metody doswiadczalnego wyznaczania zmiennych naprgZen $cinajacych

1. Kasperkiewicz, Czujniki do laboratoryjnych pomiardéw stanéw naprgzen i odksztatcen we-
wnatrz clementdw betonowych

Biuletyn Informacyjny PTMTS

ZESZYT 3/1965
W. Nowack!, Dynamiczne zagadnienia termosprezystosci
W. SzczepiNski, Przeglad prac dotyczacych nosnoéei granicznej rozeigganych clementéw z karbemn
W. Gutkowskl, Powicrzchniowe konstrukcje pretowe
P. SUKIENNIK, O naprezeniach w sprezystym podiozu pod §lizgajgca sig sztywna kuly
S. Pytko, O mozliwosciach wykorzystania metody clastooptycznej dla badan wytgzenia materiatu
i rozkladu naprezen w zagadnieniach kontaktowych

Biuletyn Informacyjny PTMTS

ZESZYT 1/1966
S. Ocuepuszko, Zmiany spowodowanc w mechanice przez miedzynarodowy ukiad jednostek
miar .
W. Gogoér, Teoria stanu uporzadkowanego i mozliwosci jej zastosowania
J. RycuLewskt, Plastyczno$é ciat o skokowei niejednorodnoscei
K. Wimaksk, C. WozZniak, Uklady wspotrzgdnych prostokresinych w geometrii powierzchni
$rodkowej cienkich powlok

Biuletyn informacyjny

MECHANIKA TEORETYCZNA I STOSOWANA jest organem Polskiego Towarzystwa Mechaniki
Teoretycznej i Stosowanej i ukazuje sig na razie jako wydawnictwo ciggle mniej wigcej w odstepach
kwartalnych. Czlonkowie PTMTS otrzymujq poszczegdlue zeszyty wydawnictwa ze znitka 25%
w Oddzialach Towarzystwa.
MECHANIKE TEORETYCZNA I STOSOWANA mozna nabyé w ksiggarniach naukowyceli Domu
Ksigzki oraz w Osrodku Rozpowszechniania Wydawnictw Naukowych Polskiej Akademii Nauk (Palac
Kultury i Nauki)
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