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MECHANIKA

TEORETYCZNA

1. STOSOWANA
1, 4 (1966)

ZMIANY SPOWODOWANE W MECHANICE
PRZEZ MIEDZYNARODOWY UKEAD JEDNOSTEK MIAR

STANISLAW OCHEDUSZKO (GLIWICE)

Dotad niedobrze sie dzieje w dziedzinie wymiarowania wielkoéci fizycznych. Przyczyny
niewatpliwego chaosu przy ustalaniu jednostek miar siggaja dawnych lat.

- Z powodu niewlasciwej oceny istoty ciepla, ktére przed 1842 r. bylo uwaZane za
pewien rodzaj niewazkiej materii (calorium), wprowadzono odrebng jednostke — kilo-
kalorie, kcal. Niemato zamieszania powstalo wskutek tego, Ze technicy wbrew zatwier-
dzonej w 1889 r. przez Pierwsza Generalng Konferencje Miar definicji kilograma jako
jednostki kg masy (substancji), pozostali przy interpretacji kilograma jako jednostki sity
kG = kp.

Ostateczne uporzadkowanie jednostek i poje¢ fizycznych nastapilo po zatwierdzeniu
w 1960 r. przez XI Generalna Konferencje¢ Miar i Wag uktadu SI («Systéme International»)
jako migedzynarodowego uktadu jednostek miar. Poniewaz ukfad SI jest ukiadem kohe-
rentnym, przeto mozna bylo w termodynamice technicznej zarzucié réwnania przystoso-
wane i zastapi¢ je roOwnaniami wielko§ciowymi. Dzigki temu mozna bylo zmieni¢ ozna-
czenia niektoérych wielkoéci termodynamicznych i zblizyé si¢ do oznaczehn stosowanych
w mechanice,

Korzyéci nowego ukiadu zostana uwypuklone na tle obecnie stosowanego zbioru
tradycyjnych jednostek miar.

1. Zbiér jednostek tradycyjnych. Rownania przystosowane

1.1. Jednostki tzw. ukladu technicznego. Wskutek odmiennej interpretacji kilograma przez
technik6w zostalo na wiele lat zaprzepaszczone £ciste rozgraniczenie ciezaru i masy
(substancji) w naukach technicznych. Praktycznie zaréwno jedna jak i druga wielko§é
oznaczana bywa za pomocg kg (kilograma-masy) lub kG (kilograma-sity). Kto chce byé
bardziej §cisty, uzywa jako jednostki iloSci masy nie kG, a tzw. normalnego kilograma-sily,
nkG. Jest to jeden z przykladdw tzw. jednostki posredniej. W celu wyznaczania iloSci kg
masy nalezatoby z badanym ciatem udaé si¢ tam, gdzie przy$pieszenie sity ciezkoséci jest
normalne, g= g, = 9,80665 m/s?. Dynamometr (waga sprezynowa) obciaZzony tym
cialem wskaze jego ciezar w kG. Bowiem jednostkq sily w technice jest ciezar 1 kg-masy

Przypisek Redakeji. Zgodnie ze stwierdzeniem Autora propozycie dotyczace jednostek znamionowych
w mechanice i wytrzymalodci materiatéw maja charakter dyskusyjny.
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w prézni tam, gdzie g = g,. W ten sposéb wyznaczony cigZar jest miara iloci masy ciala
wyrazonej w kg. Tylko tam, gdzie g = g,, wartoéci liczbowe cigZzaru i masy sg takie same.

Od dawna OcHeDUSZKO [1] §ci$le odréznia site od masy i substancji. W celu unikania
nieporozumien stosuje on lansowana rowniez w Polsce nazwe kilopond kp w miejsce
kilograma-sity kG. Giéwna koherentng jednostke masy stanowi masa (%), ktérej sila 1 kp
nadaje przys$pieszenie 1 m/s?. Z rdwnania Newtona

0y _ F=ma
wynika jednostka masy

_ [F]
@ [m] = iR

Nalezy przypomnieé, ze: [m] oznacza jednostke masy, [F]— jednostke sity, [a] — jednostke
przy$pieszenia liniowego. Po podstawieniu jednostek gléwnych otrzymuje si¢

kps?-
3 ==
® [n] = =

Jest to tzw. jednostka wymiarowa masy, gdyz zawiera w sobie podstawowe jednostki
technicznego zbioru tradycyjnego, ktéry w zakresie mechaniki i termodynamiki sklada

sig z

jednostki dlugosci [d] = m, metra,
jednostki sity [F] = kp, kiloponda,
jednostki czasu [7] = s, sekundy,
jednostki ciepta [0] = kcal, kilokalorii i

jednostki temperatury [T]= [f] = grd, (gradus) stopnia (bez wzgledu na rodzaj skali
100-stopniowej(?)).

Dla uproszezenia zapiséw wprowadza si¢ tzw. jednostki znamionowe(®), przewainie
wywodzace si¢ od nazwiska uczonych. Ale jednostka masy okre$lona réwnaniem (3)
nosi nazwe

2
(3a) inert = kps

od wyrazu facinskiego inertia lub stosowana przez Niemcdw nazwe hyl.

Natomiast ilo§é¢ substancji OcBEDUSZKO okre§la za pomoca kg, tj. jednostki masy(%)
(substancji) ukladu SL (dawnego MKS). W praktyce bowiem ilo$¢ substancii ustala sig
przez wazenie na wagach dZwigniowych, co jest jednoznaczne z podaniem ilosci kg, a
nie kG. Zwiazek migdzy inertem i kg mozna wyznaczyé za pomocg réwnania (1) w opar-
ciu o definicje kiloponda ' '

1 kg g,,SE2 = 1 inert 1 m/s?,

() Masa (bezwladna) jest to wiaéciwoéé materii objawiajaca sig przy zmianie ruchu, zalezna od pred-
kosci w ciala, Przy w = ¢ (pr. §wiatla) m = oo,

(®» Jednostka znamionowa na skali Kelvina [T]=1°K, na skali za§ Celsjusza [t]= 1°C, ale
1°K = 1°C =1 grd.

(®) Nazwa ta pochodzi od S. Fryzego, ktéry ma duze zastugi w metrologii elektrycznej.

(*) Jest tu mowa o tzw. masie spoczynkowej m, przy w = 0.
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czyli
@) 1 inert = 9,80665 kg.
Stad réwnowaznik jednostek masy i substancji
kg _
(4a) u = 9,8066 Thert = 1.

Inert jest u = 9,80665 razy wigksza jednostka iloéci substancji od kg.

Wsréd jednostek tradycyjnych znajduja sie dwie jednostki dla okreslenia energii i tego,
co z enetgii powstaje, mianowicie kcal dla ciepta, energii wewnetrznej i entalpii oraz
kGm = kpm jako jednostka dla mechanicznych rodzajéw energii (pracy, .energii kine-
tycznej i potencjalnej). Dlatego w réwnaniach pierwszej zasady termodynamiki musi byé
stosowany réwnowaznik wspomnianych jednostek

_ 1 keal _
T 427 kpm

W silnikach cieplnych powstaje praca 427 kpm w miejsce kazdej kcal, ktora ulegta za-
mianie na pracg. _ '

2.2. Réwnania przystosowane. JeZeli przez m oznaczy sie ilo§¢ substancji ciala w kg, to
ciezar tego ciata wynosi '

) 1keal =427 kpm czyli A

m
6 G=—
(6) wé
w kp. Po podzieleniu ostatniego réwnania przez objetos$é V ciala otrzymuje sig
64 m g
czyli
g
(7a) =pg=.
y=2e P

Ostatnie réwnanie podaje zwiazek miedzy ciezarem whasciwym y i gestoscia p. Z réwnania
tego wynika, ze wartoéci liczbowe {y} = {p} jedynie wéwczas, gdy przyépieszenie sily
cigzkoécei {g} = {u} = 9,80665.

Jezeli mkg materii ma predko$é wmy/s, to jej energia kinetyczna ma warto$é

2
8 _mw
® E, 7

. m? . , . . \
w (mert ?) Po zastosowaniu réwnania (3a) otrzymuje si¢ jednostke wymiarowa [E}] =

= kpm, tj. jednostke gtéwna pracy w zbiorze tradycyjnym.
Podobnie otrzymuje si¢ wzOr na energie potencjalng

m

gdzie H jest wysokoécia polozenia §rodka m kg masy nad poziomem odniesienia.
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Dla przemian zachodzacych w ukladach zamknigtych shuszne jest réwnanie pierwszej
zasady termodynamiki '

(IO) Q1_z = Uz— U1+AL1_2
gdzie Q,_, oznacza ciepto dostarczone przez zrodia zewngtrzne w keal, U, i U; — energig
wewnetrzng ukladu bilansowanego na poczatku i przy koncu przemiany w kecal, L;_, —
prace bezwzgledna wykonana przez czynniki w ukladzie w kpm.

Ostatnie rownanie jest réwniez réwnaniem przystosowanym. Tylko dzigki zastosowaniu
réwnowaznika A osiagneto si¢ zgodnoéé wartosci liczbowych

{Q1—2} = (Uz}_(Ul}“l“(A}(L}
oraz jednostek
(0] = [U]=[4][L]

po obu stronach réwnania (10). Bowiem dla kazdej wielkoéci np. X mozna napisaé iloczyn
(11 X ={x}[X]

wartosci liczbowej {X} przez jej jednostke [X].
Gdyby chodzito o wyrazenie energii E, i E, w jednostkach ciepla, to nalezaloby réw-
nanie (8) i (9) pomnozy¢ przez 4 [réwnanie (5)]

m w?
(8a) ABg = 4"
i
(92) AE, = A% ¢H.

Oczywidcie [AE,] = [4AE,] = kcal.

Dzigki zastosowaniu odpowiednich réwnowaznikow mozna kazda wielko$é przysto-
sowaé¢ do dowolnego ukladu jednostek.

Nalezy podkresli¢, ze wystepujacy w podanych réwnaniach réwnowaznik u ma warto$é
stala [réwn. (4a)]. Natomiast w licznych publikacjach technicznych réwnowaznik ten jest
zastapiony przez przySpieszenie g sity cigzkoéci, co prowadzi do niefcistych wynikow.

Jedynie odréznienie cigzaru od masy prowadzi do poprawnych jednostek wielkosci
pochodnych. Np. energia wladciwa e lub praca jednostkowa / przy uzyciu rozszerzonego
zbioru jednostek tradycyjnych maja jednostke

[e]__:[E_]__ kpm [L]  kpm

= ke DT T e
Gdyby dla oznaczenia sily i masy zostala wzieta ta sama jednostka kG, to dla obu wspom-
nianych wielko$ci otrzymatoby si¢ wynik bledny [e] = [/] = m.
Opisany zbidr jednostek stosowanych jeszcze w termodynamice, a praktykowany
w gliwickim oérodku termodynamicznym od 1948 r. [2], znalazt zastosowanie w NRF
[3] w czasie przejéciowym przed ostatecznym przejéciem do miedzynarodowego uktadu SI.
Zbiér jednostek tradycyjnych nie jest koherentny, gdyz zawiera jednostki, ktére nie sa
spojne. Te jednostki sa koherentne, ktére w rownaniach definicyjnych wystepuja w ilosci 1.
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I tak z réwnania (3a) wynika, ze kp, inert, m i s sa koherentne, gdyz w rdwnaniu (1)
wystepuja pojedynczo. Natomiast z réwnania

(12) Q=L

podajacego zwigzek migdzy pracg tarcia L kpm i cieplem Q, kcal, ktére z tej pracy
powstato, wynika, Ze kpm i kcal nie sg jednostkami koherentnymi, _

Tych wad nie ma uklad cigzarowy MKPS (metr-kilopond-sekunda) oraz miedzy-
narodowy SI.

2, Réwnania wiclkoSciowe. Koherentne ukiady jednostek

2.1. Réwnanie wielkosciowe. W przypadku stosowania ukiadéw koherentnych roéwnania
przystosowane moga by¢ zastapione przez rownania wielkosciowe, tj. takie réwnania,
w ktérych wystepuja tylko wielkoéci fizyczne i liczby bezwymiarowe.

Rownania przystosowane wystepujace w «Teorii maszyn cieplnych» [4] staja si¢
wielkoéciowe, jezeli opusci sig w nich réwnowazniki, jak u, A i inne. Zatem réwnania (6)
i dalsze przedstawiajg si¢ nastepujaco:

(6a) G=mg

(7b) V=08

(8b) E, = mlvzi

(%9b) E, = mgH

(10a) Oy = Up—Us+ Ly,
(12a) 0, =1,

Wzér na grubosé filmu kondensatu sptywajacego pod wlasnym cigzarem po pionowe
$cianie plaskiej ma postaé réwnania przystosowanego [5]

4 ———

' 4:“'2'77(1‘3_19) X

3 == - -
3 g ]/ 8r¢*

gdzie x jest odlegloscia od poczatku filmu, { i # oznaczaja wspétezynniki przewodzenia
1 lepkoséci kondensatu, g i r — gegsto$é kondensatu i jego cieplo parowania, (f,—3)—
spadek temperatury w filmie. Réwnaniu (13) odpowiada réwnanie wielkosciowe

P
4in(t,—Hx
13 = hib{ASE S
(13a) y ]/ ord?
w ktérym odpadt réwnowaznik u = 9,80665 kg/inert (réwn. (4a)).

A oto jeszcze jeden przykiad. Predko$é dzwicku w gazie wyraza sie za pomoca réwnania
przystosowanego

(14) a= ]/,ux RT

oraz wielkosciowego

(14a) a=VxRT



_ Tablica 1. Gléwne jednostki miedzynarodowego ukladu SI
wg uchwaly XX Generalnej Konferencji Miar i Wag (1960 r.)

(81

) _ . . Skrét
. Rodzaj i Lp. Wiekoé¢ fizyczna Nazwa %ednostkl oznaczenia
jednostki ‘ : miar jednostki
1 2| 3 . 4 5
1 | dhugose metr m
2 | masa kilogram kg
3 | czas sekunda s
Jednostki 4 | natezenie pradu amper A
podstawowe elektrycznege
5 | temperatura termodyna- stopien Kelvina grd K
miczna : '
) . © 6 | §wiattoéé kandela cd
Jednostki - 1. kat plaski radian rad
uzupetniajace 2 | kat brylowy stéradian ST
' "1 | pole powierzehni metr kwadratowy m?
2 | objetosé metr sze§cienny m?.
1
3 | czestosé herc Hz = —
4 | gesto&é kilogram na metr kg/m?®
szeScienny
5 | predkosé .| metr na sekunde m/s
6 | predkosé katowa radian na sekunde rad/s
7 | przyépieszenie metr na sekundg do m/s?
L kwadratu
8 | przyépieszenie katowe radian na sekunde do rad/s?
kwadratu
9 | sita _ . niuton o N
10| ciénienie (naprezenie niuton na metr kwadra- - N/m?
mechaniczne) towy ) ' e
11 | dynamiczny wspolczynnik | niutonosekunda na metr Ns/m?
Jednostki lepkosei . kwadratowy
pochodne 12 | kinematyczny wspdlczyn- | metr kwadratowy na m?/s
. ] - nik lepkosci sekundg
13 | praca, energia, ilo§¢ ciepla | dzul J
14 | moc’ C | wat W = AV
1 15 | ilogé elektrycznosci | kulomb C = As
(fadunek) .
16 | napiecie elektryczne, réz- | wolt . kg m?
nica potencjalow, sita V= A S
elektromotoryczna _ ‘ N .
17 | natgzenie pold elektrycz- | wolt na metr . kgm
Nego Vim = A
kg m?
18 | opér elektryczay om = AfsT
3 . , oo AZ 54
19 | pojemnosé elektryczna farad = kem?
20 | strumien indukcji magne- | weber kg m?*
tycznej ' Wb = As?
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c.d. tablicy 1
1 | 2| 3 4 5
. . . ' kg m?
21 | indukcyjnoéé henr H=-2""
A%s?
22 | indukcja magnetyczna tesla = :gz
s
23 | natezenie pola magne- amper na metr Alm
Jednostki tycznego ,
pochodne 24 | sila magnetoelektryczna amper A
25 | strumien $wietlny lumen Im = cd - sr
26 | luminangja (gestosé kandela na metr cd/m?
$wiatlo$ci) kwadratowy
27 | nateZenic os$wietlenia luks Ix = cd 'fr
m?

z wylgczeniem u. W koncowych réwnaniach oznaczaja: » = ¢,/c, — wykladnik izentropy,
R — stala gazows Srodowiska, T — jego temperature.

Jak widaé, réwnania wielkoSciowe sa proste w swej postaci, a przez to bardziej przej-
rzyste i zrozumiate.

2.2. Uklad cigzarowy MkPS. Jezeli ze zbioru jednostek tradycyjnych stosowanych
w technice usunie si¢ kcal oraz kg, to otrzyma si¢ koherentny uktad ciezarowy. Ma on
nastepujace, gtéwne jednostki podstawowe w dziedzinie mechaniki i termodynamiki

dtugos¢ [d] = m, sita [F]=kp, czas [7] =35, temperatura [I]= [f] = grd.
Gléwne jednostki pochodne:

[l =mt, V)=, (4] =mjs, [l = [g] =25, [m] =inert, [L]= (] =kpm.

Jednostki tego uktadu sa zebrane w tablicy 2.

¢2.3. Miedzynarodowy uklad SI. Uklad SI liczy 6 jednostek podstawowych, 2 jednostki
uzupetniajace oraz 27 jednostek pochodnych (tablica 1). Ukfad ten nalezy do tzw. ukiadéw
masowych dlatego, ze jedna z jednostek podstawowych jest jednostka masy.

Jednostki podstawowe sa niezalezne od siebie 1 opieraja sie na wzorcach. Jest cecha
znamienng, ze z dawnych wzorcéw pozostal tylko kilogram jako wzorzec masy, inne
jednostki maja wzorce, ktére pozwalajg na znacznie wicksza doktadno$é. pomiardw
anizeli wzorce dotychczasowe. Opis wzorcéw mozna znalezé w nowszych publikacjach
np. [7]. '

Do najwazniejszych jednostek pochodnych nalezy jednostka sily, niuton N, ktéra
zgodnie z rédwnaniem (1) masie 1 kg nadaje przy$pieszenie 1 m/s?, zatem

Im
(15) : [F]—lN—lkgﬁg.
Poniewaz kilopond masie 1 kg nadaje przy$pieszenie g, = 9,80665 m/s?, przeto migdzy
kp i N istnieje zwigzek
(16) : 1kp = 9,80665N = uN,



lo1]

Tablica 2, Miedzynarodowy ukiad jednostek SI

Jednostki glowne uzywane w mechanice i technice cieplnej

L Wielkoéé Jednostki gtéwne w ukladach
p. .
Nazwa I Oznaczenie ST ' MEKPS [ CGS
1 o kat ptaski a, B,y rad rad rad
2 :% 5, kat brytowy w, 2 ST ST . sr
2 _
3|3 *;E-} dtugosce d,l,r m m cm
4 E a pole powierzchni A 2 m? cm?
5 objetos¢ pomieszczenia v m? m? cm?3
6 czas’ T s s s
S 1 1 1
7 czestotliwosé v <= Hz ol Hz = Hz
. 1 rad 1 rad 1 rad
redkos w,n _— = _——= — —_ = —
8 :,'-% predkos¢ katowa o S s s s s s
[9]
9 %‘ rvépi e katowe R 1 rad 1 rad 1 rad
E | provspieszenie kato | e A i
E bezwzgledna c
; e ye s - m m cm
10 3 predkos¢ liniowa unoszenia u = — il
g wzgledna w s s s
— %
B L. .. . m? m? cm?®
11 = objeto$é strumienia vV — —_— —
—_ s s s
—
.. C m cm
12 przyspieszenie liniowe a - ~ Gi() = —
. , . .. m? m? cm?
13 kinematyczny wspodlczynnik lepkosei v are e St(®) = -~
— .. . kp s?
14 masa (ilo§¢ substancji) m kg inert = g
2 kg inert kp s? g
15 gestose . e ™ m  m cm®




(11l

16
17
18
19
20

21

22

23

24

25
26

27

11T Wielkoéci statyczne i dynamiczne

V1 Wielkosci cieplne

. Iy ,on 3 3 4
objetosé wiasciwa v m .B =™ cm?
kg inert kp s? g
strumien substancji m ke Inert _ kps £
s s m s
gesto$é strumienia substancji n ' ww inert _ kps g
A m?s s m? m?3 cm?s
sita, strumiert pedu F, K N = FMNB kp dyna = mmoNB,
k
ped | mw Ns = mmE kps dynas = g MB
obciazenie liniowe Fil N _ kg kp dna g
napiecie powierzchniowe m s? m cm 52
dyna
pbar = =
ci$nienie, naprezenie P, G N _ ks *p cm
m? ms? m? g
" cms®
cigzar wlasciwy y N _ ke kp dyna _ g
m® m?2s? m? cm?® cm?s?
2 2
moment statyczny M Nm = wmm M: kpm g onB )

- s
moment bezwladnosci (masowy) I kgm? inert m* =kp m s* gem?
praca . L
energia E,U Ke m? .
egzergia B = Nm = -2 = kpm erg = 5
ciepto o S 52
entalpia I
energia jednostkowa e T . K . \
ciepto spalenia W, = Bw .m” = B.w - Q.M
warto$§¢ opatowa Wa g s ine s g s




[e1).

d.c. tablicy 2

Lo _ Wielkos¢ Jednostki glowne w ukiadach
’ Nazwa | Oznaczenie SI \ MEkPS CGS
28 moc, strumien energii j,,N, E W = J_ kam kp m erg _ gom’
s s? s S s?
29 gestos¢ strumienia energii g, e W _ ke kp e _ &
: m? s? ms s cm? s?
30 dynamiczny wspétezynnik lepkosci 7= Ns = ke kps PE) = g
m? ms m? cms
wzgledna t °C °C °C
31 B temperatura { bezwzgledna T °K °K °K
5 przyrost. At = At grd, (deg) grd, (deg) grd, (deg)
- .6 . .
32 “Z’ termiczny wspolczynnik rozszerzalnosci B 1 A 1
= grd grd grd
33 > pojemno$¢ cieplna . W J _ kem?® kpm erg g cm?
= | entropia S grd = s?grd grd grd = stgrd
34 ciepto wlasciwe ¢ . .
entropia wiasciwa s 3 m o erg _ om’
stala gazowa R kggrd  s*grd s® grd ggrd  stgrd
35 wspoiczynnik przewodzenia ciepia 2. W = kem kp gcm
m grd s% grd sgrd sgrd
36~ - wspolczynnik wnikania ciepta a W ke kp g
wspélczynnik przenikania ciepla k migrd  s?grd ms grd s® grd

® Gl = gal. (¥ St = stouks. () P = puaz.
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czyli
{16a) 1 N = 0,101972 kp.

Nowa jednostka sity jest ok. 1/10 czebcia kiloponda.
Gléwna jednostka energii, egzergii, anergii (%), pracy mechanicznej i ciepta jest

2

a7 [E]=[B]=[A]=[L]=[Q]=1Nm=1J=1Ws=1kgISn—2.

Jednostka wymiarowa (kgm?/s?) ma az 3 nazwy: niutonometr Nm, dzul J, watosekunda Ws.
Wymienione jednostki sa znamionowe. Oczywiscie

{18) 1Nm=%kpm.

Warto nadmienié, Ze ten sam réwnowaznik u odgrywa role réwniez w jednostkach
ci$nienia i napr¢zenia. Gléwna jednostka
N 1k
(19) 1= =Po=——2
m 4 m
Jednostke znamionowsa paskal oznacza si¢ przez Pc lub Ps.
W praktyce stosowane beda jednostki wicksze. Np. jednostka wtérna

(20) 1 bar = 105N/m?

jest nieco wicksza od atmosfery technicznej, gdyz 1 bar = 1,01972 at = 1,01972 kp/cm?.

Przy pomiarze malych ci$nien uzywana jest (w metereologii) jednostka mbar = 10% Pc.
Duzym wstrzasem w termodynamice jest wyeliminowanie z uzycia tradycyjnej kilo-

kalorii. Jej miejsce zajmuje uniwersalna jednostka energii dzul. Nie trudno ustalié réwno-

waznik dla migdzynarodowej kilokalorii

1 keal;, = 426,935 kpm = 427,935 - 9,80665 Nm,

1 keal,, = 4186,80 J = 4,1868 kJ.

Nowa jednostka ciepta kilodzul kJ jest 4,187 razy mniejsza jednostka od kilokalorii. Jest
rzecza znamienna, ze 1 kJ przedstawia tg ilo$¢ ciepla, jakg musi pochlonaé 1 kg powietrza,
aby jego temperatura wzrosta o 1 grd pod stalym ci$nieniem.

' Ze zmiana jednostki ciepla wiaZze si¢ zmiana jednostki strumienia (natgZenia prze-
plywu) ciepta. Wiadomo, ze

1)

1 kWh = 860 kcal, czyli 1000 Wh = 860 kcal,
Zatem

kcal 1000
22 = I
@2 . ! h 860
Dotad uzywana jednostka strumienia ciepla jest wigksza od gldéwnej jednostki mocy
w uktadzie IS o okoto 16%.

W =1,1630 W,

(%) Istnieje zaleznoét: energia = egzergia+-anergia, Egzergig stanowi ta czeéé energii, ktéra przy
wspdludziale otoczenia w doskonalej maszynie moglaby byé zamieniona w prace uzyteczna:
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W tablicy 2 zebrano wielkodci najczgéciej uzywane w mechanice 1 termodynamice.
Uwzgledniono tam jednostki trzech koherentnych uktadéw jednostek miar: SI, MkPS
i CGS.

W drugiej kolumnie tablicy 2 figuruja nowe oznaczenia. Wéréd nich znajduja sie litery
z kropka u géry. Wielkoéci te oznaczaja pochodne wzglgdem czasu. Zatem:

=3 "4 Voar o
. dE _dg
E=gr 94,

oznaczaja: czestodé obrotow, strumiett materii, objeto$¢ strumienia, moc mechaniczng,
strumien energii i strurmien ciepla.

3. Przeliczanie warto$ci liczbowych wielkosei fizycznych

W czasie przejéciowym, kibéry poprzedzi wylaczne stosowanie miedzynarodowego
ukdadu SI, bedzie zachodzita potrzeba przeliczania wartosci liczbowych wielkosci fizycz-
nych, bowiem réwnania przystosowane nalezaloby bezwarunkowo natychmiast zarzucié
na rzecz réwnan wielkosciowych.

Przy przeliczeniach musi by¢ znany réwnowaznik jednostki starej i nowej dla tej same;j
wielko$ci. Roéwnowaznik moze dotyczy¢ jednostek z dwu réinych uktadéw (zbiorédw)
jednostek lub jednostek tego samego ukladu jednostek. '

Przyktady réwnowaznikow pierwszego rodzaju sg ujgte za pomoca réwnaid (4a) i (5).

Natomiast drugi rodzaj rownowaznikéw dotyczy jednostek wtornych, ktére otrzymuje
sie z jednostek gtownych za pomoca odpowiednich przedrostkéw (tablica 3).

Tablica 3. Nazwy przedrostkéw do tworzenia nazw jednostek wtérnych (1)

Jednostki utamkowe Jednostki wielokrotne
Przedrostek | skrot 108 Przedrostek ! skrét 107
Decy ‘ d® 1071 deka da(® 10
Centy (cent) c 10— hekto (hekt) h 107
Mili m 103 kilo k 102
Mikro u 10~ mega M 108
Nano n 10-° giga G 10°
Piko \ p 1012 tera T 1012

(*) Zgodnie z uchwata nr 12 XI Generalnej Konferencji Miar i Wag, ustanawiajacg mi¢dzynarodowy uklad jednostek miar.
(®) Wedlug Dziennika Urzgdowego Gléwnego Urzedu Miar (Dziennik Ustaw z dnia 17lipca 1953 r., nr 35, poz. 148) dia
przedrostka decy przewidziany jest skrét de, a dla przedrostka deka przewidziano skrét dk. ’

Réwnowazniki sa wielkosciami mianowanymi, ktérych warto$¢ liczbowa jest rdwno-
wazna jedno$ci. Dlatego pomnoZzenie wielkosci przez rownowaznik nie zmienia jej, chociaz
warto$¢ liczbowa jest inna, bowiem zgodnie z réwnaniem (11) zmniejszenie jednostki
powoduje wzrost wartosci liczbowej i na odwr6t.



[s1]

Tablica 4. Rownowazniki jednostek naprezenia mechanicznego ¢ i t (oraz ci$nienia p)

Uktad jednostek miar Inne jednostki
SI cigzarowy atmosfera
Jednostka . . . : - - . - : fizyczna torr
- jedn. gtéwna wtorne jednostki praktyczne jedn. glowna ( wtorne jednostki praktyczne zy
o . — kp/fm? = — At 2
N/m bar hbar = Hr — KG/m? ( kp/cm? = at kp/mm atm | Tr
1 N/m? 1 10-5 107 0,101972 1,01972- 1073 1,01972- 1077 9,86923-10-° | 7,50062-10-°
1 bar 108 1 102 10197,2 1,01972 0,0101972 0,986923 750,062
1 hbar = 1 Hr l 107 10 1 1019 720 101,972 1,01972 98,6923 75006,2
1&’2_ ~ X6 \ 9,80665 9,80665 - 10~ | 9,80665 - 10~ 1 10-4 106 9,67841-10-% | 0,0735559
m m?
1 kpg =1lat 98 066,5 0,980665 9,80665 - 10-3 10t 1 10-2 0,967841 735,559
cm .
1 XP_ _  XG | g506650 98,0665 0,080665 108 102 1 96,7841 73555,
mm? mm?
1 atm ‘ 101 325 1,01325 0,0101325 10 332,27 1,033227 0,01033227 1 760
1Tr 133,3224 1,333224-10~® 1,333224 - 103 13,59510 13,59510- 10-¢ 13,59510 - 10-¢ 1,315789 - 10-3 1
Tablica 5. Rownowazniki jednostek energii E, pracy L i ciepla Q
Uklad jednostek miar I odnostki st techni
Jednostka ST ciczatowy nne jednostki stosowane w technice
J—Ws=Nm | k7 kp m | kealg KWh | KMh
1J=1Nm=1Ws 1 102 0,101972 2,38846 - 10— 2,77778 - 107 ‘ 3,77673 - 107
1k 10® 1 101,972 L 0,238846 2,77778 - 104 { 3,77673 - 104
1kpm 9,80665 9,80665 - 1072 1 2,34228 - 10~ 2,72407 - 10-° 3,70370 - 10-¢
1 kcalyp 4186,80 4,18680 426,9347 1 1,16300- 103 1,58124 - 10-3
1kWh 3,6 108 3600 367 097,8 859,8452 1 1,35962
1 KMh 2 647 796 2647,796 2,7-10° 632,416 0,73549875 | 1
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Operacje przeliczania najlepiej pokazaé na przykladzie. Sitg F = 545 kp wyrazi¢ za
pomoca jednostek uktadu SI i CGS. Przy uzyciu réwnowaznika (16)

F =545 kp kp = 545-9,80665 N = 5340 N,

daN 1

— 534 daN.
N 10 da

F=5340N

Jezeli chodzi o obliczenie ilo$ci dyn, to

2
F— 5340 N = 5340 kg T Sm 10 21000
ml kgl

F = 5340- 105g-— ~ 534 - 10°dyn.

W tablicy 4 podano réwnowazniki jednostek cinienia i naprezenia mechanicznego.
Natomiast tablica 5 zawiera rownowazniki jednostek energii, pracy, ciepla. W obszerniej-
szych publikacjach [7] znajduja sie przeliczniki ulatwiajace operacje liczbowe.

4, Jednostki znamionowe w mechanice i wytrzymatoSci materialéw

Wprowadzenie ukladu SI do mechaniki nie spowoduje wielkich zmian. Zadne zmiany
nie zajda w dziedzinie wielkodci geometrycznych i kinematycznych (tablica 2) bowiem
jednostki tych wielkoéci sa takie same, zaréwno w zbiorze tradycyjnym, jak tez w uktadach
MkPS i SI.

Dopiero w dziedzinie statyki i dynamiki wystapia zasadnicze zmiany, gdyz tradycyjna
jednostka sily kilopond zostanie zastapiona przez niuton. W zwiazku z tym jednostki
glowne tych wielkosci, ktére w ukladzie SI zawieraja kg lub N sa g razy mniejsze od
odpowiednich jednostek gtéwnych ukladu cigzarowego, zawierajacych inert lub kp.
Dlatego wartoéci liczbowe po zastosowanju ukladu SI sa p razy wicksze.

Z rownowaznika

(23) 1daN = 10N = 1,01972 kp

wynika, Zze warto$é liczbowa sily po zastosowaniu uktadu SI niewiele si¢ zmieni, jezeli
zastosuje si¢ jednostke wtérna, dekaniuton. Wszedzie, gdzie dopuszczalny jest blad 2%
mozna uzywaé dawnych wartosci liczbowych stosujac nowa jednostke daN

Obciazenie mostéw (i diwigbw) wyraza si¢ za pomoca tony-sily

1T=103kG =1MG = 1Mp.

Jednostka ta jest okoto 104 razy wicksza od niutona. Po zastosowaniu uktadu SI warto$ci
liczbowe wspomnianego obcigZenia zmniejsza si¢ o niecale 2%, jezeli wyrazn si¢ je za
pomtocg mirtaniutona

(24) _ 1 mrN = 10* N = 1,01972 T.
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Poniewaz przedrostek miria zostal wycofany na Generalnej Konferencji Miar i Wag
(1960 r.), przeto proponowana jednostk¢ moznaby nazwaé np.

25) lban =1B=1,01972T

od nazwiska wybitnego uczonego BANACHA. Tabliczki znamionowe na mostach i dZwig-
nicach przy niezmiennej wartoéci liczbowej zamiast litery T otrzymalyby znak B.
W nauce o wytrzymato§ci materialdéw naprezenie styczne 7 i normalne ¢ wyraza sig
za pomocg kilograma-sily (kiloponda) i mm? jako jednostki pola przekroju
kG kp

(26) [fl=ll= =P

Jak wynika z tablicy 4 jednostka tradycyjna kG/mm? jest okolo 107 razy wigksza od
jednostki gléwnej cisnienia N/m? w ukladzie SI. Mimo to w obliczeniach wytrzymalo$cio-
wych bedzie mozna korzystaé z dotychczasowych wartoéci liczbowych paprezesi, podanych
w katalogach i tablicach, jezeli uzyje sie jednostki wtérnej

VX)) 1 hbar = 10% bar = 107 N/m? = 1,01972 kG/mm?.

Te nowa jednostkg moznaby nazwaé np. huberem dla uczczenia zastug M. HUBERA
(27a) 1 huber = Hr = 10" N/m? = 1,01972 kG/mm?*.

Ta sama réznica wystapi migdzy barem i kp/em? = kG/cm?

(20a) 1 bar = 1,01972 kG/cm?

uzywanymi przy wyznaczaniu wielkosci modutu Younga.

Przy wyznaczaniu momentu statycznego sit nalezaloby — po przyjeciu uktadu SI —
dotad stosowana jednostk¢ kGem = kpem zastapi¢ decyniutonometrem, gdyz
28) 1dNm =%Nm%&665%}9— — 1,01972 kp cm.

Tu réwniez mozna by zastosowaé odpowiednia jednostke znamionowa, np. Tim ze wzgledu
na zashugi TIMOSZENKI.

Z tych ostatnich réwnan wynika, ze jednostki ukladu SI, zastosowane w nauce o wy-
trzymaloéci materialéw, sa o okoto 2% wieksze od jednostek tradycyjnych. W zwiazku
z tym warto$ci liczbowe wielkosci uzywanych w tej nauce beda nieco mniejsze. W prak-
tycznych obliczeniach dopuszczalne jest stosowanie dotychczasowych wartoéci liczbowych.

Po przejéciu do ukladu SI bedzie potrzebna nieznaczna przerdbka maszyn wytrzyma-
todciowych, jezeli na istniejacej skali zastapi sic kG = kp przez daN (dekaniuton)
[réwn. 23)].

5. Zalety ukladu miedzynarodowego SI

Ukdad SI jest uktadem spdjnym, tzn. jego jednostki gléwne moga byé wprost uzywane
w réwnaniach wielkosciowych.

Dzigki wprowadzeniu w ukladzie SI niutona niezaleznie od kilograma-masy unika si¢
pomieszania takich pojeé, jak gestosé i cigzar whasciwy.

2 Mechanika teoretyczna
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Zastosowanie jednej jednostki dzula dla energii oraz pracy i ciepta pozwala na wyrugo-
wanie kilokalorii, ktéra jest jednostka wieloznaczna (kcalys, kealyy, kealyy i in.).

Uktad SI ma odpowiednio wielkie jednostki gtéwne i wtérne (kg, bar, kJ, kW) do
praktycznego zastosowania.

Duze pokrewiefstwo uktadéw masowych SI i CGS ulatwia szybkie pmozumleme
miedzy technikami i flzykaml : :

Uktad SI jest uktadem uniwersalnym dotyczacym wszystkich dziedzin zycia nauko-
wego i gospodarczego. Uniwersalnoéé ta utatwia wspotprace naukowcéw i technikéw
z réznych dziedzin wiedzy (elektrotechnika, magnetyzm, fotometria, mechanika, energe-
tyka cieplna i jadrowa i in.). Pomost ten jest bardzo korzystny w wieku reaktoréw jadro-
wych i podrézy kosmicznych. :

" Wymienione zalety sa tak duze, ze wiele krajéw i instytucji wypowiedziato si¢ za
przyjeciem uktadu SI.

Sprawa legalizacji uktadu SI najdalej posunieta jest w ZSRR, gdzie komitet norm,
miar i przyrzadéw mierniczych przy Radzie Ministrow zatwierdzit normg GOST 9867-61,
ktéra wprowadzono uktad SI do powszechnego uzytku.z dniem 1.1.1963 r.

Ukfad SI zostal zalegalizowany réwniez we Francji, w Niemieckiej i Wegierskiej
Republice Demokratycznej. Kraje anglosaskie zZywo interesuja sie nowym ukladem jed-
nostek; w Anglii zapadta uchwata przejécia do systemu metrycznego. Powodem tego jest
korzystna relacja dla jednostki ciepta . '

29 1 BTU = 1,05506 K.

W tym samym kierunku podazaja Unia Poludmowo-Afrykanska Australia i Nowa
Zelandia. ‘

Za przyjeciem i stosowaniem ukladu SI wypowiedzialy sig: Mlezynarodowa Organi-
zacja Normalizacyjna (ISO), Migdzynarodowy Zwiazek Fizyki Teoretycznej i Stosowanej
(IUPAP), Miedzynarodowa Komisja Elektrotechniczna (IEC), Miedzynarodowy Komitet
Metrologii, nadto Rada Naukowa VDI i kolegia redakcyjne wielu czasopism technicznych.

W Polsce na mocy rozporzadzenia Rady Ministréw z dnia 1.VI1.1953 r. (Dz.U.P.R.L.
Nr 35, poz. 148) niektére jednostki uktadu migdzynarodowego (N, Pc, bar, J, W) zostaly
wysunigte na pierwsze miejsce. Ale rozporzadzenie to dopuszcza stosowanie jeszcze
Jjednostek uktadu tradycyjnego (kG zwanego kP, kcaly;, at, Tr i tp.). Dopdki rozporza-
dzenie to nie zostanie zmienione, dopéty uktad mledzynarodowy SI nie osiggnie pelnych
praw obywatelskich.

Moim zdaniem zwlekanie z zatwierdzeniem projektu nowego Rozporzadzenia Rady
Ministréw, w ktérym za legalne uwaza sig jednostki ukladu SI, nie przynosi korzysci ani
szkotom ani przemystowi. Polska dzisiaj stanowi wyspe, w ktérej niewiele zrobito sig
w kierunku legalizacji uktadu SI. Nowe publikacje zagraniczne i niektdre w kraju opieraja
si¢ na ukladzie SI i sa zrozumiate tylko dla ludzi odpowiednio przeszkolonych. Obawa
przemystu przed uktadem SI nie jest uzasadniona, gdyz chwila wytacznego stosowania go
musi by¢ poprzedzona odpowiednimi przygotowaniami, Czas przejéciowy bedzie tym
krétszy, im wigcej bedzie zwolennikéw nowego ukiadu. Dlatego nauka ukiadu SI jest
niezbgdna zardwno w szkotach, jak tez na kursach doszkalajacych.
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Pesome

W3MEHEHUSA, BLI3BAHHBIE B MEXAHUKE MEXITYHAPOIHOM CHCTEMOM EOVHMILL
U3MEPEHMUSA

Ha ¢one npuMeHseMbIX RO CHX mop (OpMYyN M eJMHMI] TaK. HA3. TEXHUUECKOH (TPagMIHOHHOI)
CHCTEMBI, [TOKa3aHb! BHIFOAbI MEXAYHAaDOAHOH cucTembl eguuuy uamepenust CHL. Hosas cuctema ocHo-
BBIBAETCA HA LUECTH OCHOBHBIX E€AMHUUAX, NBYX XONOJHHUTENLHBLIX W 27 NPOUSBOAHLIX €AMHHULAX (Tab-
‘m«ma 1). TnaBHbIM €€ IOCTOMHCTROM ABNAECTCA KOTEPEHTHOCTh IJIABHBIX MHHL(, YTO JAeT BO3MOYKHOCTD
npuMerenns Gusnuecknx ypasuennit, Kpome Toro sra cuctema yHrBepcasbHa B yii060M 06MaCTH 3HAHHUS.

JLns 06 rerdeHU s TEXHHYECKHX PACUETOR, B 2 TabJi. NPHBOLATCA (U3UUECKHE BEIMUMHEI, YIOTPESIsI~
emMbI€ B TEXHUKE M TEPMOOHMHAMHUKE, C YUETOM TpeX KorepesTHnlx cuctem enuuur (CH, Mk I'C, II'C).

THansueiimne Tabnuipr 4 ¥ 5 COMEPIKAT 3XBHBANEHTLI OOJErYaOUIMe BEIYKCIEHHE UHUCIOBEIX 3HA-
yeHUH BENYHH H3 O0JACTH MEXAHMUCCKHMX HANPMKEHHH W 9HEPIHH,

ABTOP BBICTYNHIJI C HEKOTOPBIMK IPEIIOMCEHUAMY, KACAIOMMMHICA HASBAHMIX HOMHHAIEHBIX €HHHLL,
NPUMEHACMBIX B MEXAHMKE M B CONPOTHBICHHUM MATEPUATOB.

B HCpCXO)IHOﬁ NEPNOA, nepen, OKOHUATEJIbHbIM BBCOCHUEM CHCTEMBI B 3KOHOMHYECKYIO I»KH3HL
CTPaHBI — CJIENOBANO Obr NPUMEHATH (i)HSH'-lCCKHC YPABHECHUA N TPAAUIMOHHBIE €OHHUNDBI, OCHOBAHHLIC
Ha 3KBHBAJCHTC €OHHMLY MacChbl

k
l—m£ s? = 1 unepr = p kg = 9,80665 kg.

EAMHHALA KHEPT, KOTEPEHTHA C KHIIONOMIOM, COCTABNAOIIUM [IABHYIO CAHHHLY 0GCYNACMOTO MHO-
ECTBA,

Summary

CHANGES IN THE MECHANICS CAUSED BY
THE INTERNATIONAL MEASURING UNITS SYSTEM

The advantages of the international measuring units system SI are shown on the basis of adapted
equations, now in use, and of the so——called technical (traditional) units systen. The new system consists
of six basic units, two complementary units, and twenty seven derived units (Table 1). The main advantage
of the system Is the coherence of basic units. This enables to use the quantitative equations. Also, the new
system is universal, i.e. it may be applied in any branch of science.

Table 2 presents the physical quantities, used in mechanics and thermodynamics, in three units systems
(SI, MKkPS, and CGS). This may help to carry out the technical computations.

2*
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Tables 4 and 5 contain the equivalents for calculating the numerical values of mechanical stresses and
energy.

The author advances some suggestions concerning the names of nominal units used in mechanics and
strength of materials,

The quantitative equations and traditional units based on the equivalent of mass units

kp

1—m— s* =1 inert = u kg = 9.80665 kg

should be used before the system SI is universally introduced in the country.
The unit inert and kilopond, the basic unit in the discussed system, are coherent.

POLITECHNIKA SLASKA

Praca postala zlozona w Redakcji dnia 3 grudnili 1965 r.
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TEORIA STANU UPORZADKOWANEGO
I MOZLIWOSCI JEJ ZASTOSOWANIA

WIESLAW GOGOL (WARSZAWA)

1. Oznaczenia

dyfuzyjnoéc cieplna,
stale okreslone z warunku poczatkowego,

stosunek temperatur dwu dowolnych punktéw ciala w stanie uporzadko-

wanym,
liczba Biota,

cieplo wlasciwe,

pojemnoé¢ cieplna,

pole temperatury w chwili poczatkowej,
powierzchnia wewnetrzna termostatu,

liczba Fouriera,

zmodyfikowana liczba Biota,
wspblczynnik ksztaltu,

wymiar (wymiar okreélajacy ciala),

tempo chlodzenia,

liczba podobienstwa,

liczba porzadkowa; kierunek normalnej,
liczba podobieristwa,

tempo chlodzenia (pozorne),

promied,

promien walca lub kuli,

powierzchnia ciala,

temperatura,

temperatura ofrodka,

temperatura poczatkowa ciala (wyréwnana),
temperatura powierzchni ciala,

temperatura bezwzgledna powierzchni ciala,
temperatura bezwzgledna powierzchni otaczajacych cialo ochladzane,
funkcje wspéirzednych,

_objetosd ciata,

wspdirzedna liniowa,

wspbirzedna liniowa,

wspdlrzedna liniowa,

wysoko$¢ walca,

wspblczynnik przejmowania ciepla,

wspdlezynnik przejmowania ciepla przez konwekgje,
wspOlezynnik przejmowania ciepla przez promieniowanie,
polowa gruboéci plyty,
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£ emisyjno$c
" & blad wzgledny,
# = 1—1y rbinica temperatury dowolnego punktu ciala i temperatury ofrodka (tempera-
tura odniesiona do temperatury o$rodka),

g """ temperatura bezwymiarowa,
ty—1y
A przewodno$¢ cieplna,
I \pierwiastki rébwnania charakterystycznego,

@ B8estose,
T czas,
w liczba podobiefstwa charakteryzujaca nieréwnomierno$¢ pola temperatury;
indeks f wskazuje na wielko$¢ odnoszaca si¢ do ofrodka,
indeks p wskazuje na wielko$¢ odnoszaca sie do powierzchni otaczajacych
cialo badane,
indeks s wskazuje na wielko$¢ odnoszaca sie do powierzchni ciala.

2. Wstep

Teoria stanu uporzadkowanego dotyczy zagadnienia ochladzania lub ogrzewaina ciat
stalych., Zagadnienie to, czesto wystgpujace i waine w technice oraz stanowigce istotna
cze§é teorii wymiany ciepla, w szczegblnosci przewodzenia ciepla w stanie nieustalonym,
byto i jest przedmiotem intensywnych badan. Kierunki tych badan sa rozmaite — ich
podstawa sg analityczne rozwiazania réwnania przewodzenia ciepla Fouriera dla cial naj-
prostszego ksztaltu [4, 43, 22], opisujace nieustalone pole temperatury. Jednakze trudnosci
zar6wno matematyczne jak i obliczeniowe, wynikajace z koniecznoéci poshugiwania sig
zawilymi zalezno$ciami w przypadku bardziej skomplikowanych ksztaltéw ciat lub warun- -
k6w brzegowych, spowodowaly préby zastosowania odmiennych i bardziej efektywnych
metod, mianowicie metod przyblizonych [22, 53], metod opartych na specjalnych wykre-
sach [54], metod analogowych [22, 53, 29] badz tez wreszcie dla okre§lonych warunkéw
brzegowych i przy rezygnacji ze znajomoéci wszystkich cech pola temperatury metod
opartych na specjalnej teorii, na przyk}ad teorii stanu uporzadkowanego.’

Przedmiotem badan teorii stanu uporzadkowanego jest ochtadzanie lub ogrzewanie
cial stalych w cieklym lub gazowym oérodku o stalej temperaturze i przy stalej wartosci
wspélczynnika przejmowania ciepta na powierzchni ciala. Prostym przypadkiem ochla-
dzania ciala zajmowal sie juz Izaak NEWTON. :

Prace zwiazane z tym zagadnieniem prowadzone byly najpierw we Francji [3]1 w Niem-
czech [19], jednakze teoria stanu uporzadkowanego w dzisiejszym tego stowa znaczeniu
zostala opracowana w latach 1928-1954 przez G. M. KONDRATIEWA i jego wspéipracowni-
kéw, a wyniki tych prac zostaly podane w podstawowej monografii «Rieguljarnyj tieplowoj
riezimy»,

Kondratjew powiazal teori¢ stanu uporzadkowanego z teoria podobienstwa, wpro-
wadzit szereg nowych pojeé, opracowal kilka metod wyznaczania wlasnosci cieplnych ciat
stalych i cieczy oraz zastosowal t¢ teori¢ do innych zagadnienh wymiany ciepla, wreszcie
zebral bardzo obfity material dotyczacy techniki wykonywania do$wiadczen. Pézniejsze
jego prace (1954-1959) w tej dziedzinie dotycza gléwnie poszukiwania pewnych uniwer-
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salnych zwigzkéw miedzy liczbami podobienstwa [11] oraz mozliwosci zastosowania tej
teorii do cial z wewngtrznymi zrédiami ciepla [12].

Teoria stanu uporzadkowanego znalazla caly szereg zastosowarn w technice i prze-
mysle, przy czym w dalszym ciggu prowadzone byly w tej dziedzinie liczne prace badawcze,
zwlaszcza w ZSRR. Szerokie zastosowanie w réznych galeziach techniki cieplnej i ko-
nieczno$é przedyskutowania pewnych podstawowych zagadnien tej teorii doprowadzila
do zwolania w 1962 r. przez Akademi¢ Nauk w Kijowie specjalnej konferencji, poswigco-
nej tematyce stanu uporzadkowanego.

Teoria stanu uporzadkowanego stata si¢ obecnie obszernym dzialem wymiany ciepta,
lecz wiele probleméw zwiagzanych z nia w zasadniczy sposéb pozostaje nadal niewyjaé-
nionych.

Celem pracy jest podanie przegladu badaid w dziedzinie teorii stanu uporzadkowanego
wraz ze zwigztym przedstawieniem podstaw tej teorii i oméwieniem granic jej stosowal-
nofci; jednocze$nie podane zostana mozliwodci zastosowania stanu uporzqdkowanego
w zagadnieniach naukowych i technicznych wymiany ciepla.

3. Teoria stanu uporzadkowanego

3.1. Definicja stanu uporzadkowanego. Teoria stanu uporzadkowanego oparta jest na
rozwiazaniu réwnania przewodzenia ciepla Fouriera

o
(3.1) . 7 = qV%

dla ciala o stalych wtasnoSciach cieplnych, jednorodnego i izotropowego, przy warunku
brzegowym

(.2) A (2—;) (@) [0 — 4, (@] =0,

jesli temperatura oérodka i wspolczynnik przejmowania ciepla sa stale w czasie:
(3.3) t;(t) = const; a(r) = const,

Wspolczynnik przejmowania ciepta a okre§lony jest jako warto§¢ $érednia na po-
wierzchni ciata [35]

fs (a(t,—t,)dS

3.4 =",
G ‘ J;f(l‘s—tf)ds

Przy wyréwnanej temperaturze f, w chwili poczatkowej rozwigzanie réwnania (3.1)
dla ciat prostego ksztaltu, jak na przykiad dla plyty nieograniczonej, walca nieograniczo
nego lub kuli, mozna przedstawi¢ w postaci

(3.5) 0=

Z A, Upexp (—p2Fo).

H=1
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Nalezy podkre§li¢, ze przy dowolnym innym warunku poczatkowym (dowolny rozktad
temperatury) przedstawione rozwazania nie ulegna istotnej zmianie [44]; rdéwniez po-
zostang one stuszne [3, 35, 44, 47] dla bardziej zloZzonych ksztattéw, chociaz ten problem
bedzie wymagat specjalnego omowienia.

W tablicy 1 podano [43, 47] wartosci stalych 4, U, i u, dla trzech najprostszych
ksztaltow.

Tablica 1. Funkcje Ay, U, i uy dla réZnych ksztaltow

Ksztalt ciata An U, un = f(Bi)
Plyta 2sinuy, x 1
. L B =z tepn =~
nieograniczona y+Sinu,cos uy, coS | #n 75 Cletn = g7 H
Walec o 271 (un) J _"_) : Jo (ﬂﬂ) _ 1 P
nieograniczony g )+ E () o\fn R Jy () Bi "
sin | u ! :
2(sin i, = p, COS i) "R 1
1 HnbOS M) . tpu, = ——
Kula o — SIN £, COS [y ; Bitn = 7 gj M
Hn ®

Szereg (3.5) jest zbiezny; uwzgledniajac zalezno$é

2
paa

3.6) UiFo = 2

T =m,T,

mozna wykazaé dla dowolnego ciata [3; 35], ze wykladniki m, przedstawiaja ciag dodat-
nich wzrastajacych liczb

my < m, < my...

Zatem wplyw warunkéw poczatkowych na pole temperatury bedzie zmniejszat sie
z uplywem czasu i po pewnym okresie czasu (okre§lanym zwykle w przyblizeniu jako
Fo > 0,55) suma wszystkich pozostatych wyrazéw szeregu (3.5), poczynajac od drugiego,
stanie si¢ bardzo mata w poréwnaniu z pierwszym wyrazem:.

Temperatura w ciele bedzie okre$lona wtedy jednym (pierwszym) wyrazem szeregu
(3.7) 9 = AUexp (—m).

Proces ochtadzania (lub ogrzewania) ciata ze stadium nieuporzadkowanego (wplyw
warunkéw poczatkowych) przechodzi w stan uporzadkowany (rys. 1), charakteryzujacy
si¢ prostg zaleznoécig wykladnicza dla wszystkich punktéw ciata; podstawowsa wielkoscia
okreslajaca stan uporzadkowany jest tempo chiodzenia

d|or
)

(3.8) m= —
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Warto$é m mozna fatwo wyznaczy¢ do$wiadczalnie z wykrésu In® = f(7) umieszcza-
jac w ciele badanym termoelement i odczytujac wskazania galwanometru oraz sekundo-
mierza w czasie ochtadzania ciata (rys. 1)

Indh—Ind
m= 1 2 .

T2 Ty

(3.9)

inv}

]

 Stan
ﬁeupoqukommy

al |

Stan uporzqdkowany

Rys. 1. Zmiany temperatury w czasie ochladzania ciala

Tempo chlodzenia jest takie samo dla wszystkich punktéw ciala, nie zalezy ono bowiem
od wspotrzgdnych :

7

(3.10) : m=fQ4, a,l K, a)

3.2. Podstawowe zaleinosci teorii stanu uporzadkowanego. Tempo chlodzenia m mozna
rozpatrywaé jako reakcjg ciala na dziatanie cieplne o$rodka, charakteryzujace sie warto$cia
wspofezynnika przejmowania ciepta a na powierzchni S o okre$lonych rozmiarach i ksztat-
cie. Istotna cecha zalezno$ci migdzy reakcjg ciata i dziataniem o$rodka polega na istnieniu
granicznej (asymptotycznej) wartodci reakcji przy nieograniczonym wzroécie dziatania
osrodka [17, 36]. Zaleznoé¢ t¢ dla okre§lonego ciata mozna przedstawi¢ nastgpujaco [35]

[N . S
311 m=ap—.
(3.11) vz

Liczba podobienstwa y charakteryzuje nieréwnomierno$é pola temperatury w ciele
1 przedstawia stosunek $redniej temperatury powierzchni ciata do $éredniej temperatury
ciala [35]

fsfﬁst -

(3.12) Y= S
14 .

Zaleznos¢ (3.11) édnosi si¢ do przypadku ciata o jednoznacznie okreélonym ksztalcie,
wymiarach i wlasno$ciach cieplnych (a, 2, C); zalezno§¢ te przedstawiono na rys. 2.
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Jesli wspétezynnik a wzrasta nieograniczenie, to tempo chlodzenia osizga skoniczong
warto$é okre§lona wzorem

Moo = 4

(3.13) =

Wspblczynnik ksztattu K moze byé obliczony teoretycznie; na przyktad dla najprost-
szych ksztaltéw z rédwnania (3.6) i rozwigzania odpowiedniego rownania charakterystycz-
nego podanego w tablicy 1 przy Bi = oo. WartoSci wspéiczynnika K dla kilku najczeéciej
" wystepujacych form geometrycznych podano w tablicy 2. W przypadku koniecznoci
okreSlenia wspdlczynnika K ciala o skomplikowanym ksztalcie, mozna go obliczy¢ z réw-
nania (3.13) mierzac do$wiadczalnie tempo chlodzenia m,, odpowiedniego modelu [35],
wykonanego z materiatu o znanych wilasnoS$ciach cieplnych (na przyklad wosku). “

Tablica 2. Wspolezynnik ksztaltu K réinych cial

Plyta Walec Prostopadloscian Walec
Ks_ztalt nieogra- nieogra- Kula o krawedziach o dlugoéci
ciala niczona niczony 26,, 26,, 20, Z
3 2 a 1 1
K{m? (_2@_) ( R ) (5) (n lr 11 24048\* [z \’
g 24048 & 7) [TWH—;] ( R )‘*(*z‘)

W celu otrzymania bardziej ogdlnej zaleznoéci od podanej réwnaniem (3.11) mozna
zgrupowaé odpowiednie wielkoéei tak, aby reakcja ciata i dzialanie o$rodka przedstawiaty

o
Bag
m|
m
- Bor
Py Py
x Bf
Rys. 2. Zaleznoéé m = f(a) Rys. 3. Zalezno$¢ P = f(Bi) dla ciat I i I o réznych
ksztaltach

pewne liczby podobiefistwa. Jezeli dzialanie orodka charakteryzowaé bedzie liczba Biota,
Bi = alf4, a reakcje ciata liczba [35), P =1 ]/ mja, to zaleznosé (rys. 3)

(3.14) 1V/mja = g(alfd)
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jest stuszna dla wszystkich cial o tym samym ksztalcie (lecz ich wymiary i wiasnosci
cieplne moga by¢ rézne). Posta¢ funkcji ¢ jest okreSlona tylko dla danego ksztattu; na
przyklad dla walca nieograniczonego jest ona nastgpujgca

3.15 : Bi = PL(P)/Jy(P).

Analitycznie rownanie (3.14) udato sig ustali¢ tylko dla niewielu konkretnych przy-
padkéw wzglednie prostych ksztattow.

Préby odnalezienia ogélnego zwiazku miedzy dzialaniem o$rodka a reakcjg ciata
obowiazujacego dla wszystkich ksztaltéw byly podejmowane przez KOoNDRATIEWA [35];
Duingew i KoNpraTIEW [11] podali taki uniwersalny zwiazek w postaci

gdzie , .
@17 M = mjme, = mKja,
a zmodyfikowana liczba Biota

: a KS
(3.18) H=2 52

Zwigzek (3.16) nie jest zupeinie $cisty we wszystkich zakresach liczby M mogacej
przybieraé warto$ci od 0 do 1; krzywe M = f(H) dla rozmaitych ksztattéw leig jednak

{

M
10
" / Kula
\\ Phjta nieograniczona
06
7 Walec nieograniczony
04
4. 8 12 1%
H

Rys. 4. Wykres uniwersalnej zaleznosci M = f(H) dla ogrzewania lub ochfadzania ciala w stanie upo-
rzgdkowanym

tak blisko siebie (rys. 4), Ze mozliwe jest zastapienie z duza doktadnoscia calej rodziny
krzywych jedna usredniong krzywa ; réwnanie tej uniwersalnej krzywej podal JARyszew [36]

H
- YBTA3THAL

Zalezno$¢ M = wH podana jest réwniez w specjalnych tablicach [11, 36].

(3.19)
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Z podstawowego rownania (3.7) wynika jeszcze jedna charakterystyczna wiasnoéé pola
temperatury w stanie uporzadkowanym, mianowicie stosunek temperatur dwu dowolnych
punktéw ciala 4 i B ma stalg wartoé¢ b niezalezna od czasu

(3.20) ’9"

=bxxfr), 0<<b<«1.

Powyisze rozwazania odnosﬁy sie do pojedynczego ciala; jednakze moga one byé
réwniez czg§ciowo zastosowane [35, 36] i do ukladu kilku cial stykajacych si¢ ze soba
(ciato wielosktadnikowe). Szczegblnie wazne zastosowanie ma uktad dwu cial, z ktérych
jedno catkowicie otacza drugie (rys. 5, 6 1 7), przy czym ich wlasnodci cieplne sa kran-
cowo rozne. Przykladem takiego ukladu moze byé rdzed metalowy o wyréwnanej tempera-
turze otoczony ostong z izolatora cieplnego, rdzen z izolatora w ostonie metalowej albo
cialo wydrazone,

t
— tr
% X
Rys. 5. Uklad dwu ciat: 4 -rdzed (izolator), Rys. 6. Pole temperatury w ukladzie rdzen meta-
B-oslona (metal); Cys —pojemno$é cieplna lowy — ostona z izolatora w przypadku a — oo

oslony, S,s - powierzchnia zewngtrzna ostony

Rozktad temperatury w ukladzie skladajacym sie z izolatora cieplnego (na przykliad
cialo porowate, widkniste lub proszek) w ostonie metalowej pokazano na rys. 5. Stan
uporzadkowany takiego ukladu opisywany jest zaleznoscia [36]

3.2 " =
G.21) aS( =1,
lub [14] i~
A
(3.22) _ Km 9§ (a2 Cu)
AV im hY

Stan uporzadkowany ukladu ztoZonego z rdzemia metalowego w c1enk1ej ostonie
z izolatora opisany jest zaleznoscw} [35, 14]

@2 mlir 2=
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W ogblnym przypadku izolator moze sktadaé si¢ z kilku warstw, ktorych grubosci
i przewodnoéci oznaczono odpowiednio d; i A;. Powyzsza zalezno§¢ zostata ustalona przy
zalozeniach, z ktoérych najistotniejsze sa [35, 36]:

gruboéé oslony izolatora jest mata w poréwnanin z wymiarami rdzenia,

gradienty temperatury w rdzeniu metalowym sg bardzo mate w pordwnaniu z gra-
dientami temperatury w ostonie, to znaczy p» =~ 1 (rys. 6),

pojemno$é cieplna ostony jest zaniedbywalnie mala w poréwnaniu z pojemnoscia
rdzenia (C » C, ~ 0). :

Przedmiotem szczegdlnych badafi byt stan uporzadkowany ukladu skladajacego sig
z rdzenia metalowego i ostony z izolatora o stosunkowo duzej pojemnosci cieplnej (tak
zwany bikalorymetr), przy czym rozpatrywane byly ksztalty proste (ptyta, kula) przy

B
10
08— N
o j/ < UL NUF]
0 / R/Rys=1
02
4
08 16 24 52 4,0
N

Rys. 7. Bikalorymetr kulisty i zalezno§¢ B = f(N, R/Rs) przy a — oo

stale] grubosci warstwy izolacyjnej [14, 35, 36). Opis matematyczny ochladzania lub
ogrzewania takiego ukladu znacznie si¢ upraszcza w przypadku, gdy temperatura po-
wierzchni zewngtrznej izolatora jest réwna temperaturze otaczajacego oérodka f;, co
odpowiada warunkowi a — oo, ;

Stan uporzadkowany bikalorymetru kulistego (rys. 7) moze by¢ wtedy przedstawiony
przy uzyciu liczb [36, 14]

R C 6
24 — )
(3.24) B -Roa S m,
oraz
- (RIR)+(RIR C
3.25 —_ o8/~
3.29) N 3RIR,, o

Zwiazek migdzy liczbami B i N podano w postaci wykresu na rys. 7.

Dotychczasowe rozwazania odnosily si¢ do ciat lub ukladéw cial pozbawionych
wewnetrznych zrédet ciepla. Préby rozszerzenia zakresu teorii stanu uporzadkowanego
réwniez i dla cial z wewnetrznymi Zrédlami ciepta byly przeprowadzone przez DULNIEWA
i KONDRATIEWA [14, 12]; uogélnienie teorii bylo oparte na zatozeniu staloéci w czasie mocy
zrodet lub upustow, niezmienno$ci wiasnoéci cieplnych z temperatura oraz zachowania
warunkow (3.3).

3.3, Wanunki brzegowe. Podstawowe zaleznodci teorii stanu uporzadkowanego pozostaja
stuszne przy $cistym zachowaniu warunkéw brzegowych (3.3).

W rzeczywistosci temperatura oérodka t; i wspélczynnik przejmowania ciepta o beda
zawsze — cho¢by nawet nieznacznie — zmienialy si¢ z czasem 7 odstepstwa od écistego
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zachowania warunkow (3.3) wystepuja nie tylko w technicznych zagadnieniach w prze-
mySle, ale czesto sa nie do unikniecia rowniez w warunkach laboratoryjnych w specjalnych
ukladach stuzacych do doéwiadezet w stanie uporzadkowanym (na przyktad termostaty
do badania wlasnosci cieplnych cial).

Zmienno$¢ temperatury osrodka i wspolczynmka « moze wywotaé pewien blad w o-
kreflaniu tempa chtodzenia mi w zwigzku z tym powstaje konieczno$¢ ustalania kryterium
dopuszczalnych odchylen od warunkéw brzegowych (3.3) lub oceny wplywu ich zmien-
nosci.

Nalezy zaznaczy¢, ze tempo chiodzenia jest wyznaczane do$wiadczalnie zwykle z do-
kiadnoécig 2-4% przy pojedynczym pomiarze [36], natomiast przy bardziej starannych
pomiarach mozna osiagnaé¢ doktadno$é rzedu 0,5-1,0% [17].

Wplyw zmiennosci temperatury osrodka. G. KONDRATIEW uwazal za dopuszczalne
w do$wiadczeniach w stanie uporzadkowanym zmiany temperatury w granicach 0,1-0,2°C
[17]; takie wahania temperatury nie mialy powodowa¢ dostrzegalnego wplywu na warto$¢ '
tempa chiodzenia. Szczegdtowe badania doswiadczalne przeprowadzone przez M. Ka-
ZANSKIEGO i M. WIENIEDIKTOWA {27, 28] w specjalnym termostacie o temperaturze regu-
lowanej z doktadnoscia do 0,006°C wykazaly. przy ochtadzaniu kalorymetréw, ze wahania
temperatury w zakresie 0,1-0,2°C moga spowodowaé blad w okre$laniu tempa chiodzenia,
dochodzacy nawet do kilkunastu procent. KazaNsk1 ustalit réwniez empiryczny wzor
uwzgledniajacy wplyw zmiennosci temperatury ¢ na warto$¢ tempa chlodzenia.

Osrodek moze zmienia¢ swoja temperaturg na skutek doplywu ciepla z otoczenia,
istnjienia ewentualnych zZrédet ciepla w oS$rodku (na przyktad mieszadlo) i wreszcie do-
prowadzania ciepta od ciata ochladzanego do oérodka. Teoretyczne przewidywanie ilosci
ciepla przenikajacego.z otoczenia lub wydzielanego w o$rodku jes't mozliwe tylko w kon-
kretnych przypadkach; natomiast zmiana temperatury oérodka wywotana tylko przejmo-
waniem ciepta od ciata badanego nalezy do samej istoty wymiany ciepta w stanie upo-
rzadkowanym. Zagadnienie to badal teoretycznie W. GOGOL rozpatrujac ciato ochtadzane
i ofrodek jako izolowany uklad sktadajacy sie z dwu wzajemnie oddzialywujacych na
siebie czgsci [17]. Przy zaloZeniu, Ze o$rodek plynny jest dobrze mieszany, rzeczywiste
tempo chlodzenia ¢ (uwzgledniajace zmienno$¢ temperatury #;) jest wigksze od tempa
chlodzenia m, jakie mialoby miejsce przy $cistym spelnieniu warunku f, = const. Zalezno§¢
miedzy tymi wielkosciami jest liniowa

(3.26) g=m(1+C/Cy),
gdzie C; oznacza pojemnoé¢ cieplng oérodka.

Powyzsza zalezno§¢ jest $cista w odniesieniu do metali, natomiast dla izolatoréw ma
charakter przyblizony; budowa wzoru (3.26) potwierdza empiryczne zalezno§ci otrzymane
przez M. KAZANSKIEGO [27].

Wplyw zmiennosci wspélczynnika przejmowania ciepla. Wsp6lezynnik a mozna uwazaé
za prawie staly w czasie w przypadku ochladzania ciata w warunkach konwekcji wymu-
szonej (zmieniaja si¢ tylko parametry fizyczne plynu w warstwie granicznej), natomiast
zaloZenie niezmiennodci a moze nasuwaé powazne zastrzeienia w przypadku konwekeji
swobodnej, poniewaz powinna istnie¢ wtedy wyrazna zalezno§¢ miedzy wspoiczynnikiem
przejmowania ciepta, a zmieniajaca si¢ w czasie réznica temperatur 9, powierzchni ciata
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i ofrodka. Wysunieta przez KONDRATIEWA hipoteza [35], wyjasniajaca stato$é wspdiczyn-
nika a przy konwekcji swobodnej odmiennoscia zjawisk fizycznych w warstwie granicznej
w stanie ustalonym i nieustalonym, nie zostala uzasadniona ani teoretycznie, ani potwier-
dzona do$wiadczalnie i zostala péZniej wycofana przez samego autora [36, 17].

Przy zmienno$ci wspotczynnika a wykres Ind = f(z) przestaje by¢ linig prosta (rys. 8),
a tempo chlodzenia bedzie zmieniaé sig, przy czym jego chwilowa warto§¢ moze byé
obliczona ze wzoru [36]

d
(3.27) m=—— (In).
Wzdr powyiszy jest Scisty dla cial metalowych, natomiast dla izolatoréw, z punktu
widzenia teoretycznego, jest przyblizony [17].
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Rys. 8. Zmiany temperatury ciala w przypadku ochladzania w warunkach konwekcji swobodnej i sposdb

obliczania za pomoca kolejnych wykreséw zaleznodci wspolczynnika a od réznicy temperatur £ miedzy
: powierzchnia ciala i o$rodkiem

Wykres Iné = f(v) moze stanowié podstawe eksperymentalnej metody wyznaczania
zaleznoscei wspotezynnika przejmowania ciepta o od rézZnicy temperatur &, w warunkach
konwekeji swobodnej [36, 16, 57]. Obliczanie zaleznosci a = f(#,) moZe byé dokonane
za pomocy kolejnych wykresdw jak na rys. 8 i wykorzystaniu zaleznoéci (3.11) przy v = 1
(ciato ochladzane, wykonane z metalu).

Wszystkie obliczenia i pomiary w stanie uporzadkowanym odnosza si¢ do §redniej
warto$ci a na powierzchni ciala. Wydaje sie, ze brak jest kryterium stosowalnoéci wzoru
(3.4) w stanie uporzadkowanym w przypadku silnej zaleinosci a od wspdirzednych
punktow na powierzchni ciala. »

3.4. Wejscie ciala w stan uporzadkowany. Pole temperaitury w stanie uporzadkowanym opi-
sane jest pierwszym wyrazem szeregu Fouriera (3.7) tylko z pewnym przyblizeniem,
poniewaZz suma wszystkich pozostalych wyrazéw szeregu — chociaz szybko zmniejszajaca
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sie z uplywem czasu — zawsze bedzie miata okre§lona warto§é. Okres czasu od poczatku
ochladzania ciala do chwili wejicia ciala w stan uznany przez obserwatora za uporzadko-
wany okreélony jest zwykle wartoécia liczby Fouriera i zalezy przede wszystkim od
dopuszczalnego bledu obliczed lub pomiaréw. W wielu przypadkach jednak stan uporzad-
kowany rozpatrywany jest przy tak duzych liczbach Fouriera, ze zagadnienie dopuszczal-
nego bledu przestaje byé istotne.

Wejécie ciala w stan uporzadkowany zalezy od wielu czynnikéw jak na przyklad
ksztaltu ciala, dziatania ofrodka i poczatkowego rozkiadu temperatury.
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Rys. 9. Zaleznoéé poczatku stanu uporzadkowanego (wykladniczej zmiany temperatury) w plaszczyZnie
symetrii plyty nieograniczonej od temperatury bezwymiarowej, liczb podobieistwa Fo i Bi oraz dopusz-
czalnego bledu ¢ [41]
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Rys. 10. Zalezno$é poczatku stanu uporzadkowanego (wykladniczej zmiany temperatury) w osi walca
nieograniczonego od temperatury bezwymiarowej, liczb podobiefistwa Fo i Bi oraz dopuszczalnego
bledu ¢ [41]

Poczatek wykladniczej zaleznoéci temperatury od czasu dla $rodka plyty nieograni-
czonej i §rodka walca nieograniczonego w zaleznoéci od liczb Fo, Bi, temperatury bez-
wymiarowej i dopuszczalnego bledu ¢ moze byé przedstawiony na specjalnych wykresach
(rys. 91 10), opracowanych przez D. BUDRINA i E. SucuaNOwA [44].

Nalezy tu podkre§lié, ze poczatek wyktadniczej zalezno$ci zmian temperatury nie
wystgpuje rownoczeénie we wszystkich punktach Jub obszarach ciata, lecz zwykle nastepuje



TEORIA STANU UPORZADKOWANEGO 33

kolejno. Przez wejicie ciala w stan uporzadkowany nalezaloby rozumieé chwile, gdy we
wszystkich punktach wystapi ta sama warto§¢ tempa chiodzenia m.

W przypadku ochiadzania ciala w warunkach konwekcji swobodnej — ze wzgledu na
zmiang w czasie wspdiczynnika a — bedzie wystgpowat dla ziych przewodnikéw ciepta,
§cisle moéwiac, stan tylko znacznie zblizony do stanu uporzadkowanego; pole temperatury
bedzie wykazywalo pewne opdznienie w stosunku do zmian wspdlczynnika przejmowania
ciepla [17]. Dla cial metalowych natomiast, ktére «reaguja» prawie natychmiast na
zmjany « wzér (3.27) mozna uwazaé za zupelnie poprawny. Zagadnienie to nie jest do-
tychczas calkowicie opracowane i ma ono znaczenie tylko przy dokiadnych pomiarach.

Wplyw ksztaltu ciata na wejscie w stan uporzadkowany posiada natomiast zasadnicze
znaczenie i problem ten czgsto nastrgcza duze trudnosci. KONDRATIEW zwrdcil uwage
[36, 57] na takie ksztalty cial lub uktady ciat (rys. 11), ktére przez bardzo dtugi okres
czasu nie wchodza w calosci w stan uporzadkowany, chociaz stan ten moze by¢ przy tym
obserwowany w oddzielnych cze¢éciach ciala, zwigzanych ze soba niewielkimi przekrojami;
przykiadem takiego ciala moze by¢ rura z zebrami pierécieniowymi i inne typy radiatoréw.
KONDRATIEW nie. podal kryterium pozwalajacego ocenié mozliwo$¢ wystapienia stanu
uporzadkowanego w ciatach o dowolnym ksztalcie; jednoczeénie w swoich doswiadczeniach
uzywat ciat lub uktadéw o ksztalcie doé¢ zlozonym [35, 11].

Rys. 11, Przykfady cial ub ukiadéw, ktére praktycznie nie wejd@ w stan uporzadkowany; ich czeéci ochla-
dzaja sig prawie niezaleznie od siebie

Zagadnienie wystepowania stanu uporzadkowanego w ciatach o ksztalcie ztozonym
stalo sie punktem wyjscia do interesujacych badan doéwiadczalnych i teoretyczaych
G. TRIETIACZENKI i L. KRAWCZUKA [59, 60, 62], ktorzy zwrdcili uwage na brak pelnego

opracowania pewnych podstawowych problemdw stanu uporzadkowanego, zwiazanych
z wplywem funkcji U, oraz statych [58]

foo(x,y, 2)U,dv
fuzar
14

(3.28) A, =

na wartodci poszczegdélnych wyrazéw szeregu stanowiacego rozwiazanie roOwnania prze-
wodzenia ciepta Fouriera.

TRIETIACZENKO przeprowadzit doswiadczenia z wyznaczaniem tempa chtodzenia w réz-
nych punktach klina (ksztalt ten ma znaczenie przy badaniu lopatek turbin), przy czym

3 Mechanika teoretyczna
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wartosci tempa chtodzenia okazaly sig rozne [59]; obliczenia na drodze teoretycznej oraz
badania na hydraulicznym analogu L.ukyanowa [59, 60, 43] potwierdzily to spostrzezenie.

TRIETIACZENKO wysunat tezg, ze w czasie ochtadzania ciata o ztozonym ksztalcie istnieje
taki okres [po ustaniu wplywu oddziatywania poczatkowego rozkladu temperatury
Jolx, y, 2) a przed wystapieniem wlasciwego stanu uporzadkowanego], w ktérym w posz-
czegblnych punktach lub obszarach ciata moga wystepowac wyktadnicze zmiany tempera-
tury, lecz wartodci tych wyktadnikéw (mierzone jako tempa chtodzenia) moga byé funkcja
wspolirzednych. Jest to spowodowane tym, ze dla cial o zlozonym ksztalcie wyrazem
okreélajacym (o najwigkszej wartosci) przez-dlugi okres czasu nie jest pierwszy wyraz
szeregu stanowiacego rozwiazanie rownania Fouriera, ale dalszy (na przyktad czwarty)
wyraz lub grupa wyrazéw; zalezy to od wartoéci wyrazenia 4,U, dla danego ksztattu.
W tym stadium ochladzania ciala caly szereg podstawowych zalezno$ci stanu uporzadko-
wanego, a zwlaszcza (3.20) i (3.16), przestaje obowiazywaé, a wnioskowanie o wejéciu
ciata w stan uporzadkowany na podstawie stato$ci tempa chlodzenia w jednym punkcie
jest niestuszne. Wiasciwy stan uporzadkowany moze rozpoczaé sig dla ciata o zlozonym
ksztalcie przy tak malej réznicy temperatur #, Ze nie ma on juz praktycznego znaczenia.

Tezy Tretiaczenki wywotaly liczne kontrowersje [48, 58] i staly sie gléwnym tematem,
dyskusji wspomnianej juz konferencji, poéwigconej teorii stanu uporzadkowanego [58]

Poruszone przez TRIETIACZENKE zagadnienia pozwolity uéci§li¢ pojecie stanu uporzad-
kowanego do okresu, gdy:

we wszystkich punktach ciala wystepuje ta sama warto§¢ tempa chlodzenia,

temperatura & we wszystkich punktach ciatla ma ten sam znak [58].

Jednakze problem wejscia ciata o zlozonym ksztalcie w stan uporzadkowany nie jest
dotychczas catkowicie rozwiazany ; prace nad tym prowadzone byly przez W. KOCZUROWA
i N. JARyszEWA [58]. Wplyw funkcji U, na wejécie ciala w stan uporzadkowany badal
P. CzerrAxOw [8), wedlug ktérego nastepuje to przy wartosci liczby Fo proporcjonalnej
do wyrazenia 42 U2.

Roéwniez pole temperatury f3(x, ¥, z) w chwili poczatkowej moze mieé wplyw na czas
wejécia w stan uporzadkowany. Stan ten moze dtugo nie wystgpowac lub nie wystapié
w ogéle nawet w ciatach o ksztalcie prostym (na przyktad w plycie), jesli poczatkowy
rozklad temperatury fy(x, y, z) opisywany jest funkcja U, (tablica 1). Na odwrét, stan
uporzadkowany moze wystapi¢ prawie natychmiast po rozpoczeciu ochtadzania ciala
nawet o bardzo ztozonym ksztalcie, je§li poczatkowy rozklad temperatury jest podobny
do funkeji U; [47, 58].

Nieuwzglednienie poruszonych powyzej zagadnief — zreszta nieopracowanych do-
tychczas w spos6éb zadawalajacy — moze prowadzi¢é w pewnych przypadkach do powaz-
nych bledéw przy postugiwaniu si¢ teoria stanu uporzadkowanego.

4. Zastosowanie teorii stanu uporzadkowanego
4.1. Wyznaczanie wlasnosci cieplnych. Teorig stanu uporzadkowanego zastosowano poczat-

kowo do wyznaczania wlasnoéci cieplnych ciat i wiasnie w tym kierunku byty prowadzone
pierwsze prace Kondratiewa [32, 35]. Obecnie istnieje wiele metod wyznaczania wiasnosci
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cieplnych, opartych na stanie uporzadkowanym; za ich pomoca mozna mierzy¢ prze-
wodnosé cieplna A, dyfuzyjno$é cieplng a i ciepto wlasciwe ¢ réznorodnych ciat statych
(metali, izolatoréw, ciat sproszkowanych i wléknistych), a czgéciowo takze cieczy i gazéw.

Wihasnoéci cieplne moga by¢é — zaleznie od metody — wyznaczane oddzielnie albo
zespotowo; w tym ostatnim przypadku z dwu pomiaréw wykonanych w réznych warun-
kach cieplnych na tej samej prébce materiatu wyznacza si¢ dwie wlasnosci (na przyktad
ail), atrzecig oblicza si¢ ze zwiazku A = acg (okreSlenie gestosci o na ogdt nie przedstawia
trudnosci).

Wielko$ciami mierzonymi w doéwiadczeniach jest tylko tempo chiodzenia i wymiary
prébki. Cechowanie termoelementéw w wigkszosci przypadkdéw nie jest konieczne. Gtdwna
trudnoscia jest zachowanie odpowiedniej statoéci warunkédw brzegowych.

Bibliografia dotyczaca tego zagadnienia jest bardzo obszerna [35, 36, 50, 55, 9, 2];
ponizej podano tylko krétki przeglad metod pomiarowych opartych na teorii stanu
uporzadkowanego.

Metoda kalorymetru — a. W metodzie tej] mozna wyznaczy¢ dyfuzyjno$é cieplng a
probki ze wzoru (3.13), mierzac tempo chtodzenia m, w warunkach intensywnego ochta-
dzania; wspolczynnik ksztaltu K moze by¢ obliczony z wymiarédw prébki (tablica 2) albo
wyznaczony eksperymentalnie.
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Rys. 12. Schemat termostatu wodnego: Rys. 13. Schemat termostatu powietrznego:
1 —cialo badane, 2~ termoelement do mierzenia tempa 1 —cialo badane, 2- termoelement do mierzenia tempa
chlodzenia, 3 — mieszadto, 4 — silnik, 5—izolacjn cieplna chlodzenla, 3 pret z matym ckranem chronigcym wolny

koniec termoelementu 2 od promieniowania, 4-— warstwa
gabki tlumigcej ewentuaine wahania ciala, 5 — zbiornik spa-
wany z alupolu, 6 —izolacja cieplna

Pomiar powinien byé przeprowadzony przy bardzo duzej warto$ci wspolczynnika
przejmowania ciepla, na przyklad Bi > 100 [35] albo o > 25AV/KS [14]. Uzywane sa
termostaty wypetnione woda zlodem, wodg silnie mieszang (rys. 12) lub ptynnym metalem.
Prébki badane maja najezeéciej ksztatt walcéw, prostopadioécianéw Tub kul o wymiarze
charakterystycznym 7 & 1,5-3 cm. W ten spos6b mozna wyznaczaé dyfuzyjnos$¢ cieplng

3*



36 Wiestaw GoGOL

izolatoréw cieplnych; osiagniecie dostatecznie duzych liczb Biota dla metali nie jest
mozliwe.

Metoda kalorymetru — 3. Jezeli dyfuzyjno$¢ cieplna materialu zostala juz uprzednio
wyznaczona, to ochladzajac badana prébke przy niewielkich wartociach wspotczynnika
przejmowania ciepla mozna wyznaczy¢ przewodno$¢ cieplna, opierajac si¢ na wzorach
(3.14) Iub (3.16) i (3.18). Cialo ochladzane jest w powietrzu w warunkach konwekcji
swobodnej (rys. 13) lub wymuszone;j.

Wartos§¢ wspétczynnika «, ktérej znajomosé jest tu konieczna, okreslana jest w oparciu
o te same wzory lub wzér (3.11) przez osobny pomiar tempa chlodzenia ciala (kalory-
metru —a, zZwykle wykonanego z metalu) o znanych wiasno$ciach cieplnych i tych samych
wymiarach, ksztalcie i stanie powierzchni zewnetrznej, co cialo badane. Metoda kalory-
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Rys. 14. Graficzne przedstawienie warunk6w przeprowadzania doswiadczed w zespolowych metodach
opartych na stanie uporzadkowanym

metru —A mozna réwniez przeprowadza¢ pomiary przewodno$ci cieplnej materialéw
sproszkowanych, uwzgledniajagc we wzorach obliczenjowych wplyw ostony metalowej
132, 35, 50, 55].

Metoda uogdlniona (metoda 2a, metoda 2Bi). Metody kalorymetru —a i —24 moga
by¢ zastosowane tylko do dobrych izolatoréw cieplnych ze wzgledu na konieczno$é prze-
prowadzenia jednego z pomiarédw przy Bi = oco. W metodzie nogdlnionej [15, 17, 18, 36,
61] przeprowadzane sa rowniez dwa pomiary (1 1 2), ale przy dowolnych liczbach Biota.
W kazdym z dos§wiadczer mierzone sa wartosci tempa chiodzenia m, i my (i ewentualnie
wymiary charakterystyczne ciala /; i 12)' oraz wyznaczane kalorymetrem —a odpowiednie
wartoéci wspdlczynnikéw przejmowania ciepla o, i a,; wlasnodci cieplne otrzymuje sig
rozwigzujac uktad dwu réownan (3.14) albo (3.16) [15, 17, 18].

Metoda ta najbardziej nadaje sie do wyznaczania wilasnodci cial o przewodno$ci
cieplnej w granicach 0,3-10 kcal/mh°C.

Metody kalorymetru —a i —4 sg wigc szczegdlnym przypadkiem granicznym metody
uogdlnionej (rys. 14). '

Metoda vy, stanowigca drugi przypadek graniczny, moze mie¢ zastosowanie do wyzna-
czanja wlasnoéci cieplnych metali (4 > 10 kcal/mh°C). Podstawa tej metody jest mozliwoéé
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zrealizowania warunku ; = 1 przy ochladzaniu metalu w powistrzu w warunkach kon-
wekcji swobodnej [17].

Mikrokalorymetr stuzy do wyznaczania ciepta wlasciwego izolatoréw cieplnych (zwykle
proszkéw). Wymiary ciata badanego sa mate. Ochladzanie przeprowadza si¢ w powietrzu
w warunkach konwekeji swobodnej i poréwnuje z ochtadzaniem wzorcowego ciata o tych
samych wymiarach i ksztalcie. Dyfuzyjno$¢ cieplna nie musi byé uprzednio wyznaczona,
wystarczy w przyblizeniu oszacowaé warto$é a [35, 9, 55].

Metoda 2 punktéw moze byé zastosowana do wyznaczania dyfuzyjnosci cieplnej do-
brych przewodnikéw ciepta (materiatéw ceramicznych i metali); metoda oparta jest na
réwnaniu (3.20). Schemat urzadzenia pokazano na rys. 15. Z okre§lanego w do§wiadczeniu
tempa chtodzenia m i stosunku b temperatur w dwu punktach mozna obliczy¢ warto$¢ a.
Badane ciala maja prosty ksztalt. Pomiary przeprowadzane sg w powietrzu w warunkach
konwekcji swobodnej lub wymuszonej [35, 31].

2
Rys. 15. Schemat urzadzenia do wyznaczania Rys. 16. Schemat bikalorymetru plaskiego;
dyfuzyjnosci cieplnej metoda 2 punktéw; 1 - rdzen metalowy, 2 cialo badane, 3 — korpus zewngtrzny,
1—cialo badane, 2 — termostat, 3 — termoelementy réznicowe 4 - termoelement

RAUSZ badal ta metodg wlasnosci materiatléw ceramicznych w piecach silitowych do
temperatury 1200°C [35, 47]; dyfuzyjno$¢ cieplna metali w wysokich temperaturach moze
byé wyznaczana przez ochladzanie ich w roztopionych solach [47].

Bikalorymetr jest uzywany do wyznaczania przewodnoéci cieplnej statych materiatéw
izolacyjnych, cieczy i gazow. W metodzie tej mierzone jest tempo chlodzenia ukladu
sktadajacego si¢ z rdzenia metalowego i oslony izolacyjnej, utworzonej z badanego ma-
terialu (rys. 7). Wzory obliczeniowe oparte sq na zalezno$ciach analogicznych do réwnan
(3.24) i (3.25). Ochladzanie przeprowadzane jest najczesciej w warunkach a — oo [36, 55,
9], chociaz stosowane sa rowniez typy bikalorymetréw przy skoniczonej wartosci a [1, 35].
Bikalorymetry moga mie¢ ksztatt kuli, walca lub ptyty, przy czym zwykle materiat badany -
umieszczony jest w szczelinie migdzy duzym rdzeniem metalowym i cienka zewnetrzna
powloka metalows (rys. 16).

Za pomoca bikalorymetru o ksztalcie dysku LEWIN badatl przewodno$¢ cieplna réZznych
gazdw przy grubosci szczeliny 0,238-1,57 mm [41]. GELLER wyznaczal wlasnoéci toluenu
bikalorymetrem kulistym [5]. GOruBlEw badal przewodno$é cieplng gazowych weglo-
wodoréw w zakresie temperatur 0-360°C i cignieri 1-500 ata bikalorymetrem walcowym
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o-grubosci warstwy gazu od 0,23 do 0,69 mm [5]. Grubo$¢ warstwy badanych ciat stalych
wynosi zwykle kilka milimetrow.

Metoda bikalorymetru, po pewnej modyfikaciji, byta réwniez stosowana do badania
wlasnoécl tkanin [35] oraz cienkich (0,006-0,1 mm) warstw lakieréw i farb [47]; w tym
ostatnim przypadku mozna takze uzywaé kalorymetréw o bardziej ztozonych ksztaltach
1 wyznaczaé catkowity opdr cieplny warstwy 1/a--46/4 w oparciu o zalezno$§é (3.23).

Przedstawione powyzej metody wykazuja pewne zalety w stosunku do metod stanu
ustalonego, mianowicie znacznie krotszy czas pomiaru, mozliwo$¢ uniknigcia wymiany
masy zwiazanej z przewodzeniem ciepta przy badaniu materialéw wilgotnych, mozliwo$§é
zespotowego wyznaczania wlasnosci cieplnych 1 wreszcie konieczna jest bardziej prosta
aparatura pomiarowa [2]. Metody stanu uporzadkowanego moga by¢ réwniez w pewnych
przypadkach uzywane do pomiardéw wlasnosei cieplnych materiatéw wyraZnie anizotro-
powych, jak na przyktad drewno [34] lub ukiady zloZone z izolowanych przewodnikéw
elektrycznych [10].

Natomiast w pordwnaniu z innymi metodami nieustalonymi [9, 55] metody stanu
uporzadkowanego nie pozwalaja zespolowo wyznaczyé wilasnoéei cieploych w jednym
pomiarze, a umieszczanie termoelementu w badanej prébce moze powodowaé zakldcenia
obserwowanego pola temperatury [58].

4.2, Okreslanie wartosci wspolezynnika przejmowania ciepta, Metoda stanu uporzadkowanego
mozna okre$lac¢ $rednia warto$é wspdlczynnika przejmowania ciepta o na danej powierzch-
ni, zdefiniowana wzorem (3.4), przy czym wspdlczynnik ten uwzglednia zardwno ciepto
wymieniane droga konwekcji jak i wymieniane przez promieniowanie.

W tym celu uzywany jest przyrzad nazywany kalorymetrem —o skladajacy sie z ciata
lub ukladu cial o znanych wiasnosciach cieplnych, termoelementu réznicowego i galwano-
metru. Po zmierzeniu tempa chtodzenia m kalorymetru —a warto$€ wspélczynnika przej-
mowania ciepta okreflana jest najezesciej ze wzoru (3.11) lub wzordw (3.18) i (3.17).
Budowa kalorymetru —a powinna by¢ tak dostosowana do mierzonej wartosci a, aby
unikngé zakresu tempa chiodzenia bliskiego me (rys. 2), poniewaz maleje wtedy doklad-
no$¢ pomiaru, to znaczy powinien by¢ spelniony co najmniej warunek [47]

154V
<2,
*S7ks
Najczeéciej uzywane sa kalorymetry metalowe, dla ktérych tatwo jest utrzymaé warunek
- =11 wtedy wspblczynnik przejmowania ciepla moZna wyznaczaé z prostej zaleznosci

4.1 a= % m.

Pomiar kalorymetrem —a jest szybki i wygodny, mozna bowiem uniknaé klopotli-
wego pomiaru temperatury powierzchni; ponadto pozwala on wyznaczaé wartosci a
nawet na powierzchniach doé¢ zloZzonych geometrycznie. MoZe byé stosowany zaréwno
w warunkach konwekcji wymuszonej, jak i konwekcji swobodnej [16, 36], gdy warto$é a
zalezy od ¥ (rys. 8).

Metoda kalorymetru —a byta szeroko stosowana [33, 35, 36, 47] i czgsto uzywana
w tych przypadkach, gdy inne sposoby pomiaru a okazywaly sie zawodne lub trudne.
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KonDpRATIEW uzywal kalorymetru z szamoty w tulei stalowej do pomiaréw « na powierzch-
niach walcowych w kotlach [35]. Metodg stanu uporzadkowanego do wyznaczania $redniej
warto§ci ¢ na powierzchni ptyty przy burzliwym ruchu powietrza stosowata CzapLiNa [7].
Odpowiednio zmodyfikowanym kalorymetrem —a, w ktérym uwzglednia sig przewo-
dzenie ciepta przez powierzchnie jego zetknigcia z innymi ciatami [25], mozna réwniez
wyznaczaé wspolczynnik o przy poprzecznym oplywie rur lub peczkéw rur [46]. Wspol-
czynnik przejmowania ciepla przy przeplywie plynnych metali przez kanat wyznaczat
ta metoda IwAaNOwsKI [21]. Mierzono takze lokalne wartosci wspdlezynnika o, na przykiad
na $ciankach obudowy turbin gazowych i sprezarek [20] oraz w plaskich naddzwigkowych
dyszach przy przeplywie rozrzedzonego gazu [38]. Kalorymetrem —a, zanurzonym
w warstwie fluidalnej, wyznaczane byly wartosci wspélczynnika przejmowania ciepta na
powierzchni kuli w temperaturach do 1050°C [6]. .

4.3. Wyznaczanie emisyjnoci powierzehni.  Wyznaczenie catkowite] emisyjnoéci ¢ badanej
powierzchni moze by¢ przeprowadzone metoda poréwnawcza przez pomiar tempa chlo-
dzenia dwu cial, z ktérych jedno ma znany wspdlczynnik emisyjnodci [35]. Oba ciata
powinny mieé ten sam ksztalt i wymiary oraz znane wlasnoéci cieplne; pomiar przepro-
wadzany jest zwykle w termostacie powietrznym (rys. 13) w warunkach konwekcji swo-
bodnej.

Obliczony jak dla kalorymetru —a wspélczynnik przejmowania ciepta

(4-2) a = ak+ar,
przy czym wspotezynnik przejmowania ciepta droga promieniowania

TA-T}

-8 __ .
———TS_TP 10 Es_p* Up-

@.3) o, = 4,885¢,_,-

Emisyjno$¢ zastgpcza w przypadku ochtadzania w termostacie o powierzchni F ma
wartosé

1
“4) G =1 S71 Ay
PR
a ze wzgledu na F > S (rys. 13) mozna przyjaé
(45) Es_p = Es.

Mierzac przy tej samej réznicy temperatur 9, i tej samej temperaturze otoczenia I,
tempa chiodzenia m, i m, dwu ciat (1 i 2), z ktérych jedno ma znang emisyjno$é, mozna
emisyjno$¢ powierzchni drugiego ciata wyznaczyé z zaleznoéci

(4.6) £y = g— L 2
ap
Opisana metoda uzywana jest najczeéciej do wyznaczania emisyjnoéei emalii, lakierow
i farb w temperaturach pokojowych [35, 16].
Byly réwniez przeprowadzane do§wiadczenia przy zmniejszonych cisnieniach powietrza
w celu uniknigcia wymiany ciepta przez konwekeje [47]. '
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4.4, Badanie bezwladnoSci cieplnej termometréw i pirometréw. Mozliwo§é zastosowania teorii sta-
nu uporzadkowanego do okreélania bezwladnoéci cieplnej wskazan réznego typu termo-
metréw i pirometrdw wynika z bezposredniego zwiazku taczacego stala czasowa (lub stala
bezwladnosci cieplnej) termometru [30] z tempem chiodzenia jego czujnika. MozZna wy-
kazaé, ze stata bezwladnoéci cieplnej jest réwna odwrotnoéci tempa chtodzenia [35, 36, 14].

Zaleznosci stanu uporzadkowanego moga by¢ wykorzystane do okreflania krzywej
bezwladnoéci ciepinej réznego typu miernikow temperatury [36, 42], cechowania kata-
termometrow [36], badania wzorcowych termometréw oporowych i pirometréw [35] oraz
dynamicznej charakterystyki czujnikéw przeznaczonych do pomiaru wysokich temperatur
[51], a takZe do ustalenia najbardziej wiaSciwej konstrukeji czujnikdw termicznych [35],
co ma istotne znaczenie w zagadnieniach automatyki cieplne;j.

4.5. Badanie proceséw nagrzewania i ochladzania cial. Obliczenia i badania doswiadczalne
procesOw nagrzewania i ochladzania ciat moga byé dokonywane na podstawie stanu
uporzadkowanego w wielu przypadkach tylko w sposéb przyblizony ze wzgledu na wystg-
pujaca najczesciej ztozono$¢ warunkéw brzegowych.

Mozliwoéci zastosowania teorii stanu uporzadkowanego sa w tym zakresie bardzo roz-
norodne. Moze ona byé uzyta do przyblizonych obliczen izolacji cieplnej niektérych urza-
dzef pracujacych w stanie nieustalonym [14, 35], na przyktad w oparciu o wzdr (3.23).
Whplyw ksztaltu i wymiaréw ciala na predko$¢ ogrzewania i ochiadzania ciat przy ich
obrébcee cieplnej badal KONDRATIEW [35, 14]; w szczegdlnoéei badany byt proces hartowa-
nia stali i okre§lane byly wartosci wspdlczynnikéw przejmowania ciepta przy réinych
sposobach hartowania od temperatury 900°C [35].

Probowano réwniez zastosowaé stan uporzadkowany do doéwiadczalnego badania
proceséw ochladzania woda wibrujacych przedmiotéw metalowych o temperaturach
powyzej 600°C przy ich walcowaniu [45]. KapriNos badat wymiang ciepta w niektorych
czg$ciach (dysk) turbin gazowych i parowych w warunkach przemystowych [26], a PAw-
LOWSKI W oparciu o stan uporzadkowany rozpatrywat proces nagrzewania turbin parowych
przy ich uruchamianiu [49]. Przyblizona metode regulacji mocy pradu zasilajgcego piec
przy nagrzewaniu wediug z géry ustalonego programu opracowal PsariEw [52].

Teorig stanu uporzadkowanego prébowano réwniez zastosowaé do ciat z wewnetrznymi
Zrédlami ciepla, na przyklad w radioelektronice [14]; DULNEW zajmowal si¢ stanem
cieplnym okresowo pracujacych uktadéw przewoddéw elektrycznych (pgczkow kabli) na
okretach i rozpatrywal zalozenia ich racjonalnego projektowania [13], a DENISOW prze-
prowadzil do$wiadczenia nad stanem uporzadkowanym takich uktadéw [10].

4.6. Zastosowanie stanu uporzadkowanego do badaf teoretycznych w wymianie ciepla. Teoria stanu
uporzadkowanego stata sie¢ punktem wyjscia do dalszych badad w wymianie ciepta,
zwlaszcza w procesach nieustalonych.

Wiele poje¢ i wielkosci wystepujacych w tej teoril moze znalezé zastosowanie przy
opisie pola temperatury ciata lub tkladéw cial poddanych dzialaniu oérodka, ktérego
temperatura zmienia si¢ liniowo [37] lub okresowo z czasem (stan uporzadkowany dru-
giego i trzeciego rodzaju [36]). Zagadnieniem tym zajmowal si¢ rowniez JARYSZEW, ktory
w pracy [23] przedstawil przybliZone réwnania do obliczania $redniej temperatury objg-
todciowej ciala w stanie uporzadkowanym 1 i 2 rodzaju.
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KUDRIASZEW i ZEMKOW prébowali rozwingé dalej teorie stanu uporzadkowanego
tworzac uogdlniong teorig, ktéra moglaby by¢ zastosowana do cial o wlasnoéciach
cieplnych zmiennych z temperatura [60, 40]. KUDRIASZEW zajmowal si¢ réwniez za po-
moca stanu uporzadkowanego badaniami stabilizacji proceséw ochladzania i wysunal
hipoteze o nieliniowosci warunku granicznego 3 rodzaju w tych procesach [40].

IwANOWSKI zastosowal teorie stanu uporzadkowanego do badania nieustalonej wy-
miany ciepta miedzy rura a plynaca przez nig ciecza o temperaturze zmiennej w czasie
i wzdiuz dtugodei rury [21]. .

Wazne w miernictwie cieplnym zagadnienie pomiaru termoelementami temperatury
ciala w stanie nieustalonym analizowal KAGANOW, postugujac sie stanem uporzadkowanym
w odniesienin do ukfadu, skladajacego sie z ciala o ograniczonej objgtosci i przewoddw
doprowadzajacych [24]. Prébowano réwniez zastosowaé pewne pojecia stanu uporzadko-
wanego przy badaniu wymiany ciepta w warstwie fluidalnej [56]. W celu zbadania wptywu
pulsacji predkosci na okres formowania si¢ warstwy granicznej KUDRIASZEW i GUSIEW

okreélali wspélczynnik a na powierzchni kuli w strumieniu powietrza o okresowo zmiennej
predkosci [39].

Z przytoczonych tutaj wybranych przyktadéw ilustrujacych mozliwosci zastosowania
teorii stanu uporzadkowanego oraz z przedstawionych poprzednio podstaw tej teorii
wynika, ze posiada ona w pewnym stopniu formalny charakter matematyczny [59] i nie
nalezatoby jej przypisywaé jakiego§ okre§lonego sensu fizycznego, a raczej uwazaé tg
teorig za metode¢ badan do$wiadczalnych i teoretycznych w wymianie ciepla,
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Summary

THE THEORY OF THERMAL REGULAR REGIME AND ITS APPLICATION
TO THE HEAT TRANSFER PROBLEMS

A survey is given of the recent investigations concerned with the theory of thermal regular regime.
The basic regularities of this theory and the problem of limit of its application are discussed. The
application of thermal regular regime in theoretical and technical problems of heat transfer is considered.
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1. Wprowadzenie

1. Temat pracy

Osrodek sprezysto-plastyczny o wybranym prawie konstytutywnym nazywamy nie-
Jednorodnym, gdy parametry (moduly) wystgpujace w tym prawie zaleza od wspéirzgdnych
materialnych rozpatrywanej czastki, Gdy zmienne sa moduly opisujace wlasnosci plas-
tyczne, osrodek nazywamy plastycznie niejednorodnym.
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Badania w dziedzinie teorii ciat plastycznie niejednorodnych, zapoczatkowane pracami
[1i 2], dotyczyty przypadku ciaglej zaleznosci modutdéw od wspédirzegdnych, spowodowane;j
takimi przyczynami, jak niejednorodno$¢ sktadu, obrébka powierzchniowa, temperatura,
bombardowanie strumieniami czastek elementarnych i innymi. Przegladu osiagnicé
i problem6w nierozwiazanych dokonano w pracach [3 i 4].

Istnieje jednak obszerna klasa probleméw praktycznych, przy ktérych analizie wyste-
puje konieczno$¢ rozwazenia odksztalcen plastycznych cial z powierzchniami, na ktérych
whasnosci plastyczne doznaja skoku (niejednorodnoéé skokowa).

Pierwsza grupe stanowia tu problemy wytrzymatosci konstrukceji z}oionych Z czedci
wykonanych z réznych materialéw, w szczegdlnosci konstrukeji metalowych klejonych.

Druga bardzo obszerna grupe stanowia problemy wspodlnej obrobki plastycznej réznych
metali. Szczegdlnie aktualne sg zagadnienia obrébki wyrobdw bimetalicznych (ciagnienie
drutu z wkladkami, walcowanie warstwowych blach itp), gtéwnie dla potrzeb przemystu
chemicznego, przemystu elektrotechnicznego, budowy reaktoréw itp. W tej dziedzinie
istnieje bogate piSmiennictwo techniczne, natomiast opracowanie mechaniki tych proceséw
nie wyszlo poza ramy przyblizonych ujeé inzynierskich (por. np. [5-8]). Ten stan rzeczy
znalaz} odbicie w pracy [9].

Prébe ujecia niektérych aspektéw mechaniki procesdw deformacji plastycznej cial
o skokowym rozkladzie wlasnosci stanowia prace [10-16]. Niniejsze opracowanie poswig-
cone jest przedstawieniu podstawowych wynikéw tych prac(t). Ponizej podany zostanie
sposéb wlaczenia zagadnieri skokowej niejednorodnoéci do teorii cial idealnie plastycznych,
dokonana zostanie analiza pola naprezenia i predkosei ruchu w otoczeniu powierzchni
kontaktu czesci o réznych granicach plastycznodei oraz przedstawiony bedzie sposdb roz-
wiazania szeregu probleméw brzegowych dla plaskiego stanu odksztalcenia i dla skrecania.

Przyjmujemy model ciala sztywno idealnie-plastycznego, izotropowego i niescisliwego.
Praca nalezy zatem do dziedziny nazywanej zazwyczaj matematyczng teoriq idealnej plas-
tycznosci. W zwiazku z tym nie sa w niej analizowane liczne aspekty natury par exellence
fizykalnej rozpatrywanych proceséw, np. istota zjawisk powierzchnjowych na styku dwu
odmiennych czeéci ciata.

Z drugiej strony, problemy skokowej niejednorodno$ci prowadza do wielu nieroz-
wigzanych probleméw matematycznych, np. w teorii rownan quasi-liniowych o nieciagtych
wspotczynnikach. Celem naszym jest podanie opisu’ mechaniki badanych zjawisk, a nie
czysto matematycznych aspektéw otrzymywanych ukladédw réwnan.

2. Model zlacza dwu materialéw

W ramach przyjetej koncepcji jedyna stata fizykalna, opisujaca wtasnosci osrodka, jest
granica plastycznodci K. Jest jednak rzecza zupelnie oczywista, Ze podanie granicy plas-
tycznosci po obu stronach powierzchni kontaktu nie daje informacji wystarczajacej do
opisu zachowywania sig cialta jako calosci. Co wiecej, trudnosci poprawnego sformutowania

problemu i istotne wlasnosci cial o skokowej niejednorodnosci kryja sie wladnie we wlas-
nosci stykow.

() Wspblautorem pracy [15] jest J. A. K&NIG, wspdlautorem pracy [16] jest M. ARcISZ.
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Zadaniom praktycznym ze skokowg niejednorodnodcia plastyczna, ktore nas beda
interesowaly z punktu widzenia mozliwosci zastosowan teorii idealnej plastycznodci,
mozna na ogdt nadaé posta¢ nastgpujacego problemu brzegowego: rozpatrujemy ciato,
podzielone skonczona liczba powierzchni kontaktu na czgéci o réznych granicach plas-
tycznodci (rys. 1.1); na czgsci Sy powierzchni ciala dany jest rozktad sit powierzchniowych
»T, z doktadnoScia do mnoznika », na czgdci S, dane sa predkosci przemieszczed V;;
nalezy znalez¢ stan naprezenia i predkoéei przemieszezen ciala przy jego ruchu plastycznym
oraz odpowiednie warto§ci mnoznika » dla sit powierzchniowych. Terminem «ruch plastycz-

?I?

<t

ny» obejmujemy umownie réwniez przypadek, gdy czeéci ciala poruszajg si¢ jak bryly
sztywne, a na powierzchniach kontaktu wystgpuja skoki predkoséci i deformacje skupione,
Sformutowany powyzej cel badania narzuca spos6éb opisu wilasnoéci zfacz: brakujaca
informacja jest opis warunkdw na powierzchni kontaktu, umozliwiajacych wzajemny ruch
stykajacych sie czedci.
Skokowa niejednorodnodé plastyczna moze by¢ uzyta jako matematyczny model
nastgpujacych realnych warunkéw:

1) dwa materialy przedzielone sa cienkg (idealizowana jako nieskonczenie cienka)
warstwa trzeciego materiatu, ktérym moze byé klej do metalu, smar, warstwa izolacji
termicznej lub elektrycznej itp., '

2) dwa materialy potaczone sa za pomoca odpowiedniego zabiegu technologicznego,
np. zgrzewania, spawania na zimno, spawania wybuchowego lub tez stykaja si¢ wykazujac
znaczng przyczepno$é adhezyjng [17], ' '

3) dwa materialy stykaja sic nie bedac ztaczonymi, przy czym styk charakteryzuje
pewien wspélczynnik tarcia,

4) wewnatrz tego samego materialu mamy waska strefe silnej zmiany granicy plastycz-
nosci. :

Rozpatrzmy wiec ziacze dwéch materiatéw o granicach plastycznoéei X, i K, prze-
dzielonych powierzchnig L,, o réwnaniu F(x;) = 0. Stykajace si¢ materialy moga wyka-
zywad ponadto ciggly niejednorodno$é.
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Przyjmijmy, ze dla wszystkich oméwionych sytuacji o zniszczeniu ziacza (0 mozliwoSci
powstania nieciagtoéci predkosci na L,,) decyduje naprezenie normalne o, oraz styczne v,
przy czym normalne naprezenie §ciskajace moze osiagna¢ dowolnie duze wartosci.

Zaleznoéé graniczng miedzy o,, v, przyjmiemy w postaci przedstawionej na rys. 1.2
(krzywa A i prosta B), gdzie 7, oznacza maksymalna warto$¢ naprezenia stycznego, ktore
moze by¢ przekazane przez powierzchnie kontaktu przy o, = 0, o, za$ jest wytrzymatoseia
rozdzielcza ziacza na rozcigganie. NapreZenie styczne nie moze byé oczywidcie wigksze
od mniejszej z liczb K,, K, (prosta C). Reasumujac mozna stwierdzi¢, ze zlacze pozostaje
«niezniszczone», gdy naprezenia o,, 7, spetniaja nieréwnosci

(21) T < mjn(Kv, Ku), Tn <f(Un)7 On < 0p.

Gdy naprezenie styczne osiaga warto$é 7, = min(K,, K,), pojawia si¢ mozliwo$¢ nie-
ciagtosci sktadowej stycznej predkosci przemieszczenia wskutek poslizgu w slabszym
materiale, gdy 7, = f(g,), poslizg moze nastgpi¢ na granicy materiatow, gdy o, = o,

Tn
ee—— C
= A
g Q.N \ B
£ N
S
6’ (]
//

Rys. 1.2

mozliwa jest nieciagto$é skladowej normalnej predkosci (kruche zniszczenie spojenia
materiatéw). Gdy zlacze nie jest «zniszczone», ruch plastyczny obu materiatéw jest
mozliwy, jednakze musi on spetniaé warunki ciaglo$ci wektora predkosci na powierzchni
kontaktu L,,. Wzajemne polozenie krzywej 4 i prostych B, C zalezy od konkretnych
wartoéci liczbowych i moze byé zmienne nawet wzdluz tej samej powierzchni kontaktu.

Z}gcze o opisanych powyzej wiasnoéciach nazwiemy modelem 1.

Dla niektérych ztacz wptyw naprezenia normalnego na warto$é graniczng naprezenia
styeznego jest nieznaczny i woéwczas mozna przyjaé uproszczony «warunek zniszczeniay,
w ktérym A jest linig prosta rownolegla do osi o,. Ziacze o tych wlasno$ciach nazwiemy
modelem II. .

Model IT odpowiada przypadkowi czwartemu. MozZe on byé przyjety jako uproszczenie
dla niektSrych sytuacji w przypadkach pierwszym i drugim, nie jest natomiast do przyjecia
np. dla niesmarowanego kontaktu z tarciem (przypadek trzeci).

Wykazemy obecnie, ze model II, w przypadku gdy wytrzymalo§é rozdzielcza o, jest
dostatecznie duza lub gdy ¢, jest dostatecznie mate (dla ¢, << 0 zawsze), mozna w zupetl-
nosci zinterpretowaé w ramach teorii oérodka idealnie plastycznego.

Stwierdzamy najpierw, ze gdy niejednorodno$¢ skokowa jest zdefinmiowana jako
sytuacja graniczna dla ciaglej monotonicznej niejednorodnosci w cienkiej warstwie (przy-
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padek czwarty, rys. 1.3a), to wykres zmiany granicy plastycznoéci w kierunku normalnym
do powierzchni kontaktu ma charakter przedstawiony na rys. 1.3b. Tak zdefiniowany
styk, mieszczacy si¢ catkowicie w ramach teorii ciala idealnie plastycznego, nazwiemy
kontaktem z idealng przyczepnosciq. Na plaszczyznie o,, T, odpowiadaja mu dwie proste

2.2) 7, = £min(K,, K,).
Rozwazmy teraz.sytuacje, gdy materialy o granicach plastycznoéci K, K, sa prze-

dzielone warstwa o grubosci w trzeciego materiatu réwniez idealnie plastycznego, o gra-
nicy plastycznosci K, (%), rys. 1.4a. O powierzchniach Ly, L, zakladamy, Ze sa one

a) K b) «
T
3 _:.:1
: gif

Rys. 1.3

powierzchniami kontaktu z idealna przyczepnoscia. Przejdzmy do granicy z gruboscia
warstwy poéredniej, w — 0. Latwo stwierdzié, Zze otrzymujemy w granicy kontakt odpo-
wiadajacy doktadnie modelowi II, przy czym 7, = K,,. Analogicznego przejicia granicz-
nego mozna dokonac z sytuacji przedstawionej na rys. 1.4b, gdy przy w - 0 X, X,, K,
sa ustalone.

a) b) c)

K K K

——— — ]——/‘
| f
k:I.

[ & _,,_\ L

)
© w
Rys. 1.4

Styk idealnie gtadki (bez tarcia) odpowiada w tym sensie przypadkowi przejécia gra-
nicznego w — 0 dla K,, = 0, tzn. gdy warstwa posrednia jest cieczg idealna.

(®) W pracy tej nie ma potrzeby uzycia gdziekolwiek w istotny sposéb oznaczen tensorowych, dlatego
bedziemy uizywaé wskaznikow tak, jak to bedzie wygodne w kazdym przypadku.

4 Mechanika teorctyczna
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Ztacze opisywane modelem II jest zatem réwnowazne o§rodkowi plastycznemu o naste-
pujacym rozkltadzie granicy plastyczno$ci w otoczeniu powierzchni kontaktu L,, opisanej
réwnaniém F(x;) = 0:

K,(P), F<O,
2.3) K=1K F=0,
K,(P), F>0.

Rozklad ten przedstawiony jest na rys. 1.4c.

Interesujacy jest tu m.in. czysto matematyczny aspekt sprawy, przypisujemy miano-
wicie pewna granicg plastycznosei powierzehni, a wige zbiorowi miary zera.

Gdy spelniony jest warunek

249 K,, =z min(X,, K,),

to warto§¢ K,, jest bez znaczenia, poniewaz o mozliwosci «zniszczenia styku» decyduje
stabszy material. Jedyny wyjatek mozna by zrobi¢ dla przypadku, gdy K,, = a§(F), gdzie
8(x) oznacza funkcje Diraca. Odpowiadatoby to modelowi takiej sytuacji, w ktérej warstwa
posrednia z przejécia granicznego przedstawionego na rys. 1.4a jest wielokrotnie silniejsza
od stykajacych si¢ materiatéw (bardzo cienka wkladka zbrojeniowa itp.). W przejSciu
granicznym warstwe t¢ nalezaloby traktowaé jako sztywna idealnie wiotka blong, nakta-
dajaca odpowiednie wigzy na sposéb ruchu plastycznego otaczajacego ofrodka.

3. Pewne dane do$wiadczalne

Przedstawiony w pracy sposéb ujecia zagadniefh skokowej niejednorodnoéci plastycz-
nej, opierajacy si¢ na wykorzystaniu modelu sztywno-plastycznego ciala bez wzmocnienia
i uzyciu wprowadzonego modelu zigcza, jest niewatpliwie daleko posunigtym uproszcze-
niem sytuacji rzeczywistych. Uproszczenie to jest dokonane §wiadomie, bowiem na obec-
nym etapie rozwoju teorii plastycznosci nie mamy jeszcze dostatecznie wiarogodnych
i zadowalajacych z teoretycznego punktu widzenia opiséw cial ze wzmocnieniem; opisy
takie dopiero powstaja. Autor ma jednak nadzieje, ze w obu grupach zadan, wymienionych
w p. 1, mozna znaleZ¢ zastosowanie dla zalezno$ci wyprowadzonych w pracy.

Dla zilustrowania powyzszych wywodéw przytoczymy kilka zdje ztaczy, uzyskanych
na drodze «zimnego spawania» metali poprzez ich wspolna deformacje plastyczna [18].
Na rysunku 1.5a przedstawiono w 400-krotnym powigkszeniu strefe polaczenia w procesie
deformacji na goraco stali 60 i stali St2kp. Widzimy tu silng zmiane twardo$ci, a wiec
i granicy plastycznosci, w waskiej strefie. Inna sytuacja, dla stali 6XS i St2kp, przedsta-
wiona jest na rys. 1.5b (powigkszenie 400-krotne). Mamy tu do czynienia z wyraznym
skokiem granicy plastycznosci. Na rysunku 1.5¢ (powigkszenie 300-krotne) obserwujemy
sytuacje odmienna od obu poprzednich: na granicy laczonych metali, stali X23N18
i stopu EI437, powstala nowa bardzo waska strefa.,

Na. rysunku 1.6, przedstawiono wg [9] przekroje wielokrotnie przeciaganych pretéw
ze stalowym rdzeniem w miedzianej otoczce. Zwrdémy uwage na zachowane podobienstwo
kolejnych przekrojéw i zjawisko «plywania» sztywnego rdzenia w miekkiej otoczce.

Na rysunkach 1.7 i 1.8a,b przedstawiono przekroje trzech pierwotnie réwnoleglych
warstw odksztalconych przez dwa stemple [19]. Warstwy zewngttzne s3 z aluminium,
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Rys. 1.6

Rys. 1.5



Rys. 1.7

Rys. 1.8a
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warstwe $rodkowa stanowi zelazo-armco (rys. 1.7) lub miedZ (rys. 1.8a,b). Powstajace
tréjkatne strefy miekkiego aluminium, w ktérych ma miejsce przestrzenny stan $ciskania,
zblizony do hydrostatycznego, z tatwodcia przecinaja i nastgpnie rozsuwaja warstwe
érodkowa o znacznie wyzszej granicy plastycznosci.

Rys. 1.80

I1. Plaski stan odksztalcenia

4. Podstawowe rownania

Stan ruchu, przy ktérym wektory predkosci przemieszczen sa rownolegle do pewnej
plaszezyzny 1 nie zaleza od odlegloéci od niej, tradycyjnie nazywamy plaskim stanem
odksztakcenia(®). Przyjmiemy w plaszczyZznie plyniecia dowolny ortogonalny krzywo-
liniowy uklad wspdlrzednych Eulera y, 0 oznaczajac przez ¢ kat nachylenia linii y (6 =
= const) do osi x kartezjanskiego uktadu odniesienia.

W plaskim stanie odksztatcenia niejednorodnego osrodka sztywno-plastycznego bez

wzmocnienia 1 nieéci§liwego poszukujemy pieciu nieznanych funkeji: dwoéch sktadowych
fizycznych wektora predkosci

(41) V)’ = Vy(% 5)3 .Vd = Va(% (s)

i trzech sktadowych fizycznych tensora naprezen:

42 - Opy = Oyy(y, 0), 055 = 055(y, 0), 0y = 0ys(y, 0).

(®) Dla uzytego modelu ciala stiszniejsza nazwa jest «przeptyw plaski».
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Wielko$ci te musza spetniaé uklad réwnan zlozony z warunkdéw réwnowagi(?)

do 5 Os55—0. (o3
Oyy by 2 v Zv
3s., 836 T R,; T R.', ?
4.3)
00y 9045 Oyy—0ss 9% _ Q.
! 837 856 T Ry T Rd -
warunku plastycznosci
4.9 (0yy—0s5)*+40%s = 4K3(y, 0);
warunku niescisliwosci
(4.5) eyy+ €55 — 0
i wynikajacego z prawa plynigcia Misesa zwiazku
(4.6) M:EV_"_—_A>0,
Oyy—0ss Oys
gdzie
C W Vs W Yy
»= 3sy R.', ’ S 85,5 R¢5 ’
4.7
3V aVy
26 + 75, + + =
Dla pochodnych w kierunkach y, & wprowadzono tu oznaczenia(5)
0
{4.3) o _ 9 0

s,  hay s h;00°
gdzie h,, hs sa parametrami Lamégo ukladu v, ¢ (por. [20]), za$§ R,, R; sa promieniami

krzywizn linii y, 6, zwigzanymi z katem ¢ zwigzkami

1 op 1 op
4.9 —_ = —_— = — .
( ) R,; 6‘735 ’ Ry 35,

Uktad (4.3)-(4.6) jest quasi-liniowym ukladem hiperbolicznym, a jego charakterysty-
kami sg tzw. linie polizgu, bedace trajektoriami maksymalnych naprgzend stycznych.
Siatke linii po$lizgu oznaczamy przez a, f; umowe o jej kierunkach dodatnich pokazuje
rysunek 2.1; kat miedzy kierunkiem linii o a osig x oznaczamy przez §. Gdy ukiad y,
pokrywa si¢ z ukladem kartezjanskim x, y, nalezy przyjaé

d d d d 1 1

= = —_— /= —=-—=0

s,  ox’ ds; dy’ 5 ,

(*) Spos6b ujecia rownan plaskiego stanu odksztalcenia pokrywa sig z przyjetym w podreczniku [20].
Zakladamy, ze Czytelnik zapoznal sig z trescia rozdziaty VIII tej ksigzki,

(*) Dla symboli (4.8) mamy

0* 0* 1 9 1 0

05505y = Jsydss Ry sy Rs 0ss’
rdéwnania w [20] podane s3 bez uzycia tych symboli.
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Korzystajac z klasycznego podstawienia Lévy’ego
4.10) 0y = 0—Ksin2yp, 05 = o+Kcos2y, 0,5 = Kcos2y,
gdzie, jak widaé, o jest naprezeniem $rednim, za$ y jest katem miedzy kierunkami a, y
(por. rys. 2.1)
4.11) p=0—¢p
i korzystajac z (4.9) zamiast trzech pierwszych réwnan uktadu otrzymujemy dwa réwnania
wzgledem o, 0:
gTU——ZK[cosZ(O (p) +sm2(t9 @) —] = sin2(0— (p) oK cosZ(G——(p)ZTK,

é

Y

4.12)
do . 26 ao] oK oK
- — @) —— —c082(0 —¢) — | = —c082(0—¢) — — —_) —
3 2K[sm2(0 ®) 7, cos2(0—p) 255 cos2(0—p) 7, sin2(60—p) 955
vl =0
Gﬁﬁ=0' X
\%p;—K Gap-
I3 / \ o

3
Rys. 2.1

Przyjmujac w charakterze ukladu wspotrzednych siatke linii po$lizgu, tzn. przyjmujac
y=a,d=f9=0,¢=0otrzymujemy nasz uklad réwnan (4.12), (4.5), (4.6) w postaci

oo a0 oK do a0 oK
19 EORNELS T Sl T S et
av, a0 8V 20
4.14 x_ Yy L 0.
“-14) 08 0S4 Vp=0, + Jsp Va=0

Sg to tzw. zwiazki wzdtuz charakterystyk. :

Rozpatrywane ciato jest podzielone w plaszczyznie ruchu liniami kontaktu L,, na n
czeSci G,(v =1, ..., n) o ciaglym rozkladzie granicy plastyczno$ci. Zakladamy, ze ztacza
maja wlasnosci opisywane przez model I, a ¢, < 0.

Matematyczny aspekt problemu polega zatem na koniecznoéci catkowania quasi-
liniowego uktadu (4.12), (4.5), (4.6) o wspotczynnikach nieciagtych na liniach L,, zgodnie
z (2.3). Autorowi nie udalo sie znale?¢ opracowania ogdlnej teorii takich uktadéw,
w szczeg6lnoéci dowoddw twierdzen o istnieniu i jednoznaczno$ci rozwigzan podstawo-
wych probleméw brzegowych. Pewne zblizone problemy matematyczne powstaja w teorii
dyfrakcji i magnetohydrodynamice (por. [21 i 22]).
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W niniejszym opracowaniu ograniczymy si¢ do podania przyktadéw, w ktérych ob-
szary G, sa jednorodne (K, = const, » = 1, ..., n). W kazdym z takich niedomknigtych
obszardw réwnania (4.13) moga by¢ scatkowane, co prowadzi do zwiazkéw Kottera-
Hencky’ego

o—2K0 = g,(f)

(4.15) o+2K0 = f,(a)

wG(»=1,2,..,n).

5, Analiza stanu naprezenia i predkosci ruchu w otoczeniu powierzchni kontaktu

W kazdym z niedomknigtych obszaréw G, wspdlczynniki uktadu (4.12) sg ciagle.
Obecnie skupimy uwage na zbadaniu zachowania si¢ rozwiazan o, 8, ¥,, V3 w otoczeniu
powierzchni kontaktu ustalajac warunki i ograniczenia dla naprezen i predkosci, ktére
powinny by¢ na nich spetnione [11]. _

A. Warunki dla naprezed. Przyjmujemy, Zze linia kontaktu L,, jest linig 6(t.zn. ¥ = yy)
pewnego uktadu wspotrzednych krzywoliniowych.

Jezeli sity masowe i sily bezwladnodci nie maja na L,, osobliwoéci typu funkcji
Diraca, to wektor naprezenia przekazywanego przez L,, nic doznaje skoku, zatem

Vo gh = Vo gh —
(€RY) Oy = Oy = Oyyy Oys == 0y = Oy

Dla przypadku gdy zachodzi nieréwnos$¢ K, < min(X,, K,), otrzymujemy pierwsze
ograniczenie okre§lajace najwigksza warto§¢ skladowej stycznej wektora naprezenia,
ktéra moze byé przekazana przez linie kontaktu:

(52) |G)'6| < Kuv-

Jezeli z obu stron L,, ma by¢ spetniony warunek plastycznosci (1.2), to skladowa
«wewnetrznay tensora naprezenia po dwoéch stronach L,, wynosi()

Y < )/0: 6;6 = Uyyiz(K3~6$6)1/2;

5.3
(3 Y > Y- 0 = 03y 2(K;—0 g ).

Linia kontaktu L,, dwu cial uplastycznionych jest wigc liniq nieciqglosci pola na-
prezenia; nieciqglosci doznaje skladowa normalna tensora naprezemia dzialajgca réw-
nolegle do L,,, za$ wielko$¢ skoku wynosi(?)

2/(K—a3)*—(K3—03,)'"7,

(5.4) Oss] = 2I(K2— o2 o (K2—a2 ).

Inaczej mowiac, pole naprezen mozna przedtuzyé z obszaru G, w obszar G, jako ciagle
tylko w przypadku, gdy jeden z obszaréw jest w otoczeniu L,, nieuplastyczniony.

Na powstanie skoku naprezen skladajg sig dwa efekty: 1) skok granicy plastycznosci,
2) niejednoznaczno$¢, z jaka warunek plastycznoéci okresla o5 dla danych o,,, 05, . Sytuacje
odpowiadajaca przyjeciu jednakowych znakéw we wzorach (5.3) i zatem znaku minus
we wzorze (5.4) nazwiemy nieciqgloSciq pierwszego rodzaju; sytuacje odpowiadajaca
przyjeciu przeciwnych znakéw we wzorach (5.3) i znaku plus w (5.4) okre§lamy jako
niecigglosé¢ drugiego rodzaju. Gdy skoku granicy plastycznoéci nie ma, K, = K,, nieciagto$é

(®) Wartosci o5, 05 (i podobne wielkosci dalej) rozumiemy jako lewo- i prawostronne granice.
(") Wzory (5.4) i (5.6) latwo zinterpretowac za pomoca k6! Mohra o promieniach Ky , Kj.
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pierwszego rodzaju znika, drugiego za$ rodzaju pozostaje. Wynika stad, e linia kontaktu
bedzie z reguly linig niecigglosci pierwszego rodzaju.

Przejdzmy do wyznaczenia warunkéw na ci$nienie érednie o i kat v nachylenia linii
poslizgu a do normalnej do linii kontaktu. Korzystajac z (4.10) i (5.1) otrzymujemy dla
skoku ci$nienia $redniego zalezno$é

(5.5) 0" —o* = K,sin2y"— K, sin 29" = K,sin2y’— [K;— (K,cos 29"},
a dla skoku kata p zwiazek

1 K, '
(5.6) P = £ —arccos \——cos2y’ | +nx, p= 0-—p,

2 K,

gdzie n jest liczba catkowita, arccos x jest rozumiane jako warto§é gtéwna funkeji Arccosx.

a. Zajmiemy sie analiza wzoru (5.6) pomijajac na razie ograniczenia wynikajace z (4.4),
tzn. przyjmujac, ze zachodzi warunek (2.4) z rozdziatu I.

Polozenie linii poélizgu przecinajacych linie koutaktu w punkcie P przedstawione jest
na rys. 2.2: znakowi plus we wzorze (5.6) odpowiada niecigglo$é pierwszego rodzaju
(rys. 2.2a), znakowi za§ minus niecigglo$é drugiego rodzaju (rys. 2.2b). Zauwazmy, Ze
znana regula W. PRAGERA [20] o symetrii linii poslizgu wzgledem linii nieciaglodci nie jest
spetniona dla K, # K,.

Rys. 2.2

Przyjmiemy dla uporzadkowania dalszych rozwazan, ze K, < K, i wprowadzimy
wielkoéci pomocnicze 7, x

n = S %= ! arccos
=k "2 -
(5.7)

0<9n<I, o<x<§.

Przyjmiemy ponadto, ze katy v°, 9* sa tak okre§lone, ze spelniaja nieréwnosci

m 4 df

ez 4
(5.8) _E<1/)<+E
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Mozna zawsze do tego doprowadzié dodajac do u*(y*) kat = [tzn. zmieniajac jedno-
czesnie zwroty linii o, § w obszarze G,(G,)] co nie zmienia, jak widaé z (4.10), stanu
naprezenia.

Zalezno$é (5.6) przedstawiona zostala na rys. 2.3. Dla danego 7 kat y” (tzn. kat migdzy
normalna do linii kontaktu a linia podlizgu o*, biegnaca z punktu P w materiale mocniej-
szym) ograniczony jest przez nieréwnosci

(5.9) % << |9 <%——x.

Oznacza to, ze charakterystyki o', p* w obszarze mocniejszym nie mogq tworzyé
z normalnq do linii kontaktu L,, oraz z samq liniq kontaktu kqtéw ostrych mmiejszych
od x.

byt

n/2

i
Yo

q 7/4 c

4
v )
v ) g\%

. .

\ /<\“‘ﬁ"")/>\,‘\\\\
v
P K“

M4 c

N\

Rys. 2.3 Rys, 2.4

/2

O o0
_—

=1/2 n=K,/%,

Na rysunku 2.4 obszary, w ktérych moga by¢ polozone charakterystyki przechodzace
przez punkt P, zostaly zakreskowane. Charakterystyka o’ biegnaca np. w obszarze A*
doznaje przy przejciu przez lini¢ kontaktu zalamania trafiajgc do obszaru A*, jezeli
nieciaglod¢ naprezen jest pierwszego rodzaju, lub do obszaru o, jezeli niecigglo$é jest
rodzaju drugiego.

Wskazemy jeszcze na nastepujacy aspekt zbadanego zjawiska: w obszarze stabszym
moze istnie¢ kazdy statycznie dopuszczalny (tzn. spelniajacy réwnania réwnowagi i wa-
runek plastyczno$ci) stan naprezenia, natomiast w obszarze silniejszym moga istnieé tylko
stany spelniajace ograniczenie (5.9). Inaczej moéwiac, kazdy stan naprezenia mozna prze-
dtuzy¢ z obszaru stabszego w obszar mocniejszy, ale nie kazdy z mocniejszego do stabszego.

Zwlaszcza interesujaco przedstawia si¢ przypadek szczegdlny, gdy charakterystyka a*
zajmuje jedno ze skrajnych potozen, co odpowiada znakom réwnoéci w (5.9) oraz punktom
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P, R, T, P, R, T' narys. 2.3. Linia kontaktu ma w punkcie P kierunek charakterystyczny
dla obszaru stabszego. Dochodzimy w ten spos6b do waznego wniosku: linia kontaktu
moze stanowié charakterystyke lub obwiednie charakterystyk dla obszaru slabszego(®)

Sytuacje odpowiadajaca punktowi R z rys. 2.3 9’ =0, 9* = » przedstawiono na
rys. 2.5.

Rys. 2.5

Siatka linii po§lizgu jest gtadka w otoczeniu linii kontaktu L,,, tzn. 9] =0, tylko
wtedy, gdy L,, jest jednocze$nie trajektoria naprgzenia gléwnego i linia niecigglodei
pierwszego rodzaju. .

b. Jezeli maksymalne naprezenie styczne, ktére moze byé przekazane przez linie
kontaktu, jest mniejsze od K,, to nalezy uwzglednié¢ dodatkowo warunek (5.2). Wpro-
wadzimy wielkosci pomocnicze:

K., 1
Ny = T'—, Hy = 7211'000577‘,,
(5.10) ’
K., 1
M= > % = 5 ACCOST,.

Korzystajac z (5.6) 1 przyjmujac nadal umowe (5.8) otrzymujemy nastepujace dodatkowe
ograniczenia dla katow ¢, p*:

7T

s.11) WS ST, St <

—%y.

7T
2

(%) Wydaje si¢, ze wykryta silna osobliwoéé w przebiegu siatki charakterystyk powinna mie¢ miejsce
w ogblnym przypadku quasi-liniowego hiperbolicznego ukladu réwnan o wspbiczynnikach typu (4.4),
Mozna sobie wyobrazié, jak trudno byloby ja wykryé nie biorac pod uwage sensu mechanicznego pro-
blemu.
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Ograniczenia te pokazano na rys. 2.6 analogicznym do rys. 2.4.
Warunki dla kata 6 otrzymujemy z wyZej podanych przez podstawienie (4.11), gdzie ¢
jest katerm mig¢dzy normalna do L,, a osig x.

X,

P Z

X, g\

- Van
\\\\\\\\\\}ﬁ%{i‘-ﬂ\\\\\\\\\\\\\\
G\ <=

\
-

Rys. 2.6

B. Analiza predkosci przemieszczer. Whasnosci pola predkosci przemieszezed i od-
ksztafcenn w otoczeniu linii kontaktu sg prostym skutkiem wlasnoéci stanu naprezenia.

a. Jezeli |os,) < min(K,, K,,), to w my$l analizy przeprowadzonej w p. 1 skok sklado-
wej stycznej V; wektora predkosci przemieszezen jest niemozliwy, a poniewaz wykluczy-
liSmy réwniez mozliwosé skoku sktadowej normalinej V,, to pole wektora predkosei jest
ciagle na L,,, tzn.

JT
=

Sktadowe w kierunku poslizgu ulegaja zmienie wskutek obrotu linii poélizgu i zwia-
zane $a ze sobg zalezno$ciami
VE = Vycosdy—Visindy,
Vi = Vesindyp+-Vicos Ay,

Ze zwiazkéw Vi=V4 i V) =V4 z ktérych wynika €}; = €}, przy wykorzystaniu
prawa plyniccia (4.6) otrzymujemy
(5.14) K (03s—0yy) = A (055—0,y).

Jezeli nieciaglo$é naprezen na linii kontaktu jest nieciaglo$cia pierwszego rodzaju
(tak jest prawie zawsze), to wyrazenia w nawiasach maja ten sam znak, zatem na L,,
doznaje przeskoku wspdtczynnik funkeyjny w prawie plynigcia, przy czym

A Ki—ad3, e

Jezeli nieciaglo$é naprezed jest nieciggloécia drugiego rodzaju, to sytuacja nie rézni sie
od dobrze znanej w przypadku jednorodnoéci (por. mp. [20]); wyrazenia w nawiasach
we wzorze (5.14) maja rézne znaki, a poniewaz z definicji 4 = 0, to
(5.16) NM=F=0 e=¢e;=0, Iij=v,9,
co oznacza, ze lini¢ kontaktu nalezy interpretowac jako nierozciggliwg, idealnie wiotka nié.

(5312 V=V da x<|1/)"|<%—x ub %, < |y <

Ky
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b. Gdy loys = K, < K,,, to przebieg charakterystyk w otoczeniu L,, ma charakter
przedstawiony na rys. 2.6 i powstaje mozliwo$¢ nieciggtosci sktadowej Vj, przy czym
z roéwnan (4.14) nie wynika stalo§¢ wartosci skoku.

Nieciagloéé skladowej V5 moze powstaé réwniez w przypadku, gdy

|O'.),,5| = K[JV << Kv.

6. Poczatkowe plyniecie plastyczne klina o skokowej niejednorodnoSci

A. Sformulowanie problemu. Rozwazymy problem no$nosci granicznej klina obcigzo-
nego na jednej z krawedzi stalym obciazeniem normalnym. Klin sklada sie z dwoéch
materialéw o granicach plastycznosci Ky, K-, K4 2= K-, przedzielonych prosta linia
kontaktu, przechodzaca przez wierzcholek. Obciazenie dziata na czgéé mocniejsza.

Rys, 2.7

Zadanie charakteryzuja trzy niezalezne parametry: v = K_./K., kat rozwarcia klina y
i kat rozwarcia strefy mocniejszej . W przestrzeni parametrow C, interesuje nas wnetrze
obszaru

Przyjmiemy kartezjanski uklad wspdlrzednych, kierujac o§ wzdtuz dwusiecznej kata p
(rys. 2.7). Korzystajac ze zwigzkoéw (4.10) warunki brzegowe mozemy zapisa¢ w sposéb
nastepujacy(®):

3
(6'2) O.B: g = —p+K+, 6 = —(%_%),

(®) Zatozone kierunki linii a, f odpowiadaja Sciskaniu w otoczeniu brzegu 04 i przyjetym umowom
co do kierunku linii poslizgu a, 8 (por. rys. 2.1 a takze [20]).
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(6.3) 04 o=-K, - e;_(%Jr_),

(6.4) AB: ..., V,=0,

gdzie przez p oznaczono nieznana warto$¢ nacisku normalnego na OB, 4B jest nieznana
charakterystyka f3, dzielaca obszar sztywny i obszar ruchu plastycznego.

Latwo stwierdzié, ze warunek brzegowy dla predkosei przemieszezen (6.4) nie daje
informacji wystarczajacej do wyznaczenia sposobu plastycznego ruchu klina w chwili
odpowiadajace] poczatkowi niewstrzymanego plynigcia plastycznego (z dokladno$cia
tylko do skali czasu). W ramach rozpatrywanego modelu poczatkowe pole predkosci
przemieszezed bedzie znane zatem z dokladnoscia do jednej funkcji jednej zmiennej,
ktéra musi spelniaé stabe ograniczenia wynikajace z postulatu nieujemno$ci mocy dys-
sypacii w kazdym punkcie obszaru uplastycznienia.

Pozwala to, jak si¢ przekonamy, traktowaé otrzymane pola naprezen jaké rozwiazania
shuszne dla bardzo obszernej klasy kinematycznych warunkow brzegowych.

Rozwiazanie postawionego problemu dla klina jednorodnego (K = K_) podat
E. H. Leg [21] (por. takze [20]).

B. Rozwigzania dla naprezern. W obu obszarach niedomknigtych G4, G- mamy K =

= const, totez z obu stron linii kontaktu obowiazuja catki Kottera-Hencky’ego dla réw-
nan (4.13)

(6.5) 0—2K0 = f(f), o+2K0 = g(a).
Catkowanie réwnafi (4.12) polegaé bedzie na doborze funkeji f, g spelniajacych warunki
brzegowe (6.2), (6.3) oraz warunki na linii kontaktu (5.5), (5.6).

Rys. 2.8

Rozwigzanie I, rys. 2.8(1). Na odcinku OA4 o nieznanej dlugoéci warunki (6.3)

(1%) Wszystkie rysunki sa wykonane dla# =.1/2.
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formuluja problem Cauchy’ego, ktérego rozwigzaniem jest jednorodny stan f= const,
g = const, co daje

(6.6) o=—K., 0= —(l+—-) w  AOE.

Dla y—8-<< z/4 stan ten si¢ga do linii kontaktu L.
Nieciagto$¢ naprezen na L jest oczywiScie nieciagtoscig pierwszego rodzaju. Korzys-

tamy z warunkéw (5.5), (5.6)1 (4.11), w kt6érych nalezy przyjaé ¢ = — (6——%), n=0,

przyja¢ znak plus oraz zamieni¢ indeksy u, » odpowiednio na 4, —. Obliczajac o+, 6+
otrzymujemy na OF problem Cauchy’ego. Rozwigzaniem jest stan jednorodny:

= —K_ —[I—COSZ(y )~ K[l —nPsin?2(y— O)2,

6.7) w EOF,

6= — 7—5—}— - + 7 arccos [nsin2(y— )],
gdzie OF jest chérakterystykq a przechodzaca przez punkt O. Zasieg tej strefy okredla

kat EOF rbéwny v,

1

(6.8) = 7arccos[nsan(y .

Znana charakterystyka OF oraz warunek (6.2) w punkcie O formutujg zwyrodniaty
problem Riemanna (por. np. [20]). Charakterystyki a tworza wachlarz biegunowy (g =
= coust), zatem

(6.9) 0 = 0pp—2K+(0—050), Opp <0< — (37;3—%) w  FOG.

Dzigki przyjeciu p = const problem Cauchy’ego (6.2) ma rozwigzanie niesprzeczne
z (6.9). Otrzymujemy

(6.10) o= —p+Ki 0=-— (37” — %) w  GOB.

Poréwnujac ¢ z FOG i GOB na OG otrzymujemy warto$¢ obciaZenia granicznego

611) p= K+{(1+n) —ncos2(y—08)+[1— nsm22(y NP+

+ [26——%———arccos(n sin2(y——6))”.
Przedstawione roniqzanie jest stuszne, gdy zachodza nierdwnoéci (por. rys. 2.8)

My = %“(7’_5) >0
(6.12)

g = — % — % arccos[nsin2(y—38)] > 0
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Na plaszczyznie 7 = const w obszarze (6.1) odpowiada to strefie zaznaczonej na
rys. 2.20 liczba 1(*).

Katy wp; (ij=1, ..., 6) zostaly tak dobrane i oznaczone, aby zmianie znaku pu;,
odpowiadalo przejécie od itego do j-tego rozwigzania. Zachodzi réwnowazno$é
(Bij =0) & (u; = 0). '

Rozwiazanie 2, rys. 2.9. Gdy w poprzednim rozwiazaniu mamy uy,, linia
kontaktu staje si¢ charakterystyka a dla obszaru stabszego, przy czym wektor predkosci

Rys. 2.9

doznaje na niej skoku (por. p. 5). Mozna wykazaé, ze dla mniejszych katéw o linia kon-
taktu musi by¢ nadal linig nieciagltosci predkosci, co daje warunek

-— |
6.13) f- = (2 2+5) na EO.

W obszarze 410 mamy nadal stan jednorodny (6.6). Znana charakterystyka IO oraz
warunek (6.13) formuluja zwyrodniaty problem charakterystyczny, ktérego rozwigzaniem
jest stan z wachlarzem biegunowym

(6.14) 0 = —K_—2K_(6—0,0), —(%-;—%)geg—(%-%—;-a) w IEO.

Dla obszaru mocniejszego otrzymujemy na podstawie (5.5) i (5.6) problem Cauchy’ego,
ktorego rozwiazaniem jest stan jednorodny:

o= —K_—ZK_(y—-(S— %) _K+(1_,,72)1/2’
(6.15) w  EFO,
LTI
f=n—z 450

gdzie x jest okreSlone przez wzor (5.7)

(*!) Podobnie na rys. (2.20) oznaczamy wszystkie’ pozostale rozwigzania. -
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Podobnie jak w rozwigzaniu poprzednim otrzymujenty w FGO, GBO stany (6.9), (6.10).
Obciazenie graniczne wynosi

(6.16) p,= 'K+{(1 +n)-+n [2(7/—— 0)— g-]-%— (1—p2)2 4 (25— % —arccos 77)},

a wiec jest liniowa funkciji d, y.
Zakres stuszno$ci przedstawionego rozwigzania okreslaja nierdwnodci

1
6.17) oy = (y——é)——% 20, py= 6—-% —Tarccosn =0.

Rozwiazanie 3, rys. 2.10. Gdy w rozwiazaniu 1 wyrazenie okreslajace kat
rozwarcia wahlarza biegunowego FOG staje sic ujemne, to rozwigzanie ciagle po obu
stronach linii kontaktu nie istnieje. Nalezy mniemaé, ze w czelci silniejszej pojawia sie
linia niecigglosci naprezen.

Uktad charakterystyk odpowiadajacy rozwiazaniu niecigglemu podany jest na rys. 2.10.
W obszarze AOE, EOF, FOB stan naprezenia okre$laja nadal wzory (6.6), (6.7) 1 (6.10).

Rys. 2.10

Na linii nieciagto$ci zachodza warunki (5.5), (5.6), w ktorych nalezy przyjaé K, = K,=Kj,
y, = 0,—¢ oraz n = —1 [0, o, sa okreSlone wzorami (6.7), 6,, o, wzorami (6.10)].

Z warunku na skok kata nachylenia charakterystyk a—, a; obliczamy kat @ okreslajacy
potozenie linii nieciagtosci FO, co daje

(6.18) ¢ = ~—;—(#34—v),

gdzie ugy okreslone jest przez wzor (6.20), za$ » przez wzér (6.8).
Z warunku na skok cis$nienia §redniego obliczamy warto$¢ obciazenia granicznego

(6.19)  ps = Ky {(1 +n)—ncos2(y— )+ [1—n*sin*2(y — )2 —

—2sin [—— (H—% -+ %.arccos (msin2(y— 6))}} .

5 Mechanika teoretyczna
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Podane rozwiazanie jest stuszne, gdy zachodza nieréwnosci
Ha1 = ; { —04 = alccos(nst(y 6))}
(6.20) Hoa =7 —(v—0) >0

1 z 1 in2(y:
o= [6—? + 7arccos(7781n2(7’—5))] =0

Rozwiagzanie 4, rys. 2.11. Gdy w rozwiazaniu 2 wyrazenie okreélajac kat roz-
warcia wachlarza biegunowego FOG staje si¢ ujemne lub w rozwiazaniu 3 wyrazenie
okreSlajace kat u,, staje si¢ ujemne, wtedy ukiad charakterystyk przyblera postaé przed-
stawiona na rys. 2.11.

Rys. 2.11

Naprezenia w obszarach 410, IEO, EOF, FOB okre§lone sa odpowiednio przez wzory
(6.6), (6.14), (6.15) i (6.10).

Podobnie jak w rozwigzaniu poprzednim z warunkdéw ciagtosci na FO (5.5) (5.6)
wyznaczamy kat ¢ okreslajacy polozenie linii nieciagloéci

— 1
(6.21) , ¢ =5 (Uay+x)
oraz warto$¢ obciazenia granicznego
(622) pu= K+{(1+77) +7 [2 (y—0)— -] +(1—n*)"*—2sin (; -84 —;— arccosn)} .
Rozwiazanie obowiazuje, gdy zachodza nieréwnosci

7 1
po =g~ OF 52100087 20, gy = (y—8)— 7 >0,

(6.23)

Has = % (6— ——I—larccosn) 0.
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Gdy pq5 = 0 linia nieciagtosci naprezen FO pokrywa sig z linia kontaktu. Otrzymujemy
wyjatkowa sytuacje, gdy linia kontaktu jest linia nieciaglosci drugiego rodzaju.

Rozwiazanie 5, rys. 2.12. Gdy u, < 0 otrzymujemy mozliwoéé zbudowania
rozwiazania, w ktérym pole naprezen jest zndw ciagle po obu stronach linii kontaktu.

Rozprezenia w obszarach 410, IFO, EBO okreSlone sg odpowiednio przez wzory
(6.6), (6.14) i (6.10).

Rys. 2.12

Z warunku okre$lajacego wielko§¢ skoku kata @ na linii kontaktu (5.6) ‘wyznaczamy
Oro. W tym celu nalezy we wzorze (5.6) z uwzglednieniem (4.11) przyja¢ 0* = Opgo-+,

0 = Oppo+n, @= %—6. Jedr_loczes'nie z warunku

(6.24) 04r0+2K-0410 = 0rpo+2KO5r0

wyznaczamy ci$nienie §rednie w strefie FEO. Po wykonaniu rachunkéw otrzymujemy

o= —K_ ——2K_[(y-—(3)—%—-;—arccos sza],
(6.25) ) . s W  FEO.
_ l s _75 1 Sin
0 = 7 ) > "% arccos

Z drugiego warunku na linii kontaktu (5.5) okre§lamy wielkos¢ obciazenia granicz-
nego:

(6.26)  ps = K+{(1 +n)—c0s 20+ (P —sin®28)"/*+ 27 [(7— 0)— % — —; arccos 511:726]} .

Zakres shisznoéci rozwiazania okreflaja nieréwnosci

1 §in26 ' w 1 sin24
(6.27) M5y = o AICCOS , 20, y56=(y—(5)—z~§arccos ; = 0.

5%
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Rozwiazanie 6 (rys. 2.13). Gdy w rozwiazaniu 3 mamy ps, = 0, to podobnie
jak dla g5 = 0 linia kontaktu jest linig nieciaglosci drugiego rodzaju. Dla s << O linja
nieciggtodci naprezen przebiega wewnatrz obszaru stabszego. To sanio ma miejsce w roz-
wiazaniu 5 dla p55 << 0. Otrzymujemy w ten sposéb rozwiazanie przedstawione na rys. 2,13,

Rys. 2.13

Naprezenia w obszarach AFO i EBO okreslone sg przez zaleznos$ci (6.6), (6.10). Z wa-
runkow na linii kontaktu (5.5) 1 (5.6) otrzymujemy

. an s \12
o= -—p+K+—K+cos26+K_(1— S 226) ,
(6.28) ‘ . s 7 w  EFO.
_ Y s w1 sin
6 = 7 0 7 2arccos

Korzystajac ze zwigzkéw (5.5) i (5.6), w ktorych nalezy przyjaé K, = K, = K_, 0" = 0,0,
0" = 0;p, n = 1, obliczamy kat p, okreflajacy polozZenie linii nieciagtodcei: .

— 1 w1 sin26
(6.29) p = —3(6—Z+Earccos )

oraz wielko$¢ obciazenia granicznego

6.30) pg = K+1(1+n)—cos28+ (n>—sin?28)2—2ncos (y—é)—i—ﬁ—-l—arccos sin29 .
( N ) 4 2 7

Rozwiazanie jest stuszne, gdy zachodza nierdwnoéci:

1 A 1 Sin
““353[(},*5)¢Z+5arccos ; ] >0,
(6.31)

1 sm26] >0,

7 1
Hes == [Z—(yfé)—l—farccos g
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Postugujac si¢ wzorami (5.6) mozna bez trudu dla wszystkich rozwigzan 1, ..., 6
znalez¢é naprezenia w uktadzie biegunowym.

C. Rozwiqzania dla predkosci. Aby wykazaé, 7e znalezione rozwigzania 1, ..., 6 sg
kinematycznie dopuszczalne, wystarczy dla kazdego z nich wskazaé jedno rozwigzanie
réwnan H. GEIRINGER (4.14) spelniajace warunek brzegowy (6.4) oraz postulat nieujem-
noéci mocy dyssypacji w kazdym punkcie obszaru uplastycznienia (tzn. postulat A = 0).

W ponizszych wywodach chcemy osiggnaé ogblniejszy cel, mianowicie chcemy dla
kazdego z rozwiqzan 1, ..., 6 wskazaé wszystkie dopuszczalne rozklady predkosci prze-
mieszczen. Przy tej sposobno$ci ujawniona zostanie zasadnicza réznica miedzy grupa
rozwiazan 1, 2 a grupa rozwigzan 3, 4, 5, 6.

Otrzymane rozwiazania zawieraja obszary o réznych siatkach charakterystyk. Przy
rozwiazywaniu rownan H. GEIRINGER (4.14) oraz obliczaniu predkoéci odksztalcen uméwi-
my si¢ przyjmowaé uklady wspolrzednych w poszczegélnych obszarach w nastepujacy
jednolity sposéb. W obszarach, w ktérych 0 = const, przyjmujemy uklady wspoélrzednych
kartezjanskich o kierunkach pokrywajacych sig z kierunkami charakterystyk a, i o wspol-
nym poczatku w punkcie O. W obszarach wachlarzy biegunowych przyjmujemy uktady
wspbirzednych biegunowych o wspdlnym biegunie O, przy czym a jest wspélrzedna ra-
dialna, za$ f wspdlrzedna katowa.

Gdy charakterystyki a, § tworza siatke kartezjariska, to, jak wiadomo (por. np. [20]),
wobec 0 = const réwnania (4.14) maja rozwigzania w postaci

(6.32) VE=B(p), V,=A(@).

Dla siatek biegunowych, przyjmujac f jako wspdlrzedng katowa, otrzymujemy roz-
wiazania réwnan (4.14) w postaci

(6.33) Ve=—B'(), V= B@)+4().

Rozwigzywanie probleméw brzegowych dla réwnan (4.14) bedzie polegaé w naszym
przypadku na wyznaczaniu funkcji 4(a), B(8) .

Prawo plyniecia Misesa (4.6) odniesione do siatki charakterystyk (0 = @) ma postaé
Eup = A0,p, (€xe = €pp = 0). Wobec przyjetych uméw o kierunkach linii a, # i o uktadach
wspolrzgdnych mamy o,, = 4 K. Zatem postulat nieujemnosci mocy dyssypacji, A = 0,
Jjest réwnowaziny postulatowi €,y = 0.

Od dawna wiadomo, Zze w piaskim stanie odksztalcenia os$rodka idealnie plastycznego
pole wektorowe predkoéci przemieszczen moze by nieciagle na charakterystykach.
Z formalnego punktu widzenia oznacza to, Ze w takich przypadkach rozwigzania réwnan
(4.5)-(4.7) maja charakter rozwigzan uogdlnionych. W zwiazku z tym z wielu stron padaly
glosy o koniecznoSci zastosowania w tych przypadkach teorii funkeji uogélnionych (teorii
dystrybucji), jednakze, jak sic wydaje, prob realizacji tego projektu dotychezas nie robiono.
W niniejszej czgéci pracy zostana uzyte najprostsze i dobrze znane dystrybucje: jednostko-
wa funkcja Heaviside’a H(x) oraz funkcja Diraca 8(x). Sa one bardzo przydatne
ujawniajac sens mechaniczny rozwiazan 1 przyczyniajac sig do zawartosci i przejrzystoci
wywodbw.
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Dla kompletno§ci wywodoéw przytoczymy wszystkie wlasnosci dystrybucji H(x), 8(x),
ktére beda przez nas wykorzystane(*?) (por. np. [24]):

0,x<0
H(x)={1,x>0, H(ax) = H(),
(6.34 300 = H'G),  dax) = % S(—x) = 3(%),

b
FO3() = O3, [f)3)dx = f©0), (2 <0, b>0),

gdzie f(x) jest funkcja ciagla i rézniczkowalng.

Rozpatrzimy dowolng funkcje F(&) okreslong dla & = 0, przy czym F(£)=0dla £ > |,
o skohczonej iloéci punktdw nieciapiodei 1 skoficzonej ol punkidw nieciaglosci pochodnej
F'(§) w przedziale (0, /). Skoki funkeji F(&) w punktach &'(v =1, ..., n, & < &+, & <))
oznaczymy. przez 4,, za$ skoki pochodnej F'(£) w punktach 2 (u=1, ..., m) oznaczymy
przez h,. Umowa o znakach tych wielkosci wynika z definicji

(6.35) A, = lim[F(g*+8)—F&'—e)], h,= 1irg[F'(éu+g)—F'(Eu—e)].
e—+0 -e—=0
e>0 e>0 .

Funkcja F(x) moze byé przed.stawiona w postaci (por. np. [24])

(6.36) F(&)=f(OH(I—-§— ZAVH(EV—E),
: v=1

gdzie f(£) jest funkcja ciagla, zdefiniowang przez te zalezno$é. Wzdér ten ma prosta inter-
pretacje geometryczng, przedstawionag na rys. 2.14; pierwszy czlon jest czeécia ciagla
funkcji F(x), drugi za$ czton stanowi cze$¢ schodkowa tej funkcji. Zwracamy uwage na to,
e ze wzgledu na pbZniejsze zastosowania funkcja f(£) zostala tak dobrana, ze

(6.37) FO =10, FO=f0-) 4,
. y=1]

jak réwniez na fakt, Ze nie interesuje nas pétos & < 0.
Pochodna funkcji F(£) zgodnie z (6.34) jest rébwna .

(6.38) F'() = f(OHI-O—D3 (—O)+ D 4,5 —8).
. v=1

(**) Wedtug niedokiadnego okredlenia przyjgtego w fizyce «3(x) jest funkcja réwna zeru wszedzie
b
zwyjatkiem punktu x = 0, gdzie ma ona wartoéé co, przy czym catka [ 8(x)dx, a < 0, &> 0, jest rébwna 1».

a
Okreslenie to pozwala na latwe intuicyjne uchwycenie sensu mechanicznego dalszych rachunk6w.
We wzorach na predkoéé symbol 3 oznaczaé bedzie zawsze 3-funkcje Diraca (a nie kat rozwarcia
strefy mocniejszej!).



PLASTYCZNOSE CIAL O SKOKOWEJ NIEJEDNORODNOSCL 71

Pochodna f7(§) jest mieciagla w punktach &, Uzywajac rozkladu analogicznego do
(6.36) mozna napisaé

(6.39) [ =FOHI—H~ D, hHE -8,
| P

gdzie ¢’(£) jest funkejg ciagta.

Fle)
144
|
{
o
I r—\ Aq
{ f Ag—
| | :
0 ! | | l\ }
¢! gt T
Fle) Hit=¢)
2
|
| |
. NN
, I R
FEE &P
L3, H(E-¢)
——-' '
L

— i e
Rys. 2.14

Rozwigzanie 1 (rys. 2.15). Klase dopuszczalnych pél predkoéci przemieszezen
uzaleznimy od rozktadu sktadowej normalnej wektora predkosci na brzegu obcigzonym,
tzn. od

(6.40) V| =F(), 0<E<,
o8

gdzie £ jest dlugoscia na OB mierzong od punktu O.

W poszczegdlnych obszarach przyjmujemy uklady wspotrzednych pokazane na
rys. 2.15.
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Zakladamy, ze f(£) jest funkcja odcinkowo-ciagla o odcinkowo-cigglej pochodnej(*®)
i zastosujemy jej reprezentacje (6.36).
Warunki brzegowe

- =y2 —c)— AvH V— ]
(6.41) Vel =7y ToXTI03): () ;: &—8)

V) =0

8GFE

formuluja mieszany problem brzegowy dla réwnan (4.14) w obszarze skladajacym sig ze
stref 1,2, 3. Korzystajac z (6.32) oraz z réwnodci & = }/ fall ofrzymujemy jego roz-
on

wiagzanie w postaci
Vi =0,

(6.42) i=1,2,3,

Vi= —Vaf(y2a)Hla—a)+}2 D, A, H(a}—a),
v=1

gdzie a;, a, maja sens wspdirzednych w ukladach kartezjanskich, a ag jest wspodirzedna
w uktadzie biegunowym, a = ]/TZ I, ' =)28&. ‘

Poniewaz linia kontaktu L nie ma w zadnym punkcie kierunku charakterystycznego,
wektor predkodci jest na niej ciggly (zfaczenie nie jest «zniszczone»). Otrzymujemy po-
prawnie postawiony na OE problem brzegowy Cauchy’ego dla obszaru 4 i nastgpnie pro-
blem Riemanna dla obszaru 5. '

Zastosujemy w tym przypadku oraz w dalszych rozwiazaniach nastepujgcy sposéb
formalny. Rozszerzamy obszar AEO przez dolaczenie strefy sztywnej 4EE’, gdzie E' jest
punktem przecigeia linii kontaktu z prosta poprowadzona z punktu 4 i majaca kierunek
charakterystyki a. Rozwigzanie (6.42) zostato tak napisane, ze obowiazuje w catej czgsci

(13) Wydaje sig, ze z punktu widzenia mechaniki rozpatrywanie jeszcze ogdblniejszych rozkladéw
predkoéci na OB nie ma sensu. ‘
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silniejszej klina, dajac (ze wzgledu na uzyte funkcje Heaviside’a) w obszarze sztywnym
V, = Vp = 0. Mozemy zatem dla calego obszaru rozszerzonego AOE' sformutowac pro-
blem Cauchy’ego [por. zwiazki (5.13)]

(6.43) V| = —V3 sind0, Vi| =Vj| cosdl, A0 = v—p,.
Eo E0 E0  Eo

Uwzgledniajac zwigzki

ag | = o4 | cosA(?—l—,é’4 | sinA46 = oz4 | —F ﬂ4 |
(6.44) £o +F

V2 oS gr _ZZ_ ) Sinis

ady =
4 2 " cosv ’ 2 " cosv ’

oraz (6.32), otrzymujemy rozktad predkosci w czesci stabszej w postaci

V——]/Zf( )smA(aH(m pH— VZSInAOZA H (B, —B),
(6.45)

V= —]/Ef(l%) cos A0H (af—a,)+)/2 cos 40 ZAVH(aZ—a4).
4 v=1

W strefie 5 wobec f8,—ff < 0 pierwszy wzér daje V, =0, a w strefie dotaczonej AEE’
wobec B,—f% < 0, af—a, < 0 otrzymujemy V, = V; = 0.

Otrzymane pole wektorowe predkoéci jest nieciagle. Jak widaé z (6.42), (6.45) predkosc

= f(J) # 0 powoduje powstanie nieciagloéci sktadowej ¥, na liniach a; = a,i=1,2,3
(BGFE), ay = af (EA) oraz nieciaglo$ci skladowej V, na linii 8, = p§ (EH). Analogiczne
linie nieciaglosci o; = 1/55", ay = a), By = Pi sa spowodowane przez kazdy skok 4,
predkoéci normalnej V, | (rys. 2.15).

0B

Predkoéci odksztalcen postaciowych w poszczegdlnych obszarach wynoszg
I
= — —
2elp=Vh,= —2f'(]/2 ai)H(a——a,-)—I—]/Zf(l)S(a—a,)—]/Z Z A8(a)—a) =
v=1

=), I[i=1,3,

26 = Vi = w(ept L (V2020 HG—ad-V 2 N as-a),
v=1

(6.46)

26 = Vop,+ Vo, = []/2 = sinA0f7 ( g:.) H(B,—

—‘]/2 —E COSAOf ( ) H(af —0‘4)] ‘|‘]/2f(l)[8(.34 B+ S(as—aq)]—

—V2 2’ A, [sin 408 (8, —B2)+cos 408 (af—ay)].-
v=1
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Wzory te maja proste i wygodne interpretacie mechaniczne. Wyrazy zawicrajace
pochodna «ciagtej czesci» rozkiadu predkosci V, | = F(§) (por. rys. 2.14), tzn. funkcje
0B

'(&), przedstawifaja rozktad predkosci odksztatced w odpowiednich obszarach, wyrazy
zawierajace d-funkcje przedstawiaja nieskonczenie wielkie predkodci $cinania na liniach
niecigglo$ci wektora predkosci.

Wzory (6.46) pozwalaja réwniez na poprawne sformutowanie ograniczen, ktére na-
ktada na funkcje F(£) warunek nieujemnosci mocy dyspozyciji a,s = 0. Istotnie, bedzie on
spetniony w obszarach i na liniach nieciagloéci wtedy i tylko wtedy, gdy(**)

6.47) =0, [Jre<o, []a,<o,
& v

przy czym znak réwnosci nie moze mieé miejsca jednoczeénie we wszystkich zwiazkach.
Warunki te oznaczaja, ze rozkiad predkosci normalnej na OB musi byé dodatniq nie-
rosngeq funkcjg .
Klasa dopuszczalnych rozkladéw predko$ci dla rozwiazania 1 zostala wiec w pelni
okre§lona przez wzory (6.42), (6.45) i (6.47). Klasa ta jest bardzo obszerna. Wskazemy
nastepujace przypadki szczegblne (rys. 2.16): a) gladki stempel weiskany ruchem poste-

a)

B¢ ) N8 ¢

Rys. 2.16

powym, b) gltadki stempel wciskany ruchem postepowym z jednoczesnym obrotem prze-
ciwnie do ruchu wskazéwek zegara, c) kilka gladkich stempli oddzialujacych jak w p. b),
przy 4, < 0. Zatem rozwiazanie 1, zbudowane dla klina obciazonego ci$nieniem bocznym,
stanowi jednocze$nie rozwiazanie wszystkich powyzszych i wielu innych zadad. Eatwo
wskazaé jednocze$nie zadania pokrewne, dla ktérych rozwiazanie 1 nie jest poprawne ze
wzgledu na ujemnoéé dyssypacji mocy (mimo speilnienia wszystkich warunkéw kinema-
tycznych i statycznych), np. zadanie o gladkim stemplu obracajacym si¢ zgodnie z ruchem
wskazowek zegara (rys. 2.16d).

Zauwazmy jeszcze, ze dla f() =A4,=0 (»=1,2,...,n) wzory na predkosé od-
ksztatcent nie zawieraja 8-funkcji, co odpowiada ciggtosci pola predkosdci przemieszezen.
Dla f’(£) = 0 wzory na odksztalcenia w obszarach 1, 3, 4, 5 zawieraja same 8-funkcije;
w chwili odpowiadajacej poczatkowi ruchu plastycznego obszary te zostaja podzielone
liniami niecigglosci predkodci na czesci zaczynajgce si¢ poruszaé jak ciata sztywne; gdy jest

(*%) Symbol JT oznacza kwantyfikator ogélny i powinien byé czytany «dla kazdego x».
S .
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dodatkowo H 4, = 0, mamy przyktad z rys. 2.16, a ruch plastyczny jest taki jak w zadaniu

oméwionym w p. 7.

Rozwiazanie 2 (rys. 2.17). Rozwiazanie w obszarach 1, 2, 3 pokrywa si¢ z roz-
wigzaniem okre§lonym poprzednio (6.42).

Linia kontaktu jest charakterystyka dla stabszej czgsci, a wiec wektor predkosci moze
by¢ dla niej nieciagly. Warunki brzegowe

(6.48) Vil =V3 cosx, V,|=0
OFE OFE EIA

formutujg problem charakterystyczny w obszarze sktadajacym sig¢ ze stref 4, 5. Korzystajac

z (6.33), (6.32), (6.42) oraz zwiazku a, | =
oE

ag | otrzymujemy rozwiazanie w postaci
COS% OoFE

649) Vi=0, Vi=—y2 f(l%) cos wH(aF—a)+1/2 cos 2 A, H(al—a),
4
v=1

i=4,5.

Kazdemu skokowi 4, odpowiada skok sktadowej ¥ wzdtuz odpowiedniej zatamanej '
charakterystyki f (rys.2.17.)

Rys. 2.17

Istotnym jako$ciowym zjawiskiem w podanym rozwigzaniu jest nieciaglo$¢ predkosci
na linii kontaktu L («zniszczenie» zigcza). Wielko§¢ skoku wynosi
(6.50)  |AV|= —V}|sinx= Y2 f(za’%) sinxH(eE—a;)—1/2 sinxz A H(a)—ay),
: OF 4

jest wigc zmienna i nie znika dla zadnej funkcji F(&), jezeli sinx # 0. Aby mdc formalnie
wlaczyé ten skok do pola predkosci przemieszezen, a nastepnie w postaci & funkeji do €%,
nalezy napisaé

(6.51) Ve =4V |H(B,),
OF
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gdzie B, jest katem w wachlarzu 4 liczonym od OE w strong przeciwng do ruchu wskazéwek
zegara. Wtedy mamy

(6.52) 2el; = 1 gtV — 1 Vi= AV |[3(B)+ ...
Q4 ay or

Latwo stwierdzi¢, ze dla F(&) spelniajacej warunki (4.47) €2, > 0, €55 > 0. Uwagi poczy-
nione w odniesieniu do rozwiqzania 1 obowiazuja i dla rozwiazania 2.
Rozwiazanie 3 (rys. 2.18). Rozwigzanie 3 zawiera linie nieciggloéci naprezen
w obszarze silniejszym. Nakiada to dodatkowe ograniczenia na mozliwa kinematyke
ruchu. Istotnie, do warunku brzegowego (6.4) dolaczyé musimy warunek znikania skla-

Bz

G
2
)
1
F
B
é
ay 0‘3‘ : [24]
“ E”
£’ F’
£ F’
FI
Rys. 2,18

dowej stycznej wektora predkosci na linii nieciggtoéci naprezen (por. np. [20)). Ze wzgledu
na to nalezy spodziewaé si¢ a priori, ze klasa dopuszczalnych pol predkoéei przemieszczen
bedzie weZsza od klasy okreslonej przez warunki (6.47).

W charakterze funkcji, od ktérej uzaleznimy predkosci V,, V;, wygodniej bedzie
przyjaé rozklad sktadowej normalnej wektora predkosei na linii nieciagtosei naprezen FO,
a nie na brzegu OB. Wtedy dla dziewigciu obszardw zaznaczonych na rys. 2.18 otrzymu-
jemy kolejno: 2, 3 — problemy Cauchy’ego, 1, 4 — problemy charakterystyczne, 5, 6 —
problem Cauchy’ego, 7, 8, 9 — problemy charakterystyczne, przy czym w kazdym z ob-
szardéw 1, ..., 9 predkoéci beda wyrazone réznymi wzorami. W celu uproszezenia rachunku
stosujemy sposéb formalny, polegajacy na dotaczeniu do obszaréw plastycznych czedcei
sztywnych BFF', E""EFF', AEE' gdzie BF’', F'E"', AE’ sg prostymi o kierunku odpowied-
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nich charakterystyk, FF’ jest przedluzeniem linii nieciagloéci, a EE’ przediuzeniem linii
kontaktu. :
Na przedtuZonej linii nieciagto$ci OF’ mamy dane
Vz l = O,
OF-
6.53)
V| = G =gHG—~)— ZA H(—1),
v=1
gdzie 1 jest odlegto$cia na FO mierzona od punktu O, a ¥, jest sklerowane jak narys. 2.18,
h=OF = V2
2cos,u81
Dla rozszerzonych obszardw OBF’ (indeks r) i OE'F' (indeks /) mamy sformufowane
problemy Cauchy’ego

V;F 0= Vn F|’OSinIu31 > VEF’IO = - Vn FlOCOS;uSl >
(6.54) I _ ,
Va l = - Vn l SI0 gy, Vﬂ l = - er ' COS gy .
Fo F'0 Fo FO

Korzystajac z zaleznosci (6.32) oraz ze zwiazkéw

(6.55) t=h—p al =h g;., of = hcosps;, BT = hsinpy
1

otrzymujemy rozwigzanie dla obszaréw 1, 2 w postaci

V= ( g;) sin ggy H(BE —B1)—sin u;, ZA H(B1 ),
{6.56)

n
Vg = —-g(h %) c0S gy H(af — ay)+-cos gy 2 A, H(a}—a,).
1 v=1
Predkosei odksztatcen w obszarach 1, 2 wyrazaja sie wzorem

6.57) 2Eau=g( gi)H(ﬂF B)— g(h—)H(al"al) g(h)sin py 8(BT— B+

n n
+g(h) oS gy S(of —ay)—sinpuy D, A,8(B~Pr)+cospuay D, 4,8 —ay).
v=] v=1

Analiza tego wzoru pozwala na proste znalezienie warunkéw, ktore musi spefniac
rozkiad predkosci normalnej na OF, aby w calym obszarze klina mchodlea nieréwnoéé

aB > 0.

Dla G(h) = g(h) # 0 wyrazy trzeci i czwarty, reprezentujace nieskorczenie wielkie
odksztalcenie postaciowe na liniach nieciggloéci predkosci By = 5 (FG) i a; = of (FB),
nie moga byé na raz dodatnie, zatem na jednej z tych linii dyssypacja jest ujemna. Inaczej
moéwiaé, skok skladowej ¥, na FG (dla g(h) > 0) lub skok skladowej V; na FB (dla
g(h) < 0) jest niezgodny z kierunkiem dziatania naprezenia stycznego 0,5 = +K. Zatem
V(h) = g(h) =0 .
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Do analogicznej sprzecznosci w odniesieniu do odpowiednich linii nieciggtosci f, = 7,
a; = aj dochodzimy anahzujacc wyrazy piaty i szésty we wzorze (6.57) dla 4, # 0. Zatem
4,=0, v=1,

Dalej, w obszal ze 1 pozostaje tylko drugi wyraz (bowiem (31 B, < 0), skad wniosku-
jemy, ze powinien by¢ spetniony warunek g’ << 0.

Wreszcie w obszarze 2 suma wyrazOw pierwszego i drugiego musi by¢ dodatnia,
a poniewaz £,/ > a;/af, to funkcja g'(f) musi byé funkcja niemalejaca swego argu-
mentu.

Reasumujac stwierdzamy, Ze warunek nieujemnosci mocy dyssypacji w kazdym punkcie
obszaru uplastycznienia jest spelniony wtedy i tylko wtedy, gdy rozkiad perkoéci nor-
malnej na OF (4.53) spelnia warunki

©589)  gw=0, [[a,=0, [[g®<o, Hg(t+e> g'0).

t,e>0
E.H. Lee w pracy [23] wykazal dla podobnego zadania, Ze musza zachodzi¢ dwa

ostatnie warunki (6.58) zakiad’ajatc ciaglo$¢ funkeji G(¢) ze wzgledow intuicyjnych, raczej
nie budzacych watpliwoéci. Powyzszy’ dowdd formalny ciagtosci [dwie réwnosci (6.58)]
ilustruje zastosowanie dystrybucji H(x), 3(x), odskamajqc Jednoczeéme pewne interesujace
wlasnosci badanych rozwiazan. :
Rozwigzanie problemu Cauchy’ego (6.54) dia obszalow 3 4 i sprawdzeme warunku
€,5 = 0 przebiega podobnie. W rezultacie otrzymamy

V,= ( 2 )SlnﬂalH(ﬂl -8,

r
(6.59) ) ‘ & o w str;fa’ch 1,2;
Vp=—¢g (hz;) CosﬂslH(af"dl),
1
! Va = —& (h %) Slin.u'alH(.B2_'.6127)’ .
(6.60) ’ w strefach 3, 4.

Vg = —g(h )cos,ualH(aZ——az)
2

Dla obszaru rozszerzonego skladajacego sig ze stref 5, 6,7, 8, 9, AEE’ mamy problem
brzegowy Cauchy’ ego:

Vol =Vel cosd0—V} | sinA@, V,; | =V | sunA@—I—V+ | cosA40,
(6.61) ©OF oE’ OE’ OF’

A0 = v—pig, .
Korzystajgc z rozwigzan (6.60) oraz ze zwiazkow

ay | = a§ 5 of ___ﬁlcos/m
* .BE 2 s 2 cosy’
E__ -]/2 ; SN gy B L
(6.62) ps = Ty lm, Bo | = Eaa '?193
oF OFE’ OF
af = ]/2 Cos,f‘ﬂtg_f“il H __ —~l/—2—~l SIN pagy U8 g

3 — T
2 sin ¥ ’ 2 siny ?
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fatwo otrzymadé

V.= —g (hg—) Sinl«talcosAGH(ﬂa—ﬂ?Hg(h 3)cosu31sinAoH(ﬂ3—ﬂ§>,

Ps
E
(6.63) ps
V= ¢ (h ) sin g, sin A0 H(af —a3)—g ( ) COS iz, €08 A 0 H(ak — aig).

w strefach 5, ..., 9.
Wykazemy, Ze warunki (6 58) zapewniaja nieujemnos¢ dyssypacji mocy w obszarach
., 9. Na podstawie (6.63) i (6.62) mamy

sinvcosA0 ,{ B °
—sin‘um ( ‘BH)HCBS .68)

sinvsin A6 as cosvcos 46 a
_ ’ 1_ H__ _ e o 4 _
——cos,um g (jag{)H(a& as) COS flay g( “3) H(af—ag).

W wyrazeniu tym nie wystepuje 6— funkcja, poniewaz g(h) = 0 [por. (6.34)]; co jest
odzwierciedleniem formalnym ciggtoéci pola predkosci przemieszezer (6.63). Korzystajac
ze zwiazku A0 = v—ug, otrzymujemy

(665  2e,y=sin { ( gZ)H(ﬂs )—g'(h%)H(a5*~aa)}+

(6.64) 2e, =

cosysind0 ,{ B,
T‘uu (ﬂc)H(.Ba /33)‘

+-cos?y { ( g;)H(ﬂa D—g’(h%)H(ag—aa)}Jr

—}—%‘SinZvctgyM{g’ (h%) H(3s—pE)— ( gi)H(ﬁa }

+ %sinzvtguu{g' (h%—) H(af —a5)—g' (h%) H(a&—aa)} >0
as as

ze wzgledu na (6.58) oraz z uwagi na to, ze 1) dla kazdego dwumianu ujgtego w nawias
pierwszy czlon jest «wygaszony» przez funkcje Heaviside’a wczeéniej niz drugi, 2) argu-
ment pierwszego czlonu jest wigkszy od argumentu drugiego czionu.

Rozktad sktadowej normalnej predkosci na brzegu obciazonym otrzymujemy ze
zwiazkdw

—

(6.66) Vol =V20 V) w| =p) =Y
op 2 0B 0B OB oB 2

korzystajac z rozwigzania (4.59). W ten spos6b otrzymujemy

661 V.| =16) = ’/2{ ( Ec)smllalH(s&G—f)"i'g( E)cosumH(z s>}

gdzie £ = [tgu,,. Rozklad ten pokazany jest na rys. 2.19.

Rozwiazania 4,5, 6. Podobnie mozna budowaé pola predkosci dla rozwigzan
4, 5, 6. Odpowiednie zaleznoéci podane sg w pracy [12]. Ograniczenia na dopuszczalne
rozktady predkosci beda podobne do (6.58).
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D. Omdéwienie wynikéw. Znalezione rozwiazania dla predko$ci przemieszezen wskazujq
na zasadnicza réznice miedzy grupa rozwiazan 1, 2 a grupg rozwiazan 3,4, 5, 6.

Rozwigzaniom z pierwszej grupy odpowiada obszerna klasa dopuszczalnych pdl
predkosci przemieszezen, zawierajgca pola nieciagle [por. warunki (4.47)]. W szczegol-
nosci rozwigzania 1, 2 sg stuszne dla przypadku weiskania gladkiego stempla przy V0= V2,

Rozwiazaniom z drugiej grupy odpowiada znacznie wezsza klasa dopuszczalnych pél
predkoéci przemieszezen, sktadajaca si¢ z pdl ciaglych [por. warunki (6.58)]. W szczegdl-
nosci rozwiazania 3, 4, 5, 6 nie moga by¢ poprawne dla zadania o wciskaniu stempla.
Wynika to ze wzordw typu (6.68) (por. takze rys. 2.19).

-y

gg(h%)caspﬂH(l—g)

\zﬁg(hé)sinya1H(¢”—¢)

|

0 G | B 13
Rys. 2.19

Na podkreslenie zastuguje specjalna rola, jaka odgrywaja rozwigzania odpowiadajace
punktom 4,, 4, na plaszczyZnie n = K_/Ky = const. (por. rys. 2.20). Rozwiazania te
nazywamy podstawowymi. ‘ )

Podstawowe rozwiazanie 4, otrzymujemy z rozwiazan 1, 2, 3, 4, gdy zachodza réw-
DOSCH fiyy = gz = Moy = Uy = Hag = Has = o = gz = 0, czyli dla nastepujacych katéw
d, y:

7w 1 w1
(6.68) y—7—|—5arccosn, 6~Z—7arccosn,

podstawowe za$§ rozwigzanie 4, odpowiada sytuacji, gdy w rozwiazaniach 3, 4,5, 6
odpowiednio fiaq = fhas = fas = fas = Jisg = Mg = Pz = fgs = 0, czyli gdy

(6.69) Y =%—%arccosn, 6=" ——Larccosn.

4 2

W obu przypadkach w czefci stabszej i czefel mocniejszej klina mamy jednorodny
stan naprezenia o = const, § = const (rys. 2.21). Sktadowa styczna wektora naprgzenia
na linii kontaktu L ma najwigksza dopuszczalna wartoéé K_ (linia kontaktu jest charakte-
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¢ (3,6) (3,4,56) (1,2,34,5) (12458)
n I ] p
‘l'l;llll!l
p F
Wiy, e ampr
\‘ K: .'r
|
37//4 ]'rl p
A =g +garcasn
! 6=Z+Larccosp 7
(12)
3= -7 arccosp
Az g=T 1 2
=T -Farccsy T
/21— K
P=%-= constg1
.
NP
N (12.34)
T/
4
(3458)
5
M 7/2 3nf4 2

Rys. 2.21

81

rystyka dla czgéci stabszej). Dla rozwiazania A, na linii kontaktu otrzymujemy nieciagloéé
naprezen pierwszego rodzaju, natomiast dla rozwigzania A, — nieciagloé

drugiego
rodzaju (por. p. 2). W rozwiazaniu 4, wystepuje skok predkoéci przemieszezed na lini

kontaktu («zniszczenie» ztacza), w rozwiazaniu A, pole predkosci jest ciagle. Wielkosé
obciazenia granicznego okre$laja wzory

(6.70)

6 Mechanika teoretyczna

Pay= K [(L+m+A =2, pa, =K [(1+m)—(1—7)7).
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Rozwiazania podstawowe maja nastepujgca interesujaca wlasnoéé: przez zmiany para-
metréw 08, y, 7 mozna z nich otrzymaé wszystkie 6 znalezionych rozwiazan (rys. 2.21).

Z podobng sytuacja spotkamy si¢ w p. 14 przy analizie no$nosci granicznej skrgcanego
preta o skokowej niejednorodnosci. Nasuwa to nastgpujaca koncepcjg rozwigzywania
zadan tej klasy: nalezy znalez¢ rozwiazania podstawowe i nastepnie badaé ich zachowanie
si¢ przy zmianie parametrow. Koncepcja ta wymaga jednak dokltadniejszego sprecyzo-
wania i zbadania.

Powierzchnie

(6.71) Hij()’s d,mM=0

dziela obszar (4.1) przestrzeni Cy na 6 podobszaréw odpowiadajacych szedciu znalezionym
rozwigzaniom. Charakter tego podzialu przestrzennego mozna uprzytomni¢ sobie bez
trudnosci operujac przecigciami # = const. Poniewaz

T T ’ T
(672) /'413 (77 71 77) = 01 /'436(01 01 77) - 0 ’ /'456(7’ O, 77) = 07

to kolejne przekroje n = const beda podobne do przekroju n = 1/2 przedstawionego na
rys. 2.20, a réznice bedg wynikaé z innego usytuowania punktéw A;, A,.

3_7t:7'l:

Przy wzroécie n od O do 1 punkt A, wedruje od potozenia T( i

) do potozenia

S (%, %—), punkt za$ /,12 wedruje od R(%, 0) do S, przy czym oba punkty leza stale

na prostej y—0 = ~741

Dla #n = 01 n = | otrzymane rozwiazania przechodza w znane rozwiazania dla klina
jednorodnego o rozwarto$ci odpowiednio 6 i y. Istotnie, przy n = 0 obszary 5, 6 redukuja
si¢ do linii, rozwiazania 3, 4 przechodza w rozwigzanie klasyczne.z linia nieciagtosci
(6 < ®/2), rozwiazania za$ 1, 2 pokrywaja sie¢ z klasycznym rozwigzaniem ciaglym
(6 = 7/2). Analogicznie dla n = 1 znika obszar 4, rozwigzania 3, 6 pokrywaja si¢ z kla-
sycznym rozwiazaniem nieciaglym y <{#/2, a rozwiazania 1, 2, 5 — z klasycznym roz-
wigzaniem ciaglym (y = =/2).

Rozpatrzone kliny niejednorodne moga byé podzielone na grupy o mniejszej ilosci
mozliwych rozwiazan. Np. dla 0 < y < m/4 niezaleznie od wartoéci » bedziemy mieli do
czynienia jedynie z rozwigzaniami 3, 6. Analogicznie dla =/2 < 6 < 3m/4 wystapiag
Jedynie rozwiazania 1, 2 itd. (por. odpowiednie oznaczenia przedzialéw zmiennosci 9, y
na rys. 2.20).

Nalezy podkresli¢, ze nie sprawdziliémy jednego z warunkéw poprawnosci rozwigzan
dla ciata sztywno-plastycznego bez wzmocnienia, mianowicie nie wykazaliémy, Zze obszar
ponizej charakterystyki 4B moze by¢ istotnie obszarem sztywnym. W tym celu nalezatoby
znaleZ¢ w tym obszarze stan naprezenia spetniajagcy rownania réwnowagi, warunki o, =
= 7, = 0 na krawedziach bocznych, warunki ¢, =0, 7, = K, na 4B oraz warunek
(0xx—0yy)?+40%, < 4K . Nie ma powodu, aby watpié, ze takie przediuzenie stanu na-
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prezenia istnieje, tym niemniej z formalnego punktn widzenia podane rozwigzania nalezy
zaklasyfikowaé jako rozwiazania kinematycznie dopuszczalne.

Powyzsza okoliczno$¢ nabiera istotnego znaczenia dla przypadku, gdy obcigzona jest
krawedz stabszej czesci klina (por. [12]).

Chcieliby§my stwierdzié, ze rozwazony przyklad wskazuje, jak sie zdaje, na celowosé
uzycia najprostszych dystrybucji H(x), 3(x) do opisu pdl predkosci przemieszczenia
i odksztalcenia w plaskim stanie odksztatcenia oérodka idealnie plastycznego. Linie
niecigglosci predkosci przemieszczenia znajduja naturalny wyraz we wzorach na V,, Vp
[cztony typu AH(x), 4 # O por. np. wzér (6.45)] oraz we wzorach na €,; [czlony typu
A3(x), A # 0, por. np. wzdr (6.46)], co formalizuje orientacje w przebiegu linii niecigglosci
i sprowadza sprawdzenie warunku 4 2> 0 na liniach nieciaglosci do formalnego stwierdze-
nia znaku odpowiednich wspdlczynnikéw. Odpada rowniez konieczno$é oddzielnego
uwzglednienia cztonéw odpowiadajacym liniom nieciggltoéci we wzorach na moc dyssy-
pacji, bowiem zawiera je caltka f Cp0.pdS. Na uwage zastuguje takze zwarty i przejrzysty
charakter wzoréw na V,, Vg, €,5 w obszarach skladajacych si¢ ze stref o réznych rozkia-
dach predkoscei [por. np. wzory (6.63) wspolne dla pigeiu stref]. W podobny sposéb mozna
uzyé dystrybucji H(x), 3(x) w innych dziatach teorii plastycznosci.

Na zakonczenie nalezy dodaé, Ze rozpatrywane rozwigzania mozna probowaé uzyskaé
z przejs¢ granicznych od rozwigzan sprezysto-plastycznych dla klina obciazonego na
brzegu nieskonczonym. Odpowiednie rachunki dla klina jednorodnego zawarte sa w pra-
cach [25-27]. Dokladniejsza analiza wskazuje jednak, ze wyniki prac [25 1 26] nie sa
poprawne dla y > z/2, poniewaz w poblizu osi dyssypacja energii jest ujemna. Dyskusja
tego problemu zawarta jest w pracy [28].

7. Dzialanie gladkiego sztywnego stempla ma pélprzestrzen [1]

Rozwazymy zadanie o dziataniu gladkiego sztywnego stempla na prostoliniows kra-
wedz ciata ztozonego z dwu materialédw o stalych, ale réznych granicach plastycznosei
(rys. 2.22). Przyjmiemy, ze linia podziatu L jest.prosta przecinajaca brzeg w punkcic O,

Rys. 2.22

za$ stempel dziata na materiat mocniejszy, przy czym jego krawedz pokrywa si¢ z punktem O.
Zaktadamy ponadto, Ze ciato jest na tyle duze, Zze plynigcie plastyczne zlokalizowane
jest w obszarze stykajacym sie¢ ze stemplem. Przyjmiemy wreszcie, ze zlacze L ma wlas-
nosci opisywane przez model 11, przy czym spelniony jest warunek (2.4).

6*
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Nalezy wyznaczyé stan naprezenia i predkosci przemieszczen oraz warto§é graniczna
sily nacisku w chwili odpowiadajacej poczatkowi niepowstrzymywanego plynigcia plas-
tycznego.

Zadanie charakteryzuja dwa niezalezne parametry

K_
(7.1) n= X’ 9,
gdzie K_, K. oznaczaja odpowiednio granice plastycznodci strefy stabszej i mocniejszej,
o jest katem rozwarcia strefy slabszej.
Na brzegu OB warunki brzegowe dla predkosci nalezy zapisaé w postaci

(1.2) —V,| = V°+(VB~V0)§, 0<x <1,
OB

gdzie ¥, VP oznaczaja predkosci pionowe krawedzi stempla w chwili poczatku ruchu,
AB oznacza nieznana granice czgéci sztywnej i plastycznej, ktéra jest charakterystyka B.

Warunek dla skladowej normalnej wektora predko$ci pod stemplem uwzglednia
w charakterze przypadkéw szczegdlnych nastgpujace mozliwoéci:

1) stempel jest zaglgbiany w material ruchem postgpowym,

Vo =7V1% >0,

2) stempel jest zaglgbiony w material z jednoczesnym obrotem; predkoséei V° > 0,
VB> 0 s dane, przy czym V¢ # V5,

3) dana jest predko$¢ pionowa pewnego punktu posredniego V¥, 0 < x <1 (przegu-
bowe obciazenie stempla),

4) ciezki stempel spoczywa na krawedzi OB; wielkoéci V9, V2 nie sa dane.

Traktujac pOlprzestrzen jako klin o kacie rozwarcia y ==z przy czym ¢ = m—9d
widzimy, ze poprzednia szczegdlowa analiza dopuszczalnych rozkladéw predkosci dla
klina pozwala uzyé otrzymane w p. 6 rozwigzania dla zadania o stemplu. Istotnie, rozktad
predkosci (7.2) jest szczegblnym przypadkiem rozkiadu (6.41). Specyfikujac odpowiednio
poprzednie wzory uzyskujemy dwa rozwiazania, przy czym rozklad nacisku pod stemplem
jest rGwnomierny (*%)

Rozwiazanie 1 (rys. 2.23, 2.24). Nacisk w chwili odpowiadajacej poczatkowi
niepowstrzymywanego plynigcia wynosi zgodnie z (6.11)

(13) p= K+{1 +7 (1 —cos2¢)+ (1 — 72 sin22g)" 2+ [32—H—ZQ—arccos(nsinZQ)]}.

y
p</4
A £ 0 B

X

Rys. 2.23

(*8) W pracy [11], wykonanej przed praca [12], zostal przyjety inny tok postgpowania, niezalezny od
rozwiazania dla klina.
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Rozklady predkosci na podstawie (6.42) i (6.45) sa okreflone nastepujaco
(7.4) Vi=0, Vi=—y2Voqarr—v), i=1,2,3,

Ve = VfV“sinA0+2(V°_VB)§nS(% ﬂ—;’

(1.5)
i A0 o ymCospcos46 a,
VE= —y2V%o0sA0+2(VO~V )C—OS(M_AO) a
(7.6) Ve=0, Vi=V}

gdzie a;, ag, o, sa wspolrzednymi w ukladach kartezjanskich, za§ a, jest wspdirzedna
radialng w ukladzie biegunowym (rys. 2.24).

_/31

Rys. 2.24

Podane pole predkosei jest nieciagte wzdtuz linii podziatu strefy sztywnej i strefy ruchu
plastycznego, tzn. linii AF i EFGB oraz wzdluz charakterystyki FH. Wielko§¢ skoku
wynosi

(17)  AVlgres = V2VB, |AV|=V2VBcosd0, |AV|gy=2V?sin40.

Na uwagge zastuguje wykryte zjawisko jako$ciowe: w chwili odpowiadajacej poczatkowi
niepowstrzymywanego plyniecia plastycznego obszar stabszy zostaje podzielony linia nie-
ciaglosci wektora predkosci przemieszezen na dwie strefy o réinej kinematyce ruchu.

Gdy granice plastyczno$ci wyréwnujg si¢, 17 — 1, lub strefa stabsza maleje do zera,
¢ — 0, otrzymane rozwigzanie przechodzi w sposob ciagly w rozwiazanie dla jednorodnej
potprzestrzeni; wzdér (3.12) okreéla znana warto$é p = K(2+m).

Gdy % — 0, otrzymujemy rozwiazanie dla jednorodnego klina o kacie rozwarcia
n—p = 3m/d. '

Otrzymane rozwiazanie obowigzuje wobec (6.12)iy =m, p = n—4d dla

(7.8) 0 g%.

Gdy ¢ — =/4 strefa 4 redukuje si¢ ze zera, przy czym moZna pokazal, e jednocze$nie
zachodzi €}y ~ o (por. [11]), w pozostalych za§ obszarach €,; sa ograniczone.
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Rozwiazanie 2 (rys. 2.25, 2.26). Nacisk w chwili osiagniecia noénoci podioza
wynosi zgodnie z (6.16)

(7.9 ps= Ky [1—{—17 (1—{—29—— %) +(1_;72)1/2+ (377‘ —2g—arccos17)] .

Rozktad predkosci w obszarach 1, 2, 3 okreslaja wzory poprzednie, za§ w obszarach
4, 5 na podstawie (6.49) mamy

(7.10) Vi=0, Vji= —V°(1+n)1/2+(V°—VB)(1+n)%, i=4,5,

gdzie @, ma sens wspdlrzednej w ukladzie biegunowym, za§ ay w ukladzie kartezjanskim.

Bs

Rys. 2.26

Podane pole predkosci jest nieciggle wzdtuz AIE, EFGB, EO. Wielkoéci skokoéw
WYynosza

AV zron = V2VE,  14V|g = A+n)"2V?,

(7.11) - |
[4Vlso = ~Vjlsosinx = VOU =i (VO—PP)(1—p) 2 450,
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Nalezy podkreslié, ze wielkoé¢ skoku predkoéci na linii kontaktu jest Zmienna.
Zgodnie z (6.17) rozwiazanie obowiazuje, gdy
4 3

. w1
Lo ——
(7.12) 7 Ses3 5 arccosz.

Gdy n — 1, to » — 0 i otrzymujemy w granicy rozwigzanie dla jednorodnej pdlpfasz-
czyzny, przy czym |4V op — 0, za§ p - K(2-+x).
- Gdy 7 — 0, to » — 7/4 i w granicy otrzymujemy rozwigzanie dla jednorodnego klina
o kacie rozwarcia x—p = 7/2.
Na podstawie (6.47) stwierdzamy, ze warunki konieczne i dostateczne na to, by dys-
sypacja mocy we wszystkich obszarach i na wszystkich liniach nieciggtoéci byta nieu-
jemna, maja dla obu rozwigzan postaé:

(7.13) VE=0Q, VOzVB
lub
(7.14) VE=0, V°>0.

Gdy V? = 0 stempel zaczyna obracaé sie woko6! punktu B w kierunku odwrotnym do
ruchu wskazdwek zegara, przy czym:

w rozwiazaniu 1 pole predkosci jest ciagle z wyjatkiem punktu osobliwego O,

w rozwiazaniu 2 :

(7.15) : [AVleres =0, [AV[gg =0,

natomiast skok predkosci na linii kontaktu EO maleje liniowo od wartosci VO(1—n)"*
w punkcie O do zera w punkcie E.

i

D‘K—+

"oy ———— -

4

051

A
/A4 7/2 3n/4
Rys. 2.27

Gdy V° == V5 stempel zaczyna zaglebiaé sie ruchem postegpowym, przy czym:

w rozwiazaniu 1 obszary 1, 3, 4, 5 zaczynaja poruszaé sig jak bryly sztywne, a dys-
sypacja energii ma miejsce jedynic w obszarze 2 i na liniach nieciagloéci predkosci AE,
EFGB, EH;

W rozwigzaniu 2
(7.16) Vo=VE ep=e;=¢4=0, [4AV],=V(1-n"*= const
i dyssypacja energii nastepuje tylko w obszarach wachlarzy biegunowych 2, 4 oraz na
liniach nieciaglosci predkosei.

Jezeli spos6b zaglebiania stempla jest narzucony i niezgodny z (3.21), (3.22), to przed-
stawione rozwiazania przestaja obowiazywaé.

Obszary stuszno$ci znalezionych rozwiazan w plaszczyinie parametrdw 7, ¢ przedsta-
wione sa na rys. 2.27.



88 JAN RYCHLEWSKI

Dla wigkszych katéw ¢ nie udato si¢ znalezé rozwiazan, ktére spelniatyby warunki
brzegowe w naprezeniach i predkosciach (3.2), (3.3), (3.4) i spetnialy warunek nieujemnosci
dyssypacji energii. Rozwiazania 3, 4, 5, 6 z p. 6 nie moga byé tu uzyte ze wzgledu na
(6.58); aby si¢ o tym przekonaé, wystarczy spojrze¢ na rys. 2.19 niezgodny z (7.2).

Wartoéci p okre§lone wzorami (6.19), (6.22), (6.26), (6.30) przy y =m 0 =m—p
mozna uznaé jednak zgodnie z twierdzeniami ekstremalnymi teorii plastycznoéci za oceng
dolna noénosci podioza w odpowiednich przedziatach g, 5

Nalezy sadzié, ze dla duzych katéw rozwarcia strefy stabszej poczatkowy nlepowstrzy-
mywany ruch plastyczny nastapi przy odmiennej konfiguracji stref plastycznych, a roz-
wiazania zawieraé¢ beda izolowane linie poslizgu(*®).

Przytoczone rozwiazania 1,2 mogg by¢ uogdlnione w rozmaity sposdb oraz uzyte
w wielu innych zadaniach.

Gdy wytrzymalo$¢ zlacza, ktdra dla modelu IT charakteryzuje liczba K, (oznaczenie
w p. 2, rozdz. I — K,,), jest mniejsza od K-, rozwiazanie 1 nadal obowiazuje, jednakze
dla wezszego zakresu g, mianowicie dla

(7.17) 0o < <T - %arccosﬁ.

Dla wigkszych ¢ rozwigzanie ciagle nie jest mozliwe.

Wskazemy jeszcze, ze uogoélnienie przytoczonych rozwigzan na odpowiednie zadania
o noénoéci granicznej podioza sypkiego lub betonowego jest w pewnych przypadkach
tylko kwestia rachunkow.

8. Przecigganie warstwowego pasma przez gladks matryce

Rozpatrzone powyzej zadania dotyczyly zagadnien wytrzymaloéci ukladdéw stano-
wiacych kompozycje kilku materiatdw, Wyprowadzone wzory (6.11), (6.16), (6.19), (6.22),
(6.26), (6.30), (7.3) i (7.9) moga mieé bezpofrednie zastosowanie do oceny noénosci gra-
nicznej. Wyniki otrzymane zostaly w zasadzie przy uzyciu §rodkéw elementarnych.

Zagadnienia przerdbki plastycznej metali, w ktérych mamy do czynienia z jedno-
czesnym przeplywem kilku metali oraz deformacja rzgdu dziesigtkow procentdw sa z reguly
trudniejsze do analizy.

Naszkicujemy jako przyklad opis ustalonego procesu przeciagania dwuwarstwowego
pasma przez gladka nieodksztalcalna matrycg o prostoliniowych brzegach(*) (rys. 2.28).
Zadanie charakteryzuja cztery niezalezne parametry bezwymiarowe

h K- h-

(81) s:l—ﬁﬂ €=—1~'<‘:, @, f~— H+ h—+"

gdzie 2H, 2H,, H_ oznacza grubo$¢ poczatkowa pasma jako calosci, warstwy $rodkowe;j,
warstwy zewnetrznej, 2h, 2h:, h— odpowiednie grubo$ci na wyjsciu z matrycy, 2¢ kat

(1% Jak stad wynika, problem wciskania gladkiego sztywnego stempla w krawedZ boczna jednorod-
nego klina o kacie rozwarcia mniejszym od z/2 (przypadek szczegblny naszego zadania dla o > =/2
7 = 0) nalezy uznaé za otwarty.

(*) Ponizej referujemy wyniki uzyskane wspdlnie z M. Arcisz; szczegdly rachunkéw znajdzie Czy-
telnik w publikacji [16].
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rozwarcia szczeliny, Ky, K- — granice plastycznosci warstwy $rodkowej i warstwy ze-
wnetrznej(*®) :

Z warunku nieécisliwodei otrzymujemy zwiagzek pomiedzy predko$ciami ruchu pasma
przed i za matryca w postaci VH = Uh.

Ograniczymy si¢ do takiego zakresu parametréw (8.1), w ktérym strefy plastyczne
zlokalizowane w poblizu brzegdw matrycy stykaja si¢ z soba w jednym punkcie A, na
osi pasma, Zatozymy ponadto, ze rozpatrywany jest przypadek, gdy na kontakcie warstw
moga powstaé znaczne napreZenia styczne; jest to stuszne np. wtedy, gdy rozwazamy
kolejny proces przeciagania bez smarowania powierzchni kontaktu.

hy

0s pasma T Ag

Nieznane charakterystyki AgyL, AgyM ograniczaja obszar odksztalcen plastycznych.
Czastki materiatu znajdujace sie w danej chwili czasu poza tym obszarem pozostaja
sztywne.

Analizujac rozkiad predkosci ruchu mozna udowodnié, ze rozkfad nacisku na matryce
jest rGwnomierny. Oznacza to, ze podobnie jak w przypadku klasycznym [20] siatka linii
poslizgu w warstwie zewnetrznej skiada si¢ z czgéei LAs, Ao M, W ktérej linie a, § sg pros-
tymi nachylonymi pod katem +4m/4 do brzegu, wachlarza LKd,, z prostoliniowymi
charakterystykami « oraz wachlarza MPA,; z prostoliniowymi charakterystykami p.
Katy rozwarcia wachlarzy vy, »y Sa nieznane.

Rozkiady predkosci ruchu beda mialy postaé [16]

(8.2 V. = const, Vi=const w LAgpAdsM,
(8.3) Ve=—/107), Vi=A0) w LKAs,,
(8.4) Ve =/0), Vi=/07) w MPAy,

gdzie f1, f; sa nieznanymi funkcjami kata nachylenia linii « do osi x w warstwie zewnetrzne;j.

(1®) Zmienilismy oznaczenie dla X-/Ks, poniewaz symbol n bedzie w tym punkcie mial inne znaczenie
(por. (8.5)).
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Mozina wykazaé nastepnie, ze cze$¢ A,3 As, linii kontaktu materiatéw, bedacej torem
czastek, jest odcinkiem prostym réwnoleglym do brzegu matrycy. Wynika stad, ze jest to
trajektoria naprezen gidwnych i zgodnie z wnioskami p. 5 charakterystyki przechodzg
z obszaru gornego do dolnego bez zatamania. Stad w obszarze Ay, A,54,, mamy do czy-
nienia z prostoliniowymi charakterystykami a, f. ‘

Analiza rozkladu predkoéci na granicach czgéci sztywnych i obszaru plastycznego
prowadzi do wniosku, ze wsp6lna deformacja plastyczna warstw jest mozliwa tylko wtedy,
gdy w punktach P, K charakterystyki AgoL, AooM sg zalamane, przy czym przez punkty
te przechodza wachlarze charakterystyk o nieznanych katach rozwarcia v, sx,.

W tej sytuacji jest rzecza widoczna, Ze rozwiazanie mozna begdzie otrzymaé na drodze
numerycznej, jezeli tylko znane beda ksztalty cze§ci PA,;, Ags K linil kontaktu. Istotnie,
z warunkéw (5.5) i (5.6) okreSlimy wtedy o+, 0+ na A3, K, Ay P, co pozwoli zbudowaé
siatke a, f w obszarach Ay Ay P, Asg 43K (por. [20]). Na podstawie twierdzenia Hencky’ego
o wlasnos$ciach linii po$lizgu stwierdzamy, ze w obszarze AgyAsy Ay A5y charakterystyki a,
sa prostoliniowe, za§ w obszarze Ay Ay3Ase Ay, charakterystyki £ sa prostoliniowe. W opar-
ciu o wyznaczone w ten sposéb tuki Ay, dsy, Ay A Okreslamy siatke o, § w obszarze
ostatnim Ag, Ass Asg Ago -

Udowodnimy ponizej, ze analiza predkosci ruchu w warstwie Srodkowej pozwala na
znalezienie ksztaltu {ukéw PAys, Ag,K. W tym celu uzyjemy zmiennych charakterystycz-
nych #, & zdefiniowanych nastgpujaco:

1
n= 2—K+(0'_go)+(0‘60)
(8.5) ) W ApPK,
£= m(a—ao)”‘(e—@o)

gdzie o, jest nieznana warto$cia ciSnienia §redniego w punkcie A4qy, za$ 0, = 0(Ay) =
= —nf4. Uznajac 7, £ za zmienne niezalezne rownania Geiringer (4.14) mozna doprowa-
dzi¢ do postaci réwnan

1 1
(86) Va,"'—‘ 7 Vﬂ == 0, Vp,g—

réwnowaznych dwom réwnaniom telegraficznym

1 1
(87) Va,,lg:—z“ Va == 0, V/;',,e'—z Vp == 0
Charakterystyki 4,0 K, AgP zgodnie z (8.5) odwzorowuja si¢ na plaszczyzne zmiennych
7, & wproste £ =0, n = 0.

Zapisujac warunki brzegowe dla predkosci na Ay, P i A K otrzymujemy

6. § = 0(4oK): Vy= —Ucos (g +1),

(8.9) n=0(dpL): V,= —Vcos (%—i—%), V=U(l—g¢),
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co wraz z (8.6) stanowi poprawne sformwowanie problemu brzegowego charakterystycz-
nego dla réwnan telegraficznych (8.7) (por. [29]). l

Rozwigzanie otrzymujemy opierajac si¢ na znanych z teorii réwnan rézniczkowych
czastkowych wzorach [29]. Stosujgc te wzory otrzymujemy

A §
1 2 —_ . — I
©10 .= L eaty =r@sin( 5+ ) - 1 v = ysin 45

1 , — | A
T Vy = —sin (—;1 — —712—5) + 5 Eof JO(]/—n(é—t))cos (% + %) dt,

gdzie Jy(s) jest funkcja Bessela zerowego rzedu.
Korzystajac ze zwiazkow (5.5) i (5.6) wiazacych o, 6 z obu stron linii kontaktu oraz
zaleznoSci (8.5), otrzymamy

(8.11) n=mn(07), &é=§(0") mna. Pdy,
(8.12) 7 = n{(07), =£&,(07) na KAy,

(jawnej postaci tych wzordw nie podajemy). Podstawiajac (8.11) i (8.12) do (8.10) otrzy-
mujemy V,, ¥V w warstwie §rodkowej na linii kontaktu jako funkcje kata 0.

Poniewaz z zatozenia wektor predkosci ruchu jest ciagly na styku warstw, otrzymujemy
na podstawie zwigzkéw (8.3), (8.4) 1 (5.13)

. : 1
(8.13)  fi(67) = Vo (0~)cos A+ V(07)sin Ay, Ay, = 6_‘}"3‘;‘*_2"(771—51);

. 1
B19) £(67) = —Va0)sin Ayt Vo0 cos dpy, Ay = 07+ T~ (n— &),

Skorzystamy wreszcie z tego, ze luki PA4,,, 43, K sa torami, tzn.

dr, A'rzdf)z‘ Aok — dry  rdby

£HO07) A0 e 100 fi6r)
Calkujac te réwnania otrzymujemy poszukiwane réownania fukoéw Pdys, As. K W postaci:
B, B,
Fy =, ApK: 1=,

' L07) o RACH)
gdzie ry, 07 i r,, 07 sa wspdlrzednymi biegunowymi o biegunach K i P odpowiednio.
Stale B;, B, wyznaczamy na podstawie wspotrzednych punktéw P, K.

Po uzyskaniu (8.16) mozna zrealizowaé wskazany powyiej program wyznaczenia
siatki linii poSlizgu. Jest rzecza oczywista, Ze maszkicowany tok postepowania i wyko-
rzystania wzoréw (8.16), (8.13), (8.14) i (8.10) wymaga przeprowadzenia obliczen nume-
rycznych na maszynie cyfrowej.

Dla nieznanych parametréw

(8.15) PAd,;:

(8.16) Pdyg:

817 VLo s Vi %ps Eps Mk
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otrzymuje si¢ uktad réwnan przestepnych z catkami z funkcji Bessela. Analiza tego uktadu
wykazuje, ze tylko

(8.18) dla e < 1 mamy vy, %y, ¥, %, > 0,

a wigc zaproponowane rozwiazanie jest poprawne, gdy przeciagane pasmo skiada sig
z mocniejszego rdzenia ze stabszymi zewngtrznymi naktadkami. Mozna udowodnié
réwniez, ze gdy e — 1, to otrzymane rozwiagzanie zdaza do znanego rozwigzania dla
pasma jednorodnego.

HI. Skrecanie pretéw o skokowej niejednorodnosci poprzecznej (*?)

9. Podstawowe rownania w pewnym ukladzie krzywoliniowym

Przedmiotem naszych rozwazan beda skrgcane prety pryzmatyczne o dowolnym
przekroju poprzecznym. Przyjmiemy klasyczne zalozenia Saint-Venanta odnoszace sie do
przemieszczen. Prowadzi to do konieczno$ci ograniczenia si¢ do przypadku, gdy granica
plastycznosci K nie zalezy od z (o z kierujemy réwnolegle do tworzgcej preta). Istotnie,
przyjmujac np. kartezjanski uklad wspdirzednych mozna pokazaé (por. np. [30]), zZe
zalozenia Saint-Venanta prowadza do zaleznosci o, =0, =0, = 7, = 0. Z réwnan
réwnowagi mamy 7., ., = 0 i 7,, , = 0. Warunek plastycznosci moze by¢ teraz speiniony
na raz w calym precie tylko dla K, =0. W przypadku K= K(x, y, z) zalozenia Saint-
Venanta nie moga by¢ zatem przyjete. W stadium sprezysto-plastycznym i w chwili
poczatku niewstrzymanego ptynigcia mamy w tym przypadku do czynienia ze zlozo-
nym przestrzennym stanem naprezenia.

Rozklad naprezed w catkowicie uplastycznionym precie o poprzecznej niejednorod-
nosci opisuje w dowolnym ukladzie ortogonalnym o, f, z, gdzie a, f sa wspotrzednymi
krzywoliniowymi w plaszczyZnie przekroju, uklad zloZzony z réwnania réwnowagi

9.1) (hﬁ Taz),u"l_(harﬂz).l’ =0
i warunku plastycznosci
0.2) Ter 75 = K*(a, f)

Poszukiwanie skladowe fizyczne tensora naprezenia 7,,, 75, okreslaja wektor naprezenia

— . B« -1
(93) T= Taz‘ha +Tﬂz hﬂ ’
gdzie g,, g, sa wektorami bazy (rys. 3.1). Warunek plastycznoéci ma zatem postaé
(9.4) |t| = K(a, B).
Wprowadzajac funkcje naprezen przez wzory,
oF JF
(95) Tar _8—30’ T(]z - —6—S¢:

(%) W rozdziale tym oméwimy prace [13], [14]. Niektore wyniki przedstawiono réwniez w pracy [4].
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czyli przez zaleino$é
Tgrad F =0,

spetniamy tozsamo$ciowo réwnanie réwnowagi. Funkcje naprezen okresla warunek

oF\* [
0.6 (2] () = graarre = e,

Trajektoriq naprezenia stycznego w plaszczyznie a, f nazywamy linie styczna w kazdym
punkcie do wektora =. Liniq poslizgu nazywamy lini¢ prostopadia w kazdym punkcie do
wektora T. Linie po$lizgu i trajektorie stanowig krzywoliniowa siatkg ortogonalna y, 4.

Pierwszym ogdlnym studium o nos$noéci granicznej skrecanych pretéw o ciaglej po-
przecznej niejednorodnosci byla praca A. 1. Kuzniecowa [31], ktory analizowal réwnania

Rys. 3.1 Rys. 3.2

(9.1) i (9.2), odniesione do ukiadu kartezjanskiego. Postugujac si¢ metods pdtodwrotng
wykazal on m.in., ze w przypadku gdy granica plastycznoéci zalezy jedynie od odlegtosdci
od konturu, wektor naprezenia stycznego jest prostopadIy‘do normalnej do konturu.

Wynik ten mozna otrzymaé natychmiast, jezeli postuzyé sie siatka ortogonalna poka-
zang na rys. 3.2. Wspolrzedna r jest odlegtoéceia od konturu, s jest stugoscig tuku na kon-
turze, R(s) jest jego promieniem krzywizny (dla sytuacji pokazanej na rys. 3.2 R < 0),
parametry Lamégo wynosza H, = 1, Hy = 14-x(s)r, #(s) = 1/R(s). Uktad réwnan (9.1),
(9.2) przyjmuje postaé

9.7 Tse, s+ (1 %17y 457, = 0,
(9.8) 2475 = K(r, 5).
Gdy K = K(r), to jedynym rozwigzaniem tego ukfadu, spetniajacym na brzegu warunek
7, = 0, jest
9.9) Ty = K@), 7.=0,

zatem trajektoriami naprezef stycznych sa linie r = const naszego ukladu, a liniami
poélizgu linie s = const. .

Przyjety uklad wspdlrzednych moze byé z powodzeniem wykorzystany w wielu
zadaniach skrecania [32].
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10. Skokowa niejednorodnosé. Warunki dla naprezen na powierzchni kontaktu

Szereg zagadnien praktycznych prowadzi do koniecznodci rozwazenia sytuacji, gdy
wzdtuz pewnych krzywych w przekroju poprzecznym nastepuje skok granicy plastycz-
nosci K.

W rozdziale niniejszym ograniczymy si¢ do istotnego dla zastosowan przypadku, gdy
skrecany pret sktada sig ze skoiczonej ilosci pretéw pryzmatycznych jednorodnych o réz-
nych granicach plastycznosci K; (f = 1, ..., n) (rys. 3.3.). Lini¢ styku »-tej i p-tej czedci
w przekroju poprzecznym oznaczonym przez L,,.

Jest rzecza zupelnie oczywista, ze podane wartoéci K,, K, nie wystarcza do opisu
zachowania si¢ zlacza jako catosci. Wystarczajaca dla problemu no$noéci na skrecanie
informacja uzupelniajacg bedzie podanie maksymalnej wartosci naprgzenia stycznego,

J.
(5

/3 1 rﬁﬂ

JH

Rys. 3.3

ktore moze byé przekazane przez lini¢ kontaktu L,,. Warto$¢ t¢ oznaczymy przez K,,(29).
W realnej konstrukeji liczba K, zalezy od charakteru potgczenia (styk klejony, polaczenie
zgrzewane, styk z przyczepnosdcia itp.). Gdy zachodzi nierownosé

(10.1) K,y = min(K,, K,),

to warto§¢ K,, jest nieistotna i nie wchodzi do rachunkéw.

Lini¢ kontaktu L,, przyjmiemy jako lini¢ # (« = const) uktadu krzywoliniowego
(rys. 3.4). Wektory naprezenia w czgSciach o granicach plastycznoéei K,, K, oznaczymy
przez ¥, ©*. Ze wzgledu na to, ze z obu stron linii Z,, material ma by¢ uplastyczniony,
moduly tych wektorédw sg rowne odpowiednio

(10.2) [T = @+ @) = K, PP = @) = K
zatem linia nieciqgloSci granicy plastycznodci jest zawsze liniq niecigglodci napreZen.
Z ciggtosci sktadowych normalnych wektordw ©*, ©* wynika

(10'3) T:Z = T{:Z = TﬂZ5 |Tazl < K\?ﬂ.,

(*°) Poniewaz z przyjetych zalozen teorii skrécania wynika oze = ogp = 0, to dwa modele ztacza zde-
finiowane w rozdziale I pokrywaja sig.
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z warunkéw zaé (10.2) wynika warto$¢ skoku sktadowych stycznych

v w ](Kg_fgz)lm— (&?_TEZ)I/ZL
(10.4) ‘Tﬂz_flfz - |(K3_722)1/24_ (K3_731)1/2|-

Przyjmijmy dla uporzadkowania dalszych rozwazan, ze K, > K|, oraz ze kierunek wektora
<" jest dany.

Polozenie wektorow =¥, «* na linii L,, przedstawia rys. 3.4a. Wprowadzajac termino-
‘logie uzyta w p. 5 nazwiemy sytuacje odpowiadajaca znakowi minus we wzorach (10.4)
nieciggloécia pierwszego rodzaju (gérne polozenic wektora <), a sytuacje odpowiadajaca
znakowi plus nieciagto$cia drugiego rodzaju. Linia L,, bedzie z reguly linia nieciggtosei
pierwszego rodzaju, spowodowanej tylko przez niejednorodno$¢ i majacej bezpo$redni

lATﬂZI

Rys. 3.4

sens fizyczny. Nieciaglo$é drugiego rodzaju odpowiada wyjatkowej sytuacji pokrywania
si¢ linii L,, z linig nieciaglo$ci naprezen, ktéra miataby miejsce w materiale jednorodnym.
Przy rozwiazywaniu problemow brzegowych potrzebne beda katy, jakie tworza wektory
7', ©* z normalng do L,,, oznaczone odpowiednio przez u,, y,, oraz kat miedzy tym’
wektorami oznaczony przez y. _
Zwiazki miedzy tymi katami dla linii nieciagloéci pierwszego rodzaju okresla warunek
ciagtoéei sktadowych 7, 72,. Maja one postaé

(10.5) w, = arccos(%coswv), L= Vy— Py

Kat y jest jednoczes$nie katem zalamania linii poélizgu na linii kontaktn. Katy w,,
¥, musza spetniaé warunki

in
o
—
[«
(¢}
O
A

(10.6) Yu 2 Py I§< , W, =P, = arccos -,



96 JAN RYCHLEWSKI

Gdy zachodzi nieréwno$é (9.7), kat nachylenia wektora " ograniczony jest od dotu
przez warunek )

§:3

' K
(10.7) P, == ¥ = arccos 7

v

Znak réwnoéci odpowiada granicznej konfiguracji przedstawionej na rys. 3.4b.

11. Analogie Nddaia dla skokowej niejednorodnosci

Dla skrecania pretow o skokowej niejednorodnosci obowigzuja proste uogdlnienia
obu analogii Nadaia [33].

Pierwsza analogia Nadaia (analogia wzgdrza piaskowego) dotyczy funkcji napr¢zen F
wprowadzonej przez zwiazki (9.5). Warunek plastycznodci okresla I w kazdym z obszardw
z osobna réwnoscia

(11.1) ' lgradF|=K; w G,

Powierzchnia reprezentujaca F jest wigc w kazdym z obszarédw powierzchnia réwnego
spadku, ktoérego warto$é jest inna w kazdym obszarze. Ze zwiazkéw (9.5) wynika, ze
linie stalego F sa w kazdym obszarze trajektoriami naprezenia stycznego.

Wykazemy obecnie, ze powierzchnia F moze byé przyjeta jako ciagta przy dowolnej
liczbie i konfiguraciji stref G; o réznej granicy plastycznosci.

Istotnie, w kazdej strefie G; z osobna F jest ciggta. Na granicy L,, stref G,, G,, przy-
jetej jako linia §, z warunku ciaglosci ), = 7%, oraz ze zwiazku F z napreZzeniami (9.5)
wynika zalezno$é

(11.2) Fry=Fr,, czyli F'=F'i A,
2B N )

gdzie A,, jest stata na L,,. Nieciagloéci F na liniach L,, moga polegaé jedynie na stalej
réznicy wzniosu. Rozwazmy powierzchnie F majaca tego rodzaju nieciaglosci. Przyjmijmy
pewien obszar G, stykajacy sie z obszarami Gy, ..., Gy41, jako wyjéciowy. Dodajac
w kazdym z obszaréw Gy, ..., Gy+ do funkeji naprezen odpowiednio stale — Ay g1, .-,
— Ay likwidujemy niecigglodci wzdiuz calego brzegu obszaru Gy. Jednoczeénie zlikwi-
dowane zostaja nieciagto$ci wzdhz tukéw styku obszardow Gy, ..., Gy Otrzymujemy
zwickszony obszar ciagloéci powierzchni F, ktéry przyjmujemy znéw za wyjéciowy.
Postepowanie to prowadzi do ciaglej powierzchni F, przy czym na calym brzegu otrzy-
mamy F = const i mozna przyjaé na brzegu warunek F = 0. :
Otrzymana powierzchnia ciagla F jest rownowazna z punktu widzenia jej zwigzku ze
stanem naprezenia poprzez zaleznosci (9.5) z powierzchnia nieciagta F, poniewaz cale
postepowanie polegalo na dodawaniu statych do F w poszczegblnych obszarach.
Graniczny moment skrecajacy wynosi

n

(11.3) M=[[rxRlas= D2 [[ Fras— § Fay,
G 1 G, L,

V=
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gdzie R jest promieniem-wektorem poprowadzonym z ustalonego punktu przekroju,
L, oznacza brzeg obszaru G,. Poniewaz wykazaliSmy, Ze powierzchnia F skiadajaca sie
z platéw F¥ jest ciagla, catki krzywoliniowe znosza si¢ (kazdy fuk L, jest przebiegany
dwukrotnie w przeciwnych kierunkach, za§ na brzegu F = (), zatem znany wzdr

(114) M=2[[Fds
G

obowiazuje dla dowolnego przekroju o skokowej niejednorodnoéci.

Zauwazmy, Ze przy rozpatrywaniu przekrojéw o skokowej niejednorodnosci nie wyste-
puje potrzeba osobnego traktowania przekrojéw wielospjnych. Sa one przypadkiem szczegdl-
nym, gdy w pewnych obszarach G, mamy K, = 0. Odpowiada to wypelnieniu pryzmy G,
cialem nie przenoszacym naprezen stycznych — ciecza idealna, nie wptywajaca na zacho-
wywanie si¢ preta przy skrecaniu.

Przekroje jednorodne wielospdine sq réwniez przypadkiem szczegélnym przelcrojow
o skokowej niejednorodnosci, totez przy naszym traktowaniu funkeji naprezen (budowaniu
powierzchni F we wszystkich obszarach wlaczajac w nie roéwniez obszary puste) wzor
(11.4) obowigzuje i dla nich.

Eksperymentalne wykorzystanie pierwszej analogii Nidaia wymaga uzycia w réznych
obszarach G, materiatéw sypkich o odmiennych katach tarcia wewnetrznego. W zwigzku
z tym metodyka prowadzenia do$wiadczenia nie moze si¢ pokrywaé z zaproponowang
przez Nadaia (por. [33]) i wymaga osobnego opracowania.

Gdy zbudowana jest powierzchnia F, zadanie sprezysto-plastyczne moze byé modelo-
wane przy wykorzystaniu drugiej analogii Nadaia. Poniewaz skokowej niejednorodnosci
plastycznej towarzyszy na ogdt skokowa niejednorodnoéé sprezysta, to blona napinana
na podstawe powierzchni F powinna mie¢ rézng sztywno$¢ w rdinych obszarach G,.
Trudno$¢ eksperymentu polega na koniecznodci spefnienia warunku, by rzut kazdej
czeéel blony na plaszezyzng podstawy byt niezmienny, co przy duzych ugigciach moze nie
mie¢ miejsca,

Problem wyznaczenia naprezen w stanie granicznym preta skrecanego o skokowej
niejednorodnosci jest, jak wykazaliémy, réwnowazny problemowi zbudowania nad kon-
turem przekroju powierzchni F o skokowo zmiennym spadku. Nalezy podkreslié, ze oba
problemy nie maja jednoznacznego rozwiazania. Rozwigzaniem wilasciwym jest to, ktore
zgodne jest z kinematyka ruchu. Gdy kinematyka ruchu nie jest badana, ze zbioru mozli-
wych rozwiazan nalezy zgodnie z twierdzeniem o no$noéci granicznej wybraé to, ktére daje
najwicksza warto$¢ momentu granicznego (najwigksza warto$¢ objetoécei bryly F)(2).

Uwagi powyzsze sg do$¢ oczywiste i jezeli zostaly tu poczynione, to tylko ze wzgledu
na specyficzne trudnoéci zwiazane z mnogo$cia rozwigzan dla przekrojow o skokowej
niejednorodnoéci. Wybdr wiasciwej kombinacji linii n1601qg10§01 staje sig tu znacznie
bardziej skomplikowany niz dla ciata jednorodnego.

Drugim warunkiem poprawnoéci rozwigzania dla skokowej niejednorodnoéei jest
wykazanie, ze przy wyréwnywaniu si¢ wartosci K,, K,, K3, dochodzimy w granicy do
rozwigzania dla ciata jednorodnego.

(**) Dopiero po dolaczeniu tego warunku mozna nazwa¢ problem skrecania plastycznego problemem
statycznie wyznaczalnym.

7 Mechanika teoretyczoa
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12. Rozwiazania lokalne

Gtéwnym celem rozwiazania zadania o skrecaniu czysto plastycznym jest wyznaczenie
linii nieciagtoéci naprezen, odmiennych od linii L,,.

Gdy linia nieciagfoéci granicy plastycznosci przecina brzeg ciala w punkcie 4, z tego
punktu na ogét propaguje si¢ wewnatrz materialu dodatkowa linig nieciagloéci naprezen.
Rozpatrzmy kilka sytuacji typowych zakladajac, 7e styczna do brzegu w punkcie 4 jest
jednoznacznie okreslona.

Zbadamy najpierw przypadek, gdy linia regularna L, dzielgca materialy o granicy
plastycznoécei Ky, K-, K+ > K- i przecinajaca regularny tuk brzegu ciala S w punkcie 4
potozona jest catkowicie po prawej stronie normalnej do S w punkcie 4 (po stronie K-,
rys. 3.5). Zaldzmy réwniez, ze spetniony jest warunek (10.1). Linie po§lizgu w materiale
stabszym sa zgodnie z (9.9) prostymi prostopadlymi do brzegu. Z regularnosci linii S, L
wynika, ze wotoczeniu punktu A4, o wielkoéci zaleznej od ksztattu S, L linie poslizgu
przecinaja lini¢ podziatu materiatéw tworzac z nig kat ostry. Otrzymujemy zatem ciagle
pole naprezen w czgci K- otoczenia punktu A, zaznaczonej jako obszar I na rys. 3.5.
Ze wzgledu na drugi warunek poprawnosci rozwiazania (por. p. 11) przyjmujemy, ze linia
kontaktu L jest linia nieciagtosci pierwszego rodzaju. Okre$la to jednoznacznie wektor T+
w kazdym punkcie na L, a wigc i rodzing prostych linii po§lizgu w materiale mocniejszym
w otoczeniu styku z materialem stabym (obszar II). Przy brzegu ciala linie poslizgu sa
prostymi ortogonalnymi do niego (obszar 1), totez w materiale mocniejszym powstaje
linia nieciaglo$ci naprgzen przechodzaca przez punkt 4 (linia /). Korzystajac z oznaczen
wprowadzonych na rys. 3.5 oraz réwnofci (10.5) otrzymujemy bez trudu réwnanie réznicz-
kowe, okres$lajace linig nieciggiosci. Ma ono postaé

cdy 1 K_
(12.1) 5 = tg *2—{(P++a+arccos [K_+ cos ((p_—a)]}.

Gdy brzeg S i linia kontaktu L sa liniami prostymi, wielko$ci @4, ¢—, a sa stale i linia
nieciagtodci jest tez prosta. Dla zastosowan istotna jest sytuacja, gdy linia kontaktu po-
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krywa sie z normalna do brzegu w punkcie 4. Wektor 7~ jest-wtedy ortogonalny do L,
rownanie za$ linii nieciaglo§ci ma postaé

d 1
(12.2) D g 5 (p++ay+2).

dx

Gdy w rozwigzaniu przedstawionym na rys. 3.5 zrobimy przejécie graniczne K- — 0,
otrzymujemy klasyczny przypadek linii nieciagto$ci w materiale K, spowodowanej przez
wypukle naroze. Gdy K- — K, skoki na obu liniach niecigglosci (liniach L i /) daza do
zera i otrzymujemy ciagte pole naprezen.

Bardziej skomplikowany obraz przebiegu linii poslizgu otrzymujemy w przypadku, gdy
linia kontaktu przebiega po tej stronie normalnej do brzegu w punkcie 4, po ktérej znaj- .
duje si¢ mocniejszy material. Rozwazenie powstajacych tu sytuacji znajdzie Czytelnik
w pracy [13].

Zakladaliémy dotychczas, ze warto$¢ Ky (= K,,) maksymalnego naprezenia stycznego,
ktore moze byé przekazane przez lini¢ kontaktu dwu materiatéw, jest nie mniejsza od
granicy plastycznoéci stabszego materialu [nieréwnoé¢ (10.1)]. Jest to na ogdt oszacowanie
za silne; rzeczywista granic¢ stosowalno$ci kazdego rozwigzania okresla nierdwno$é

(123) KO > |maXTnzl:
L

gdzie przez 7,, oznaczono skladowa normalng wektora 7 na linii L. Dla mniejszych
wartoéci K, rozwiazania ulegajg zmianom.

Nalezy podkre§li¢, Ze rozwazane rozwigzania maja charakter lokalny, co znalazto
wyraz w sformutowaniach o otoczeniu punktu 4. Sg one koniecznym $rodkiem pomoc-
niczym przy budowaniu rozwigzania dla calego przekroju.

'

13. No$no$¢ graniczna preta kolowego o niejednorodnoSei skokowej

Zastosujemy otrzymane wyniki do problemu nosnoéci granicznej -preta kotowego

o skokowej niejednorodnoéci poprzecznej. Przyjmiemy, ze przekrdj poprzeczny skiada sie
n

z n wycinkéw o katach rozwarcia y,, 2 v, = 27, reprezentujacych czesci ﬁryzmatyczne

V=

o réznych granicach plastycznoéci K, (v =1, ..., n) (rys. 3.6).
A. Zbudujemy najpierw rozwigzanie lokalne w otoczeniu punktu przecigcia dowolnej

linii kontaktu OA, z brzegiem przekroju. Zaktadamy, ze dla wszystkich linii 04, zachodzi
warunek (10.1).

W otoczeniu kazdego z punktdéw 4 mamy przypadek szczegdlny sytuacji rozwazonej
w p. 12 (por. rys. 3.5). Przyjmujac uktad wspélrzgdnych jak na rys. 3.7, mamy ¢ = ¢ =
= arctgy/x, a = x/2. Réwnanie rozniczkowe linii nieciggloéci naprgzen w obszarze
mocniejszym (12.2) przyjmuje postaé

' dy 1 (= B K-
(13.1) = tgf(j -}—tp—l-x), = arccosE.

7%
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Przechodzac do wspéirzednych biegunowych po znanych przeksztatceniach operacji
dy/dx rédwnanie to zapiszemy w postaci:
dr 1 {=
13.2 —— = — = +p—=x].
(13.2) do rtg2(2+¢ %)
Po scatkowaniu otrzymujemy réwnanie linii nieciagtoéci / przechodzacej przez punkt A
w postaci

.
" THcos(pton)

Jest to réwnanie paraboli w ukladzie biegunowym. 0s. paraboli / jest nachylona do
" osi x pod katem —q,, ognisko znajduje sie¢ w poczatku ukladu, odlegto$é wierzchotka
od ogniska wynosi p/2, rys. 3.7(3%).

(13.3) p = a(l—cosx), (p(,:g—%,

Rys. 3.6 . Rys. 3.7

Funkcja naprezen wyraza sie w poszczegdlnych obszarach nastgpujacymi zaleznodciami:
w obszarze I
(13.4) F= K_(a—r) = Ki(a—r)cosx,
w obszarze 1I
(13.5) " F= Ky[rcos(p+py)+acosx],
w obszarze 11T
(13.6) F = K(a—r).
W otoczeniu punktu 4 powierzchnia reprezentujaca funkcje naprezen sklada sig z trzech
platéw: dwéch czeéei stozkowych (13.4) i (13.6) potaczonych paszczyzna (13.5). Réwnanie
paraboli (13.3) mozna otrzymac przecinajac stozek (13.6) plaszczyzng (13.5).

Gdy K- - Ky, (% = 0), mamy p — 0, g, — 7/2; obszar II zanika, linia nieciggtosci
dazy do OA. [t] > 0 i otrzymujemy w calym otoczeniu 4 F — K*(a—r).

(2®) Rys. 3.7 i dalsze sa wykonane dla XK-/K+ = 0,5, x = 60°,
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Gdy K- — 0 (» - m/2), otrzymujemy w granicy rozktad naprezen w materiale jedno-
rodnym (K.) z parabola nieciagloéci w otoczeniu naroza utworzonego przez tuk okrggu
i prosta prostopadia, przy czym p = a, ¢y = 0.

B. Rozpatrzmy w charakterze przykladu najprostsze zadanie o skrgcaniu preta sktada-
jacego si¢ z dwéch materiatéw K-, Ky, K- < K. Kat rozwarcia strefy mocniejszej
oznaczymy przez y.

a. Gdy kat y spetnia nieréwnosé

(13.7) y < 2(n—x)

rozwigzanie ma posta¢ przedstawiona na rys. 3.8. Wynika to z przeprowadzonej analizy
rozwigzan lokalnych w otoczenin punktéw 4;, 4.. Komentarza wymaga jedynie linia
nieciagtodci /5, bedaca prosta taczaca punkt M przecigeia tukdéw parabolicznych /1, I, ze
$rodkiem przekroju i réwno nachylona do linii poslizgu w obu obszarach I1.

Rys. 3.8

Funkcja naprezen jest okre§lona w poszczegblnych obszarach wzorami (13.4), (13.5)
i (13.6). Na rysunku 3.8 pokazano kilka linii. F == const (trajektorii naprezed stycznych).
Dla y < z—2x F ma warto$¢ najwigksza w érodku preta. Gdy y = m—2x, linia nie-
ciaglosci I; ma kierunek trajektorii naprezen stycznychi F ma wzdtuz niej stata najwyzsza
warto$é. Gdy m—2x << y <C 2(m—%) najwigksza wartoé¢ F przypada na punkt M.
Moment graniczny na podstawie (3.4) i (5.4) — (5.6) wynosi

/2 r(p)

(13.8) M =4K, J U [acoss—+rcos(p-+g,)]rdr+ J (a—r)rdr}d(p—i—

(@)

Y]
:a‘we

K+(1

(Qr— y) cos,

_gdzie
r(p) = p[l4cos(p+@) .
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Po przeprowadzeniu catkowania otrzymujemy

_Kid® 2 3| (2—cosz)sinz
(13.9) M= 3 (2 —y)cosxn-+ty ?(l €OS ) (I—cosw)

e ol 4
)

Przejécie graniczne do materiatu jednorodnego (K- — Ky) na rys. 3.8 i we wzorze
(13.9) nie nasuwa zadnych trudnofci.

Gdy kat y osiaga gérna dopuszczalna granice 2(z—x), prosta linia nieciagtoéci pokrywa
sic z osia paraboli. Luki/, l, sa wéwczas styczne w punkcie M i tworza jedna parabolg.

b. Gdy kat rozwarcia strefy mocniejszej narasta dalej, tzn. zachodzi nier6wnos¢
(13.10) y > 2(m—ux),
gorna strefa II nie ulega zadnym zmianom w stosunku do polozenia przy y = 2(n—x),
druga za$ strefa II obraca si¢ jak «cialo sztywne» wokot punktu O. Zamiast linii nie-
cigglodei I; pojawia si¢ w rozwigzaniu nowy obszar IV, rys. 3.8b, ograniczony przez osie
symetrii paraboli /;, J,. Linie poSlizgu w tym obszarze tworza wachlarz biegunowy o bie-
gunie O(?%). Rozwarto$¢ wachlarza wynosi
(13.11) y = yp—2(n—=x).
Linia stykn /, obszaréw IV, III jest okregiem o promieniu, ktérego warto$¢ wynika z réw-
nania paraboli (13.3) i wynosi p/2. Okreg ten jest linia niecigglo$ci naprezen.

Funkcja naprezen w obszarach I, II, IIT wyraza si¢ nadal wzorami (13.4), (13.5), (13.6).
W obszarze IV réwnanie funkcji naprezen ustalamy tatwo opierajac sie na rys. 3.9, na
ktérym pokazano jeden z przekrojéw powierzchni F. Otrzymujemy
(13.12) F= K (r+acosx).

d Tl-co5 %) a
Rys. 3.9

Na rysunku 3.8.b) zaznaczono linie F = const. Na linii niecigglodci Iy, F osigga naj-
‘wieksza, stala warto$¢.

Moment graniczny latwo obliczyé biorac warto$¢ drugiego i trzeciego czionu we
wzorze poprzednim (13.9) dla y = 2(w—=x) 1 dodajac cztony pochodzace od naprezen

(%) Ilustracja do uwag wypowiedzianych w p. 11 jest fakt, Ze i w przypadku (13.10) rozwiazanie zna-
lezione w punkcie a) speinia nadal uklad rownan (9.1), (9.2), jednakze musi by¢ odrzucone, jako nie dajace
maksymalnej warto§ci momentu granicznego.



PLASTYCZNOSC CIAL O SKOKOWEJ NIELJEDNORODNOSCI 103

w obszarach I, IV i czgéci obszaru III o rozwartoéci y obliczone w oparciu o rys. 3.9.
Otrzymujemy w ten sposéb warto§é

Kia®
3

(13.13) M= [(2n—y)cos x—l—y—% (1—cosx)(2—cosx)sinx—

— %(I——Cosxy(—;——f—x—ﬂ”.

Moment graniczny jest tu liniowg funkcja kata y, co jest oczywiste ze wzgledu na omdwio-
ny sposéb zachowania si¢ obszardw II. Poréwnujac wzory (13.9), (13.13) lub rys. 3.8a,
3.8b mozna stwierdzi¢, ze efektywno$¢ wykorzystania dodawanego materialu mocnego
(przyrost momentu granicznego odniesiony do przyrostu kata y) roénie wraz z katem v,
stajac sie stata i maksymalng dla p > 2(;w—x).

Przejécie graniczne do ciala jednorodnego nie nastrgcza zadnych watpliwosc
(K— s K+).

Gdy K- — 0, otrzymujemy rozwigzanie dla prgta o przekroju w postaci wypukfego
wycinka kota (rozwigzanie a) lub kota z wycigciem (rozwiazanie b). Momenty graniczne
dla tych przypadkéw otrzymujemy z (13.9), (13.13) przyjmujac » = n/2, co daje

.Y y
(2+sm—)cos— s
27 2 e o= K*-“(f—y*o,5479).

2 ,, 3 \4
(1+sin%) = .

Kidd
(13.14) My _o—= @), 215
y<n 3 3

Z drugiego wzoru otrzymujemy dla p = 2z wspdlczynnik ostabienia przekroju kolo-
wego, rozcietego wzdiuz jednego promienia,

3
M= 0,663 27”;*" )
Wzér dla y == ' -
3
M = 0,228 2if3<i“_

wskazuje na to, jaka czgé¢ momentu granicznego dla preta o peinym przekroju kotowym
przenosi pret o przekroju potkolistym.

C. Podane rozwiazanie latwo uogdlni¢ na przypadek, gdy przekrdj sklada si¢ z 2n
wycinkow zawierajacych na przemian dwa materiaty o wytrzymatosci K_ i K;+. Oznaczmy
rozwarto$¢ stref mocniejszych przez v, (v =1, ..., n).

Uktad linii nieciggloéci w kazdym wycinku K4 nie rézni sig od przedstawionego
w p. B. (rys. 3.10). Latwo zauwazyé, ze stref 2 rozwigzaniem B (rys. 3.8b) nie moze byé
wiecej niz jedna. Uznajac ja za n-ta, mamy bowiem v, > 2(w—x) > z.

Dla y, < 2(w—»x) powierzchnia reprezentujaca funkcje naprezen sktada si¢ z czesci
jednego stozka w obszarach I (rys. 3.10), czeSci drugiego stozka w obszarach III oraz
plaszczyzn w obszarach II.
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Moment graniczny atwo obliczy¢ na podstawie wzoréw (6.9), (6.13). Wynosi on

n

a n
(13.15) M2,,=5;i (2n~2y,~)cosx+2y,~—zTn(l—cosx)(Z——cosx)sinx—l—
1

1

: "—lsin(—y—“+¢¢) [Z—COS(&—i—x)]
2 2 _ 2
—|—§(1—cosx)3 E —

[ 3{ Vn
——2—(1 COS 2¢) (7+%—n) .

Rys. 3.11

Dla przypadku symetrycznego podzialu na cztery strefy, y; =y, =4 (rys. 3.11)
otrzymujemy

K+ asd

(13.16) M, ==

2(z—d)cosx+20— —;— (1 —cosx)(2—cosx)sinx—+

in 5 +4][2-cos(3-4+4|

4
+§(1—cos>¢)3 5 =
[1 —CoS (7 —i—x)]
Interesujace sa dwa przejécia graniczne w tym wzorze, 6 —» 01 § — . W pierwszym
przypadku otrzymujemy przekrdj «wzmocniony» wzdtuz jednej §rednicy; w wyrazeniu na
noénoé¢ znosza sie odpowiednie czlony i otrzymujemy nos$noéé przekroju jednorodnego.

W drugim przypadku otrzymujemy przekroj ostabiony wzdiuz jednej §rednicy(?%); moment
graniczny ulega zmniejszeniu i wynosi

275K+a3{ 4 (1—cosx)*cosx(2-+sin x)]}

(13.17) M= [(l—cos;e)(Z—cosx)sinxn

] —— ;
3 37 (1+sinx)?
(**) Przypadkiem szczegélnym przekroju ostabionego wzdiuz pewnych linii jest przekréj z rozcieciami.
Nosno$é graniczng takich przekrojéw badat eksperymentalnie na podstawie analogii Nédaia
F. A. Mc CLiNTOCK [34].
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Otrzymany wynik mozna ujaé w nastgpujacy sposéb: sklejenie preta wzdluz po-
wierzchni symetrii klejem stabszym od materiatu zawsze ostabia pret, za$ sklejenie klejem
mocniejszym od materialu nie moze go wzmocni¢ (2%)

Rozpatrzmy sytuacjg, gdy liczba czgséci, na ktére zostaje rozbity material mocniejszy,
wzrasta do nieskonczonosci, przy czym rozwarto$¢ kazdego wycinka y, dazy do zera.

Zachodzi nastepujace twierdzenie: gdy 2 y, =1"= const, za$ maxy, — 0, to bez wzgledu
1

na ilo$é materiatu mocnego I” oraz sposéb jego podziatu no$no$é preta dazy do wartosci
odpowiadajacej pretowi jednorodnemu z materiatu stabszego.

Wypowiedziane twierdzenie jest intuicyjnie oczywiste, jezeli uzmystowié sobie kierunek
dziatania wektora napr¢zenia T lub wyobrazi¢ sposdb zachowania si¢ powierzchni repre-
zentujacej funkcje naprezen F.

Dowdéd formalny jest jednak niezupetnie trywialny i polega na wykazamu 7e dla
sumy 4 wyrazu trzeciego i czwartego we wzorze (13.15) mamy
(13.18) lim A= —(l—cosx)l.

max y,—0

Technika dowodu bedzie najprostsza, gdy wprowadzimy y¢ = {/n oraz Ay, =

= y,—Y&. Mamy

. . 2 .
lim A= lim — =-(1—cosx)in(2—cosx)sinx—
supy,~0 n—-o00 3
max 4y, —0

" -sm( +M+Ayv)[2 cos( +x+Ayv)]

—cosx)? 2 . =

2
[l—cos (—211 +M+Ayv“ _

r
2 [2 cos( —I—x)] sin (2— + )
= ——(l—cos) lim nl(2—cosx)sinx—(1—cosx)?
Usuwajgc otrzymang nieoznaczono$é co - 0 otrzymujemy

- )2
lim A= _% (1—cos#x) lim 31 ji)sft) =
m — 1
ax 7, —0 s=_—0 2[1—008 (—2— s+;¢)]

D. W oparciu o przedstawione wyniki mozna rozwazyé réwniez prety skladajace sig
z wycinkOw, gdy liczba materialéw jest wigksza od dwdch. Ogdlny tok postgpowania

—(1—cosx)I".

(25) Jest ot wzmocniona wersja twierdzenia og6lniejszego o zmianie granicy plastyczno$ci na zbiorze
miary zero: podwyzszenie granicy plastyczno$oi na zbiorze miary zero nie zmienia no$nosci ciafa, zmniej-
szenie za$ nie moze jej zwigkszyé. Twierdzenie to jest intuicyjnie widoczne, jednakze autorowi nie udalo
si¢ udowodni¢ pierwszej jego czedci w ogblnym przypadku stanu trojwymiarowego.
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polega na wykorzystaniu rozwiazania lokalnego znalezjionego w p. A oraz na rozpoczeciu
badania rozwigzania od najstabszej czeéci, w ktérej brak jest linii nieciggtosci.

a)

b) AF

Z"'Kv(a“av—ﬁ
z

Przypadek gdy pret kolowy sklada sig¢ z koncentrycznych cylindréw (rys. 3.12a) ma
trywialne rozwiazanie. Przekrdj powierzchni naprezen F przedstawiony jest na rys. 3.12b.
. Moment graniczny wynosi

Rys. 3.12

(13.19) M= -23EZKV(a3—a3_1).
v=1

14. Nosno$é graniczna preta prostokatnego
-

Rozwazmy skrgcany pret o przekroju przedstawionym na rys. 3.13. Prostokat 2a x 2b
podzielony jest linia kontaktu L prostopadia do brzegu o dlugosci 2b na dwa obszary
G-, G+ o szerokosci ¢ oraz 2b—c. Materiaty w obszarach G_, G4+ maja stale ale rézine
granice plastycznoéci K—, Ky, K- < K;. Wytrzymalto§¢ samego zlacza charakteryzuje

2a
=
1
N
+

Rys, 3.13

trzecia liczba K, réwna maksymalnemu naprezeniu stycznemu, ktére moze byé przeka-
zane przez powierzchnig¢ kontaktu., W dalszym ciagu przyjmiemy, Ze zachodzi kontakt
z idealng przyczepnoscia, tzn.

(14.1) Ky = K-,

co wylacza liczbg K, z dalszych rozwazan.
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Zadanie charakteryzuja trzy niezalezne parametry, np. nastgpujace:

K-
7 = T S

a ¢
Z<oo, 0<—<2,
b b
ktére mozna nazwal odpowiednio parametrem niejednorodnosci, parametrem ksztaltu
i parametrem podzialu.

W rozwazanym zadaniu naturalnym ukladem odmeswma JCSL uklad kartezjadski.
Skladowe wektora naprezenia stycznego

(14.2) 0< <1, 0

N
VA

(14.3) T = Te iy t7).4,

muszg spefnia¢ rownanie rownowagi

(14.4) Tz, xtTyzy = 0,

warunek plastycznosci

(14.5) TP = 7247, = {KE v G
B e KX w Gy

i warunek brzegowy 7,, = 0 na brzegu przekroju.
Na linii kontaktu L musi by¢ spelniony warunek ciaglosci skladowej normalnej

(14.6) T+ = T-N,

gdzie n jest wektorem prostopadiym do L. Na linii kontaktu mamy zatem nieciagtosé
naprezen, a wektor naprezenia stycznego doznaje obrotu.
Wzory (9.5) przybieraja postac:

(147) Txz = F,y; Tyz = _F‘,x:
a z warunku (9.6) mamy

w G-,

lW G+.

14.8 dF (5
(14.8) lgrad F| = .

Problem wyznaczenia naprezef spetniajacych (14.4) i (14.5) jest zatem réwnowazny
zbudowaniu powierzchni ciaglej F(x, y) o statym, ale réznym w G-, G+ spadku.

Moment graniczny okresla wzér (11.4).

Rozwiazania lokalne w otoczeniu punktu A pokazane na rysunku 3.14 wynikaja z roz-
wigzania znalezionego wczeéniej (p. 12) jako przypadek szczegdlny. Tak wiec

(14.9) ., = K-, 7,, =0,
(14.10) Ty = Kicosx, v, = Kisinx,
(14.11) Ty =Ky, =

Wektor ' 0 module K. jest obrécony wzgledem wektora ©* o module K- o kat
7T
(14.12) % == arccosy, 0<x<—2—.
Na rysunku 3.14 podano linie poélizgu ortogonalne w kazdym punkcie do T oraz

jedna z trajektorii wektora <. Powierzchnia F(x, y) sklada si¢ w otoczeniu A z trzech
ptatéw ptaszczyzn.
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W zaleznoéci od wartoéci parametréw %, a/b, ¢/b zadanie o noénosci granicznej roz-
wazanego preta ma dziewigé réznych rozwiazan.

Rozwiazanie I (rys. 3.15). Z naroza N wychodzi linia nieciaglosci /;, dzielaca
strefe stabsza na obszary I, 1I, w ktérych linie poslizgu sa prostopadle odpowiednio do
NA i NS. Ze wzgledu na warunek maksimum momentu granicznego zakladamy, ze

X N A M

y
Rys. 3.14

w strefie stabszej brak jest innych linii nieciggtosci i/, przecina linie kontaktu L w pewnym
punkcie 4;,. W otoczeniu punktu 4 mamy sytuacie przedstawiona na tys. 3.14, linia
nieciggtosci /, jest nachylona do L pod katem /2. W obszarze III linie poslizgu sa pros-
tymi réwnoleglymi (*%), tworzacymi z L kat #. Na odcinku Ao B linii L wektor v~ dziata

a) b) . I
N A ‘M N A
I X2
l I B and .
ﬁ z V IE ”/4 1 / N
w ] v Yy ¥\ v
‘Q{_ v N ls < il
. i s NG N
.l — R
| !
§ ‘ oW 4
) } —_—
L2 20 I S DS -
N A M B A
Rys. 3.15

réwnolegle do L, totez i wektor v+ dziata réwnolegle (por. rys. 3.4), a zatem linie poslizgu
w obszarze 1V sa prostopadte do A,,B. Z punktu 4, propaguje si¢ linie ciagtosci, 7,
bedacag dwusieczng kata, ktéry tworza ze soba linie poflizgu z obszaréw III, V.
Linie poSlizgu ,, /3 przecinaja si¢ w pewnym punkcie A4,,. Poniewaz w obszarze V linie

(*) W rozwazanym zadanin wystgpowaé bgda tylko obszary z réwnoleglymi linjami poélizgn, totez
nie bedziemy w dalszym ciagu tego zaznacza¢. Odpowiednie platy powierzchni reprezentujace) funkcje
naprezen F beda, jak to wynika z (9.6), plaszczyznami.
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poslizgu sa prostopadie do brzegu AM, w obszarze za$ IV sg one prostopadie do 4B, to
z punktu A,3 wychodzi linia niecigglosci /; nachylona do nich pod katem m/4. Prze-
cina ona o symetrii w punkcie A,;. Linie nieciaglo$ci /5, /; nie wymagaja komentarzy.

Charakterystyczne wymiary i katy tatwo ustali¢ w oparciu o powyzsza analiz¢; podane
one s na rys. 3.15b. ’

Powierzchnia reprezentujaca funkcje naprezen F skiada si¢ z platéw plaszezyzn, od-
miennych w kazdym z zaznaczonych obszaréw. Linie nieciagtosci [, (i=1, ..., 6) sa
odcinkami rzutéw prostych, wzdtuz ktérych przecinaja sie odpowiednie ptaty F. Wystar-
czajaca informacjg o powierzchni F daja rzgdne punktdw Ay, Asg, Aust

B

3 Kic(1+sinx-tcosx), Fy= Ksa

(14.13) Fo= Kiccosx, [Fp=
oraz zaznaczone na rys. 3.15b linie F = const, tzn. trajektorie naprezen stycznych. Funkcja
F osiaga najwicksza stalg warto$é na linii nieciagtosci /5.

Moment graniczny mozna znalezé w oparciu o wzor (6.9).

Gdy ¢ jest mate w poréwnaniu z a, b, ukfad linii nieciggtodci /;, ,, I miesci si¢ w nie-
wielkim otoczeniu naroza N 1 zakldca nieznacznie rozwiazanie dla ciata jednorod-
nego.

Otrzymane rozwigzanie jest stuszne, gdy punkt A3 lezy powyzej osi symetrii, a odcinek
I, nie znika. Obliczajac odpowiednie odlegtoéci zaznaczone na rys. 3.15b otrzymujemy
nieréwnosci

1 .
d1s == 04y, %—-7(1—(—-5111%—{—105%)%- >0,
{14.14)
a 1 14
015 2 O11, 1——7—7-(1—[—00570720.

Rozwigzania 2-9 przedstawione sa na rysunkach (3.16)-(3.23). Szczegdly
rachunkowe znajdzie Czytelnik w pracy [14].

N A M N A M
g N\ b v 3 VI I y ! I b Vo u
g /
st =] 3 1y 5 /] s s 1 \ & ___ds
) (534
L (o) 4.
Jal 28 | L
N A M N A M
Rys. 3.16 Rys. 3.17

Wielkoéci d,, (7, u—1, ..., 9) dobrano w ten sposéb, ze zmianie znaku d,, odpowiada
przejécie od »-tego do u-tego rozwigzania. Na ogot d,, # d,,. Te same obszary i ta sama
linia ciggloéci zaznaczone sa jednakowymi numerami na wszystkich rysunkach. Rzg¢dne
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powierzchni Fy; w punktach 4, (k,71=1,...,9, 10, s) sa takie same we wszystkich
rozwiazaniach, w ktérych wystepuje punkt 4, i wynosza:

cosx .
Fso =Ky (a—csinx),
X

] —sin

acosx+{(2b—c)sinx

Fi, = Fp = Kjacosx,

1+cosx

Fyy = K, LERETONNE B = Ky Qb—c) e
(14.15) fs * [+sinx 26 + )l+smz+cosu
Fyo = Ki(2b—0), Fl = Kyacosz,
¢
Fig=Fo3 = Fy 3y = K+[b——2~(l—cos;f)].
N AV m
! 7
!
I I ’
N A - M lo v
> s S . IB Vi s
L I I
I @ u ) 854
sl e Sl ¥, X
o) s
I L
N A M. N A M
Rys. 3.18 Rys. 3.19
A M
1
N A M L\ v
I3
I L v [/ N i
A A
[1 (&7’_
i Vi y | S
I ly S -5
s ch 13 17 —— s
dg
L
N A M A M
Rys. 3.20 Rys, 3.21



PLASTYCZNOSC CIAL O SKOKOWES NIEJEDNORODNOSOL 111

Réwnania d,, = 0 daja proste w plaszczyznie 7 = const, dzielace obszar parametréw
afb, c/b na dziewie¢ stref stusznosci poszczegblnych rozwiazan. (rys. 3.24). Punkty cha-
rakterystyczne Ay, A,, A3 maja wspotrzedne

) a _ 14sinx+cosx c 2
(14.16) A b 2Fsinx ° b 2+sinx’
a c 1-+cosx
(14.17) Ay b b 1+ sinx+cossx’
a c 2

(1418) /13: T = *b‘ = _l—I—COS% .

N A M N A M

v,
I 12 m s
b & .
4 II v It L
g
I
I { € ly k4
NWAB:
sk————— — s s = v F —
On f" ) j
et —pe-
N
N A M N A M
Rys. 3.22 Rys. 3.23

Rozwigzania podstawowe odpowiadajace punktom (14.16), (14.17y i (14.18) maja
nastgpujace dwie ciekawe wlasnoéci: ‘

1. Z rozwigzan A,, A,, A,, przedstawionych na rys. 3.25, mozna otrzymacé przez
nieznaczne zmiany parametréw afb, c/b wszystkie dziewie¢ rozwiazan rozpatrywanego
zadania.

2. Podziat ptaszczyzny 5 = const na obszary stosowalnosci poszczegodlnych rozwigzan
.est jednoczesnie okreslony przez podanie punktéw A;(A), A5(4). Laczac punkt A, z punk-
tami {0, 0}, {1, 0}, {oo, 1)(2"), 4, {0, 2} otrzymujemy odcinki 4y, Ayg, ders Arg, Aus
(d3y). Laczac punkt Az z punktami {0, 0), {oo, 13, {l, 2}, {0, 2} otrzymujemy odcinki
Ay (A4s), Arg, Agy Ay oraz potozenie punktu A,.

Wplyw wartosci » na ukifad stref 1,...,9 w plaszczyznie 7 == const sprowadza si¢
wige do ruchu punktéw 4,, A4,: gdy 7 = K_/K; roénie od 0 do 1, punkt A, porusza sie
po krzywej o réwnaniach parametrycznych (14.16) (krzywa przerywana na rys. 3.24) od
poloZenia {2/3, 2/3} do {1, 1}, za$ punkt A, porusza si¢ wzdhz prostej a = ¢ od {2, 2}
do {1, 1} zgodnie z (14.18).

(*’) Oznaczamy w ten sposéb punkt niewladciwy.
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Ostatnia okoliczno$é ogromnie upraszcza korzystanie z otrzymanych wynikéw w obli-
czeniach praktycznych. Majac dany stosunek granic plastycznosci materialéw ustalamy
potozenie punktéw A;, Az, prowadzimy proste 4,,, ustalamy dla danych parametréw
a/b, ¢/b numer rozwiazania i obliczamy moment graniczny opierajac si¢ na podanych
wartosciach F.

c/b {k
20 P ~
®
' As ///@
for punktu Az (p)
415 |/ dlap—1 21
15 %
%
@ A3 iy

L Ko 0
@ e

7
° A 4 Tor punictu Aq(p) dia p—=1

2 /\m Asr
g5 .

A SV A
0 a5 10 %5 20 g/p
Rys. 3.24
A1 Ny As
[y c c
|<—>‘ ‘4—-———
b NG ks NG b &
! PANAVS l
8|k K. 8" + Iy
f L
: & 4 Ky
2b
L.__ZE_.I L

1

Rys. 3.25 b=

Zauwazmy, ze wystgpowanie rozwigzan podstawowych typu A;, 4,, A,, jest w ogble
charakterystyczne dla probleméw skokowej niejednorodnosci (por. p.- 7.

Moina wysunaé szereg wniosk6w co do klasyfikacji pretéw rozpatrzonej klasy. Wska-
zemy jedynie, Ze

dla % <% mamy tylko rozwigzania 1,2, 3,4, 5,

dla % > 2 mamy tylko rozwiazania 6,7, 9.
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Przedstawione kompletne rozwigzanie prostego przykladu z rys. 3.13 pozwala na
analize innych zadan dla pretéw prostokatnych o skokowej niejednorodnosei. Dla przy-
ktadu na rys. 3.26 podano w oparciu o rozwigzanie 5 przebieg linii nieciagtoci w prze-
kroju preta wzmocnionego dwoma symetrycznymi naktadkami o szerokodci ¢ < a.

i e
L L ’ 2byq
<] K >_< K N\ /s
Q -+ + kT
K A N 7
a4 | || —4
& p N
2b s AN
Rys. 3.26 Rys. 3.27

Przypadek, gdy przekrdj preta jest podzielony na n czgéci przez prostokaty o po-
krywajacych si¢ dwusiecznych katéw wierzchotkowych, rys. 3.27, ma trywialne rozwia-
zanie. Moment graniczny wynosi

(14.19) M =5 > K, a20b,~a)a A(3b, 1—a, )],
v—I

Skokowa niejednorodnosé¢ plastyczna prowadzi do istotnych zmian w uktadzie linii
poslizgu, przy czym nawet najprostsze zadania w rodzaju rozwazonego powyzej ulegaja
niespodziewanie duzym komplikacjom. Podobna okoliczno$é ma réwniez miejsce, jak
widzieliémy, dla ptaskiego stanu odksztatcenia cial o skokowej niejednorodnoSci.

IV. No$no§¢ graniczna plyt kolowych o skokowej niejednorodnosci(*®)
15. Sformulowanie problemu

W niniejszym rozdziale zreferujemy pokrdtce wyniki pracy [15], w ktérej rozwazono
pewne przykltady z dziedziny no$noSci granicznej plyt o skokowej niejednorodnodei.
W ramach zalozed teorii no§nofci granicznej [35] wlasnosci mechaniczne plyty, zdefinio-
wane dla pewnego punktu powierzchni §rodkowej, uwazamy za catkowicie okreslone,
jezeli podany jest ksztalt tzw. powierzchni granicznej w przestrzeni momentéw zginajgcych
My, My, My, tzn. zwiazek F(M,z, C,) = 0. Plyta o skokowej niejednorodnosci na-
zwiemy takg plyte, ktérej powierzchnia $rodkowa’ podzielona jest na n obszaréw G, sta-
tych wewnatrz kazdego obszaru, lecz réznych dla dwu sgsiadujacych obszaréw o ksztal-
tach powierzchni granicznej, F, =0 (u=1, ..., n). Najczgiciej postaé funkcji F,

(**) W rozdziale tym zreferujemy czeéé wynikéw uzyskanych wspélinie z J. A, KSNIGIEM i przedsta-
wionych w pracy [15).

8 Mechanika tcoretyczna
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(jako funkcji M,z) mozna uznaé¢ za jednakowa dla caltej plyty, natomiast obszary G,
réznia si¢ wartosciami modutéw C,. W tym przypadku skokowa niejednorodno$é opisy-
wana jest przez odcinkowo-state funkcje C, (xl, x,), gdzie x;, x, sa wspdlrzednymi w po-
wierzchni $rodkowe;j.

Przyczyny, dla ktérych dwie sgsiadujace czesci plyty maja rézng wytizymalo$, moga
mieé rozmaity charakter. W najprostszym przypadku plyty izotropowej, jednorodnej po
grubodci, o réwnaniu powierzchni granicznej F = M{— My M+ M3+3M7,— MG = 0,
mamy M, = o, H?, gdzie o, jest granica plastycznosci, H gruboscia plyty. Skok M, moze
byé¢ wiec spowodowany badZ skokiem o,, badz skokiem H. Innym przykladem moze by¢
rozmaita struktura dwu czeéci ptyty wzdtuz grubosci. Jako typowy przyktad niejednorod-
noéci skokowej w plycie ortotropowej moze stuzyé skokowa zmiana iloSci zbrojenia
w plycie zelbetowe;.

Praca jest oparta na podstawowych zaloZeniach teorii no$noéci granicznej plyt (por.
np. [35]). W szczegdlnosci nie sa w niej analizowane lokalne tréjwymiarowe stany na-
prezenia i deformacji w otoczeniu powierzchni kontaktu czgsci o réznych wiasno$ciach
mechanicznych.

Rozpatrywaé bedziemy plyte kotowa, ztozong z dwu koncentrycznych czgsci o roznych
wlasno$ciach mechanicznych. Rozpatrzymy prosty przypadek, gdy plyta jest obciazona
réwnomiernym ci§nieniem p, a jej brzeg jest swobodnie podparty (rys. 4.1).

p

r r 1 |

N 24/ N N

R

Rys. 4.1

Zajmiemy si¢ poczatkowo plytami izotropowymi. Przyjmiemy, ze stuszny jest zwiazek
graniczny migdzy momentem promieniowym m, = M,/M, i momentem obwodowym
m, = M,[M,, gdzie M, jest momentem granicznym dla czgSci silniejszej, wynikajacy
z warunku plastycznoéci Treski, tzn.

(15.1) F = max{|m,—my,|, |m., [m,|}—f(e) = 0.

Stowarzyszone z nim prawo plyni¢cia ma postad

(15.2) i = O W OF

am,’ e om,’

gdzie x,, %, sa predkosciami zmiany krzywizny powierzehni §rodkowej pomnozonymi
przez RZ, R jest promieniem plyty, ¢ jest promieniem biezacym odnleswnym do R, prze-
cinek oznacza rézniczkowanie po o.

Skokowa niejednorodno$é plyty opisuje funkeja f(g). Dla plyty o stabym $rodku
(15.3) f(@) = nI(0, go)+I(go, 1);
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dla plyty o silniejszym §rodku

gdzie
0<s7<l, 0sg=<l,

I{a, B) za$ jest impulsem prostokatnym.
Impuls prostokatny definiuje sie jako funkcje

0, x < a
(15.5) Ia,f) = Hx—a)—Bx—F =1, a<x<f, a<p,
0, pf<«x

gdzie H(x) jest jednostkowa funkcja Heaviside’a (por. p. 7). W tych przypadkach, gdy
funkcja I(«, f) bedzie nie tylko §rodkiem dla skrécenia i czytelno$ci zapisu, lecz takze
narzedziem rachunkowym (p. 16,17), wykorzystane beda naste¢pujace oczywiste zwiazki:

(15.6) I, ) Iy, ) = Iy, p), a<y<p<9,

x x B
157 [f0I@, pdi =1, p) [fOd+16,1) [fyd, 0<a=<p<1,
0 0 0

(15.8) % U (a, B =S (0I(a, B)+/(@8(x—a)—f(F)d(x—F),

gdzie 3(x) jest funkcja Diraca (por. p. 7).

’7743“

1JC B’

) C B
D' D A AI

) 1 mp
£ r

EI I:’

Rys. 4.2

Wielko§¢ g, nazywaé bedziemy w dalszym ciagu parametrem podzialu, wielko$é 7,
okre$lajaca stosunek momentéw granicznych, parametrem niejednorodnasci (rys. 4.2).
Roéwnanie rownowagi ma postaé

, 1 L 1 _ PR
(15.9) mr+'?(mr—m<p)_ 540 Q—YO,

8*
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a warunki brzegowe
(15.10) ' =1 W=m =0,
(15.11) o=0: m, = m,.

Celem naszym bedzie zbadanie wplywu parametréw g, # na wielko$é obcigzenia
granicznego i na kinematyke poczatkowego niepowstrzymywanego ruchu plastycznego

piyty.

16. Plyta izotropowa o stabszym $rodku

Gdy 7 jest bliskie 1, to bez wzgledu na wartoé¢ o, rozwiazanie powinno byé bliskie
dobrze znanemu rozwiazaniu dla ptyty jednorodnej [35].

Rozwiazanie 1. Przyjmiemy, ze profil naprezenia {m.(0), m,(0)} lezy na boku
BC dla czesei §rodkowej i boku B'C” dla czgsci zewngtrznej, tzn.

(16.1) my = f(@) = 710, go)-+1(eo, 1)-
Skok m, na o = g, jest statycznie dopuszczalny. Podstawiajac (3.1) do (2.9) i korzystajac
z warunku (2.11) mamy

oy 17 '
(162) = —e+-- | (110, e)+1(er, D}de =
0

=@—%ﬂxmw+b~%w—%aﬂﬂan.

Warto$¢ obciazenia granicznego wynika z drugiego warunku (15.10) i wynosi

(16.3) g, = 6[1—go(1—7)].
Na podstawie (2.2) i (2.10) otrzymujemy dla calej plyty %, = 0 i
(16.4) W= wy(l—p),

a wigc kinematyka zniszczenia pokrywa si¢ z kinematyka dla plyty jednorodnej. Dla
0o=01n=1 wyrazenia (16.1), (16.2) i (16.3) daja réwniez znane rozwigzanie tego
przypadku,

Profil naprezenia wygoduie jest przedstawié w tréjwymiarowej przestrzeni m,, m,, 0.
Zalezno§¢ graniczna (15.1), (15.3) i (15.4) przyjmuje w tej przestrzeni postaé powierzchni
przedstawionej na rys. 4.3. Powierzchnig t¢ bedziemy w dalszym ciagu nazywaé powierzch-
niq wlasnosci mechanicznych. '

PrzejdZzmy do okreslenia zakresu shusznoéci podanego rozwiazania. Latwo stwierdzi€,
ze m,(p) monotonicznie maleje od wartoéci 7 dla ¢ = 1 do 0 dla ¢ = 0, jezeli 205(1—n)—
~203+(1—7) <0.

Gdy natomiast 2¢3(1—2)—203+(1—n) > 0, wtedy mamy

(16.5) m=0 dla ¢=g,= {e(l—n2[1—g(l—mI}"* > go,
a wigc m, osiaga analitycznie maksimum dla ¢ = g,,, o = 0 i nieanalityczne minimum
dla ¢ = gy, rys. 4.3. Oznacza to, ze 7 jest dla danego g, na tyle male, ze nastgpuje czgsciowe
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zamocowywanie sig¢ strefy stabszej w zewngtrznej czgci mocniejszej. Rozwiazanie bé¢dzie
wiec stuszne, gdy

(16.6) m0o) 20 fio=n—(0d—0d)/(1—e}) =0.

Mozna przekonaé si¢ ponadto, ze warunek m,(o,) << 1 jest spelniony zawsze.

Rozwigzanie II Gdy parametry podzialu gy lub nigjednorodnosci 9 nie spetniaja
nier6wnosci (3.6), w obu czedciach plyty pojawiaja si¢ strefy ujemnych momentéw m,.
Stany naprezenia w przedziatach (0, &), (&1, 00), (00, &), (63, 1) odpowiadaja kolejno
bokom BC, CD, C'D', B'C’, co przy uzyciu funkcji impulsu mozna zapisaé jednym
wzorem
(16.7) my = 110, 0o)+1(0o, 1)+mI(&, &).

Podstawiajac (16.7) do réownania réwnowagi (15.9), catkujac je i spetniajac warunki
mr(o) =17 mr(é-l) = mr(éz) = mr(l) =0 > O_trZymamy

2 3 2
(16.8) m, = 77(1 — —%) 10, &)—n [—2“ (% - 1) —In %1] I(&1, 00)—

3
—~ [—’L <e%—f%>—1nﬁ]f<eo, £)+ 1 (0—E) (1—) (+o+£) 16, 1),
243 & 331
przy czym obcigzenie graniczne wynosi '

6
s = 727;
1

(16.9)



118 JAN RYCHLEWSKI

wspolrzedne za§ &, &, wyznaczajace zasigg stref ujemnych momentéw m, okreslone sa
przez przestgpujacy uktad réwnan:

(16.10) &= (1+&+&m,
3 & & &
) i Lin 22— 2L — 0.
(16.11) 2 17( 5%) Fln o -17111 o 0

Potozenie profilu momentéw na powierzchni wlasnosci mechanicznych pokazano na rys. 4.4,

Rys. 4.4

Na podstawie (15.2), (15.7) mamy », = 0 w przedziatach (0, &), (&, 1) i %, +%, =0
dla przedziatu (&;, &,). Mozna to zapisaé w postaci réwnania

. 1 )
(16.12) w4 ?I(El, E)w = 0.
Calkujac to rOwnanie mamy

(1613) W= wo—woc{—g— 10, &)+ (1+1n i)f(fl, &)+ (1n§+i)1<fz, 1)},
51 51 El 62

przy czym z warunku brzegowego w(l) = 0 wynika
¢ = &/(1+&,1n &/8).
Stosujac wzér (15.8) tatwo stwierdzi¢, ze w' jest funkcja ciagta(®?), w'" funkcje skokowa,

i dopiero W'’ zawiera d-funkcje od &, &,.

(*") Przedziat (0, a), @ < 1 w niniejszej praoy rozumieé bedziemy jako przedzial (— &, @), za$ przedziay
(a, 1) jako przedzial (a, 1+4€), 6> 0. Stad np. I'(0, @) = 8(x)—d(x—a) = ~S(x—a) w interesujacym
nas zakresie zmienno$ci x, 0 << x < 1.
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Przejdzmy do zbadania zakresu stusznosci przedstawionego rozwiazania. Funkcija
m,(¢) ma maksimum analityczne w punktach o = g, = (£, +EYP > &, 0 =0 1i nie-
analityczne minimum dla ¢ = g,, rys. 4.4. Powinny by¢ spelnione zatem warunki

(16.14) m, (o) < S12 <0
(16.15) £ <0 Jos = Ingo—[nB—In3n)—1]2(1—7) >0
(16.16) m,(@o) = —n Ingg /51—390/51‘1‘5 0 tzn.

Joa = &, 09)—0,73g, = 0

gdzie &(n, o) jest okreSlone przez uktad (6.10), (6.11). Mozna stwierdzié, ze warunek
m,(0) < 1 jest zawsze spetniony.

Rozwigzanie IIl. Gdy parametry %, g, nie spelniaja nieréwnoéci (16.15), obszar
ujemnego momentu m, ogarnia cata czg§¢ mocniejsza plyty. Wtedy

(16.17) my = n1(0, 0o)+1(gy, )+mI(&, 1).
Korzystajac z réwnania réwnowagi i warunkéw m,(0) =, m(&) = m,(1) =0
otrzymujemy

0619 m=n (1= L)1, er-n| 2% 1) -m L], -

3
_[2;72 ]I(QOsl)’
przy czym parametr & okreslony jest przez zaleznosé
1 39 1 3y .
(16.19) ln?1 T§—§+T+(?7 Ding, =0,

obciazenie za$ graniczne wyraza si¢ nadal wzorem (16.9). Latwo zauwazyé, Ze wyrazenia
(16.17), (16.18) i (16.19) otrzymuje si¢ z (16.7), (16.8) i (16.11) przy &, = 1. Analogicznie
rozktad predkoéci ugigcia wyraza sig wzorem:

(16.20) W=wo~woc{ 10, 51)+(1+1n )1(51,1)} ¢ =1)(1—In&).

Zakres stusznoéci rozwigzania 3 okreélaja warunki
(16.21) m(l) =1, f3<0,

(16'22) mr(QO) 2 -7, f24 < 0: n = lenQO/(1’81598_2’815)'
W zapisie ostatniego warunku wykorzystali§my zwiazek (16.19).

Rozwiazanie IV. Niech w rozwigzaniach II, III parametr podzialu g, bedzie
ustalony, parametr za$§ niejednorodnosei n zmniejsza sie. Przy pewnej wartosci 7 = #*
mamy znak réwnoéci w zalezno$ci (16.16) dla rozwiazania II lub (16.22) dla rozwigzania
III. Odpowiada to sytuacii, gdy
(16'23) m, (QO) = —""77*’ Er = 0’73901 77 = 77*(00)1

a wigc w punkcie kontaktu obu czeéci plyty realizuje si¢ stan D (por. rys. 4.2). W tym
przypadku predkoécei x,, %, nie sa dla ¢ = g, jednoznacznie okreSlone ze wzoréw (15.2).
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Inaczej méwiac, dla n = #* na ¢ = g, mozliwe staje si¢ powstanie przegubu plastycznego.
Przegub ten nalezy rozumieé jako powstajacy w czeéci stabszej w bezposredniej bliskosci
punktu kontaktu. '

Dalsze zmniejszenie si¢ # prowadzi do takiego schematu zniszczenia, przy ktérym
uplastycznienie osiagane jest tylko w stabszej czesci §rodkowej, ktéra pracuje jako plyta
zamocowana w sztywnej czeSci zewngtrznej.

Profil naprezenia m,(p), m,(0) dla tego przypadku uzyskujemy z profilu (16.7), (16.8)
ustalajac n = n*, & = &, & = &F i zmniejszajac skalg, tzn.

(1624) @ = Lmo, &, @ = Lo, & €

dla f,, < 0. Cdony z I(0, &), I(&F, 0,) opisuja wowezas znane rozwiazanie dla plyty
zamocowanej o promieniu g, R, natomiast cztony z I(gy, &%), I(£¥, 1) opisuja przedtuzenie
profilu naprezenia w czeg§¢ sztywna, lezaca wewnatrz powierzchni wlasno$ci mechanicz-
nych.

Analogicznie mamy

(16.25) m(@) =Tl e, o ) mo@ = e o, 1 €)
*
dla f,3 > 0. Profile (16.24) i (16.25) réznia sie tylko przedluzeniem w obszar sztywny.
Obciazenie graniczne wynosi

(16.26) gy = 11,26n/08.

Korzystajac z‘(15.2), (16.24) i warunku w(g,) = 0 kinematyke poczatkowego ruchu
uzyskamy w postaci

(16.27) W = wo {(1—co/éDI(0, &)+ [1—c(1+1In /&)1 (41, 00)}

gdzie ¢ = 1/(1+1Ingy/&;). Korzystajac ze wzoru (15.8) widzimy, ze w' jest funkcja skokowa,
natomiast

(16.28) W = T I )+ 0.

0

0

Wystepujaca w tym wzorze d-funkcja Diraca stanowi formalne odzwierciedlenie
przegubu plastycznego, dajac nieskonczona warto$é predkosci zmiany krzywizny radialnej
%,. Zwrdémy jeszcze uwage na to, ze przy operowaniu zapisem tego rodzaju nie zachodzi
potrzeba oddzielnego traktowania przegubdéw plastycznych np. przy obliczeniu mocy
dyssypacji.

Zbiorczy obraz zakresdéw stusznoSci poszczegblnych rozwiazari przedstawiono na
rys. 4.5. Mozna stwierdzié, ze w kazdym przypadku wszystkie podane wyzej odpowiada- -
jace sobie wyrazenia z sasiadujacych stref przechodza w siebie na liniach podziatowych.
Linie == 1, oy = 0 odpowiadajg ptycie jednorodnej o momencie granicznym réwnym Mo,
linia g, = 1 odpowiada plycie jednorodnej 0 momencie granicznym réwnym #nM,. Linia
kreskowana dzielaca obszar 1 odpowiada pojawieniu sie ekstremum m, w czgéci ze-
wngtrzne;j.
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Wynikiem istotnym dla praktyki jest, jak si¢ zdaje, wyznaczenie granicy .obszaru 4,
Saa(00, M) = 0, fas0o, n) = 0. Dla wartoéci parametru podziatu g, i parametru niejedno-
rodnodci 7 lezacych powyzej tej linii, obie cz¢ci plyty wspdlpracuja ze sobg w stanie
granicznym; dla wartoSci go, 7 leZzacych ponizej tej linii, nastepuje zniszczenie tylko czesci
§rodkowej, a wigc material czeSci mocniejszej nie jest w pelni wykorzystany. Aspekt

i

1

13

Rys. 4.5

inzynierski tego stwierdzenia jest nastepujacy: gdy cze§¢ mocniejsza projektuje si¢ jako
«pier§ciefiy majacy. stworzy¢é zamocowanie dla plyty érodkowej, to wybdr promienia
podziatu ¢ okresla jednoznacznie minimalny konieczuy stosunek momentu granicznego
«pierécienia» do momentu granicznego ptyty n = n*.

Godne odnotowania sa nastgpujace dwie ogdlne obserwacje jakosciowe, wynikajace
bezpoérednio z rys. 4.6: przy dowolnej warto$ci parametru podziatu p,,

1) dla > 1/3 w plycie nie wystepuja strefy ujemne momentéw radialnych,

2) dla n = n4 = 1/11 obie czesci plyty wspOlpracuja w stanie granicznym.

17. Plyta izotropowa o mocniejszym Srodku

Opis zachowania si¢ ptyty jest w tym przypadku prostszy od przedstawionego w p. 16.
Rozwiazanie I Podobnie jak w p. 16 przyjmiemy, Ze profil naprezenia m,(p),
m,(p) odpowiada bokom B'C’, BC. W6wczas
7.1 m, = 1(0, go)+n1 (o, 1.

Podstawiajac te zalezno$é do réwnania réwnowagi, catkujac je i spetniajac warunk1
m.(0) =1, m,(1) = 0 otrzymamy rozklad momentu

N B n+eo( ) . 20(1~—7) )
(17.2) m, = {1~¢*[n+eo(1 7] }1(0 e+ (=l tet s e, 1)

oraz warto§¢ obcigzenia granicznego
(17.3) . g = 6[n+eo(l—n)].
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Rozktad predkosci okredla wzér (16.4). Przy n = 1 lub gy = 0 otrzymane zaleznosci
okreslaja rozwigzanie dla plyty jednorodnej o momencie granicznym odpowiednio M,
1 Mo(*).

Analiza wyrazenia (17.2) wykazuje, Zze m, jest monotonicznie malejaca funkcja o,
Zakres stuszno$ci rozwigzania I okresla wige jedynie warunek (rys. 4.6)

(17.4) m(e0) <My, = n*(0) = (1—0d)/(1+05—ed)-

Rys. 4.6

Rozwiazanie 1I. Gdy dla ustalonego g, parametr niejednorodnoéci spada do
warto§ci 7 = * na ¢ = g, mamy m, = nM, (punkt B’) i mozliwe staje si¢ powstanie
przegubu plastycznego.

Dla 5 < n* schemat zniszczenia odpowiada ruchowi czgéci mocniejszej jako bryly
sztywnej, uplastycznia si¢ natomiast cata zewngtrzna czgSC stabsza, pracujaca jako plyta
pierécieniowa, zamocowana na pionowo przesuwnym brzegu wewngtrznym o = g, i ob-
cigZona poza ci$nieniem prostopadiym p dodatkowo pier§cieniem sit skupionych na
0 = @, 0 intensywnosci ¢, = ppg R?/2. Rozwigzanie ma postaé ,

(17.5) m, = ;%.—mi(e, n*),  my= %mi’(e, %),

gdzie wyrazy z I(0, p,) reprezentuja przedluzenie profilu naprezenia w obszar sztywny,
lezace wewnatrz powierzchni wlasno$ci mechanicznych.
Obcigzenie graniczne wynosi

6n.M,
17.6 kil A

(®®) W przypadku g, = 0 punkt ¢ = O jest oczywifcie punktem osobliwym.
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rozktad za$ predkosci okresla wzor

I—p
I(og, 1).
1__@0 (QO )

Zakresy stuszno$ci przedstawionych rozwigzan obrazuje rys. 4.7; obszar braku wspél-
pracy jest tu znacznie wigkszy niz dla przypadku przedstawionego na rys. 4.5. Przebieg
linii podziatu jest w dobrej zgodnosci z wyobrazeniami intuicyjnymi.

17.7) w = Wwel (0, o)+ W,

n 4\
4
@
2=0"(po)
@
0
1
Rys. 4.7

W pracy [15] zanalizowano w podobny sposéb no§no$¢ graniczna plyty ortotropowej
o skokowej niejednorodnoéci (ptyta Zelbetowa).
' Od autora. W czasie opracowania przedstawionej powyzej problematyki autor spotykat
sig z zyczliwoScia i konstruktywna krytyka ze strony wielu os6b. Autor cheiatby podzie-
kowa¢ tg droga za stowa zachety prof. dr Wactawowi OLszakowl, prof. dr Wojciechowi
UrBaNnowskieMU, prof. dr G.S. Szarirz (AN ZSRR), prof. dr Antoniemu Sawczu-
kowi i doc. dr Wojciechowi SzCZEPINSKIEMU. Zawsze chetnymi stuchaczami i wnikliwymi
dyskutantami byli koledzy z Instytutu Podstawowych Probleméw Techniki, przy czym
autor jest szczegdlnie wdzieczny dr inz. Andrzejowi KoniGowi, dr inz. Markowi JANA-

sowl, mgr Janinie OSTROWSKIEI, mgr inz. Jerzemu ZAWIDZKIEMU i mgr inz. Jerzemu
NAJAROWI.
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Pesmome

TJIACTUUYHOCTS TEN C PA3PLIBHOM HEOTHOPOIHOCTBIO

Bornpock! COBMECTHOH IMNacTHYECKOH Ae(OPMaLMH pasHbIX METAINIOB M HEKOTOPbIE BOMPOCHI MPOY-
HOCTH COCTABHBIX KOHCTPYKUHI BLI3BIBAIOT HEODXOMHMOCTh PACCMOTPEHHUS IIACTUYHOCTH TeJI C NOBEPX-
HOCTSIMU PA3pbiBa NMPOUYHOCTHBIX CBOHCTB. TaKue Tena HASBAMBI TEJaMM C PASPEIBHOH INIACTHUECKOIT
HEOHOPOIHOCTEIO,

B nacroswei paboTe B3naraloTca pesysbTaThl ntostyyeHmble B [10]-[16]. Cpenana onbITka ompcagns
TINACTHYHOCTH TEJI C Pa3pbIBHOM HEOIHOPONHOCTRIO HA OCHOBE MATEMATHUECKON TEOPHMH YKECTKO-IUIACTH~
YecKOro HEeYNpPOYHSILIEroca TENa,

B nepBoif uacTH [(A€TCS HEKOTOPas YNpOLUenHass MOMENL CThIKA JBYX uacTell TeNia ¢ Pa3NHuHbIMK
TIpefeNiaMi TEeKYYeCTH, HENPOTHBOPEUAINAsA OCHOBHBLIM NPEACTABIICHUAM TEODHMH HISANIGHOM ILIACTHY-
HOCTH. IIpHBEREHLI HEKOTOPBIE OMBITHLIE NAHHBIE.

Bropasi yacTs paboThI, COCTABIAIOIIAS IIOJIOBHHY €€ 00beMa, NMOCBAIIEHA MATEMATHUECKOH Teopmu
Tuiockoro nedjopmuposantoro cocroaHusa. C (opmansol TOUKK 3PEHHS BONMPOC CBOIUTCA K PEIIECHMO
KBAsUNHHEHHON I'MIEpGONIMUECKON CHCTEMBI YPAaBHEHHl NepBOr0 MOPANKA, ¢ PasphIBHLIME Ko3(pdu-
nuenTamu. HecnenoBannl cBoHCTBA NOJIS HANPAMEHMHE K MOJSA CKOPOCTEH B OKPECTHOCTH JIMHMH KOH-
TaxkTa. PaccMOTpEHa JIOKAJBHASA KAPTHHA XapaKTEPHCTHK, IIpHBENCH NONHBIN aBanMs HANPAKEHM
¥ CKOPOCTEH B 3afaye 0 HAYANLHOM IUIACTHYECKOM TEUSHHH KIIMHA HATPY>KEHHOIO PABHOMEPHOM GOKOBOIL
HATPY3KOH Ha yacTH rpamy. IIJIs ON¥CcaH¥s DaspbLIBHBIX IIOJIEH CKOPOCTell HCIOJB30BaHbl IpoCcTeiiutne
06001eHHbIe DYHKIMH. DTO A0 BO3MOYKHOCTh [IPOBECTH 4HANW3 COIVIACOBAHHOCTH NAHHLIX pernresuil
C KDHTEPHEM HEOTDHUATENBPHOCTH MOIUHOCTA NHCCHIIALKMH 3HEPTHH.

Jano peutenne 3ajayuu 0 HaYaJbHOM JUIACTHYECKOM TEUSHHH ITOJYNPOCTPAHCTBA C HEKOTOPLIM BHIOM
pPas3pbIBHOM HEOQHOPOJHOCTH, ION NEHCTBHEM >KECTKOro rramma. OIMMCAHO NOTYUEHHOE COBMECTHO
¢ M. Apuumw, [16], pemrenye 3agayu O BOJIOUEHHMH TPEXCIIOHHOM MOJIOCHI YEpe3 IUIANKYI0 MATPHIY.

B TpeTbelt 4acTH -pacCMOTPEHA HECYIIAf CIOCODHOCTh CKPYUMBAEMBIX CTEPYKHEH € COCTABHBIM Ceye-
HueM. CTEPIXKHM MHOIOCBSI3HOIO CEYEHHS SABIIOTCS YacTHbIM CIYU4eM DPACCMATPHBAGMOIo KJlacca
creprkHeli. [IpuBenEeHBb! HEKOTOPEIE KAYECTREHHEIE DE3YJIPTATLL U JAHKI MIPUMEPE! PELUEHHE AR CTEPXK-
Hell Kpyrjoro ¥ INpPSIMOYTONBLHOTO CEUEHHS,

B yersepToif uacTi naHO MONy4yeHHOe coBmecTHO ¢ A. KéHurom [15] penrenme samaum o necymyeif
€rocoGHOCTH KPYriIoi IUIaCTUHEI, COCTOAWEH W3 ABYX KOHUEHTDHUYECKHYX UacTeil ¢ pasiIMUHBIMH Ipe-
IEeJIbHBIMH MOMEHTAMHM,

Summary

PLASTICITY OF THE BODIES WITH JUMP NONHOMOGENEITY

Problems concerning joint plastic treatment of different metals and some problems of strength of
constructions composed of different materials involve consideration of the plastic deformation of the
bodies possessing surfaces on which the moduli describing plastic properties undergo jumps. Such bodies
are called bodies with jump plastic nonhomogeneity.

The work includes joint presentation of the paper [10]-{16], in which an attempt of describing some
aspects of the plasticity of the bodies with the jump nonhomogeneity has been made on the basis of the
mathematical theory of the rigid/perfectly plastic body.

The paper starts with the formulation of a simplified theoretical model of the joint of two parts, each
of them with different yield point. The model is built on the assumption of ideal plasticity. Some ex-
perimental data are also presented. :

The second chapter, which is a half of the entire contents of the paper, deals with the mathematical
plane plastic flow theory. Formally, a quasilinear hyperbolic system of the first order with discontinuous
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coefficients is here encountered. The properties of the field of stresses and of velocities in the neigh-
bourhood of contact surfaces are examined. The local picture of the characteristics is discussed. The full
analysis of stresses and velocities in the problem of initial plastic flow of the wedge with uniform lateral
pressure acting on a part of its edge is presented. The description of the discontinuous velocity fields is
carried out by the simplest distribution. This enables to analyse the agreement of the solutions with the
postulate of non-negative power of energy dissipation. The solution to the problem of initial plastic flow
in the half-space containing some kind of the jump nonhomogeneity is presented when a rigid punch
acts on the bounding plane. The solution to the steady drawing process of some sandwich strip through
smooth dies, obtained by M. Arcisz and the author [16] is discussed.

The third chapter deals with the limit analysis of twisted bars containing a transversal jump disconti-
nuity. The bars of multiconnected cross-section can be considered a particular case of the discussed class.
Some quantitative results are found and examples of solutions for bars of both circular and rectangular
cross-sections are shown,

In the fourth chapter, the solution to the problem of the limit analysis of the circular plate consisting
of two concentric parts with different strength is considered. This solution has been obtained by
A. Xénig and the author [15].
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MECHANIKA

TEORETYCZNA

1 STOSOWANA
1,4 (1966)

UKEADY WSPOERZEDNYCH PROSTOKRESLNYCH
W GEOMETRU POWIERZCHNY SRODKOWEJ CIENKICH POWLOK

KRZYSZTOF WILMANSKI I CZESEAW WOZNIAK (L6DZ)

"1, W opracowaniach z teorii powlok cienkich zajmowany przez material powloki
obszar w trojwymiarowej przestrzeni euklidesowej bywa z reguly parametryzowany ukla-
dem tzw. wspdlrzednych normalnych. Uklad ten jest utworzony z rodziny powierzchni
£3 = const rownoleglych do $rodkowej powierzchni powloki (£ = 0) oraz z dalszych
dwéch rodzin £° = const, § = 1, 2, ortogonalnych do poprzednich i danych sposobem
parametryzacji powierzchni $rodkowej. Uklady wspdirzednych normalnych sa w teorii
powlok cienkich zwlaszcza wtedy dogodne w zastosowaniu, gdy odksztalcenie powloki
przebiega zgodnie z zaloZeniami geometrycznymi teorii Kirchhoffa-Love’a. Zalozenia te
sg bowiem od razu spehlioﬁe, gdy ukfad wspélrzednych normalnych &, &, & przyjmiemy
jako konwekeyjny (odksztalcajacy si¢ wraz z powloka) oraz jednoczesnie gdy potraktu-
jemy & jako odlegloé¢ dowolnego punktu materialnego powloki od jej powierzchni
$rodkowej.

Zupetnie ogdlny sposéb podejscia do réwnan teorii powlok cienkich uzyskamy nie
wprowadzajac wspdlrzednych normalnych, lecz parametryzujac powierzchnie $rodkowa
powloki oraz jej przestrzenn dwoma niezaleznymi ukiadami wspéirzednych: powierzchnio-
wym 1 przestrzennym (por. np. [1]). Przyjecie takie prowadzi jednakze do ztozonej postaci
réwnan teorii i nie jest dogodne do zastosowania metody wspotrzednych konwekcyjnych,

W przedstawionym komunikacie beda omowione uklady wspétrzednych nazwa
prostokredlnymi, ktére mozna przyjaé za konwekcyjne réwniez, gdy na odksztalcenie
powloki nie sa narzucone wigzy geometryczne teorii Kirchhoffa-Love’a, lecz gdy rozwa-
zamy teorig «drugiego przyblizenian. Uwzgledniamy w ramach tej teorii wydtuzenie lub
skrécenie elementéw materialnych powtoki, normalnych w jednej konfiguracji do tej
powierzchni §rodkowej, oraz zmian¢ kata nachylenia tychze elementéw do powierzchni
$rodkowej. Takie podejicie do zagadnienia mozna znaleZé w pracy [3].

Szczegblnymi przypadkami prostokre§lnych ukladéw wspdirzednych sa uklady nor-
malne.

Oznaczenia. Przyjmujemy, ze wskazniki kontra- i kowariantne, oznaczone literami
greckimi, przebiegaja ciag 1, 2, a oznaczone literami alfabetu lacinskiego ciag 1, 2, 3.
W stosunku do wszystkich wskaZnikow zastosowano konwencje sumacyjna.

Przecinkiem oznaczono w pracy rézniczkowanie czastkowe wzgledem zmiennych
znajdujacych si¢ po jego prawej stronie. Np.: gi; = 0g;;/06% . Kreska pionowa oznacza
w pracy pochodng kowariantng. Nawias zwykly obejmujacy wskazniki oznacza czgéé
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symetryczng tensora wzgledem wydzielonych wskaZznikéw, nawias kwadratowy — cze$é
antysymetryczng.
W stosunku do wielkosci o charakterze wektorowym zastosowano notacje absolutna.
Ponizej zestawiono inne wazniejsze oznaczenia:

{&} uklad wsp6trzednych prostokresinych,
T(&) promien wodzacy przestrzeni otaczajacej rozwazanga powierzchnig ,
r(&%) promien wodzacy powierzchni s,
g; wektory bazy ukladu {&'} w przestrzeni otaczajacej powierzchnig ,
g; wektory bazy ukiadu {&} na powierzchni = (dla & = 0),
Zij tensor metryczny ukfadu {7},
&ij» 'Eij, ”g,v,- pierwszy, drugi i trzeci tensor podstawowy powierzchni sz,
[lf, kl; { j‘k} symbole Christoffela pierwszego i drugiego rodzaju w przestrzeni otaczajacej
_ powierzchnie 7,
[ij; )); {/’x} symbole Christoffela dla & = 0,
ﬁ’,,,s, tensor krzywizny Riemanna-Christoffela.

2. Niech réwnanie powierzchni §rodkowej powloki, ktéra dalej nazywaé bedziemy
powierzchnig 7, bedzie dane réwnaniem:

2.1) r = r(¢, &),
gdzie {£}, 6= 1,2, jest ukladem wspélirzegdnych krzywoliniowych przyjetym na tej
powierzchni. Wektory bazy tego ukladu zapiszemy wtedy w postaci

ox
2.2) g = aig'g =T

Przyjmijmy na rozpatrywanej powierzchni pole wektorowe

g = g(&, &),
najezajace ja w dowolny sposéb. O funkcji g, zakladamy, ze jest dostatecznie regularna
dla dopuszczenia operacji wykonywanych na niej w dalszym ciagu pracy. Punkt 4 lezacy
w otoczeniu powierzchni & (przez otoczenie powierzchni rozumiemy tu obszar jedno-
"ednoznacznoéci parametryzacji ukltadem {&'}) mozna wtedy parametryzowa¢ réwnaniem:

23) F(E) =r(@)+Eg(&), i=96,3.

Uzaleznia ono punkty przestrzeni otaczajacej powierzchni¢ jedynie od wielkosci na niej
danych (rys. 1).

" Uklad {&°, &} bedziemy dalej oznaczaé {&) i nazywaé ukladem wspétrzednych
prostokresinych. Jego linie parametryczne dla £ = 0 pokrywaja si¢ z liniami parametryez-
nymi uktadu wspéirzednych {&°}, a linie parametryczne &° = const sa prostymi o kie-
runkach danych na powierzchni o przez pole wektorowe g;. Wektory bazy ukladu prosto-
kre$lnego okreéla réwnanie

_a

24) &=z

= f,i-

Kwadrat elementu liniowego z otoczenia powierzchni 7 zapiszemy wtedy w postaci
dst = dt - df =% df dE) = @0+ 8g9),- +E080), 48 dE/,
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skad po przeksztalceniach otrzymamy
(2.5 ds® = g, dE dET = [g 428 g+ (832 gy  dE dEL,

gdzie §; jest tensorem metrycznym przestrzeni otaczajacej powierzchni¢ m. Précz tego
w powyzszym wzorze wykorzystano nastgpujace oznaczenia:

dar : . .
gii—8g" g pierwszy tensor podstawowy powierzchni,
dar

(2.6) "8 =83, 8y drugi tensor podstawowy powierzchni,
g = 2, @s; trzeci tensor podstawowy powierzchni.

AEse’)

Rys. 1

Jak latwo sprawdzié, trzeci tensor podstawowy mozna wyrazié przez drugi tensor podsta-
wowy i sktadowe kontrawariantne pierwszego tensora podstawowego. Zalezno$¢ ta ma
postac:

2.7 C gy ="gu'gng",

gdzie g = ok

Bezposrednio z definicji wynika, ze skladowe kowariantne drugiego tensora podstawo-
wego tworza nastepujacag macierz:

' . ‘8 Em
(28) (ga=|% %),
3. W dalszym ciagu pracy bedziemy réwnieZ korzystaé ze skltadowych kontrawariant-
nych tensora metrycznego §;;. Znajdziemy je w postaci rozwinigcia w szereg potegowy:

| :
G.1) =

kj

NG

‘:kOQ

~

A

<

9 Mechanika teoretyczna
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gdzie
car 01g%
3.2 kj 2L
62 S Ay
Wykorzystamy teraz zwiazek wiazacy skfadowe kontra- i kowariantne tensora metrycz-
nego
(3-3) gikg'kj = 5{
Po podstawieniu do réwnan (3.3) zaleznosci (2.5) i (3.1) oraz po przyréwnaniu wspot-
czynnikéw przy tych samych potggach &% otrzymujemy:

(68 =0).

(3.4) g = gt 283 gD (£3)2(4 g gUD—"ghn gl gy 4 L.
Wykorzystano tu réwnosci (2.7), oraz zwigzek

(3.5) " g, g g

4. Przejdziemy obecnie do okre§lenia operacji rézniczkowania w otoczeniu powierzch-
ni . Do wyznaczenia pochodnej kowariantnej musimy zna¢ symbole Christoffela. Mozna je
znalezé w sposob prosty korzystajac ze zwiazkéw:

850 ="F4 = 2+ 8,
(4'1) %6,3 = l:‘:,ds = gﬂ,b’

g3 = F 35 = 834,

£33 = 833 = 0.

Poniewaz (por. np. [2], str. 26)
4.2 [if; k] = &, - @.,j,
wigc dla £3 = 0 otrzymamy nastg¢pujace wzory:

~ 1
‘ [64; 0] = [04; 0]igsny = 5 (850, 810,6—8s2,0) ‘

4.3) [04;3] = [5;:; 3)ies0) = 8305, 'g(a;.),
[03; 1] = [03; i]@ws—0y = "&si)
[33; 8] = [33; 3] = 0.

Przez podniesienie wskaznika pierwszym tensorem podstawowym powierzchni dochodzimy
do zaleznoéci:

{5} = g"[04; 1] = g°?[04; 9] +8(2ags,1y— "&(ony)
{52} = &°[02;i] = g™ [02; P +£8%(gs(s,1y— '8 on)»
{45} = £Y[36; 1= "g',

{gs) = {&} = 0.

Wykorzystujac powyzsze zwiazki mamy na przyklad dla pola tensorowego Tj; na po-
wierzchni (&3 = 0) nastgpujgce wzory:

(4.4)



UKeADY WSPOLRZEDNYCH PROSTOKRESLNYCH 131

[ Tisle = Tijo— {83 Ty~ {fo} T
| Té).lg = T61,3—~ {5’?}}Tkl_ {{E}Tﬁk’

4.5) Tssls = Tona— {35} Thas
Tgls = T31,8— {;.ka} Ty,
T33|3 = Tas,a-

5. Podane powyzej symbole Christoffela pozwalaja napisaé réwnania istnienia po-
wierzchni przy nieortogonalnym najezeniu. Punktem wyjScia bedzie tu wlasno§¢ przes-
trzeni euklidesowej, stanowigcej otoczenie powierzchni zz. Wiemy mianowicie, ze w tej
przestrzeni tensor krzywizny Riemanna-Christoffela jest réwny zeru [2]. Mozna to za-
pisa¢ w postaci

A

(51) —Rprst =0,
gdzie
R 1 & & & . & smn T N A
(5.2) Rppst = > (gpt,rs+grs,pt_gps,rt'—grr,ps)’l“g ([rs; m][pt; n]—[rt; m][ps; n)).
Zwiazki (5.1) i1 (5.2) prowadza do nastgpujacych zaleznosci:
| jél?tl&(g3 = 0) = R1313 =0,
R2323(§3 = 0) = Roges = 0,
R1323(§3 = 0) = R1328 =0,
le2(§3 =0) = Ry, = 0,
Ry315(8% = 0) = Ryapp = 0,
R1321(§3 = 0) = Rygay = 0.
Wykorzystujac zwiazki (4.3), rownania (5.3); i (5.3), zapiszemy, jak nastepuje:

(5.3)

1 ’ 1o ok mn | 1
Rsass = o 4 8(38),6 gék Csk—&a,00)+8& [36; m][3d;n] =0 (d — niesumowane!),

natomiast réwnanie (5.3), przyjmuje postaé

L

Rygen = 5 2 Ig(13),2+2 '8’(23),1'—2 'gik 'g2k—833,12)+g"'" "Gom '&1n = 0.

Powyzsze zalezno$ci mozna napisaé w postaci uktadu réwnan

(5.4) 8u3,00 = '€s32 8-

Skladowa Ryy,, opisujaca zakrzywienie powierzchni =, po rozwinieciu przyjmuje
postac

1
(5.5) Ryps= -5 (2g12,12——g11,22—g22'n)+g"'”([12; m][12; n]—[22; m][11; n]) =

1 )
=5 (2g12,12—g11,22—822,11)+g‘u([12; S1[12; AJ—[22; 8][11; -+

. +g63{[12; 5](83(1,2)“’8.(12))—‘[22; 5](g31,1—'gu)}+g"3{[12; 5](8’3(1,2)—'8(12))—
—[11; 8)(gas,2—"822) } +£% { (830,00~ "8 (Gact,0— "Euo)) —
_(g32,2_’g22)(g81,1_,g11)} = 0.

L
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WprowadZmy oznaczenie
(5.6) Ry = —g{—2[12; 8] ‘gan+[22; 0] 'gu+[11; 6] ges} -+£% det’g ) —
_gm{_zgaa,z) "z T8aa,2 ‘g1 8311 'Goo) -

Roéwnanie (5.5) okresla teraz zalezno$é

1
(5.7) Rfopp = 7 (g11,22-2g12,12+g22,11)+g“([12; 01[12; A]—[22; d][11; A—

—g%([22; Olgn—2[12; Olgsq,o)+ [11; 6183 20)--8°2(8s(1,2) 8a1,2)—&o1,1832,0) -

Ostatnie dwa réwnania istnienia powierzchni otrzymamy z warunku zerowania sie
sktadowych Rys1p 1 Rygoq tensora Riemanna-Christoffela.
Pierwsze z nich zapiszemy w postaci

1 ’ ’ mn/t 7
Rogyy = D3 (2 8oo11831,00—2 g(21).2_gaz.21)+g (gunl22; nl—"g, [21; 1),

drugie natomiast jako zalezno$é

1 4 7 mn/t 4
Rigyy = 3 (2 g2t L€a011—2 8(12),1"‘831,12)‘}‘5 (gamlll; nl—"g1,112; n]).

Po przyrownaniu tych zwiazkéw do zera otrzymujemy:

1 ! 1. ’ 7.
(5.8) 383[2,1” = "8, {p[2; “5” g1]6+(gs(tp,[z)—‘ g(m[e)) gus-

6. Przytoczymy jeszeze zwiazki okre§lajace pochodne czastkowe wektoréw bazy
25, g° 1 wektoréw g, oraz g8, Odpowiadaja one klasycznym wzorom Weingartena-Gaussa.
Mozna je otrzymaé bezposrednio ze zwiazku (por. np. [2], str. 25)

(6.1) g, = [j; Klg", gl,= —{ug

W naszym przypadku przyjmuje on postaé:

85,2 = [04; 9] g2+ (830, l)—'g(,m)gs,

l 83,5 = ’ga,-gi,

l g1 = — g% [g; v1g*—g%(gsr, oy — 810 8" — 81’87,
g% = —g"*[04; ¢ 8" —&% (ga(s, 1y— '&(o1) &' —25° 8"

(6.2)

7. Na zakonczenie wykazemy, Zze przyjecie pola wektorowego g ortonormalnie do
powierzchni JT prowadzi do ukladu wspélrzednych normalnych. Zgodnie z definicjg (2.6)
tensor metryczny g;; posiada wtedy pigé skladowych niezerowych

u gon O
(1.). lg;] = [ 0 1 ]
i na powierzchni £ = 0 mozna przyja¢ pierwszy tensor podstawowy w postaci
(1.2) 8o = 85 (88 = 0).

W drugim tensorze podstawowym znikajs przy powyiszym przyjeciu skladowe 'gss.
A wigc uktad pierwszego i drugiego tensora podstawowego powierzchni v jest wtedy taki
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sam, jak we wspohrzednych normalnych. Po wykorzystaniu uproszczed wynikajacych
z ortonormalnoéci g; symbole Christoffela, okreslone wzorami (4.3) i (4.4), maja postaé

1
[64; 0] = 5 (850, 2810, 6852, 5)»

(7.3) [04;3] = —'gss,
[03; 4] = 'gaa,
[33; 0] = [63;3] = [33;3] = 0,
{51} = g7 [04; ¢],
{;A} = “,‘,gﬂ,
oo () = g

A
]
{:ﬁs} = {é’s} = {333} =0.
Zaleznosci (7.3) i (7.4) sa identyczne ze znanymi w ukiadach normalnych [2].
Wreszcie réwnania istnienia powierzchni (5.4), (5.6) i (5.8) zmieniajg sig¢ w sposéb
nastepujacy: poniewaz

(71.5) 8s3,2 =0,
wiec trzy rownania (5.4) przechodza w tozsamosci. Réwnanie (5.6) ma postac
(7.6) Ry, = det ’gw,

a wiec otrzymujemy zwigzek okreflajacy krzywizne Gaussa mnozong przez wyznacznik
z tensora metrycznego. Podstawiajac (7.1) i (7.5) do réwnan (5.8) otrzymamy
20,1~ Q10,27 293 0] ‘0 —[lg; 6] 'g8 = 0

lub

Ig2qz, 17— {1‘347} o5 {162} Igétp"lglqa, 2+ {fw} 815+ {1‘2} ‘g5 = 0,
co prowadzi do rownania Codazziego dla powierzchni parametryzowanej normalnym
uktadem wspotrzgdnych
(1.7) "Baplt = "81pl2-
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Peswme

KOOPOUHATHBIE JTMHENUYATEBIE CUCTEMBI B TEOMETPHUI CPEIMHHBIX
IMOBEPXHOCTEN TOHKUX OBOJOUEK

OBcyr)KaaeTcs TeOMETPH CPERUHHO IIOBEPXHOCTY TOHKUX 060 I0UEK [IPH UCIIOIF30BAHMM KOOD UHAT-
HOH CHCTEMBI C IIPOM3BOJNBHLIM HANPABJICHHEM M NNHHON Ga3MCHOrO BEKTOpa g;. DBBemedsas cicrema
KOOPJMHAT, B BULY NPHHATON (JOPMEI mapameTpyueckoit muuum &9 = const, raseana nuueiiuaroli cucre-
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moit. OnpenensitorTcst OCHOBHLIE TeH30PLI nopepxuocTy (hopmyneui(2.6)) M OIMCHIBACTCSI ONEPALMA KO-
BapUaHTHOTO JudeperupoBarHs it £, = 0 B aToii cicreme. B II. 5 BEIBOAMTCS, MCXOAA U3 TEH30DA
KpuBH3HBI Pumana-Xpucrodelst, UIecTh YPABHEHHHE CYIIECTBOBAHUA NOBEPXHOCTH IIPHM HEOPTOTOHAIb-
HOCTH GasHMCHOTO BEKTOPA gj. B 1. 7 IIOKA3AHO, UTO HOPMANBHAS CHCTEMA KOOPIHUHAT ABJISIETCSI, YACTHBIM
CITyuaeM JIMHEUaToH CHCTEMBI KOOPAMHAT. BhIBeieHHbIE COOTHOMEHMSA AAIOT BO3MOYKHOCTh IIPMMEHEHMA
COMYTCTBYIOLIMX KOOPAUHATHBLIX CHCTEM B TEOPHM O0OJIOUEK, He YHOBNETBOPSIIOILEH ICOMETPHUECKMM
npemnoxenuam Kupxrodda-Jlasa.

Summary

RULED COORDINATE SYSTEMS IN THE GEOMETRY
OF THE MIDDLE SURFACES OF THIN SHELLS

The geometry of the middle surface of thin shells has been considered in the paper, the problem being
parametrized by a coordinate system with base vectors g; of arbitrary length and direction, The system
introduced is called ,,ruled system’” due to the assumed form of the parametric line £ = const. The fun-
damental tensors of the surface (Egs. 2.6) and the covariant differentiation operation for & =0 are
defined in this system. Basing upon the Riemann-Christoffel curvature tensor, the six equations of exis-
tence of the surface with non-orthogonal rigging have been derived in p. 5. In p. 7 the normal coordinate
system is shown to be a particular case of a ruled coordinate system. The derived formulae enable to apply
the convectional reference frames in the theory of the surface which does not satisfy the Kirchhoff-Love
assumptions.

POLITECHNIKA L.ODZKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 23 czerwca 1965 r.
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KONFERENCJA SZKOLENIOWA NA TEMAT «TEORJA DYSLOKACI»

W dniach od 19 do 28 sierpnia 1965 r. odbyla sig w Jablonnie konferencja szkoleniowa pod ogdlaym
tytulem «Teoria dyslokacji».

W ramach tej konferencji wygloszone zostaly trzy zasadnicze cykle wykladdw:

1) geometria dyslokacji ciaglych,

2) polowa teoria defektéw dyskretnych w ciele sprezystym,

3) metody rentgenograficzne badania dyslokacji.

Pierwszy z wymienionych cykli wykladéw prowadzil wybitny specjalista w dziedzinie dyslokacji prof. dr
B. A. BiLsy z Sheffield University (W. Brytania). Wyglosit on dziewigé kolejnych wykiaddw, w ktérych
omOwil nastepujace tematy:

a) fizyczne i matematyczne podstawy kontynualnej teorii dyslokacji,

b) geometria zdyslokowanego oérodka ciaglego,

¢) uklady dyslokacji nie wywolujace naprezen dalekiego zasiegu,

d) napregzenia wewnetrzne wywolane dyslokacjami.

Drugi cykl wykladéw prowadzit prof. dr H. Zorskr z IPPT PAN wyglaszajac réwniez dziewie¢ kolej-
nych wykiaddéw, w ktérych po krétkim wstepie matematycznym, dotyczacym klasycznej teorii potencjalu
oraz rachunku wariacyjnego, omowit nastepujace tematy:

a) modele defektéw w o$rodkach sprezystych (ogélny model defektu jako powierzehnia niecigglosci),

b) pole naprezen defektow,

¢) zasada wariacyjna teorii defektéw oraz definicje i wlasnosci sit w ukladzie defekty — pole sprezyste;

d) réwnania ruchu defektdw,

¢) zasady zachowania w ukladzie defektéw w polu sprezystym.

Trzeci cykl wykladbéw prowadzony przez doc. dr J. AULEYTNERA | dr T. BEDYNsKA z Instytutu Fizyki
PAN w odréznieniu od dwoch pierwszych, majacych charakter cile teoretyczny, mial na celu zapoznanie
uczestnikow konferencji z doswiadczalnymi metodami badania dyslokacji. Prelegenci w ciagu siedmiu
wykiadéw omoéwili nastgpujace tematy:

a) dyfrakcja promieni X i jej zastosowanie,

b) wyznaczenie gestosci dyslokacji w krysztafach,

¢) badanie defektéw sieci w materialach polikrystalicznych,

d) zastosowanie niskokatowego i dyferencyjnego rozpraszania promieni X do badania defektow sieci.

W ramach dwéch pierwszych cykli wykladéw dwa wyklady wyglosit mgr D. Rogura z IPPT PAN
ma temat «Akustyczna dyspersja przestrzenna i wlasnofci dynamiczne dyslokacji»,

W czasie konferencji odbylo sie réwniez kilka seminaridw dyskusyjnych, na ktérych referaty wyglosil
nastepujacy uczestnicy:

dr J. Gaar (Wegry) «Ruch dyslokacji w ofrodku z dyspersja»,

dr T. GeszTi (Wegry) «Statystyczna teoria defektow»,

dr Z. Werss (IBJ PAN) «Fale spinowe w oérodku z defektami»,

doc. dr M. Zérawski (IPPT PAN) «Teoria defektéw ciaghych»,

mgr J. Kryrow (Inst. Fizyki PAN) «Defekty a wlasnosci elektryczne ciala stalegon.

W konferencji udziat wziglo ogblem 75 uczestnikdéw w tym czterech godci z Wegier, trzech z Jugosta wi

po dwéch z Czechostowacji i Bulgarii.

Marek Matezyiski (Warszaw a
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XI KONFERENCJA NAUKOWA KIL PAN I KN PZITB W KRYNICY

1. Dane organizacyine. Doroczna Konferencja Naukowa Komitetu Inzynierii Ladowej PAN oraz
Komitetu Nauki PZITB odbyla si¢ w dniach od 15 do 25 wrzednia 1965 r. W odrdznieniu od Jat poprzed-
nich tematyka konferencji byla szeroka 1 okreslona nazwa «Aktualne problemy budownictwa»,

W czasie konferencji przedstawiono 125 referatow i komunikaty, z czego 80 prac wydrukowano i dos-
tarczono uprzednio uczestnikom. W konferencji wzigty udziat 673 osoby; niemal potowa uczestnikéw, to
pracownicy biur projektowych, a przeszlo czwarta czgsé — przedsigbiorstw wykonawczych. Udziat goéci
zagranicznych ograniczyl si¢ do 15 0séb z 11-toma referatami.

Organizacja Konferencji spoczywala w rekach Komitetu wybranego sposréd Wroclawskiej Komisji
Nauki PZITB, ktéry przeprowadzil nie tylko sprawnie obrady i wykonal z powodzeniem trudng prace
redakcyjng przy wydaniu drukiem referatéw, ale takze zapewnit tradycyjnie dobre warunki pobytu wszyst-
kim uczestnikom. :

2. Przeglad prac. Prace referowane na Konferencji podzielono na trzy grupy tematyczne, ktére stano-
wily kolejno przedmiot obrad, mianowicie:

Teoria konstrukcji 34 referaty
Konstrukcje betonowe i stalowe 46+12 referatow
Technologia materialéw i zagadnienia korozji 254 5 referatéw

Wiele prac obejmowalo zagadnienia nalezace do co najmniej dwéch z tych grup, przeto podzial taki
ma jedynie znaczenie oricntacyjne.

2.1. Prace dotyczgce zagadnien teorii konstrukecji. J. Kmra i J. Wuiczak
przedstawili metode wyznaczania sit w skrzydetkach przyczotkéw, ktore potraktowano jako plyty wspor-
nikowe. S. Licuarpus (CSRS) zajal sie analizg plyt podpartych punktowo. W pracy Z. REIPERTA rozwig-
zano przypadki naglego obciazenia belki i naglego odjecia podpory wykorzystujac wlasnosci funkcji wlas-
nych,

Z. Bzymex przeprowadzil analize przydatnosci ramownic w budowie mostéw w zaleznosci od roz-
pigtosci rygli 1 wysokosci stupow. Zagadnieniom ramownic z pretéw o zmiennych wymiarach poéwigcony'
byt referat E. KRYNICKIEGO.

Kilka referatébw obejmowalo zagadnienia zwiazane z wykorzystaniem obliczen za pomoca maszyn
cyfrowych. Sa to prace: K. WYSIATYCKIEGO na temat tarcz, S. FULINSKIEGO dotyczace ramownic, K. WRrzES-
NIOWSKIEGO 1 J. PIETRZAKA © lupinach cylindrycznych oraz R. DowGIRDA 0 wykorzystaniu metod macie-
rzowych przy przygotowywaniu programéow. Rowniez N. Sizser (NRD) przedstawit zagadnienia zwigzane
z wykorzystaniem maszyn cyfrowych.

Zagadnienia dynamiczne poruszyli: R. CIESIELSKI zajmujac si¢ dopuszczalnymi amplitudami drgan
budynkéw, T. SzaMIN wykorzystujac analogie elektryczna do analizy fundamentéw pod maszyny,
M. Zyszko, ktéry rozpatrzyt belke mostowa oraz A. GoMULINSKI referujac analize plyty kolowej na
sprezystym podiozu.

Podloze sprezyste wystepowalo rowniez w kilku innych referatach. K. FiEporowicz rozpatrzyl nosnosé
plyt, Z. KowaL skrecanie pretow, a C. WoZNIAK i M. Zukowskl przeprowadzili analize siatek pretowych
opartych na podiozu sprezystym. T. BAsiEwicz przedstawit zagadnienie obliczania nawierzchni kolejowej
uwzgledniajac sumowanie odksztalcen trwalych. K. BIERNATOWSKI zastosowal rachunek prawdopodo-
bienstwa do zagadnienia statecznoéci fundamentéw,

E. GAWRYCH-ZUKOWSKI opracowal metode analizy izostatycznych kratownic przestrzennych za po-
mocq parametrow poczatkowych. J. LANGER przedstawil rozwiazanie przestrzennej konstrukcji wiszacej
uwzgledniajac jej odksztalcenia. Praca E. LUBIENIECKIEGO dotyczyla wplywu przestrzennego dziatania
belek suwnicowych na ugiecia. Zagadnienia osiadania fundamentéw poruszyli w swoich pracach K. H.
Pascuke (NRD) i J. ORZECHOWSKI.

Wiéréd prac traktujacych o badaniach modelowych wymieni¢ trzeba najpierw referat J. Kmury
i K. Bienka o doktadno$ci pomiaréw oraz referat A. BorczA, zawierajacy opis fotograficznej metody
pomiaréw odksztalcenn katowych, ktéry nie zostatl wygloszony z powodu nieobecnosci autora. O. Da-
BROWSKI przedstawil wyniki badan wielko$ci sit wewnetrznych w przestrzennych ustrojach kratownicowych

Badania modelowe statecznosci powlok hiperboloidalnych zreferowali J. LEDWOR, O. MATEJA i S. LASKA.
Praca J. FILIPKOWSKIEGO dotyczyla pokrycia dachowego z tarcz wielokatnych., R, Ganowicz i H. Mixo-
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raJczak przedstawili wyniki badan teoretycznych i modelowych powlok walcowych. J. KANIA zajal sie
doéwiadczalnym sprawdzeniem obliczen ugie plyt pod dzialaniem skupionych momentéw. Kwadratowa
piyta z otworem kolowym byla przedmiotem badan R. KoropzieiskisGo. M. Koseckr i H. PRIEBE za-
proponowali stosowanie lupin dwukrzywiznowych do budowy fundamentéw. Praca H. Matscke (NRD)
dotyczyta zagadnienia parcia wiatru na budowle wiezowe.

22. Prace dotyczace konstrukcji betonowych i stalowych. Szeé¢ prac
dotyczylo zagadnien teoretycznych zwigzanych ze stanami granicznymi i noénoscig konstrukeji. C. Avram,
0. Mirsu i C. BoB (Rumuria) nadestali referat przedstawiony przez W. KUczyNSKIEGO, traktujacy o ra-
mownicach jednoprzgstowych w stadium plastycznym. W. Kuczynskr i S. GoszczyNskI zajeli sie ciggla
redystrybucja momentéw w ciaglych belkach z betonu nzbrojonego przy zastosowaniu maszyn cyfrowych.
T. Gopyek1-Cwirko poddat analizie wplyw uzbrojenia przeciw $cinaniu w stanach granicznych belek.
W, KukuLskr wyprowadzil zalezno$ci uwzgledniajace wplyw wylrzymatosci betonu na noénoéé $cian.
Ogdlne zasady obliczania konstrukcji z betonu sprgzonego w stanach granicznych przedstawit P. Mok-
NAERT (Belgia). J. TyszowIeckl przystat referat dotyczacy wymiarowania plyt dwukierunkowo-sprezonych.

Wyniki pomiaréw szesciu skladowych odksztalcenia wewnatrz betonu i ich analizg podal A. BRANDT.
Skladowe podiuzne w clementach $ciskanych badat I. Biaras. Referat M. ABRAMOWICZA po$wigcony byt
doktadnosci pomiaréw odksztatcen. S. JASMAN przedstawil pomiary odksztalcen reologicznych tarcz
betonowych. S. Kairasz, J. Szurc i M. CzerNIAK zreferowali badania pelzania w elementach z betonu
sprezonego uwzgledniajac zgodny z rzeczywistoscia spadek wielkosci sity sprezajacej. Badania do$wiad-
czalne ugiec belek zelbetowych pod obcigzeniem dlugotrwatym przedstawione zostaly przez B. LEwICKIEGO,
H. Derentowicz i J. Kusickiego. Wytrzymalo$é { odksztalcalno$é elementow strunobetonowych badali
Z. Czersk1 1 H. NIezBORAELA. A. MIELNIK pokazat konstrukcj¢ czujnika akustycznego do badania za-
rysowania belek betonowych. M. SANDOWICZ przedstawil wyniki badar nosnoéci desek siatkobetonowych.
Whioski z badan polaczen klejowych podat M. Rysak, K. Pyzik przedstawil badanie maksymalnego
sprezania belek kablobetonowych, a J. ZIELINSKI oméwit badania strefy zakotwieni belek sprezonych.

Wiele prac mialo za temat badanie poszczegdlnych elementéw konstrukeji lub catych ustrojow. S. Kus
i J. ZieLiNsky badali nosno$¢ elementéw stalobetonowych. S. STupNICKT przedstawit wyniki badan spre-
zonej belki bezprzekatniowej. B. LEwickl i A. Zarzyckl zajeli si¢ wytrzymaloscia $cian betonowych,
a S. NAGropzKI omowil zagadnienie zarysowania zelbetowych podkladéw kolejowych. Praca J, Siecz-
KOWSKIEGO dotyczyla badania modelu wiaduktu ramownicowego oraz obiektu rzeczywistego. B. Kory-
cIfskl, S. OLeszkiewicz i J. CiesigiskI badali polaczenia elementdéw prefabrykowanych. R. IzBrckr przed-
stawil konstrukcje 1 wyniki badan plyt stropowych sprezonych jednym ciaglym splotem. W. Kuczy&sKI
zajal sie ugieciami belek zelbetowych poddanych pierwszemu obciazeniu.

Zagadnieniu wzmocnienia konstrukcji po$wigcono trzy prace: J. CIESIELSKIEGO i T. BRONIEWSKIEGO,
J. RUPPERTA oraz S. OLESZKIEWICZA i K. PIWOWARSKIEGO.

W trzech referatach przedstawiono zagadnienie konstrukcji sprezonych z betonu o kruszywie spie-
kanym. Byly to prace J. MAMESA, Z. SULIMOWSKIEGO oraz T, HorA i R. PUDLIKA.

Zagadnienia projektowe i wykonawcze budynkéw I mostéw omoéwili autorzy: M. Worr, K. CIe-
SZYNSKI, S. BoGDANOWICZ, J. SUWALSKI, J. WroparRczZYK, T. GYENGO (Wegry), A. Kozrowskl, K. BRAUN,
G. Kunst oraz J. KEMPA,

Referaty dotyczace konstrukcji metalowych stanowily najmniej liczna grupe 12 prac. M. LusiNski
1 A. FiLirowicz poruszyli podstawowe zagadnienie okres§lania rzeczywistych naprezen granpicznych w stali
i alumininm na podstawie przeprowadzonych badan. Praca S. JASTRZEBSKIEGO i T. KRZYSPIAKA dotyczyla
zakresu zastosowan réznych gatunkéw stali, L. WISNIEWSKI zajal sie wyznaczeniem wlasciwego ksztaltu
belki dwuteowej, uwzgledniajac przy tym zagadnienie statecznosci $rodnika. S. pu CHATEAU (Francja)
nadestat referat o konstrukcjach przestrzennych wlasnego pomysiu z rur stalowych. S. PrRzyrecki i S.Wo-
DzINSKI zajeli sie rowniez konstrukcja z rur stalowych, mianowicie badaniem modelowym wysiggnika
dzwigu,

Zagadnienie zwigzane z zastosowaniem $rub sprezajacych poruszono w dwodch komunikatach: Z. PAN-
CEWICZA oraz J. SARARY 1 J. KASINSKIEGO. W. SzczeCHOwSKI zajat sie radiologicznymi metodami kontroli
1 zastosowaniem ultradZwiekdw. Pozostale cztery prace H. Bubzitry, J. Swipy, R. DymaRrskieGo i J.Koz-
LOWSKIEGO oraz K. CzARNOWSKIEGO dotyczyly konstrukcji wiez wyciagowych, pokrycia dachowego,
zbiornika wiezowego i zbiornikéw walcowych narazonych na wahania temperatury i ci$nienia.
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23. Prace dotyczgce technologii materialéw budowlanych i korozji.
Wiekszo$é referatow zaliczonych do tej grupy wykracza poza ramy niniejSzego przegladu ze wzgledu na
niewielki zwiazek z mechanika techniczna. Poruszone zagadnienia dotyczyly w pierwszym rzedzie zjawisk
chemicznych, a takze akustycznych i termicznych. Trzeba tu jednakze wymieni¢ prace traktujace o wy-
trzymalo$ci i odksztalcalnoéci materialow budowlanych. Sa to referaty: H. PIERZCHALY o przyczepnosci
zapraw cementowych, W. KLEDZIKA 0 nieniszczacych metodach badania wytrzymalodci betonu, W. Nowary
o stosunku wytrzymalo$ci na rozciaganie betonu do wytrzymalosei na Sciskanie, M. ZAcHARY i B. Woz-
NIAKA 0 okrefleniu wytrzymalo§ci beton6w na rozciaganie i wreszcie komunikat K. STRAszAKA, w ktérym
autor przedstawil wyniki badan statystycznych wytrzymaloéci betonu na budowach i zakladach prefa-
brykacyjnych.

3. Zebrania poza programem Konferencii. Istotnym elementem skladowym konferencji byly zebrania
naukowe i spotkania o charakterze organizacyjnym, ktére odbywaly si¢ wieczorami réwnolegle z posie-
dzeniami Konferencji. Laczna liczba tych zebran wyniosia 18 w ciagu 11 dni. Swiadczy to z jednej strony
o aktywnosci uczestnikéw, ktérzy nie poprzestali na posiedzeniach przedpoludniowych, z drugiej dowodzi
przydatnosci tego rodzaju konferencji w zyciu technicznym kraju. Wéréd tych zebraf nalezy przede
wszystkim wymienié spotkania naukowe Zwiazkdw Maostowedw, na ktdrych przedstawiono i przedyskuto-
wano szereg referatéw, wydrukowanych uprzednio i dostarczonych uczestnikom spotkan. Na temat
dynamiki mostéw przedstawiono dwa referaty W. NOWACKIEGO i Z. WASIUTYNSKIEGO, prace M. Ry-
BAXA, E. OLEDZKIEGO i W. RADOMSKIEGO oraz opublikowano zestawienie bibliograficzne niektérych prac
tej dziedziny. Zagadnienia mostow wiszacych poruszone byly w trzech referatach. Z. WaASIuTYNsKI przed-
stawil obszerny przeglad nowoczesnych konstrukeji mostéw wiszacych na tle rozwoju historycznego,
W. DzreNiszewsk], J. Grycz oraz G. RoMaszEWSKI zaj¢li sig ustrojami sprezonymi o kablach wyprowa-
dzonych na zewnatrz belek. P. FUNKE nadestal krétka notatke o konstrukcji lin zamknietych mostow
wiszacych.

P. MoenaerT (Belgia) rozwinal obszernie zagadnienie projektowania elementéw z betonu sprezonego
w stanie granicznym, ktére szkicowo przedstawil w czasie obrad konferencji. W materialach wydruko-
wanych dostarczono uczestnikom spotkan jeszcze dwa opracowania: A. BRANDTA o wynikach pomiaréw
odksztalcenn wewnatrz betonowych cylindrow oraz S. OwczaRkA o rozstawieniu i ksztaltach stupow
w podporach mostow.

Inne zebranie o ogdlnym znaczeniu bylo poswigcone dyskusji nad dalszym rozwojem konstrukejj
z betonu sprezonego w Polsce, Pieciu zaproszonych profesordéw: S. Kaurman, W. OLszaxk, R. KozAxk,
W. GrzeGorzewsKI i T. KLUZ przedstawilo swoje poglady na ten temat, a nastepnie w ozywionej dyskusji
poruszono zagadnienia teorii uzbrojenia, jako$ci wykonawstwa, wlasnosci stali sprezonej oraz wiele innych
tematow. Uczestnicy zebrania wskazali szereg niezbgdnych §rodkéw, ktére trzeba zastosowaé, aby usunaé
istniejace przeszkody w rozwoju konstrukcji sprezonych,

4. Uwagi ogélne. Znaczna wigkszoéé referatdw dotyczyla tematdw wynikajacych bezposrednio z praktyki
projektowej lub wykonawczej; uwaga ta odnosi si¢ do wszystkich grup wymienionych poprzednio. Przy-
datno$¢ takich tematéw nie budzi watpliwoéci; jednakze mozna zauwazyé, ze tylko niewielka liczba poru-
szonych zagadnien ma ogbélne i podstawowe znaczenie, zwlaszcza w grupie teorii konstrukcji. W tej grupie
wida¢ wzrost zainteresowania metodami obliczania przy zastosowaniu maszyn cyfrowych, )

Wierod referatdw, zajmujacych sie konstrukcjami betonowymi i stalowymi, przewazaja tematy zwiazane
z€ stanami granicznymi; tendencja taka odpowiada obserwowanemu kierunkowi rozwoju tych zagadnien
w $wiecie,

Jesli chodzi o trzecia grupg temat6w, to warto zwr6cié uwage na znaczenie badan wiasciwosci betonow
lekkich oraz rozszerzenia zakresu ich zastosowan. Takze zjawisko korozji konstrukcji nabiera coraz
wigkszego znaczenia. )

W stosunku do lat ubieglych tematyka konferencji ulegla dalszemu rozwinieciu i objela szeroki zakres
zagadnien zwiazanych z budownictwem.

Wykroczenie poza teori¢ konstrukeji i wlaczenie zagadnieni technologii materiatéw oraz korozji wzbo-
gacito tematyke, jednakze wprowadzilo podziat zaréwno obrad jak i uczestnikéw na dwie cze$ci. Wynika
to bowiem z malej liczby 0s6b zainteresowanych czynnie w tak rdinych dziedzinach. Obserwujac przebieg
konferencji mozna wigc dojé¢ do wniosku, ze utrzymujac tak szeroka tematyke, wskazane jest prowadzenie
réwnolegle obrad w kilku sekcjach.
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Dyskusje po wielu referatach byly bardzo zywe i na ogét wnosily nowe elementy do poruszonych
tematow. Wydaje si¢c nawet, ze warto przewidzie¢ wigcej czasu, aby umozliwié wymiane zdafi miedzy
zainteresowanymi, na przyklad przez powtérne zabranie glosu przez dyskutantdw po replice autora referatu.

Andrzej Brandt (Warszawa)

KON FERENCJA NA TEMAT DOSWIADCZALNYCH METOD
BADANIA NAPREZEN I ODKSZTALCEN W KONSTRUKCIJACH W PRADZE

Uwagi ogoélne. W dniach od 5 do 8 pazdziernika 1965 r. odbyla si¢ w Pradze konfercncja poswigcona
.metodom pomiaru naprezen i odksztaltcen, zorganizowana przez Instytut Budownictwa przy Politechnice.
Referaty okoto 120 autoré6w wydrukowano i rozdano uczestnikom; objely one dwa tomy o lacznej objetosci
niemal 850 stron. Organizacja obrad byla wzorowa: zapewniono réwnoczesne tlumaczenie wygloszonych
referatéw w czterech jezykach (czeskim, rosyjskim, niemieckim i angielskim), podczas wycieczki pokazano
kilka interesujacych obiektow budownictwa wodnego i mostowego, a wszyscy uczestnicy otrzymali za-
kwaterowanie w tym samym hoteJu, w ktérym odbywaly sig obrady. Poza licznymi uczestnikami krajowymi
udzial wzielo kilkadziesiat os6b z niemal wszystkich krajéow europejskich, a takze z Japonii i z USA,
Polska reprezentowana byla przez 7 oséb 1 6 referatdw.

Referaty zgrupowano w trzech dzialach, ktérych wygloszenie poprzedzono referatami generainymi.

1. Metody dodwiadczalnych badan naprezen i odksztalcen, ref. V. Trsait -

2. Badania modelowe, ref, J. KoZe¥nix

3. Pomiary na konstrukcjach oraz zagadnienia dynamiczne, ref. L. MEjzLiK.

Metody badan doswiadczalnych naprezen i odksztalcen. W tej grupie przedstawiono okolo 20 prac
reprezentujacych podstawowe kierunki badan. Elastooptyka zajelo sig trzech referentéw: H. Asen (Estoniska
SSR) referowat rozwazania teoretyczne dotyczace analizy wynikéw otrzymywanych z pomiaréw doswiad-
czalnych, praca J. CerNo¥KkA (CSRS) obejmowala zagadnienia wynikajace z badan elementdw tréjwymia-
rowych, F. Vapovi¢ (CSRS) rozpatrzy! mozliwo$¢ uniknigcia wzrostu bledéw przy analizie wynikéw
badan. Niektére problemy powstajace przy badaniach na modelach przedstawili V. Szasd (CSRS) oraz
E. HorA&ek (CSRS).

W dziedzinie badan za pomoca siatek Moiré’a prace o wspoOldziataniu belek z plytami zreferowal
A. Raginovicr (Tzrael). N, Iosipescu i V. Dars (Rumunia) zajeli si¢ plytami opartymi na stupach, a B. XK o¥t4x
(CSRS) przedstawil konstrukcje czujnika do pomiaru odksztalcen,

W zakresie badan tensometrami oporowymi J. Rrznfdex (CSRS) zajal si¢ zagadnieniem pomiaru
wielkosci sit. Z. Sniapkowskr (Polska) rozpatrzy! czujniki wewnetrzne w betonie i innych podobnych
materialach, badajac wplyw réznic wlasnosci materiahu i samego czujnika na wielko$¢ wskazan. A. BRANDT
(Polska) przedstawil metode pomiaru sze$ciu sktadowych odksztalcen wewnatrz elementdw betonowych
oraz uzyskane wyniki.

Problemem automatyzacji pomiaréw odksztalcen zajeli si¢ dwaj autorzy: J. RosenkranNz (CSRS) oraz
J. KraTocHVIL. Dwie prace V. HAJkA (CSRS) i Z. P. BAZaANTA (CSRS) dotyczyly wykorzystanja analogii
elektrycznych.

Badania modelowe, Prace wydrukowane w tej grupie licza réwniez 20 pozycii. Szereg prac poswigcono
zagadnieniom badan elastooptycznych. J. TRAGER (NRD) zajal sie zjawiskami powstajacymi przy zde-
rzeniu dwoch plyt kotowych, R. Marx (USA) badatl cienkie plyty i powloki stosowane w budownictwie,
L. SeowaRsky i B. Orrowska (Polska) przedstawili wyniki badan odnoszace si¢ do usztywniajacych scian
w budynkach. Zagadnienia zwiazane z badaniem sprezanych zbiornikéw ciénieniowych zreferowali V.Brei¢
i A. Paxvor (Jugoslawia), X. Kri& (CSRS) rozpatrzyt mozliwoéci badania naprezen cieplnych. W. PoNiz
Z. DYLAG i Z. Oreo$ (Polska) przedstawili wyniki badan plyt betonowych wspolpracujacych ze stalowymi
belkami.

Badania odksztalced modeli konstrukeji byly przedmiotem pracy, ktéra zreferowali J. BEDNAR oraz
M. MikoLovA (CSRS). V. KoLAk (CSRS) zajat si¢ pomiarem naprezen na modelach konstrukeji dwuwy-
miarowych. I. UNGUREANU (Rumunia) badal modele wykonane z zaprawy cementowej, a E. NICOLAU
(Rumunia) podal wlasno$ci materiatu powstalego z piasku i zywic epoksydowych jako tworzywa modeli.
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R. KazMIERCZAK i P. WILDE (Polska) przedstawili przeglad badan modelowych prowadzonych w Katedrze
Teorii Konstrukcji Politechniki Gdanskiej. Badanie modelu zapory za pomoca tensometrii oporowej
pokazali w swym referacie E. JUSTER, . Toma i D. Toma (Rumunia). Z. CERMAK i F. KLAPETEK (CSRS)
badali wielko$é parcia ziemi na tunel, a A. SzitTner (Wegry) pokazat wyniki badan modejowych mostu
wiszacego 'w Budapeszcie, K. ULLmann i J. HEymann (NRD) wskazali na mozliwo$¢ zastosowania modeli
wykonanych z gumy. Z. KrivosHiev (Bulgaria) referowal badania modelowe elementéw zapory wodne;j.

Badania konstrukeji i zagadnienia dynamiczne. W zakresie badania konstrukcji wydrukowano 24 prace.
Wsrod tematdéw dotyczacych zastosowania réznych metod 1 przyrzaddbw pomiarowych wymieni¢ mozna
nastepujace referaty: P. HANN (Rumunia) przedstawit mozliwosci zastosowania tensometréw oporowych,
M. Peritik i V. STEINER (CSRS) podali konstrukcje czujnika mechanicznego, o zastosowaniu rozet elasto-
optycznych do badania naprezen gléwnych méwit M. PerLa (CSRS), V. F. TRUMBACHEYV i G. A, KATKOV
(ZSRR) zajeli sie pomiarami odksztalcent konstrukeji podziemnych za pomoca powlok elastooptycznych,
podobna metodg¢ zastosowal H. FessLEr (W. Brytania), R. K. Duir i H. I. DuNneLM (W, Brytania) badali
zmiany naprezen w betonie za pomocg czujnik 6w elastooptycznych.

Z. Cywrfskl i M. Wrzmur (Polska) przedstawili wyniki badania naprezen w kablach sprezajacych
w mostach. Belki skrzynkowe poddane zginaniu i skrgcaniu badal B. GoscHy (Wegry). T. JAvORr (CSRS)
przeprowadzil badania mostdéw, budowanych metoda nawisowa. Rowniez referat wygltoszony przez J. F.
BoraEes i'J. Marecos (Portugalia) dotyczyt obserwacji i pomiaréw prowadzonych na mostach. Pomiary
naprezen w stalowych mostach kolejowych przedstawit H. Onmura (Japonia), Z. SoBoTkA (CSRS) zrefe-
rowal wyniki badan no$nosci plyt z betonu uzbrojonego. Dane o badaniach konstrukcji betonowych
przedstawili V. Franciost i G. AucusT! (Wlochy); referat B. Bararito (Wlochy) dotyczyt badan odbior-
czych stalowego zbiornika na gaz.

Wyniki diugotrwalych pomiaréw odksztalcern mostébw z betonu sprezonego, prowadzonych réznymi
metodami, zawarte byly w referacie J. KrRcHova i M. KLiveSA (CSRS). Podobnym zagadnieniem zajmowal
si¢ G. RICKENSTORF (NRD).

Dalsze prace w tej cze§ci poswigcone byly zagadnieniom dynamicznym. Badania modelowe byty przed-
miotem referatow B. KouNovskY’EGo i L. PUsTa, a takze M. NovAka i M. PETRIKA, wszyscy z CSRS.
Kilku autordéw zajelo sie zagadnieniami nieniszczaczj kontroli elementédw betonowych; sa to I. FACioaruU
(Rumunia), A. PavLik (CSRS) i G. MARTINCEK (CSRS).

1. Horanp i E. HiorTH-HANsEN (Norwegia) przedstawili wyniki pomiarow ttumienia drgan w beikach
z betonu sprezonego.

Wystawa sprzetu pomiarowego. Réwnocze$nie z konferencjg na sali obrad zorganizowano wystawe
urzadzend pomiarowych, w ktérej wzieto udziat szereg firm, gléwnie z Niemiec, Czechostowacji i Anglii.
Umiejetna ekspozycja tych urzadzen oraz wyjasnienia udzielane przez przedstawicieli producentdéw
i udostgpnione wydawnictwa informacyjne pozwolily na praktyczne zapoznanie uczestnikow konferencji
z nowoczesnymi aparatami i metodami badawczymi. Szczegbdline zainteresowanie budzily zestawy urzadzen,
pozwalajace na automatyczne odczytywanie i zapisywanie wskazan czujnikbw pomiarowych.

Andrzej Brandt (Warszawa)

IIT OGOLNOPOLSKA KONFERENCIA NAUKOWA
' DOTYCZACA DRGAN LINIOWYCH I NIELINIOWYCH,
ODBYTA W POZNANIU W DNIACH 8 i 9 PAZDZIERNIKA 1965 R.

W konferencji bralo udziat 70 0sdb ze wszystkich osrodkéw naukowych Polski, zajmujacych sie proble-
mami drgan. Wygtoszono na niej 37 referatéw, z ktdrych czedé (17) dotyczyla zagadnien teoretycznych,
pozostale omawialy zastosowania teorii do zagadnien praktycznych.

Zagadnienia teoretyczne dotyczyly

a) analizy jakosciowej, zagadnien statecznos$ci oraz metod rozwiazywania réwnan réiniczkowych
nieliniowych,

b) wplywu tarcia na ruch,

c) zagadnien ze stochastycznym obciazeniem,
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dy warunkéw oscylacyjnoéci ruchu ukladu o wigkszej ilosci stopni swobody.

Zastosowania dotyczyly

a) analizy drgan w zastosowaniu do budowy maszyn, drgan watéw oraz drean ukladéw elektrome-
chanicznych,

b) analizy drgan pojazdéw samochodowych i szynowych,

¢) wibrotechniki,

d) drgan ztozonych ukladow pretowych,

Prawie wszystkie problemy zwiazane byly z zagadnieniami nieliniowymi.

W poprzednich konferencjach przewazaly zagadnienia teoretyczne. Na ostatniej konferencji zaznaczylo
sie wyrazne przesuniccie w kierunku zastosowar, a zwlaszcza do budowy maszyn, co wynika z potrzeb
przemysiu,

Omawiano tez zagadnienia o wigkszej liczbie stopni swobody, analize i synteze ukladow drgajacych
w zastosowaniu do budowy maszyn oraz zagadnienie drgan przy warunkach stochastycznych.

Ze wzgledu na krotki okres trwania konferencji wyklady odbywaly sie w dwoch sekcjach. Jest jednak
pozadane, by wszyscy uczestnicy konferencji mieli mozno$é wystuchania wszystkich referatéw. Przyszia
konferencja powinna wigc trwa¢ dhizej, co zarazem powigkszy mozliwoéé tak pozytecznych kontaktdw
osobistych miedzy osobami pracujacymi nad podobnymi problemami.

E. Kara$kiewicz (Poznan)

KONFERENCIJIA
NA TEMAT DUZYCH ODKSZTALCEN I DEFEKTOW
Arandjelovac (Jugosiawia) 16-20.X.1965

Konferencja zostata zorganizowana w dniach od 16 do 20 pazdziernika w miejscowosci Arandjelovac
przez Jugostowianskie Towarzystwo Mechaniki. Potrzeba zorganizowania tej konferencji wynikata z istnie-
nia w Jugostawii i Polsce grup naukowcdw zajmujacych sig zblizong tematyka. Gléwnym celem konfe-
rencji bylo zaznajomienie uczestnikow z aktualnym stanem 1 kierunkami rozwoju teorii duzych odksztalces,
teorii defektéow i dyslokacji. W konferencji wziglo udziat 29 0s6b, w tym 23 naukowcdw jugostowianskich,
reprezentujgcych rézne ofrodki w Belgradzie, Sarajewie, Zagrzebiu, Lubljanie itp. oraz 6§ pracownikéw
Instytutu Podstawowych Probleméw Techniki PAN w Warszawie -— czlonkéw Oddzialu Warszawskiego
Polskiego Towarzysiwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej.

W ciagu pieciu dni obrad przedstawiono i przedyskutowano 14 referatdw 13 autoréw, ktére ogdlnie
mozna bylo podzieli¢ na 3 nastepujace grupy: 1) defekty i dyslokacje, 2) mikrostruktury i naprezenia
‘wewngtrzne, 3) duze odksztalcenia ofrodkdw cigglych.

Pierwsza grupe prac otworzyl referat H. Zorskieco [14], po§wiecony ogélnej teorii defektéw dyskret-
nych w polu sprezystym. Miedzy innymi autor w oparciu o zasady wariacyjne i teori¢ potencjatu wypro-
wadzit réwnania ruchu defektéw, odpowiednie oddzialywania miedzy defektami i polem sprezystym oraz
zasady zachowania pedu, kretu i energii. M. MaTczyNsk1 [3] wykorzystat powyzsza teorig do szczegdlo-
wego rozwazenia réwnan ruchu pojedynczej szczeliny przy réznym usytuowaniu obciazen w postaci sit
skupionych. R. Stosanovi¢ [8] poddal pod dyskusje nowe sformutowanie geometrycznej teorii dyslokacji
ciaglych w oparciu o geometrie wyfacznie riemannowska. Autor pokazal, ze uzyskane przez niego podsta-
wowe zaleznoéci sa prostsze niz odpowiednie zwiazki w geometrii nieriemannowskiej. D. RoGuLa [71
zbadat wplyw akustycznej dyspersji na podstawowe wlasnosci dyslokacji. Sformulowano przy tym odpo-
wiednia zasade wariacyjna, na podstawie ktérej wyprowadzono réwnania ruchu dyslokacji uzaleznione od
akustycznych cech ofrodka. Jedyng praca doswiadczalna konferenci byfa praca S. Rankoviéa i Z. Spa-
siéa [6], zajmujaca tworzeniem sig I rozprzestrzenianiem szczelin w probkach aluminiowych.

Przeglad referatéw drugiej grupy otwiera praca S. Dyuriéa [1], w ktérej podobnie jak w teorii Schaefera
kontinuum typu Cosserat, zbudowano réwnania dla plaskiego zagadnienia teorii zorientowanych oérodkéw
sprezystych. Rozwazany oérodek charakteryzowal sie 9 stalymi materialowymi zamiast 4 wystepujacych
w teorii Schaefera. S. KoMmLIENOVIC [2] przedyskutowal ograniczenia, jakie na naprezenia (w tym réwniez
naprezenia momentowe) w ofrodkach plastycznych nakladaja zasady termodynamiki. Z. WESOLOWSKI
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110, 111, wykorzystujac wlasne twierdzenia o rozkladzic deformacji dla elementdw powierzchniowych
zbudowal réownania dla kontinuum sprezystego przenoszacego momenty powierzchniowe, ktore sa od-
dziatywaniami typu kontaktowego. L. Vuso¥evi¢ [9], postugujac si¢ metoda opracowana przez szkole
jugostowianska dla teorii dyslokacji, rozwazyt zwiazki fizyczne matcriatu sprezystego w regularnym ukia-
dzie krystalograficznym. Odpowiednic redukcje i zaleznosci miedzy statymi materiatowymi wyprowadzono
dla wszystkich pieciu klas krystalicznych tego uktadu,

Do trzeciej grupy tematycznej nalezy zaliczyé pracg S. ZAHORSKIEGO [12, 13], w ktorej wyprowadzono
teori¢ zaburzen usfalonego ruchu o$rodkoéw nieliniowo lepkosnrezystych oraz podano jej zastoso wania
do badania niestatecznosci takich o$rodkow przy odksztalceniach skonczonych. N, NAERLOVIC-VELIKOVIC
[5], rozwigzala zagadnienie naprezen cieplnych w wydrazonej kuli i walcu. Rozwigzania uzyskano w oparciu
o teorig sprezystosci drugiego rzedu przy zaloZeniu, Ze zjawiska cieplne nie naruszaja poczatkowej izotropii
materialu, Z. Mossakowska [4), wyprowadzita rownania stanu dla ciat nieliniowo sprezystych z odksztal-
ceniami wstepnymi. Rozwazono roéwniez zasady zachowania pedu i energii oraz réwnari stanu w przy-
padku istnienia zrédel masy.

SPIS REFERATOW

S.
S.

JURSC, Plaskie zagadnienia w teorii zorientowanego kontinuum spreiystego

OMLIENOVIC, Teoria plastycznosci z naprezeniami momentowymi

. MATCZYNSKY, Ruch szezeliny w palu sprezystym

. MossakowskKa, Naprezenia wewnetrzne wywolane odksztalceniami niespjnymi

. N. NAaervovi¢ VELIKOVIE, Teoria drugiego rzedu sprezystych napreient cieplnych w wydrqzonej kuli
i walcn

6. S. RANKOVIC, Z. Spast€, Tworzenie i rozprzestrzenianie sig szczeliny w aluminium

7. D. RoOGULA, Akustyczna dyspersja przestrzenna i dynamiczne wlasnosci dyslokacji

8

9

. R. Stoianovi¢, Riemannowska teoria dyslokacji
. L. VUIOSEVIC, Zalezno$ci naprezenie — odksztalcenie w krysztalach regularnych dla odkszialcen nie-
spojnych
10. Z. WEsSOrowsKl, Twierdzenia o rozkladzie dla elementow liniowych | powierzchniowych w mechanice
kontinuum
11. Z. Wrsorowskl, Kontinuum sprezyste z naprezeniami momentowymi
12. S, ZaHORSKI, Teoria zaburzonego ruchu w nieliniowych osrodkach lepko sprezystych,
13. S. ZaHORSKI, Zagadnienia niestateczno$ci dla o$rodkdw lepkosprezystych, poddanych skorczonemu
odksztalceniu
14. H. Zorski, Teoria pola dla defektow

Z. Wesolowski, S. Zahorski
(Warszawa)

SYMPOZJA NAUKOWE «RILEM»

Podajemy terminarz sympozjéw naukowych RILEM (Réunion Internationale des Laboratoires d’Essais
et de Recherches sur les Matériaux et les Constructions, Paris 15 ¢, 12, rue Brancioln).

Pozycje 1-3 uwzgledniaja sympozja zatwierdzone, natomiast pozycje 4-7 dotycza propozycji, ktore
prawdopodobnie zostana zrealizowane w latach 1967-1968.

Powyzej podali$my adres sekretariatu RILEM.

1. Wplyw powtarzajacych. si¢ obcigzer na materialy i konstrukcje (Effacts of repeated loads on ma-
terials and structures); Meksyk, 15-17 wrze$nia 1966, organizator prof. ROSENBLEETH,

2. Pomiary wytrzgmatosciowych charakterystyk lekkich betonéw (Measurement of the strength cha-
racteristics of light concretes); Budapeszt, marzec 1967, organizator dr Tosias.
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3. Domieszki do betonu (Concrete admixtures); Bruksela, wrzesienn 1967, organizator dr DUTRON.

Sympozja proponowane w pozniejszym okresie.

4. Badanie bitumicznych spoiw w materiatach bitumicznych w bUdOWmCtWIG (Testing of bituminous
binders in bituminous materials for construction). Propozycja prof. MLOSCHA.

5. Zachowanie sig i trwalo$¢ jakosci materialow budowlanych w klimacie o wysokiej temperaturze
(Behaviour and durability quality of building materials in hot climates). Propozycja dr L’HERMITE A.

6. Skurcz betonu, zaprawa, beton. Zwiazki migdzy trzema rodzajami skurczu (Shrinkage of cement,
mortar, concrete. Relations between these three kinds of shrinkage). Sympozjum pofaczone CEMBUREAU
i RILEM, propozycja dr L'HERMITE A.

7. Badania do$wiadczalne nowych osiagnieé w dziedzinie konstrukeji z betonu, betonu zbrojonego
i murowych spowodowanych wprowadzeniem zywic syntetycznych (Experimental research on ncw deve-
lopments in concrete, reinforced concrete and masonry techniques brought by synthetic resins). Propozycja
dr L’HERMITE A.

KONFERENCIE

II Miedzynarodowa konferencja na temat wstepnie sprezonych konstrukcji metalowych (I Inter-
national Conference on Prestressed Metal Structures) odbegdzie sie w dniach 26 wrze$nia — 3 paZdziernika
1966 w Tile, Myta pod Dumbiecram CSRS. Organizator konferencji: Building Research Institute, Technical
University in Prague, Praha 6, Dejwice, Solinowa 7.

*
* ¥

I Miedzynarodowy Kongres Mechaniki Skat odbedzie sie w Lizbonie (Portugalia) w dniach 25 wrze$nia—
1 pazdziernika 1966. Kongres pod egidq Migdzynarodowego Towarzystwa Mechaniki Skat (International
Society of Rock Mechanics) jest organizowany przez “ Laboratorio Nacional de Eugenharia Civil” Avenida
do Brasil, Lisboa 5, Portugal.

KONKURS ODDZIALOW WARSZAWSKIEGO I WROCEAWSKIEGO PTMTS

Zarzady Oddzialdéw Warszawskiego i Wroctawskiego Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretyczngj
i Stosowanej ogtaszaja konkurs na najlepsza prace naukowa z dziedziny mechaniki stosowanej w za-
kresie teorii konstrukcji maszynowych i budowlanych.

Konkurs jest ograniczony i moga w nim bra¢ udziat tylko czlonkowie Oddzialdéw Warszawsklego
i Wroctawskiego PTMTS.

Na konkurs nalezy zgtasza¢ prace oryginalne, nie publikowane dotad (ewentualnie opublikowane
w roku 1966) i nie zgloszone na zaden inny konkurs.

Prace o objetosdci nie przekraczajacej w zasadzie 20 stron maszynopisu, w 3 egzemplarzach, w formie
nadajacej sig do druku, podpisane imieniem i nazwiskiem z podaniem adresu, nalezy przesyta¢ w terminie
do dnia 30 wrze$nia 1966 r. pod adresem Seckretariatu Oddzialu Warszawskiego PTMTS, Warszawa,
Patac Kultury i Nauki, pokdj nt 2305, lub Oddziatu Wroctawskiego PTMTS, Wroclaw, Plac Grunwaldzki
13, Politechnika, Nowy Gmach Elektryczny, pokdj nr 15.

Prace oceniaé bedzie Sad Konkursowy powolany przez Zarzady obu Oddzialéw.

Przewiduje si¢ nastgpujace nagrody:-

Isza zt, 7.000.—
II ga zt. 3.000.—
III cia 2. 2.000.—
Zarzady Oddzialéw zastrzegaja sobie prawo nie przyznawania lub podziatu nagrod.
Nagrodzone prace zostana opublikowane w MECHANICE TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ.
Przewodniczacy Przewodniczacy
Oddziatu Wroctawskiego PTMTS Oddziatu Warszawskiego PTMTS
(—) Prof. dr Roman Mromlirski (—) Prof. dr Zbigniew Kqczkowski
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, KONKURS ZARZADU GLOWNEGO
POLSKIEGO TOWARZYSTWA MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ

Zarzad Gléwny PTMTS ogtasza konkurs na prace do$wiadczalne z dziedziny mechaniki.
Za najlepsze prace, speiniajace warunki konkursu, beda przyznane trzy nagrody pienigzne w wysoko$ci
I nagroda 8000 zi.
II nagroda 4000 zi.
IIT nagroda 2000 zt.
Prace nalezy nadsyla¢ do Sekretariatu PTMTS, Warszawa, Palac Kultury i Nauki p. 2305 w nieprzekra-
czalnym terminie 31 pazdziernika 1966 r. Praca nie moze by¢ przed ta data opublikowana ani ztozona
do druku poza Mechanika Teoretyczng i Stosowana. Nagrodzone prace zostang opublikowane w Mecha-
nice Teoretycznej i Stosowanej. Konkurs jest ograniczony, dostepny dla cztonkéw PTMTS.



SPIS TRESCI

ZESZYT 1/1963

Z. Osifsk, Przeglad nieliniowych réwnan rézniczkowych drgan ukiadéw autonomicznych o jed-
nym stopniu swobody

A. Sawezuk, W. OLszak, Zagadnienia powlok niesprezystych

A. WiLczyiskr, Badanie wlasnosci mechanicznych niektédrych tworzyw sztucznych

Z. DzyGApro, M. SOKOLOWSKY, S. ZAHORSKI, M. Zyczkowski, Konferencja Naukowa Zakladu
Mechaniki Osrodkow Ciagtych w Krynicy. Przeglad referatow

W. SzczepiRskl, Sympozjum na temat elastooptyki i jej zastosowan, Warszawa 1962

ZESZYT 2/1963

P. PerzyNA, Podstawowe zagadnienia lepkoplastycznosci

Z. Nowak, M. Zyczkowskl, Przeglad nowszych prac z dziedziny statecznodci powlok cienko-
Sciennych

E. SterNBERG, Naprezenia cieplne w cialach lepkosprezystych

A. WiLczyKskI, Zalezno§¢ «naprezenie-odksztalcenie» w przypadku prostego rozciggania tworzyw
o {ancuchowej budowie czasteczek

H. Dziatux, Model elektryczny tensora naprezen
Biuletyn Informacyjny Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej

ZESZYT 1/1964

S. Kaviski, Stateczno$é ruchu ukladu oscylatorow poruszajacych sie po belce na sprezystym podiozu

Z. OLESIAK, Przeglad polskich prac dotyczacych zagadnien z mieszanymi warunkami brzegowymi
w teorii spregzystosci

Z. Wesorowskiy, Zwiazki fizyczne dla materiatu sprezystego z wigzami geometryczno-termicznymi

W. Szczepriskl, Wyznaczanie naprezei na podstawie pomiaréw tylko jednej skladowej odksztal-
cenia

R. S. Doroszkiewicz, A. LITEwka, Dorazne badania wlasnoSci mechanicznych i elastooptycz-
nych materialéw uzywanych w elastooptyce
Biuletyn Informacyjny Polskiego Towarzystwa Mechaniki.Teoretycznej i Stosowanej

ZESZYT 2/1964

S. DoroszkIEwicz, Fotosprezyste badania przekroju poprzecznego zapory filarowef

S. Doroszkiewicz, Z badan fotosprezystych stanu naprezenia wywolanego ciezarem wlasnym

z uwzglednieniem wplywu podioza

. Doroszkiewicz, J. Lierz, Z badan fotosprezystych wirnika generatora duzej mocy

Czupax, Dobdr parametré6w ruchu przeno$nikéw wibracyjnych

PiecHOCKs, Analiza skoficzonych ugie stabo wypuklej membrany kulistej obciazonej lokalnie

Z. THRUN, Metoda przyblizonego obliczania probleméw poczatkowo-brzegowych w zastosowaniu
do niestacjonarnych zagadnied przewodnictwa cieplnego

K. WLMadskl, Obciazenia dynamiczne belek. Belka Timoshenki

Biuletyn Informacyjny Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej

ZESZYT 3/1964
ARTUR KACNER — Wspomnienie po$miertne
W. WiErzBICKI, Katastrofa budowlana jako przypadek unormowany
M. Janusz, Zasada Bettiego jako podstawa warunkéw modelowych
S. ZmMmBA, Rola mechaniki teoretycznej i stosowanej w rozwoju postgpu technicznego
J. MaryN1Ak, Oscylacje rakiety ledacej po torze falistym w atmosferze Ziemi
Biuletyn informacyjny PTMTS:
Sprawozdanie z Kongresu Mechaniki w Monachium w 1964 r.
Sprawozdanie z konferencji Zakladu Mechaniki OSrodkéw Ciaglych IPPT PAN w Za-
kopanem
Sympozja naukowe IUTAM

197]
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SPIS TRESCI

ZESZYT 1/1965

S. Kavrskt, O pewnym uog6lnieniu metody ortogonalizacyjnej

W. Bogusz, J. SKOWRORSKI, Synteza kinetyczna ogélnego ukladu mechanicznego

Z. THRUN, O pewnym sposobic przyblizonego obliczenia nieliniowych zagadnief przewodnictwa
cieplnego

W. Gurkowski, Geometria réznicowa przestrzennej siatki punktow

W. Szczepmisky, Wplyw efektow dynamicznych na przebieg proceséw ciggnienia metali

J. Orkisz, Problem odciazenia obrotowo-symetrycznych powlok w stanic blonowym przy duzych
odksztalceniach nieSprQi__ystych

ZESZYT 2/1965

WitoLp WItRzpIckl — Wspomnienie po$miertne

Z. WastutyRskI, O wyznaczaniu warunkéw réwnowagi i réwnan stanu przez pomiar odksztalcen

Z. WASIUTYNSKI, A. BRANDT, Pomiary szeSciu skladowych odksztalcenia w $ciskanym walcu
betonowym

E. So6s, Tensor Kelvina-Somigliany dla ciala lepkosprezystego

Z. WaszczyszyN, Doswiadczalne badavia nad skofdczonymi sprezysto-plastycznymi ugicciami
belck opartych na nieprzesuwnych podporach :

J. Miastkowskl, W. Szczepiiiski, Doswiadezalne badanie powierzchni plastyczno$ei wstepnie
odksztalconego mosigdzu

T. Acorsowicz, Niektore zwiazki wychylefl skretnych i momentéw reakcji watéw drgajacych
jako podstawa metody do$wiadczalnego wyznaczania zmiennych naprezen $cinajacych

J. KaseERKkIEWICZ, Czujniki do Jaboratoryjnych pomiardw stanéw napr¢Zeti i odksztalcen we-
wnatyz elementéw betonowych

Biuletyn Informacyjny PTMTS

ZESZYT 3/1965
W. Nowackl, Dynamiczne zagadnienia térmosprqiystoéci
W. SzczeriNskr, Przeglad prac dotyczacych nosnosci granicznej rozciaganych clementéwz karbem
W. GurtkowsklI, Powierzchniowe konstrukcjc pretowe
P. SukiENNIK, O naprgzeniach w sprezystym podlozu pod §lizgajaca sig sztywna kula
S. Pyrko, O mozliwoéciach wykorzystania metody clastobptycznej dla badad wytezenia materialu
i rozkladu naprezen w zagadnieniach kontaktowych

Biuletyn Informacyjny PTMTS

MECHANIKA TEORETYCZNA I STOSOWANA jest organem Polskiego Towarzystwa Mechaniki
Teoretycznef i Stosowanej i ukazuje si¢ na razie jako wydawnictwo ciqgle mniej wigcej w odstepach
kwartalnych. Czlonkowie PTMTS otrzymujq poszczegdlne zeszyty wydawnictwa ze znizkq 25%
w Oddzialach Towarzystwa.
MECHANIKE TEORETYCZNA I STOSOWANA mozna nabyé w ksiggarniach naukowych Domu
Ksigzki oraz w Osrodku Rozpowszechniania Wydawnictw Naukowych Polskiej Akademii Nauk (Palac
Kultury | Nauki)
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