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1. Wprowadzenie

Doéwiadezenie uczy, ze odksztalcenie clala zwigzane jest ze zmiana zawartodci
w nim ciepta. Zmienne w czasie obcigzenie ciata wywotuje w nim nie tylko prze-
mieszczenia, ale i zmienny w czasie rozklad temperatury. Odwrotnie, ogrzanie
ciata powoduje w nim odksztatcenie i zmiang temperatury. Ruch ciata charakte-
ryzowany jest przez wzajemne oddzialywanie na siebie pola odksztatcenia i pola
temperatury. Dziedzing, zajmujaca si¢ wzajemnym oddziatywaniem tych pdl, nazy-
wamy fermosprezystosciq.

Sprzezenie tych dwu pol powoduje, ze w réwnaniach przemieszczeniowych ruchu
pojawiaja sie cztony temperaturowe, w rownaniu przewodnictwa cieplnego cziony
deformacyjne.

Sprzezenie pola deformacji i temperatury postulowat juz J. M. C. DuHAMEL [l],
twoérca teorii naprezen cieplnych, wprowadzajac do réwnania przewodnictwa
cieplnego czton dylatacyjny. Jednak réwnanie to nie zostato uzasadnione na drodze
termodynamicznej. Prébe uzasadnienia termodynamicznego tego réwnania podjeli
pozniej W. VoiGT [2] i H. Jerrreys [3]. Jednak dopiero w 1956 r. M. A. Biot [4]
podat petne uzasadnienie réwnania przewodnictwa cieplnego w oparcin o termo-
dynamike proceséw nieodwracalnych [5]. M. A. BroT podat réwniez podstawowe
metody rozwigzywania réwnan termosprezystosci jak tez i twierdzenie wariacyjne.

Termosprezysto$¢ opisuje szeroka kategorie zjawisk, jest vogdlnieniem klasycznej
teorii sprezystosci oraz teorii przewodnictwa cieplnego. Obecnie termosprezysto$é
jest dziedzing w peini uksztaltowana. Zostaly sformutowane podstawowe zalezno$ci
i réwnania rézniczkowe. Opracowano szereg metod rozwigzywania réwnan termo-
sprezystosci, uzyskano podstawowe twierdzenia energetyczne i wariacyjne. Rozwia-
zano tez szereg zagadnien dotyczacych rozprzestrzeniania sie fal termosprezystych.

Jak wiadomo, badania w dziedzinie termosprezystosci poprzedzone byly roz-
leglymi badaniami w ramach tak zwanej teorii naprezen cieplnych (Theorie der
Wirmespannungen, theory of thermal stresses). Pod tg nazwa rozumiemy badanie
odksztatcen i naprezen, wywolanych ogrzaniem ciala, przy przyjeciu upraszczaja-
cego zalozenia, Zze na przewodnictwo cieplne nie ma wplywu odksztalcenie ciata
sprezystego.

W teorii tej, siegajacej poczatkéw teorii sprezystodci i intensywnie rozwijanej
w ostatnich latach ze wzgledu na jej rosnace znaczenie praktyczne, postuzono sig
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klasycznym réwnaniem przewodnictwa cieplnego, nie zawierajacym czlonu zwigza-
nego z odksztalceniem ciala.

Rownolegle z teoria naprezen cieplnych rozwineta si¢ elastokinetyka réwniez
przy zalozeniu upraszczajacym, postulujacym, ze wymiana ciepla pomiedzy czg¢scia-
mi ciala, odbywajaca sie za poérednictwem przewodnictwa cieplnego, zachodzi tak
wolno, ze ruch traktowa¢ mozna jako adiabatyczny.

Wymienione tu dziedziny stanowia obecnie przypadki szczegélne teorii ogdlniej-
szej, termosprezystoSci. W ogdlnych twierdzeniach i metodach termosprezystodci
mieszcza sie jako przypadki szczegdlne twierdzenia i metody teorii przewodnictwa
cieplnego 1 klasycznej teorii sprezystosci.

Zauwazy¢ nalezy, ze rozwiazania uzyskane w ramach termosprezystoéci niewiele
odbiegaja od rozwiazan klasycznej teorii sprezystoéci czy tez teorii przewodnictwa
cieplnego. S}il‘zgzenie pola odksztatcenia i temperatury jest stabe. Jednakze réznice
jakosciowe sa zasadnicze., Widaé to choéby na przykladach fal sprezystych, ktére
w ramach termosprezysto$ci sa ttumione i ulegaja dyspersji, podczas gdy w ramach
elastokinetyki wystepuja jedynie fale niethumione. Podstawowego znaczenia nabiera
termosprezysto§é w tych przypadkach, w ktérych gléwnym celem jest badanie
sprezystej dyssypacji. Znaczenie termosprezystoSci polega gléwnie na walorach
poznawczych i uogdlniajacych tej teorii.

W niniejszym referacie przegladowym punkt cigzkosci przeniesiono na przedsta-
wienie podstawy termodynamicznych teorii, na réwnania rézniczkowe termospre-
zystodei 1 wazniejsze metody ich rozwigzania oraz na ogélne twierdzenia energe-
tyczne i wariacyjne.

Mniej uwagi po$wiecono rozwiazaniom konkretnych probleméw odsylajac
czytelnika do Zrodlowej literatury, umieszczonej na koricu pracy. Przy podawaniu
zwiazkéw funkcyjnych i réwnafi stosowaé bedziemy zapis tensorowy indeksowy
w kartezjanskim uktadzie wspolrzednych.

2. Podstawowe zalozenia i zwiazki liniowej termosprezystosci

W rozwazaniach zawartych w niniejszym punkcie zajmowaé sie bedziemy jedno-
rodnymi anizotropowymi cialami sprezystymi. Dla tych cial wyprowadzimy ogdlne
zwiazki i réwnania rozszerzone przewodnictwa cieplnego, a dopiero péZniej przej-
dziemy do ciala jednorodnego izotropowego, ktérym zajmowaé bedziemy sie
w nastepnych punktach pracy.

Niech ciato w stanie nieodksztalconym i beznaprezeniowym (przy niewystgpo-
waniu sit zewnetrznych) znajduje sig¢ w temperaturze 7',. Ten stan wyjSciowy
nazwiemy stanem naturalnym ciata, przyjmujac, ze entropia dla tego stanu jest
rowna zeru, Wskutek dziatania obcigZeri zewnetrznych, a wiec sit masowych i po-
wierzchniowych, dalej wskutek dzialania zZrédet ciepla oraz ogrzania (wzglednie
ozigbienia) powierzchni ciata, o§rodek dozna odksztalcenia i zmiany temperatury.
W ciele powstana przemieszczenia u, a zmiana temperatury wyniesie § = T'— 7T,
gdzie T jest temperatura bezwzgledna punktu x ciata, Zmianie temperatury towa-
rzyszy powstanie odksztalcefi ¢;; i naprezen oj;. Wymienione tu wielkoéei u, 0, ;.
o;; sq funkcjami miejsca x i czasu 2.
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Zakladamy, ze zmiana temperatury 6 = T—T, towarzyszaca odksztatceniu jest
mata oraz ze wzrost temperatury # nie powoduje istotnych zmian we wspdlczyn-
nikach materiatowych tak sprezystych jak i termicznych. Wspélezynniki te bedziemy
traktowaé jako niezalezne od 7.

Do uczynionego zatozenia |0/Ty €1 dodajmy nastgpne, dotyczace matych
odksztatcen. Zaktadamy mianowicie, ze kwadraty i iloczyny sktadowych odksztalcei
mozna pomingé w stosunku do odksztafcefi g;,. W ten sposdéb dalsze rozwazania
ograniczamy do termosprezystosci geometrycznie liniowej. Zaleznos¢ miedzy od-

ksztatceniami i przemieszczeniami ogranicza sig do zwigzku liniowego

1 .
(2.1 &)= —Z‘(Ui,j'l‘uj,i), i,j=1,2,3.

Odksztalcenia, jak wiadomo, nie moga by¢ funkcjami dowolnymi, speiniaé musza
sze§é zwigzkow, tak zwanych zwiazkdéw geometrycznej nierozdzielnoéei,

(2.2) &y, Tt Ert,ij—Ep, in—Eix, 1 = 0, 1i,j,k,i=1,2,3.

Podstawowym zadaniem staje si¢ uzyskanic réwnad stanu, wigzgcych skladowe
tensora naprezenia o;; ze skladowymi tensora odksztalcenia ¢;; i temperatury 6.

Zauwazmy, ze stan mechaniczny i termiczny oérodka jest w danej chwili w sposéb
zupelny opisany przez rozktad odksztalcen e;; i temperatury 0. Stad wnioskujemy,
ze przy izotermicznej zmianie stanu (T = T3) mamy do czynienia z procesem Spre-
zy$cie i termodynamicznie odwracalnym. W przemianach jednak, w ktorych wyste-
puja zmiany temperatury, mamy do czynienia z dwoma zazebiajacymi sie procesami,
odwracalnym procesem sprezystym 1 nicodwracalnym procesem termodynamicznym.
Ten ostatni wywolany jest przez samorzutny, a wigc nieodwracalny proces przeno-
szenia ciepta za pomocg przewodnictwa cieplnego.

Zaburzen termosprezystych nie da sie tu opisaé za pomoca klasycznej termo-
dynamiki, korzystaé trzeba ze zwiazkow termodynamiki proceséw nieodwracal-
nych [5, 6].

Dla uzyskania réwnan stanu nalezy rozpatrze¢ energi¢ ukladu. Wyjdziemy ze
zwigzku rézniczkowego wywodzacego si¢ z pierwszej zasady termodynamiki
@3 du = 0yyde;;-+dQ.

Zwigzek ten wykazuje, ze mala zmiana du energii wewnetrzuej réwna sie suinie

pracy odksztalcenia oraz przyrostu ilosci ciepta, wprowadzonego do rozpatrywanej

nieskoniczenie malej objetodei ciata. Zmiana ilodci ciepta réwna sig Tds, gdzie s

jest entropia, tak Ze réwnanie (2.3) przyjmuje postaé

(23,) du = O‘,'jdEU—|— Tds.

Dodaé nalezy, ze przyrost energii wewnetrznej u jest rézniczka zupeing. Zmiennymi

niezaleznymi w zwiazku (2.3") sa odksztalcenia ¢;; i entropia s, tak ze u = u(g;, ).
Zamiast funkcji u wygodniej bedzie wprowadzié energie swobodna f = u—sT,

funkcje zmiennych &, i T:

(2.4) d/‘: O‘ijd&"'j—sdT.

Réwniez i df jest rézniczka zupehna.
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Zwigzki (2.3") i (2.4) zezwalaja na wyznaczenie naprezen o;; jako funkcji zmien-
nych niezaleznych ¢;; i s wzglednie e;; 1 T. Zwazywszy, ze

du du
(2.5) duy = (3_6;)_( ‘j+ ( )E dS,

(2.6) df = ( fj) l,+( f) dr,

otrzymamy z poréwnania réwnan (2.3°) i (2.5) oraz (2.4) i (2.6) nastepujace za-
lezno$ci:

- (ou | ou of (e
-7 *(a—) T“(a—s); —(a—) S—*(ﬁ);

W dalszych rozwazaniach wykorzystamy trzecie z réwnan (2.7), dazac do przedsta-
wienia naprezen o;; jako funkcji odksztalcen ;i T.

Rozwinmy funkcje f(e;;, T) w szereg nieskonczony w otoczenju stanu natural-
nego f(0, Tp):

08 Sy, =50, 1)+ T°> eyt LT (1
1 32f(O,To) 0 f(O To) 2*£(0, Tp) .
—[ Geydny ot 2 g a7 o= To+ =5 (T-T) ] +

Z rozwinigcia f(e;;, T) zatrzymamy czlony liniowe i kwadratowe ograniczajac sig
jedynie do liniowych zwiazkéw migdzy naprezeniami oy;, odksztalceniami e
1 zmiang temperatury 0.

Zwazywszy, ze dla g; =0, T = T, mamy do czynienia ze stanem naturalnym,
przyja¢ mozna, ze f(0, T,) = 0. Do zera przyréwnamy rowniez czton df(0, T¢)/oT.
Z poréwnania bowiem roéwnan (2.4) i (2.6) wynika, ze (9fjoT), = —s, a zatem dla
stanu naturalnego jest

90, Ty)

aT - —S(O, TO)ZO.

Wykorzystajmy teraz trzeci ze zwiazkow (2.7)

of ) _ 90, Tp) | &0, Tp)
Y €084

90, Ty)
de;;0T

(2.9) 0;; (e, T) = (- et ——— (T—Ty).

oe;;
Otrzymali$émy zatem zwigzek liniowy dla matych odksztatcen, zwiazek zgodny z po-
czynionym zatozeniem |0/ To| < 1. Wréwnaniu (2.9) nalezy przyjaé 9f(0, Tp)/0e;; = 0,
gdyz dla stanu naturalnego &; = 0, T'= T}, powinno by¢ o;; = 0.

Wprowadzajac oznaczenie

0T _ #0, Ty _ 8., %0, Ty)
e 0ey K 0e;,0T v oT?

=n,
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przedstawimy zwiazki (2.8) 1 (2.9) w postaci
1 n
(2.10) f(eipT):“Z—Cijklfijek1~ﬂ;jei10+70,

1

.11 0 = 7(¢'ijk1+0kuj)6kl_ﬂij0-

Zauwazmy jeszcze, Ze

30,-j . 30” _
(212) ((')Tkl)r = Cijkls (a—T)E = ﬁ,‘j.

W zwigzkach (2.11) rozpoznajemy prawo Hooke’a uogdlnione na zagadnienia
termosprezyste. Zwiazki (2.11) nosza nazwe zaleznosci Duhamela-Neumanna dla
ciala anizotropowego. Stale ¢;;,;, #;;, odnoszace si¢ do stanu izotermicznego, petnig
role stalych materialowych [7]. Wielkosci ¢;;, sa skfadowymi tensora sztywnosci
sprezystej.

W teorii sprezystoéci ciala anizotropowego udowadnia sig nastepujace wlasnoscei
symetrii tensora:

Cijei = Cjikts  Cijrt = Cijik>  Cijkl = Cilij+
Zwiazki te prowadza do redukcji liczby stalych z 81 do 21 niezaleznych od siebie

statych dla ciata o ogdélnej anizotropii.
Rozwigzmy uklad réwnan (2.11) wzgledem odksztalcen

(214) 6”=S,jk,o‘k,+a,~j0.
Wielkoéei s;;,, nazywamy wspdlczynnikami podatnosci sprezystej. Réwniez i dla
tych wielkosci obowigzuja zwigzki symetrii:

Sijrt = Siks Skt = Sijies Sijkt = Sulij-

Rozpatrzmy teraz element objetosciowy ciala anizotropowego wolny na swej po-
wierzchni od naprezen. Wienczas zgodnie z (2.14) otrzymamy dla tego elementu

(215) 6°,~j=a,10.

Zwiazek (2.15) opisuje znane zjawisko fizyczne, proporcjonalnosé odksztalcen
elementu do wzrostu temperatury 0. Wielkosci a;; sq wspolczynnikami liniowe;
rozszerzalno$ci cieplnej. Wielko§¢ «;; jest tensorem symetrycznym, co wynika
z symetrii tensora g;. Dodaé nalezy, ze wspolczynnik cieplnej rozszerzalnoéci
objetosciowe] a;; jest niezmiennikiem.

Ze zwigzkow (2.11) i (2.14) otrzymamy nastepujace zalezno$ci:

do; do de;;
(2.16) (56711)[ = Cijuls (ﬁ) = —ﬂu = — 0Oy Cijuls (c’)—]]‘) = Q.

W dalszych rozwazaniach, odnoszacych sie do wyprowadzenia rozszerzonego
réwnania przewodnictwa cieplnego, konieczne bedzie przedstawienie energii we-
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wnetrznej oraz entropii jako funkcji odksztalcenia i temperatury. Punktem wyjécia
sq rozniczki zupelne

(217) ‘ dl/lzo'udEU-I—TdS,
as ds
(2.18) ds = (E)Tdau—k ((')_T)e dT,
Wstawiajac (2.18) do (2.17) otrzymamy
as as
(2.19) du= [T(E)T-I—O',j] d8i1+T(ﬁ)8 dT.

Warunkiem koniecznym i dostatecznym, aby wielko$¢ du byla rozniczka zupeina,

jest zalezno§é
0 as ] as
i) ol = (2 )

Z warunku tego wynika zwiazek

as 30‘,-1 _
)+ (520

albo, zwazywszy na drugi wzér grupy (2.16),

as
220 (o=
Z drugiej strony wykorzystamy zwiazek termodynamiczny
as du
(221) T(a—]:)e == ('ﬁ)e == Cyg,

gdzie ¢, jest cieptem wlaéciwym przy stalym odksztatceniu, odniesionym do jednostki
objetosci. Wstawiajac (2.20) i (2.21) do zwiazkéw (2.18) i (2.19) otrzymamy

(2.22) ds = B de;,+ % dT,

(2.23) du: Gijdeij+Tﬂijd8ij+cch'

Wstawiajac do (2.23) zwiazki (2.11) i calkujac wyrazenie (2.20) i (2.23) przy zalo-
zeniu, ze dla stanu naturalnego (T = Ty, &; = 0, 0;; = 0) jest s = 0, u = 0, otrzy-
mamy

(2.24) ’ s=ﬂ,~18,~j—|—celn(1—|—i),
T,
1
(2.25) U= '—2—CUMEUEM‘I‘Toﬂ,-jau‘I"Ceo.

W wyrazeniu na entropi¢ pierwszy czton po prawej stronie pochodzi od sprzeze-
nia pola odksztalcenia z polem temperatury, drugi czton wyraza entropie wywo-
tana przeplywem ciepta. W wyrazeniu tym brak jest cztonu czysto sprezystego.
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Wynika to stad, ze proces odksztatcenia w warunkach izotermicznych jest odwra-
calny i nie wywoluje wzrostu entropii. W wyrazeniu (2.25) na energie wewnetrzng
wystepuja trzy czlony, pierwszy z nich ma charakter czysto sprezysty, przedstawia
prace odksztalcenia, ostatni zawarto$¢ ciepla w jednostce objgtosci, srodkowy czlon
pochodzi od wzajemnego oddziatywania pola odksztalcenia i pola temperatury.
Dla szczegblnego przypadku procesu izotermicznego jest u = &;07/24T,f:; €.

Wréémy do wyrazenia (2.24). Ze wzgledu na poczynione zalozenie |0/Tp| < 1
funkeje In(1+4-0/T,) mozna rozwingé w szereg nieskonczony i uwzglednié tylko jeden
czlon rozwiniecia. Otrzymamy w ten sposéb

(2.26) 5= B8+ Ry
T
Dla energii wewnetrznej f = u—sT, otrzymamy
! Co o
(2.27) f= o cijklgljgkl"ﬂijgijg— 27, 2.
W ten sposob zostala okre§lona wielko§¢ n = —c,/T,, wystepujaca w wyraze-
niu (2.10).

Pozostaje powigzaé entropi¢ z przewodnictwem cieplnym. W ciele statym prze-
noszenie sie ciepta realizuje si¢ pizez przewodnictwo cieplne, rozumiane jako prze-
noszenie si¢ ciepta z miejsc o wyzszej temperaturze do miejsc o temperaturze nizszej.
Jest to proces samorzutny i nieodwracalny, powigzany z wytwarzaniem entropii.
Rownanie przewodnictwa cieplnego wyprowadza sie z zasady zachowania energii,
wyrazonego w postaci przeplywu entropii. Prawo to, stanowiace lokalne sformulo-
wanie drugiej zasady termodynamiki, ma postaé
(2.28) T‘f[ = —divq, f‘% — —17 Gis
Przez q oznaczmy wektor przeptywu strumienia energii w naszym przypadku
rowny przeptywowi ciepta.

Rozpatrzmy cialo obejmujace obszar V' i ograniczony powierzchnia A. Wtedy
catka

das

(2.29) —

_ [ ds _ qi,i
= | Sar= VdeV

oznacza przyrost entropii w jednostce czasu w objetosci ¥, wywolany przeplywem
ciepta.
Zwigzek (2.29) przedstawi¢ mozna réwniez w postaci

(2.29") %;=— f gm . f @l 4
A Vv

T T2

Przyrost entropii w czasie sklada si¢ tu z dwu zasadniczych czefci, z catki po-
wierzchniowej wyrazajacej wzrost (lub ubytek) entropii, wywolany wymiana ciepta
z otoczeniem, i z calki zwigzanej z tworzeniem entropii w obszarze V.
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Wréémy do zwiazku (2.28), ktéry przedstawi¢ mozna w postaci

ds . qi q;T;
(2.30) dt_—(T),i_ 7o

Wyrazenie to przedstawia przyrost entropii w czasie w sposob lokalny.

Z poréwnania (2.29) i (2.30) widoczne sie staje, Ze pierwszy czion zwiazku
(2.30) odnosi sie do wymiany entropii z otoczeniem, drugi czlon do wytworzenia
entropii w elementarnej objetoéci ciata. Zwiazek (2.30) przedstawi¢ mozna jako

, ds
(2.30") i —le( )—I—cr
gdzie 0 = —q,T;/T? jest zroédlem entropii. Oznaczmy przez ds,/dt wymiang entropii
z otoczeniem, przez ds;/dt szybkodé tworzenia entropii. Zatem [S]
ds, (a) q; ds; @l
(2.31) e div (7) = (—f),i’ 5= =

Lokalne sformutowanie drugiej zasady termodynamiki proceséw nieodwracalnych
zada, zeby w kazdym elemencie ciata

ds ds,  ds; ds;

—=— >0, —-=0>0.

a = a a7 a T
Zrédlo entropii o jest w procesic nieodwracalnym zawsze i wszedzie wigksze od
zera, w procesie odwracalnym jest réwne zeru. Z tego twierdzenia bgdziemy ko-
rzysta¢ w dalszych rozwazaniach.

Zrédto entropii zwigzane jest z przyczynami proceséw nieodwracalnych, z tak

zwanymi wielko§ciami intensywnymi, bodZcami termodynamicznymi F; za pomoca
nastepujacych zwiazkéw:

(2.32) o= Fq;.

Zrédto entropii jest réwne sumie iloczynéw bodzcéw termodynamicznych i sprze-
zonych z nimi sktadowych strumieni przeplywu ciepta. Z poréwnania zwigzkéw
(2.31) i (2.32) widoczne jest, ze

T,
(2.33) F= —T—‘z.
Zatem bodZcem termodynamicznym dla przewodnictwa cieplnego jest gradient
temperatury,

Z drugiej strony miedzy sktadowymi wektora przeptywu c1epla q, a bodzcami ter-

modynamicznymi istnieje zwigzek funkeyjny
(234) qizqi(F17F2aF3)'

Dla przeptywéw laminarnych, ktére tu bedziemy rozwazaé, przyjaé mozna, Ze
zwiazek (2.34) jest liniowy, zatem Ze



DYNAMICZNE ZAGADNIENIA TERMOSPREZYSTOSCI 11

Sa to réwnania fenomenologiczne przeplywu energii. Wystepujace w nich w1e1kosm
L;; sa statymi, spetniajacymi zwiazki Onsagera
(236) L[j =Lj,'.
Wstawiajac (2.33) do (2.35) otrzymamy

Lu T,i
(2.37) Gi=—"—p

Réwnanie to jest zgodne z prawem Fouriera dla przewodnictwa cieplnego
w ciele anizotropowym. Dla Zrodla entropii otrzymamy

T:T;
(2.38) 0=LU~'T4—”>O.
Poniewaz zawsze musi by¢ ¢ > 0, zatem wielkoSci L;; muszg by¢ dodatnie. Wpro-
wadzajac wielkodci A, = Li;/T? >0 (wspdlczynniki przewodnictwa cieplnego)
otrzymamy nastepujace prawo przeptywu ciepta w osrodku anizotropowym:
(2.39) 4= —4;T,

Wiazgce zwiazki (2.39) i (2.28) oraz wykonujac rdézniczkowanie wzgledem czasu na
zwiazku (2.26) otrzymamy uklad réwnan

ds

(2.40) Tgt— — }'ij T,U’
ds u do
(2.41) T?F—T’B +— PR
Z pordwnania tych réwnan wynika juz réwnanie przewodnictwa cieplnego
; di)
(2.42) LTy =TB; dJ —}———T Tk 0 =T—T,.

Zauwazmy, ze jest to rownanie nieliniowe ze wzgledu na prawg strong réwnania
(2.42). Rownanie to zlinearyzujemy przez przyjecie T = T, po prawej stronie
réownania. Ostatecznie otrzymamy

(2.42) Ayj05—c,0—ToByyé,;= 0.

W tym rozszerzonym réwnaniu przewodnictwa cieplnego wystepuje czlon Toﬂijé,-j,
charakteryzujacy sprzezenie pola odksztalcenia z polem temperatury. Kropka nad
funkcja oznacza pochodna tej funkeji wzgledem czasu. Jesli w ciele dziataja Zrédia
ciepfa, to w zwiazku (2.40) nalezy dodaé wielko$é W, okreSlajacy ilo§¢ ciepta wy-
tworzong w jednostce objetosci 1 czasu
ds
T—a‘t‘ = }-IjT,lj+ W.

Roéwnanie (2.42") w przypadku wystepowania w ciele zrodet ciepta rozszerzy si¢ do
postaci

(242”) }'ije,ij_cxé_TOﬁijéij= —W.
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Z wyprowadzonych tu zwiazkéw Duhamela-Neumanna dla ciata anizotropowego
fatwo przejdziemy do ciata izotropowego stosujac nastepujace zwiazki:
Cijrt = !t[éij(sjl_l_(sil(sjk]‘l_ﬂ-éij Ot
(2.43) i = W [0 Op+03 6] +4' 4y b,
Biy= 1oy, ay=d;a,.
Tutaj u, A sa statymi Lamégo dla stanu izotermicznego, a

1 A
= (3442 = A==
Wielko$¢ a, jest wspoiczynnikiem liniowej rozszerzalnodcei cieplnej. W ten sposéb

zwiazki (2.11) i (2.14) przechodza w zwiazki Duhamela-Neumanna dla ciata izo-
tropowego

(2.44) oy = 2ue;+ (e —y0)dyy,
(2.45) &y = a,00;+2u'cy+1" 80

Dla ciata izotropowego jest 4;; = 4,6,;. Zatem réwnanie przewodnictwa cieplnego
(2.42") przyjmie postaé [4]:

A0, —,0—Topé = — W,

albo
FR 0
(2.46) 05— - 0—neg = — >
gdzie
2'0 . '}/To W

*=—

o " 97%

0

Podajmy jeszeze wyrazenia na u, f, s dla ciala izotropowego. Otrzymamy tu

1 1
Zl:*2—O'ij8ij+7€'y(0+2T0)+cﬂe)
(2.47) .
I= nee +—~A—e2— I
= 'LL ijCij 2 'ye 2T0 ’

6
s=ye—|—c87, € == gyy.
0

Uzyskane w tym punkcie réwnanie stanu i réwnania przewodnictwa cieplnego
nalezy powiaza¢ z réwnaniami ruchu ciala stalego odksztalcalnego. Otrzymainy
w ten sposob komplet réwnan termosprezystosci.

Zwrolmy jeszeze uwage na to, ze sprzezenie pola temperatury i odksztalcenia
znika, gdy sily zewnetrzne czy tez ogrzanie ciala jest stacjonarne. W tym przy-
padku w réwnaniu przewodnictwa cieplnego znikna pochodne czasowe, réwnanie
(2.46) przechodzi w rownanie Poissona.
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3. Réwnania roiniczkowe termosprezystosci i metody ich rozwiazywania

Na komplet réwnan roézniczkowych termosprezystosci skiadaja sie rownania
ruchu i réwnanie przewodnictwa cieplnego. Réwnania ruchu

(3.1) O'iJ'J-l-X,':Qi},'(X,t), XEV, t>0
przeksztalci¢é mozemy przez wykorzystanie réwnan stanu
(32) Uij: 2[,[3,'1"‘]“(/15[\.,‘—}/0)(5,-_", XEV"|“2,' ! >0

1 zwigzkéw miedzy przemieszczeniami i odksztalceniami

(3.3) EU = %(u,',j"]“uj,i), Xe V‘I‘Z, > 0

do ukiadu trzech réwnan zawierajacych jako niewiadome funkcje przemieszczenia
u; 1 temperature 0:

3.4 putg i+ Ay X = ot +y0,;,  xeV, t>0.

Powyzsze rownania oraz réwnanie przewodnictwa cieplnego

(3.5) O,Jj——lﬁ'—nizk,k=——Q—, xeV, 1t >0
? e X

sa ze soba sprzgzone. Sity masowe, Zrédla ciepla, ogrzanie i przeplyw ciepla przez
powierzchnie 2, ograniczajaca obszar V, jak tez i warunki poczatkowe sa przyczyna-
mi powstania w ciele zaréwno przemieszczen, jak i towarzyszacej im temperatury.
Warunki brzegowe typu mechanicznego dane sa albo w postaci danych przemiesz-
czen u;, albo obciazed p; = o;;n; na powierzchni 2. Warunki termiczne mozna
w sposob ogblny zapisa¢ w postaci

(3.6) a%o;—l—ﬂf)———f(x,t), xe2, t>0, a,f(—stale,

okreélajacej przeplyw ciepla przez powierzchuie 2. Jesli f = o0, to mamy do czynie-
nia z zerowe na brzegu temperaturg 0, je§li « = o0, to mamy przypadek powierzchni
X termicznie izolowanej. Warunki poczatkowe sygnalizuja, ze w chwili poczatkowe;j,
na przyklad dla 1 = 0, przemieszczenie u;, predkos§é tych przemieszezen i tempera-
tura sg funkcjami znanymi

€N (X, Dimo =/10), 40, Dizo =800, (X, im0 =h(X).

Uklad réwnan (3.4) i (3.5) jest nader zlozony i naturalnym staje si¢ dazenie spro-
wadzenia tego ukladu do réwnan prostszych, réwnan falowych. Istotne uproszczenie
rédwnan uzyskuje sie przez rozlozenia wektora przemieszezenia i wektora sit maso-
wych na czg$é potencjalng i cze$¢ solenoidalna. Wstawiajac zatem do réwnan
B i3y

(3.8) uy=Dtepupe,;, Xi=o@i+eiu)),



14 WitoLp NOWACKI

gdzie funkcje @ 1 & sa funkcjami skalarnymi o, i y; funkcjami wektorowymi, do-
prowadza sie réwnania termosprezystosci do nastepujacego ukladu réwnan [8]:

1
1
. L
(3.10) Lhyi=— =1,
Cy
: A+2p I 14
—_— 2 == — g 2 = 2 = —— _ —
(3.11) DO—nV2D St . i = m ot

Wprowadzono tu oznaczenia

1
(i=V—5d, D= VZ—%E),, at=_‘1,

Réwnania (3.9) i (3.11) sa ze soba sprzezone w sposdb bezpoéredni. Eliminacja
funkcji 0 prowadzi do réwnania fali podiuznej

1
(3.12) ((ED—ymd, v2) & = —%_ — — D
. 1
Réwnanie (3.10) opisuje fale poprzeczng. Zauwazmy, ze funkcje @ i v; sa ze sobg
zwiazane poprzez warunki brzegowe, ktére w kazdym przypadku wyrazone beda
przez przemieszczenia #; 1 pochodne tych funkcji oraz przez temperature 0.

Eliminujac z réwnan (3.9) i (3.11) funkcje @ otrzymamy réwnanie

(3.13) ((ED~nmd, V2)0 = — % 20— ;—Zna, V29,
1

Spostrzegamy, 7e réwnania (3.12) i (3.13) maja t¢ sama postaé. Struktura tych
wzoréw, o czym bedzie jeszcze mowa pdzniej, wskazuje, ze mamy do czynienia
z fala ttumiong i ulegajacg dyspersji. W nieograniczonej przestrzeni termosprezystej
fale podtuzne i poprzeczne rozprzestrzeniaja si¢ niezaleznie od siebie. Zaldézmy, Ze
Zrédlem ruchu sg Zrédia ciepta Q i sity masowe X; = o8 ,;. Przy zalozeniu, ze y; = 0
oraz Zze warunki poczatkowe zwiazane z rownaniem (3.10) sg réwne zeru, otrzy-
mamy ; = 0 w calej przestrzeni.

W nieograniczonej przestrzeni powstana jedynie fale podtuzne, dylatacyjne.
Zwazywszy na (3.2) i (3.8) mamy

U; = (D,[, &= dj,,'j, Epr = VZQD,

J
oraz

0y = 2#(@,:'1‘"(Sij@,kk)"‘r‘Q(Sij(ds—’ﬂ)-
Jesli w przestrzeni nieograniczonej ‘dzialaé beda sity masowe X, = 0% %x, ;s
aQ=0,%=0oraz O(x,0) =0, D(x,0) =0, to ré6znymi od zera beda jedynie
funkcje ;, natomiast @ = 0, @ = 0 w calym obszarze. Propagowaé beda si¢ jedynie
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fale poprzeczne z predkoscia ¢, = (i/p)Y*. Falom tym nie towarzyszy wytwarza-
nie ciepla. Zauwazmy, ze dla fal poprzecznych jest

U =€ Wiy Mx=0, 0=0, o;=2us;=p;+u;,.

W ciele ograniczonym wystapia w zasadzie jednocze$nie oba rodzaje fal. Rozwig-
zanie réwnan (3.10) i (3.12) ztozymy z dwu czgscei, z calek szezegdlnych tych réwnan
@°, 4° oraz z catek ogblnych réwnan jednorodnych

((ED—nmo, VD' =0, [Jayi=0,
przy czym funkcje @’ i ) nalezy dobraé w ten sposéb, aby spetnione byly wszelkie
warunki brzegowe.

Dalsza metodg, stosowana przy rozwigzywaniu réwnan rozniczkowych termo-
sprezystosci jest metoda rozwiktania réwnan, polegajaca na doprowadzeniu ukladu
réwnan (3.4) i (3.5) do ukfadu czterech réwnan niesprz¢zonych. W kazdym réwnaniu
wystepuje jedna tylko nieznana funkcja. Metoda ta chyba po raz pierwszy byla
stosowana przez HILBERTA [9] w odniesieniu do réwnan rozniczkowych optyki.
Pewna jej odmiang w postaci operatorowej, obmyélong przez G. MosiLa [10] za-
stosowata do réwnan quasi-statycznych termosprezystosci V. IoNescu-Cazimir [12].
Na innej drodze rozwiklanie roéwnan dynamicznych termosprezystosci uzyskat
S. Kavskr [11]. Wynik jego zostal powtérzony jeszcze na innej drodze przez
J. S. PopsTRIGACZA [13] oraz D. RUDIGERA [14].

Nie wchodzac w szczegdty tej metody podamy jedynic wynik koncowy. Wpro-
wadzamy jedna funkcje wektorowa ¢, i skalarng v 1 za ich pomoca wyrazamy
przemieszczenie i temperature w sposéb nastgpujacy:

(3.14) u; = (£206,;—1'0;0)) ;- vo0s v,
(3.15) 0= d,0; [ Jag;+(1-+a)[ Ry,
gdzie
Q=4[ BD—yynd, V2, 1I'=aD—ymd,, a= 'Hl;“, Vo= 2—:

Wstawiajac u; 1 0 do réwnan (3.4) i (3.5) otrzymamy cztery rozwiklane juz réwnania
dla funkcji @ i p:

X,

(3.16) (B D—nmd, Vgt —5 =0,
uvl
. R ou
(3.17) (CRD—mné, Vi p-+ —— =0

Do réwnan tych nalezy jeszcze dodaé warunki brzegowe i poczatkowe. W warun-
kach brzegowych wystepuja oczywiscie funkcje ¢; i y. Prostota réwnan rézniczko-
wych (3.16) i (3.17) jest jednak okupiona zlozong postacig warunkéw brzegowych.
Dlatego tez réwnania (3.16) i (3.17) znajda zastosowanie przede wszystkim w za-
gadnieniach ruchu w przestrzeni nieograniczonej, gdzie warunki w sensie $cistym
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odpadaja, zastapione przez zadanie zerowych warto$ci przemieszczen i temperatury
w nieskonczonoéci. Ten postulat bedzie spelniony, jesli rozmieszczenie sit masowych
i zrédet ciepla ograniczy sig do obszaru skonczonego.

Interesujaca droge rozwiazania réwnan rozniczkowych termosprezystodci podat
H. Zorskir [15]. Droga ta zmierza do przeksztatcenia uktadu réwnan rézniczkowych
(3.4) 1 (3.5) do ukladu trzech réwnan rézniczkowych dla przemieszczen ;. Przed-
stawimy ja pokrdtce w odniesieniu do przestrzeni nieograniczonej przy zatoZeniu
jednorodnych warunkéw poczatkowych. Napiszmy rownanie przewodnictwa
w takiej postaci, aby czton zawierajacy predko§é dylatacji znalazt sic po prawej
stronie réwnania

(3.18) 0.;— L 0 =iy,

x
Traktujac funkcje % ; jako Zrddla ciepla, mozna podaé rozwigzanie réwnania
(3.18) przy uzyciu funkcji Greena dla klasycznego réwnania przewodnictwa ciepl-
nego

2
CXp —
1 1 ( %J
(319) G,j_/"'? G= -—’; 5(X—§)5(t), G(X, E.H t) = 8ﬂ3/2%3/2t3/2 ’

Wstawiajac rozwiagzanie réwnania (3.18)

00, )=~ [ dv [ G(E,x, 1—0) 2 divu(E, DAVE), o' = (E—x)(E—),
0 14

do réwnan przemieszczeniowych (3.4) uzyskamy nastepujace réwnanie rédznicz-
kowo-catkowe: )

(3.20)  pV?u+(A+p)grad diva—gii =

= —7»y grad f dr f G, x,1—1) gc—divu(g;r)dV(E).
o v

Jesli dokonaé rozlozenia wektora przemieszczenia wedtug wzoru (3.8), to réwnanie
(3.20) rozpada si¢ na ukiad réwnan

62y o+ [dr [ 6@ x, 1—0 Vo, DavE —o,
0 14

(3.22) T3 = 0.

Roéwnanie rézniczkowo-catkowe (3.21) jest réwnowazne réwnaniom (3.9) i (3.11).

W pewnych przypadkach, zwlaszcza gdy warunki brzegowe podane sqg w napre-
zeniach, warto korzysta¢ z réwnan analogicznych do réwnan Beltramiego-Michella,
Roéwnania te dla zagadnien niesprz¢zonych zostaly wyprowadzone przez J. IGNA-
CZAKA [16], dla zagadnief sprzg¢zonych przez E. So6sa [17]. Inna metode rozwia-

zania w naprezeniach podat W. Nowacki [18] w odniesieniu do plaskiego stanu
odksztalcenia.
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Jesli zmienno$¢ sit masowych, zrédet ciepla, obcigzen i ogrzan powierzchniowych
jest powolna, to w réwnaniach ruchu pominaé¢ mozna cztony inercyjne, a zagad-
nienie traktowaé jako quasi-statyczne. R6wnania quasi-statyczne termosprezystosci

(323) /Jul,jj_’—(}'_*_u)uj,ji“i‘ Xi = '))0,1.’
1, . )

sa nadal ze soba sprzgzone. Szczegdlnie prosto przedstawia sig rozwigzanie tego
uktadu réwnan dla nieograniczonego ofrodka termosprezystego, w ktérym dzialaja
zrédia ciepla Q oraz sity masowe typu potencjalnego X; = ¢9;. Przez wprowadzenie
potencjatu termosprezystego przemieszczenia @ otrzymamy z (3.23) i (3.24) roz-
wiktany uktad réwnan [15]

1. 0o 7. 9 ”
2 = 2 2P — mf)— - —
(3.25) V20 . 0 o D, VD =mh a M=o, &= mn

Temperature 6 wyznacza si¢ tu z parabolicznego réwnania rézniczkowego w struk-
turze swej podobnego do klasycznego réwnania przewodnictwa cieplnego.

Do rozwiktania uktadu réwnan (3.23) i (3.24) zastosowat mozna réwniez sposéb
poprzednio przedstawiony [réwnania (3.14)-(3.17)], pomijajac wystepujace tam
czlony inercyjne.

Interesujacy jest wreszcie sposéb podany przez M. A. Biora [4]. Przez wprowa-
dzenie wyrazenia na entropie

Ce
(326) §= '}/Ekk+ 70—6

do réwnan (3.23) i (3.24) przy zalozeniu, ze Q = 0, X; = 0, otrzymuje si¢ uktad
réwnan

(3.27) pi i (At Oy gy = yPs,
1. T, A42u
—_——— = = 2 == _0 = —_— .,
(3.29) LY oy §s=0, 0=198, ¢’ Ho =X 1201 P

Réwnania te s rozwiklane, a entropia spetnia réwnanie paraboliczne. Rozwigzanie
réwnan (3.27) mozna podaé w postaci potencjatéw Papkowicza-Boussinesqa

2ut+A+4
Apto’

przy zatozeniu, Ze funkcja wektorowa v, jest funkcja harmoniczng. Do wyznaczenia
funkcji vy, w; mamy do dyspozycji réwnania

(330) U = — (’l/)o,i‘l"xj'l/)j,i)_’"BWia B= 2

(3'31) Vzw:’ - 0) V21/)(’) = O’ (Vl— %La’) /('06’ = 0)
2

gdzie p, = po-+uy .
Po wyznaczeniu funkcji y,, 9, przy uwzglednieniu warunkéw brzegowych i po-
czatkowych otrzymamy przemieszezenia ze wzoru (3.30).

© 2 Mechanika teoretyczna
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Jak na wstepie wspomnieliSmy, termosprezysto§¢ mieéci w sobie cale dziaty do-
tad oddzielnie rozwijanych kierunkéw: elastokinetyke klasyczna, teorig przewod-
nictwa cieplnego oraz teorig¢ naprezen cieplnych. Do réwnan rézniczkowych kla-
sycznej elastokinetyki dojdziemy przy zatozeniu, ze ruch odbywa si¢ w warunkach
adjabatycznych, a wiec bez wymiany ciepta migdzy poszczegdlnymi czgsciami ciata.
Poniewaz dla procesu adiabatycznego jest §= 0, zatem ze wzoru (3.26) otrzymamy

0 = —nxé,, albo po scatkowaniu i przyjeciu jednorodnych warunkéw poczatko-
wych:
(3.32) 0 = —nypxey.

Réwnanie to zastepuje réwnanie przewodnictwa cieplnego. Wstawiajge (3.32) do
(3.4) uzyskamy réwnanie przemieszczeniowe klasycznej elastokinetyki
(3.33) tst i+ Ay i+ X = oily,
gdzie

Ay = Artyrnre,  fr = ps.
Wielkosci A, p; sa statymi Lamégo mierzonymi w warunkach adiabatycznych.
Réwnania stanu po wstawieniu (3.32) do (3.2) przyjma postaé

(3.34) i = 2uet At 0y

W teorii naprezen cieplnych, w ktorej rozpatruje si¢ wplyw ogrzania powierzchni
ciala oraz dziatanie Zrdédet ciepla na stan odksztalcenia i naprezenia ciata, przyjmuje
sig, ze wplyw czionu 7é,, wystepujacego w réwnaniu przewodnictwa cieplnego na
odksztalcenie ciata jest nader maly i praktycznie pomijalny. To uproszczenie pro-
wadzi do ukiadu dwu réwnan od siebie niezaleznych

(3.35) /‘Tui,jj—l—(/lT—I_:uT)uj,ji = oiy+yr,
1, 0

Z réwnania (3.36), a wige z klasycznego rownania przewodnictwa cieplnego wy-
znacza sie temperature 0. Znajomo$é rozktadu temperatury zezwala wyznaczyé
przemieszezenia z rownan (3.35). Teoria naprezen cieplnych posiada bogatg literatu-
r¢ naukowa. Wiele praktycznych zagadnien tak quasi-statycznych jak i dynamicznych
zostato do tej pory rozwiazanych. Metody rozwiazania uktadu réwnan (3.35) i (3.36)
zostaly szezegdlowo opracowane. Czytelnik znajdzie je w monografiach [19-22].

W przypadku ustalonego przeplywu ciepla tworzenie si¢ entropii kompenso-
wane jest przez wymiang entropii z otoczeniem. Wymiana ta jest ujemna i réwna
co do wartosci bezwzglednej produkcji entropii w ciele. W réwnaniach termo-
sprezystosei (3.4) i (3.5) odpadaja pochodne wzgledem czasu. Réwnanie (3.4) prze-
chodzi w réownanie elastostatyki

(3.37) #7'”1,Jj+(l+#)T+Xz =0,

a réwnanie przewodnictwa cieplnego staje sie réwnaniem typu eliptycznego, réwna-
niem Poissona

(3.38) o0,=_2
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Ze wzgledu na znana analogig sit masowych [23] wyznaczenie naprezen cieplnych
sprowadza sie tu do rozwigzan klasycznej teorii sprezystosci.

4. Twierdzenie wariacyjne termosprezystoSci

Wiadomo jak powaing role odgrywaja w teorii sprezystosci twierdzenia waria-
cyjne przy wariacji stanu odksztalcenia lub stanu naprezenia. Pozwalaja one nie
tylko na wyprowadzenie réwnan rézniczkowych opisujacych zginanie plyt, powlok,
tarcz, membran itd., ale i na konstruowanie rozwigzan przyblizonych. Ponizej
podamy twierdzenie wariacyjne przy wariacji stanu odksztafcenia dla termosprezys-
tosci, obmy$lone przez M. A. BioTa [4]. Sktada¢ si¢ ono bedzie z dwu czeéci, przy
czym pierwsza z nich wykorzystuje znang z teorii sprezystoéei zasade d’Alemberta

@.1) [oyseyar = [ (Xi—ei)duav+ [ piduds,
v v x

W réwnaniu tym dw; sg wirtualnymi przyrostami przemieszczen, de;; wirtualnymi
przyrostami odksztatceri. Zaktadamy, Ze du; 1 de;; sa funkcjami ciagtymi, dowolnymi,
niezaleznymi od czasu i zgodnymi z warunkami ograniczajacymi ruch ciala.

Zasada d’Alemberta jest wazna bez wzgledu na material ciala, tj. przy wszyst-
kich zalezno$ciach stanu naprezenia od stanu odksztatcenia. Wiaczajac do (4.1) réw-
nanie stanu (3.2) i wprowadzajac wielkosé

W= f(ps,-js,j—l—%ez) dv,
14

w ktérej funkcja podcatkowa jest formag kwadratowa dodatnio okre§lona, otrzy
mamy z (4.1) nastgpujgce réwnanie

@3) - oW = [(Xi—oil)oudV+ [ pidudv+y [00edv, e = ey
v z v

4.2)

Druga cze$¢ twierdzenia wariacyjnego czynié powinna uzytek z praw rzagdzacych
przeplywem ciepta. Dlatego tez postuzymy si¢ zwiazkami wiazacymi przeptyw
ciepla z temperatura i entropia:

4.4) gi= =l —q;=35Ty= VékkTO‘l—Ceo-

Zwiazki te mozna wypisa¢ w dogodniejszej dla dalszych rozwazan postaci przez
wprowadzenie funkcji wektorowej S;, zwigzanej z entropig 1 przeptywem nastgpuja-
cymi zwigzkami:

4.5) s=—S @a=T15;.
Wiazac z sobg zwiazki (4.4) i (4.5) mamy _
(4.6) TOS,= — Aol 1, _TOSi,i:CEO+T0yékk'

Pomnézmy pierwsze z réwnan (4.6) przez przyrost wirtualny 46S; i scatkujmy po
obszarze ciala

(4.7) f (0,,+ %9 S,-) 8S;dV =0.
0

Vv
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Przez przeksztalcenie tej catki i przy wzigcin pod uwage drugiego ze zwigzkéw
(4.6) uzyskamy réwnanie

(4.8) J@aﬁdV—l— fs 53, dV+ fon 55, dZ'—}—yVI B6edV =0,

w ktérym wystepuje czion f@éedV, identyczny z cztonem wystepujacym w (4.3).
v

Eliminujac ten czton z réwnan (4.4) i (4.8) otrzymamy ostateczna postaé twier-
dzenia wariacyjnego

(4.9) S(W=+P+D) = f(Xi—Qi},-) Su,dV+ fpi u;dX— f()n,-éS,—dZ‘.
14 z z
Wprowadzili$émy tu oznaczenia
2 o 2
(4.10) P— 2T0 f@ a, D=~ f(S) v

Funkcje P nazywamy potencjatem cieplnym, D funkcja dyssypacji. Rozpatrzmy
jeszcze przypadki szczegblne. JeSli w réwnaniu (4.3) przyjal, ze 0 = —npxey, co
odpowiada przyjeciu procesu adiabatycznego, to réwnanie to przechodzi na

@.11) oW = [(Xi—git) owdv+ [ pioud,
14 z
gdzie

W) = f(ysauau—}— akk) dav,
Vv
a u,, A, sa adiabatycznymi stalymi Lamégo. Réwnanie (4.11) stanowi zasadg
d’Alemberta dla elastokinetyki klasycznej.

W teorii napreZen cieplnych pomijamy wzajemne oddzialywanie pola odksztal-
cenia i temperatury, co wyraza si¢ przez skreslenie cztonu y£,, 7, w drugim z réwnan
(4.4). Pominigcie tego cztonu prowadzi do zmodyfikowania réwnania (4.8). Otrzy-
mamy tu .

(4.12) SP+0D+ [ 6n,88,d5 = 0.
z

Réwnanie (4.12) wyraza twierdzenie wariacyjne dla klasycznego, niesprzezonego
zagadnienia przewodnictwa ciepinego. W teorii naprezen cieplnych mamy do dyspo-
zycji dwa réwnania, réwnanie (4.12) oraz réwnanie (4.3), w ktérym funkcje 0
traktuje sie jako funkcje znana.

Wr6¢my do ogdlnego twierdzenia wariacyjnego termosprezystoéei (4.9) i zatdz-
my, ze wirtualne przyrosty du;, de;;, 8S; itd. pokrywaja si¢ z przyrostami rzeczy-
widcie wystepujacymi przy przejéciu od chwili ¢ do t+di. Wtedy

u; as;

4. O = — L dt — v, .
(4.13) = dt =v;di, 0S;,= En

dt=S;dt, OW=Widt itd.
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Wstawiajac (4.13) do (4.9) otrzymamy

4.14) (K+ W PYtyp — J Xondv + f piods+lo J 00,45,

gdzie K:% fvl-vidV jest energia kinetyczna, a x; funkcja dyssypacyjna, przy
v

XT=/10TOJ(0 v — onof "
TO ﬂ'() 0
14

Réwnanie (4.14) nazywamy podstawowym twierdzeniem energetycznym termo-
sprezystoéci. Twierdzenie to wykorzysta¢ mozna do okreSlenia jednoznacznosci
rozwiazan réwnan termosprezystosci [21, 24]. Postepujac podobnie jak w teorii
sprezystosci zalozymy, ze réwnania termosprezystosci spelnione sa przez dwie
grupy funkeji u;, 0’ oraz u;", 6". Tworzac réznicg tych rozwigzad ; = ui—u)’,
0=6—-0"1i wstawiajac do réwnan (3.4) 1 (3.5) spostrzezemy, ze réwnania te sq
jednorodne, spelniaja jednorodne warunki brzegowe i poczatkowe, Funkcjom
u;, 6 odpowiada zatem ciato termosprezyste, w ktorego wngtrzu brak Zrédet ciepta
i sit masowych, a ktdre na swej powierzchni jest nieobciazone i znajduje sic w wa-
runkach zerowej temperatury 6. Wzér (4.14) odpowie na pytanie, czy we wngtrzu
ciala wystapig przemieszczenia #; i temperatura 0. Réwnanie (4.14) przyjmie postac

czym

d f _Q~ A A A A A Ag __7 ’\2 . J 2
(4.15) -E[—-V (2 vivi+#£ij8ij+7£kk+ 2?};0 dV——- (6 )dV 0

Catka wystepujaca po lewej stronie réwnania jest w chwili poczatkowej réwna
zeru, gdyz funkcie #;, v;, &;, ffspelniaja jednorodne warunki poczatkowe. Z drugiej
strony wyprowadzona nierowno$¢ wskazuje, ze lewa strona réwnania albo maleje
przyjmujac wartosci ujemne, albo tez jest réwna zeru,

Poniewaz wyraZzenie podcatkowe jest sumg kwadratéw, a funkcja podcatkowa
jest réwna zeru dla ¢ = 0, zatem jest mozliwa jedynie druga z wymienionych mozli-
wosci. W wyniku otrzymamy, ze 9, =0, &; = 0, §=0dlat = 0. Poniewaz na-
prezenia ¢;; zwigzane sa liniowo z wielkosciami &;, 0 zatem i 6;, =0 dla ¢ = 0.
W rezultacie otrzymamy
(4.16) uy=uy, 0 =0", o;=0} dla >0.

Istnieje zatem jedno tylko rozwigzanie réwnan termosprezystosci.

5. Twierdzenie o wzajemno$ci

Jednym z najbardziej interesujacych twierdzen teorii sprezystodci jest twierdzenie
o wzajemnosci E. BETTIEGO, z tego bowiem twierdzenia wynika nie tylko symetria
rozwigzan podstawowych (funkcji Greena), ale twierdzenie to daje podstawe do
konstruowania dalszych metod catkowania réwnaf rézniczkowych teorii sprezys-
tosci. '

Rozszerzone twierdzenie o wzajemno$ci, odnoszace si¢ do zagadnien termo-
sprezystoéei, zostato w pelni sformutowane przez V. Ionescu-Cazmir [25]. Ele-
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menty tego twierdzenia, choé wyrazone w mniej ogdblnej postaci, znajdziemy
u M. A. Brota [26].

Twierdzenie o wzajemnosci przedstawimy w gldwnych jego zarysach kiadac
punkt cigzkosci na jego rozliczne zastosowania.

Niech w ciele izotropowym dzialaja dwa ukiady sit, Zakladamy, ze wewnatrz
ciata V dzialaja zrédla ciepla i sity masowe, a na jego powierzchni dane sa obcig-
zenia p; i temperatura () = 9. Przyczyny te oznaczymy skrétowo symbolem I =
= {Xi,pi, 0,9}, a wywolane przez nich skutki symbolem C = {u;, 6}. Drugi uktad
przyczyn i skutkéw oznaczymy przez I'= {X}, p;, Q’, %'} oraz C' = {u}, 0'}.
Zaktadamy, ze warunki poczatkowe sa jednorodne. Wychodzac z réwnan ruchu,
réwnan przewodnictwa cieplnego i ze zwiazkéw Duhamela-Neumanna, wypisé.nych
dla obu uktadéw, odpowiednio dodajac te uklady i catkujac po obszarze V, otrzy-
mamy dwa rownania o wzajemnosci dla transformat funkcji wystepujacych w obu
uktadach

6D [ &E=Xmyavt [ pa-pim)dE+y f Oz —Fe)av =,
14 P

52 [(O0-00)aV+ump [(@e—02)aV+x [ G0, ~58,)dE =0,
14 R 14

gdzie

o

ui(x, p) = f u;(x, e rdt, itd.

0
Pierwsze z tych réwnan powstato z wykorzystania réwnan ruchu i réwnaf stanu
przy zastosowaniu przeksztalcenia Greena. Eliminujac z tych réwnan wspdlne
cztony uzyskamy nast¢pujace réwnanie:

3w | [i—Ximydv+ [ Ga—piadz| =
14 z

=uy [@0,~90,)dZ+y [ —onay.
b3 14

Na rownaniu (5.3) nalezy wykonaé jeszcze odwrotna transformacje Laplace’a.
Przy wykorzystaniu twierdzenia o splocie otrzymamy

(5.4 77%{ de(x) f[Xi(x, t—1) au;g:—rz —Xi(x, t—1) f)ﬁ,((;_,f)_] dr+
12

T de(x)f[p (x, —7) 2 (" ) _pix, 1—7) a“fg’;’i)]dr}:

=y de(x) f[Q(x, t—1)0'(x, ©)—Q'(x, I—1)0(x, 1)|d7r -
12 0

v f 42 (%) J [8'(%, 1—7)0,,(x, T)— 0 (x, (—7) 0, (x, 7)] d
= 0



DYNAMICZNE ZAGADNIENIA TERMOSPREZYSTOSCE 23

Roéwnanie (5.4) jest stuszne tak dla zagadnienia dynamicznego jak i dla zagadnienia
quasi-statycznego. W obu jednak przypadkach funkcje u;, 0 oraz u}, 0' majg od-
mienne znaczenie. W rozwazaniach naszych przyjeto, ze na powierzchni & dano
obcigzenia p; 1 temperaturg 6 = . Ze struktury réwnan (5.4) widoczne jest, ze na
2 przyjaé mozna réwniez przemieszczenia oraz przeplyw ciepta, proporcjonalny do
gradientu temperatury 0, = ¢ ,. Réwnania (5.4) sa spetnione réwniez dla przy-
padku mieszanych warunkéw brzegowych.

Réwnanie (5.4) przyjmie szczegdlnie prosta postaé dla ciala nieograniczonego,
w tym bowiem przypadku znikaja calki powierzchniowe.

Jesli mamy do czynienia z drganiami harmonicznie zmiennymi w czasie

X, (x, )= XFxe, px, ) =pFxe itd.,

to rownanie o wzajemnosci przyjmie postac

5.4) mxio [f(X}"u;*——X;*u,?")dV—l— f(p,?"u;*-pﬁ*u,?")dz-l =
|4 b3t '

=uy [@0%—00H)dZ+y [(0*0'*—0"*6%)dV.
x 14

Z rownania (5.4) otrzymamy szereg interesujgcych wnioskow. Zatézmy, ze w punkcie §
obszaru V dziala chwilowa skupiona sita X; = §(x—E)d(r)d;;, zwrdcona w kie-
runkw osi x;, a w punkcie &’ sita skupiona X = d(x—E")d ()0, a wigc zwrdécona
w kierunku osi x,. Jesli zatozy¢, ze warunki brzegowe sa jednorodne, to ze zwiazku
- (5.4) otrzymamy

86,5 0) _ G880

o at
Dla Zrodia cieplta Q = o(x—E) 8(¢) oraz zrodia Q' = d(x—E')d(r) mamy
0'(€, 8,0 ="0(8,8,1.

Jedli w punkcie € umiesci¢ skupiong i chwilowg sile X; = d(x—E&)d(1)J;;, a w punkcie
E’ Zrddlo ciepta Q' = 6(x—E')d(1), to z rownania (5.4) wynika nastgpujacy zwiazek:
0.5, 0= — L HESD,

Niech w nieograniczonej przestrzeni posuwa sie w kierunku osi xz zrédto ciepta

Q = 8(x)0(x,) O(xs—wt) ze stalg predkodeia v. Przyjmujac, ze w ukladzie przyczyn
z «primami» Q' = o(x—E") (1), to z (5.4) otrzymamy

0, &0 b0 ) = [ 000,0,07; &, £u, &, 1—7)dr.
0

Powyzszy wzér zezwala na wyznaczenie temperatury spowodowanej poruszajacym
si¢ zZrédlem ciepla przy wykorzystaniu wyrazenia dla temperatury, wywotanej
dzialaniem chwilowego, ale nie poruszajacego sie Zrédia ciepta.
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Z réwnan (5.1), (5.2) wzglednie (5.3) otrzymaé mozna postacie szczegélne twier-
dzenia o wzajemnoéci odnoszace si¢ do klasycznej elastokinetyki i teorii naprezen
cieplnych.

Jeéli zatozyé, ze odksztalcenie odbywa si¢ w warunkach adiabatycznych, to w réw-
naniu (5.1) przyjaé nalezy,0 = —nrxey, 60' = —nrxey. Pozostaje wtedy réwnanie

(5.5 [ —Xmyav+ [ Gia—piu)dz =0,
14 z

Roéwnanie (5.2) odpada, gdyz w elastokinetyce zakiadamy, ze w ciele nie wystepuja
zrodia ciepla, a powierzchnia ciala jest termicznie izolowana.

W teoril naprezen cieplnych pomijamy czton zawierajacy dylatacje w réwnaniu
przewodnictwa cieplnego. Pominigcie to jest formalnie réwnowazne z przyjeciem
7 =0 w réwnaniu (5.2). W ten sposéb otrzymamy réwnania '

(5.6) | Fa—Xmyav+ [ Gi—piads-+y [Ge—07av =o,
14 z 14

(5.7) [@F—0Gav+x [(#6,—5,)d8=0.
14 Py

Réwnanie (5.6) zostato wyprowadzone przez W. M. MajzieLa [27]. Rownanie (5.7)
jest réwnaniem o wzajemnosci dla klasycznego réwnania przewodnictwa cieplnego.

Rozpatrzmy jeszcze przypadek, w ktérym przyczyny I = {X;, p;, Q, ¥} i skutki
C = {u;, 6} odnosza si¢ do zagadnienia sprz¢zonego termosprezystosci, a przyczyny
I'={X},p;,Q, 9} 1 skutki €’ = {u;, 0'} do zagadnienia niesprz¢zonego. Zwa-
zZywszy na roznice w rownaniach przewodnictwa cieplnego dla zagadnienia sprzezo-
nego i niesprzgzonego

5. Bl Gmpe= 2, G- L7 =2

X

otrzymamy zamiast réwnanja (5.8) nastepujace réwnanie:

(5.9) [©@0-00)avtump [Geav+n [ (@9,~90,)dz =0.
V 14

Py
Eliminujac z réwnan (5.1) i (5.9) czton f 67edV otrzymamy twierdzenie o wzajemnosci
v

w postaci
(5.10)  app| [ Rwi—Ximyav+ [Giai—pimydZ+y [beav] =
v z |4
=uy [(00,—00,)dZ+y [(0F—0D)av.
P 14
Przyjmijmy teraz, ze w ukladzie z «primami» dziala jedynie skupione i chwilowe
Zrédto ciepta w punkcie E, a warunki brzegowe sa jednorodne., Wstawiajac zatem
do réwnania (5.10) Q' = d(x—E)o(@®), X; =0, pi =0, ¥ =0 na X, otrzymamy
(5.11) 0, )+ [0, Dex,E, pdV() = M(E,p),
|4
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gdzie
M(E,p) = f@(x,p)g’(x, g, p)dV (x)—x fg(x,p)af,,(x,ﬁ,p)df(X)—
v z '

__777%1)_ [J‘pi(X,P)EZ(X, E, p)di(x)+ ny‘(x’p)ﬂ; X, E,p)dV(x)].

Poniewaz funkcje u;, 0’ sa znane jako rozwigzania réwnaf rézniczkowych teorii
naprezen cieplnych, a funkcje 0, ¥, pi, X; sa dane, zatem funkcja 1\7(5, p) jest znana,
Réwnanie (5.11) jest niejednorodnym réwnaniem catkowym Fredholma drugiego
rodzaju, w ktérym jako nieznana funkcja wystepuje temperatura 6. W analogiczny
sposéb mozna uzyska i przemieszczenia.

Przedstawiony tu sposéb postgpowania zaproponowany przez V. IONESCU-CAZI-
MIR [25] zostat zastosowany do wyznaczenia funkcji Greena w nieograniczonym
obszarze termosprezystym [28, 29].

6. Metody catkowania réwnan termosprezystoSci wynikajace z twierdzenia o wzajemnosci

W elastostatyce wyprowadza si¢ zwiazek uzalezniajacy przemieszczenie u;(x, 1),
x €V, t > 0 wewnatrz ciala, od przemieszczen u; i obciazen p; na jego powierzchni.
Zwiazki te sg znane jako twierdzenia Somigliana i Greena [30]. Ponizej podamy
tego rodzaju twierdzenia rozszerzone na zagadnienia termosprezystosci.

Zalézmy, ze przyczyny wywolujace odksztalcenia i temperature w ciele wyrazone
sa jedynie przez warunki brzegowe. Warunki poczatkowe przyjmiemy jako jedno-
rodne. Réwnania opisujace ruch ciata maja postaé

. | P
(6.1) 0,5 = 0, 6,11.—70—17(3:0, xelV, t>0.

Do réwnan tych dolaczamy réwnania stanu
(6.2) o1y = 2pey+(Ae—y0)dy; .

Rozpatrzmy drugi uktad réwnan z «primami», odnoszacy sie do nieograniczo-
nego ciata termosprezystego:

(6.3) oty =0uj, ijj—% 0"—77é’ = — 71; d(x—E)o(r), xeV,t>0

oraz roéwnania Duhamela-Neumanna

(6.4) ai; = 2uey+-(Aey—y0") 8.

Na réwnanijach (6.1)-(6.4) wykonujemy transformacje¢ Laplace’a przy uwzglednieniu
jednorodnych warunkéw poczatkowych, nastepnie odpowiednio dodajemy te réw-

nania i wykonujemy calkowanie po obszarze V.
Po szeregu przeksztatcen, ktore tu pomijamy, otrzymamy ostatecznie [31]

65 060 = =" [ [5.E DTG x —FiE x, D, PIZEO-

x

—¥x f [5l(€1 X, p)g’“(E“ p)—g(EM P) B?II(EJ’ X, p)]dZ(E‘,) .

I
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Wzér ten mozna otrzymaé réwniez z twierdzenia o wzajemnosci (5.3) przyjmujac,
ze Q' = dx—E)(1), X;=0, X =0, 0=0.
Rozpatrzmy z kolei drugi uklad réwnan

(6.6) o}.; = 0ii—0(x—8)0,,0(r),
[N
6.7 65— — 0°—nés =0,
) X
(6.8) o5, = 2u54-(Aef— 699y,

Funkcje u$, 6° odnoszg si¢ do nieograniczonego obszaru termosprezystego. Wywo-
lane sa one dziataniem chwilowej sity skupionej X[ = (x—¥8)5(1)d;5, zwrbconej
w kierunku osi x,. Wstawiajac X{ = d(x—8)6(d;;, X;=0, 0 =0, O' =0 do
twierdzenia o wzajemnosci, otrzymamy nastgpujace wyrazenie na przemieszczenia
ug [31]:

(6.9) Hs(x,P)=f[ﬁi(g,P)ﬁf(‘é,X,P)—ﬁ?(‘é,X,p)l_t.-(‘é,P)]dZ(‘é)—

z

= L [ Dl P %, D) DT, x, PIAZE.
b5

Na réwnaniach (6.5) 1 (6.9) nalezy jeszcze wykonaé odwrotna transformacje La-
place’a. Prowadzi ona do wyrazen splotowych, ktérych tu juz nie wypisujemy.

Réwnania (6.5) i (6.9) stanowig uogdinienie réwnan Somigliana na zagadnienia
termosprezysto§ci. Za ich pomoca mozemy wyrazi¢ funkcje u;(x, 1), 0(x, t) xeV,
{ >0 przez catki powierzchniowe, w ktérych wystepuja funkcje u;, 0 oraz ich
pochodne. '

Jesli funkeje Greena u), 0" oraz 75, 0° dobraé w ten sposéb, aby odnosity si¢ do
ciata zajmujacego obszar V ograniczony powierzchnia 2' i przyjaé, ze na £ powinny
by¢ spelnione warunki brzegowe

=0, ®=0, W=0, 0°=0nak

»

to réwnania (6.5) i (6.9) uproszcza si¢ do postaci

610) 66¢,0) = [ D pT(E, % NAZ@+ L [ Fi(E, x. p)T(5.p)IZ(®),

\

61D w6, ) == [ P X AE N E@+ L [T DT E x.IZE).

Wzory te stanowig rozwigzanie pierwszego zagadnienia brzegowego, w ktérym
na X dane s przemieszczenia u; oraz temperatura 0. Gdyby funkcje %, 0’ oraz
3, @" odnosify sie do ciafa zajmujacego obszar ograniczony ¥, na powierzchni X
swobodny od obciazen i temperatury, to do réwnan (6.5) i (6.9) nalezatoby wstawié

7:=0, & =0, pi=0 0°=0nal.
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Wtedy wzory (6.5) i (6.9) przyjma postaé

(612 00,0 =—"T |56, DTG x, DS+

tx [ B DILE, x. P aZ(E),

6.13) G0, 0= | 5iE DEE X, PdZE -+~ | 9E, HOLE, x, p)dEE)
X ?]PE

i stanowig rozwigzanie drugiego zagadnienia brzegowego, w ktérym na powierzchni
2 dane sg obcigzenia p; i temperatura 0. Jednakze stosowanie wzordw (6.10)-(6.13)
jest ograniczone ze wzgledu na trudnodci zwigzane z uzyskaniem funkcji Greena
vy, 0, ul, 0%, spelniajacych z goéry dane warunki brzegowe. W sposéb analogiczny
do rozszerzonych wzorédw Somigliana i Greena mozna skonstruowaé rozwigzanie
rownan termosprezystosci dla mieszanych warunkéw brzegowych. Jeden ze spo-
sobdw, bedacy rozszerzeniem metody W. M. Majziela z teorii zagadnien ciepinych
na zagadnienia termosprezystosci, znajdujemy w uprzednio cytowanej pracy
V. Tonescu-CaziMir [25]. Polega on na uzyciu funkcji Greena spetniajacych od
razu mieszane warunki brzegowe. Drugi sposéb, obmyslony przez W. NOWACKIEGO
[32], polega na wykorzystaniu pomocniczych funkcji Greena, spemniajacych ciagte
warunki brzegowe, i sprowadzeniu zagadnienia do rozwigzania uktadu réwnan
catkowych Fredholma pierwszego rodzaju.

7. Harmoniczne fale plaskie

W dyskusji najprostszego typu fali, harmonicznej fali plaskiej, od razu na jaw
wychodzg istotne cechy rozprzestrzeniania sie fal termosprezystych, ich charakter,
predkosé propagacji fali, dyspersja i tlumienie fali. Na jaw wystapig zasadnicze
réznice migdzy falami termosprezystymi a falami sprezystymi 1 cieplnymi [33 i 34].

Rozwazmy fale ptaska harmoniczna przesuwajaca si¢ w kierunku osi x;, wywotang
przyczyna natury mechanicznej czy cieplnej. Poniewaz przemieszczenia ; i tempera-
tura 6 zaleza jedynie od zmiennych x; i £, to réwnania przemieszczeniowe i réwnania
przewodnictwa cieplnego, uyvzg]qdniajqc 7e

(7.D u; = Reluf (x,, w)e ], 0 =Re[0*(x;, w)e ™1,
przyjma nastepujaca postaé:
(7.2) (i H-o®uf = md, 6%, (9i+q) 0*+nupd,uf = 0,
@i+up =0, (@H)ur=0,
gdzie
2 o .
02=%)?’ 12=%, q=l—;g.

Eliminujac z dwu pierwszych réwnan temperature 8* otrzymamy

(13 [@1+0) @i+ +gedfluf =0,  @i+)uf =0, (Fi+rd)uf=0.
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Pierwsze rdwnanie odnosi sie do fali podiuznej, dwa nastepne do fal poprzecznych.
Jesli do dwu pierwszych réwnan (7.2) wstawié

uf = e, G% = %",
to otrzymamy zalezno$ci

u° mife 6° ik

i L i £

Po wyeliminowaniu z tych zwiazkéw wielkosci #°/0° otrzymamy nastgpujace
réwnanie algebraiczne:

7.4 ki—k2o?+qg(1+¢e)]+qo? =0, &= nmx,
z ktérego wyznaczymy pierwiastki
1
k= {o*+q(1+8) £ (0> +q(1+8)f—4g0™'}.
Pierwiastki te sa funkcjami parametru &: k; = ky(€), ky = ky(e). Dla ¢ = 0 mamy
k@) =h=0, k@0 =2h=Vq.
Rozwiazaniem dwu pierwszych réwnan (7.2) sa funkcje

uy = uS exp[—iwt+iky x)+ul exp(—iwt—ik, %)+

” . ) ) o . ,
+ o-rzn—i/% {9+ exp(—iwt+ikyx,)—02 exp (—iwt—ik, )},
1.5
(7.5) 0 = 05 exp(—iwt+ikyx;)+02 exp (—iwt—kyix,)+
+ 7/7;:41’/;1 {u5 exp (—iot+iky x) —ul exp (—iwt—ik; x,)}.
2

Fale poprzeczne dane sa zwigzkami

X1 . xl\
Uy, = B, exp| —iw|t——) |+ B_exp| —iw{t+ =],
Cy Caf

SR R IS I e |
i 2

1/2
Posuwaja si¢ one z predkoscia staly ¢, = (%—T-) . Fale te nie powoduja zmian obje-

(1.6)

tosci 1 nie wywoltuja pola temperatury, towarzyszacego ruchowi falowemu.

Zesp6l rownan (7.5) nazywal bedziemy réwnaniami fal termosprezystych.
Pierwsze réwnanie (7.5) przedstawia falg podtuzng, drugie towarzyszaca tym falom
temperature. Oznaczajac przez v, (8 = 1,2) predkoéé fazowa, a przez 9, wspot-
_ czynnik thumienia i wiazac je z pierwiastkami réwnania (7.4) zaleznociami

w
”ﬂzm, Pp=1Im(kp), p=1,2,
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przeksztalcimy réwnania (7.5) do postaci

(1.7)  uy=uSexp [—iw (t— ;-) 9 xl]—{—u exp [—zw (t—{— ) —{—191,\1]

1

77’”/(2 {00 eXp [ (t‘ a) 192 x1:| 60 exp [—lw (I-I‘ %) _l—'ﬁ'leil} ’
2

0 = 0% exp [—lw (Z_Tz)—) ﬂgxl]—}—ﬂ exp[—zw (t + )—I—ﬂle]—{—

1 73’:41151{ uS exp [——iw (z__ %)—ﬁlxl —u’ eXp[—lw (H— )+191x1]}

1
Widoczne jest, ze obie fale sg ttumione i ulegaja dyspersji, gdyz predkosci fazowe v,
zalezg od czestotliwosei w. Fizyczne znaczenie fal (7.7) stanie si¢ jasne, jesli poréw-
namy je z falami w os$rodku hipotetycznym, charakteryzowanym zerowa wartoscig
rozszerzalno$ei liniowej a,. Dla o, = 0, a zatem dla 7 = 0, m =0 dwa pierwsze
rownania (7.2) przyjma postaé

(7.8) (@2+oDuF =0, (0i+9 6% =0.

Rozwiazaniem tych réwnat sg funkcje

. 12
ﬁi“=uiexp[-—iw(t—)"—)]+u exp[——zw(r—l—ﬁ)], €= (M) ,
5 51 e

(7.9) @*.—_OicXp[—i (Z_v_) ﬁle]+0 exp[ (+ )—l—ﬂle],
2
gdzie

© 1/2

A 12 a

2y = (2nw)'?, 79 (2%) .
Tutaj u¥ przedstawia falg czysto sprezysta, posuwajaca sie w kierunku osi x, wzgled-
nie — x; z predkoécia stala 0, = ¢,. Fale te nie ulegaja ttumienju ani dyspersji.
Drugie z rownan (7.9) przedstawia fale czysto cieplna, doznajaca thumienia i dys-
persji. Tlumienie charakteryzowane jest wspotczynnikiem ¥y = Im(dy) = (o/2x)"2

Dyspersja ma tu miejsce, gdyz predko$é fazowa v, = = (Qrw)Y? jest

w
Re(45)
funkcja czgstotliwosel w. Réwnania (7.7) przedstawiaja zmodyfikowana fale po-
dtuzng i zmodyfikowana falg cieplna. Z poréwnania réwnai (7.7) i (7.9) wynika,
ze pierwiastek k,(¢) charakteryzuje postaé quasi-sprezysta fali termosprezystej,
gdyz ky(0) = ¢ = w/e, odnosi sig do fali czysto sprezystej. Podobnie pierwiastek
ko(e) charakteryzuje postaé fali quasi-cieplnej, podczas gdy k,(0) = 4, =]/ ¢ odnosj
si¢ do czysto termicznej fali w oérodku hipotetycznym. Interesujacy jest fakt, ze
w zmodyfikowanej fali spreZystej [pierwsze réwnanie grupy (7.9)] wystepuja obok
siebie czlony quasi-sprezyste

uiexp[—iw(t—;c—) ﬁlxl], u® exp[—zw(H— )—1 ﬁlxl]
1
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oraz czlony quasi-termiczne

0% exp [ —Iw (t—~ﬁ)—1?2xl] , OZexp[—iw (t—}— ﬁ)—}—ﬁle] .
Vg (2
Podobny stan rzeczy wystepuje w zmodyfikowanej fali termicznej.

Nalezy omo6wi¢ jeszeze pierwiastki &y, k&, wzglednie wielkodei 9y, v4, f= 1, 2.
Wprowadzajagc nowe oznaczenia

2

¢ ct ©

C: e k, w* = " x= —
w *® w

doprowadzimy réwnanie (7.4) do prostej postaci
(7.10) O—=C2 iy (I 4-e)]+ix* = 0.

Pierwiastki £, £, tego réwnania sa funkcjami parametréow e i y = o/w*. Wielkosé
e = nmx jest wielkoScig stala, zalezna od wtasciwoscei termicznych i mechanicznych
materiatdéw, podczas gdy y zmienia sie ze zmiana czgstotliwosci w. Wielkosé w*
jest wielkodcia charakterystyczna dla danego materiatu.

Czestotliwo$é drgan wymuszonych o jest ograniczona przez wielko$é

1/2
a)c:zn(cl)x( 30 ) H

4nM
wynikajaca z widma Debye’a dla fal podtuznych [35]. We wzorze M oznacza mase
. : A2\
atomowa materiatu tworzacego cialo sprezyste, a (o), = (_S_%H_S) , gdzie A, p;

sg statymi Lamégo dla stanu adiabatycznego.
Ponizej podajemy tabele podstawowych wartoéci dla czterech metali

|Aluminium| Miedz | Stal | Otéw

(c))s cm/sek. ’ 632100

4,36 x 10° 5,80 x 10% 2,14 x 10

e | 356x10% | 1,68x10 | 2,97x10- | 7,33x 10~
w* sekt | 466x100 | 173xI0 | 175x10% | 1,91x 104
9% cmt | 131x10' | 329%10° | 448x10° | 327x 100
we sek—1 | 9,80x 100 | 7,55%10% | 9,95 (09 | 3,69 10

W tabeli umieszczono réwniez wspdlezynnik tlumienia 95° dla ¥ = oo, przy czym
o 1 en*
' 2 (e)r
Zwréémy uwage, Ze w, jest znacznie wigksze niz o*. W wykonywanych do$wiad-
czeniach laboratoryjnych przy uzyciu drgan ultradzwigkowych o bardzo duzej
czestotliwosei jest

W, > 0* > w,
tak ze dla drgai mechanicznych spotykanych w praktyce przyjaé mozna y =
wlw* <€ 1.
Na rysunkach 1 i 2 przedstawiono wykresy stosunkéw o,/(c,)y oraz &,/9%° dla
miedzi w zalezno$ci od zmiennej y = of/w* [33].
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Z vysunku 1 jest widoczne, Ze predkos¢ fazowa v, jest wieksza od (¢;)7 i dazy do
tej wartodci dla y — co. Wspotczynnik ttumienia @, rosnie wraz z g i przy malych
czestotliwodciach jest proporcjonalny do %, zblizajac sie przy y — oo do wartosci
asymptotycznej 99°. W otoczeniu odcigtej y = I(w = w*) wielkosci v, i @ do-
znaja gwaltownej zmiany. Ale dla zastosowan teorii w praktyce w rachube

/07
/05 | v /fe)rh
10+ 10 -
08 08
a6 - 06
a4t 04
02 L a2
A L | ] 1 | ! ] o
0 2 4 6 8 10 0
x=w/w*
Rys. 1 ) Rys. 2

wchodzi jedynie maly obszar zmiennoéci y = w/w*. Dlatego tez dla y € 1 pier-
wiastki &;, &, mozna rozlozy¢ w szereg potegowy wzgledem poteg y i wykorzy-
staé¢ zwigzek

ﬂ’(Cl)T(—'F (u*)’ f=1,2.

W ten sposéb otrzyma sig przyblizone warto$ci predkosci fazowych oraz wspoi-
czynnikéw tlumienia. Podamy je za P. CHADWICKIEM [36]

4—
(7.11) v, = c1<1+8>1’2[ xsi§+ ;f +0 4)]
_ w* . _,c% g2 s
KN (s [2(1+s)2 00 )]’

1/2
%ch(zx) [1 26 2re(4te) | gle(8—20e+¢Y) Jro(xa)],

1+¢ T 2(lFe2 T 8(4et T 16(14e)°
_w¥(y e xE v2e¥d—g)  x*e(8—12e+¢%) y ]
?92“71(7(1“)) L= strer T s T 16ater  TOW):

Widoczne jest, ze dla y € 1 przyjaé moina v; = ¢ (14¢)' jako warto$¢ stala,
nieco wigksza niz ¢; = (¢;)r i falg quasi-sprezysta podiuzna traktowaé jako thu-
miona, ale nie podlegajaca dyspersji.
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Ponizej podamy rozwigzanie bardzo prostego przykiadu fali plaskiej, dotyczace
dziatania plaskiego zrodta ciepta o intensywnosci Q. Zrédto to zmienia si¢ w sposéb
harmoniczny w czasie i dziala w ptaszczyznie x; = 0. Otrzymamy tu

_mQ R o
o gty 2) o]
—exp[—-iw (t— ﬁ)—??vgxl]]}, x>0,
7)2 |
0 1 /(%—02 . AN
()—ﬂRe Rl -exp| —iw|? o, DXy —

ki—gt .
__E__GXP[_M(I_Z) D xl]]} x> 0.

Predkosci fazowe v,y 1 wspotczynniki ttumienia 9, bierzemy ze wzordw (7.11).
Gdyby pominaé sprzezenie pola odksztaltcenia i temperatury, tzn. jesli w réwnaniu

przewodnictwa cieplnego pominaé czlon 7é,, to wstawiajac zamiast ky(g), k.(¢)

wielkosci /ey (0) = o, ky(0) = ]./ g, otrzymamy z (7.12) rozwiazanie przyblizone

teorii naprezen cieplnych.
! exp| —iw t—ﬁ —
2—q P ¢

Uy = ”;go Re{a

ol b2l
¥ 2xw 2%

0 Xq w

T R e R o |

Przemieszczenie u, sktada sie z dwu czgéci: z fali niettumionej sprezystej, posuwa-
jacej sie¢ z predkoscia ¢; oraz z fali dyfuzyjnej thumionej i ulegajacej dyspersji.

Do tej pory rozwigzano szereg zagadnien szczegdlowych dotyczacych rozprze-
strzeniania si¢ fal ptaskich w przestrzeni i potprzestrzeni sprezystej. I tak I. N. SNED-
DoN [37] badat rozchodzenie sig¢ fali w precie poinieskonczonym i skonczonym,
przy zatozeniu rozmaitych warunkéw brzegowych, a wigc rozmaitych przyczyn
wywolujacych fale, rozpatrujac dla preta skonczonego drganie wymuszone, W. No-
WACKI [38] rozpatruje dziatanie ptaskich sit masowych w przestrzeni nieograniczonej
oraz dzialanie plaskich zZrédel ciepta wymuszajacych drgania w warstwie termo-
sprezystej [38].

Interesujacym rezultatem jest tu niewystgpowanie zjawiska rezonansu przy
drganiach wymuszonych. Wynika to z charakteru ruchu falowego, ktéry jest thu-
miony. Przy drganiach wymuszonych otrzymujemy amplitudy o skonczonej war-
todci. I tak dla przypadku warstwy o grubosci @, wolnej od naprezen i temperatury
w plaszczyznach ograniczajagcych warstwe x; = 0, g, poddanej dzialaniu zrédet
ciepta O = Q¥coswt otrzymamy dla naprezenia oy,(x;, f) nastepujace wyrazenie:

(7.12)

m@w2 Q¥ {al(ah—o0%coswt—E&[al(1+6)—o* sinwt}
(7 14) 0= 2 (a,,—62)2 i—Ez[aZ(l—f—s) 0_2]

sina, xq,
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gdzie

8
S

a
2 Sl N s
o=, ‘5:;, Qf:zon*(xl)sma,,xdxl.

Nie otrzymamy tu rezonansu, gdyz mianownik pod znakiem sumy jest stale dodatni.
W przypadku szczeg6lnym o? = o%, odpowiadajacym rezonansowi dla zagadnienia
niesprzezonego, r-ty wyraz szeregu przyjmuje postaé

*q1 -
wm . sSima,x

(7.15) O'{;) — — g—- Ssinw!t Q__L_(;‘z_',__l‘

&€

r

Czlon ten ma warto$¢ skonczona, cho¢ wielko$¢ naprezenia o} bedzie znaczna,
gdyZz ¢ jest dla metali rzgdu kilku procent.

8. Fale kuliste i walcowe

Rozpatrzmy réwnania falowe charakteryzujace podiuzne fale termosprezyste,
wyprowadzone w p. 3 [wzory (3.9) i (3.11)]

®8.1) [(i® =m0,
(8.2) DO—yV2d = 0.

Jesli zatozyé, ze ruch falowy zmienia si¢ w sposéb harmoniczny w czasie, zatem
gdy

D(x, 1) = DP¥x, w)e:imi’ 0(x, 1) = O%(x, w)ei®,

to z réwnai (8.1) i (8.2) otrzymamy nastgpujace réwnania
8.3) (V2K (VK3 (B, 0) = 0,
gdzie wielkoSci ky, k, sa pierwiastkami réwnania (7.4), dyskutowanymi w poprzed-
nim punkcie.

Rozwazmy te rozwiazania réwnania (8.3), ktdre cechuja sie¢ osobliwoscia

w punkcie § 1 zalezne sa od promienia r, odlegtoéci punktu x od punktu €. Roz-
wiazania te, ktére oznaczymy przez ¢*(r) speiniaja réwnania

Ak n—1 dp}
T

(8.49) +kip¥=0, a=1,2.

Tutaj n = 3 odnosi si¢ do zagadnienia tréjwymiarowego, n = 2 do zagadnienia
dwuwymiarowego. W réwnaniu (8.4) nie nalezy wykonywaé sumowania wzgledem
wskaznika a.

Ogéblne rozwigzanie réwnania (8.4) ma postac

n—2
5

Tutaj HD i H® sg funkcjami Hankela m-tego rzedu i pierwszego oraz drugiego
rodzaju.

(55) 7 0) =~ TABD(r) - BHP )], m =

3 Mechanika teoretyczna
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Dla n =3 (zatem dla m = 1/2) mamy

B =11 2 H@En=—i1/ 2 e
1/2\a ﬂka r > 1/2\e nka r » 94y
a rozwiagzaniem réwnania (8.4) staje si¢ funkcja

ihgr —lhgr

+B,

r r’

(8.6) @¥(r)=4, =) (x—&), j=1,2,3.

W przestrzeni nieograniczonej termosprezystej w rachubg wchodzi jedynie pierwszy
czlon réwnania (8.6), bowiem rozwigzanie

ik, r -9
.. e e ¢ r
Re [e""‘" ~—] = cosw(t—f),
r

¥ o

o
" Re(ky)’
przedstawia fale rozbiezna, rozchodzaca sig¢ z przyjeta faza od poczatkn uktadu
r = 0 do nieskonczonosci. Tylko to rozwigzanie ma sens fizyczny. Dla fali walco-
wej przy n =2 oraz m = 0 otrzymamy .

(8.7) @¥(ry= AHP(k r)+BHP (kor), 1r®=(x;—&)(x)—&), 1,j=1,2.

Tutaj w rachub¢ wchodzi dla oérodka nieograniczonego jedynie pierwszy czion
zwiazku (8.7), gdyz dia wielkich wartodci argumentu otrzymamy wyrazenie

(8.8) Re e~ H{V(k,r)) > ]/ 2

qrk,

190: =Im (ka)

Va

cos (k,r—— % ~—wt)[l+0(r—1)],

przedstawiajace falg‘rozbiez'nac rozprzestrzeniajaca siec w kierunku wzrastajacych r,

W wyrazeniu (8.8) symbol 0(r—%) oznacza taka wielkoé¢ x, ze stosunek x/r* po-
zostaje ograniczony przy r — co. Rozwiazania tu przedstawione: ¢”«/r, H®(k,r)
spelnia¢ powinny w nieskonczonosci tak zwane warunki wypromieniowania [38,
39 1 40]:

thyr ikyr )
n=3: ;F(e )—ika er = *0(?), 9,>0,
(8.9)

P
I J

"= 2: 5(1‘151)(/@,r))—ikaHél)(kar) =" O3, 9, >0, a=1,2.

Wzory te informuja o zachowaniu si¢ rozwigzan podstawowych w otoczeniu punktu
nieskoficzenie odleglego.

Jezeli rozwaza¢ bedziemy taka klase rozwiazan réwnan (8.3), ktére zachowywaé
si¢ beda w nieskoriczonosei w sposdb podobny jak rozwigzania podstawowe eik“r/r,
H{(k,r), to zadaé nalezy od funkcji @* = &¥@¥ spelienia w nieskoriczonosci
nastepujacych warunkdéw:

* .
I‘n =3: a;“ —ik, B = *C0(r?), 9, =0,
(8.10)
a(p: . ik, r
n=2: ot ik, Dk = O, 9,20, a=1,2.

ar
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Do tych warunkéw doda¢ nalezy jeszcze warunek o skonczonej wartodei funkeji
P¥=0(1) dla r— oo,
gdzie symbol 0(1) oznacza wielkos¢ dowolnie mata.

Podluzne fale kuliste uzyskuje si¢ jedynie przy szczegdlnym doborze zaburzen.
Powstaja one wskutek dzialania Zrédet ciepta i sit masowych pochodzenia po-
tencjalnego w ofrodku nieograniczonym jak i oérodku nieograniczonym z pustka
kulistg przy warunkach brzegowych cechujacych si¢ symetria wzgledem punktu.

Rozpatrzmy jeden z tych przypadkéw, mianowicie dziatania skupionego zrédta
ciepla Qge~"'8(r). Rozwigzanie réwnania (8.3) przyjmiemy w postaci

1 )
(8'11) O* = T (A1 e'klr"rAz_e”‘zr) )

gdzie state 4,, A, wyznaczymy z warunku, aby przeplyw ciepla przez powierzchnie
p *

kuli przy r — 0 byt réwny intensywnosci Zrddia ciepta, oraz aby uw} = dad; dla

r = 0 byto réwne zeru. W rezultacie otrzymuje sie dla funkcji @*, 6* nastepujgce

wzory [41] .
(8.12) @* = Eﬁ%——k?) {exp [—icu (t-vll)—ﬁ'lr]—cxp [—iw (t—— ;}rz)-ﬂzr]} ,

" = i | ews | o 1- )b -

—(k%—GZ)exp[—ico(z- vi)—ﬁlr]}.

Tutaj ¥, jest wspolczynnikiem tlumienia, v, predkoscia fazowa fali. Funkcje &,
0* sg ttumione, ulegaja dyspersji, spetniajg warunki wypromieniowania i wykazuja
osobliwo$é w punkcie r = 0.

Znajomo$¢ funkcji @* zezwala na wyznaczenie przemieszczenia promieniowego
1, = d@[or. Dla Q, = 1 wzory (3.12) staja si¢ funkcjami Greena dla potencjatu o*
i temperatury 0. Jesli dany jest rozktad zrddet Q(x, f) = Q*(x)e~**' w ograniczo-
nym obszarze Vi, to potencjal @* wyrazi sic wzorem

(8.13) PHx,0) = [ QHED*x,E, w)aV (E).

41

Dotad rozwiazano szereg przypadkdéw szczegdlnych odnoszacych sig do fal kulis-
tych. Odnosza si¢ one do dziatania centrum $ciskania w obszarze nieograniczonym
oraz do przestrzeni z pustka przy zalozeniu réznych warunkdw brzegowych, cechu-
Jjacych sig symetrig kulista [41 i 38).

Dla fal kulistych opracowano szereg twierdzen, ktére mozna traktowaé jako
rozszerzenie twierdzenia Helmholtza dla elastokinetyki i analogicznego twierdzenia
teorii przewodnictwa cieplnego na zagadnienia termosprezystosci [31]. Istota tego
twierdzenia jest nastgpujaca. Dany jest uklad réwnan

(8.14) (Vtodut—mv* =0,  (Vg)or+ L vir = o,

3*
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regularnych w rozpatrywanym obszarze B. Tutaj u* oznacza potencjat termo-
sprezystego przemieszczenia, a v* temperaturg. Wyeliminowanie z réwnan (8.14)
funkeji o* lub u* prowadzi do réwnania typu (8.3).

Mozna wykazaé, ze jeéli na brzegu 4 obszaru B dane sa funkcje u*, v*, du*/on,
2v*/on to funkcja v* w punkcie x € B przedstawi si¢ wzorem

619 0= [rE0 00 v E wueg,

A

v £qox { l(p*(g, x) é“a*nﬁ u*(E) _‘?3*(’5_")] dA(E), xeB.

m?
A

Tutaj funkcje 0%(x, §), @*(x, §) sa rozwiazaniami réwnan

(8.15) (V*+o?) D*—mb* =0, (V2+q)9*+% VD¥ = ~71¢— s(x—E), §eB,
gdzie

m
= daxn (k3—i2yr

1 (nzeikgr__ N eiklr)
45ty (k3—k3) oo

(8.16) ¥+

(eiklr_eikgr) , 0>(: —

n,=ki—0% a=1,2.
Dia x e £—B, gdzie ¢ jest cala przestrzenia, jest v*(x) = 0. Dla zagadnienia nie-
sprzezonego (¢ = 0), zatem dla teorii naprezen cieplnych, odpada druga calka
réownania (8.14). W rezultacie otrzymuje sie réwnanie

Wi\ enVi gt
617 o) = o f @ 2 (212 2O L, = rx,

¥ r

a wigc znane twierdzenie z teorii przewodnictwa cieplnego. Dla funkcji #*(x) otrzy-
muje sig nastgpujacy wzor:

819 w00 =x [ |00 28 o X sy

A

o [D%@*@x)a“;f) W) 2 (CF @*(E,x»]dA@), xeB,
. !

w*(x)=0, xeC—B.

We wzorze tym wprowadzono symbol [ 2 = V2+k3-+k3—0% Wzor (8.18) wyraza
funkcje w*(x) wewnatrz obszaru B za pomoca funkcji

w®, O g, 20O

na powierzchni 4. Przy przejéciu z termosprezystoéci do elastokinetyki otrzymuje
si¢ z (8.18) po szeregu przeksztalcen znane twierdzenie Helmholtza [42)

1 el oy* . 2 [ el
(8.19) wH(x) = Zﬁjf [W_%‘“ g;( )]dA(E), X € B,

0, jesli xeeg—B.
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Tutaj

172
o) = &%S, gdzie (¢, = (AS+Q2“S)

Fale walcowe powsta¢ moga w przypadku liniowego Zrédia ciepta lub tez linio-
wego centrum S$ciskania badz tez w nieograniczonym o$rodku termosprezystym
z pustka walcowa, na ktérej brzegu wystepuje ogrzanie, ciSnienie lub odksztatcenie,
rozlozone w sposob osiowo-symetryczny.

Z licznych rozwigzan [38, 41, 43] podamy tu tylko wynik koncowy odnoszacy
o(r)

sie do liniowego Zrédia ciepla Q(r, f) = Q e~ ™" o T (2-Fxdye,

Dla amplitud potencjalu termosprezystego przemieszezenia i dla temperatury
otrzymuje si¢ nastgpujace wzory [41]:

@ = G U )~ H ),

4y (k3—k?)
(8.20)
0% = 43 (]gz()l i3 [(0®—k3) HO(kyr)—(02—k3) H{O(kor)).

Funkcje te speilniaja warunki wypromieniowania. Sa one tlumione i ulegaja dys-
persji.

9. Funkcje Greena dla nieograniczonego o§rodka termosprezystego. Osobliwe réwnanie calkowe
termosprezystosci
W poprzednim punkcie przedstawiono funkcje Greena dla punktowego i linio-
wego Zrédia ciepta. Spelniaja one réwnania

6'lj,_/ = —wzé’;‘t:
~ A A l
©.1) 0wt hi0+ Ll = —— 0(x—8).

Przez i, ) oznaczamy tu amplitudy przemieszczen i temperatury. Z kolei wyznaczyé
nalezy funkcje Greena dla sity skupionej. Niech w punkcie § obszaru nieograniczo-
nego dziala sifa skupiona X; = d(x—E)J, e, zwrdcona w kierunku osi x;.
Drziatanie tej sity wywota zardwno fale podtuzna jak i poprzeczne. Rozwiazaé na-
lezy uktad réwnan

0‘511.)1_— —w?ouN—d(x—E)dy,

9.2
) B+ 160+ L uf) = 0,

w ktérych przez of?, u™, 0® oznaczono amplitude naprezen, przemieszczen oraz
temperaturg wywolang dziataniem sily skupionej, dziatajacej w punkcie § i zwrdconej
w kierunku osi x,. Uklad réwnan (9.2) zastapié mozna uktadem réwnan falowych

9.3) (V2D (VI DD = — :_z(va o),
1

(9.4) (Vi) pi) = —l—xu i=1,2,3.



38 WrroLp NowAcCKr

Réwnania te wynikaja z réwnan (9.2) przy zalozeniu, ze

9.5) D = grad @M 4rotp®; X = o(grad d--roty).
Amplitude sit masowych wyznaczamy ze wzorow [44]

Hx) = ——fX(x) -grad, (( ))dV(x)
(9.6) :

x(x) = ———fX(x)Xglad (( ))a’V(x)

Dla rozwazanego tu przypadku sity skupionej, zwrdconej w kierunku osi x,
otrzymuje sie

1 (1 1 1 1 1
0=ggily] meo wmgal) mm—agelr)

Z rozwiazania réwnan (9.4) otrzymamy

1 1
(9;6) P = 0, Yo = W 33F0(l‘, CU), Y3 = '—W 32F0(I‘, CU),

gdzie
Fir, 0) = (@7=1), = (&) (a—8), i=1,2,3.

Z rozwigzania réwnania (9.3) przy uwzglednieniu faktu, ze funkcja @M odznacza
si¢ osiowa symetria wzgledem osi x;, otrzymuje si¢ [44 i 45]:

gdzie
F(l‘ U)) = Aljl_AZIZ'—IO',
(Ui—g)o* k—go* 1 e
A= K2 (k2 —k2)’ A = KEGE—kgy " Iy=—= F=12
Temperature 6 wyznacza sie ze wzoru
1 1
M) — (V2 yp) L~
9.8) 6 p (V2+a¥) D I—cfm D
Wykorzystujac wzdr (9, 5) i (9.8) otrzymamy
1 eirr
= ____ - —_— 8
(9.9) uj 47”9 5 010,[F(r, w)—Fo(r, o)+ drmock d;; P
9.10) 00 = I OL(, )L, o).

dmomct (ki— —k3Hr
Funkcje te maja osobliwo$¢ w punkcie § i speiniaja warunki wypromieniowania
w nieskonczonoéci. Jesli sita skupiona dziala w kierunku osi x;, to otrzymamy naste-
pujace wyrazenie dla tensora przemieszczeniowego Greena u oraz temperatury 0%

1 .
(911) ll:;: = —W {3j3S[F(l', w)——Fo(r, w)]—‘cz(sjse"’”},

gqe .
12 R L )Ll _
(9 l ) 0 4739”70%(1(%_'/(%) as[ll(l £l (,O) IZ(’ » CU)], _]’ s 17 23 3
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Z otrzymanych rozwiazan dla sity skupionej uzyskac¢ mozna dalsze osobliwosci, wy-
razenia S, 0° dla sily podwdjnej, dla momentu skupionego oraz dla centrum $ciskania.

Dla zagadnienia dwuwymiarowego otrzymuje si¢ dla sily skupionej i zwrdconej
w kierunku osi x,, nastgpujace funkcje Greena [46]:

(9.13) ui=— io_"w_z {8,014, H§V(feyr)— AzH{,l)(/czr)——1-131)(6;.)]_1251.? H{V(er)),

s qéi Wl Y HO (e
9.149) . 0‘ 40mcl(/€1 /Cz) Os[Hg (keyr)— H ey 1)),

= (x;—§) (=€), Jj,s=1,2.
Znajomo$¢ funkceji przemieszczeniowych i temperatury dla dziafania skupionego
Zrédta ciepta i sily skupionej zezwala na skonstruowanie metody calkowania réwnan
termosprezystosci dla ciata ograniczonego [31].
Wprowadzimy analogiczne do potencjatéw elastokinetyki [39] potencjaly po-
wierzchniowe termosprezyste

V.0 =2 [ ZOn@EE 020 [ @ p®6E 0,
(9.15) = #
Ve =2 ] r@vE®+ 2 J @@ .

Tutaj ¢ = ¢ (8), v () sq meznanyml gestosciami powierzchniowymi odpowiedniej
regularnosci. Funkcje #, 0 ui, 0° sa funkcjami Greena, spelniajacymi réwnania
(9.1) 1 (9.2), funkcjami znanymi. Termosprezystym potencjatem warstwy podwdjnej
nazywa si¢ uklad

Wy =2 f O ERE, 0+2a f EpH e,

(9.16)
W) =2 f z@pe 2E0 2 (oo
z

Wprowadzono tu oznaczenia
Pi(€, x) = [2uei;+(Auy, ,—y8%)dyln;,
PE, x) = [2/43,‘1-—1—(1&,,,,,——)/0)(5“]71]-
Wreszcie wykorzystywa¢ mozna potencjat termosprezysty, bedacy kombinacja
potencjaléw warstwy pojedynczej i podwdjnej

M =2 | EOu@RE 92 [ EOYOE Y,

9.17) . ,

M =2 [ aZ®pOIE 0+~ [ EOPEHE .
P P .

Wykazuje sig, ze potencjaly Vy(x), V(x) sq funkcjami ciggtymi punktéw xe .
Natomiast potencjaty warstwy podwdinej W (x), W(x) wykazuja nieciaglo$é na tej
powierzchni. Mamy bowiem

WP(E) = —¢E+W(By), WIE) = —p(Ey)+W (),

O o) = pE)t W), WOE = p(En)+ W(Ey.
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Funkcje W(&y), W (E,) oraz W (E,) oznaczaja kolejno granice wektora W, ()
dla § - E,e 2 po powierzchni X, W (E) dla § - E,€ X od wnetrza obszaru V
oraz W (E) dla § - E, € 2 przy § € E—V. Wykazuje sig, ze pierwsza calka po-
wierzchniowa we wzorach (9.16) przedstawia funkcje nieciggla, druga funkcje
ciagta.

Wprowadzmy dalej oznaczenia

lv)i(x) = [2#V(z, ,])‘I')'(Vk, k—yV)6i1]71j(x) ’

9.19) 6(x) = V inl(x),

gdzie V, V przedstawione sa wzorami (9.15). Mozna wykazaé, ze

PUEY) = puE)+ P, 0DV(Ey) = p(En) O (Ey),
POE) = —@uE)+huEo),  09(E) = —p(E)+0(Ey).

Potencjaly termosprezyste (9.15)-(9.17) oraz relacje dotyczace nieciaglosci tych
potencjatéw pozwalaja na redukcje podstawowych zagadnien brzegowych do
rozwigzania ukladu osobliwych réwnan catkowych.

Rozpatrzmy przypadek danych na brzegu 2 przemieszezed u,(§y) = 1, (E,) oraz
temperatury 6(§,) = g(§,). Rozwiazania zagadnienia poszukuje sic w postaci
potencjatu warstwy podwdjnej (9.16), przyjmujac

Us(x) = Wi(x), 0(x) = W(x).

(9.20)

Yatwo sprawdzimy, ze funkcje Us(x), 0(x) spelniaja réwnania

9.21) LyUc—y3,0 =0, (V2+q)0+’—i—akuk —0, xeV,
gdzie
Lsk = (Auapap—{— (029)65'&:_}"(2"' lu)a.\ak

Biorac pod uwage zwiazki (9.18) dla funkceji ¢, (), v(E) otrzymuje sie nastepujacy
uktad sprzezonych réwnan catkowych:

029 7,602 [ R ORE &2 [aZ@pEe TS 1),
z z

w2 [ 2@y 52 2 (i@ 5 = o).
z P

Réwnania te maja postaé osobliwych réwnarn catkowych drugiego rodzaju, a catki
w nich wyst¢pujace nalezy rozumieé w sensie wartosci gtéwnych. Jesli na brzegu X
dane sa przemieszczenia u;(§y) = f;(§,) oraz przeplyw ciepta 00/dnlz—¢, = S (&),
to rozwigzania poszukiwaé bedziemy w postaci

Us(x) = M‘,(X), O(X) = M(X), xeV,
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gdzie funkcje M, M sa dane wzorami (9.17). Sprawdzimy tatwo, ze wewnatrz
obszaru V spelnione sa réwnania (9.21), a niewiadome gestosci spelniaja uktad
réwnan osobliwych calkowych

023) 0802 | ZONOMNE, -2 | dZQIE, &) = £,

pE)+2 f EQypE 5, 2 f =One2E _ s,

gdzie

205, &) _
an, _,50 8/ .

Analogicznie zdefiniowana jest wielko§é dp(E, E,)/dn,. Zauwazmy wreszcie, Ze jesli
na 2 dane jest obciazenie p; = p;(§;) oraz strumien ciepla S = S(E,), to rozwia-
zania nalezy poszukiwaé przy uzyciu potencjaléw warstwy pojedynczej Vi, (x),
+ V(x). Badanie istnienia i jednoznaczno$ci otrzymanych osobliwych réwnan prze-
prowadza si¢ w podobny sposéb, jak to ma miejsce w elastodynamice. Przedsta-
wione tu uklady réwnan catkowych osobliwych zawierajg w sobie przypadki
szczegblne, odnoszace si¢ do teorii naprezen cieplnych, teorii przewodnictwa
cieplnego oraz elastodynamiki.

Réwnolegle z rozwojem ogdlnej teorii propagacii fal termosprezystych, harmonicz-
nie zmieniajacych si¢ w czasie, rozwiazano szereg zagadniefi szczegétowych, dopro-
wadzajgc je do postaci przydatnej do dyskusji. Przewaznie sg to zagadnienia typowe
dla elastokinetyki klasycznej, ktére w ramach termosprezystosci doznaly rozsze-
rzenia i uogdlnienia. Sporo uwagi poswigcono falom powierzchniowym. Zagadnie-
nic to dyskutowane bylo najpierw w pracy F. J. LOoCKETTA [47], a pdZniej w sposob
szerszy i bardziej wnikliwy w pracy P. CHapwickA i D. W. WINDLE’A [49].

Przy wyprowadzeniu fal powierzchniowych w ptaskim stanie odksztalcenia
wychodzi si¢ z réwnan falowych (dla fali podtuznej i poprzecznej) oraz réownania
przewodnictwa cieplnego. Fala posuwa sig rownolegle do plaszczyzny ograniczajace;
polprzestrzen i zanika wraz z glgbokoéceig. Przyjmuje sig, ze w plaszczyznie ograni-
czajace] poélprzestrzen zanikaja naprezenia i temperatura wzglgdnie naprezenia
1 przeptyw ciepla. Z wyznacznika uktadu réwnan wyrazajacych jednorodne warunki
brzegowe otrzymuje si¢ réwnanie algebraiczne trzeciego stopnia o zespolonych
wspdlczynnikach. Jeden z pierwiastkéw tego rownania, speiniajacy przepisane
nieréwnosci, daje predkosé fazowa fali powierzchniowej. Okazuje sig, ze fala po-
wierzchniowa doznaje tlumienia oraz dyspersji, predkos¢ jej jest mniejsza od pred-
koéci fali podiuznej i poprzecznej.

W podobny sposdéb W. NowAck1 i M. Sokorowskl [51] zbadali propagacje fali
harmonicznej w warstwie termospre¢zystej. Rozpatrzono tu tak symetryczna jak
i antysymetryczng (fala gietna) postaé fali i to przy dwu warunkach termicznych
na brzegu: 0 =0 oraz 0, = 0. Ze wzgledu na malo§¢ parametru e, charakteryzu-
Jacego oérodek termosprezysty, podano rozwiazanie przyblizone réwnania prze-
stgpnego stosujac metode perturbacji.

gdy xel.
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Propagacja fal harmonicznych w nieskoficzonym walcu kotowym i w rurze grubo-
$ciennej zajal si¢ F.J. LockerT [50] podajac przynalezne do tego zagadnienia
roéwnania przestgpne. J. IGNACczax i W. Nowacki [52] rozpatrzyli drgania wymu-
szone walca nieskonczonego o przekroju prostokatnym. Przyczyna wymuszajaca
drgania byly tu ogrzania powierzchni walca oraz dzialanie zrédet ciepta. W pracy
[53] ci sami autorzy podali metode oraz rozwigzanie zagadnienia drgan wymuszo-
nych podtuznych. tarcz i drgan gietnych plyt, wywotanych dzialaniem obciazed
i ogrzania. Analogicznym zagadnieniom po§wigcona jest praca P. CHADWICKA [54].

Dalszym zagadnieniem rozwigzanym, to propagacja fali ptaskiej termosprezystej
w nieograniczonym ofrodku z pustka kulista i walcowa [40]. Chodzi tu o rzecz
nastepujaca. Plaska fala wywolana dziataniem ptaskiego Zrédia ciepla posuwa sie
w przestrzeni nieograniczonej i natrafia na pustke kulista lub walcowa. Obmywajac
t¢ pustke pole temperatury doznaje zaburzenia, w otoczeniu pustki nastepuje
spigtrzenie temperatury i naprezen. Uzyskano tu rozwigzanie cze$ciowe w postaci
zamknigtej oraz rozwigzanie resztkowe, wyrazajace sie nieskoriczonym ukiadem
réwnan algebraicznych o zespolonych wspotezynnikach.

Spora grupa rozwiazan odnosi si¢ do tzw. zagadnienia Lamba elastokinetyki
klasycznej. Chodzi tu o rozpatrzenie wpltywu obcjazed i ogrzan dzialajacych na
poiprzestrzen termosprezysta. Rozwiazano tu dwa typowe zagadnienia, miano-
wicie gdy obciazenie czy tez ogrzanie jest osiowo symetryczne oraz gdy obciazenie
i ogrzanie wywoluje ptaski stan odksztalcenia [43]. Z tymi zagadnieniami spokre-
wnione sa dalsze, dotyczace dziatania Zrédet ciepta (skupionego i liniowego) w pot-
przestrzeni sprezystej [41]. Jednak rozwigzania tej grupy maja jedynie charakter
formalny — dotad nie udalo sig uzyska¢ nawet rozwigzan przyblizonych, przy-
datnych do dyskus;ji.

10. Zagadnienia aperiodyczne termosprezystosci

Wymieniona tu dziedzina badan jest najmniej rozwinigtym dzialem termosprezys-
tosci. Spowodowane to jest wielkimi trudno$ciami matematycznymi rozwigzania.

Przy rozwiazywaniu zagadnien aperiodycznych termosprezystosci stosowane sa
na ogdt trzy drogi. Pierwsza polega na wyeliminowaniu z réwnan rézniczkowych
termosprezystosci’

pg i+ (A, i+ X, = oti+v0
0

G.J'j——x‘ b—née = T

(10.1)

czasu ¢ przez wykonanie na tych réwnaniach transformacji Laplace’a wzglednie
transformacji Fouriera wzgledem czasu ¢. Pierwsza z wymienionych transformacji
jest najczeéciej stosowana ze wzgledu na obszerny zbidr transformacji odwrotnych.
Dokonujac zatem na (10.1) transformacji Laplace’a, okre§lonej zwigzkiem

LG, 0) = 0,0 = [ (u, e Pdr, p>0
; ’
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i zakladajac jednorodno$é warunkow poczatkowych uzyskamy z (10.1) nastepujace
przetransformowane réwnania:

l‘ﬁi,jj‘i‘(l‘i‘#)aj.ji‘i‘xfi = szﬁi“’r')fa,,-,
(10.2) B 0

D = —
0, jy— - O—npuj = ——.

Tutaj nieznane funkcje u;, f sa funkcjami polozenia x i parametru transformacji p.
Rozwigzanie rownan (10.2) nie nastrgeza dla wielu zadan szczegdlnych, wiekszych
trudnosci; sa one tego samego rzgdu jak w zagadnieniach drgan harmonicznie
zmiennych w czasie. Istotna trudno$¢ lezy tu w wykonaniu odwrotnej transformacji
Laplace’a na uzyskanych rozwiazaniach #(x, p), 6(x, p).

Druga droga rozwiazania polega na wykonaniu na réwnaniach (10.1) potréjnej
transformacji catkowej Fouriera wzgledem zmiennych x;. W ten sposéb doprowadza
sie réwnania (10.1) do ukladu réwnan roézniczkowych zwyczajnych, w ktorych
czas wystepuje jako zmienna niezalezna. Po rozwigzaniu tego réwnania wykonuje
si¢c odwrotng potrdjna transformacje Fouriera [56].

Trzecia droga chetnie stosowana dla przestrzeni i potprzestrzeni termosprezystej
polega na stosowaniu poczwérnej transformacji Fouriera. Ukfad réwnan (10.1)
sprowadza si¢ do ukladu czterech réwnan algebraicznych dla transformat u, 0.
Poczwérna transformacja odwrotna prowadzi tu do ostatecznego wyniku [65 1 66].

Kazda z tych drdég zwigzana jest z duzymi trudnoSciami matematycznymi; sg one
tak wielkie, ze dotad nie uzyskano zZadnego rozwigzania w postaci zamknietej.

Rozpatrzmy nieco szczegblowiej rownania falowe (3.9) i (3.11) wywodzace sig
z réwnafn (10.1), Jesli stosowaé pierwsza droge postepowania i na rdwnaniach
falowych wykonaé transformacj¢ Laplace’a przy zalozeniu jednorodnych warunkéw
brzégowych, to otrzymamy ukfad réwnan

2 — —
[(Vz_p_2) (Vz _fi) s_pv2]q§=_ﬂ _%(Vz_ﬂ)g,
c? x % ® c? %
AT 1 _
(10.3) (Vz—'g)'!plz —c—gxh

7 1 P\ = .
f=—|Vi—5|®, e=mpmx, i=1,2,3."
m ct
Réwnanie fali podtuznej przy Q = 0, ¥ = 0 przedstawi¢ mozemy w postaci
(10.4) (V2= (V2—23) D =0,

gdzie 1,, A, sa pierwiastkami réwnania bikwadratowego:
gy |2 L A
A Zp[c% - ” (14¢) |+ il 0.

Poniewaz pierwiastki tego réwnania

1 2 2.2 4,8
11,2=7{—‘Z—(1+6)+%i[(—f:(l+s)+%) = "’} }

Py
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wyrazaja sie w sposéb nader ztozony jako funkcje parametru p, to w1docznym sie
staje, Ze wykonanie odwrotnej transformacji Laplace’a na funkcjach @, 0 natrafia
na wielkie trudnoéci. Z koniecznosci zwrécic¢ si¢ trzeba do rozwiazan przyblizonych.
Na ogdt stosuje sie dwie drogi przyblizonego rozwiazania. Pierwsza polega na
wykorzystaniu faktu, ze wielko$¢ ¢ = nma jest mata (¢ € 1) i ze mozna ja traktowaé
jako maty parametr [36]. Przedstawiajac zatem funkcje @ i 0 szeregiem potegowym
wzgledem e&:

(10.5) @ = Gyt eByte2Byt ..., 0= 0p+ed+e0,t ...,

doprowadzimy réwnanie (10.3) do ukiadu réwnan

— - 1 —
DuDuBy = — 70— DiF,

10.6 _ —
( ) (D1CD2@1 = % Vzdjo,

gdzie
pZ
D= V=55, Dy = Vipf.
1

Dla temperatury 0 otrzymamy
- D, = ==
(10.7) 0 = 7(@0‘}‘8@1‘}‘8 @2—}‘ ...).

Przy Sto'sowaniu metody perturbacji wystarczy dla celéw praktycznych ograni-
czy¢ si¢ do dwu cztonéw szeregu (10.5).

Zauwazmy jeszcze, ze funkcje @, 0, odnosza sie do zagadnienia mesprzezonego

Inny wariant metody perturbacyjnej polega na rozwiazaniu réwnan (10.3),
anastgpnie na rozwinieciu funkcji zawierajacych wielkodci k, (e, p), k. (e, p) w szereg
potegowy wzgledem parametru ¢. Wariant ten z powodzeniem zostal zastosowany
przez R. B. HETNARSKIEGO [551 61] przy rozwiazywaniu szeregu zagadnien odnc-
szacych si¢ do przestrzeni i pdlprzestrzeni termosprezystej.

Druga droga rozwiazania przyblizonego polega na okreSleniu funkcji @, 0 dla
malych czaséw. Rozwigzania tego typu sa bardzo uzyteczne, gdyz istotna réznica
miedzy zagadnieniem dynamicznym i quasi-statycznym istnieje dla matych czasdw t.
Ze wzrostem czasu roznica ta zanika.

W mys$l twierdzenia ABELA

llmf(t) = lim p.L[f(#)],

D00

malym czasom odpowiadaja wielkie wartosci parametru p w transformatach La-
 place’a, Nalezy zatem w rozwiazaniach réwnan (10.2) czy tez réwnan (10.3) roz-
winaé wyrazenie zawierajace wielkosci k, (e, p), ky(e, p) wedhig poteg 1/p, zatrzy-
mujae kilka czlondéw tego rozwinigcia. Wykonanie odwrotnej transformacji Laplace’a
daje ostatecznie przyblizone rozwigzanie zadania.
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Prace dotyczace propagacji fal aperiodycznych sa nieliczne i odnosza sie do
ukladédw najprostszych, do przestrzeni i poélprzestrzeni sprezystej. I tak zagadnie-
niem dziatania chwilowego i ciaglego skupionego Zrédla ciepla w nieograniczonej
przestrzeni termosprezystej zajat sie R. B. HeTNARSKI [55 1 61] stosujac tak metode
perturbacji, jak i malych czaséw. Zagadnienie dziatania chwilowej i skupionej sity
dziatajacej w przestrzeni rozpatrzone bylo przez E. Sodsa [17]. Wplywem warunkow
poczatkowych na propagacje fal termosprezystych w przestrzeni nieograniczonej
zajal sig W. Nowackl [57].

Z przedstawionymi tu zagadnieniami spokrewnione jest zagadnienie wyznaczenia
pola odksztalcenia i temperatury wokot pustki kulistej w przestrzeni nieograniczonej.
Zagadnienie naglego obcigzenia brzegu ciala z pustka bylo przedmiotem dwu prac.
W pierwszej M. LESSEN [58] stosuje metode perturbacji, w drugiej P. CHADWICK
[36] przedstawia zastosowanie metody asymptotycznej dla matych czasdw.

Zagadnieniem naglego ogrzania brzegu ciala z pustka kulisty zajal sie G. A. Na-
RIBOLI [59] stosujac metode perturbacji. Z uzyskanych rozwiazan przyblizonych
wynika, ze fale termosprezyste doznaja dyspersji i tlumienia. Wplyw sprzezenia
pola odksztalcenia i temperatury jest nieznaczny. Rozwigzania iloSciowo niewiele
odbiegaja od rozwigzan otrzymanych w ramach teorii naprezeni cieplnych.

Drugim waznym problemem, ktéremu po$wigcono kilka prac, to propagacja
fali plaskiej w polprzestrzeni termosprezystej, wywolana naglym ogrzaniem ptasz-
czyzny ograniczajacej pOlprzestrzed. Chodzi tu o uogélnienie znanego z teorii
naprezen cieplnych «zagadnienia Danitowskiej». Problem ten podjat R. B. Her-
NARSKI [60 i 61] przy uzyciu metody perturbacyjnej oraz przy wykorzystaniu twier-
dzenia Abela dla malych czaséw. Ten sam problem podjeli B. A. BoLey i I. S. To-
LINS [62] oraz R. MUKI i S. BREUER [63]. Dziatanie ogrzania punktowego pdlprze-
strzeni termosprezyste] bylo przedmiotem pracy G. Pawir [64].

Propagacji fali podtuznej w polprzestrzeni sprezystej i w precie nieskoficzonym
1 péinieskoniczonym poéwiecone byly prace 1. N. SNEDDONA [37] oraz J. [GNACZAK A
[56]. W tej ostatniej pracy zastosowano najpierw transformacje Fouriera wzgledem
zmiennej miejsca 1 dalej rozwiazano rdwnanie rézniczkowe zwyczajne trzeciego
rzgdu wzgledem czasu. Rozwigzanie tego rdéwnania oraz wykonanie odwrotnej
transformacji Fouriera doprowadzito do ostateczuego wyniku. :

Na zakonczenie tego przegladu przedstawié¢ nalezy dalsze kierunki rozwojowe
termosprezystosci.

Wydaje sig, ze mozna oczekiwaé uzyskania dalszych ogdlnych twierdzer, stano-
wiacych vogdlnienie znanych twierdzen z elastodynamiki. Chodzi tu o uogdlnienie
twierdzen KIRCHHOFFA, WEBERA 1 VOLTERRY. Czyni sie réwniez proby [72] uzyskania
dalszych, obszerniejszych twierdzer wariacyjnych. Dalsze badania pdjda réwniez
w kierunku uwolnienia sie od ograniczenia matych odksztalcen, a wiec w kierunku
rozwijania nieliniowej geometrycznie termosprezystosci. Innym kierunkiem — to
odstapienie od ograniczenia [0/To| € 1, a wigc badania ciat o podwyZszonych
temperaturach, gdy wspdiczynniki termiczne i mechaniczne sg funkcjami tempera-
tury. Ostatnio zapoczatkowane zostaly badania w dziedzinie powiazania pola
odksztalcenia, temperatury oraz pola elektrycznego w piezoelektrykach [73, 74
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i 75]. Interesujacym jest réwniez zapoczatkowany kierunek magneto-termosprezy-
stoéci [76-81]. Chodzi tu o badanie pola odksztatcenia, pola temperatury oraz pola
elektrodynamicznego w przewodnikach elektrycznych w obecnoéci silnego, pier-
wotnego pola magnetycznego.
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Pesome

JIMHAMHYECKME BOIIPOCEI TEPMOYIIPYTOCTH

Toxnaj MOCBSIILAETCS Pa3BUTHIO CONPSDKEHHOH TEPMOYNPYTOCTH 32 IOCIENHEE HECSTHIIETHE.
Tlocne OGCY)KOEHHMSI TEPMOOMHAMNUECKHX OCHOB TEOPHM BBIBOJSITCSI OCHOBHBIE COOTHOLUIEHHS
1 auddepeHIManbHBIC YPABHEHWS TEPMOYNIPYTOCTH M AAIOTCS TJIABHbIE METOOBI HX DPELUCHMS.
QOCHOBHOE CoflepyKanue NaNbHEHIWK PAcCY)KIEHHIT COCTARNAIOT O0IMe SHEPreTUYecKe U Bapua-
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Summary’

DYNAMICAL PROBLEMS OF THERMOELASTICITY

The paper is devoted to the development of the coupled thermoelasticity during the last ten
years., After discussing the thermodynamical fundamentals of the theory, basic relations and the
differential equations of thermoelasticity have been derived, also the main methods of solution.
The central point of the further discussion consists in general theorems: energy theorems, varia-
tional principles, recjprocity theorems and consequently the method of integration of the equations
of thermoelasticity. Finally, the problem of the propagation of the monochromatic and aperiodic
waves has been presented and the main particular achievements in this field have been discussed.
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1. Wstep

W stanie sprezystym nagle zmiany przekroju poprzecznego wywoluja znaczna
nieréwnomiernoé¢ rozktadu napr¢zen. Maksymalne naprezenia w  ostabionym
przekroju moga znacznie przewyzsza¢ naprezenia $rednie obliczone jako iloraz
sily przez pole przekroju. Te koncentracjg nalezy zawsze uwzgledniaé przy obliczaniu
elementoéw obcigzonych zmiennymi sitami, gdyz ona moze by¢ przyczyna powstania
pekniecia zmeczeniowego.

Istnieje jednak wiele praktycznie waznych przypadkéw, gdy rozpatrywany ele-
ment z karbem jest obcigzony w sposéb staty lub gdy liczba zmian obcigzenia jest
w calym okresie pracy elementu niewielka. Przy takim obcigZzeniu o zniszczeniu
beda decydowaé badz to odksztalcenia plastyczne, badz to kruche peknigcie powsta-
jace przy pewnej granicznej wielkoéci obcigzenia. To obcigZzenie nazywamy nosnoécia
graniczng. Stosowane metale konstrukcyjne maja zwykle dobre wiasnosci plas-
tyczne i peknigeie powstaje w nich dopiero po rozwinigciu sie duzych odksztalcen
plastycznych. Z tego wzgledu analiza noéno$ci granicznej oparta na zatozeniach
teorii plastyczno$ci ma duze znaczenie praktyczne.

Przy nieduzej wartoéci sily rozciagajacej w precie istnieje sprezysty stan napre-
zenia, przy czym w miejscu zwezZenia powstaje spietrzenie naprezen (krzywa 1 na
rys. la). Gdy silta rozciagajaca przekroczy pewna wielko$¢ P, materiat w otoczeniu
dna karbu osigga stan plastyczny. Dalsze powigkszanie sity powoduje powstawanie
obszaru plastycznego (krzywa 2). Stanowi temu odpowiada na wykresie rozcia-
gania (rys. 1b) odcinek ab. Wykres ten poczatkowo na odcinku Oa prostoliniowy
ulega teraz zakrzywieniu, ale calkowite wydluzenie preta jest w dalszym ciagu
niewielkie, gdyz w $rodkowej czeSci ostabionego przekroju materiat znajduje si¢
w stanie sprezystym. W miar¢ wzrostu obciazenia obszar plastyczny rozszerza si¢
i wreszcie dochodzi do osi przy sile réwnej P,;. Od tej chwili caly przekréj po-
przeczny znajduje sie w stanie plastycznym i nawet stosunkowo niewielki przyrost
obciazenia powoduje duze wydluzenie preta. Rozklad naprezefi osiowych w naj-
wezszym przekroju przedstawia krzywa 3 na rys. 1a. Dalszy wzrost sily rozciaga-
jacej mozliwy jest tylko dzieki zjawisku wzmocnienia materialu, zwigzanemu z duzy-

4%
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mi odksztalceniami. Po osiagnigciu przez sile pewnej wielkoéei P,,. nastepuje
szybki proces prowadzacy do zerwania preta. Warto$¢ sity P,.. okre§la no$nosé

graniczng preta.

a fP b

Rys. 1

Teoretyczne obliczenie nosnosci granicznej mozliwe jest przy zalozeniu, e ma-
terial preta nie wykazuje wzmocnienia. Jezeli w warunku plastycznoéci przyjmiemy,
ze granica plastycznodci ciata idealnie plastycznego pokrywa sig z granica plastycz-
nodci rzeczywistego materiatu, to jako no$no$é graniczna otrzymamy wielkoéé
sily Py, (rys. 1). Do rzeczywistej wartosci P,,,, mozemy si¢ zblizyé zaktadajac od-
powiednio wyzsza granice plastyczno$ci. Zwracamy jednak uwage, ze dla P = P,

Rys. 2

pret doznaje duzych odksztalceri, a wige szczegdlnie w konstrukcjach maszynowych
praktycznie traci wartoé¢ uzytkowa. Dla konstruktora wyznaczenie sity P,, ma wigc
zasadnicze znaczenie i w stosunku do niej powinien obliczaé zapas pewnosci.

Dla plaskich pretéw oslabionych obustronnie karbami teoretyczna no$noéé
graniczna moze byé wyznaczona w dwéch skrajnych przypadkach, mianowicie dla
plaskiego stanu odksztalcenia oraz dla ptaskiego stanu naprezenia. Do warunkéw
plaskiego stanu odksztalcenia zblizamy si¢, gdy szerokoéé 2b (rys. 2) preta jest
dostatecznie duza w poréwnanin z wymiarami miejsca oslabjonego karbem. Prze-
ciwnie, gdy szeroko$¢ 2b jest mata, w precie wystepuja warunki plaskiego stanu
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naprezenia. Istotnie bowiem, gdyby pret sktadat si¢ z szeregu cienkich plytek
0 tacznej grubodci 2b, to przy wspdlnym rozeigganiu w kazdej z plytek powstaloby
w okolicy karbu znaczne zmuiejszenie grubosei (rys. 3). Jezeli jednak pret stanowi
jedna cato$é, to powstanie takich lokalnych zwezZen jest niemozliwe. Dla b » &
w przekrojach dostatecznie oddalonych od czolowych powierzchni z = 45 od-
ksztalcenia w kierunku osi z sa bardzo male, rzedu sprezystych odksztalcen przy-
legajacych grubszych czeéci prgta. Mozna wige w przyblizeniu przyjaé, ze przy
znacznigjszych odksztatceniach plastycznych mamy e, = 0. Przy duzym b w prze-
wazajace] cze$ci preta panuja warunki zblizone do plaskiego stanu odksztatcenia,
co zwiazane jest z wystgpowaniem napre¢zenia normalnego o, = 0,5(¢,+0,). Na
obu czotowych powierzchniach naprezenie to musi oczywilcie znikaé, a wiec
w sasiadujacych z nimi partiach materiatu nie ma ptaskiego stanu odksztalcenia.
Wplyw tego lokalnego zaburzenia maleje przy zwickszaniu szerokosci 2b. Na

1 T

Rys. 3

odwrét — przy matym b wplyw ten przewaza i dla b <€ A mozna przyjaé, Ze w calym
materiale ¢, =0, a wigc panuja warunki ptaskiego stanu naprezenia. Niestety
teoria nie jest obecnie w stanie da¢ odpowiedzi, jaka bedzie no$noéé graniczna
przy pofrednich szeroko$ciach preta. W § 4 omdwiono wyniki doswiadczalnej
analizy tego zagadnienia.

Dla pretow osiowo-symetrycznych mozliwe jest obliczenie no$noéci przy pewnych
dodatkowych zatozeniach dotyczacych stanu naprezenia. Obliczenia te sa jednak
bardzo zmudne, wobéc czego celowe jest opracowanie w tym przypadku uprosz-
czonych metod dajgcych wystarczajaca dla celdw praktycznych dokiadno$é. Za-
gadnieniu pretéw z osiowa symetria poswiecono § 5.

Osobnym zagadnieniem jest analiza procesu rozwijania si¢ obszardéw plastycznych
powstajacych u dna karbu. Peine rozwigzanie tego problemu sprawia jeszcze ciagle
duze trudno$ci. Znane rozwiazania uzyskane przy szeregu zaloZen upraszczajacych
dotycza jedynie plaskiego stanu odksztalcenia i plaskiego stanu naprezenia.
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2. Plaski stan odksztalcenia

W pierwszych dwu punktach tego paragrafu przedstawione zostang dwie rézne
metody wyznaczania nos$noéci granicznej preta. Pierwsza metoda zaklada, Ze
material jest sprezysto-plastyczny, Pozwala to przesledzi¢ caly proces rozwijania sie
uplastycznionych obszaréw az do polaczenia si¢ na osi preta, co uwazane jest za
osiggniecie stanu granicznego. Obliczenia przeprowadza sig¢ numerycznie, co wy-
maga wielkiego nakladu pracy. W nowszych pracach tej grupy postugiwano sig
maszynami cyfrowymi. W drugiej metodzie opartej na przyjeciu modelu ciata
sztywno-plastycznego obliczenia w wigkszo$ci przypadkéw sg bardzo proste, a roz-
wigzania uzyskuje si¢ w postaci zamknigtej. JednakZe rozwigzania te sa stuszne
jedynie dla dostatecznie glebokich karbéw, a wigc przy wystarczajaco duzym sto-
sunku wymiardéw c/h (rys. 2). Zagadnienie to szerzej oméwimy w p. 2.3 tego
paragrafu.

2.1. Rozwiazania spreiysto-plastyczne. Wyznaczanie stanu naprezenia sprowadza
sie do rozwiazania zagadnien brzegowych dla obszaru sprezystego i plastycznego.
Znaczna trudno$¢ stanowi tu nieznajomo$é granicy miedzy tymi obszarami, ktéra
musi byé wyznaczona jako jeden z elementdéw rozwigzania,

W swej klasycznej pracy D. N. ALLeN I R. SoutHweLL [I] po wprowadzeniu
funkcji naprezet Airy’ego @ sprowadzili zagadnienie do catkowania réwnania bihar-
monicznego w obszarze spreZystym i réwnania

»p 2\ o \?
(a_yfa_xﬂ) +4(axay) =
w obszarze plastycznym. Rownanie to otrzymano przez podstawienie naprezen
okres$lonych za pomoca funkcji ¢ do warunku plastycznosci
(0x—0,)2 4472, = 4k2.

Calkowanie przeprowadza si¢ numerycznie metods relaksacji po zastapieniu
rézniczek roznicami skonczonymi. W calym badanym obszarze przyjmuje sie od-
powiednio gesta kwadratowa siatke i wstepnie zaklada wartosci funkeji ¢ w wezto-
wych punktach. Na calym brzegu obszaru funkcja ¢ jest znana. Rozwigzanie polega
na obliczaniu kolejnych przyblizen funkcji ¢ do chwili, gdy dwa nastepujace po
sobie przyblizenia sa wystarczajaco bliskie. Procedura ta jest dtugotrwala i ucigzliwa,
ale stosujac ja udalo si¢ rozwigzaé szereg praktycznie waznych przypadkow.

Jednym z rozwigzanych w pracy [1] zagadnien jest rozciaganie preta ostabionego
dwoma pdtkolistymi wycieciami (rys. 4). Do chwili, gdy ciagle obciazenie na kof-
cach preta p < 0,33 -2k, caly material znajduje si¢ w stanie sprezystym. Przy po-
wigkszaniu obcigzenia powstaja w najwezszym miejscu obustronne obszary plas-
tyczne. Na rysunku zaznaczono potozenie granic miedzy obszarami plastycznymi
a sprezysta czgScia materialu dla réznych wielkosci stosunku p/2k. Jak zwrbcit
uwage R. HiLL [2] dla wartoéci p/2k > 0,45 granice te sa dwukrotnie przecinane
przez niektére linie poélizgu. Zagadnienie przestaje byé statycznie wyznaczalne
i przy wyznaczaniu granicy miedzy obszarem sprezystym i plastycznym nalezaloby
uwzgledni¢ réwniez warunki dla predkosci plynigcia. Jednakze mimo tego braku
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przebieg rozchodzenia si¢ obszaréw plastycznych znaleziony przez ALLENA i Sou-
THWELLA z pewnoS$cia niewiele odbiega od rzeczywistoSci. Przy obciazeniu p =
0,60 -2k powstaja dwa nowe plastyczne jadra na osi preta w pewnej odlegtosei od
najwezszego przekroju. Te dwa nowe obszary rozszerzaja si¢ bardzo szybko i przy
obcigzeniu p = 0,61+ 2k Iacza si¢ z obu poprzednimi obszarami. Od tej chwili
zaczynaja si¢ duze odksztalcenia plastyczne prgta, No$no$é graniczna jest wigc

p
Rys. 4

okre$lona wartoicia obcigzenia p = 0,61 - 2k. Srednie naprgzenie osiowe w naj-
wezszym przekroju réwna sie 1,22+ 2k, a wiec jest znacznie wigksze od granicy
plastyczno$ci przy jednoosiowym rozcigganiu, ktéra w warunkach plaskiego stanu
odksztalcenia réwna sie 2k.

Innym przyktadem podanym w pracy [1] jest rozciaganie preta z ostrym karbem
katowym. Ten sam przypadek zostal przeliczony przez 'D. Jurgica [3] w inny
sposob z uwzglednieniem warunku nierozdzielnoéci réowniez w obszarze plastycz-
nym. Postugujgc si¢ maszyng cyfrowa rozwiazano od razu pelny uklad réwnan
réznicowych dla wszystkich weztéw przyjetej siatki, Rysunek 5 pokazuje rozcho-
dzenie si¢ obszaréw plastycznych. Wynik ten niewiele odbiega od rozwigzania
ALLENA i SOUTHWELLA. Obszary plastyczne maja ksztalt waskich pasm i lacza si¢
na osi preta przy obcigzeniu p = 0,59+ 2k, pozostawiajac w §rodku sprezyste jadro.
Odpowiednia warto$é otrzymana w pracy [1] wynosi p = 0,64 - 2k, a wigc niewiele
wigcej. Potwierdzenie istnienia sprezystego jadra otrzymat JURISIC metodg trawienia
wzdtuznego przekroju odksztalconego preta. Srednie naprezenie w najwezszym
przekroju réwna si¢ 1,18 2k. ,

W. Zukowskl [4] badat do$wiadczalnie proces odksztalcenia w najwezszym
przekroju preta z karbem o zblizonym ksztalcie wycigeia katowego. Pomiardw
odksztalcenn dokonywano na czolowych powierzchniach, nanoszac na nich za po-
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moca mikrotwardo$ciomicrza szereg ggsto rozmieszczonych punktéw; odleglosc
miedzy punktami wynosita 0,1 mm. W czasie rozciggania odczytywano za pomocg
specjalnie dostosowanego mikroskopu o 100-krotnym powiekszeniu zmiang od-
legtosci pomiedzy poszczegblnymi punktami. Stwierdzono, ze odksztalcenia plas-
tyczne obejmuja jedynie maly odcinek najwezszego przekroju bezpo$rednio sgsia-
dujacy z dnem karbu. Wynik ten potwierdza istnienie jadra sprezystego, na ktoére
wskazuja powyzsze rozwizzania numeryczne. Pomiary Zukowskiego wykazuja, Ze
jadro to istnieje przez caly czas procesu odksztalcenia, az do rozdzielenia obu
czeéei preta. Jednakze w innej pracy [11] dla'karbu o innym kacie « ta sama metoda
pomiaru nie wykazala istnienia sprezystego jadra. Jest to zwiazane z szerokoécig 2¢

4qa 45a

p
Rys. 5 Rys. 6

czgéel chwytowej (rys. 2), ktéra, jak to zapewne uszlo uwagi autora, byla w pierw-
szym przypadku niedostateczna, a w drugim wystarczajaco duza. Zagadnienie to
oméwimy w punkcie 2.3.

J. A. Jacoss [5] podal rozwiazanie dla preta z obustronnym karbem w postaci
waskiej szczeliny, jaki otrzymuje si¢, gdy-kat wierzchotkowy a karbu z rys. 5 réwna
si¢ zeru. Obliczenia przeprowadzono metoda relaksacji analogicznie jak w pracy [1].
Ten sam karb szczelinowy zbadali A.H.S. AnG i G.N. Hareer [6] metoda
relaksacji, zaprogramowana na maszyng cyfrowa. Procedura obliczen uwzglednia
jednoczesne wyznaczanie naprezef i odksztafce na podstawie zwiazké$w Prandtla-
Reussa. Na rysunku 6 pokazano granice obszaréw plastycznych, odpowiadajace
réznym warto§ciom $redniego naprezenia o, w najwezszym przekroju. Przy o, =
1,24 - 2k obszary plastyczne lacza si¢ na osi preta.

W pracy Jacobsa [5] obliczenia wykonano przy réinych szerokoéciach czedei
chwytowej, mianowicie dla c/h = 2; 4 i 8. We wszystkich przypadkach otrzymano
sprezyste jadro, co jak wspomniano nie potwierdza sig¢ w doéwiadczeniach przy
wystarczajaco duzym ¢. Wyjadnienie tej rozbiezno$ci wymaga jeszcze dalszych
badan.
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2.2. Rozwigzania sztywno-plastyczne. W przypadku gdy karb jest dostatecznie glebo ki
mozna oczekiwaé, ze powstajace u jego dna obszary plastyczne beda si¢ obustronnie
taczyly na osi najwezszego przekroju, a nie jak w rozpatrywanych poprzednio
rozwigzaniach w pewnej odleglosci od tego przekroju pozostawiajac spreZyste
jadro. Mozna wtedy wyznaczyé rozklad naprezen wykorzystujac teorie plaskiego
stanu odksztalcenia ciata sztywno-plastycznego. Jak wiadomo, w stanie plastycznym
stan naprezenia w sasiedztwie brzegu jest zalezny jedynie od istniejgcych na nim
warunkdw. Kontur karbu jest brzegiem swobodnym, a wiec warunki brzegowe s3
na nim jednoznacznie okre§lone. Rozwigzujac zagadnienie brzegowe typu Cau-

Rys. 7

chy’ego mozemy wyznaczyé z obu stron symetryczne siatki linii poélizgu az do
spotkania na osi preta. Metoda podana przez R. HiLLA [7] pozwala obliczyé w sposéb
numeryczny rozklad naprezen i no$nod¢ graniczng dla dowolnego ksztattu karbu.

Jezeli zarys karbu utworzony jest z dwu prostych polaczonych na dnie tukiem
kota (rys. 7), to noénoé¢ graniczna moze by¢ prosto okreélona w postaci zamknietej
[7]. Linie poélizgu w polu ABAC sg spiralami logarytmicznymi, a napreZenie osiowe

na odcinku BC réwna sig
£
Uy=2k 1‘{—1]1 1+7 3

a wiec ro$nie od punktu B do C, przy czym &, = h(e*—1).

W kwadracie GFCF panuje jednorodny stan naprezenia, a siatka linii poslizgu
skiada sie z dwéch rodzin prostych, Na odcinku CG naprezenie osiowe jest wigc
stale i jak wynika z zaleznoéci, jakie musza byé spetnione wzdiuz linii poslizgu,
ma ono wielkoé¢ o, = 2k(1--a).

Po scatkowaniu naprezen osiowych wzdluz calej dlugodcei najwezszego przekroju
BG otrzymujemy sil¢ graniczna

SR

P =4kh [(1—]- a) — %(e“—l —a)] , [ < (e*— 1)‘1] ,
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a wicc wieksza cd odpowiedniej sily Py, = 4kh dla preta bez karbu o szerokosci 2h.
Wspotczynnik zwickszenia sily dla preta z karbem

P r.o
frwe =5, = (@)= (e~ 1 =)

dla réznych katéw « przedstawiono na rys. 8 w zaleznodci od stosunku r/h. Posz-
czegblne proste dla réinych a maja wspdlna obwiednig. Punkt stycznosci kazde;
prostej z obwiednia odpowiada stosunkowi r/i, przy ktérym punkt C na rys. 7

F=PlR

25

20

15

1 0 ] | | |
04 08 12 16 r/h

Rys. 8

pokrywa sie z punktem G $rodka preta. Dla jeszeze wickszych wartosci stosunku
r/h kratdcowe spirale wychodzace z punktu G przecinaja tuk 4B4 w pewnej od-
leglosci od jego koncowych punktéw A. Sita graniczna réwna sie wtedy

P= 4klz(l+—}r7)ln(1—|—i1—').

Wyrazenie na wspdlczynnik no$nosci

o= = 1)
jest jednocze$nie réwnaniem obwiedni z rys. 8.

Drugi skrajny przypadek karbu z rys. 7 otrzymujemy dla » — 0, gdy karb przy-
biera forme ostrego katowego wyciecia. Rozklad naprezen osiowych w najwezszym
przekroju jest rdwnomierny, a wspotczynnik zwigkszenia nosnoéci réwna si¢ P/ Py =
14+(#/2)—a i osiaga najwieksza mozliwg ze wszystkich warto§¢ f., = 1+7x/2 =
= 2,571 dla karbu szczelinowego (a = Q).
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To znaczne zwigkszenie no$noéci granicznej preta z karbem w stosunku do preta
bez wycie¢ o szerokosci rownej 2k tlumaczy sig tym, Ze sprezyste partie materiatu
w sasiedztwie karbu krepuja swobode odksztalcania poprzecznego (zwezania)
materialu w najwezszej czesci preta. Powstaja wskutek tego poprzeczne naprezenia
rozciagajace o,, dzieki ktorym material przechodzi w stan plastyczny dopiero przy
naprezeniach o, wigkszych od 2k.

Yatwo sprawdzié [7], ze siatka linii poslizgu z rys. 7 jest kinematycznie dopusz-
czalna. Jezeli przyjmiemy, ze sztywne czesci preta oddalaja sie z jednakowa pred-
koécig vy, to wzdluz zewngtrznych linii poélizgu DEFG mozemy wyznaczy¢ normalng
do nich skladowa predkosci. Pozwala to wyznaczyé predkoéci w calym polu siatki
linii poslizgu. Skladowe styczne predkosci po obu stronach linii DEFG bgda oczy-
widcie rézne, gdyz od strony obszaru plastycznego okreslaja je rownania Geiringer,
a od strony zewngtrznej ruch obszaru sztywnego jako catoéci. Linie DEFG sa wigc
liniami niecigglo$ci predkosci. Nieciaglo$¢ ta konczy sie w punktach D na swo-
bodnej powierzchni, co jest kinematycznie dopuszczalne.

Mozliwe jest réwniez rozwiazanie bez linii nieciagtoéci [8], pokazane na rys. 9a.
Na odcinku CD swobodnej krawedzi predkosci moga by¢ dane dowolnie. Azeby nie
byto nieciagtosci w predkosciach, mozna na przyktad przyja¢, ze na odcinku CD

Rys. 9

skierowane wzdluz linii podlizgu f sktadowe predkosci ptyniecia rosng liniowo od
zera w punkcie D w kierunku punktu C przy zalozeniu, Ze gérna cze$é preta jest
nieruchoma. Pewne uwagi na temat mozliwych rozktadéw predkoéci w podobnym
przypadku wystepujacym przy wciskaniu stempla podat G.J. Bykowcew [9]. Ta
niejednoznaczno$é pola predkosci jest typowa dla teorii plaskiego stanu odksztal-
cenia o§rodka sztywno-plastycznego. Roztrzygniecie, ktdre z nieskonczonej liczby
mozliwych rozwigzan dla predkosci zachodzi w precie z rzeczywistego materiatu,
mozliwe jest obecnie, jak sie wydaje, jedynie na drodze doéwiadczalnej. Scista
analiza bowiem, uwzgledniajaca wszystkie mogace mieé wplyw na przebieg procesu
odksztalcenia zjawiska, jak sprezysto§é materiatu, wzmocnienie, $cisliwosé a nawet
struktura krystaliczna metalu jest w obecnym stanie wiedzy nieosiggalna.

Ciekawe jest, ze w przypadku karbu niesymetrycznego (rys. 9b) pole predkosci
jest okreSlone jednoznacznie [8]. Zewnetrzne linie poélizgn 4ABC sa liniami nie-
ciaglo$ci predkosci.
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Badania do$wiadczalne wykazuja, ze rzeczywista wielko§¢ fi,.., wspofczynnika
nosnosci preta z karbem dobrze zgadza si¢ z teoretyczng warto$cia fie,. W. Zu-
KOwSKI [10, 11] badat prety z karbem o ksztalcie katowego wyciecia z zaokragle-
niem na dnie dla dwdch wartoéci catkowitego kata wyciecia 2a = 47° i 102°. Prety
wykonane byly ze $rednioweglowej stali. Dla pretéw z karbem o kacie 102° uzys-
kano [11] stosunek f;,.c./fteor = 0,95, przy czym wspdlczynniki wyznaczano dla
stosunku sit zrywajacych. Dla karbu o kacie 47° zgodno$¢ ta byta znacznie gorsza,
ale nie zwrécono uwagi na to, ze w tym przypadku szeroko$¢ 2c czgéci chwytowej;
preta byta zbyt mala. Zagadnienie to oméwimy w p. 2.2. W pracy [12] stwierdzono-
dla karbu pokazanego na rys. 14 dla poczatku duzych odksztatcen plastycznych
Siroerlfreor = 1,05, a dla sit zrywajacych fisecalfieor = 0,88. Materiatem badanych
pretéw byto aluminium. Podobne wyniki otrzymano dla nieco innego ksztaitu
karbu dla pretéw z miekkiej stali. Nalezy jednak wyraznie podkresli¢, ze wielko$c
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Rys. 10

wspbltczynnika f,.., zalezy od czulo$ci materialu na dziatanie karbu. Szczegdlnie
dotyczy to sily zrywajacej. Jak pokazat F. A. McCuinTock [8] sita ta zalezy réwnie?
znacznie od wielkoSci probki (efekt skali).

W pracy [8] badano réwniez prety ostabione karbem w sposéb niesymetryczny.
Na rysunku 10 pokazano wyniki badania prébek ze stopu aluminiowego, osta--
bionych niesymetrycznie wycigciami katowymi zaokraglonymi na dnie. Prety
z niesymetrycznymi karbami maja mniejszy rzeczywisty wspotczynnik nosnosci od
probek ostabionych symetrycznie, chociaz wspdtezynniki teoretyczne maja jedna-
kowe. Badanie do§wiadczalne prébek z niesymetrycznymi karbami ma wiec istotne
znaczenie dla okreslenia czuto$ci materiatu na dzialanie karbu.

2.3. Wplyw szerokodci czgéci chwytowych preta. Osobnym zagadnieniem jest ustalenie:
minimalnej szerokoSci 2¢ czgéci preta poza karbem. W przekrojach znacznie od-
legtych od karbu, w ktérych mozna przyjaé, ze panuje stan zwyklego rozciagania,
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szeroko$¢ ta wynika z prostego warunku, Ze naprezenie rozciggajace nie moze
przekroczy¢ wartosci 2k. Mamy wigc c¢/h = P|P,. Jednakze tak obliczona szeroko$é
2¢ jest z pewnoscia zbyt mata dla przekrojow niezbyt odleglych od karbu. Calko-
wita pewno$é, ze w przekrojach tych maksymalna sila okreslona noénoscia graniczng
karbu moze byé przemiesiona bez przekroczenia warunku plastycznosei, mozemy
uzyska¢ budujac przedluzenie stanu naprezenia w karbie na przylegajace do niego
obszary. Gdyby bowiem warunek plastycznosci zostal w ktérymkolwiek punkcie
przekroczony, znaczyloby to, ze materiat pdzniej osiagnie stan plastyczny w karbie
niz w jego sasiedztwie, a wigc noSno$¢ graniczna catosci okre§lataby noéno$é naj-
stabszego miejsca poza karbem. Taka sytuacja miata miejsce w jednym z badan
W. Zukowskiego, oméwionych w poprzednim punkcie.

Sposéb zbudowania przedtuzenia siatki linii poslizgu podal J. F. W. Bisuop [13].
Jest on oparty na jednym z podstawowych twierdzen granicznych teorii o$rodka
sztywno-plastycznego, z ktérego wynika wniosek, ze no§noé¢ graniczna okreslona

Rys. 11

z dowolnego rozkiadu naprezen, spetniajacego réwnania réwnowagi i warunki
brzegowe dla naprezen oraz nigdzie nie przekraczajacego warunku plastycznoscei,
nie bedzie wigksza od rzeczywistej nos$nodei granicznej. Taki dowolny stan na-
prezenia nie musi spelnia¢ warunkéw Rinematycznych zagadnienia i nazywany jest
statycznie dopuszczalnym, Z wniosku tego bezposrednio wynika réwniez zasada, ze
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dodanie materialu nie moze obnizyé nos$nosci granicznej elementu. W dodanych
partiach materialu mozemy bowiem zawsze zalozy¢ zerowy stan naprezenia.
Sposéb wyznaczania bezpiecznej szerokosci 2¢ cze$ci chwytowych preta wyjasni-
my na przykladzie preta z ostrymi wycieciami o kacie #—2a (rys. 11). Przedluzenie
siatki linii po§lizgu w karbie, ograniczonej skrajnymi liniami ABOC’ i 4’B'OC,
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rozpoczniemy od rozwiazania zagadnienia charakterystycznego, okreslonego danymi
wzdtuz odcinkdw linii poSlizgu OBA i OB'A’. Dane te jednoznacznie okreslaja
stan naprgzenia w czworokacie krzywoliniowym OQA4DA’. Nastepnie nalezy roz-
wigza¢ zagadnienie odwrotne do zagadnienia brzegowego Cauchy’ego. Znajac
mianowicie przebieg linii poslizgu 4D nalezy wyznaczy¢ ksztatt swobodnego brzegu
AGM. Brzeg ten jest okreSlony jednoznacznie. Dalsze przedluzanie siatki poza
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Rys. 13

linig DM moizliwe jest po wprowadzeniu pewnej statycznie dopuszczalnej nie-
ciagtosci naprezen.

Poprowadzmy trajektori¢ naprezed glownych GRG' przez dowolny punkt G
krawedzi ponizej najszerszego przekroju FF'. Zbudujmy nastepnie lustrzane odbicie
tej trajektorii i znajdujacej si¢ nad nig siatki linii po$lizgu (rys. 12). Podzielmy
obydwie trajektorie na skoficzong liczbe matych odcinkéw, na ktérych naprezenie
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normalne jest w przyblizeniu state. Pole zawarte pomiedzy trajektoriami podzielmy
na szereg prostokatnych i tréjkatnych elementéw za pomoca prostych przechodza-
cych przez punkty podzialu trajektorii. W elementach tréjkatnych panuje hydro-
statyczny stan naprezenia, a w prostokatnych stan dwuosiowego rozciagania, przy
czym oba naprezenia giéwne sa réwne naprezeniom normalnym przekazywanym
w poprzek linii GRG' odpowiednio na pionowy i poziomy pasek, ktérych przeciecie
tworzy dany prostokacik. Zageszczajac siatke paskow otrzymujemy w granicy
statycznie dopuszczalne ciagle pole naprezen. Obie linie graniczne GRG’ sa liniami
niecigglosci naprezen typu statycznie dopuszczalnego. Mozna wykaza¢, ze w zadnym
punkcie tego pola warunek plastycznoéci nie bedzie przekroczony. Jezeli wige
zatozymy, ze kontur preta ma ksztatt linii CAFG i jej zwierciadlanego odbicia
wzgledem poziomej linii GG', to no$nos¢ graniczna tej czeéci preta nie bedzie nizsza
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niz przekroju CC’ w karbie. Mozna jednak z latwoSciqa wykazaé, Ze czesé konturu
preta ponizej punktéw G i G’ moga tworzyé réwniez dwie proste réownolegle do
osi preta. W tym przypadku linia nieciagloéci naprezen bedzie réwniez pozioma
prosta GG'. W prostokatnej czgsci ponizej niej panuje stan jednoosiowego rozcia-
gania. Jak powiedziano punkty G i G’ zostaly wybrane dowolnie. Jezeli jednak
czg$¢ preta ponizej nich maja ograniczaé proste réwnolegte do osi, to skrajne poto-
zenie punktu G i G’ okredlajg punkty H i H’, dajgce minimalng dopuszczalng sze-
roko$¢ czesci chwytowych preta, réwna 24(14-a). Ta czeéé preta bedzie wtedy
rozciagana réwnomiernie roztozonym naprezeniem réwnym 2k. Jezeli kontur preta
zostanie utworzony przez poprowadzenie prostych pionowych z punktéw F i F’
W najszerszym miejscu, to z pewnoscia no$no$é graniczna cz¢éci preta poza karbem
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nie bedzie mniejsza niz przekroju w karbie. Kontur ten zawiera bowiem wewngtrz
poprzednie wystarczajaco mocne kontury, a dodanie materiatu nie moze zmniejszy¢
noénosci granicznej.

W powyzszy sposéb w pracy [8] wyznaczono bezpieczna szeroko$¢ czesci chwy-
towych dla preta z karbem katowym (rys. 13).

Na rysunku 14 linig ciagla przedstawiono wyniki do$wiadczalnej weryfikacji
wplywu szerokosci 2¢ na no$noéé preta z karbem pétkolistym [12]. Z przediuzenia
siatki linii poslizgu w obszar sztywny wynika teoretyczny stosunek (¢/h,, = 2,62.
Dla ¢/h = 2,62 teoretyczny wspdlczynnik no$noéci, wynikajacy z rys. 8, réwna si¢
Jwor = 1,57. Dwie proste przerywane 4B na rys. 14 podaja odpowiednio teoretyczne
wartoéci umownych naprezen zrywajacych i poczatku plastycznego plynigcia,
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obliczone przez pomnozenie odpowiednich naprezefi dla preta bez karbu (¢/h = 1)
Przez fio.r- Na odcinku AE rozwiazanie z rys. 7 1 8 moze by¢ uwazane za gorna
ocene rzeczywistej nosnosci, gdyz jest jedynie kinematycznie dopuszczalne. Gérna
ocene na odcinku CE otrzymano z kinematycznie dopuszczalnego schematu od-
ksztalcenia pokazanego na rys. 15b, a dolng ocene na odcinku CD ze statycznie
dopuszczalnego niecigglego pola naprezen (rys. 15a). Obydwa pola zostaly podane
przez W. PRAGERA i P. G. HoDGE'A [29]. Krzywe do$wiadczalne dla malych c/h
lezg powyzej gbrnej oceny, ale na ogdt zgodnosé jest doé¢ dobra.

2.4. Teoretyczna analiza procesu odksztalcenia preta z karbem. Przyjmujac jedno
z kinematycznie dopuszczalnych pél predkosci, wyznaczonych w sposéb podany
w punkcie 2.2, mozna zbadaé caly proces odksztalcenia w karbie az do rozdzielenia
obu czgdei preta. E. H. Lee [14] zbadal odksztalcenie karbu katowego o kacie
2a == 90°, przyjmujac pole predkosci z linia nieciggtosci miedzy obszarem sztywnym
i plastycznym. Zatéimy, ze dolna czgéé preta jest nieruchoma, a gdrna porusza sie
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z predkoscig réwna 2. Linia BE (rys. 16) ma predko$é réwna jednoéci, skierowang
ku gorze. Po lewej stronie rysunku pokazano siatke linii poslizgu w chwili poczatko-
wej. Material ponizej skrajnej linii ACDE znajduje sie w spoczynku. Predko$é
wzdluz ACDE i wszystkich linii nalezacych do tej samej rodziny jest stala i réwna
si¢ ]/ 2. Wzdiuz linii drugiej rodziny prostopaditych do ACDE predko&é réwna sig
zeru.

Poczatkowym odksztalceniem krawedzi AB bedzie maly uskok w punkcie A,
gdyz odcinek 4B porusza si¢ poziomo. Po prawej stronie rysunku przedstawiono
pole linii poSlizgn w zaawansowanym stanie procesu. Plastyczne plyniecie jest
teraz ograniczone do znacznie zmniejszonego obszaru A'C'D'E’B'. Odcinek AH
poczatkowej krawedzi 4B zajal nowe polozenie AA4’, a odcinek BH przesunal sie

Rys. 16

rownolegle w polozenie KA4'. Material znajdujacy sig ponizej chwilowej granicy
A'C'D'E’, ale powyzej poczatkowej granicy ACDE, zostal odciazony i przeszedt
w stan sztywny, ale uprzednio doznal duzych odksztalcen plastycznych. Stan na-
prezenia w- poszczegdinych obszarach chwilowej siatki linii poslizgu jest taki sam,
jak w odpowiednich obszarach poczatkowej siatki. Wielko$¢ naprezenia osiowego
W najwezszym miejscu karbu jest stata i réwna si¢ o, = 2k(14-n/2—a). Sila roz-
ciggajaca maleje w ciagu calego procesu. ‘

Prostoliniowo$é nowej krawedzi 44’ wynika stad, ze predko§é na chwilowej
granicy sztywno-plastycznej 4A'C’ jest stala w czasie calego procesu. Polozenie
krawedzi mozna okreéli¢ z warunku statej objetoSci materiatu. Przy kofcu procesu
szeroko$é w miejscu karbu zaniknie do zera, a nowe krawedzie przetna sie w punk-
cie P. Warunek stalej objgtoSci, wymagajacy aby zakreskowane pola byly réwne,
daje zwigzek
tgf = .(l—l—cosa)z ’

sina(2+cosa)
okreélajacy potozenie zdeformowanej krawedzi.

5 Mechanika teoretyczna
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Znajac predkosei ptyniecia w dowolnej chwili mozemy prze$ledzié droge kazdej
czastki materiatu i wyznaczyé odksztalcenie kwadratowej siatki pomy$lanej w ma-
teriale. Sposéb odksztalcenia komplikuje zmieniajacy si¢ kierunek ruchu czastek.
Trudno$¢ te pokonano dzielac caty okres az do rozdzielenia preta na 8 jednakowych
odcinkéw czasu At Ruch badanej czastki materialu w okresie kazdego z tych
przyrostow okreslano jako $rednia z predkosci wyznaczonych na poczatku i koncu
rozpatrywanego odcinka czasu At

Na rysunku 17 pokazano po lewej stronie poczatkowa kwadratows siatke (1 = 0),
a po prawej stronie siatke po duzym odksztalceniu (¢ = 34¢), gdy redukcja szero-
koSci w najwezszym miejscu wynosi 37,5%. Charakterystyczne jest rozdzielanie
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materialu na dnie karbu, co latwo zauwazy¢ z koncowego polozenia B’ czastek
znajdujacych sie poczatkowo w najblizszym sasiedztwie punktu B. Rédzni sie to
od zwykle spotykanego typu kruchego pekania, przy ktérym oprécz energii lokal-
nego plynigcia plastycznego musi byé réwniez dostarczana z zewnatrz znaczna
energia zwigzana z powstawaniem nowej powierzchni. Ta cze$¢ energii jest jednak
w naszym przypadku bardzo mata i moze by¢ pominieta w poréwnaniu z energig
odksztalcenia plastycznego. Zagadnienie to zostalo przedyskutowane przez M. E.
MERCBANTA [15] w zwiazku z procesem tworzenia si¢ widra przy skrawaniu metali.
Podobne rozdzielanie materiatu obserwuje si¢ réwniez przy wciskaniu klina w oéro-
dek plastyczny [16], ale w obydwu tych przypadkach jest ono wywolane wciska-
niem sztywnego zaostrzonego elementu miedzy rozdzielane czeSci materialu. W na-
szym przypadku materiat jest rozdzielany rozciaganiem dzieki szczegdlnemu ksztal-
towi powierzchni. Dalej zobaczymy, Ze w rozwigzaniu tego samego problemu przy
granicznym przejéciu od karbu z zaokraglonym dnem do karbu ostrego takie
rozdzielanie nie wystgpuje. Innym przeciwnym argumentem jest, Zze rozdzielanie
powoduje bardzo duze lokalne odksztalcenia plastyczne, a wiec na rzeczywisty
charakter plynigcia w tym obszarze moze mie¢ znaczny wptyw wzmocnienie ma-
teriatu.

Podobna analizg przeprowadzil E. H. Leg [17] réwniez dla karbu w postaci
waskiego wycigcia prostokgtnego. Na rysunku 18a pokazano siatke linii poslizgu
w poczatkowej chwili procesu plyniecia. Z rozwiazania dla predkosci wynika, ze
odcinek BC krawedzi przesuwa si¢ w sposéb sztywny, zachowujac poziome poto-
zenie. Odcinek CD przesuwa sie w kierunku osi preta zachowujac potozenie piono-
we. Znajac predkosci tych odcinkdw mozemy znalez¢ ich nowe polozenie po uplywie
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krétkiego czasu At. Migdzy przesunigtymi odcinkami krawedzi powstanie w krawe-
dzi luka, gdyz czeSci krawedzi przylegajace do naroznego punktu C maja réznie
skierowane predkoéci odpowiednio od strony odcinka poziomego i pionowego.
Luka ta wypelniana jest przez materiat naplywajacy z wngtrza preta. Jezeli przyjac,
7e czastki tworzace nowy odcinek krawedzi zachowuja w rozpatrywanym prze-
dziale czasu At poczatkowa predkoséé plyniecia, to powstatoby zaokraglone naroze
na dnie karbu. W omawianej pracy przyjeto, ze nowy odcinek krawedzi tworza
dwie prostoliniowe czgéci, stanowiace przedtuzenie przesunigtych odcinkéw BC oraz
CD i tworzacych ostre prostokatne naroze. Taki schemat odksztatcenia jest kine-
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Rys. 18

matycznie dopuszczalny. Budujac nastepnie siatke linii poslizgu dla nowej konfigu-
racji karbu mozna wyznaczy¢ kolejne polozenie krawedzi, odpowiadajace nowemu
przyrostowi czasu A¢. W ten sposéb dochodzimy do momentu, gdy punkt N ko-
lejnej siatki wypadnie na osi preta (rys. 18b). Od tej chwili obszar plastyczny nie
obejmuje juz poziomych odcinkdw krawedzi, a caly material na zewnatrz skrajnej
linii poélizgu C'EO porusza si¢ jak sztywna catoéé. Pionowy odcinek C'D’ prze-
suwa si¢ w dalszym ciagu w kierunku osi, Ostatnia faza procesu zaczyna si¢ w chwili,
gdy punkt F siatki dojdzie do osi (rys. 18c). Siatke linii poSlizgu tworzy od tej
chwili pole jednorodnego stanu naprezenia C”D"'O, a pionowy odcinek krawedzi
C”D" przesuwa sig¢ w kierunku osi z predkoscia v = v,, a wiec rowna predkosci
obu sztywnych cze¢éei preta. Zmniejsza on przy tym swa dlugosé. Tworzace sig
przy tym nowe odcinki krawedzi sg prostoliniowe i nachylone wzgledem osi pod
katem 26°34’. Na rysunku 18d pokazano ksztalt krawedzi w réinych stadiach
procesu az do rozdzielenia obu czeécei preta.

Jezeli karb nie ma ostrego zatamania, to predkos$é plyniecia kazdego punkfu
Jest okre§lona jednoznacznie. A.J. WANG [18] zbadatl przypadek karbu pétkolistego
stosujac analogiczna jak w powyzszych pracach metode postgpowania, polegajaca
na podziale czasu przebiegu calego procesu T na szereg krétkich odcinkéw czasu,
w ktérych predkodci mozna uwazaé za state. Na rysunku 19 pokazano ksztatt kra-

5*
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wedzi karbu w kilku fazach procesu. W pracy [19] (por. réwniez [20]) zbadano
odksztalcenie kwadratowej siatki dla tego samego karbu (rys. 20). Nie ma tu
zjawiska rozdzielenia materiatu na dnie karbu, jakie charakteryzowato rozwiazanie
z rys. 17 dla preta z ostrym karbem.

E.H. Lee i A.J. WanG [21] rozwiazali zagadnienie przebiegu procesu odksztal-
canja preta z ostrym karbem katowym oraz z karbem prostokatnym w odmienny

]

Rys. 19

sposéb niz w pracach [14] i [17]. Rozwiazanie uzyskano jako przejScie graniczne
od rozwiazania dla karbéw z zaokraglonymi narozami przy malejacym do zera
promieniu zgokraglenia. Podejécie takie usuwa niejednoznacznos¢ kierunku ply-
niecia w narozach. W obu poprzednich rozwiazaniach niejednoznacznos¢ te wyko-
rzystano dla przyjecia najdogodniejszego dla obliczenn schematu odksztalcenia.
Zastosowana teraz metoda przejécia granicznego daje w wyniku powstanie za-

FILIIHIII

[
(1]

T

Rys. 20

okraglenia krawedzi w narozu natychmiast po rozpoczeciu procesu odksztalcania.
Na rysunku 21 pokazano liniami ciagtymi ksztatt krawedzi karbu katowego w réz-
nych fazach odksztalcania. Dla poréwnania liniami przerywanymi zaznaczono
postacie krawedzi w tych samych chwilach, otrzymane w poprzednio omawianej
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pracy [14]. W poczatkowej fazie obydwa rozwiazania sa bardzo zblizone, Koficowa
faza procesu rdézni sig¢ jednak znacznie. Moment rozdzielenia obu czeéci preta
nastepuje w obecnym rozwigzaniu pézniej niz w poprzednim. Podobnie dla karbu

Rys. 21

prostokatnego (rys. 22) od razu tworzy si¢ zaokraglenie w narozu. Metoda roz-
wigzania, polegajaca na traktowaniu ostrego zalamania krawedzi jako granicznego
przypadku naroza zaokraglonego, bardziej odpowiada warunkom rzeczywistym,

NQ'— J’

e
bt — __hg - —-——(——-—j
Rys. 22

gdyz w praktyce niemozliwe jest wykonanie idealnie ostrego naroza, odpowiada-
Jacego matematycznie pojetej osobliwoéci.

Wszystkie powyzsze rozwiazania oparto na zalozeniu, Ze linie poflizgu prze-
cinajace si¢ w §rodku najwezszego przekroju sa liniami nieciagto$ci predkoscei. Jak
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juz poprzednio wspomniano rozklad predkosci jest niejednoznaczny, wobec czego
zatozenie to jest do§¢ dowolne. W rzeczywistych metalach wykazujacych wzmoc-
nienie ptyniecie obejmie znaczniec wiekszy obszar. Jezeli bowiem przyjmiemy, ze
pierwszy poSlizg nastapit wzdtuz wspomnianej linii nieciagloéci, to material ulegnie
tu natychmiast wzmocnieniu. Nieciaglo$¢ predkosci przeniesie si¢ w stabsza czesé
materiatu na zewnatrz linii poczatkowej itd. Stuszno$é tego rozumowania potwier-
dzaja do$wiadczalnie otrzymane metoda trawienia linie poélizgu w stalowym precie
z karbem [22].

Ta sama metoda mozna rozwiazaé zagadnienie przebiegu odksztalcania przy
zalozeniu kazdego innego niecigglego lub ciaglego pola predkosei speiniajacego
warunki kinematyczne. Jednak jak sie wydaje, nikt jeszcze nie podjal takiej proby.

3. Plaski stan napre¢Zenia

Jak wspomniano na wstepie, w uplastycznionej cze$ci preta panuja warunki
zblizone do plaskiego stanu naprezenia, jezeli wymiar b jest duzo mniejszy od
wymiaru a. Podobnie jak dla ptaskiego stanu odksztalcenia mozna postugujac sie
modelem ciala sprezysto-plastycznego zbadaé rozchodzenie si¢ obszaréw plastycz-
nych. Wyniki prac poéwi¢conych temu zagadnieniu oraz ich do$wiadczalng wery-
fikacie oméwimy w punkcie 3.1. Znacznie proSciej mozna wyznaczy¢ no$noéé
graniczna przyjmujac model ciala sztywno-plastycznego. Zagadnieniu temu po-
$wiecono punkt 3.2.

3.1. Rozwigzania spreZysto-plastyczne. Wyznaczanie granic obszaréw plastycznych po-
lega na numerycznym rozwiazaniu jednoczeénie réwnan dla obszaréw sprezystych
i plastycznych [1]. W tych ostatnich warunek plastyczno$ci HUBERA-Misesa ma
teraz postaé

02—0,0,+03+37%, = 3k2.

Pozostale rownania sg takie same, jak dla plaskiego stanu odksztalcenia. ALLEN
i SoutHweLL [1] rozwiazali przypadek preta z potkolistymi wycieciami i ostrym
karbem katowym o kacie 2a = 90°. Na rysunku 23 przedstawiono kolejne fazy
rozwijania si¢ obszaréw plastycznych w plytce z karbem potkolistym. Proces ten
jest w koricowej fazie odmienny niz dla tego samego ksztattu karbu w warunkach
plaskiego stanu odksztalcenia. Polagczenie postgpujacych z obu stron obszardw
plastycznych nastgpuje teraz w érodku najwezszego przekroju, a nie w znacznej od
niego odleglodci, jak to pokazywatl rys. 4. Wartoé¢ §redniego naprezenia osiowego
w najwezszym przekroju w chwili faczenia si¢ obszaréw plastycznych wynosi oy, =
1,120,,. Dla karbu katowego potaczenie obszaréw plastycznych nastepuje w pewnej
odlegloéci od najwezszego przekroju. Watpliwoéci budzi jednak otrzymana $rednia
warto$¢ naprezen osiowych w najwezszym przekroju o, = 1;240,,, przewyzszajaca
najwigksza mozliwa warto$¢ oy, = 1,150,,, jaka moze osiagnaé naprezenie nor-
malne zgodnie z powyzszym warunkiem plastycznoéei.

W pracy [23] wyznaczono teoretyczny przebieg rozchodzenia sie obszaréw plas-

tycznych w rozciaganej cienkiej plytce ostabionej symetrycznie karbami szczelino-
wymi. :
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P.S. THEOCARIS i E. MARKETOS [24, 25] uzyskali do$wiadczalne potwierdzenie
ksztattu obszardw plastycznych i przebiegu procesu ich rozwijania sie, wyznaczo-
nych teoretycznie przez ALLENA 1 SOUTHWELLA. W obydwu pracach badana préobka 1
z karbami (rys. 24) wykonana byla ze stali o wysokiej granicy plastycznosci, powyzej
ktorej krzywa rozciagania przebiega plasko az do odksztalcenia okoto 2,5%.
Material ten mozna wigc w przyblizeniu traktowaé jako sprezysto-plastyczny bez

p
IJ/L;L_L.

Rys. 23 Rys. 24

wzmocnienia. Do polerowanej powierzchni probki przyklejano przezroczysta plytke
2 o grubo$ci 3 mm wykonana z materialu czulego elastooptycznie, W czasie obcia-
zania plytka 2 dzieki malemu modutowi Younga caly czas znajduje sig¢ w stanie
sprezystym, mimo tego ze w probee 1 pojawiaja sie obszary plastyczue. Obserwujac

Rys. 25

plytke 2 w spolaryzowanym §wietle mozna wyznaczyé w kazdej chwili panujacy
w niej stan odksztatcenia. Odksztaltcenia te sg oczywiscie takie same jak w metalowe;j
probee, gdyz obie plytki sa sztywno potaczone warstwa kleju, Nastgpnie przyjmujac
odpowijednie zaleznoci miedzy przyrostami odksztalceni a napreZeniami mozna
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obliczy¢é naprezenia i okredli¢ granic¢ obszaru plastycznego. Na rysunku 25 przed-
stawiono otrzymane w ten sposob [24] granice w réznych fazach rozciagania plytki
z karbami o takim samym ksztalcie jak na rys. 23. Jak widac, rozwigzanie nume-
ryczne daje ten sam charakter rozszerzania si¢ obszaréw plastycznych, jaki otrzy-
muje sie z badan do§wiadczalnych. Podobna analiza do§wiadczalna przeprowadzona
w pracy [25] dla karbu o ksztalcie zblizonym do ostrego katowego wycigcia roOwniez
wykazuje duza zgodno$¢ obrazu postepujacych granic sprezysto-plastycznych
z teoretycznymi wynikami Allena i Southwella.

Ta sama metoda do$wiadczalna zostala zastosowana przez R. T. AuLta i J. W.
SPRETNAKA [26] do analizy rozwijania sie obszaréw plastycznych w molybdenowych
cienkich prébkach ostabionych karbami.

3.2. Rozwigzania sztywno-plastyczne. 7 wyze] przedstawionych teoretycznych roz-
wigzan sprezysto-plastycznych 1 badan do$wiadczalnych wynika, Ze polaczenie
obszaréw plastycznych nastepuje w najwezszym przekroju. Nalezy wiec oczekiwad,
ze w przeciwienstwie do przypadku plaskiego stanu odksztalcenia rozwiazania te
powinny dawaé wyniki bliskie rozwigzaniom sztywno-plastycznym.

Oczywiste jest, ze w najwezszym przekroju obydwa naprezenia normalne, zaréwno
rownolegle jak i prostopadie do osi preta, sa rozciggajace. Wynika stad wniosek,
ze jezeli przyjmiemy warunek plastycznosci Treski, przedstawiony liniami prze-

Rys. 26

rywanymi na rys. 26, to wspdlczynnik zwigkszenia sity granicznej P w stosunku
do sity granicznej P, dla preta bez karbu musi byé réwny jednoscei, a wige f =
= P[P, = 1. Zniszczenie preta nastapi przez poélizg wzdluz ptaszczyzn nachylonych
pod katem 45° do obu powierzchni blachy.

W przypadku warunku Hubera-Misesa, przedstawionego elipsa na rys. 26, napre-
zenie osiowe moze osiagna¢ maksymalng warto$¢ ¢ = 1,150,,. Wynika stad, ze
wspdiczynnik f moze byé zawarty jedynie w granicach 1 < f < 1,15. Dokladne
wyznaczenie jego wartoéci mozliwe jest w wielu przypadkach przez rozwigzanie
zagadnienia brzegowego Cauchy’ego dla naprezen w sposéb podobny jak dla
plaskiego stanu odksztalcenia. Jednakze jak wykazat R. HiLr [27] przy pewnej
konfiguracji karbu zniszczenie preta nastepuje przez utworzenie sie w najwezszym
przekroju lokalnego pocienienia blachy, zwanego szyjka.

W przypadku karbu katowego (rys. 27a) siatke charakterystyk (nie bedacych
teraz liniami poSlizgu) wyznacza si¢ rozpoczynajac od swobodnej krawedzi AB,
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na ktoérej znamy obydwa naprezenia gtéwne o, = oy, 0, = 0. Wspdlczynnik f
jest okreSlony zaleznoS$cig

f= PP, = .2.]1/.3_ (/17 35in%y + 3cos).

Rozwigzanie to jest sluszne jedynie dla 70°32" < a < 90°. Dla a = 70°32’ cha-
rakterystyka AD pokrywa si¢ z prosta 4A4’, a cala siatka charakterystyk redukuje
sie do jednej charakterystyki 44" (rys. 27b). Wspdlczynnik f osiaga swa najwicksza
mozliwg warto$é, /= 2/]/_3_: 1,15. Plastyczne plyniecie sprowadza si¢ jedynie do

a b

0%2% o <90° <032’

Rys. 27

lokalnych odksztalcen w szyjce tworzacej sie wzdtuz 44', Stan naprezed w szyjce
jest staty i okreslony wartoSciami naprezen o, = 2k, 0, = k (punkt 4 na rys. 26),
gdzie k= 0‘,,,/]/3-. Taki sam stan naprezenia w szyjce istnieje i dla katéow a << 70°32/,
gdyz dodanie materiatu nie zmniejsza no$no$ci granicznej.

{h>107r

Rys, 28

Taka sama szyjka tworzy si¢ réwniez na $rodkowym odcinku CC’ (rys. 28)
w blachach ostabionych karbami zaokraglonymi, jezeli ~ > 1,071r.

Zagadnienie wyznaczenia dostatecznej szerokosci preta w przekrojach oddalo-
nych od karbu zostalo zbadane w pracy [13] réwniez dla omawianych tu cienkich
pretdw. Metoda jest analogiczna do omowionego w p. 2.3 przypadku plaskiego
stanu odksztalcenia. Wykazano, ze dla karbu katowego zawsze mozliwe jest zbudo-
wanie przedluZzenia pola naprezen w obszar sztywny.
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H. Forp i G. Lianis [28)] dla oceny dolnej granicy no$nosci preta z karbem
zastosowall metode budowy statycznie dopuszczalnych pdl naprezen, podobnie jak
to poprzednio przedstawiono dla plaskiego stanu odksztalcenia.

4, Prety o pofredniej szerokoSci

W wielu rzeczywistych konstrukcjach wymiar 2b preta nie jest ani na tyle maty,
aby powstal plaski stan naprezenia, ani dostatecznie duzy, aby wytworzyt sie
ptaski stan odksztalcenia. Powstaje wobec tego wazny problem, kiedy teoretyczne
schematy plaskiego stanu naprezenia i ptaskiego stanu odksztalcenia stanowi¢ moga
dobre przyblizenie rzeczywistych warunkéw. Teorctyczna prébe analizy tego za-
gadnienia podjat D. C. DrUCKER [30] w oparciu o graniczne twierdzenia teorii
plastycznosci. Analiza taka, polegajaca na doborze odpowiednich pél kinema-
tycznie lub statycznie dopuszezalnych, moze daé jedynie bardzo przyblizong ocene
wielkoSci 2b, niezbednej dla powstania stanu zblizonego do plaskiego stanu od-
ksztalcenia. Catkowicie pewne informacje moga by¢ uzyskane jedynie w sposéb
doswiadczalny.

W. ZukowskI badat wptyw grubosci 2b na no$no$¢ preta z ostrym karbem kato-
wym. W pracy [11] wykazano, ze wielko$¢ sily zrywajacej, odniesionej do jednostki
dtugosci w kierunku wymiaru 26, ma juz praktycznie stala warto§é dla b/h > 4.
W pracy [10] badano zmiang wielkoéci sity, przy ktérej zaczynaja sie duze odksztal-
cenia plastyczne w zaleznosei od wartosei stosunku b/h. Rowniez i ta sita odniesiona
do jednostki dtugo$ci jest prawie stala dla b/h > 4.

W pracy [12] otrzymano, ze dla karbu z lagodnie zaokraglonymi narozami juz
dla b/h > 2 wielko$¢ sity jednostkowej jest prawie stata.

5. Prety o symetrii obrotowej

Jak wiadomo, rozwigzanie osiowo-symetrycznego zagadnienia teorii plastycznosci
ciagle jeszcze sprawia duze trudnosci. Dla warunku plastycznoéci Hubera-Misesa
i stowarzyszonego z nim prawa plyniecia Lévy’ego-Misesa podstawowy uktad
réwnan nie jest typu hiperbolicznego [2], wobec czego nie moze byé do jego rozwia-
zania zastosowana najbardziej efektywna w teorii plastycznos$ci metoda charakte-
rystyk. Zagadnienie bedzie jednak typu hiperbolicznego, jezeli przyjaé warunek
plastycznosci Treski, a ponadto zalozyé, ze stan naprezenia reprezentowany jest
w przestrzeni naprezen gtéwnych wylacznie przez punkty lezace na jednej z krawedzi
szesciokatnej pryzmy odwzorowujacej warunek Treski. Zatozenie to odpowiada tak
zwanemu warunkowi pefnej plastycznosci Haara-Kérmana i w przypadku osiowo-
symetrycznego zagadnienia prowadzi do rozprzezenia réwnan dla naprezed i pred-
kosci. Po wyznaczeniu naprgzeth mozna obliczyé obydwie sktadowe predkosei pty-
nigcia: promieniowa v, 1 osiowa v,, rozwiazujac uklad sktadajacy sie z warunku
izotropii 1 warunku niesci§liwoéci. R. T. SHiELD [31] wykazal, ze charakterystyki
dla predkoéei pokrywaja sig z charakterystykami dla naprezen, podobnie jak
w plaskich zagadnieniach teorii plastycznoéci.
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05 /2k

Rys. 29

W pracy [31] SHIELD podal rozwiazanie problemu weiskania osiowo-symetrycz-
nego sztywnego stempla w polprzestrzen z materialu idealnie plastycznego. Roz-
wigzanie to po zmianie znakéw naprezen jest oczywiscie rowniez rozwiazaniem dla

0
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4, a 1 | L |
30° 60° 90° ¢

Rys. 30

rozcigganego osiowo-symetrycznego preta z karbem szczelinowym. Wyznaczone
zostalo przedtuzenie pola naprezen w obszar sztywny, pozwalajace okredli¢ nie-
zbedna érednice czeci chwytowych preta oraz rozwiazanie dla predkosei plynigcia
materiatu.
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W pracy [32] podano przy tych samych zatoZeniach jak w [31] rozwiazania dla
karbu katowego o réznych katach oraz dla karbéw z dnem zaokraglonym. Na
rysunku 29 pokazano siatke charakterystyk, stanowiacych jednoczeénie linie po-
§lizgu dla karbu katowego o kacie ¢ = 60°. Otrzymano ja przez kolejne rozwiazy-
wanie zagadniefi brzegowych dla réwnan rézniczkowych charakterystyk. W przeci-
wienstwie do plaskiego stanu odksztalcenia zewnetrzna linia poélizgu BCDE nie
moze byé teraz linia nieciagtosci predkoéci. Linia ciagla na rys. 30 pokazuje, jak
zmienia si¢ wspotezymnik noénosei f,,, W zaleznosci od kata a karbu. Linia przery-
wang przedstawiono wyniki weryfikacji doswiadeczalnej na pretach z migkkiego
aluminium. W omawianej pracy przeprowadzono réwniez doswiadczalna analize
wplywu $rednicy czesci chwytowych preta na jego no$nosé. Jest godne podkreslenia,
ze wspdlezynnik nosnosci obliczony w opisany sposéb dla pretéw osiowo-symet-
rycznych niewiele rézni sig¢ od wspéleczynnika dla pretéw, w ktérych mamy ptaski
stan odksztalcenia, jezeli ksztalt karbu jest taki sam.

Wymienimy tu jeszcze prace E. LEVINA [33], w ktorej podano kinematycznie
dopuszczalne pole predkoéei dla zagadnienia weiskania walcowego stempla. Pole
to pozwala oceni¢ od géry nos$no$¢ graniczng preta z karbem szezelinowym. Ocena
ta daje warto$¢ f'= 2,92 wobec wartosci j'= 2,85 otrzymanej przez SHiELDA [31].
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Pezwome

OB30P PABOT, KACAIOIIUXCS HECYIEN CIIOCOEHOCTY CTEPKHEN
C BBIPE3OM, ITOOBEP)KEHHLIX PACTSDKEHHIO

OBcyr)aaIoTCA OCHOBHBLIE TEOPETHUECKHE M 3KCIEPHMEHTANBHBIE PadOThl, KACAIOUIMECS TLIAC-
THUeCKHx nedopmalyit ¥ HecymieH CIOCOGHOCTH CTEPIKHEH C BBIPE30M, NOJBEPIKEHHbIX pac-
crsokenuio. JIna crepaxueit Gomnpuroro pasmepa 26 (puc. 1), B KOTOPBLIX CyLUECBYET COCTOSIHME
Onuaroe MIOCKOMY IehOPMHPOBAHHOMY COCTOAHHIO, OGCYIKAAIOTCA NMOCNENOBATeIBHO: YIPYIo-
TJIACTHYECKIE ¥ HKECTKOINACTHUECKHE DPCLICHHMA, BJIMAHWE LIHPHHLI CTEP)KHS, BHE BLIPE3a,
a TarkyKe aHayM3 NeOpPMHPOBAHMA, BIUIOTh AO MOMEHTa pasfeleHua oO0eHxX uacTeil CTepyKHsI,
B cryuae MIOCKHX INUIACTHHOK C BBIPE3AMH, TIONBEPYKEHHBIX PACTSHKEHHIO, 00YHIaIOTCsE YIpyro-
TUIACTHYECKHE M )KECTKOIJIACTHYECKHME DelleHusi. PaccMaTpMBAIOTCS, BONPOCHI KACAIOLIHECH
CTepyKHEH ITPOMEXYTOUHOM WIMpPHHBI 26. IIpMBOMUTCH TAXOKE AKTYaNbHOE COCTOSTHHE TEOPHH
OCECUMETPHYECKIX CTEpYKHelH C BBIPE3OM.
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Summary

A SURVEY OF PAPERS DEALING WITH THE PROBLEM
OF NOTCHED BARS PULLED IN TENSION

Presented is a survey of theoretical and experimental papers dealing with the plastic behaviour
of notched bars pulled in tension. For plain strain bars discussed are: elastic-plastic and rigid-
plastic solutions, the influence of the width of the bar outside the notch and an analysis of the
deformation process until the moment of collapse, For plain stress bars, also elastic-plastic and
rigid-plastic approach is described. The survey includes the problem of bars with intermediate
width. Finally, the present state of the theory of axially symmetric bars is briefly discussed.

ZAKEAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGLYCH
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlozona w Redakeji dnia 25 kwietnia 1965 r.
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POWIERZCHNIOWE KONSTRUKCJE PRETOWE
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1. Wstep

Celem niniejszej pracy jest rozszerzenie zastosowania rachunku réznicowego do
badan analitycznych nad regularnymi, powierzchniowymi ukladami pretowymi.
W rozwazaniach ograniczono si¢ jedynie do analizy statycznej, jakkolwiek wigkszo$é
zaleznoéci podanych w niniejszej pracy mozna zastosowaé do zagadnien dynamicz-
nych.

Podstawa analizy jest geometria rdznicowa powierzchniowej siatki punktow,
ktorej podstawy zostaly podane przez autora w pracy [25].

Powierzchniowe konstrukcje pretowe w postaci rusztow, przekry¢ walcowych lub
kulistych zacz¢to stosowaé w potowie dziewietnastego wieku, jednakze ze wzgledu
na powazne trudnosci w technice obliczeniowej oraz w wykonaniu konstrukcji
metalowych z elementéw powtarzalnych zaczeto je stosowaé na wiecksza skale
dopiero w latach czterdziestych naszego stulecia.

Teoretyczne wyznaczanie sit i przemieszczen w tego typu konstrukcjach (sa to
konstrukcje kratowe, ramowe i mieszane) nie przedstawia merytorycznych trudnosci.
Literatura na ten temat jest bardzo obszerna; istnieje wiele monografii dotyczacych
tego zagadnienia, miedzy innymi i w jezyku polskim [6, 9, 27, 32, 45]. O wiele
ubozsza jest literatura traktujaca o ramach w zakresie plastycznym, ale i temu
zagadnieniu pos$wigcone sa niektore monografie, jak np. ksiazka P. G. HoDGEA [26].

Omawiane konstrukcje charakteryzuje duza liczba pretéow 1 wezidw, siggajaca
setek, a nawet tysieccy w jednym ukladzie. Fakt ten powoduje, Zze podstawowym
problemem staje sie technika obliczeniowa, natomiast na dalszy plan odsuwa sig¢
analize teoretyczna zagadnienia, polegajaca na badaniu zaleZnosci pomigdzy sitami
wewngetrznymi a parametrami ksztattu. Niekiedy nawet rezygnuje si¢ z opracowania
metody obliczeniowej, a przeprowadza sie jedynie badania doé$wiadczalne, jak
miato to miejsce z dobrze znanymi na terenie USA konstrukcjami typu «Unistruty»
[18]. Wspomniane trudnosci sprawity, ze badania nad konstrukcjami pretowymi
szty w kierunku pewnych zalozen upraszczajacych.

Pierwsze teoretyczne rozwazania nad powierzchniowymi konstrukcjami preto-
wymi nalezy wediug S.P. TiMOSHENKI [40] przypisa¢ A. FopeLowr [17], ktéry
w r. 1892 podatl statyczna analiz¢ walcowego pokrycia pretowego z wykrzyzowa-
niami {pdzniej zwanego w literaturze przekryciem typu Foppla). Rozwazania swoje
opart on na zalozeniach, ze przekrycie jest kratowe, a wiec ze prety polaczone sa
miedzy soba przegubami kulistymi. Przy takim zatozeniu rozwiazanie sprowadzato
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sie do rozktadu konstrukcji na szereg plaskich kratownic obciazonych w swoich
plaszczyznach. Schemat statyczny przyjety przez Foppla daleko jednak odbiega od
rzeczywistosci, gdyz sztywne wezly ukiadu maja znaczny wplyw na wartosci sit
w pretach, Zatozenia Féppla uscislili dopiero w latach pigédziesiatych I. G. Porow
[34] i W.A. JermiaGINA [16] przyjmujac, ze wezly pomigdzy pretami lezacymi na
tukach sa sztywne. Ich uproszczenia obliczeniowe polegaly na grupowaniu niewia-
domych, a wiec redukowaniu liczby réwnan i niewiadomych.

Poza wyzej wymienionymi autorami do§¢ liczna grupa osob zajmowala sie
zagadnieniami kopul ramowych, rusztéw, regularnych ram itp. Z grupy tej nalezy
wymieni¢ przede wszystkim prace [7, 11, 36, 37, 38, 41, 43]. Obejmowaly one
zagadnienia statyki, statecznosci i dynamiki koput ramowych i rusztéw przy takich
znacznie upraszczajacych analize zatozeniach, jak pominigcie sztywnoéei na roz-
cigganie, sztywnosci skrecania itp. Nawet przy takich zalozeniach badania sprowa-
dzaly si¢ gléwnie do szukania uproszczen w rozwigzywaniu ukladéw réwnan.
Tresé tych prac wykazuje dobitnie, jak komplikuje si¢ zagadnienie wobec braku
odpowiedniego zapisu geometrii i konstrukeji.

Z chwila szerszego zastosowania elektronowych maszyn liczacych rozpowszech-
nily sie metody oparte na rachunku macierzowym, ktéry jest najkorzystniejszy przy
programowaniu. Metody te doczekaly si¢ réwniez wnikliwych opracowan, miedzy
innymi przez J. H. ArRGYRYSA [1], S. O. AspLUNDA [2] czy W.D. Szarxowicza
[39]. Metody te sa dogodne przy stosowaniu maszyn liczacych, niemniej jednak
maja powazna wade polegajaca na tym, ze uniemozliwiaja w znacznym stopniu
analiz¢ teoretyczna konstrukeji.

Dalsza metoda polega na zastgpowaniu regularnej konstrukcji pretowej odpo-
wiednia konstrukcja ciagla (plyty, powloki). Sposob taki umozliwia korzystanie
z gotowych, czesto zamknigtych wzordw. Metoda ta ma jednak te wade, ze trudno
jest ustali¢ sztywnoéé zastgpezej konstrukceji, co powoduje, ze wyniki stosowania jej
sa cz¢sto problematyczne. Przykladem zastosowania tej metody moze byé praca
F. LADERERA [28].

Na osobng uwage zasluguje praca Cz. WoZnNiaxa [47], ktéry zaproponowat
ciekawa teorie osrodkéw wibknistych. Jakkolwiek teoria ta dotyczy os$rodka ciaglego,
a nie dyskretnego, to w przypadku nieduzych wymiardéw «oczek» siatki (w po-
réwnaniu z wymiarami calej konstrukcji) moze daé zadowalajace wyniki.

W niniejszej pracy zastosowano metode badania powierzchniowych konstrukcji
pretowych w oparciu. o rachunek réznicowy.

Pierwsze ujecie zagadnienia statyki konstrukcji w zapisie réznicowym nalezy
przypisaé K. CLAPEYRONOWI [10], ktéry rozpatrujac belke na wielu réwno od-
dalonych podporach wyprowadzil znane réwnanie trzech momentéw. Szybki
postep techniki sprawil, Zze zastosowanie rachunku réznic powaznie rozwinelo
si¢ na poczatku XX wieku, w szczegdlnoci wj pracach uczonych niemieckich.
Ponizej ograniczymy sie jedynie do wymienienia wazniejszych prac, ktére wniosly
nowe elementy do tej dziedziny.

Jednym z pierwszych, ktéry zastosowal rachunek réznic do ztozonych konstrukeji
pretowych, byt L. MANN [30]. Podat on rozwiazanie plaskiej ramy typu Vierendeel
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oraz zbadal powtarzalny element konstrukcji i ze wzgledu na jego skofczone roz-
miary podal wszystkie réwnania w zapisie réznicowym. Praca zawiera rozwigzania
tych rownan w zakresie statyki i statecznosci dla szeregu rodzajéw obcigzen.

R. Mises i J. RATZERSDORFER [31] w r. 1925 podali teorig statecznoéci plaskiego
stupa kratowego zlozonego z jednakowych trojkatéw. Rozwiazania zawarte w tej
pracy oparte sa na rachunku rdéznicowym, a otrzymane wyniki uzaleznione sg od
liczby segmentéw w stupie.

Na szczegblna uwage zastuguje ksigzka F. BLEICHA i E. MELANA [5] wydana
w r. 1926 i skladajaca si¢ z dwdch zasadniczych czeici. Pierwsza z nich zawiera
teorie réznic, sum i réwnan réznicowych zwyczajnych, liniowych o statych i zmien-
nych wspélczynnikach. W ramach teorii réwnan réznicowych poruszone sa takie
zagadnienia, jak transformacje Laplace’a oraz obliczanie réwnan réznicowych za
pomoca funkeji wlasciwych. Ostatnie rozdzialy pierwszej czesci zawieraja szereg
uwag dotyczacych réwnan réznicowych czastkowych. Druga czeé¢ ksiazki obej-
muje szereg ciekawych przykladéw praktycznego zastosowania teorii wylozonej
w czebei pierwszej. W aspekcie niniejszej pracy na uwage zastuguja zwlaszcza za-
gadnienia plaskich i walcowych rusztéw oraz plaskich tarcz ramowych, ktére
autorzy rozwiazuja za pomoca réwnaf réznicowych. Zagadnienie te sa stosunkowo
proste, poniewaz rozpatrzono je przy pominigciu podatnosci osiowej i sztywnosci

" skrecania. Jedynym brakiem omawianej ksiazki jest zbyt powierzchowne potrakto-
wanie problemu warunkéw brzegowych. Niemniej jednak stanowi ona do dzi$
niezwykle cenng pozycj¢. F. BLEICH opublikowal ponadto szereg prac przyczyniajac
sie do dalszego rozwoju zastosowan rachunku r6znicowego w statyce budowli.
Nalezy wspomnie¢ tu choéby jego prace na temat statecznodci belki podpartej na
podporach sprezystych [4].

W ostatnich latach niezwykle szybko rozwinelo sie budownictwo metalowe
2z elementdéw powtarzalnych. Szereg przykladéw takich konstrukeji podaje w swych
pracach Z. Maxowsk1 [29]. Duie zapotrzebowanie na tego rodzaju konstrukcje
spowodowalo, Zze zaczgto ponownie zajmowadl sie szerzej stosowaniem rachunku
réznicowego. Przede wszystkim nalezy wymieni¢ tu ksigzke W.A. Bowina [8]
i prace D. L. DEaN'A [12, 13, 14, 15]. W. A. BowIN w swojej ksigZce pierwszy wpro-
wadzil rachunek réinicowy do zagadniei wariacyjnych w mechanice budowli.
Podaje on przy tym szereg oryginalnych przykladéw z zakresu dynamiki i sta-
teczno$ci konstrukeji.

D. L. DeaN w swej wezesniejszej pracy [12] podal rozwigzanie stozkowej siatki
pretowej obciaZonej  osiowo-symetrycznie, jak 1 szereg innych regularnych kon-
strukcji powierzchniowych, W pdZniejszej pracy podal on interesujace rozwigzania
réznego rodzaju siatek ciggnowych majacych zastosowanie w konstrukcjach wi-
szacych. We wszystkich swych pracach autor postuguje si¢ rachunkiem réznicowym
wprowadzajac czlony obrazujace obcigzenia w postaci delty Kroneckera.

W latach 1959-60 1. BapuSka i E. ViTadex [3, 42] zaproponowali — w oparciu
o teorig dystrybucji — transformacj¢ Fouriera w zastosowaniu do réwnan réini-
cowych. Na zakoriczenie swych prac podali oni proste przyktady rusztéw i siatek
pretowych.

6 Mechanika teoretyczna
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W Polsce stosowanie rachunku réznicowego w mechanice budowli ma swoj
poczatek w pracy W. WIERZBICKIEGO [45]. Autor rozwazyl w niej ugiecie szeregu
pretow sztywno ze soba zlaczonych w weztach i lezacych w jednej plaszczyznie.
W. Nowackl podatl w swej ksiaZce rozwiazania szeregu jedno- i dwuwymiarowych
zagadnien statyki budowli takich jak belka na sprezystych podporach czy ruszty
regularne. Osobna grupg zagadnien stanowia publikacje autora niniejszej pracy.
Obejmuja one takie zagadnienia, jak stateczno$é pryzmatycznych powlok ramowo-
kratowych przy réznych konfiguracjach pretéw [19, 21], stateczno$é stupdw krato-
wych [20], statyke przestrzennych rusztéw kratowych [22]. Ostatnie prace obejmuja
juz elementy geometrii réznicowej wykorzystanej w dalszych rozdziatach niniejszego
opracowania [23, 24, 25].

Jak juz wspomniano, powyzszy przeglad nie jest pelnym odzwierciedleniem litera-
tury dotyczacej omawianego tematu. W szczeg6lnosci nie oméwiliSmy tu prac typu
konstrukcyjnego. Nie oméwiliSmy réwniez szeregu prac nie wnoszacych w zasadzie
nic nowego do zastosowan rachunku réznicowego w mechanice budowli.

Rys. 1

Wymienione prace, w ktdrych zastosowano rachunek réznic, wskazuja wyraZnie
na korzysci wynikajace z jego zastosowania. Korzysci te przede wszystkiem polegaja
na zwartodci zapisu, co daje w konsekwencji:

— mozliwoéci uproszczonych, a wiec i tafiszych obliczedt numerycznych zaréwno
«recznychy» jak i maszynowych; _

— mozliwodci analizy jakoS§ciowej i ilo§ciowej poszczegdlnych ukladdw.

Dlatego tez poniZej podjeto probe ujecia regularnych, pretowych konstrukeji
powierzchniowych wspélnym zapisem z mozliwoscia przechodzenia w granicy do
przypadkéw szczegblnych, takich jak powloki walcowe, ruszty, tarcze itp.

Ogolnie rzecz biorac liczba rodzajéw siatek pretowych jest nieograniczona, a my
bedziemy rozpatrywal jedng z nich podana mna rys. 1, niemniej jednak metoda
ponizsza moglaby by¢ z powodzeniem zastosowana i do innych siatek pretdw,
na przykiad tréjkatnych czy szesciokatnych.
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2. Zalozenia i oznaczenia

Przez «powierzchniowa konstrukcje pretowa» bedziemy rozumieli rame lub
krate o pretach prostych, ktérej wezly leza na dowolnej powierzchni. Uktady o co
najmniej jednej krzywiznie réznej od zera nazwano czesto powtokami przez ana-
logi¢ do powlok w zrozumieniu klasycznym. Dlatego tez przyjeto z teorii powlok
[33, 46] takie pojecia, jak wycinek powtoki, grubo§¢ powloki, powierzchnia §rod-
kowa itp. W pracy niniejszej bedziemy rozpatrywaé jedynie konstrukcje przy naste-
pujacych zatozeniach:

a) przemieszczenia weztdw sa male w stosunku do wymiaréw poprzecznych
pretéw, a odksztalcenia tych ostatnich mieszczg si¢ w ramach prawa Hooke’a,

b) obciazenia zewnetrzne nie zmieniaja si¢ ani co do wartosci, ani co do kierunku
wskutek odksztatcen konstrukeii,

c) prety sa proste, pryzmatyczne i maja skofczone sztywnoSci rozciggania,
zginania i skrecania oraz nieskonczona sztywno$¢ §cinania (hipoteza ptaskich
przekrojow),

d) prety spotykajace si¢ w jednym wezle oddziatywuja na siebie dowolnym wekto-
rem sity i dowolnym wektorem momentu.

e) prety w siatce sa tak umieszczone, ze ich osie geometryczne przecinaja sie
w geometrycznych weztach siatki. Kierunki gtéwnych osi bezwiadnosci przekrojéw
pretéw pokrywaja sie z kierunkami stycznej i normalnej do siatki w punkcie be-
dgcym geometrycznym §rodkiem preta, - , ,

‘Zapis rachunku réznicowego przyjeliémy wedlug réznic centralnych stosujac

oznaczenia
Ax Ax
Au(x) = u(x—l— T)~—u (x-— 7) ,
2.1)
Ax Ax
Vu(x) = u(x-l— —2—)—1—11(1— 5 )
oraz

Au(x) = v(x), S (x) = u(x)+o,
(2.2) Vo (x) = u(x), Su(x) = 2(x)+T,
dv(x) = Vu(x), Su(x)=ox)+o,
gdzie
2.3) c(x+w)=0(x), TXx+w0)=—1(x).
W catlej pracy wprowadzili§my nastgpujace podstawowe oznaczenia:

n, m— liczby naturalne,
a, f —liczby calkowite, wspolrzedne zbioru,

Aegw=w ,—w 1, 4d 1w=dwer,Fwa,
at o= k5

Vaw=w 4+w 5, VW= Wu,+Wy,
atg ey T

3 ek
Aiw = Ag(daw), Viw = Vg(Vaw),
Agaw = Vodaw) = Ad(VaW) = Waqy— Wa—r»

Daw = Wop, +4wa+wa—y; HaWw = Wayy—4Wa+wa—y

B¥
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By, By

odlegloéci pomiedzy dwoma sasiednimi punktami siatki przy
lonym jednym argumencie,

usta-

t, i, n, wzajemnie prostopadie wektory jednostkowe,
Ry, R, promienie krzywizny,
Ay, Asy By, B: wspdlezynniki form kwadratowych,
71, ¥a katy srodkowe w kotach krzywiznowych,
u,v, w skladowe wektora przemieszczenia,
£y, &2, Wy, Wy, &y, ¥y odksztalcenia liniowe siatki,
@, w,y skladowe kata obrotu wezfa siatki odksztalconej,
p, q,s odksztalcenia katowe weziow,
N;, N, sily osiowe,
Ty, Ta, Q1, Q2 sily poprzeczne,
M,, M, momenty skrecajace,
H,, H,, G, G; momenty zginajgce,
E L, E.l,; sztywnosci zginania,
GI, sztywnosci skrecania,
E, F,; E,F, sztywnoSci rozciagania,
EI EF GI,
%=F; b= ‘”=h—4-

3. Réwnania réwnowagi

Wytnijmy powtarzalny element «, f powtoki dokonujac cig¢ w plaszczyznach

normalnych do powfoki w punktach a-{-%, B a—%, B;a,p +% ; a, ‘5—% (rys. 2).

Przyjmijmy, ze w dowolnym przekroju dziata nieznany wektor sity wewngtrznej N
jak i nieznany wektor momentu wewngtrznego M (rys. 2, dla jasnoéci podano

Rys. 2

na rysunku osobno sily i momenty). Oznaczmy nastepujace sktadowe wektora
sity rozloZonego na kierunkit, i, n:
Nl = Nl‘t+T1'i+Q1‘n
. Ny = T,-t4Nz-i+Qs-n

Indeksy 1 i 2 odnosza si¢ odpowiednio do zmiennych a i f. Przyjmijmy ponadto
te skladowe sit i momentéw za dodatnie, ktére majg zwroty zgodne z wektorami

3.1
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jednostkowymi t, i, m przy kierunku zewngtrznej normalnej do przekroju ze wzrasta-
jacym a (lub odpowiednio f). W przypadku gdy wspomniana normalna ma.kie-
runek malejacych wartoéci a (wzglednie f), za dodatnie przyjmiemy te skladowe,
ktére maja zwroty przeciwne do zwrotdw jednostkowych., Tak wiec w dowolnym
przekroju mamy trzy nie znane sktadowe sit i trzy nie znane skfadowe momentéw,
przy czym wszystkie sze§¢ wielkodci sa odpowiednio funkcjami « i 8. W dalszym
ciagu przyjmiemy zalozenie, ze wyzej wymienione sily i momenty sa statycznie
réwnowazne dziatajacym w omawianych przekrojach naprezeniom, zgodnym
z hipoteza plaskich przekrojow w teorii pretéw cienkich.

Rozpatrzmy obecnie warunki réwnowagi wspomnianego elementu, obcigzonego
sitami wewnetrznymi i zewnetrznymi. Sily zewnetrzne w najogolniejszym przypadku
mozna sprowadzi¢ do trzech skupionych sit i trzech skupionych momentéw dzia-
lajacych w wefle elementu, a majacych odpowiednio kierunki trzech wektorow
jednostkowych t, i, n. Oznaczmy je kolejno P,, P, P,, L,, L;, L,. W przekroju
o wspétrizednych a+1/2, § przylézmy wektor sity

(3.2) N1a++} = N1a+§ta+§+T1a+§ 'ia+%+ Qla-}-% Mypy

1 momentu

(3.3) Mipiy = MigigteryHCrosplasyt Hiagy Mgy
W przekrojach o wspélrzednych a—1/2, f przyldézmy wektor sity

(34 —Nigoy = —WViaogte 3+ Tro o 3+ Crayile_y)

1 momentu

(3.5 “‘M1a-§ = —(M1a~%ta—&+Gla—-&ia-—.&_l"Hla-%'na—é)'
Odpowiednio przy zmiennym f bedziemy mieli w punkcie a, f+1/2 site

(3.6) Nogig = TopryborytNapyglpryTCoprg Mpiy

i moment .

(3.7 Moy, y = Gopyytpig+Mop, iy +Hogyy Mgy

a w punkcie o wspétrzednych «, f—1/2, site

(3.9) —Ngp_y = _(T2ﬂ_%tp_é+Nza_%ip_%‘J‘sz_,}nﬂ_g,)

i moment

(3.9 ~Myy_y = —(Gap_yts_y+Mop_ig_y+0op 05 y)-
Ponadto w wezle elementu dzialaja sity zewngtrzne o skladowych

(3.10) P = P,.t+P;-i+Pyn.

1 momenty zewngtrzne

(3.11) L= L, t+L;-i+L,n.

Pamigtajac, Zze na przeciwleglych przekrojach sily i momenty wewngtrzne maja
zwroty dodatnie przeciwne, napiszemy wektorowe rdéwnanie réwnowagi sit roz-
wazanego elementu

(3.12) Ay Nyt A Ng+ P, t+P; i+ Pyon = 0,
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Podstawiajac za N zalezno$¢ (3.1) i korzystajac ze zwiazkéw dotyczacych dzialarn
na wektorach jednostkowych podanych w [25] otrzymamy trzy réwnania réwno-
wagi wynikajace z przyréwnania do zera trzech sktadowych wypadkowego wektora
sit dzialajacego na rozpatrywany element

A B Ak VyA
El-A,,Nl—kh—; V.01 — 2A2 VeNp+ 2‘;{ LAy T+ P, =0,
A A A A
(3.13) AaT1—|-h—2A,,N2+21_22 v,,l V0 452 v,,:r2 +P, =0,
2

J 4
_ Bl L N+A1 4,0,— V,,N2 2 dals oy 2404

244 40, 4P, = 0.
h Vody v, d, A9t Pu=0

Obecnie zbadajmy warunki réwnowagi rozpatrywanego elementu pod dzialaniem
wypadkowego wektora momentu, Rozpocznijmy od wyznaczenia sumy momentdw
wewnetrznych. Sume te mozemy uzyskaé zastgpujac w réwnaniach réwnowagi sit
wielko$ci tych ostatnich — wielkosciami odpowiednio skierowanych momentdw

Rys. 3

wewnetrznych. Jednakze w tym przypadku sumy rzutéw na odpowiednie osie nie
beda réwne zeru, a to dlatego, ze na wypadkowy wektor momentu skladaja sie
réwniez momenty odpowiednich sit wewnetrznych. Obliczmy wiec sumy momentdw
sit poprzecznych wzgledem trzech osi: réwnoleglych do stycznych i normalnej
i przechodzacych przez wezel elementu, ’
Wprowadzmy w tym celu pomocniczy, prostokatny uklad wspdirzednych x,

¥, z, Z poczatkiem w weZle elementu i osig y réwnolegla do wektora t a osig z —
réwnolegta do osi symetrii powloki (rys. 3). Zrzutujmy teraz sily Qg sy 1 Topyy
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na poszczegdlne osie pomocniczego ukiadu i wyznaczmy wspoélrzedne ich punktéw
zaczepienia. Wielko$ci te moina odczytat bezposrednio z rys. 3

hy 4 h 1
Fepey = ——2-5mz S Typay = :[:TZCOS—Z—Z r, =0,
X2
(3.14) Popsy = J:szijycos)’ cos &2 J:Tz,,ﬂ,smy cos 22 5
PyﬂJ:{; = aniLCOSV Sln ~|—T2,u.51ny smgz,

Popry = TTops)COSY Qg siny’.

Z tego samego rysunku mozna réwniez odezyta¢ wartosci ramion sit Q wzgledem
osi t 1 sity 7, wzgledem osi n. Sa one réwne odpowiednio

(3.15) hy/2 oraz Ayf2.

Momenty sit Qzﬂi i Topsy wzgledem wspomnianych osi obliczymy jako rzut
iloczynu wektorowego M = rxX P na te osie, a wigc jako iloczyn skalarowy

(316) ML = ix(rsz_rzPy)—i"iy(rsz—"rxPz)'i"iz("xPy“_rny)’

gdzie iy, iy, i,, sa kosinusami kierunkowymi zestawionymi ponizej w tabeli.

t i n

i | siny. | 0 |cosy
(3.17) ——

i, 0 | 1] o0

i |—cosy!. 0 |siny

Po uwzglqdmemu powyzszych zaleznosci otrzymamy ostatecznie trzy réwnania
réwnowagi momentow dma{ajacych na element powloki

Al Bl Aahz hl
-ZAaMl—i—EVaHl— < Vi My+A4,T; et
Vsds 3 Ga V0, hZV”A1~|—L, =0,
24,
B, 4
4 G1+ A pMy+22 Ay \7 H2+ AZ V,,G2+
hy VA,
(3.18)
hl hZAl A /72 A2 .
=7 Vel aryy, 4 Tt Ty, gy O E=0
B, B, B, Ayh, A
T
/ VM+ AH / VyM,— hZVA14G2+ Vo T+
24, 4, Ay Ay B Ao hy
T 4 2 Ln = .
7V d, Sy Vel gy g = 0



88 WiroLp GUTKOWSKI

Réwnania (3.13) i (3.18) stanowia ukiad réwnan réwnowagi rozpatrywanego
elementu. Uklad ten zawiera sze$¢ niewiadomych sit i sze§¢ niewiadomych mo-
mentéw wewnetrznych, a wiec o dwie niewiadome wigcej niz ma analogiczny uklad
rownan nieskonczenie matego wycinka cienkiej powloki i tyle samo co element
os$rodka wioknistego [47]. Réznica polega na tym, Ze w klasycznej teorii powtok
nie wystepuja momenty o wektorach majacych kierunek normalnej. Poza tym
powyzsze rownania przy przejéciu do granicy z wielkoSciami 7, i h, przechodza
w réwnanie réwnowagi wspomnianej, klasycznej teorii powlok, oczywiscie po od-
rzuceniu momentdw dziatajacych w kierunku normalnej. Zbadajmy przykiadowo
przejécie do granicy réwnania réwnowagi rzutéw sit na o t, pamigtajac, ze sily
w réwnaniach klasycznej teorii powlok odniesione sa do jednostki dtugosci.

Przyjmujac oznaczenia W. W. Nowozyrowa [33] mamy

Ny = Tidpda,, Qy = NiAdydo,, Npy= Tydday,
T, = TyAiday, P,= qA1Adojdas,,
a po uwzglednieniu powyzszych uwag otrzymamy
' 1 (04,T, 4, aA T21
Al aal - a + I’ql

co pokrywa si¢ z odpowiednim réwnaniem klasyczneJ teoru powtok obrotowych [33].

Ty+

4. Zwiazki pomiedzy silami i momentami wewnetrznymi a odksztalceniami
i przemieszezeniami powierzchni $rodkowej
Jak juz wspomnieliSmy w poprzednim punkcie, sily wewnetrzne w okre$lonych
przekrojach sg statycznie rownowazne naprezeniom wyznaczonym zgodnie z hipo-
teza plaskich przekrojéw. Przy tych zalozeniach zwiazki pomiedzy sitami i prze-
mieszczeniami mozemy wyznaczy¢ na podstawie powszechnie znanych zaleznoéci
teorii zginania pretéw cienkich. '
Rozpatrzmy w tym celu pret ukladu odksztatconego (rys. 4) przyjmujac chwilowo
oznaczenia pomocnicze
d;, 8, przemieszezenia liniowe weziéw 1 i 2 prostopadie do osi preta,
£, 2, bezwzgledne katy obrotéw weztéw 1 i 2, wzgledem osi prostopadtych
do rysunku, '
7., Tp Wzglegdne katy obrotéw weztéw 1 1 2 wzgledem osi prostopadiych do
rysunku.
Pomiedzy tymi wielkoSciami zachodza zwiqzki

4.1) 0 _51 52

+ IMQI;

‘|'T2

Wykorzystujac znane zw1qzk1 pomiedzy wzgl@dnyrm katami ugiecia a sitami
I momentami na korficach preta otrzymamy
62—6‘ Mh TR 0
h 2E] 12 ™%
0,—0,  Mh Th*
h 2ET  T2EI ™%
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a po przeksztalceniach
)
(4.2) T= [ 2 1 %(QI—I—QZ) h} hx,

M = xh¥(Q,—Q,),
gdzie » = El[h".
Uwzgledniajac fakt, ze w geometrii powierzchniowej siatki punktéw wyzna-
czylismy dla poszczeg6lnych pretéw wielkosci (8,—8,), (2.—Q,), (Q,-+9,), bedace
sktadowymi wektora odksztafcenia liniowego i katowego (por. praca autora [25])

Rys. 4

w funkcji przemieszczen u, v, w i biorac pod uwage znaki poszczegdlnych sit we-
wnetrznych (rys. 4), otrzymamy nastgpujace zaleznosci okreSlajace cztery sity
poprzeczne i cztery momenty zginajace:

1 h u
Q1a+-._‘3» = 12h% H1n I:—ﬁla.h} + 7 qla:+-%j| = 12/11%111 ["’"71 Va-l,-.&(’ﬁl‘) +

1 1
+ E Aa+.;(A1 w)+ o Va+yl)h1] ’

1 24 B
Q2ﬂ+% = 12/1%%2" I:'ﬁzﬂ_l_%—'- 7 q2ﬂ+}::| ESS 12/’[%%2" [h—,V‘;lZI (" ‘é V”+%19'—|—
A2 Aahz

A, VpA,
) ad, V0T, 3,4 A

+EAﬂ+?_vw e

*.3)  hy 2Vgdy V’”‘%y];

1 Aoy 1
Tyey = 12H00, [w1a+ .- %] — 120, [—leL o, %(%) _

1
- —iﬁl— Va-h}(Al 7)] »

2 ) 12h3s, |1 24
Toyyy = 12h5 54, w2ﬂ+:}-+7s2ﬂ+a§- =m *Z*(VﬂAl) Byt

1
—_— -E- AzAahzvt;_l_&v—BzAahzAﬂ+%W+B2A%Ap+%’(/)+A2A% Vﬂ+’27] 5
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Gla.+;£- :%1,,/7%11“_'_%1[),

(4.3) 1 V,4 Ay Agh By A,/
Vg 2 Hally 2 1y
G2B+ %Z'Ihs[z Aﬂ+.>(p /12 V A, Vﬂ+‘y /12 V,; ﬂ+iy:|
h
H1a+% 71,/11S1a+1 == %1,/11[ a Va( 1( )+ A“"‘i’(Aly)]
24 A2 hy A
Hypyy = 7‘21}1352/:44% = xg,h [ ; .|.g~ m V/I-h}ﬂ)] )
gdzie:
o BBl BL Bl
in h% 3 ven /7% > 1t /1% ’ 2t /’l% .

Zwiazki okreslajace sity normalne i momenty skrgcajagce w funkcji przemieszezen
i odksztalcenn nie wymagaja szczegblowego omoéwienia.

, 1 1 W
N1a+-§ = .“1/7%51a+-;- = :“1/7%[/—1? Aa+;(A1”)+‘2" Vaq»,l»('ﬁl')] >

Ah
(44) N2ﬂ+% = 'lehgﬁzﬂi_% = #2/13[ 2A12- Vﬂ'h'z’“—'_ 2 A/“_J ‘Z/"I— Vﬂ+j ‘V:l,

1 .
M1a+% = vlh%pla-pé [71: Aa+%((p’41)+h1da+,}(%l)j| .

Powyzszy sposéb nie jest jedynym sposobem wyznaczenia zwiazkéw pomigdzy
sitami wewngtrznymi i przemieszezeniami. Zaleznosdcei te mozna wyzpaczyé réwniez
dla punktéw przy argumentach calkowitych. Jednakze droga ta prowadzi do wzo-

Rys. 5

row dosé ztozonych i nie majacych, jak si¢ zdaje, wigkszego znaczenia praktycznego.
Dla zilustrowania tego sposobu rozpatrzmy zalezno$¢ pomiedzy wydhiZzeniem
wzglednym &, i sitami wewngtrznymi. Zwiazek ten otrzymamy wyznaczajac od- *
ksztalcenie elementu powloki w kierunku ¢ (rys. 5). Po przeksztalceniach otrzy-
mamy

1 1 xlnAl
0= 2, 24R1A i g gy Vet e VN]
Jak widaé, powyisza zalezno$é przedstawia soba zwigzek w postaci liniowej

kombinacji sum i przyrostéw kilku funkcji sit wewnetrznych, co powaznie utrudnia
jej stosowanie.

Na zakonczenie rozwazan nad sitami wewnetrznymi nalezy zwrdci¢ uwage na to,
ze tylko zaleznosci okreslajace sily normalne (N, N,) przechodza w granicy w od-
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powiednie wyrazenia w teorii powlok cienkich, oczywiscie przy wspélczynniku
Poissona réwnym zeru. Pozostale sily i momenty wewnetrzne maja granice rézne
od odpowiednich wielko$ci w powlokach cienkich. Wynika to stad, ze zostaly one
wyznaczone z ugieé¢ preta prostego, ktéry w granicy nie osigga wycinka powtoki
ogdblnie biorgc o dwu krzywiznach réznych od zera.

5. Warunki brzegowe

Wszystkie otrzymane w p. 3 réwnania réwnowagi w liczbie szeSciu sg pierwszego
rzedu i to w odniesieniu do kazdej z nie znanych funkeji sit wewnetrznych. W punk-
cie 4 wyznaczyliSmy z kolei kazda z dwunastu funkcji sit wewnetrznych przez réw-
nania pierwszego rzegdu w odniesieniu do kazdego z szeéciu przemieszezen liniowych
i katowych. Jezeli teraz podstawimy do réwnan réwnowagi sity wyrazone przez
przemieszczenia, to otrzymamy sze$¢ réwnan drugiego rzedu wzgledem przemiesz-
czen. Lacznie otrzymamy wiec ukfad réwnan réwnowazny jednemu rdéwnaniu
dwunastego rzedu wzgledem nie znanej funkcji rozwigzujace;j.

Przyjmijmy, ze linie konturu ograniczajace nasza powloke leza w plaszczyznach
wyznaczonych punktami o wspdlrzednych a = const lub f = const. W takich
przypadkach rozwiazanie wspomnianego ukladu réwnan wymaga znajomosci
sze$ciu warunkéw brzegowych na kazdej z krawedzi wycinka powloki. Ponizej
zajmiemy si¢ warunkami brzegowymi dla kilku najczesciej spotykanych przypadkéw
ograniczajac si¢ jedynie do brzegu a = a,. Warunki dla brzegbw a =0, f = f,
i f = 0 majg posta¢ analogiczna.

Brzeg powloki swobodny. Wszystkie sze§¢ skladowych sit i momen-
tow réwne sg zeru,

(5-1) N1a0+% Q1a0+} - 1a0 |% M1a0+;} - 1a0+% = G1a0+% = 0.

Brzeg podparty przegubowo nieprzesuwnie (przeguby
kuliste)

. h
Wey = Ugy == Ugy = 0, Qlao+1¥ ' —%+GI“°"‘% =0,
(5.2) ‘

h
T1a0+-}: ‘ '%—Hlao-[-% =0, M1a0+§- = 0.

Brzeg catkowicie utwierdzony

(5.3) Ugy = Vyy = Wao = 0, Qo = Yoy = Va, = 0.

Powloka zamknieta w kierunku a. Jezeli bedziemy zmieniali a
przy ustalonym f, to zawsze bgdziemy wracaé do-tego samego punktu otrzymujac
te same warto§ci przemieszezen i sit wewnetrznych. Tak wige w przypadku powloki
zamknigte) warunki brzegowe zamieniaja si¢ w warunki okresowosci.

Powloka podparta na brzegach przeciwleglych prze-
gubowo z mozliwo§cia przesuwu - w kierunku a W takim
przypadku, jezeli stosujemy rozwiazania-w postaci okresowych szeregdw polzakre-
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sowych jak np. sin(nmalay), gdzie n jest liczba catkowita, to warunki brzegowe
réwniez sprowadzaja si¢ do warunkéw okresowoéci w postaci

G4 f(—a) = —f(®).

Rozpatrujac zagadnienia brzegowe dla réwnan réznicowych musimy pamigtaé
o réznicach, jakie tu wystepuja w pordwnaniu z zagadnieniami brzegowymi dla
rownan rézniczkowych. W tych ostatnich tak funkcja jak i jej dowolna pochodna
okreslone sa w jednym i tym samym punkcie. Natomiast w réwnaniach réznico-
wych n-tego rzedu (n— liczba parzysta) przyrost lub suma okreSlone sa, ogdlnie
rzecz biorac, wartosciami funkcji w n-+1 sasiednich punktach. Jezeli wiec rozpatru-
jemy w obszarze ¢, punktéw réwnanie réznicowe zwyczajne n-tego rzedu, to ma
ono sens tylko w {ag—#n) punktach. W punktach brzegowych w liczbie n/2 na
jednym brzegu i n/2 na drugim brzegu nasze réwnanie traci sens. Punktom brzego-
wym odpowiadaja bowiem rownania zbudowane z uwzglednieniem wyzej wymie-
nionych warunkoéw brzegowych.

Przyklady zastosowad powyzszych réwnan beda tematem osobnej publikacji
w jednym z kolejnych numeréw Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej.
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Peamome’

TIOBEPXHOCTHBIE CTEPXXHEBBIE KOHCTPYKII

Iarorcst paSHOCTHBIE YPABHEHHs CTEPIKHEBLIX KOHCTPYKUMH ¢ CeTKoi, IpuBefeHHoM Ha puc. 1.
PaccmMaTpuBaOTCsT NOCHEAOBATENBHO YPABHEHHUA DABHOBECHA, 3aBHCHMOCTH MEOKAY CHIIaMM
M TNEpEMEINCHMSMH, a TAaKdKe Kpaesbie ycnosusa. OOGCY)KOaeMble 3aBUCHMOCTH IIONYUYEHBI, HA
OCHOBE pasHOCTHON reomerpuy [25], ¥ pacCy»JeHHl AHANOCMUHBIK, TPOBOJAILMMCA B KIACCH~
YeCcKod TeopHH 00OJIOueK,
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Summary

TWO-DIMENSIONAL GRID STRUCTURES

The present paper deals with finite differences equations of regular grid structures shown in
Fig. 1. The equations of equilibrium, the force displacement relations and the corresponding
boundary conditions have bsen considered. These relations are based on finite differences geometry

described in paper [25], and the general way of reasoning coincides with that of the classical shell
theory.

ZAKEAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGLYCH
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 3 maja 1965 r.
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O NAPREZENIACH W SPREZYSTYM PODLOZU POD SLIZGAJACA SIE
SZTYWNA KULA

PIOTR SUKIENNIK (KRAKOW)

1. Wstep. Badania doSwiadczalne stanu napreZen sprezystych, towarzyszacych tarciu
slizgowemu, mozna wg. stosowanych metod podzieli¢ na dwie grupy. W pierwszej
grupie o stanie sprezystym kontaktu slizgowego wnioskuje si¢ na podstawie analizy
przemieszezed wstegpnych (STEWENS — 1899, WIERCHOWSKI — 1926, RANKIN —
1926, KONIACHIN — 1951, CURTNEY PRATT-EISNER — 1957, GREENWOOD i TABOR —
1957). Druga grupe zagadnien stanowia prace uwzgledniajace w problematyce typu
hertzowskiego sktadowa styczna, a nawet analizujace efekty statyczne i dynamiczne
wiasnie z punktu widzenia skladowej stycznej naprezenia (JOHNSON — 1957).

Przedstawiong prace mozna zaliczy¢ do tej wlasnie grupy jako prace doswiad-
czalna, analizujgca jakoéciowo za pomoca metody elastooptycznej rozklad naprezen
stycznych dla tréjwymiarowego kontaktu $lizgowego.

2. Opis doéwiadczenia. Dla zbadania rozktadu naprezen stycznych pod $lizgajaca

sie kulag modelowano pélprzestrzen za pomoca warstwy zelatyny 79 o grubosci
50 mm. Po takiej pdtprzestrzeni §lizgala sie kula szklana o promieniu krzywizny
5 c¢cm dajac «koto» styku o promieniu rzedu 0,5 cm, Obraz stacjonarny izoklin dla
kontaktu §lizgowego (rys. 1) ustala sig po przebyciu drogi rzedu $rednicy kota
styku i jest dobrze odtwarzalny. Fotografie izoklin 0°, 10°, 20°, 30°, 45°, 60°, 70°,
80° 1 90° uzyskano w $wietle sodowym przechodzacym, padajacym prostopadle do
kierunku ruchu i do powierzchni kontaktu.
Dla uzyskania obrazu dwuwymiarowego zastosowano metode warstwy Swiatto-
czulej A grubosei kilku milimetrow naniesionej na pélprzestrzeni B. W tym celu
zelatyne B hartowano gliceryna, zelatyne za§ A formaling. Wplyw sposobu harto-
wania na czulo§é elastooptyczna zauwazono wczeéniej. Jest on do$¢ znaczny, lecz
nie rozwiazuje jeszcze problemu, poniewaZz réznica pomigdzy czuto$ciami elasto-
optycznymi A i B nie jest zbyt wielka, a na zelatynie trudno uzyskaé wigksza ilo§é
izochrom, niezbedng dla ilosciowego opracowania pola naprezed. Natomiast
kontakt miedzy warstwa A4 i B uzyskany przez naniesienie warstewki 4 w stanie
plynnym na zastygnieta B jest idealny i jednorodny pod wzgledem wlasnoscei mecha-
nicznych i optycznych i nie wymaga zadnych klejow.

Byla tez opracowana technika badania obrazu izoklin w $wietle odbitym przez
chemiczne naniesienie warstewki srebra na materiat B i nastepne rozlanie warstewki
A. Srebro naniesione chemicznie sktada sie z bardzo drobnych tusek i nie wpltywa
w spos6b widoczny na wilasno§ci mechaniczne zelatyny. Ta metoda jest jednak
bardziej pracowita i wymaga przystosowywania aparatury. Obraz izoklin za$ jest



96 PIOTR SUKIENNIK

w zarysie taki sam, jak w metodzie $wiatla przechodzacego; jest tylko mniej wysy-
cony. Dlatego zdecydowano sie na badanie kontaktéw w $wietle przechodzacym
i na poszukiwanie dla dalszych badafi materialdw A4 o konsystencji gumy bez

Rys. 1

opdznienia sprezystego, dajacych duig liczbg izochrom oraz materiatéw B o iden-
tycznych wlasnoéciach mechanicznych, lecz nieczutych elastooptycznie.

3. Dyskusja wynikéw. Na podstawie rys. 1 sporzgdzono obraz zbiorczy izoklin
(rys. 2), a nastepnie znaleziono metoda graficzna trajektorie naprezen gléwnych
(rys. 3) i trajektorie maksymalnych naprezen stycznych (rys. 4).

0
60° p 30
0° 2°
80°
7°
0° 0
an° \ a° v
80°
170° / 70°
14
X 350 %0 60°
Rys. 2

Na rysunku 2 wida¢ jeden punkt hydrostatycznego rozkladu naprezen w okolicy
srodka kota styku.
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Izoklina 0° rozdziela zwykle obszary, kt6rych naprezenia styczne maja przeciwne
znaki. Dla konfrontacji sporzadzono fotografie kofa styku z naniesiona siatka
o oczkach kwadratowych. Rysunek 5a przedstawia zdjecie w stanie spoczynku,
a rysunek 5b — zdjecie w stanie po$lizgu na catej powierzchni styku. Na rysunku 5b
wida¢ wyraznie beczkowata deformacje przed kotem styku a poduszkowata za

Rys. 4

kolem styku. Obie te deformacje rozposcieraja sie gleboko na obszar styku. Nato-
miast przejécie od stanu zgniecenia do stanu rozciagniecia na samym kole styku
nie ma swego wyraznego odpowiednika w obrazie elastooptycznym.

Problem zmiany znakéw naprezen w kontakcie §lizgowym jest waznym z punktu
widzenia zmeczeniowej teorii zuzycia tracych si¢ par kinematycznych (RADCZIK —
1958, KRAGIELSKI — 1962). Na podstawie rys. 6 mozna przewidzie¢ rozwdj szczelin
zuzycia na §ciezce tarcia dla przypadku péiprzestrzeni izotropowej np. dla gumy

T Mechanika teoretyczns
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I mas plastycznych (JELKIN — 1964, Chruszczow — 1965). W przypadku metali
trzeba by modelowaé pélprzestrzefi za pomoca materiatdéw elastooptycznych
polikrystalicznych typu chlorku srebra (SzASKOLSKA — 1964). Jest to droga bardzo

Stiezka
farcia

Przewidywane typy
Figur zniszczenia
na_scregce tarcia f° Punkt hydrostatyczny

Rys. 6

obiccujaca, poniewaz chlorek srebra znalazl juz szerokie zastosowanie przy ba-
daniach podstawowych nad zmeczeniem i tarciem wewnetrznyim.
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Pesome

O KACATEJIPHBIX HAINPDKEHUAX B VIIPYITOM OCHOBAHMU
1100 CKOJB3AIMM HIAPOM

B paCore 0OCYOCHB! IKCHEPMMEHTE! NO MCCIAEAOBAHMIO YCTANOCTHOTO MEXAHU3MA W3HOCA,
npopenennnle B Kadenpe ¢usnxu Kpaxoscroro [Tommrexamueckoro MucturyTa. Jnsa Haxomx-
JEHHA TOJUT HAUPAKEHUM TION, CKOJBIAUMM IIApOM B ONBITEX TIDHMEHEH doroynpyrait merox.
OTmeueHO, uTO (POTOYNpPYTad KAPTHHA, COOTBEICTBYIOIAA KACATENBHEIM HANPSDKEHHAM MOK
CKOJIL3ALTHM IIAPOM, CYLUECTBYET M MMEET XODOIIYIO BOCHDOH3BONHMOCTE.

T HaxoxmeHns NoJs HaupsDKEHWH, HA OCHOBAHMM KADTHHLI M3OKJHH, NpumeHeH rpadn-
YECKMit meTon.
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B paﬁoTe BLICKA3amIO MHEHIKWE O TOM, YTO npoﬁnema PA3BHUTHA TPEUIHH B ITOJIAX l-{aﬂpﬂ‘ﬂ\'eﬂﬂﬁ
1 npoGnema (l)pI/II\’L'LIrIOHIIOI‘O HM3HOCA HMMEIOT ObIue UEPTLI, W CIACOOBATE/ILHO CYIUCCTBYET BO3-
MOYKHOCTh COIOCTaBJICHIST 3TUX I'IDOG.TICM H BO3MOJKHOCTb MOHCKOB SBI(OI'IOMEPHOCTCITI DAa3BUTHA
(.l.)pHI(LlHOHHOI‘O 1I13H0CA Ha OOPOMKKE TPEHHA.

Summary

ON THE TANGENTIAL STRESSES IN THE ELASTIC BASIS
UNDER THE SLIDING SPHERE

The presented paper discusses the experiments carried out in the programme of studying fatigue
mechanism of wear at the Department of Physics at the Technical University in Cracow. For an
analysis of a stress field under the sliding ball, the photo-elastic method was applied. It was shown
that the anticipated fringe picture appears and may be reproduced.

To find the stress distribution from the fringe picture, the graphical method was applied.

The opinion is expressed that the problem of crack propagation in a stress field and the problem
of friction wear have similar aspects; thus a confrontation of both problems and a prediction of
wear on the path of friction should be possible.

XATEDRA FIZYKIL
POLITECHNIKI KRAKOWSKIEJ

Praca zostala zlozona w Redakcji dn. 26 marca 1965 r.
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STANISLAW PYTK O (KRAKOW)

1. Wstep. Celem pracy bylo zbadanie stanu naprezeh w obszarze styku dwéch
walcdéw obciazonych opréez sit normalnych takze sitami stycznymi (rys. 1), Dla
potwierdzenia wynikéw otrzymanych na drodze teoretycznej wykonano pewne
badania elastooptyczne na dociskanych w odpowiedni sposéb krazkach. Badania

Walec napedzany

Do

ROR

7

Rys. 1

te jak tez ich wyniki byly referowane na I sympozjum z zakresu elastooptyki
w 1. 1962 [1, 2]. Azeby wyniki z badan plaskiego stanu naprgzenia mozna bylo wy-
korzysta¢ dla rozwazania plaskiego stanu odksztaicenia, przeprowadzono |analizg
opisang ponizej. Wyniki tej analizy mialy da¢ odpowiedZ, na ile stuszne sa dane
otrzymane z badan elastooptycznych przy rozwazaniach wytgzenia materiatu w ob-
szarze styku dwéch dociskanych do siebie walcéw. Jak wiadomo, dokladny obraz
stanu naprezeit w takich elementach mozemy otrzymaé metoda zamrazania badajac
obcigzone dwa walce z mas optycznie czulych. Brak stanowiska do badania metoda
zamrazania zmusil autora do badania stanu naprezen metoda elastooptyczng
w obcigzonych tarczach okraglych (krazkach), zamiast w obcigzonych modelach
walcowych.

2. Analiza. W przypadku zloZonych stanéw naprezen o wyteZeniu materialu wg
hipotezy 7, decydowaé beda maksymalne wartoSci naprezefi stycznych okre§lone
wzorem

max

' 1
(2'1) Tma_x = 7(0‘1_0‘3)9
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gdzie o, jest najwigkszym naprezeniem gléwnym, a ¢y najmniejszym napreZeniem
gtéwnym.

Jezeli glowne naprezenia w rozpatrywanym punkcie dociskanych do siebie dwoch
walcdw sa odpowiednio réwne, oy, 0,, 0y, a zarazem ¢, == 0y = 0y, {0 najwieksze
naprezenic styczne obliczyé mozna ze wzoru (2.1). Naprezenie to dziala w plasz-
czyznie nachylonej pod katem 45° do plaszczyzny maksymalnego 1 minimalnego
naprezenia gidwnego.

Rozpatrzmy stan naprezen w obszarze styku dociskanych do siebie dwéch walcdw
jak na rys. 2. '

Rys. 2

Wartosci naprezen gtéwnych dla strefy styku dwoch dociskanych do siebie walcdw
(rys. 2) obliczyé mozna wg wzordw (2.2)-(2.4):

(2.2) 01 = 0y,

L] I
239 1= 0= 25T g AT
) A e T

Wedtug wzordw (2.2)—(2.4) obliczyé mozna naprezenia gléwne dla plaskiego stanu
naprezenia, ktore oznaczono indeksami rzymskimi oraz dia plaskiego stanu odksztat-
cenia, oznaczone indeksami arabskimi. Warto$¢é najwickszego glodwnego naprezenia
o1 wg oznaczen wzordw (2.2)-(2.4) jest dla pewnych obszardw styku walcow réwna
o.. Wartoéci naprezen oy, 0,, 0, i ,, dla obszaru styku obliczy¢ mozna wg wzoréw
(2.5)-(2.8)

A
2.5) o‘x=—p02v%[ —;——1J,
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.z EZ—\—T %22
@0 = P"Fh/ e ) )

B b . B
@7 O = TP m g E/ 7
. byz® A
(2.8) Tyz - DPo- 7!. b222 \l/bz__{_l ’
gdzie A jest najwigkszym pierwiastkiem réwnania
y2 22 _ )
prit=b

b oznacza pol szeroko$ci powierzchni styku walcow, v jest wspo}czynmklem Pois-
sona, p,— najwigkszym naciskiem na pownerzchm styku.

Poréwnujac wartodct naprezen glownych obliczonych wg wzoréw (2.2)-(2.5)
mozna bylo stwierdzié, ze spetniaja one nieréwnosci oy = o, = o, tylko w warstwie
do glebokoéei 0,2b. Ponizej tej warstwy warto$é naprezenia o) = o, << 0y, Czyli

Rys. 3

pomiedzy napreZeniami gléwnymi zachodzi tam zaleinoéé, o, > oy == 05, wobec
czego warto$é 7., (dla plaskiego stanu odksztalcenia w naszym przypadku) mozna
obliczyé zgodnie z wczeéniejszym oznaczeniem naprezen wg wzoru:

1 1
(2.9 Tmax = 7(0'2—0'3) = “2‘(0'1_0‘11)-
Ogolnie znany wzor na warto$é 7,,, dla plaskiego stanu naprezenia ma postaé:
1
(2.10) Tmax = 5 (01 —0n).

Warto$¢ naprezeni oy i o', dla tego stanu obliczyé mozna wg wzoréw (2.3) i (2.4).
Warto$¢ v, wg wzoru (2.10) otrzymaé mozna réwniez na drodze badan elasto-
optycznych. Poniewaz wzér (2.9) jest identyczny ze wzorem (2.10) przy rozpatry-
waniu warstw na glebokodci >0,2b, mozemy zatem uzyska¢ wynikt dla 7,,, Wg
wzoru (2.9) na podstawie badan elastooptycznych. Dla potwierdzenia tych wynikow
wykonano badania elastooptyczne otrzymujac obraz izochrom jak na rys. 3.
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Podobnie jak dla obcigzenia tylko normalnego dwdch walcow przeprowadzono
rozwazania teoretyczne dla przypadku obciazenia jak na rys. 1. Wartosci naprezen
0., Oy, 0, 1 T,, od obciazenia tylko stycznego mozna obliczyé wg wzoroéw [4]:

(2.11) Oy = 4T e~tcosn,
7h
@1 0, = % [2e‘4‘cosn——sh§sinn Chz%i—stn] ,
(2.13) oz=~—% ShESi“"c’hT;i%s’Zf
(2.14) Ty = Tpp = % [e‘ésinn—shé‘sinn(l — mf—sizcim)] ,

gdzie 7= uP, P jest obcigzeniem normalnym walcéw, v oznacza wspolezynnik
Poissona, p wspdtczynnik tarcia (sczepienia),

{=£&4im, y=bchécosy, z=bsh&siny.

Dla tak obcigzonych walcéw (rys. 1) obliczono wartofci naprezen oy, 0y, 0, 1 Ty,
metoda superpozycji, a nastgpnie wg wzoréw (2.2)-(2.4) obliczono takze wartosci
0y, 05 1 03 dla u=0,2;0,310,5.

3. Wyniki. Dla potwierdzenia, Ze trzecia sktadowa naprezenia o, nie wplywa na
wytezenie materialu wg hipotezy 7, (oczywiscie z wyjatkiem warstw tuz przy
powierzchni 1 tylko dla pewnych wartosci wspolczynnika p), wykonano przeliczenia
Toae = Ot dla obszaru styku krazkéw, czyli dla plaskiego stanu naprezenia (na
rys. 4-7 wartosci (o0;—0y,)/p, przedstawiono linig ciagla) oraz dla walcdw, czyli dla
plaskiego stanu odksztalcenia (na rys. 4-7 wartosci (o;—o0;)/p, przedstawiono linia
przerywang). Wykresy na rys. 4a—4f sg dla p = 0,0, wykresy na rys. Sa-5f dla
u=0,2, wykresy na rys. 6a—6f dla u = 0,3, wykresy na rys. 7a-7f dla p =0,5.
Na podstawie wynikdéw przedstawionych przy pomocy wykreséw mozna potwier-
dzi¢ wniosek postawiony we wstepie: aby otrzymaé obraz izochrom dla plaskiego
stanu odksztalcenia, mozemy wykonaé badania elastooptyczne na modelach w po-
staci tarczy otrzymujac wyniki poprawne. Réznice pomiedzy warto$ciami naprezen
zastepczych, podanymi na wykresach, zarysowuja sie tylko dla obszaréw blisko
powierzchni styku walcéw do glebokoéei z < 0,25, a w osi symetrii walcdw max,
0,45 dla wspétczynnikéw p = 0,0; 0,2; 0,3, za$§ dla u = 0,5 nie ma zadnych réznic
(na wykresach linie przerywane podajace wartoéci (o,—0,)/p, pokrywaja si¢ z liniami
ciaglymi przedstawiajacymi warto$ci (o;—a1,)/Dy-

4. Przykladowe obliczenia. Celem badan elastooptycznych bylo potwierdzenie wy-
nikéw otrzymanych na drodze teoretycznej (rys. 8-10 i rys. 3).

a) Dla przyktadu poréwnane zostang wyniki otrzymane dla stosunkow sily
stycznej do normalnej 0,3; 0,2; 0,0. Dane otrzymane z badan elastooptycznych dla
u = 0,3 przedstawia obraz izochrom (rys. 10), wyniki za§ analizy teoretycznej
przedstawiono wykre§lnie na rys. 6.
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Na podstawie wykresu z rys. 6b stwierdzamy, Ze z wyjatkiem warstwy przy-

powierzchniowej najwigksze wytgzenie materiatu wynosi 0,680 p,y, czyli mozemy

zgodnie ze wzorem (2.9) (poniewaz warstwa rozpatrywana lezy ponizej 0,2b) na-

pisac:

4.1) Oy—0cy = 0,680p,.

Warto$¢ p, obliczono ze znanego wzoru Hertza dla wartodci nacisku na osi
symetrii w przypadku obcigZzenia normalnego

R,+R,
4, = 0,418/ gE--+ T
(4.2) Po ]/q RR, ’

gdzie g oznacza obciazenie normalne przypadajace na cm diugoéci krazka (walca),
E jest modulem sprezystosci, Ry i Ry oznaczaja promienie krazkéw dociskanych.

Rys. 8

Rys. 9

W naszym przypadku przy badaniach elastooptycznych dane potrzebne do obli-
czenia warto§ci p, wynosily: g = 96,5 kG/em, E = 45-10° kGjcm?, Ry = R, =
= 8,6 cm. '
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Po podstawieniu danych do wzoru (4.2) otrzymamy warto$¢ py = 422 kG/cm?,
Jezeli wartoéé p, wstawimy do wzoru (4.1), otrzymamy wartos¢ maksymalnego
wytezenia materialu wg danych teoretycznych. A zatem

Go—0y = 422 kG/em?- 0,680 = 288 kG/cm?.

Zbadajmy teraz, ile wynosi maksymalna warto$¢ o;,—oy; otrzymana na podstawie
wynikéw badan elastooptycznych, tj. za pomoca obrazu izochrom.

Na rysunku 10, przedstawiajacym izochromy dla u = 0,3, najwyzszy rzad izo-
chromy wynosi m = 10, a zatem zgodnie ze wzorem (2.9) mozZemy napisaé:
4.3) 01— = Og—03 = mK.

Jezeli do wzoru (4.3) wstawimy rzad izochromy m = 10, a zamiast K (stalej mode-
lowej) warto$é 29,4 kG/em?*rz*iz. otrzymamy:

o,—0y = 294 kG/cm?.
Poréwnujac wynik teoretyczny 288 kG/em? z wynikiem otrzymanym przy pomocy

badan elastooptycznych 294 kGj/em? mozemy stwierdzié, Ze réznica wynosi za-
ledwie 2%, co mieSci si¢ w granicach dopuszczalnego bledu. -

Rys. 10 -

b) Dla stosunku sity stycznej do normalnej u = 0,2 ekstremalne warto$ci naprezeft
zastgpezych wynosza zgodnie z wykresem na rys. 5b:
03—03 = 0,660 p, = 0,660 * 422 kG/cm? = 278 kG/cm?,
wg za$§ danych do$wiadczalnych (rys. 9)
o—0y = K+ m= 280 kG/cm?,

Réznica pomigdzy wartoscia teoretyczna a do$wiadczalng jest bardzo mata.

c) Podobre obliczenia poréwnawcze mozna wykona¢ dla takiego samego obcig-
Zenia normalnego (walcédw-krazkow) gdy u = 0. Wtedy o,—03 w punkcie zwanym
czesto punktem «Bielajewa» wyniesie wg danych teoretycznych:

Oy—03 = 0,6 p, = 0,6 - 422 kG/em® = 253 kG/cm?,
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za§ wg danych dodwiadczalnych (rys. 3)
o—0; = K*m=250 kG/cm?,

a wiec réznica jest znikoma.

5. Wrioski. 1. Najistotniejszym problemem, ktéry zostat wyjasniony przy pomocy
badan elastooptycznych, jest fakt, ze w miarg wzrostu sily stycznej punkt naj-
wiekszego wytezenia materiatu zmienia polozenie przesuwajac sie wzdluz linii
Iaczacej punkt «Bielajewa» ze skrajnym punktem zetkniecia.

Pekniecia, jakie zachodza podczas pracy elementéw takich jak walce, maja kie-
runek zgodny z kierunkiem przesuwania si¢ punktu maksymalnego wytezenia.

2. W przypadku badania wytezenia w obszarze styku dwéch walcdw lub ele-
mentéw o powierzchniach walcowych wzglednie do nich zblizonych, jak np. po-
wierzchnie zgbdw két zgbatych, krzywek itp., mozna badaé metoda elastooptyczng
odpowiednio obcigzone tarcze otrzymujac wyniki dos¢ poprawne. Badanie elasto-
optyczne modeli plaskich jest tatwiejsze niz badanie elementéw (w rozwazanym
przypadku) walcowych, ktére nalezy wczesniej «zamrazad», a nastgpnie cigé
1 dopiero badaé pod polaryskopem. Metoda «zamrazania» jest nie tylko drozsza,
lecz takze bardziej pracochtonna.
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Peswome

X BONPOCY OB HUCIIOJIE30OBAHUN METOIOA $OTOVIIPYTOCTH
I UCCIIENOBAHUIN HAIIPSDKEHHOCTH MATEPHAJIA
Y PACITIPENEJIEHUS] HANPSDKEHUI B KOHTAKTHLIX 3AHAUAX

3aaya cOCTOSINA B MCCIEJOBAHMIO HANPSHKEHHOrO COCTOSIHMNS B O0JACTH CILIKA JBYX LHJIHH-
[IPOB, HATPY)(EHHLIX HOPMAJIbHBIMM M KACATENbHLIMK CHAAME, C DPA3JIMYHBIM HMX OTHOIUEHHEM.
Jlnst nopTBep KAEHNUS PE3YNLTATOR, MOJYUEHHbIX H3 TEOPETHUECKHX PACCYKACHUIT, MPOBOIHITICH
KOHTPOJNIbHBIE QOTOYIIPYTHE HMCCIIEAOBAHMSA, TIPHIKHMAENMBIX JIPYT K PYLY, HBYX KPYIJIBIX JAMC+
KOB. YTIOMSHYTbIE BbLILE HCCIIEOBAHUA ONHCAHBI B JOKNage «hoTOYIpPYTHE MCCIENOBaHUA,
KOHTAKTHBIX HANPSMKEHME B Ciyuae OBYX IRUIHHAPOB» HA I Cumnosuyme 10 (HOTOYNpPYyrocTH
B 1962 r.

OTCYTCTBHE CTEH[a JUIA MCCIENOBaHME Nno (OTOYIPYTOMY METONY «3aMOPAYKHUBAHMSA » BhI3BAJIO
HEOOXOAUMOCTh MCCIIENOBAHNA JBYX NPMXKHMAEMBLIX APYT K JPYTY JWCKOB, B MECTO JIBYX IIpH-

8 Mechanika teoretyczn:
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YKEMAEMBIX MUAHHAPOB, [T TOrO uTOBLI NPOBECTH TAKHE ONBITLI, C NENBIO NIOATBEpIKEHHst
PE3YNETATOB BBITEKAIOUIHX H3 TEOPETHUECKHX HCCHEJOBaHmi, NMPOBENEH OLUT aHaim3, KOTOpPLIit
[IOKa3aJ1 :

a) UTO PA3NIUHE MEXIY PE3IYIIBTATaMM, IOJYUCHHBIMH Ha OCHOBE TEODPETHUECKHMX DaCCyiK-
JIEHHY ¥ MCQIEROBaHUM, NPOBENEHHLIMH MO METONY (POTOYNPYrOCTH, NOABNSETCH JIMIIL BOIU3N
TIOBEPXHOCTH CThIKA, JO Iriyouunl 0,26 (6 — MONOBMHA LUMPHHLI MOBEPXHOCTH CTBIKA [IBYX
NPIDKUMAEMBIX K cefe IHMIIMHAPOR); '

§) UTO C POCTOM KacaTeNILHOM HArpysi(l CIIOM C pasHBIMH Pe3yNLTATANH YMEHLUIAETCSI.

Hnke yrasamioro Cjosi BLIYACHEHHBIE IO H30OPAYKEHUSIM H30XPOM 3HMAUEHHST HANpPSAMKEINT
JIOJDKHBI COTTIACOBBIBATLCS CO SHAYEHHSIMM HANIPSDKEHWH, OJYUEHIIBIMH HA OCHOBAHME TEOpE-
THYECKHX PACCYIKIEHHE,

D10 yTREPIKAEHHE UMEET OUEHh BDKHOC JHAUEHHME B CIyuae HCCICNOBANHSA PACTIPENEIIEHUS
HANpPs;YKEHUH B OYCHB MAaNbIX OONACT/X KOHTAKTa JBYX, MPWKUMAEMBIX APYT K ADYTY TeJ.

Summary

ON THE POSSIBILITY OF APPLICATION OF PHOTO-ELASTICITY
TO THE ANALYSIS OF STRESS DISTRIBUTION IN CONTACT PROBLEMS

The aim of the paper is to analyse the stress distribution in the constact zone of two cylinders
simultaneously loaded by normal and tangential forces for various ratios of both the forces. The
theoretical results were verified by photo-elastic investigation, using as a model two flat discs in
order to avoid the method of the “frozen” stress field.

Since the planc stress photo-clastic model is used for experimental verification of the plain strain
solution, an analysis is given, which shows that:

a) the differences between theoretical plane-strain and experimental plain-stress results appear
only within the thin layer below the constact surface, the thickness of the layer being not
greater than 0,2b, where b is one half of the width of the contact surface,

b) the thickness of the layer in which the differences are observed, decreases with the increase

of the tangential force.
Below that layer the values of stresses obtained from the isochromatic pattern should be in

agreement with their theoretical values.
This is an important point, in the case when the stress distribution is investigated within very
small contact areas of two compressed bodies.

Praca zostala zlozona w Redakeji dnia 9 kwietnia 1965 r.



BIULETYN INFORMACY]JNY

POLSKIEGO TOWARZYSTWA MECHANIKI TEORETYCZNE] I STOSOWANE]

KONFERENCJA NAUKOWA ZAKEADU MECHANIKI
OSRODKOW CIAGLYCH W AUGUSTOWIE. PRZEGLAD REFERATOW

W dniach od 7 do 16 wrzesnia 1965 r. odbyla sig w Augustowie dziewiata doroczna konferencja
naukowa Zaktadu Mechaniki O$rodkéw Ciagltych IPPT PAN. Podobnie jak w latach ubieglych
réwnaiez i tym razem zainteresowanie konferencja bylo znaczne, czego dowodzi liczba 120 uczestni-
kéw. Na liczbeg te zlozyto sig 101 uczestnikow krajowych (w tym 50 pracownikéw IPPT), ktorzy
przedstawili 70 referatéw oraz 19 uczestnikéw zagranicznych reprezentujacych 11 krajéw (Austria,
Bulgaria, Chiny, CSRS, Francja, NRD, NRF, Rumunia, USA, Wiclka Brytania, ZSRR), ktérzy
wyglosili 14 referatéw. Tematyka zgloszonych prac byla bardzo réznorodna i obejmowala wszy-
stkie wazniejsze dziedziny mechaniki ciala stalcgo odksztalcalnego. '

Wygloszone referaty mozna by orientacyjnie podzieli¢ na nastepujace (przenikajace si¢ zreszta)
grupy tematyczne: . )

1. Fale naprezea (10 referatéw). Grupa ta obejmuje rozchodzenie sig fal w o$rodkach sprezy-
stych oraz niesprezystych (r6wniez z uwzglednieniem efektéw termicznych), wielo- lub jednowy-
miarowych w ujeciu liniowym lub nieliniowym.

2. Teoria sprezystosci i jej zastosowania (10 referatéw). Tu zaliczamy dwu- lub ‘trzywymiaro-
we problemy teorii spreZystoéci, teorii plyt i powlok oraz teorii pretéw.

3. Odrodki z mikrostrukturg, dyslokacje, defekty (16 referatéw). ZaliczyliSmy tu réwniez o$rodki
o strukturze nieciaglej (wi6kniste, siatkowe) oraz zagadnienia szczelin.

4, Pola sprze¢zone (10 referatdw) — obejmuja problemy sprz¢zenia pola przemieszczen spregy-~
stych z dowolnym innym polem (np. termicznym, elektro-magnetycznym). Omawiamy tu takze
problemy sprzezenia powierzchniowego (zagadnienie flatteru).

5. Podstawy fizykalne mechaniki ciala statego (7 referatéw). W tej grupie referatéw zawarte sa
takie zagadnienia, jak opis materiatu, réwnania konstytutywne i réwnania stanu, wyznaczanie
statych fizykalnych.

6. Teoria plastycznoéci i jej zastosowania (18 referatéw). Ta obszerna grupa obejmuje rozlegly
zespbt czesto doéé luzno zwiazanych ze soba referatéw. Mieszcza si¢ tu zarédwno problemy brze-
gowe teorii plastycznoéci, jak i jej zastosowania w teorii no§nosci granicznej konstrukeji inZynier-
skich, Zaliczyli§my tu ponadto problemy mechaniki o$rodkéw sypkich. Réwniez wigkszoéé prac
doswiadczalnych oméwiona jest w tej grupie referatéw.

7. Teorie lepkosprezystoéci oraz lepkoplastycznodei i ich zastosowanie (13 referatow).

Porbéwnujac tematyke obecnej konferencji z tematyka konferencji zeszlorocznej moina stwierdzi¢
pawien wzrost udziatu grupy 3 i 5 kosztem pozostatych grup, Watto réwniez zasygnalizowaé za-
stosowanie metod statystycznych w pigciu z wygloszonych referatow.

1. Fale naprgzen. S. AucusTYNIAk (Politechnika Poznanska) zajal si¢ w swej pracy zagadnieniem
propagacji w osrodku idealnym fal kulistych i walcowych o amplitudzie skonczonej. Autor zasto-
sowat mstode przyblizona do wyznaczenia zaleznos$ci predkosei propagacji dzwigku od predkosei
czastki. Otrzymane wyniki zostaly wykorzystane do obliczenia ci§nienia i ggstosci na brzegu roz-
szerzajacej sig kuli gazowej. Osrodkiem plynnym zajal si¢ rowniez E. Wroparczyx. Kontynuujac
swe wczesniejsze prace autor rozpatrzyl propagacje i regularne odbicie kulistej fali uderzeniowej

g*
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od plaskiej przegrody zanurzongj w jednorodnej cieczy barotropowej z pominigciem zjawiska
kawitacji. Referat zilustrowany byl przykladem liczbowym. Pozostali autorzy rozpatrywali pro-
pagacje fal w o$rodkach stalych. K. Sopczyk (Instytut Podstawowych Probleméw Techniki) omowit
w swym referacie zagadnienie rozpraszania fali Rayleigha wzdluz powierzchni losowej o§rodka
sprezystego. W centrum zainteresowania autora znalazl si¢ problem tlumienia fali Rayleigha, spo-
wodowanego losowymi nierdwno$ciami powierzchni. S. Kavskr (IPPT), K. PoporLak i E. Da-
NIcKr badali — na przykladach statecznoéci ruchu ukladu oscylatoréw po belce na podtozu spre-
Zystym oraz flatteru plyt i powlok — zagadnienie drgan samowzbudnych uktaddéw z tlumieniem
dla fal biezacych, Autorzy wyjasnili w pracy pozorny paradoks polegajacy na nieciaglo$ci wartosci
paramstrow krytycznych uktadu bez ttumienia i z tlumieniem, gdy zmierza ono do zera. Problem
statecznosci ruchu slabo-nieliniowych oscylatoréw poruszajgcych sie po powierzchni pdlprzestrzeni
sprezystej rozpatrywali R, Bocacz (IPPT) i S. KaLiskl. Zastosowanie metod asymptotycznych
pozwolito autorom na wyznaczenie obszarow predkosci krytycznych ruchu oscylatoréw wspot-
dzialajacych z biezacymi falami powierzchniowymi w oSrodku sprezystym.

Eksperymentalna mstode badania propagacji fal w dwuwymiarowym oérodku sprezystym za
pomoca elastooptyki zreferowat I, Lierz (IPPT). Przedstawil on nowoopracowana aparature shu-
zaca do badania przebicgow dynamicznych i zaprezentowal kilka uzyskanych na niej zdjeé, B, Ra-
nieckl (IPPT) rozpatrywal w swym referacie zagadnicenie propagacji kulistej fali naprezenia w nie-
ograniczonym osrodku sprezysto-plastycznym, spowodowanej naglym ogrzaniem powierzchni
pustki kulistej, znajdujacej sie w tym os$rodku. Propagacja fal kulistych zajal sig rowniez W. K. No-
wackl (IPPT). Zbadal on rozchodzenie sig¢ fali powstalej w wyniku uderzenia termicznego na po-
wierzchni pustki kulistej, znajdujacej sig¢ w nieograniczonym o$rodku sprezysto-lepkoplastycznym.
W referacie wykazano istnienie fali silnej nieciagio$ci i wykazano zanikanie efektéw dynamicznych
po uplywie dostatecznie diugiego czasu.

Mateviatem sprezysto-lepkoplastycznym zajeli sie réwniez J. Bmpa (IPPT) i T. WigRZBICKI
(IPPT) rozpatrujac geometryczna dyspersje fal naprezenia we wstepnie sprezonych pretach, wyko-
nanych z tego materiatu, Autorzy wykazali, ze zar6wno oddzialywanie brzegu, jak i lepk ie witasnosci
materialu powoduja wystapienie efektu dyspersji. N. W. ZwoLmdskr (ZSRR) omdwil w swym re-
feracie zagadnienie odbicia od idealnie sprezystej przegrody fali uderzeniowej rozprzestrzeniajacej
sig w sprezysto-plastycznym gruncie. Autor postugujac sie metoda przyblizona uzyskal wyrazenie
zamknigte, okreslajace stosunek energii fali odbitej do energii fali padajacej.

2. Teoria spreiystosci, Dwa pierwsze referaty konferencji, mianowicie J. KurLANDZKIEGO (IPPT)
i G. Szerera (Politechnika Krakowska) poSwigcone byly zagadnieniom matematyki stosowanej
w teorii sprezystosci. Pierwszy z autordw zajal si¢ rozwiazaniem mieszanego problemu brzegowego
dla ogdlnego réwnania eliptycznego rzedu 2m. Problem zostal rozwiazany przez sprowadzenie
zagadnienia do ukladu réwnan z operatorami zwartymi. Drugi z autoréw podal nowe rozwigzanie
zagadnienia biharmonicznego w obszarze jednospdjnym, ograniczonym brzegiem Lapunowa.
W rezultacie rozwazan zagadnienie sprowadza si¢ do réwnania funkcyjnego z operatorem catko-
wym. Rozwigzanie tego réwnania autor przedstawit w postaci uogoélnionego szeregu Fouriera
zbieznego do rozwigzania Scistego.

Grupe prac z zakresu klasycznej teorii sprezystosci reprezentowatly referaty P. P. TEODORESCU
(Rumunia), J. Mossakowskieco (IPPT) i C. RYMARZA.

Pierwszy z nich zajat si¢ zagadnieniem dzialania sit skupionych na powierzchni i we wnetrzu
ciat sprezystych. Drugi z autoréw rozpatrzyl nieskoniczenie dtuga i gruby rurg cylindryczna z danymi
obcigzeniami na powierzchni. Rozwazania swoje autor opartna dynamicznych réwnaniach teorii
sprezystodci. Tak postawione zagadnienie umozliwilo uzyskanie rownan teorii powlok cylindrycz-
nych bez wstgpnych zatozen powszechnie stosowanych w klasycznej teorii powtok.

Trzeci z autoréw rozpatrzyt problem brzegowy dynamiki stozka kolowego. Zagadnienie roz-
wigzano za pomoca metody dyskretno-ciaglej, co umozliwilo zastagpienie rownah réiniczkowych
czastkowych rownaniami rézniczkowymi zwyklymi.

Pozostale prace drugiej grupy dotycza stosowania teorii sprezysto§ci. G, LoseL (NRD) bada{
wspotczynnik spigtrzenia papreien w szeregu technicznie waznych postaciach karbu. W zakon-
czeniu pracy autor podal szereg wykreséw O duzym znaczeniu praktycznym.
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R. CzarnoTa-Bosarskr (IPPT) rozpatrzyt odksztalcenia i naprezenia w powloce kulistej, wy-
wolane wstepnymi odksztalceniami lub bledami montazowymi. Punktem wyjScia w pracy byly
réwnania technicznej teorii powlok Wthasowa.

W. Krzyz (Politechnika Krakowska) i S. Mazurkiewicz (Politechnika Krakowska) przedsta-
wili prace z zakresu ksztattowania elementow konstrukcji. Pierwszy z nich zajat sie ksztaltowaniem
pretéw o roznych przekrojach z warunku statecznosei. Drugi z autoréw rozwazal problem opty-
malnego uksztattowania przekroju preta cienkosciennego, poddanego jednoczesnemu skrecaniu
i zginaniu.

Ostatnim referatem w tej grupie byla praca A. Garewskieco (Politechnika Krakowska) na temat
statecznosci plyty kolowej i niepryzmatycznych pretdéw obeiazonych sifami $ledzacymi. Krytyczne
wartoSci sil autor wyznaczyl z kinetycznego kryterium statecznodci,

3. Osrodki z mikrostrukturq, dyslokacje, defekty, Problem warunkéw zgodnosci dla wielospojnych
obszar6w kontinuum Cosseratéw rozpatrzyt w swym referacie W. Gunraer (NRF). Autor uogdl-
nit dla tego oSrodka warunki obejécia po konturze w przypadku dystorsji. Wykazat on ponadto
$cisty zwiazek tych warunkéw z ciagla teorig dyslokacji. W drugim referacie ten sam autor omowit
geometrig osrodka ciaglego z mikrostrukturg.

Zagadnienie funkcji naprezen dla cial z otworami, w szczegbdlnosei réwniez dla kontinuum Cos-
seratéw, przedstawit w swym referacie H. Scuaerer (NRF). Szereg referatdw poswicconych bylo
zagadniepiom mechaniki ofrodkdw o strukturze wibknistej. We wprowadzajacym referacie przed-
stawit C. Wozntax (Politechnika E6dzka) koncepcje osrodka ciaglego zlozonego ze sztywnych
mikrostruktur i charakteryzujacego si¢ wyrdzniona siatka (o§rodek widknisty). Okazuje sie, ze
réwnania pola tego ofrodka sg identyczne z réwnaniami pola zyroskopowego kontinuum Cosse-
ratow. Przedstawiony w referacie ofrodek moze byé modelem struktur o powtarzajacych sig ele-
mentach. Szczegblny przypadek plaskiego ofrodka wioknistego, modelujacy pewne tarcze wielo-
otworowe, byl rozpatrywany w pracy W. BaraNskmGo (Politechnika ¥.6dzka) i C. WoZNIAKA.
Whprowadzony model umozliwil zastapienic zagadnienia brzegowego dla ukladu réwnan rézniczko-
kowych czwartego rzgdu w obszarze wielospdjnym przez zagadnienie brzegowe dla ukladu réwnai
szostego rzedu w obszarze jednospdjnym. S. Konieczny (Politechnika Eodzka) przeprowadzil
w swym referacie analize¢ podstawowych zagadnien statycznych oérodka wioknistego o sztywnych
mikrostrukturach i siatce biegunowej. Ofrodek taki moze byé modelem pierscieniowej siatki rusz-
towej. Szczegdlny typ plaskiego o§rodka widknistego o sztywnych mikrostrukturach nie dozna-
jacych niezaleznych obrotéw rozpatrywali K. WiLMARsk: (Politechnika E.6dzka) i P. Kremm (Po-
litechnika Lodzka). Wykazali oni analogie zachodzaca miedzy badanym oérodkiem i ciatem anizo-
tropowym oraz wskazali na zastosowania do obliczen kratownic i ptaskich wysokich rusztéw.
Rownania teorii drugiego rzedu plaskich o§rodkéw wioknistych o sztywnych mikrostrukturach
oraz ich zastosowania do rozwiazywania zagadnien statecznoéci gestych plaskich siatek ruszto-
wych przedstawili w swym referacie C. WozNiax i S. ZieLidsk (Politechnika £.6dzka). Innego typu
o§rodek badat S. Frackiewicz (Politechnika Warszawska). Rozpatrzyt on mianowicie orodek
utworzony z dyskretnej regularnej siatki przestrzennej skladajacej sig z pretéw, potaczonych w we-
zlach. Autor zbudowal geometric badanego oérodka mogacego znalezé zastosowanie w oblicze-
niach regularnych prgtowych konstrukeji przestrzennych. Zagadnienie makroskopowego opisu
rozkladu dyslokacji przedstawil w swym referacie C. Teoporescu (Rumunia). W sformutowaniu
podstawowych réwnan autor zbadal réwniez mozliwo§é zastosowania wprowadzonych wielkosci
(gestosci i momenty: dyslokacji i rozkladu naprezed) do makroskopowej teorii plastycznoéci. Pro-
blemsm niezmienniczosci oraz zasad zachowania w teorii defekt6w zajat sig H. Zorski (IPPT). Wy-
prowadzit on zasady zachowania pedu, kretu i energii dla pola sprezystego z dowolna liczba sku-
pionych defektéw oraz zbadal zwiazek z réwnaniami ruchu defektu. Z. Mossakowska (IPPT)
przedstawita prace zawierajaca wyprowadzenie zwiazko6w fizycznych dla ciat sprezystych, w ktérych
znajduje si¢ ekstramateria albo deformacja quasi-plastyczna. Problem wplywu akustycznej dysper-
sji przestrzennej, wystepujacej w ciatach krystalicznych, na wlasno$ci dynamiczne dyslokacji oméwit
D. RocuLa. Przedyskutowal on miedzy innymi zagadnienia: sity hamowania wywolanej mecha-
nicznym promieniowaniem typu Czerenkowa, zalezno§ci masy efektywnej dyslokacji od predkodci
oraz zmiany znaku oddzialywania dyslokacji krawedziowych, M. MarczyNskr (JPPT) zbadat
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plaskie zagadnienie jednostajnego, prostoliniowego ruchu szczeliny o statej dtugosci w jednorodnym
izotropowym ofrodku sprezystym. Wyznaczono rowniez sity wzajemnego oddziatywania migdzy
szczeling a polem sprezystym. Zagadnienie statyczne szczeliny w ksztalcie pierécienia rozpatrzylt
Z. Oresiak (IPPT). Przedyskutowal on réwniez modele szczelin dopuszczajacych istnienie na ich
koncach strefy plastycznej lub sil zwierajacych. W referacie przedstawionym przez M. Wnuka
(Politechnika Krakowska) i Z. OLESIAKA podane byly rozwazania dotyczace deformacji plastycznej
woké! osiowo-symetrycznej szczeliny przedstawionej modelem Dugdale’a,

4. Pola sprzesone. W. Nowacki (Uniwersytet Warszawski) rozpatrzyt kilka zagadnien dynamicz-
nych magneto-termosprezystoéci. Autor zajat sig gléwnic problemem wykorzystania funkcji Greena
dla skonstruowania rozwigzania brzegowego.

S. Kausk1 (IPPT) przedstawil dwie prace. W pierwszej z nich rozpatrzyt zagadnienie wzmacnia-
nia fal hiperdiwigkowych w piezodielektrykach za pomoca pradu plynacego w pélprzewodniko-
wej warstwie przypowierzchniowej, Proponowana metoda pozwala uzyska¢ wzmacniacz cigglego
dziatania w odréznieniu od dotychezas uzyskiwanych wzmacniaczy dla krétkich impulséw, W dru-
giej pracy autor wyprowadzil falowe réwnania termo-magnetosprezystoéci i termo-piezoelektrycz-
nosci o skonczonej predkosci propagacji zaburzed wszystkich rodzajéw.

Kilka referatéw dotyczylo zagadnien stosowanej termosprezysto$ci. G. LANDGRAF(NRD) przedsta-
wil wyniki rozwazan teoretycznych i doswiadczen, dotyczacych naprezen skurczowych przy bardzo
wysokich temperaturach. W przypadkach takich naprezenia nie sa proporcjonalne do temperatury.
Z. Baczyiski (IPPT) przedstawit jednorodne rozwiazania zagadnien brzegowych przewodnictwa
cieplnego i termosprezystosci cial ograniczonych powierzchniami kulistymi i stoZkowymi. '

A. Garka (Uniwersytet Warszawski) rozpatrywat problem wyznaczania rozktadu temperatury
i przemieszezen w przestrzeni termosprezystej, spowodowanego aperiodycznym, punktowym zréd-
fem ciepla i punktowa sila masowa zmienng w czasie. J. Krzemitski (IPPT) zbadal rozklad pola
temperatur w nieograniczonej powloce walcowej, wywotany dziataniem nieruchomego zr6dla ciepla.
Grupe prac z termosprezysto§ci zamknat referat T. RozNnowskiego (IPPT) omawiajacy plaskie
zagadnienia termosprezystoéci przy ruchomych warunkach brzegowych.

Problemami zwigzanymi z aerosprezystoscia zajmowalo sie dwoch autoréw. L. Sorarz
kontynuujac swoje badania z tego zakresu zbadal aeromagnetoflatter skoficzonego, plaskiego
kanaltu, przez ktory przeptywa doskonaly elektrycznie i mechanicznie gaz. S. WOROszZYL rozpa-
trzyl drgania samowzbudne nieskoriczenie diugiej powloki cylindrycznej, oplywanej z zewnatrz
naddiwickowym strumieniem gazu idealnego.

5. Podstawy fizykalne mechaniki ciala stalego. Trzy prace tej grupy obejmowaly problemy mikro-
struktury materialu w ujeciu probabilistycznym. I tak C. ExMcr (IPPT) rozpatrzy! problem okre-
§lania makroskopowych stalych sprezystoéci osrodka niejednorodnego. Podstawa rozwazan autora
byta analiza geometrii wewnetrznej o§rodka metodami statystyki matematycznej.

J. Murzewskr (Akademia Goérniczo-Hutnicza) przedstawil wyniki swych badan nad osrodkami
stochastycznie niejednorodnymi z uwzglednicniem energii naprezed wlasnych, Autor zanalizowat
przy tym zalezno$ci stochastyczne odksztalcenia objeto$ciowego i postaciowego.

Z. Menpira (Akademia Gérniczo-Hutnicza) rozpatrzyl cechy wytrzymatosciowe elementow
osrodka mikro-niejednorodnego jako zmienne przypadkowe. Wyniki rozwazai wykorzystal on
do doswiadczalnego wyznaczenia granicy niebezpiecznej w jednoosiowym stanie napiecia.

Kolejne cztery prace tej grupy po§wiecone byty zagadnieniom réwnan konstytutywnych. B. D. Co-
LEMAN (USA) przedstawit termodynamiczna teorig materiatéw z pamiecia, w szczegblnosci ma-
teriatébw prostych i materiatéw z zanikajaca pamiecia. Autor zanalizowal ograniczenia w réwna-
niach konstytutywnych, wynikajacych .z drugiej zasady termodynamiki, i podat ogdlne zaleznosci
pomigdzy funkcjonatami energii swobodnej i funkcjonatami naprezenia i entropii.

P. PerzyNa (IPPT) przedstawit w swej pracy og6lna droge przejicia od termodynamicznej teorii
materialu prostego wg Colemana do materialéw lepkoplastycznych i plastycznych. Pokazano
réwniez przejicia do izotermicznych teorii materiatu lepkoplastycznego i plastycznego.,

P. PerzyNa | W. Woino (IPPT) zajeli si¢ sformutowaniem i analiza réwnan konstytutywnych
dla izotropowych materialébw plastycznych, wrazliwych na predkosci odksztalcenia w procesie
izotermicznym.
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Ostatnia z tej grupy prac, dotyczaca zwiazkow fizycznych w mechanice gruntdéw, przedstawiona
zostala przez T. Jeskego (Politechnika E.6dzka). Autor udowadnia konicczno$¢ przyjmowania
dla gruntu modelu mschanicznego szkieletu jako nieliniowego ciala sprezysto-plastycznego.

6. Teoria plastycznosci i jej zastosowania. Praca M. Arcisz i J. RycurLewskitGo (IPPT) pt. «Mie-
szany problem brzegowy dla przeciaganej taSmy warstwowej», rozwaza ciekawe 1 trudne zagadnienie
przeciagania przez matrycg tadmy ztoZonej z trzech warstw o réznych granicach plastycznosci,
Zagadnienie takie wystgpuje czasem w praktyce, gdy przy przeciaganiu metalu o wysokiej granicy
plastycznosci naklada sig¢ na jego powierzchnig migkkie przekiadki, chroniace matryce przed nad-
miernym zuzyciem. Stosujac teorig¢ plaskiego stanu odksztalcenia dla ciala idealnie plastycznego
otrzymano mieszany problem brzegowy; catkowanie réwnai hiperbolicznyeh przeprowadzono
w niektérych przypadkach metoda Riemanna.

Zagadnienie skokowej nigjednorodnosci wystapilo réwniez w pracy J. Ostrowskier (IPPT).
Klasyczne juz zagadnienie teorii plastycznodci, mianowicie wciskanie plaskiego stempla w podtoze,
zostalo zmodyfikowane w ten sposéb, Ze rozpatrzono podioze ztozone z dwoch materiatdow o sta-
lych, ale réznych granicach plastycznosdci. W pewnych przypadkach szczegdlnych otrzymano kom-
pletne rozwiazanie problemu.

Metoda malego parametru jest czesto stosowana w teorii plastycznosei; jej efektywnosé jest
jednak ograniczona faktem, Ze czesto przy malych perturbacjach danego rozwiazania wystepuja
nowe linie nieciagto$ci lub inne miejsca osobliwe, gdzie na ogdl nie ma zbieznosci szeregdw. W pra-
cy M. ZyvczxowskieGo (Politechnika Krakowska) przedstawiono metode malego parametru,
zmodyfikowana przez LIGHTHILLA, polegajaca na rozwinigciu w szeregi potggowe nie tylko zmiennej
zaleznej, lecz rowniez zmiennej niezaleznej, i zastosowano ja do problemu skrecenia preta kolo-
wego 0 niesymetrycznej nigjednorodnosci plastyczne;j,

W pracy J. Skrzyeka (Politechnika Krakowska) «(Pewne kolowo-symetryczne problemy nosnosci
granicznej rury grubosciennej przy obciazeniach zlozonychy rozpatrzono zlozony przypadek obcig-
7enia rury sila osiowa, ci$nieniem normalnym, momentem skrecajacym i silami masowymi oraz
obciazeniem cieplnym, uwzglgdniono przy tym niejednorodnosé wiasnoéci materiah,

Sprawe usci§lenia hipotezy Haara-Kdrmdna dla stanéw osiowo-symetrycznych podjal M. Ro-
GoziNskl. Jak wiadomo, przy warunku plastycznodci Hubera-Misesa pelny vklad réwnan statycz-
no-kinematycznych jest typu eliptycznego, natomiast przy zalozeniu réwnosci naprezenia obwo-
dowego z jednym z naprezen gidéwnych w plaszezyZnie osiowej otrzymujemy hiperboliczny uklad
réwnan statycznych, co ogromnie ulatwia rozwigzanie probleméw brzegowych. Przyjmujac hipo-
teze Haara-Karmana jako pierwsze przyblizenie, autor podal sposéb jej ulepszenia proponujac
odpowiednia metode kolejnych przyblizen,

J. A, Kénie (IPPT) w pracy «Teoria przystosowania si¢ konstrukeji sprezysto-plastycznych
w wielko$ciach uog6hionych» opierajac si¢ na twierdzeniv Melana podal sposéb poszukiwania
stanéw statycznie dopuszczalnych przy obcigzeniach zmiennych w przestrzeni sit uogoélnionych. -
Przedstawione wyniki moga stuzy¢ do badania przystosowania sig plyt i powlok przy zmiennych
obciazeniach zewngtrznych.

Zagadnienie zachowania si¢ powloki walcowej po przekroczeniu no$noéci granicznej zostato
rozpatrzone przez M. Duszex (IPPT). Zakladajac sztywno-plastyczny model materiatu i uwzgled-
niajac zmiany geomstryczne zbadano przejécie powloki do stanu bezmomentowego.

W pracy W. SzCzepINSKIEGO, L. DierricHA, E. DRESCHEROWE! | J. MIASTKOWSKIEGO (IPPT)
rozpatrzono zagadnienie no$noéci granicznej rozciaganych pretéw z karbami w stanie osiowo-
symetrycznym. Opierajac sig na warunku plastyczno$ci Treski rozwiazano teoretycznie kilka przy-
padkéw dla giebokich karbow pétkolistych i w ksztalcie litery ¥, a nastgpnie przeprowadzono
weryfikacje do$wiadczalng rozciggajac prety z aluminium i migkkiej stali. Jak twierdza autorzy,
zachodzi tu doskonala zgodno$¢ wynikéw doéwiadczalnych i teoretycznych.

Racjonalne wymiarowanie elementéw maszynowych w oparciu o teori¢ noé$noéci granicznej
bylo tematem pracy W. Szczermiskieco (IPPT). Opierajac si¢ na polach statycznie dopuszczal-
nych dla plaskiego stanu odksztalcenia i naprezenia ustalono optymalne ksztalty tbéw, ciggiet,
osadzen itp. Przeprowadzono roéwniez weryfikacje do$wiadczalng wynikéw.
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Zagadnienie optymalnego projektowania plyt zbrojonych bylo rozwazane w pracy Z. Mroza
(IPPT). Przy stalej nosnosci granicznej autor poszukuje rozkladu zbrojenia i grubosci plyty, odpo-
wiadajacego minimum kosztu zuzytych materiatéw. Rozpatrzono dwa warianty zagadnienia i apro-
ksymacje umozliwiajace uzyskanie efektywnych rozwiazaf. Dla zilustrowania ogblnej teorii rozpa-
trzono kilka przypadkdéw plyt kolowych i pierscieniowych.

Przzjdziemy obecnie do omdwienia prac do§wiadczalnych z zakresu teorii plastycznosci.

W. Brazewicz i B. JanceLewicz (Politechnika Warszawska) badali do$wiadczalnie zagaduienie
podwyzszenia wytrzymaltosci zmeczeniowej na skutck wstgpnego zgniotu plastycznego. Badania
przeprowadzono na plaskich probkach z otworem, na ktorego krawedzi wywarto wstgpnie trwale
odksztalcenie, Stwierdzono, ze przy niskich naprezeniach i waskich probkach wplyw zgniotu na
wytrzymalo$¢ zmgczeniowa jest znaczny, przy wzroscie za$ naprezen wplyw ten maleje.

Dwie prace poswigcone byly zagadnieniu zachowania si¢ metali w wysokich ci$nieniach hydro-
statycznych. S. Erser (Politechnika Warszawska) badat warunki uzyskiwania dowolnie duzych
odksztalcern metali. Przeprowadzono dwie grupy doSwiadczen: skrecanie prébek z jednoczesnym
przylozeniem ci$nienia hydrostatycznego za po$rednictwem cieczy w skrgcaniu polaczone z trodj-
osiowym $ciskaniem wywartym mechanicznie przy pelnej izolacji prébki od otoczenia, W drugim
przypadku otrzymano bardzo duze katy skrecania, przy czym material nie wykazywal wzmocnienia
poczawszy od pewnej wartosci odksztalcerr, W pracy J. LitoNskiego (IPPT) przedstawiono wyniki
badan na skrecanie probek poddanych cisnieniu okolo 10 000 atm. Celem badan byto m. in. usta-
lenie wplywu wstepnego odksztalcenia plastycznego pod wysokim ciénieniem na wilasnoéci metalu
badane w normalnym ci$nieniu. Podobnie jak kilku poprzednich badaczy autor stwicrdzil, ze zdol-
noé¢ materiatu do odksztalcenia bez peknieé rosnie po uprzednim duzym odksztalceniu w pod-
wyZszonym cisnieniu.

Dwie prace po$wigcone byly doswiadczalnej analizie zmiany warunku plastycznosci wskutek
plastycznej deformacji metalu. Z. GaBryszewskI (Politechnika Wroctawska) badal probki poddane
dwukierunkowemu rozciaganiu tub s$ciskaniu. Celem badad bylo ustalenie zmiany warunku pla-
stycznoéci przy prostych i ztozonych historiach odksztalcenia oraz zalezno$é warunku ztomu od
historii obciazenia. J. Miastkowskr (IPPT) badal, jak szybko zanika wplyw wstepnego odksztal-
cenia na warunek plastycznosci przy nastgpnym odksztalceniu po innej trajektorii. Probki rurkowe
poddano dwukierunkowemu rozciaganiu i analizg ograniczono do matych odksztateen.

J. Kreraczko (IPPT) przedstawil wyniki badan dotyczacych efektu zmian predkosci odksztal-
cenia na krzywa umocnienia. Prébki aluminiowe poddano skregcaniu z réznymi szybko$ciami reali-
zujac przy tym nagle zmiany szybkosci. Zaobserwowano wplyw historii predkosci na postaé krzywe
umocnienia.

Praca A. Busaxa i A. DrescHera (IPPT) miata na celu zbadanie pola kinematycznego pod wci-
skanym stemplem i klinem w plaski o$rodek sypki. Rozwiazanie teoretyczne oparte o tzw, stowarzy-
szone prawo plynigcia poréwnano z kinematycznym polem do$wiadczalnym stwierdzajac w pier-
wszym rzgdzie, ze nie obserwuje sie wzrostu objetoéci przewidzianego teoria.

A.. Drescuer (IPPT) przedstawit wyniki badan nad wlasnosciami reologicznymi itu. W osrodku
takim zachodzi zlozone sprzgzenie wlasnosci sprezystych, plastycznych i lepkich i jedynie caly
zesp6t doswiadczen moze dostarczyé informacji o strukturze modelowej gruntu; w pracy przepro-
wadzono seri¢ badan przy danych programach dla predkosci odksztatces.

7. Teoria lepkosprezystosci oraz ich zastosowania. W grupie tej mozna wyrdznié kilka prac o cha-
rakterze podstawowym. Omdwimy je w pierwszej kolejnosci.

Praca W. OLszaka i Z. Bycaawskiego (IPPT) omawia zagadnienie kryteriéw energetycznych
charakteryzujacych stany krytyczne w ciatach lepkosprezystych, O ile dla elementdéw sprezystych
mozna przyjac, ze o przejsciu do stanu krytycznego (np. uplastycznienie) decyduje sprezysta energia
postaciowa, dla elementow lepkich istotna wielkoscia bedzie moc dysypowana. Autorzy proponuja
przyjecie dla ciala lepkosprezystego kombinacii liniowej tych dwéch wielkosci za kryterium osiagnig-
cia stanu krytycznego w osrodku. Stan krytyczny jest tu rozumiany doéé szeroko jako zmiana
jakoéciowa modelu ciala.

F.J. LocketT (Anglia) podal réwnanie opisujace nieskonczenie mate, zalezne od czasu zaburze-
nia ustalonego, wolnego przeptywu cieczy nienewtonowskiej. Jako szczegdlny przypadek rozpa-
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trzono przeptyw Couette’a. Podobny punkt wyjsciowy przyjat S. Zaworski (IPPT) przy badaniu
statecznosci pretéw lepkosprezystych. Rozpatrzono maty dodatkowy ruch nalozony na ustalone-
powolns od';ztateania materiatu nieliniowo lepkosprezystego, opisanego réwnaniami Rivlina
Ericksena. Badajac ten ruch mozna ustali¢ warunek statecznosci procesu podstawowego.

Z. BycHAWSKI 1 A. Fox (IPPT, Politechnika Krakowska) zaproponowali roéwnania opisujace
slabo-nicliniowy oSrodek lepkosprezysty, uogdlniajac liniowe zwiazki Boltzmanna-Volterry. Dla
wielu materialdéw liniowos$é zwiazkdw zachodzi jedynie przy stosunkowo niewysokich naprezeniach
i przy naprezeniach wyzszych musimy uciec si¢ przy opisie do zaleznoéci nieliniowych, Przedsta-
wione przez autordéw zwiazki maja postac¢ nieliniowych rownan catkowych.

A. Bartow (Bulgaria) podal réwnanie opisujace ruch sprezysto-lepkoplastycznego o$rodka
typu Binghama w przypadku plaskiego stanu odksztalcenia otrzymujac w szczegdlnym przypadku
réwnanie dla problemu quasi-statycznego. Jako szczegdlny przypadek rozpatrzono rure gruboécienna
poddana dwuparametrowemu obcigzeniu.

Kilka prac dotyczyto konkretnych rozwiazai problemoéw brzegowych. Z. Bycrawski i H. Ko-
PECKI rozpatrzyli petzanie membrany kulistej z materiatu nieliniowo-sprezystego przy ustalonym
petzaniu. Rozwiazanie uzyskano stosujac metodg malego parametru. J. Orkisz badal pelzanie
obrotowo-symetrycznych powlok w stanie blonowym przy roznych typach fizycznej nieliniowosci
materiatu. Zwiqzki fizyczne oparto na teorii Nddaia i Davisa, wiazacej skoficzone odksztalcenia
w mierze logarytmicznej i naprezenia. S. Precrnik (Politechnika Krakowska) podat sposob obli-
czania czasu zniszczenia petzajacego preta, poddanego obceiazeniu momentem gnacym i sita osiowa.
Przyjeto prawo pelzania Odgvista oraz hipotczg Robinsona-Kaczanowa okre$lajaca czas potrzebny
do chwili pojawienia sig kruchych peknieé. Z. Sopotka (Czechostowacja) rozpatrywal zginanie
plyt lepkospreZystych w przypadku materiatow liniowych i nicliniowych przy wystgpowaniu anizo-
tropii. T. Wierzeickr (IPPT) badal ciekawe i trudne zagadnienie dynamiki sztywno-lepkoplastycz-
nych plyt kolowych przy zatozeniu liniowej i nieliniowej lepkosci i statycznym warunku plastycz-
noéci Hubera-Misesa. Otrzymany nieliniowy uktad réwnan typu parabolicznego scatkowano w spo-
s6b numeryczny.

Praca I. Hravadka (Czechostowacja) dotyczy twierdzed wariacyjnych w liniowej teorii lepko-
sprezystosei, gdzie zwiazkifizyczne podane sg w postaci calek liniowych, a funkcje relaksacji i pel-
zanie sa ogdlnie przyjetymi funkcjami czasu minionego i rzeczywistego.

T. Kisier (Pol. Wrocl.) omowil pewien model reologiczny polegajacy na xownolegtym potaczeniu
elementu lepkosprezystego, sprezystoplastycznego i lepkiego, Model ten dosé dobrze opisuje ja-
kosciowo cechy reologiczne gruntu i innych materialdw budowlanych.

H. Parkus (Austria) rozwazyt elementy konstrukceji (ptyty i prety) z materiatu sprezystego i lepko-
sprezystego, poddane dzialaniu stochastycznie zmiennych pdl naprezen, wywolanych przypadkowymi
zmianami czasowo-przestrzennymi temperatury.

W. Gutkowski, Z., Mroz, R, Solecki (Warszawa)

MIEDZYNARODOWE SYMPOZJUM L.A.S.S. W BUDAPESZCIE

W dniach'od 31 sierpnia do 3 wrzesnia 1965 r. odbyta si¢ w Budapeszeie kolejna konferencja nauko-
wa LA.S.S. (International Association for Shell Structures). To mtlode, lecz niezwykle dynamicznie
rozwijajace si¢ stowarzyszenie naukowe przejawia zywotna dziatalno$é. Zatozone we wrzesniu
1959 r. w Madrycie przez E. TORROJA kontynuuje dziatalnosé dawnej 1.C.S.S. (International Com-
mitte for Shell Structures). I.A.A.S. jest organizacja laczaca fachowcéw z dziedziny konstrukcji
cienko$ciennych z calego §wiata i majaca na celu ogélna koordynacje prac badawczych z tego za-
kresu. Organizujac zjazdy po§wiecone konstrukcjom powtokowym, okresla kazdorazowo micjsce,
tematyke i zadania nastepnego kongresu. Z uwagi na coraz bardziej wzrastajaca liczbe zagadnief
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w tej dziedzinie wzrasta réwniez czestotliwosé konferencji 1.A.S.S. Zaplanowane poczatkowo
co dwa lata ogdlne kongresy okazaly si¢ niewystarczajace, tak ze zaczgto ostatnio organizowad
sympozja co rok, a nawet dwukrotnie w ciagu roku.

Tegoroczny kongres w Budapeszcie poswiecony byl gléwnie uproszczonym, inzynierskim me-
todom projektowania konstrukeji powlokowych. Tematyke konferencji podzielono na dwie pod-
‘stawowe grupy: projektowanie i konstrukcje. W ramach tych dwoch gléwnych tematéw wprowa-
dzono podzial bardziej szczegdlowy.

1. Projektowanie
A) Przyblizone metody obliczen, specjalne metody numeryczne, uzycie tablic i nomograméw.

.

1. Powloki w stanic blonowym

2. Powloki walcowe

3. Ogéblna teoria powlok i tarczownic

4, Teoria zgigciowa powlok o podwoéjnej krzywiznie

B) Mechanizacja i automatyzacja obliczen

II. Konstrukcja

A) Mozliwosci oszczednosci w deskowaniu, rusztowaniu i w robociznie

B) Uzycie konstrukcji typowych i prefabrykowanych.

Podobnie jak w wiekszodci ostatnich zjazdow I1.A.S.S. poszczegblne referaty zostaly zebrane
w odpowiednie grupy tematyczne, z kt6rych kazda miala swojego generalnego referenta,

W obradach wzieto udzial 199 uczestnikow (zgloszonych 212) z 26 krajow, ktorzy zglosili tacznie
72 referaty. Polska reprezentowana byla przez siedmioosobowa delegacje, mianowicie: mgr inZ.
M. DuszIk, mgr inz. M. GoLczyka, mgr inz. B. Kova, prof, dr R. Kozaxa, dr inz. J. KrRZEMINsKIe-
GO, dr inz. S. Kusia, prof. dr J. LepwonIA. Polacy przedstawili 5 referatow (M. Gorczyk, B. Koy,
J. Krzemilskr, S, Kus, J. LEpwoN i M. GoLCzYK).

Oficjalne otwarcie konferencji nastapito we wtorek 31.VIIL. 1965 po potudniu w siedzibie We-
gierskiej Akademii Nauk, gdzie tez odbywaly si¢ dalsze posicdzenia. Po powitaniu czlonkdéw
zjazdu przez przedstawiciela Wegierskiego Ministerstwa Budownictwa i wstepnym przemowieniu
prezesa I.A.S.S., prof, dr A. M. Haasa rozpoczely sie obrady sesji [LA. 1, Referentem byl P. CSONKA.

W ramach tej sesji A. Haas przedstawil prace o przyblizonej metodzie obliczania plaskich po-
wilok kulistych, zatozonych na prostokatnym rzucie, S, H. Apu-S1TrA rozwazyt wplyw praktycznych
warunkéw brzegowych na powloki o dodatniej krzywiznie Gaussa, a K. A. ANDERSEN omowil
problem wyznaczania powierzchni powltoki rozpietej nad kwadratowym rzutem przy danym obcia-
zeniu i funkcji naprezen. Z kolei P. BALLESTEROS rozwazyl szczegblny typ powlokizwanej welaroidal-
na, S. P. BANERJEE zaproponowal pewng metode analizy stanu blonowego powlok o podwdjnej
krzywiznie oraz T. BRAJIANNISZ podat iteracyjna metode obliczania wycinka powloki toroidalnej.
P. CsoNka zanalizowal zlozone powloki sektorialne, H. P. HARRENSTIEN i R. H. GUNDERSON roz-
patrzyli tzw, powtoki funikularne, D. W. HrLL zajmowat sig jednopowlokowa hiberboloida nieobro-
towa (eliptyczng), a J. KorDa opisal stan naprezenia w prostokatnej membranie pozbawionej
zeber brzegowych i podpartej punktowo w narozach. Nastepne dwie prace mialy charakter prac
opisowych: R. KrRAPFENBAUERA «(Konstrukcje powlokowe w nowoczesnym budownictwie» i S. Ku-
sIa «Studium nad wlasciwym ksztaltem powlokowego basenu plywackiego». J. LEpwoK i M. Gol-
czyx przedstawili pracg pt. «Przyblizona metoda obliczania powtoki hiperboloidalnej za pomocg
zastgpczych powlok stozkowych». Ostatnie referaty sekcji 1.A.1 dotyczyly powlok w ksztalcie
paraboloidy hiperbolicznej (H-P shells). P. Nissen zanalizowal odksztalcenia antysymetrycznie
obciazonej powloki, A. OrDONEZ zbadal zachowanie si¢ uzebrowanej powtoki zelbetowej, ztozo-
nej z dwéch wycinkéw paraboloidy i wreszcie N. C. TeTER i R. C. Liu pokazali szereg zastosowan
powlok typu H-P (hypar shells) w budownictwie rolniczym.

Wieczorem tegoz dnia w hotelu Gellerta organizatorzy sympozjum podejmowali uczestnikéw
lampka wina.

W srodg (1. IX) odbyly si¢ dwa posiedzenia. Przed poludniem obradowala sekcja 1.A.2., a po
poludniu I.A.3. Referentem sesji I.A.2. byt L. Haun.
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Pierwszy referat L. FISCHERA dotyczyl zastosowania tzw, metody plytowej do kotowych powlok
walcow ych, Metoda ta polega na rozpatrzeniu sprzezonych réwnan Wiasowa dla powloki walcowej
jako réownan dla plyty. Obciazeniami plyty sa przeniesione na prawe strony obu réwnan cztony nie
zawierajace operatora biharmonicznego. Nastepnie J. CainN i S. D. ForemaN podali rozwiazanie
parabolicznej powloki walcowej metoda belkowa, T. E. Hars i I. HoLaND badali stan naprgzenia
w powlokach, wywolany dzialaniem obcigzen skupionych, oraz G. HirRrRMANN i C, F. BAGGE przed-
stawili teoretyczne i dodwiadczalne badania statecznosci powtoki walcowej, poddanej dzialaniu
termicznego §ciskania osiowego i mechanicznego ci$nienia zewnetrznego. Dalsze dwa referaty
przedstawili R, F. HooLey «Drewniane konstrukcje klepkowe» («stave structures») i E. INGERSLEV
«Proste powloki walcowe», Ostatnie prace sekcji I.A.2 F. NeMETHA, R. RABICHA i K. ZAHRADNI-
KA po§wigcone byly przyblizonym metodom obliczania powlok walcowych.

Po poludniu generalny referent K. SzmopITs zreferowal 10 prac zgloszonych w ramach sesji 1.A.3.

Do tej grupy nalezy referat A, FiSkvaNTA i I. HOLANDA zajmujacy sie ustawieniem rozwigzania
plyt i powtok szczegdlnie korzystnym dla obliczen maszynowych, referat P. GLOCKNERA 0 pewnych
aspektach teorii powtok z inzynierskiego punktu widzenia, praca L. O. KereszTesyEGo o badaniach
drewnianych powlok typu H-P, jak réwniez referat H, vAN KoTeNA i A. M. HaasA «Statecznosé
podwojnie zakrzywionych powitok o dodatniej krzywiznie Gaussa». J. KrzemiNskr opracowat
pewna metode obliczania sprezonych prostoliniowo powlok walcowych, A. Nasg pokazal nowe
wyprowadzenie zwiazkéw geometrycznych dla plaskich powlok, A. PADUART zajal si¢ efektem
obciazenia skupionego na paraboloidzie hiperbolicznej oraz G. STEINHART pokazal metode elasto-
optyczna, zwana metoda okregu —J. Dwie ostatnie prace dotycza teorii tarczownic: M. Rriss
mowil o uproszezonej analizie tarczownic o matej rozpietosci, a M. G. TAMHANKAR o analjzie tar-
czownic cigglych.,

Trzeci dzien kongresu poswigcony byt sesji LA4 (referent X, Korrar) i I.B. (referent H. Tor-
TENHAM).

W grupie LA.4 zgloszono 11 referatéw. E.L. ALAsiNy omoéwit «Naprgzenia w hiperbolicz-
nych wiezach chlodniczych», J. CHiNN «Powierzchnie wplywowe dla przemieszczen i naprezen
w plaskich powlokach kulistych», J.N. DisteraNo i C. TorRREGIANI «Uproszczong metode
wyznaczania obciazenn krytycznych dla powlok typu H-P» oraz E. DurAcska «Eksperymentalne
okre$lenie obciazenia krytycznego dla konstrukcji powlokowych». W dalszych pracach E. Du-
LACsKA i L. KoLLAR omoOwili metode obliczania wspornikowych powlok konoidalnych, R. E. FuL-
TON przedstawil metode projektowania plaskich powlok warstwowych (sandwich shells) o podwé;-
nej krzywiznie, L. HAHN pokazal przyblizone sposoby analizy powlok prostokresinych, a H. Horz-
LER rozpatrywal pewne zagadnienia teorii zgigciowej plaskich powlok kulistych, rozpigtych nad
prostokatnym rzutem. W trzech ostatnich referatach [L. LacHANCE i E. P. Porova przedstawili
«Ograniczenia dla rownan plaskich powlok kulistych», I. RAJENDRAM 1 S.H. StmMonDs «Analizg
plaskich powtok translacyjnych» i X. Szmopits, «Analize powlok plaskich o dowolnym ksztaicie»
Referaty te zamknely obrady sekcji 1.A 4.

Na popoludniowym posiedzeniu grupy I.B referent H. TOTTENHAM przedstawn{ 7 nastepujacych
prac: J. E. GiBsonNA «Zastosowanie ogdlnych programoéw dla powtok do projektowania dachdw»,
J. E. GOLDBERGA, A. V. SrrLUrA | D, W. ALsPAUGHA «Obliczanie niekotowych powtok walcowych
za pomocg maszyn matematycznych», H. A. HADIDA «Analiza numeryczna w teorii zgigciowej
powloki konoidalnej», P. E. Korbpa «Programowanie dla plaskich powlok na sprezystych podpo-
rach», W. M, NEwMANA 1 A.S. Hauia «Obliczanie cigglych i1 wielofalowych powlok walcowych
za pomoca maszyn liczacych», E.P. Porova i Z. A. LU «Zastosowanie maszyn obliczeniowych
do analizy powlok obrotowych obciazonych osiowo-symetrycznie», R. SZLARDA «Rozwiazanie
macierzowe dla powloki cylindrycznej o dowolnym ksztalcie»,

W ostatnim dniu konferencji omawiano prace sekcji ILA i II.B. Generalnym referentem obu
tych sekcji byt H. RUHLE, W pierwszej grupie znalazlo sie 6 referatéw (w tym jeden polski M. Gor-
CzYKA), omawiajacych gléwnie zagadnienia wykonawcze i ekonomiczne. W grupie drugiej zglo-
szono 10 prac poswigconych prefabrykacji i uzyciu konstrukcji typowych. Z ciekawszych nalezy
wymieni¢ referat polski B. Koya traktujacy o zastosowaniu trojkatnych plyt warstwowych do
przekryé dachowych oraz M.P. NIELSENA «Wyznaczenie zbrojenia w powlokach blonowych».
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Po potudniu prof. E. BoLcskEl wyglosii referat koncowy, w ktdrym podsumowat rezultaty sym-
pozjum, a nastgpnie prof. A. M. HAAS po podzigkowaniu organizatorom i cztonkom zjazdu za
owocne obrady i po przypomnieniu, ze nastepne konferencje I.A.S.S. odbgda sie w Bratystawie
i Leningradzie, zamknat obrady kongresu budapesztanskiego.

Wieczorem w Gundel Restaurant odbyt si¢ bankict pozegnalny.

Podany przeglad referatbw jest oczywiscie bardzo pobiezny i pozwala tylko na ogélna orientacje
w tematyce kongresu. Tym niemniej umozliwia on wyciagnigeie pewnych wnioskéw natury ogdlnej.
Przede wszystkim mozna zaobserwowaé znaczny wzrost zainteresowania metodami obliczania
powtok, umozliwiajacymi zastosowanie maszyn matematycznych. W dziedzinie konstrukcji inzy-
nierskich dazenie to jest zreszta calkowicie zrozumiate i wytycza chyba na najblizsze lata jasny
kierunek rozwoju metod obliczeniowych ustrojow powtokowych. Z drugiej jednak strony zwigkszyla
sie rowniez znacznie ogodlna liczba prac teoretycznych podkreslajac tym fakt, ze nawet w dziedzinach
zastosowan inzynierskich ogélna teoria powlok jest wciaz zywym przedmiotem zainteresowan
i nie moze sig sprowadzi¢ wylacznie do metod numerycznych. Stosunkowo malo prac przedsta-
wiono na temat problemdw konstrukeyjnych i wykonawczych, cho¢ takiwiadnie byt jeden z gtéwnych
tematéw konferencji.

Jak na wigkszosci tego rodzaju kongresach poziom referatéw byt nieréwny. Obok prac dobrych
zdarzaly sie stabe nie wnoszace zadnych aspektow oryginalnych. Wydaje sie, ze rezim kwalifikacyjny
nadsylanych prac powinien byé podniesiony.

J. Kyzeminski
Warszawa

KURSY NAUKOWO-SZKOLENIOWE ORGANIZOWANE PRZEZ PAN

Biuro Ksztalcenia i Doskonalenia Kadr Naukowych Polskiej Akademii Nauk organizuje w roku
1966 szereg konferencji szkoleniowych w Jablonnie. Z planu tych konferencji podajemy te, ktére
moga zainteresowaé mechanik6w.,

Staraniem Biura zostana wydane skrypty zawierajace materialy pomocnicze.

Jednostka

o Tematyka konferencji Termin Wykladowcy
organizujaca )
ZMOC Teoria plastycznosci 20-30.IV Doc. dr Z. MRro6z,
doc, dr J. RYCHLEWSKI,
doc. dr W. SzCZEPINSKI
LA. Teoria zespotébw skonczonych 9-18.V Prof. dr Gr. C. MorsiL (Bu-
Kier. konferencji  kareszt)
dr A. STASZAK
K.I.L. Teoria plastycznosei i reologia  25.V—1.VI Dr nt. A. STROGANOW
w mechanice gruntéw Kier. konferencji ~ (Moskwa), prof. dr Z. So-
prof. dr B, Ros- BOTKA (Praga), prof. dr
SINSKI I. KIsIEL
ZMOC Teoria lepkoplastycznoéei i ter-  6-15.VI Prof. dr W, Orszax, doc. dr
modynamika materialéw z pa- P. Perzyna i wykladowca

miecia zagraniczny
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Jednf)st'ka Tematyka konferencji Termin Wyktadowcy
organizujaca
ZMOC Niektore nowe zagadnienia fizy- 4-14.VII 2 profesordw zagranicznych,
ki ofrodka ciaglego Kier. konferencji  prof. dr W. Nowacki, prof.
prof. dr S. Ka- dr S. Karwski, prof. dr
LISKI, prof, dr H. zorski
H. Zorsk
Kurs tarcia wewnetrznego 13-17.1X Prof. dr K. G. MIERKULOW
ZBD Kier. konferencji  (ZSRR), prof. dr RoN
dr. Z. PAWrowskir TRUELL, prof. dr D. Tomp-
soN (USA)
Metody numeryczne w dyna- 19IX-1.X Prof. dr A. A. DORODNICYN,
ZMCG mice gazdw Kier. konferencji  dr N.I. TisLENIN, k.n. P. 1,
prof. dr W. J. CzuszkiN (ZSRR), dr D, M.
Prosnak De Aue (Anglia)
Fale sprezyste i elektromagne- 3-10.X Prof, dr K. KXuerraDzE (Tbi-
ZMOC tyczne Kier. konferencji  lisi)
prof. dr Z. OLg-
SIAK
LA. Kurs automatdéw uczacych sie listopad Prof. 1. C. GirLe (Francja),
Kier. konferencji  prof. drS. WEGRzYN, prof.
prof, dr S. WeG- dr R. KuLikowskl, 2 wykla-
RZYN dowcow z ZSRR
Skréty: I.A. Instytut Automatyki

K.I.L. Xomitet Inzynierii Lgdowej PAN
ZBD  Zaklad Badania Drgas TPPT PAN
ZMCG Zakiad Mecchaniki Cieczy i Gazéw IPPT PAN
ZMOC Zaklad Mechaniki O¢rodkéw Ciaglych 1PPT PAN



KOMITET REDAKCYJNY zawiadamia, ze poczynajac od
1 stycznia 1966 r, MECHANIKA TEORETYCZ NA I STOSO-
WANA bedzie wychodzita jako kwartalnik cztery razy do
roku w ogdlnej objgtosci 40 arkuszy wydawniczych. Wa-
runki prenumeraty zostana podane w zeszycie 1/1966 ME-
CHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ. Wydane
poprzednio 3 tomy wydawnictwa bedzie mozna nabywaé ‘
w sekretariacie Zarzadu Gibéwnego Polskiego Towarzystwa
Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej w Warszawie, Palac
Kultury i Nauki, pokéj 2305.




SPIS TRESCI

ZESZYT 1/1963

Z. Osisky, Przeglad nieliniowych réwnan rézniczkowych drgan ukladéw autonomicznych o jed-
nym stopniu swobody

A. Sawczuk, W. Orszak, Zagadnienia powlok niesprezystych

A. WiLczyRsk1, Badanie wiasno$ci mechanicznych niektérych tworzyw sztucznych

Z. DzyGapro, M. Soxorowskl, S. ZAHORSKI, M. Zyczxkowskr, Konferencja Naukowa Zakladu
Mechaniki Qsrodkéw Ciaglych w Krynicy. Przeglad referatow

W. SzczeriNsKI, Sympozjum na temat elastooptyki i jej zastosowan, Warszawa 1962

ZESZYT 2/1963

P. PerzYNA, Podstawowe zagadnienia lepkoplastycznodci

Z. Nowak, M. Zvczkowskl, Przeglad nowszych prac z dziedziny statecznoéei powlok cienko-
sciennych

E. STERNBERG, Naprezenia cieplne w ciatach lepkosprezystych

A. WiLczyXskr, Zalezno$é «naprezenie-odksztatcenien w przypadku prostego rozciggania tworzyw
o lancuchowej budowie czasteczek

H. DziaTLik, Model elektryczny tensora naprezen
Biuletyn Informacyjny Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowane;j

ZESZYT 1/1964

S. KaLisxy, Statecznos$é ruchu uktadu oscylatoréw poruszajacych sig po belce na sprezystym podiozu

Z. OLEstak, Przeglad polskich prac dotyczacych zagadnier z mieszanymi warunkami brzegowymi
w teorii sprezystosci

Z. WEsOLowsKy, Zwigzki fizyczne dla materiatu sprezystego z wigzami geometryczno-termicznymi

W. SzczeriNski, Wyznaczanic naprgzen na podstawie pomiaréw tylko jednej skladowej odksztal-
cenia

R. S. DoroszkiEwicz, A. LirewkA, DoraZzne badania wtasnoéci mechanicznych i elastooptycz-
nych materialéw uzywanych w elastooptyce
Biuletyn Informacyjny Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej

ZESZYT 2[1964
S. DoroszkiEwicz, Fotosprezyste badania przekroju poprzecznego zapory filarowej
S. DOROSZKIEWICZ, Z badan fotosprezystych Stanu naprezenia wywolanego cigzarem wlasnym
z uwzglednieniem wplywu podioza
R. S. DOROSZKIEWICZ, J. L1ETZ, Z bada fotosprezystych wirnika generatora duzej mocy
A. CzuBak, Dobér parametréw ruchu przenosnikéw wibracyjnych
W. Precrocki, Analiza skonczonych ugigé stabo wypukiej membrany kulistej obcigzonej lokalnie
Z. THRUN, Metoda przyblizonego obliczania probleméw poczatkowo-brzegowych w zastosowaniu
do niestacjonarnych zagadnieri przewodnictwa cieplnego
K. WiLMaNsk1, Obciazenia dynamiczne belek. Belka Timoshenki
Biuletyn Informacyjny Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej

ZESZYT 3/1964
ARTUR KACNER — Wspomnienie po$miertne
W. Wierzsicky, Katastrofa budowlana jako przypadek unormowany
M. JaNusz, Zasada Bettiego jako podstawa warunkéw modelowych
S. ZiemBa, Rola mechaniki teoretycznej i stosowanej w rozwoju postgpu technicznego
J. Maryniak, Oscylacje rakiety lecacej po torze falistym w atmosferze Ziemi
Biuletyn informacyjny PTMTS:
Sprawozdanie z Kongresu Mechaniki w Monachium w 1964 r.
Sprawozdanie z konferencji Zakladu Mechaniki Ofrodkéw Cigglych IPPT PAN w Za-
kopanem
Sympozja naukowe IUTAM -

P e
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SPIS TRESCI

ZESZYT 1/1965

S. KaLsky, O pewnym uogblnieniu metody ortogonalizacyjnej

W. Bogusz, J. SkowRrONsKI, Synteza kinetyczna ogdlnego ukladu mechanicznego

Z. THRUN, O pewnym sposobie przyblizoncgo obliczenia nieliniowych zagadnien przewodnictwa
cieplnego

W. Gurkowski, Geometria roznicowa przestrzennej siatki punktow

W. Szczepikski, Wplyw efektow dynamicznych na przebieg procesdw ciagnienia metali

J. Orxisz, Problem odcigzenia obrotowo-symetrycznych powlok w stanie blonowym przy duzych
odksztalceniach niesprezystych

ZESZYT 2[1965

WITOLD WIERZBICKI—Wspomnienia po§micrine

Z. WastuTyNskI, O wyznaczaniu warunkdw réwnowagi i réwnan stanu przez pomiar odksztalcef

Z. WastuTYRskI, A. Brandt, Pomiary szeéciu skladowych odksztalcenia w $ciskanym walcu
betonowym

E. Soés, Tensor Kelvina-Somigliany dla ciala Jepkosprezystego

Z. WaszczyszyN, Dodwiadczalne badania nad skoriczonymi sprezysto-plastycznymi ugieciami
belek opartych na nieprzesuwalnych podporach

J. MiastrowskI, W. SzczEpINskI, Doswiadczalne badanie powierzchni plastycznosci wstepnie
odksztalconego mosigdzu

T. Acorsowicz, Niektére zwiazki wychylen skretnych i moment6éw reakcji waldéw drgajacych
jako podstawa metody do$wiadczalnego wyznaczania zmiennych naprezen Scinajacych

J. KasperkIEWICZ, Czujniki do laboratoryjnych pomiaréw standw naprezefi i odksztalceth we-
wnatrz elementéw . betonowych

Biuletyn Informacyjny PTMTS

Nastepny zeszyt Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej zawiera prace

S. OcugpUszko, Zmiany spowodowane w mechanice przez miedzynarodowy uktad jednostek miar
© W. Goagbt, Teoria stanu uporzadkowanego i mozliwosci jej zastosowania
J. Rycurewsky, Plastyczno$é ciat o skokowej niejednorodnosci
K. WiLMANskr, Cz. Wozniak, Uklady wspdirzednych prostokre§lnych w geometrii powierzchni
$rodkowych cienkich powlok
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