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O PEWNYM UOGOLNIENIU METODY ORTOGONALIZACYJNEJ
SYLWESTER KALISKI (WARSZAWA)

1. Uwagi wstepne

W problemach teorii drgan zasadnicza role odgrywaja metody przyblizone, w szcze-
gblnoéci metody wariacyjne i ortogonalizacyjne. Naleza do nich metody: RITZA,
TREFFTZA | GALERKINA. Niemozliwo$é uzyskania $cistych rozwigzad w wielu przy-
padkach zagadnief brzegowych doprowadzita do znacznego rozwoju wyzej cyto-
wanych metod rozwigzan. Poza literatura specjalng zostaty one njgte réwniez w opra-
cowaniach monograficznych, z ktérych do podstawowych nalezg ksiazki MICHLINA
(1, 2].

Podstawowa wiasno$cia metod Ritza, Trefftza i Galerkina jest fakt, ze poszukujac
rozwiazania przyblizonego dynamicznego problemu brzegowego w postaciu = Z a;p;

zadamy badZ spelienia przez te funkcje warunkow brzegowych (metoda lRitza,
Galerkina), badZz réwnan (metoda Trefftza). Poniewaz metoda ortogonalizacyjna
jest ogdlniejsza (nie wymaga wprowadzenia pojecia energii), zatem bedziemy méwic
w dalszym ciagu jedynie o niej. Réwniez metode Trefftza mozna przeksztalcié na
ortogonalizacyjng, jezeli warunki minimum kwadratéw zastapié na brzegu badz
warunkami ortogonalno$ci operatora brzegowego rozwiazania wzgledem funkcji ¢;
badZz odpowiednich ich pochodnych. Nalezy tutaj jeszcze zwrécié uwagg na fakt, ze
operujac w metodach Ritza i Galerkina norma energii [I, 2] mozna zaniedbad,
z teoretycznego punktu widzenia, spetnienie dynamicznych warunkéw brzegowych,
tj. takich, ktére dla operatora roézniczkowego rzedu 2k zawieraja kombinacje od
k-tej do 2k—1 pochodnej z pozostalg funkcja i pochodnymi;

Wyniki otrzymane za pomocg uktadu funkcji nie spelniajacych dynamicznych wa-
runkéw brzegowych staja si¢ od tych warunkéw niezalezne $cisle dopiero przy nie-
skoriczonej liczbie funkcji ;. Przy skosiczonej ich liczbie, szczegolnie za$ przy matej
liczbie, co ma najczeéciej miejsce w praktyce, nieuwzglgdnienie tych warunkow
w metodzie Galerkina prowadzi do istotnych bledéw. W praktyce jednakze, szcze-
gélnie dla bardziej ztozonych problemdéw brzegowych, trudno czgstokroé dobraé
uklady funkcji spelniajacych badz réwnanie, badZ warunki brzegowe. Jezeli nawet
takie funkcje znajdzie sig, to sg one zwykle tak skomplikowane, ze dalsze obliczenia
w oparciu o nie sa niewykonalne.

Nasuwa sie wiec pytanie, czy nie mozna by uogdlni¢ metody ortogonalizacyjnej
w taki sposéb, aby dopuszezata ona przy okreslonych warunkach operowanie ukfa-
dem funkcji @; nie spefniajacych ani ukladu réwnand, ani warunkéw brzegowych
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i prowadzita do dobrych wynikéw réwniez w przypadkach, gdy operujemy mala
liczba funkcji, jak to ma miejsce w klasycznej metodzie Galerkina, gdy uklad funkeji
@; spelnia warunki brzegowe. Otéz nizej chcielibysmy zaproponowaé tego rodzaju
uogdlnienie metody ortogonalizacyjnej, pozwalajacej operowaé funkcjami nie spet-
niajacymi réwnafl i warunkédw brzegowych. Funkcje te jednakze nie bgda zupelnie
wolne od ograniczef, mianowicie podlegaé beda pewnemu wyborowi zwigzanemu
z potrzeba wprowadzenia malego parametru charakteryzujacego odchylenie od
spehienia warunkéw klasycznych.

Nizej przedstawimy formalny szkic metody. Poniewaz idea rozwiazania opiera sig
na wprowadzeniu malego parametru, Zadaé bedziemy jedynie asymptotycznej zbiez-
nosci rozwiazan do rozwiazan metoda Galerkina i zmodyfikowang metoda Trefftza
przy £—0. Nie bedziemy wigc konstruowaé ogdlnego dowodu zbieznosci, lecz ogra-
niczymy si¢ do zbieznoéci asymptotyczneij, co w praktyce, z uwagi na ograniczona
liczbe funkcji, jaka si¢ operuje, jest na ogdt wystarczajace.

Warunki dostateczne rozwigzalnoéci dla przypadkow asymptotycznych granicz-
nych, tj. rozwigzalnosci metody Galerkina i Trefftza, sg znane [1, 2] i nie bedziemy
ich tutaj powtdrnie przytaczal. Odnoénie zatozen i warunkow dostatecznych gwa-
rantujacych zbiezno$¢ tych metod przyjmujemy je identycznie z [1, 2 i 3].

W drugim punkcie niniejszej pracy naszkicujemy ide¢ metody, w trzecim zilustru-
jemy ja na przykladzie prostokatnej plyty drgajacej, sprezyscie utwierdzonej na
obwodzie.

2, Idea metody

Proponowana metoda obejmuje zaréwno réwnania wektorowe, jak i uktady réw-
nan skalarnych oraz réwnania dowolnego rzedu charakteryzujace si¢ uktadem wa-
runkdéw brzegowych. Dla jasnoSci jednakze i skupienia uwagi przedstawimy ogdlng
ideg¢ metody na najprostszym przypadku, tj. rozwazymy réwnanie skalarne drugiego
rzedu. W nastgpnym natomiast punkeie rozwazymy przykiad réwnania wyzszego rze-
du. Uogdlnienie tego sposobu postgpowania na uktady réwnan jest automatyczne.

Rozwaimy dowolne liniowe réwnanie drugiego rzedu o dowolnej liczbie zmien-
nych niezaleznych w postaci

(2.1 Lu=f
z warunkiem brzegowym
(2.2) Ky = P.

Warunek (2.2) moze byé dynamiczny, nienaturalny.

Jak wiadomo, sprowadzi¢ mozna réwnanie (2.1) i warunek brzegowy (2.2) zawsze
do takiej postaci, w ktérej jedno z tych réwnan bedzie jednorodne. Stosujac metode
Galerkina mozna np. (2.2) sprowadzi¢ do formy jednorodnej, tj. przy P=0.

Gdyby$my chcieli zastosowaé do rozwigzania naszego problemu metode Galerki-
na, wowczas zakladajac rozwigzanie w postaci

(23) U= Zaifpi,
i=1
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zadalibySmy od funkcji ¢; spelnienia jednorodnych warunkéw brzegowych (2.2).
Wspélczynniki ¢; (badZ wartosci wlasne) wyznaczyliby§Smy z warunkéw ortogonal-
nofci operatora L od rozwigzania (2.3) wzglgdem funkeji ¢; w obszarze ograniczo-
nym brzegiem. Natomiast w zmodyfikowanej metodzie Trefltza Zadaliby§my, aby
@, speiniaty réwnanie, za§ a; wyznaczyliby$my z warunkdéw ortogonalizacji operatora
K od (2.3) po brzegu wzgledem funkcji ¢; (przy P # 0 za§ f=0).

Obecnie przyjmiemy jako rozwigzania dwa uk}ady zupelne funkcji ¢; oraz ¢, linio-
wo niezalezne, z ktérych oba nie czynig zado$¢ ani réwnaniu, ani warunkom brze-
gowym. Jednakze ukdady funkcji ¢;, ; podajemy pewnym dodatkowym zalozeniom.
Mianowicie zadamy, aby funkcja ¢; pierwszego ukiadu nie spelniajac réwnania
w ogble, nie spelniala warunkéw brzegowych tylko «nieznaczniey, tj. tak, aby np.
amplituda operacji Ku «niewiele» réznita si¢ od zera, méwige innymi stowy, aby
mozna bylo wprowadzié¢ maly parametr e, charakteryzujacy stopiei niezerowania
sie Ku.

Podobnie dla funkcji y; Zadamy, aby nie spelniajac warunkow brzegowych w ogole,
byly bliskie spetnienia réwnania jednorodnego (2.1), tak aby odchylenie od Lu =0
charakteryzowalo sie réwniez malym parametrem &,. OczywiScie okre§lenie: uktad
funkcji «w przyblizeniu» spetnia operator, odnosi si¢ zawsze do réwnai (operatoréw)
jednorodnych. Te dodatkowe zadania odno$nie funkcji ¢, oraz v; utrudniaja oczy-
wiscie ich wybdr, jednakze jest on znacznie latwiejszy anizeli w metodach klasycz-
nych. Wielokrotnie inZynier badajacy dany problem potrafi na podstawie przestanek
intuicyjnych dobraé tego typu funkcje z dokladnoscia do matych odchylek, a nie
§ci§le jak w metodach klasycznych. Uklady funkcji ¢;, v; powinny stanowié linio-
we niezalezne ukiady zupeine tylko wtedy, gdybySmy chcieli sprowadzi¢ problem
do nieskonczonego ukfadu réwnan i badaé dgzenie rozwigzania przyblizonego do
Scistego. W przypadku operowania skoriczong liczbg funkcji z warunku zupelnoéci
mozna zrezygnowacé.

Rozwigzania naszego problemu bedziemy zatem poszukiwaé w postaci

(24 u= Zai(Pi‘l“Z bi,
izl

i=1

przy czym niekoniecznie m=n. Liczby te zaleza od fizycznie stawianych celéw za-
dania (np. jezeli istotniejszg role odgrywaé beda warunki brzegowe m>>n itp.). Poza
tym funkcje ¢, i y; spelniaja ombwione wyzej warunki.

Podstawiajac (2.4) do (2.1) i (2.2) zadaé bedziemy ortogonalno$ci operatora réwna-
nia od rozwiazania (2.4) wzgledem funkcji ¢;, operatora za§ warunkéw brzegowych
wzglegdem v; (lub wzgledem ich pochodnych, jezeli same funkcje zeruja si¢ tozsamo$-
ciowo na brzegu). Taki tok postgpowania pozwoli uzyskaé n--m réwnan wzgledem

n n
wspdlezynnikéw a; i b;. Zauwaiymy, Ze poniewaz L(Z b,-l/!,-) oraz K( ai(f)l) za-
i=1 i=1
wieraja zgodnie z zaloZeniem male parametry, tzn.

n

ey 1S - ot ;":’b,.,,,,.), K Sag) = ok (Sap),

=] i=1
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to Zadanie ortogonalnoéci réwnania wzgledem ¢, warunku za§ brzegowego wzgle-
dem v; jest podyktowane i uzasadnione tym, Ze Zagdamy spelnienia réwnania przez
n

m

rozwiazanie Z a;p; przy potraktowaniu matych czionéw Z( Z b,n/;,-) jako znanej
i=1 i=1

czesel niejednorodnej tego rdownania. Analogicznie, ale na odwrdt przebiega rozu-
mowanie dla operatora warunkéw brzegowych.

Z matematycznego punktu widzenia zadamy, aby przy & — 0 rozwigzania dla
klasycznych metod Galerkina i Trefftza, ktére otrzymujemy przy asymptotycznym
przejciu z &; do zera — mialy sens — istnialy, byly jednoznaczne i zbiezne. Jak
juz wspomnieli§my we wstepie, dla metod klasycznych zakladamy, ze sg speinione
warunki dostateczne stosowalno$ci (zbieznoéci) tych metod [1, 2].

Od rozwiazania przy & # 0 nie zadamy ogélnie zbiezno$ci, lecz jedynie zbiez-
nosci asymptotycznej, tj. aby przy &; — 0 rozwigzania zmierzaly do znanych rozwig-
zafi metody Galerkina czy Trefftza, ktérych istnienie zapewnili§my spemieniem
wyZzej cytowanych warunkéw dostatecznych. Mamy tutaj sytuacj¢ podobna jak
w metodzie Krylowa-Bogolubowa w teorii drgan nieliniowych. Poniewaz w praktyce
z reguly operujemy skoiiczong liczba funkcji, zatem warunek zbiezno$éi asympto-
tycznej dla malego parametru e jest praktycznie wystarczajacy.

OczywiScie mozna prébowaé dowiesé, podobnie jak w niektérych zagadnieniach
metody Krylowa-Bogolubowa, poza zbieznoScia asymptotyczna réwniez zbiez-
no$é rozwigzan przy ¢; # 0. Dowdd taki dla dostatecznie mafych &; nie nastrgcza
trudnosci. Nie przytaczamy go tutaj, gdyz dla przypadkéw, w ktérych operujemy
skoniczong liczba funkcji, nie przedstawia on istotniejszego praktycznego znacze-
nia, strona praktyczna za$ zagadnienia jest zasadniczym celem niniejszego arty-
kutu. Tutaj natomiast otwarta pozostaje kwestia, na ile w ogole istnieje koniecz-
nos$é wprowadzenia malych parametréw lub w jakim stopniu. Zagadnienie to sta-
nowi powazny problem matematyczny i wymaga glebokiej analizy. Nie bgdzie-
my poruszaé go mna obecnym etapie ograniczajac si¢ do zaloZenia zbieznosci
asymptotycznej. Zgoduie z tym co powiedzieliémy wyzej, warunki ortogonalno$ci
w naszym problemie ksztaltowaé sie beda przy uwzglednieniu (2.5) nastepujaco:

f{L(Za,(pi)—{—sgz(Zb,w,)—f}(pde=0, k=12..n,
(26) 14 =1 ) l=lln
Sf{ell?(Zaiqa,-) —{—K(Zb,-y);) — P}ip,’,"dS =0, k=12..m,
i=1 f=1
gdzie ¥V oznacza calkowanie po obszarze, S— po konturze, przy czym zamiast
Y% moga wejsé badz same funkcje v, badz pochodne normalne do konturu, o ile
same funkcje zeruja si¢ tozsamosciowo na brzegu (w przypadku réwnan wyzszych
rzgddéw moga to by¢é réwniez odpowiednio wyzsze pochodne). Uktad réwnan (2.6)
pozwala ma wyznaczenie wspolczynnikéw «;, b; badZ tez wartosci wlasnych, gdy
fS=P=0. Roéwnania (2.6) mozna rozwiazywaé bezposrednio, mozna jednak
uproéci¢ rozwiazywanie peilnego ukladu réwnah wykorzystujac metode malego
parametru. Mianowicie przyjmujac przy operowaniu rzgdami wielkoéci & ~ &, ~ ¢

2.7 a; = dy - eay a4 ..., by = bg; - eby; +- €%by; - ...
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i podstawiajac do (2.6) oraz przyréwnujac do siebie wielkoéci odpowiednich rze-
déw malosci wzgledem e znajdujemy

n

Fle{Sreum) -t <o

14 i=1
f{L(i’(m%) +Z(§?»b0,?/}i)}(pkdl/ =0,
voi= iz
f{L(Z":a?i(Pi) "[“Z<ijb1i1/)-')} pdV =0, k=12,..,n
(2.8) v '=’: i=1
Sf{K(Z bm"/)i) — P} pFdS =0,
i=1

SRS awe)+ (X bay)} vt as = o,

S i=1 i=1
n

TS aup) + K[ bup)lyzds =0, k—12..,m
i=1

S i=1

W praktyce mozna korzystaé badZz z ukladu réwnan (2.6), badZz (2.7) i (2.8).
Ze wzgledu na wyzsza dokladno$¢ przy badaniu prostszych uktadéw [gdzie laczny
uklad (2.6) nie jest zbyt skomplikowany] warto stosowaé bezposrednio uklad réw-
nan (2.6). Gdy réwnanie jest wyzszego rzgdu (lub mamy ukiad réwnan), wow-
czas rozwiqzanie (2.4) musi zawieraé wicksza kombinacje funkcji. Na przykiad
gdy mamy jedno réwnanie i dwa warunki brzegowe, trzeba wprowadzié trzy ukla-
dy funkcji i, vi, 0,, z ktérych kazdy nie spehia tylko jednego z trzech operatoréw
(réwnania i dwéch warunk6w brzegowych) w ogéle, a pozostate spetnja z doklad-
noscia do malego parametru. Wéwczas uktad réwnan buduje si¢ z warunkéw orto-
gonalnoéci kazdorazowo danego operatora wzgledem tego ukladu funkeji, ktdry
nie spelnia go «w ogdle». JezZeli uklad funkcji spelnialby np. jeden z warunkéw
brzegowych, wowczas mimo Ze réwnanie jest czwartego rzedu, rozwigzanie (2.4)
przyjmiemy w postaci uktadu dwéch funkcji. Procedure t¢ mozna w taki sam sposéb
rozszerzy¢ na dowolny rzad réwnania i dowolny uklad réwnan. Sposéb kon-
strukcji rozwigzania zilustrujemy na przykladzie.

3, Przyklad

Jako przyklad rozwazymy drgania wilasne plyty prostokatnej sprezysScie utwier-
dzonej na obwodzie. Rozwiazanie takiego problemu w postaci zamknigtej, jak
wiadomo, nie jest znane. Zakladaé bedziemy, ze funkcje @; i v; spetnia¢ beda wa-
runek ugigcia réwnego zeru na obwodzie plyty, tj. pierwszy warunek brzegowy,
nie beda spetnia¢ natomiast drugiego warunku brzegowego, tj. sprezystego utwier-
dzenja. W przykladzie tym wprowadzimy maty parametr tylko do operatora brze-
gowego. Przekonamy sig, ze i w tym przypadku uzyskamy bardzo dobre wyniki.
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Mimo Ze druginie spelniony przez ¢;, y; warunek brzegowy nalezy do dynamicz-
nych, to jak juz wspomnieli$émy, korzystajac z malej liczby funkcji jego niespel-
nienie w metodzie Galerkina prowadzitoby do istotnych bieddw.

Rozwazmy plyte prostokatna (w konkretnych rachunkach zatozymy plyte kwa-
dratowg). Réwnanie drgan swobodnych plyty ma postaé

2
3.D Viw —ow =0, o2 =&
D
z warunkami brzegowymi (rys. 1) na obwodzie
0w ow
(32) W=0, m :i:ka—,

gdzie n jest pochodna normalng do konturu plyty, przy czym dla x,y = 0 bierzemy
+k, dla x,y=a bierzemy — k.

— ;‘——-
s K
Qw . M/—
it it g
Y

Rys. 1

Rozwiazanie (2.4) przyjmiemy w postaci
(3.3) w=agp+by,

. WX, my 2mx 25y

(3.4 ¢ =sin—-sin—-, w:(l—cos " )(l—cos—a—).
Funkcja ¢ spetnia warunki brzegowe swobodnego podparcia, zas v petnego utwier-
dzenia. Obie funkcje nie spetniaja réwnania (') i drugiego warunku brzegowego.

Jezeli liczba k charakteryzujaca stopieft utwierdzenia ptyty na brzegu jest bardzo
duza, tzn. plyta jest bliska plyty utwierdzonej, wéwczas funkcja o «prawie» spelnia
drugi warunek brzegowy nie spelniajac réwnania.

Jezeli k jest bardzo mate, funkcja ¢ speinia z matym parametrem drugi warunek
brzegowy nie spetniajac réwnania.

W ostatnim wigc przypadku réwnanie bedziemy ortogonalizowaé za pomocy
funkeji @, warunek za§ brzegowy za pomoca funkcji v (zgodnie z oznaczeniami

() Funkcja ¢ dla swobodnie podpartej plyty jest funkcja wiasna.
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poprzedniego paragrafu). W pierwszym natomiast przypadku nalezy odwrot-
nie ortogonalizowaé réwnanie za pomoca funkeji v, warunek za§ brzegowy za
pomocg ¢, gdyz maly parametr dla warunku brzegowego zwiazany jest teraz
z funkcjg . Dla zachowania oznaczed poprzedniego paragrafu nalezaloby dla tego
przypadku przemianowa¢ funkcje ¢ i y. Rozwazymy oba warianty. Rozpoczniemy

od malego k.
1. Dla matego k réwnanie (2.6) po wykorzystaniu wlasnoéci symetrii dla pierw-

szej czestosci harmonicznej przyjmie postaé nastgpujaca:

f f {a1(4———oc2) sin — sm——{—bl [—— 16005% (l—cosz—zy)—{—

+32cos 2—cos 2ny — 16 cosz—y;y (1 — cos ch)] —
a
—bloc2(1—coszn—x) (l—cosﬂ)lsmgT ydxdy—O
a a /| a
2nx 27y
(3.5) 1 —a1—5111—51n—+b1 ST l—cosT —

. 2 . .
— kay T eos Psin P kb, =7 sin 2mx (1 — COS _2ny)] x
a a a a a a

Po scatkowaniu znajdziemy:

640 , 64a* 9n?
—? - | = —_
(3.6) (1 o = 4)+ 1(9 ) —o? 97'56) 0, a; 4kab1,
skad
nt ! +285160’1a k
(3.7) R S o
at I 1;)1244(1 k

Rozwiazanie (3.7) jest wazne dla malych k(k — maly parametr), Gdy k-0, to

7t D 272
(38) o = 42]: w = é) 02 )
co pokrywa sig z rozwigzaniem $cistym. Wynika to stad, ze jak juz wspomnieli§my,
funkcja ¢ jest funkcja wlasna dla czestosci podstawowej plyty swobodnie podpartej.
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Gdy k — oo, wéwczas k przestaje byé malym parametrem i wynik powinien byé

4
obarczony pokaZnym bledem. RzeczywiScie dla k — oo, mamy o = 16%

400

(3.9)

36,1

co daje w stosunku do znanej wartosci znalezionej na innej drodze w =

blad rzedu ponad 10%. Blad taki dla czgstosci uwaza sig za duzy. Blad dla amplitud
bedzie w takim przypadku znacznie wiekszy. Rozwazmy teraz przypadek duzego k.

2. W przypadku duzego knalezy zamieni¢ rolami funkcje ¢ iy (maty parametr 1/k).
Uktad réwnan (2.6) przyjmie teraz postaé réing od (3.5)

f“al(Lt—-az)sm sm——}—bl [—XGCOQZJZ—( )

—320052n—xcos-2ly-16co 27Ty( cos )]
a a a

(3.10) — by o? (1 — COoS 2L) (1 — Cos Ziy)} X
a a

X (1 — COs MTX) (1 — COS 2my

;. )dxdy =0,
o 2 .
f [b1? (1 — cosiay) — kalgsm %)] sm—dy = 0.

0

Po scatkowaniu znajdujemy

256 2 64 o 9
@3.11) al(——g—%—?a—az)+b1(32——za2a2)—-0 aF%bl,
stad
512 1

612 o 1284 7 Gk

9 4t 16384 1
V5
Rozwiazanie jest wazne dla bardzo duzych k. Gdy
4
{3.13) koo, to oz’~’=1—28i oraz w = D 36,9
9 at 0 &’

co réZni sig nieznacznie od wartosci $cislej

J1_ /D
P E :
Gdy k — 0, biad ogdlnie biorgc powinien by¢ znaczny, analogicznie jak w poprzed-

nim skrajnym przypadku. Jednakze tak miataby sie rzecz, gdyby funkcja ¢ nie byta
akurat pierwszg funkcja wiasng dla plyty swobodnie podparte;j.
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W naszym natomiast przypadku, gdy k — 0.

., 128 2% 512-243 at
G149 W= T esd T Y

co pokrywa si¢ ze §cisty wartoscia. Gdyby ¢ nie bylta akurat pierwsza funkcja wlasng
ptyty swobodnie podpartej, Jecz inna funkcja speiniajaca analogiczne warunki brze-
gowe, wowczas blad bylby znaczny, podobnie jak w pierwszym przypadku. Gdy
natomiast k#0, lecz jest male, wowczas poprawki otrzymane dla »? ze wzoru (3.7)
bedg bardzo bliskie rzeczywistych, otrzymane za$ ze wzoru (3.12) beda niedcisle.
Tym samym ogdlnie biorac rozwigzanie typu (3.12) zachowuje moc dla duzego k.
Oczywiscie wyniki mozna by znacznie uécisli¢, gdyby pbd uwage wzigé nie dwie
a np. cztery funkcje ¢;, v W wielu przypadkach metoda powyzsza prowadzi do
celu rowniez i wtedy, gdy nie wprowadzi sie matego parametru. Jednakie ogdlne
rozstrzygniecie tej kwestii nie jest proste i dlatego w pracy ninijejszej nie wykraczamy
poza metode asymptotyczna.

Wyzej rozwazyliémy problem wiasny. Réwnie dobre wyniki otrzymuje si¢ i dla
przypadku poszukiwania amplitudy lub probleméw statycznych. Na przykiad,
jezeli rozwazyé plyte z niniejszego przyktadu przy pominigeiu sit bezwladnosci
i nieskoficzenie rozlegta w kierunku osi y oraz obciazona w $rodku sknpiong sila
rozlozong liniowo (stala) w kierunku y przy danych matych katach ¢ na obu kra-
wedziach x = 0, @, to wowezas ugigcie pod sita wyniesie: dla ¢ =0

Pa?
(315) Wy = W:
dla ¢ # 0 wedtug rozwiazanja $cistego
1 [Pa?
'(316) Wy = F(Tﬁ—FO,ZS(pa),

dla ¢ # 0 wedtug metody proponowanej w pracy przyjmujac ¢ i y dla zmiennej X
identycznie jak w niniejszym przyktadzie
1 [Pa®
' .1 == — | —— .
(3.17) W =1 (194 +0,28¢a)

Jak widaé, wyniki sa dobre juz przy najprostszej postaci przyjetego przyblizenia.

4. Uwagi koncowe

Reasumujac wydaje sie, Ze zaproponowana metoda daje mozliwoé¢ konstrukeji
przyblizonych rozwigzaf metoda ortogonalizacji za pomoca ukfadu funkcji nie
spetniajacych réwnan i warunkéw brzegowych, jezeli udaje sig wprowadzi¢ maty
parametr. Przy tym zada sie tylko zbieznosci asymptotycznej do znanych rozwia-
zath Galerkina i Trefftza. Metode stosuje si¢ do probleméw z naturalnymi i dyna-
micznymi warunkami brzegowymi, przy czym w przypadku naturalnych warunkéw
brzegowych odgrywa réwniez istotng role, gdyz jak wiadomo, operujac mata liczba
funkcji metoda Galerkina prowadzi w takich przypadkach na ogol do istotnych
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bledéw. Metoda daje niekiedy réwniez wyniki, nawet jezeli nie uwzgledni¢é matego-
parametru, jednakze ta sprawa stanowi problem otwarty, nie poruszony w pracy
niniejszej. Zagadnienie to stanowi powazny problem natury ogdlniejszej i nie byto.
rozwazane w pracy niniejszej.

Literatura cytowana w tekscie

1. C. T. MUXJUH, IIpausie memodst ¢ mamenamunecroti gusuxe, 1950.
2. C. . MuxXJ.uH, Bapuayuonnsie semodst 8 mamemamuvecxoil gusuice, 1957.
3. B.A. M

EOBENEB, O cxodusocmu memoda Bybnosa-Iasepruna, Ilpumwr, Mar. Mex., 6,
27 (1963).

Pezwome

O HEKOTOPOM OBOBHWEHMWM OPTOTOHAJIM3AIIMIOHHOIO METOIA

B pafore 06061uaeTest OPTOrOHANMMIAHOHBLIN METOA Ha Ciyyall cucrembl (hyHKIMI, HEyTOBIE-
Teopsownx augbepeHINANPHOMY YPABHEHHIO HU KDAeBLIM YCJIOBHAM, MeETOX OCHOBBIBaETCA
HA BBCJAECHUM MANOrO NapamMerpa OTKJIOHEHH, a TAaKyKE HA ACUMITOTHUECKON CXOAMMOCTH.

Summary

ON A GENERALIZATION OF THE METHOD OF ORTHOGONALIZATION

In the paper the author discusses a generalization of the method of orthogonalization on the
case of a system of functions which staisfy neither the differential equation nor the boundary con-

ditions. The method rests upon the introduction of the small parametr deviations and the asympto-
tic convergence.

ZAXKEAD BADANIA DRGAN
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 7 wrzeSnia 1964 p.
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SYNTEZA KINETYCZNA OGOLNEGO UKEADU MECHANICZNEGO
WEADYSEAW BOG USZ, JANISEAW SKOWRONSKI (WARSZAWA)

Wstep

Zagadnienie konstrnowania maszyn i urzadzen mechanicznych na podstawie
-warunkéw optymalnych jest jednym z podstawowych probleméw w przemysle
maszynowym. Konstruktorzy musza realizowaé coraz bardziej skomplikowane
‘warunki stawiane maszynom odnoénie ich cigzaru, wytrzymatosci, trwalosci, bez-
pieczenstwa 1 dokladnoéci ich pracy. Korzystaja przy tym z wynikéw badan nauko-
‘wych, pomiaréw i teorii ukladéw mechanicznych. Tok postepowania jest skompli-
kowany i prowadzi od analizy przypuszczalnego modelu uktadu do syatezy i po-
wtérnej analizy.

W artykule zajmiemy si¢ kinetyczna synteza ogdlnego ukladu mechanicznego.
Po sformulowaniu problemu podamy przeglad wynikéw badai w tej dziedzinie
‘w oparciu o wspolczesna literature oraz mozliwe podejécia do konkretnych zagad-
nied. Sformutowanie problemu oprzemy na modelu ukiadu mechanicznego, ktory
rozwazany jest w pracach [62, 63, 64]. Model zastepujacy rzeczywisty uktad mecha-
niczny jest ukladem punktéw materialnych potaczonych ze soba sprezynami, thu-
mijkami dodatnimi i cze¢Sciowo wjemnymi i obciazonych uogdlnionymi sitami ze-
wnetrznymi. W praktyce stosuje si¢ dwa typy modeli: o potaczeniu prostym i rozga-
fezionym. Modelami o polaczeniu prostym zastepuje sie np. waly wykorbione,
mosty, dZwigli oraz maszyny, w ktérych przekazywanie mocy jest jednoliniowe.

Ji

]

O

Rys. 1

Modelami rozgalezionymi zastgpuje sie¢ urzadzenia mechaniczne, w ktérych wy-
stepuje rozgalezienie strumienia mocy, jak np. naped §ruby okretowej turbinami
niskiego i wysokiego ci$nienia oraz konstrukcje, w ktorych jeden element jest po-
Yaczony przynajmniej z trzema innymi elementami za pomoca wigzdw sprezystych.
Dwa takie modele przedstawione sa na rys. 1. Model la przedstawia wal wykor-
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biony, a model 1b —naped turbinami I, i I, §ruby okretowej. Przez I oznaczono
momenty bezwladno$ci, a przez k — polaczenia sprezZyste.

1. Zagadnienie syntezy kinetycznej

Ruch ukladu zastapionego modelem moZe byé opisany réwnaniem rézniczko-
wym w postaci wektorowej

(1.1) G+ F(g,4,0)=0

z warunkami poczatkowymi (4, ¢p, §p)&¢2, gdzie g, ¢ oznaczaja n-wymiarowe wek-
tory, f{mkcja F(q, q, 1) okreéla pole wektorowe w obszarze otwartym £2, zawartym
w czasoprzestrzeni (2n+ 1)-wymiarowej Euklidesa, za§ obszar £, jest zawarty
w 2 i okre§lony jest w nastepujacy sposéb:

(12) Qa{lqol<“, |40|<aa 0<l‘0<+00},

gdzie o jest dowolng stala. Dodatkowo przyjmiemy zatoZenie, ze dla ukladu (1.1)
sg spetnione warunki istnienia i jednoznaczno$ci rozwigzan.

Zgodnie z wlasno$ciami przyjgtego modelu mechanicznego operator F(g, 4, 1)
moze by¢ przedstawiony w postaci réznicy operatora charakterystyk i operatora
wymuszenia:

(1.3) F(q,4, ) = F(g,§) —G(q, ¢, 1.
Operator F mozna przedstawi¢ w postaci
(1.4) F(g,4) = *(|ql, 9) +D"(q], ) + ¥ (g).

gdzie @F jest operatorem ttumienia dodatniego, ®" — operatorem tlumienia czg~
§ciowo ujemnego, ktore jest wynikiem dziatania zewnetrznego Zrédla enmergii, a ¥
jest operatorem sit sprezystych.

Odnoénie tych operatoréw uzasadniono w pracach [62, 63, 64] pewne ich dodat-
kowe wlasnoéci. Na podstawie tych wlasnoSci przyjmiemy nastepujace zalozenia

(1.5) i (1.6)

. oor opr
(1.5) @7 =0, D%(ql,00)=0, ——>0, -—>0
dla ¢ i ¢ nalezacych do 2n-wymiarowego podobszaru 4 zawartego w Q;
. oo" op"
1.6) @"g >0, —>0, ——>=0, @(q,00)=0
( q 5 3d] (4], 0

dla |g]e(Q, 20) i g < oo, gdzie Q jest pewna stala, a g i ¢ naleza do 4.

Nieréwnosci (1.6) nie musza byé spelnione dla |g] <t 0, czyli " w tym przedziale:
moze by¢ dowolnym operatorem. Zakladamy jednak, ze istnieje pewna stata M*
zalezna od Q i taka, ze spelniona jest nieréwno$é

| D" < M*(Q)

dla kazdego ¢ i g nalezacych do 4.
Odnoénie operatoréw ¥ i G zalozymy

(1.7) - Y(g)g=>0, ¥(0)=0
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dla ¢ i ¢ nalezacych do 4, a
(1.8) G(g, 0,0 dla  1£0.

W teorii drgain nieliniowych wystepuja dwie grupy zagadnied. Do pierwszej
naleza zagadnienia istnienia ruchu rzeczywistego, opisanego réwnaniami, wypro-
wadzonymi na podstawie przyjetego modelu. Sg to zagadnienia zwiazane ze struk-
tura ukladu, charakterystykami oraz stateczno$cia ruchu. Do drugiej grupy nalezy
zagadnienie rozwiazania otrzymanych réwnan i oceny dokfadnosci otrzymanych
wynikéw. Na tle tych dwdch grup zagadnied rozwija si¢ teoria analizy i syntezy.

Aby przejs¢ od rzeczywistej konstrukcji do modelu i do réwnan opisujacych ruch,
stosujemy analiz¢ strukturalng. Przy dzialaniu odwrotnym, a wicc projekinjac
konstrukcj¢ na podstawie obranego modelu, stosujemy synteze strukturalna. Oprécz
tych dwéch operacii nad struktura ukiadu rozrézniamy jeszcze analize kinetyczna
1 syntezg¢ kinetyczna.

Analiza kinetyczna polega na badaniu przebiegu rozwigzad réwnan ruchu, zag
taki dobor operatoré6w w réwnaniu ruchu, aby otrzymaé zadang postaé ruchu,
jest synteza kinetyczna. Do konstrukeji uktadu mechanicznego dochodzimy przez
wielozwrotna analiz¢ i syntez¢ kinetyczng i strukturalna.

Rozwazmy jeden krok w tej procedurze, synteze kinetyczna, zaktadajac ze w wy-
niku analizy i syntezy strukturalnej otrzymaliémy model zastepczy i réwnania
ruchu w postaci (1.1) oraz analiza kinetyczna okre§liliSmy przebieg rozwiazania
tych réwnan. Zadaniem syntezy kinetycznej jest wyznaczenie operatora F(g, 4, 1)
z pewnej dopuszczalnej klasy funkeji okreSlonych w pewnym obszarze £2 w ten
sposob, aby ruch okreflony réwnaniami (1.1) spetnial z gdry ustalone warunki.
Oczywidcie, Ze istnienie rozwigzania syntezy (istnienie operatora F) zalezy od wa-
runkdw, ktére majg byé zrealizowane przez uklad. Jezeli istnieje rozwiazanie syn-
tezy, uktad mechaniczny nazywamy syntezowalnym ze wzgledu na zadane warunki.
Klasa funkcji dopuszczalnych, okreslajacych operator F, nazywa si¢ zakresem synte-
zZowalnofci, a obszar £ — obszarem syntezowalno$ci. Operator F spelniajacy wa-
runki syntezy nazywa si¢ funkcja syntezujaca.

W celu rozwinigeia teorii tak okre§lonej syntezy kinetycznej nalezy rozwigzad
zagadnienia istnienia i jednoznaczno$ci rozwiazan oraz opracowaé metode otrzy-
mania rozwiazania. Trudno$ci zwigzane z tymi zagadnieniami mozna scharaktery-
zowaé nastgpujaco.

Uklad (1.1) otrzymany w wyniku syntezy strukturalnej zawiera operator F na-
lezacy do pewnej klasy funkgeji, a wiec ruch opisany uktadem (1.1) ma pewne og6lne
wiasnoéci. Jezeli warunki syntezy kinetycznej sa sprzeczne z tymi wlasno$ciami,
to rozwiazanie syntezy nie istnieje.

Przypu$émy np., ze uklad (1.1) opisuje ruch ukladu zachowawczego. Zadanie
wyznaczenia funkcji F(g) w ten sposéb, aby ruch zanikal, jest niemozliwe i synteza
kinetyczna nie ma rozwiagzania. Mozna oczywiScie przytoczyé wiele przykladéw,
w ktorych synteza nie ma rozwiazania i z tego wzgledu kazda synteze musi poprze-
dza¢ analiza kinetyczna w celu ustalenia zakresu syntezowalnosci i ogdlnych wia-
snoéci ruchu,
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Jezeli operator F okre$la jedyna funkcje syntezujaca, to synteza nazywa si¢ brze-
gowa, w przypadku za§, gdy okre§la on pewna podklasg w zakresie syntezowal-
noéci, synteza jest wewnetrzna. Przykladem syntezy brzegowej moze by¢ dobdr
funkcji ¥ (q) = k%q w réwnaniu drgan ukladu: §+ ¥ (q) +2hg = Asinwt tak, aby
amplituda drgan osiggata maksimum przy danych % > 0 oraz w. Jedyna odpowie-
dzia jest tu k? = .

Przykiadem syntezy wewnetrznej jest taki dobér funkcji ¥ (§) = 2hg, aby ruch
opisany réwnaniem § + 2hg -+ k% = 0 byl oscylacyjny. Odpowiedz nie jest jedyna,
gdyz otrzymujemy nieréwno$é k% — A2 > 0. W obu przykladach zakresem synte-
zowalno$ci jest klasa funkcji liniowych.

Mozna ogdlnie scharakteryzowaé synteze brzegowa jako rozwiazanie proble-
mu przez dobér ustalonych parametréw lub postaci operatora F bez mozliwosci
dalszych zmian. Przy syntezie wewngtrznej mamy mozliwoSci wyboru parametrdw
Jub funkcji spoéréd funkeji syntezujacych, na przykliad przez optymalizacje. Z tego
wzgledu synteze kinetyczna czesto niestusznie nazywa sie optymalizacja.

Optymalizacja rozwinigta w teorii ukladéw automatyki ma odmienny sens.
Majac dany sygnal na wejéciu szuka si¢ w teorii optymalizacji operacji matematycz-
nych, ktére nalezy zastosowaé na tym sygnale po to, aby na wyjsciu spetnial on
zadany warunek. Operacje matematyczne sa wprawdzie funkcjami optymalizuja-
cymi, ale realizacja ich przez konstruktora jest dowolna. Wymaga to dalszej pracy
konstruktora, ktéra mozna nazwaé synteza, przy czym funkcja optymalizujaca jest
warunkiem syntezy.

Celem syntezy kinetycznej jest natomiast podanie konkretnych rozwiazan kon-
strukcyjnych’ dotyczacych! sit sprezystych, sit ttumienia lub sit wymuszajacych
w modelu przedstawiajacym maszyne. Zadaniem konstruktora jest jedynie dobranie
elementéw przedstawionych na modelu o okre§lonych wiasno$ciach i zbudowanie
Z nich maszyny.

Mimo tej réznicy migdzy optymalizacja a synteza kinetyczng, metody stoso-
wane w optymalizacji mozna przenie§¢ do syntezy zaleznie od warunku syntezy
oraz od modelu mechanicznego. Przypuéémy dla przyktadu, ze w procesie syntezy
kinetycznej nalezy otrzymac ruch opisany dana funkcja czasu dla danego modelu
mechanicznego. W tym przypadku metoda minimuwm kwadratu $redniej odchytki
stosowana w teorii optymalizacji moze byé przeniesiona bez modyfikacji do syn-
tezy kinetyczne;.

Oméwimy obecnie pewne grupy zagadnien zwiazanych z synteza kinetyczna.
W modelu mechanicznym, ktérego ruch opisuje uktad réwnan (1.1), wystepuja
dwa operatory ﬁ'(q, @) i G(q, g, ©). Pierwszy z nich okrela charakterystyki ukla-
du, drugi jest operatorem wymuszajacym ruch. Wiele zagadnien syntezy kinetycz-
nej dotyczy wyznaczenia operatora F przy danym wymuszeniu G i Zadanym prze-
biegn ruchu. Oznacza to, ze majac model mechaniczny nalezy ustali¢ typ ukladu
(liniowy, nieliniowy) oraz wyznaczy¢ jego charakterystyki sit sprezystych i ttumie-
nia. :

Z tego rodzaju zagadnieniem spotykamy sie przy konstrukcji amortyzatordw
i thumikéw w pojazdach mechanicznych, Wymuszenie ruchu przez nieréwnosci
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jezdni mozna dla pewnych typdw jezdni okresli¢, a nastgpnie w procesie syntezy
mozna wyznaczy¢é charakterystyki amortyzatoréow i ttumikdéw przy warunku jazdy
bez wstrzaséw.

Tok rozwiazania tego zagadnienia powinien przebiegaé nastepujaco. Pojazd
mechaniczny nalezy zastapi¢ modelem i utozy¢ ogdlne réwnania ruchu. Ten proces
jest przedmiotem analizy i syntezy strukturalnej. Syntezg kinetyczna moina prze-
prowadzi¢ metoda kolejnych przyblized. W pierwszym przyblizeniu mozna przyjaé
uktad liniowy i ustalié¢ wiasno$ci mozliwych do zrealizowania ruchow. Jezeli w za-
kresie tych wlasnoéci mozna zrealizowal Zadany przebieg jazdy, to przystepujemy
do okreslenia charakterystyk liniowych amortyzatordw i tlumikoéw.

Z praktyki wiadomo, Ze ten prosty narzucajacy si¢ tok postepowania, nie pro-
wadzi do zadowalajacych wynikéw. W drugim przyblizeniu mozna przyja¢ ukiad
jako nieliniowy i uzupemié¢ funkcje liniowe wyrazami nieliniowymi.

Pozytywne rozwiazanie zagadnienia zalezy w duzym stopniu od ujecia matema-
tycznego warunku syntezy. tzn. od matematycznego opisu jazdy spokojnej bez
wstrzaséw. Z tego opisu otrzymujemy réwnania, z ktérych wyznaczamy operator
F (g, ). Do tej grupy zagadniefi naleza syntezy maszyn wibracyjnych, obrabiarek,
dzwigardéw, mostéw, suwnic itd. przy odpowiednich warunkach syntezy.

Druga grupa zagadnien zwiazana jest z wyznaczeniem operatora wymuszen
G(q, 9, 1) przy danym operatorze F(q, q), a wiec przy danym polu sit. W tym przy-
padku operator G mozna uwazaé za operator sterujacy i stosowaé metody z teorii
sterowania. Do tej grupy nalezy zagadnienie przenoszenia pocisku z danego miejsca
do celu. To zagadnienie przy przyjeciu specjalnej postaci réwnan (1.1) zostalo
rozwigzane w wielu pracach (np. [21, 23, 42]) i nazywa si¢ sterowaniem «bangbang»
lub «on-of».

W przemy$le hutniczym spotykamy si¢ z tym zagadnieniem przy projektowa-
niu napedéw: zwijarek blach, waicarek, miotéw itd. Réwniez do tej grupy zagad-
nied naleza w przemy$le gérniczym zagadnienia napedéw maszyn wyciagowych,
wrebiarek tafcuchowych, Zzerdzi wiertniczych itd. Oczywiscie kazde z tych zagadnien
wymaga opracowania wiasciwej metody wyznaczenia funkcji syntezujacej.

Trzecia grupa zagadnien taczy sie z poprzednimi i dotyczy przypadkéw, gdy
operatory FiG sa czeSciowo ustalone i nalezy je tak okreéli¢, aby rozwigzania ukta-
du (1.1) wchodzity do danego obszaru po skonczonym czasie. Sa to zagadnienja
proceséw przejSciowyeh, a wiec rozruch i zatrzymywanie agregatow, pomiar wiel-
kosci szybkozmiennych, dostrajanie odbioru do zasilania, regulacja biegu maszyn
itd. Chodzi tu o przeprowadzenie uktadu z jednego stanu w drugi w skoriczonym
czasie.

Odnoénie tego zagadnienia przytoczymy pewne wyniki syntezy kinetycznej na
podstawie prac [64, 66]. Wezmy pod uwage rownanie (1.1). Pomnozymy lewa strong
przez ¢ i korzystajac z oznaczen (1.3) i (1.4) oznaczymy przez N(g, ¢, ) funkcje

(19) N(q,f'], t)=G(.]_qj"(}_®p£/,

gdzie Gq jest moca pochodzaca od sit zewnetrznych, "¢ — mocg sit ujemnego
ttumienia i PP¢ — moca sit thumienija dodatniego.

2 Mechanika teoretyczna
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Oznaczymy jeszcze przez NP = Gg— @' moc zewnetrzna, a przez N" = — @PPg
moc sit thumienia. Przy tych oznaczeniach otrzymamy:
(1.10) N= NP L N",

Oprécz zatozed od (1.2) do (1.8) przyjmiemy dodatkowe, ktére mozna uzasadnié
wiasno$ciami fizycznymi ukladéw mechanicznych:

a) rozwazamy obszar £, taki, ze dla kazdego ¢ = const N jest monotoniczna
funkeja ¢, ¢;

b) istnieje takie M > 0, ze zachodzi nieréwnosé |N?(q, ¢, ©)] < M dla (g, §)eL2,
czyli Ze moc sit zewngtrznych jest ograniczona;

¢) w otoczeniu punktu O istnieje taki podobszar okre§lony nieréwnoscia

0 <e<g®+4¢* <7 (W),
7e wzdhuz kazdego rozwigzania nalezacego do tego podobszaru zachodzi nieréwnoéé
Gq— D" = DPG + u?,

gdzie e, u sa stalymi, a % jest stalg zalezng od pu.

Przy tych zalozeniach wykazano w pracy [64, 66] nastepujace twierdzenia:

1) istnieje jedyny podobszar £2,CQ, taki, ze wszystkie rozwiagzania wychodzace
z £, wchodza do £, po skorficzonym czasie niezaleznym od chwili poczatkowej t = £;;

2) istnieje podobszar 2, CQ, taki, ze wszystkie rozwiazania wychodzace z £, po-
zostajg na zewnatrz obszaru £2', po skoficzonym czasie zaleznym od warunkéw po-
czatkowych.

Podobszar 2, do ktérego wchodza rozwigzania, nazywamy obszarem granicznym.
Granice tego obszaru oraz liczba jego wymiardw zaleza od operatora tlumienia.

Jak wynika z powyzszych twierdzen, w procesie syntezy kinetycznej stwierdzono
istnienie obszaru granicznego. Warunkiem syntezy w tym przypadku bylo zadanie
wchodzenia rozwiazan po skonczonym czasie. Mozna wysunaé dalsze warunki syn-
tezy, na przyktad aby £2, sprowadzal sie do polozenia réwnowagi lub do cyklu gra-
nicznego itd. Speinienie tych warunkdw jest mozliwe przez odpowiedni dobér opera-
tora tlumienia.

2. Metody stosowane w syntezie kinetycznej

Odno$nie metod rozwigzywania syntezy kinetycznej ogdlnego uktadu mechanicz-
nego nalezy stwierdzi¢, ze ogdlna metoda nie zostata dotychczas opracowana. Moz-
na jednak korzystaé z metod matematycznych opracowanych dla podobnych za-
gadnieri mechaniki teoretycznej. Do nich np. nalezg:

1) metody stosowane w teorii optymalizacji ukladéw automatyki;

2) zasady wariacyjne klasycznej mechaniki;

3) metoda syntezy parametrycznej;

4) metody kolejnych przyblizen;

5) metody energetyczne;

6) metoda eksperymentalno-teoretyczna.

Trzy pierwsze dotycza ogdlnego przypadku syntezy, trzy zaé ostatnie — pewnych
przypadkow szczegblnych. Pierwsza grupa metod ma ograniczony zakres zastosowan
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z tego powodu, Ze s3 one opracowane W literaturze przy zalozeniach liniowosci
uktadu réwnan ruchu. Wyczerpujaco sa te metody opisane w pracach [9-19].

Na szczegblnag uwage zastuguja metody opracowane dla rozwiazania nieliniowego
problemu optymalizacji czasu przej§cia ukiadu z jednego polozenia w drugie. Za-
gadnienie to rozwigzali w swoich pracach BusHAw, BELLMAN, KRASSOWSKI, GAM-
KREILIDZE, PONTRIAGIN, BOLTIANSKI i LA SALLE.

Roéwniez analiza funkcjonalna znalazta zastosowanie do rozwiazania powyZszego
problemu. Optymalne ujgcia tej metody mozna znalezé w pracach {27, 29, 30, 31].

Zastosowanie zasad wariacyjnych mechaniki klasycznej przedstawione jest w pra-
cach [3, 38, 39, 40]. Podstawa metody rozwiazania syntezy jest teoria mnoznikéw
Lagrange’a. Blizej objasnimy te metode w dalszej czgsei artykutu.

Synteza parametryczna polega na ustaleniu grupy parametréw okreslajacych cha-
rakterystyki ukfadu w taki sposéb, aby otrzymaé warunek syntezy. Opisana jest
ona w pracach [22, 23].

Wiele prac z mechaniki teoretyczne) i stosowanej dotyczy problematyki zwigzanej
wiasciwie z synteza kinetyczna, mimo Ze autorzy nie uzywaja tej nomenklatury wy-
raznie. Dla przyktadu mozna wymieni¢ prace, w ktérych zagadnienia sg rozwigzane
metoda d-delta. Jest to metoda pozwalajaca na okreélenie parametréw ukiadu réw-
nan ruchu ciggiem kolejnych przyblizenn. Metoda ta ma zastosowanie zwlaszcza
w przypadku, gdy warunek syntezy jest sformutowany w postaci zadanej trajektorii
ruchu.

Zastosowanie metod energetycznych w procesie syntezy opisane jest w pracy [24].

Ostatnia z wymienionych metod, metoda eksperymentalno-teoretyczna, znajduje
obecnie coraz wigksze zastosowanie ze wzgledu na mozliwo$¢ wykorzystania apa-
ratury pomiarowej, maszyn analogowych i cyfrowych. Konfrontacja wynikéw
otrzymanych z eksperymentu z wynikami analizy kinetycznej prowadzi bardzo sku-
tecznie do realizacji warunku syntezy. Przykiady zastosowania tej metody mozna
znalezé w pracach [25, 26]. '

Obecnie przejdziemy do blizszego opisania trzech pierwszych metod, gdyz na ich
tle sens syntezy kinetycznej wystgpuje najwyraznie;.

Zagadnienie optymalizacji czasu przej$cia ukfadu z jednego polozenia w drugie
mozna sformulowaé nastepujaco. Rozwazmy uklad réwnari rézniczkowych opisu-
jacych ruch uktadu materialnego:

@1 5 =105 u 1),

gdzie x jest wektorem o wspéirzednych (x, ... x,,) okreslonym w obszarze 4, zawartym
w przestrzeni E*", u jest wektorem o wspohrzednych (i ... u,) okre§lonym w obszarze U
zawartym w przestrzeni E', f jest wektorem o wspbtrzednych (f;... /), a f; oraz

3—)}; (i, 7 = 1... 2n) sq funkcjami rzeczywistymi i ciagtymi swoich zmiennych. Wektor

1 nazywa si¢ wektorem sterujacym. Kazdemu wektorowi # odpowiada rodzina tra-
jektorii opisana rozwigzaniami ukladu (2.1).

Zajmiemy sie tylko tymi trajektoriami, ktére przechodza przez dwa ustalone po-
tozenia uktadu x, i x;. Oczywiécie nie kazdemu wektorowi # musi odpowiadaé ro-

2%
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dzina trajektorii, w ktdrej taka trajektoria si¢ znajduje. Inaczej méwiac, nie kazdy
wektor musi przeprowadzaé ukiad z polozenia x, w polozenie x,. Z tego wzgledu
zajmiemy si¢ tylko zbiorem takich wektoréw u, ktére przeprowadzaja uklad z po-
tozenia x, do potozenia x,. Ten zbiér wektoréw u nazywamy zbjorem dopuszczalnym,
Przypu§émy, ze dana jest pewna funkcja fy(x, u, #) taka, ze funkcjonat

(2.2) I= ffo(x, u, H)dt

opisuje pewna wiasno§¢ ruchu.

Zagadnienie, ktére nalezy rozwiazad, polega na tym, aby ze zbioru wektoréw do-
puszczalnych « wybraé taki wekor, przy ktérym funkcjonat J posiada ekstremum.
Przy ustalonym ¢, czas ¢, moze by¢ rdéwniez ustalony lub mozna zadaé, aby czas
(t,—1t;) byl najkrdtszy. Rozwigzanie tego zagadnienia réznymi metodami mozna
znalezé w pracach [12-21]. PowyZszy problem mozna sformutowaé w odniesieniu
do ukladu (1.1). Zamiast wektora sterujacego u mozna podstawi¢ operator wymu-
szenia G(gq, g, ) i zachowujac pozostale zalozenia przyjaé jako warunek syntezy
kinetycznej ekstremum funkcjonatu (2.2).

Dowdd istnienia rozwiazania tak sformutowanego problemu natrafia na istotne
trudnoéci. Warunki konieczne dla istnienja rozwigzania zagadnienia sformutowa-
nego w odniesieniu do ukladu (2.1) nie moga by¢ spelnione w odniesieniu do uktadu
(1.1). Z tego wzgledu metody stosowane w optymalizacji czasu przejécia ukiadu
z jednego potozZenia w drugie nie mogg by¢ bezposrednio przeniesione do syntezy
kinetycznej. Rozwiazanie tego problemu jest mozliwe w oparciu o zasadg maksimum
PONTRIAGINA [15, 19] i programowanie dynamiczne BELLMANA [18, 27]. Jak wyka-
zano w pracy [32], istnieje duza analogia miedzy tymi dwiema metodami. Chcac
zastosowac jedna z nich w syntezie kinetycznej nalezy wektor sterujacy przyjaé w po-
staci u = Q(x) i rozwazaé uklad

(2.3) x=f(x,t, Q(x)).

Podamy dwie metody, ktére mozna bezpo$rednio zastosowaé w syntezie kinetycz-
nej. Podstawa tych metod sq réwnania Lagrange’a i Hamiltona. Réwnanja (2.1)
oraz funkcjonat J (2.2) napiszemy w postaci

24 gi(x, X, u, 1) = x;— filx,u, ) =0, i=1..2n;
T

@5 I=fL[x(t),u(z), f]dt.
0

Funkcje Lagrenge’a okre$limy wzorem

2n

(26) L1=L+Zﬂig.-,
i=1

gdzie 1; s3 mnoznikami, ktére rozwazamy jako funkcje czasu.
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Jezeli gi(x, X, u, t) sa réwne zeru, czyli wzdtuz rozwiazan uktadu (2.4) funkcja L,
réwna sie L i obie te funkcje posiadajg te same ekstrema. Funkcje L, mozna roz-
waza¢ jako funkcje zmiennych (x;, u;, A;) i napisa¢ réwnania Lagrange’a

oL, d (aLl)

Oh L% g, i=1..2n,
ox,  di\ 0%, P= 1. 2n

aLl d 5L1 _ L
oL, _d oL, .
aﬂl_m a/',{l =0, i=1..2n.
Poniewaz funkcja L, nie zalezy od u i 1, uktad r réwnas sprowadza si¢ do ukiadu
oL,

uktad 2n za$ ostatnich réwnan jest identyczny z ukladem (2.4). Ogétem otrzymuje-
my (4n+r) réwnan, z ktorych nalezy wyznaczy¢ 2m zmiennych x, r zmiennych u
i 2n zmiennych A.

Tok rozwigzania przebiega nastepujaco. Z drugiej grupy réwnag, ktore sa réwna-
niami algebraicznymi, nalezy wyznaczyé u jako funkcje x i A. Po podstawieniu u do
pozostalych réwnan nalezy z nich wyrugowaé A 1 wyznaczy¢ trajektorie x o warun-
kach brzegowych x(0) i x(T). Metoda powyisza jest teoretycznie prosta, lecz w zasto-
sowaniach moze prowadzi¢ do bardziej skomplikowanych réwnan niz uklad (2.4).

Druga metoda opiera sig na réwnaniach Hamiltona. Przy oznaczeniach (2.4)
i (2.5) dotaczymy do ukladu (2.4) réwnanie

(29) -’271:+1 = L[x> U, t] :f;l+1(x: u, t) .
Funkcje Hamiltona przyjmujemy w postaci
n+1

(2.10) H= ) pfitx,u0),
i=1

gdzie p; sa funkcjami czasu.
Réwnania Hamiltona maja postaé

2.11 X;=—-—, i=1..n+1,
@.11) = =
. 0H
Pi= T ox
Réwnania (2.11) nalezy rozwigzaé przy warunku
oH
2.12 —— = j=1..r.
(2.12) o, 0, Jj=1l..r

Metoda rozwiazania ukiadu (2.11) jest nastepujaca. Z réwnad algebraicznych
(2.12) obliczamy u jako funkcje x i p, a nastepnie wstawiamy do (2.11). Otrzymujemy
(2n+ 2) réwnan pierwszego rzedu. Do rozwiazania tych réwnai potrzeba (2n - 2)
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warunkéw brzegowych. Warunki te otrzymujemy z wartosci x; w czasie f, = 0 oraz
przyjmujac py(T) = po(T) = ... = pT) = 0, pps(T) = 1. Wartos¢ p,,; przyjmuje-
my réwng jednosci, poniewaz zagadnienie polega na minimalizacji funkcji x,,,;.
Objasnimy te metode na przyktadzie.
Rozwazmy uklad o jednym stopniu swobody
(2.13) X+ F(x,x)=0.

Jako warunek syntezy przyjmiemy minimum funkcjonatu
7

(2.14) I= [ [P,

0

gdzie 4 jest ustalone.
Réwnanie (2.13) napiszemy w postaci

(2.15) Xp=X;, Xj= —F(x,%).
Do tych réwnan dodajemy trzecie
(2.16) X3 == F2 +-x3.
 Funkcj¢ F oznaczymy przez u. Funkcja Hamiltona ma postaé:
2.17) H = pyXo— paF (X1, X3) + ps(u -+ x2),
H = p1Xy — patt -+ ps (1 + X3).
Réwnania (2.11) na ¥; pokrywaja sie z (2.15) i (2.16). Napiszemy réwnania na p;:

. 0H
D= —‘5)2:0,
. 0H
(2.18) D2 = T %, — P1— 2p3%;,
. 0H
Ps = —sz=0-

Oproécz tych réwnad muszg by¢ spelnione réwnania (2.12)

oH

Réwnania powyisze nalezy rozwiazaé przy warunkach brzegowych:
(2.20) B0 =x, %0)=x, x5(0)==x,
) =p(t) =0, py(t)=1.
Z pierwszego réwnania (2.18) otrzymujemy p, = 0, z trzeciego p; = 1, a z réw-

nania (2.19) p, = 2u. Po podstawieniu tych funkcji do drugiego réwnania (2.18)
otrzymamy p, = — 2X,,a po zrézniczkowaniu

(2.21) Po= — 2%ty = 2u = ps.
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Po rozwigzaniu otrzymujemy
(2.22) pe= Cie' + Che™.
Z warunkéw brzegowych p,(t;) = 0, p,(0) = — 2x3 obliczamy C, i Cy:

e—?l,
(2-23) C]_: —zxgm,

Po podstawieniu (2.13) do (2.12) otrzymamy rozwiazanie na p,, a nastepnie #, x,, x;.

2x3
(2.24) p: ) ﬁTz_ﬁ[ e : ) %,
Xy = ﬁxz-m;[e—'—l- e, x = ST _::_?,1 [¢% — e,
Z pordwnania x; 1 u otrzymujemy
(229) Cx=u=F.

Ten sam wynik otrzymamy postugujgc si¢ réwnaniami Lagrange’a.

Jak wynika z powyzszego przyktadu, metody stosowane w optymalizacji ukladéw
mogg byé uzyte w syntezie kinetycznej, jezeli warunek syntezy kinetycznej mozna
zapisa¢ w postaci minimalizacji funkcjonatu. W tych przypadkach synteza jest syn-
teza brzegowa. -

Omoéwimy obecnie syntezg parametryczng. Przypu$émy, Ze ruch ukladu opisany
jest réwnaniem pierwszego rzedu

2.26) S = fi (6 s By i1 e i)

gdzie u; ... u,, sa parametrami, ktére nalezy tak wyznaczy¢, aby otrzymaé Zadang
wilasnoéé ruchu. W odréznieniu od poprzednio dyskutowanych zagadnied, w ktdrych
wystgpowal wektor sterujacy u zalezny od czasu, parametry u; nie zaleza ani od cza-
su, ani od polozenia uktadu. Moga one okre§laé pewne wlasnosci reologiczne mo-
~ delu zastepczego. Czgsto sa to wspdlezynniki wielomianéw okreflajacych charakte-
Tystyki sit spr¢zystych i sit thumienia.

Warunki syntezy moga by¢é stawiane rdéznorodnie, zaleznie od zadanego przebiegu
ruchu. Mogg to byé zadania okresowoS$ci rozwiazan, ograniczonosci, stateczno$ci
w malym otoczeniu polozenia réwnowagi, w skoficzonym otoczeniu lub w catym
polu okre§lonoéci funkcji f;. Warunki te formutowane sa za pomoca pewnych nie-
réwnosci, ktére maja by¢ spelnione przez parametry uktadu (2.26). W ten sposéb
otrzymujemy rozwiazanie syntezy w postaci pewnego obszaru parametrow u; ... u,,
ograniczonego lub nieograniczonego. Hiperpowierzchnia ograniczajaca obszar roz-
wigzan dla parametrow g, ... 4, nazywa si¢ powierzchnia bifurkacji. Do parametréw
tych naleza np. predkoéci krytyczne, tlumienie krytyczne, krytyczne przesunigcie
uktadu itd, czyli takie warto§ci parametréw, dla ktérych nastgpuje zmiana jakosciowa
ruchu. :

Parametryczna synteza ruchu jest przedmiotem wielu prac. Interesujace z punktu
widzenia technicznego sa przyklady omdwione w pracach [48—61]. W tych wszyst-
kich przypadkach synteza kinetyczna jest synteza wewnetrzna.



24 WELADYSEAW BOGUSZ, JANLSEAW SKOWRONSKI

Na zakonczenie nalezy zwrdci¢ uwage na konieczno$¢ rozwigzania zagadnienia
syntezy kinetycznej uktaddéw mechanicznych przy obcigzeniach przypadkowych
i charakterystykach okre§lonych funkcjami przypadkowymi. Jak dotychczas na
ten temat znane sa jedynie wzmianki w literaturze, mimo Ze zagadnienie jest bardzo
wazne, gdyz prace ta§mociagdw koparek, kombajnéw, walcarek itd. mozna pra-
widlowo rozpatrywad tylko przy zatoZeniu obciazen przypadkowych.
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Summary

KINETIC SYNTHESIS OF GENERAL MECHANICAL SYSTEMS

The problem under consideration is connected with designing and constructing of machines
and mechanisms. The designing data should include, besides the destination of the machine, the
optimal requirements as regards the gabarites, endurance, precision of the process, power, expenses
etc. The imposed requirements are fulfilled with the aid of the kinetic synthesis which consists in
the proper choice and mutual connection of machine elements according to the assumed conditions.

Recent results concerning the problem have been presented. The considerations are confined to
mechanical systems the motion of which can be described by a finite number of differential equations.
Polish nomenclature of the synthesis problem has been iniroduced, the methods used in other
ficlds of mechanical analysis with possible applications to the problem are quoted, and original
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results of the authors’ rescarch are given, In particular, the attention is drawn to the possibility
.of utilizing the results obtained in the steering and optimization theory of linear and non-linear
systems. The method based upon the Hamilton equations is illustrated by an example.

In addition to the methods described above, other problems which can be solved by means of
‘the kinetic synthesis have been formulated in the paper.

Pesome

KUHETHYECKUN CUHTE3 OBLIENH MEXAHUUECKON CHUCTEMEI

Bafaua pacCMOTpeHHasd B paboTe MMEET CBA3h C IIPOEKTHPOBAHHEM M KOHCTDYHDOBAHHEM
‘MANIMH M MEXAHHUYECKWX YCTaHOBOK.

TIpoexrHble TPEATIONIOKEHAA TOMMKHbI 3aKMIOUaTh, KPOME NPEHASHAUEHMIA MAlIMHbBL, YCIOBHS
ONTHMANBHOCTH KOHCTPYKIHMOHHBIX DEIIeHUH, 110 rafapuTamM, NPOYHOCTH, TOYHOCTH DeaTIH3aIIUH
TPONLECCa, MOLTHOCTH , CTOMMOCTH M T.1. Peanuaanssa NocTaBNeHHEIX YCIOBHMIi IPOBOAUTCS B IPO-
11€CcCe KHMHETHYECKOTO CHHTE3a, KOTOPBIA COCTOMT B COOTBETCTBYIOLUEM IOAGOpE 3JIEMEHTOB Ma-
HIMHBl M WX B3aHMHOM YBSSKE COTJIACHO NPOJUKTOBAHHBLIM YCIOBUAM.

B paGoTe npeACTABIIEHB! COBPEMEHHBIE PE3yJIATATEl HCCICHKOBATEIBCKUX PaloT MO HOCTAHOBKE
BOIPOCA CHHTE3a M METOJOB €0 PENICHHA. B paccy»XNeHNAX NPHHHAMANACh BO BHUMAHUE TOJLKO
JIWIUL MEXAHWJYECKAs CUCTEMA, ABMIKEHUE KOTOPOM MOYKHO OIMCATh KOHEUHBIM YMCIIOM OGBIKHO-
BensbIX AuddepeHIHaNEHbIX YPAaBHEHHH, OCHOBBIBASICH HA JUTEPATYPE, BBOJUTCA IIONBCKAS
HOMEHKIIATYpa IOHATHI yNOTpeOIIAeMLIX B BOIPOCAX CHHTE3a. LIPHBOMATCH BOSMOMKHBIE NI
MCIIONb30BaHUSA METOAB), TIPUMEHAEMbIE B APYTHX 00NACTAX aHANM3a HEJHHEHHLIX CHCTEM W Ja~
TOTCS PESYNHTATHI UCCIIENOBAHUH, IPOBEIEHHLIX aBTOPaMu. B ocofeHHOCTH, 06paiyaeTcss BHAMaHUE
H3 BO3MOMXHOCTL MCIIONB30BAHUS DPE3YJIBTATOB MCCICNOBAHHHA B TEOPHH YDaBHEHHA W ONTHMA-
JU3AUMM JIMHEHAHbIX ¥ HEJTUHEHHBIXK cucTem. Meron, ocHoBaHHbIf na ypaBHeHHsx Iamumnb-
TOHA ITOSICHSIETCSI HAa IIpUMEpE.

Kpome npuBefeHHbIX METONOB B paoTe NaeTcst (GOPMYMPOBKA 3a/1a4, KOTOPLIE MOYKHO PEIaTh
B IIPOLIECCE KUHETHUYECKOTO CHHTE3a.

ZAKEAD BADANIA DRGAN
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zloZona w Redakcji dnia 10 listopada 1964 r.
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O PEWNYM SPOSOBIE PRZYBLIZONEGO OBLICZANIA NIELINIOWYCH
ZAGADNIEN PRZEWODNICTWA CIEPLNEGO

ZYGMUNT THRUN (GDANSK)

1. Wstep

W zagadnieniach przewodnictwa cieplnego, w ktérych granice zmian temperatur
nie sg zbyt duze, mozna przyjaé zwykle z dobrym przyblizeniem, ze wtasnodei ter-
miczne przewodzacego materiatu sg niezalezne od temperatury. Zalozenie to uprasz-
cza znaczniec matematyczne traktowanie problemu. Jednakze w wielu praktycznie
waznych zagadnieniach technicznych (np. ruch i tarcie przy duzych szybko$ciach,
reakcje chemiczne o§rodka, przewodzenie ciepta wywolanego reakcjami termojadro-
‘wymi, przewodniki pradu) takie upraszczajace zalozenia moga prowadzié do po-
‘waznych réznic migdzy obliczonym a rzeczywistym rozkladem temperatur. Dla zalez-
nych od temperatury T" wspdlczynnikéw przewodnictwa K i pojemnoSci cieplnej ¢
(iloczyn ciepta wlaSciwego i gestosci materialu) réwnanie przewodnictwa cieplnego
staje si¢ nieliniowe. Dla szczegdlnego przypadku jednowymiarowego i dla pot-
przestrzeni przy parabolicznej zaleino$ci wspotezynnikéw ¢, K od temperatury T
AWwBnERY [1] zredukowal to réwnanie nieliniowe do zwyczajnego réwnania roznicz-
kowego. Nastepnie HoPKINS [2] podal spos6b przyblizonego rozwiazania, jezeli znane
Jest rozwiazanie odpowiedniego zagadnienia liniowego. Najbardziej wyczerpujaco
i wszechstronnie problem ten opracowal BioT [3] przy zupelnie odmiennym podejscin
do zagadnienia na podstawie rachunku wariacyjnego. Niniejsza publikacja ma za
zadanie podaé przyblizone rozwiazanie zagadnienia przez redukcje do uktadu zwy-
czajnych réwnan nieliniowych.

2. Réwnania réiniczkowe zagadnienia

Dla przypadku anizotropii termicznej réwnaniem roézniczkowym przewodnictwa
cieplnego w danym ofrodku 2 jest [4]*

' or 1 a oT A
@y - dle= G- 2, 2| Z]- =,

S=X,V,Z
gdzie przez A oznaczono ciepto generowane przez jednostke objetoéci ofrodka £
w jednostce czasu. Osie ukiadu wspéirzednych x, y, z sa tutaj tzw. «gtéwnymi osiami
przewodnictway, a wielkosci Ky, K,, K, «gtéwnymi wspolczynnikami przewodnictway
dla danej anizotropii termicznej o§rodka. Wspotczynniki Ki ¢ sa ponadto funkcjami
temperatury.

t Str. 21, wz. (4).
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Niech poza tym bedzie warunek poczatkowy w calym obszarze £2 w postaci

2.2) t=0, T=F(x,2),
oraz warunki na brzegu tegoz obszaru
or
@3) D b =g 3,20,
S=Xy Yy Z

Zazwyczaj wystarczajaco dokladne jest przyjecie linlowej zaleznodci wspotezynnikow

przewodnictwa i pojemnosci cieplnej od temperatury w postaci

2-4) c=co(a+pT), K,=Ky(;+pT), s=x2

W powyzszym wzorze wspolczynniki ¢, i Ky przedstawiajg odpowiednio pojemnoéc

i przewodnictwo cieplne materiatu o§rodka przewodzacego cieplo przy pewnej danej

warto§ci poréwnawczej temperatury, za$ «, f, o', f° sa statymi wspoétczynnikami.

Mozliwe jest takze uwzglednienie zalezno$ci wyzszego rzedu
c=cy(a+pT-+yT%, K=Ky(a'--T+y'T?.

Ograniczymy sig jednakze w dalszych rozwazaniach do zaleznoéci liniowych (2.4).

Przyblizone rozwiazanie zagadnienia mozemy zatozyé w postaci wyrazenia:

n

(2.5) Ty zn = Po(x, ¥, 2) + Za,(l) @i(x, ¥, 2).
izl

Jezeli powyzsze przyblizone rozwiazanie oraz zaleznoéci (2.4) podstawimy do row-
nania (2.1) i zatoZymy ponadto, aby dla kazdej funkcji ¢, spelniona byta zaleznosé
ortogonalnoéci

(2.6) fff [L(T*)~§] pdxdydz =0, k=1,2,..,n,
A ;

to otrzymamy nastepujacy uktad nieliniowych, zwyczajnych réwnan rézniczkowych:

2.7 2 I:diaAik +oaf (Cik + Z alejk) +
=1 i=1

) Koy
+ai Z co o BlkS_I—ﬁS iks +ﬁ52aj0,~jks = Zk’ k = 1’2’ ,n

S=X, 9,2 Jj=1

W powyzszych réwnaniach wprowadzono nastgpujace oznaczenia:

a; = %, Ay = fff pigpdxdydz, C, = fff Yoy dxdydz,
a
Dijk:fff pipippdxdydz, By = —fff q)kzlxdydz
Eus= —fff Y 5 (@opd g dxdydz,  Gips = —fffq)ka ((p, F )dxdydz,
e [T s 3 Sl e oo
a S=%. 9,z

238
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Warunek poczatkowy (2.2) mozemy speini¢ w ten sposob, azeby $redni kwadrat
bledu

(2.9 I = fﬂff [F(x, ¥, 2) — (po.— 2 a; (0 p:(x, p, z)]zrlxdydz

byl jak najmniejszy. Postulat osiagnigcia minimum catki (2.9) prowadzi do znanych
warunkéw koniecznych:

or

(2.10) W:O,

i=1,2,...,n
Jest to ukiad réwnan, z ktérego mozemy wyznaczy¢ wielkosci a;(0).
Dla przypadku izotropii termicznej K, = K, = K, = K(T) réwnanie (2.1) mozna
B T
znacznie uprosci¢, wprowadzajac bowiem nowa zmienna niezalezng ¢ = f K(TYdT
0

i podstawiajac stad do réwnania (2.1) zwiazki 20/ds = KJT/ds (s = x, y; z, 1),
otrzymamy rownanie uproszczone
c 0f O 020

s=X,9,2

Réwnanie to mozna traktowad jako wazne dla osrodka o jednostkowym przewod-
nictwie cieplnym i o wspdtezynniku pojemnoscei cieplnej:

=20

Z powyzszego wynika, ze nieliniowe zagadnienie dla osrodka o przewodnictwie

1 pojemnoSci cieplnej, zaleznych od temperatury, mozna zawsze sprowadzi¢ do przy-

padku o stalym wspdlczynniku przewodnictwa cieplnego. Dlatego tez w przypadkach

- izotropii termicznej wystarczy rozwazac zagadnienia, w ktorych tylko wspolezynnik

pojemnodci cieplnej ¢ jest zalezny od temperatury. Uktad réwnan rézniczkowych
(2.7) uproéei sie wowczas przez podstawienie

(2.12) B:=0, a.=1, K,=Ko =Ky,
do postaci

n

(2.13) Z [éiaAik"]l—&iﬂ (Clk+jajDijk) +aiBik] =27, k=12 ..n
j=1

i=1
Wspolczynniki By, i Z, oznaczaja tu:

Pp; | PP
,k - 2 KO: Biks= __xofff(az}z q) )(pl\dxdydz,

S=X,V,2

& 6299 32% - X,
Zk fff [ + 0( axzo + ; + 022 (pkdxdydz, Hy = _b_o__

(2.14)
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3. Wyznaczanie pierwszego przybliZzenia
Zgodnie z zalozeniem (2.5) pierwsze przyblizenie przyjmujemy w postaci

(31) Tik: ¢,‘00(x> s Z)+al(t)¢1(x’y5 Z)'

Rozwazmy najpierw zagadnienie ofrodka termicznie izotropowego. Uklad réw-
nan (2.13) sprowadza sig w tym przypadku do jednego réwnania nieliniowego

3.2) oAy +ay By = Zy — iy (Cry + ay Dyy),

dla ktérego mozna otrzymaé §ciste rozwiazanie.

a. Dla szczegdlnego przypadku Z, = 0, rownanie (3.2) mozna scatkowaé elemen-
tarnie otrzymujac rozwiazanie przy warunku poczatkowym: ¢t = 0, a; = &,(0) w po-
staci

— Byt 4 BDya[a(0) — ] }
3.3 1) = a;(0) ex { .
(3.3) a, () = a1 (0) exp adn + fCh
b. Dla ogélnego przypadku Z; = 0 réwnanie (3.2) droga podstawienia
(3.9) BD11101(A) = BIDmas(t) 4 Ci] + Buyt + oAy,

B o
BDiA = f Zy(f)dr + -2 (Cu +- Au) ’,
Dlll /3
mozna doprowadzi¢ do prostszej postaci

dv, ( By )
3.5 — |y —t—=1.
-9 3\ By

Tak na przyklad dla ofrodka, w ktérym cieplo jest generowane tylko w chwili po-
czatkowej, t = 0, w intensywnosci A(x, y, z, ) = 4, (x, », 2)0(1) (6 — funkcja
Diraca) w przypadku ¢, = 0 mamy

le(t)dtzf%’) (ffontpldxdydz) dt =fFoa;r)dt= Fo.

Stad za pomoca (3.4) otrzymamy z réwnania (3.5) réwnanie liniowe

ﬂ + _ISD;H _L
dvy (A + ﬂ Cu) (oA +- ﬂBu) ’

z warunkiem poczatkowym A =0, 8D;,,2,(0) = ad;; +BC;; 1 0 znanym rozwigzaniu.

Dla réznych réwnan rézniczkowych typu (3.5) gotowe rozwiazania sa podane
w literaturze [5] 2.

¢. Przyklad. Ogrzewanie muru, ktérego jedna §ciana jest utrzymywana stale w tem-
peraturze T = §,, a druga rownolegla §ciana w odlegiosci | niech bedzie izolowana.
Warunek poczatkowy jest dany w postaci t = 0, T'= 0. Poczatek wspoirzednej x
zaktadamy na $cianie o temperaturze 0,. Zgodnie z warunkami brzegowymi przyjmu-
jemy pierwsze przybliZzenie:

A=v+

(3.6) TF = 0+ ay (1) sin’;—f.

2 Str. 236-245.
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Po wyznaczeniu wspolczynnikéw (2.8) i (2.14) oraz stalej poczatkowej a,(0) z wa-
runku (2.10) w postaci ¢,(0) = 40/n rozwigzanie (3.3) przyjmie postaé nastepujg-
cego zwiazku:

—400 —1 44 400 \
@GN = exp{(a+ﬁ00)[(2) I (—'“’1)]}

Za pomoca te] zaleznoSci mozna tez wyznaczyé tzw. «czas przejicia», po ktérym
$ciana izolowana (x = /) zaczyna sig ogrzewa¢. Poniewaz w tym przypadku musi
by¢ 8, + a,(t,) = 0, wigc otrzymamy

(39) B <+500>-]“() gz i)

ELatwo zauwazy¢, ze rozwiazanie odpowiedniego zagadnienia liniowego otrzymamy
takze ze zwigzkéw (3.7) 1 (3.8) przez podstawienie ¢ =1, § = 0:

2
t 4
% exp [— (%) %o t] , 1;;1 = In (g) = 0,0979.

Dla poréwnania z wynikami BIOTA zalézmy, ze dla granicznych zmian tempera-

39 @l =—

. 4 .
tur wystepujacych w danym przyktadzie 7= — 0, (; — 1) i T =8, wspblczynnik

pojemnosci cieplnej zmienia si¢ od ¢ = ¢, do ¢ = 2¢,, czyli a = (2 ——%), g = mjad,.

Rozwigzanie (3.7) oraz «czas przejsciay (3.8) przyjma tu postaé

_ "400 4 zxot 1 4 h
(3.10) ") = e [—(5)—2——3—(5+9_0)]’

wth 8. (4} 8 [4 )_
__lz_‘_;zln(g)—ﬁ(n—l —0,122.

Powyzszy «czas przejécia» otrzymamy tez z (3.9) przez podstawienie warto§ci wspt-
czynnika pojemnosci cieplnej réwnej 1,25 ¢o. B10oT? otrzymal wynik s, /12 = 0,113.

d. Przyklad. Ochladzanie muru z poprzedniego przykladu. Przyjmujemy teraz
warunek poczatkowy t = 0, T = @, oraz warunki brzegowe x =0, T=01ix =1,
0T[ox = 0. Pierwsze przyblizenie ze wzgledu na jednorodne warunki brzegowe za-
kladamy w postaci wyrazenia;

(3.11) TF = ay(f)sin ”2‘—;‘

Po wyznaczeniu wspolczynnikoéw Ay, By, Diy; ze wzoréw (2.8), (2.14) oraz z za-
leznosci (2.10) statej poczatkowej a,(0) = 40,/z, rozwiazanie zagadnienia (3.3) otrzy-
mamy w postaci nastgpujacej:

40, %t B8 400 ‘
(312) al(t) == —77 cXp [ (21) ; T 3% ay .
Ze zwiazku a, = 0, otrzymamy czas przejécia:

Motl 4 32 4
(3.13) —12—=“; ( )+/3032 ——1

3 Str. 869, wzdér (9.15). Uwaga. Latwo sprawdzié¢, ze podany tam wynik liczbowy 0,106 jest
bledny.

3 Mechanika teoretycrna
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Jako szczegblny przypadek wzordw (3.12) i (3.13) otrzymamy rozwiazanie odpo-
wiedniego zagadnienia liniowego przez podstawienie o =1, § = 0:

(3.14) o) = 2% exp [_ (%)Zxo z]

T

oraz czas przejécia identyczny z warto$cia (3.9) otrzymang dla przykladu ogrzewania
muru. Z powyzszych zwiazkéw wynika identyczno$é sposobu przebiegu procesu
ogrzewania i ochtadzania dla zagadnienia liniowego oraz zasadnicza réznica tych
przebiegéw w zagadnieniu nieliniowym.

Dia poréwnania wynikéw liczbowych z procesem ogrzewania zaldézmy, ze dla
granicznych zmian temperatur z niniejszego przykiadu (7" = 46,/n i T'= 0), wspdl-
czynnik pojemnoé$ci cieplnej zmienia si¢ znowu od ¢ = 2¢, do ¢ = ¢, czyli 0, = 7/4,
o= 1. Wzory (3.12) i (3.13) przyjma wtedy postaé -

' 4 : 2(4
.a]_(t)': —OOCXpl:‘—" (’;Z‘l) M0t+'?(‘*%i):|,
(3.15) 7 7 0
®oly i i 8 (4 B
7r~nﬂ4J+iﬁ-n—1_an

Z poréwnania warto$ci (3.10) i (3.15) wynika, ze dla zagadnienia nieliniowego proces
ochladzania trwa o 419 dluzej od ogrzewania w tych samych granicach temperatur.
Warto§é liczbowa czasu przejécia (3.15) otrzymamy z zagadnienia linjowego, jezeli
podstawimy do (3.9) §rednia, efektywng warto§é wspdtczynnika pojemnosci cieplnej,
réwna 1,76 ¢t

Dla ofrodka termicznie anizotropowego w przypadku pierwszego przyblizenia
wedlug (3.1) uktad (2.7) sprowadza si¢ do rdéwnania nastepujacego:

. a '
adpa = (le - C—l E 05 Kos Bn:) +
: (]

S=X, W Z

+ |:'— P& (Cii+a; D) —“CZ—: 2 ﬁ; Koo (Evis+ay Glll.\)] .
S=X, 0,2
Przyblizone rozwiazanie mozna tu otrzymaé za pomocg metody perturbacji Poin-
carego, przy czym wyrazenie w nawiasie kwadratowym przedstawia cze$¢ nieliniowa
sprawiajaca trudno$é rozwiazania, ktdérg nalezy przemnozy¢é przez maly parametr.
Sposéb postgpowania, typowy dla tej metody, jest analogiczny do pokazanego po-

nizej obliczenia drugiego przybliZenia.

4. Wyznaczanie drugiego przyblizenia

(4.1) T3 = o (%, », 2) + @ () (¥, 2) + a2 (1) a (X, p, 2).

Zajmiemy sig tutaj tylko przypadkiem izotropii termicznej. Z zaleznosci (2.13) otrzy-
mujemy uklad dwéch réwnan rézniczkowych nieliniowych, ktérych rozwiazanie
przeprowadzimy metoda malego parametru. Sposéb postgpowania niech objasni
przyklad ochiadzania muru, dla ktérego uprzednio obliczono pierwsze przyblizenie.

4 Por, [3], str. 869-870.
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Warunki brzegowe i poczatkowe przyjmiemy jak w 3d. Przyjmujemy drugie przy-
blizenie w postaci

(4.2) T = a,(t) sm + ax (1) sm

Ze zwiazku (2.10) za pomocg danego warunku poczatkowego wyznaczamy stale po-
czatkowe

a, (0)  3a,(0) 4
3) S N e

Po wyznaczeniu wspétczynnikéw (2.8) i (2.14) ukiad dwéch réwnan rézniczkowych
(2.13) przedstawimy w postaci

. %Oﬂz . 8.1. ﬁ a . a, 9(12
S ”1_—(W)a1 ‘un—Oo[al(IS T)+a2(ﬁ“?§)]’

. %097!2 8 . a 9(12 . 9(11 ay
“2——(a412)”2"“n—00["1(15'§? Tl 3]

gdzie p = f0,/a.
Zgodnie ze znang metodaq «malego parametru» rozwiazanie przyblizone ukiadu
réwnaf (4.4) mozna otrzymaé w postaci

a; (1) = ayp(t) + payn (O + pPap () + ...,

as () = an (1) + pag () + paw (H+ ...

Dla u = 0 rozwigzanie pomocnicze ukladu (4.4) jest rozwiazaniem odpowiedniego

zagadnienia liniowego i przy danych warunkach poczatkowych (4.3) jest réwne
40, 49,

(4.6) alo ([) == ? e (120 (t) = '3—7%—8—0”,

(4.5)

2
S LA )
gdzie z = (21) ¥
Ograniczajac si¢ do cztondéw korekcyjnych pierwszgo rzedu w (4.5) otrzymamy po
prostych przeliczeniach nastepujace rozwigzanie ostateczne: '

al(t) . 4 e—zt /300 128 15604 -zt i —2z¢t 2 —10z¢ 9 —18z¢t
6~ x° T a w\®5¢ 3¢ TE¢ w959 )
a (t) — _4 —le ___,[_ ﬂ@o 128 2492 —0zt __ ___}_ -2zt __ _E e—lOzt _ L e—lel
0y 37: 2835 105 7 81 ’

tatwo sprawdzi¢, ze dla t = 0, otrzymamy stale poczatkowe (4.3).

5. Uwagi koncowe

Powyzsze przyklady ilustruja sposéb przeprowadzenia przyblizonych obliczed
dla jednowymiarowych zagadnient przeptywu ciepta; w sposobie traktowania zagad-
nied dwu lub tréjwymiarowych w danej metodzie nie ma istotnych rdznic, zmiana
dotyczy jedynie przyjecia funkcji przyblizen ¢,;. Juz pierwsze przyblizenie daje wyniki

3=
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dostatecznie bliskie rzeczywisto$ci nawet dla czasdéw stosunkowo krotkich («czasy
przejécian w przykladach), dla diuzszych za$§ czasdw przyblizenia bgda znacznie
lepsze.
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Peswome

O HEKOTOPOM CIIOCOBE HNPUBJIMYXEHHOTO PEIIEHU S HETUHENHBIX 3ATAY
TETUJIONIPOBOOHOCTH

B ciyuae xorpga x03¢hdANUEHTEl TENIONPOROJHOCTH M TEMJIOEMKOCTH 3aBHCAT OT BEJIHUMHBL
TemMnepaTypbl, matdbepeHIMansHoe ypaBHEHAE TEIJIONPOBOJHOCTY CTAHOBHTCA HEJIMHEWHbIM.
TTpuGmpKeHHOE pelIeHHe NPERIoNaraeTcsi B BHAE NMPOM3BENEHMH HEMIBECTHLIX GyHKuMH Bpe-
MEHH H NpHHATHIX (YHKIMEA HexapTOBBIX KoOpauHAT, C MCIOIHK30BAHMEM NPHHOHIA OPTOTO-
HAJIBHOCTH HAHHOro mudepeHaNsHoro ypaBHEHHMA IO OTRENBHOCTH K KAXKIOM M3 YIPWHATHIX
¢hyBxIHi, MonmyueHa cucTemMa OOBIKHOBEHHBIX HeJMHeHHbIX puddepeHnuansHbIX ypaBHEHUIH, U3
KOTOPBHIX MOXKHO ONpPENENUTh HEeHsBeCTHhIC (DYHKIMH Bpemenu. B KauecTBe YACTHBLIX CIIyUyaes
M3 3THX DEIIeHUH IOJIYJAXOTCA DELUeHMs IS COOTBETCTBYIOIMX JIMHEHHbIX 3amad. Crnocobbr
MIOJYYEHHS IEPBOr0 M BTOPOro MPHUOIHIKEHHN HIUTIOCTPUPYIOTCA IPUMEPAMH.

Summary

A CERTAIN APPROXIMATE METHOD OF SOLVING NON-LINEAR PROBLEMS OF
HEAT CONDUCTION

The partial differential equation governing the flow of heat in a medium for which the thermal
conductivity and heat capacity vary with temperature, is non-linear. The approximate solution
is assumed in a product form of unknown time-dependent functions and presumed functions of
the Cartesian coordinates. Applying the principle of orthogonality to the fundamental equation
and to each of the assumed functions, a set of ordinary differential equations is obtained, the solu-
tion of which yields unknown functions. As particular cases the solutions of adequate linear
problems are available. The method of computation of the first and second approximation
is illustrated by examples,

POLITEC HNIKA GDANSKA

Praca zostala zloiona w Redakeji dnia 14 listopada 1964 r.
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1. Wstep

W pracy zbadano geometri¢ réznicowa zbioru punktéw przedstawionych na
rys. 1 (odcinki prostych {gczgce poszczegélne punkty maja znaczenie jedynie gra-
ficzne). Konieczno$é zbudowania takiej geometrii wynikla z zastosowania rachun-
ku réznicowego do analizy regularnych siatek pretowych (wtedy odcinki prostych
na rys. 1 odgrywaja rolg pretow).

noodp-1x | LU
G&
\ L \
o\
G+14+3
-
Rys. 1

Podstawa rozwazan jest praca autora [3], w ktérej zdefiniowano geometrig réz-
nicowa plaskiej siatki punktéw w zastosowaniu do analizy pretow wielobocznych.
Podobnie jak we wspomnianej pracy tak i tutaj korzystano wylacznie z rachunku
réZnicowego przyjmujac w nim nastepujace oznaczenia funkcji oraz operatoréw
sumy 1 réznicy:

Y=Y,
Vs =y 14y, 1 Aey=y,, 1Y, 1,

2

Vo lV=Yez1ty, A 1y=H4yes1F e
2

1
x;};? X
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x oznacza liczby catkowite. Tak wiec jedynie przy funkcjach o argumentach prze-
sunigtych (np. 1) i nie bedacych pod znakiem operatoréw V czy A indeksow
r—g

nie opuszczano.

2. WiasnoSei siatki

Niech bedzie dana jednojednoznaczna funkcja wektorowa r odwzorowywujaca
w pewnym obszarze przestrzeni tréjwymiarowej parg uporzadkowana {«, f} w zbi6r
wektorow o wspdlnym poczatku. Konce tych wektorédw nazwiemy przestrzenng
siatka punktowa. W parze uporzadkowanej o i f sa nastgpujacymi ciggami:

1 1 1 1
N A
gdzie 0 i £ sa liczbami catkowitymi.

Ze wszystkich dowolnych zbioréw siatek rozpatrywaé bedziemy jedynie te, ktd-
rych wlasno$ci beda nastepujace:

2.0 |A0i%r] = hy = const,

2.2) IAEilr| = h, = const, |Agr| = Ay = const,
2

(2.3) Yy, 17 =2, 1=0, Vo 1r—2r,1=0,

2.4 Ag[Agr X Alr] =0, Ag[Dyr X AZr] =0.

2.5) Aer - Agr =0,

Zwiazek (2.1) oznacza, Ze odlegto$ci pomigdzy punktami siatki przy dowolnym,
ustalonym £ i zmiennym 0 sa stale i réwne k. Zwiazki (2.2) oznaczaja, ze odleglo-
§ci pomigdzy punktami przy stalym 0 i zmiennym £ sa stale, a same punkty leza
w wierzchotkach lub w $rodkach bokdéw wielokatéw foremnych.

Zwiazki (2.3) oznaczaja, ze punkty wyznaczone koricem wektora r przy argu-

mentych 0 - —él— ié ;{:% lezg w potowie odlegtosci pomigdzy punktami a argumen-

tach 6—1, 6 i 04+1.

Zwiazki (2.4) oznaczaja, Ze zbiory punktéw o stalym & lub odpowiednio statym 6
leza na jednej wspolnej plaszczyZnie (skrecenie réwne zeru). I wreszcie zwiazek
(2.5) méwi, ze plaszezyzny dla stalego 0 i stalego & sa nawzajem prostopadle. Re-
asumujgc stwierdzamy, zZe rozpatrywany przez nas zbidr skiada si¢ z siatek o co
najmniej jednej osi symetrii prostopadlej do plaszczyzny & = const.

3. Wektory jednostkowe i dzialania nad nimi

Wszystkie wektory bedace funkcjami potozenia punktu siatki bedziemy dawaé
w rzutach na dwa kierunki styczne i kierunek normalny do siatki w rozpatrywa-
nym punkcie.
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Przez kierunki styczne bedziemy rozumieli kierunki zgodne z wektorami jedno-
stkowymi:

1 1
= A = —A
3,1 t 4 ol i 14 T,

a kierunek normalny zgodny z kierunkiem wektora jednostkowego:
(3.2) n=txi.

Wielkodci 4, i 4, podobnie jak réwniez pdZniej stosowane B, i B, wyznaczamy
z nastepujacych zwigzkow:
(3.3) |Agr[F = di, |Aerf =4},

K\ K \*

(34) |V0r—2r|2=Bf=(2—j€) , ‘Vfl‘—2l‘|2=Bg: (21-2) .
Wielkoéci R, i ry sa promieniami krzywizny ptaskich siatek i zostaly zdefiniowane
w pracy autora [3].

Poszukiwanie wszelkich przyrostow i sum dowolnych wektoréw, bedacych funk-
cjami polozenia punktu siatki, zwigzane jest z uprzednim wyznaczeniem przy-
rostéw i sum wektoréw jednostkowych t, i, m, dlatego tez rozpatrzono ponizej

przyrosty i sumy wektoréw jednostkowych kolejno dla 6, & oraz dla 0 i;—i £ :{:%

Wektor t. Ze wzgledu na symetric obrotowa rzut jego przyrostu na kie-
runek wektora i rowny jest zeru. Na podstawie definicji podanych w pracy [3] rzut -
tegoz przyrostu na kierunek t réwniez jest réwny zeru. I wreszcie na podstawie
tychze samych definicji rzut na kierunek normalnej wynosi:

(3.5) (Dot), = ——Ln.

Podobnie za pomoca zwiazkéw z wyzej wspomnianej pracy mozemy okreSli¢ rzuty
sumy Vgt

(3.6) Vot = 254 ¢,

Rzuty tego wektora na pozostale osie sg réwne zeru.

Rozpatrzymy z kolei przyrost i sume tegoz wektora wzgledem £. Ze wzgledu
na obrotowa symetri¢ przyrost ma tylko jedna sktadowa w kierunku osi i. W tym
celu rozpatrzymy tozsamo$c

As(Agr) = Ag(A¢r)
Iub

Ag(A1t) = Ag(4sD).
Po zréznicowaniu ostatniej réwnoéci stronami o'trzymamy

Ap A Vet +-Ve A1 At = Ay A Vi -+ Vo A Agi

ze- wzgledu na symetrig 4. 4; = 0 jak i 44i = 0. Tak wigc po przeksztalceniach
otrzymamy
AoAz
Vids |

(3.7 _ At =2
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Po przejiciu do granicy przy jednoczesnym podzieleniu przez element tuku otrzy-
mamy znang zalezno$é z teorii powierzchni (por. np. [1]):

at 1 0A4,,

4,80
Z kolei przejdzmy do wyznaczenia skladowych sumy Jgt. Ze wzgledu na obro-
towa symetrie wielko§¢ ta moze mie¢ wylacznie skiadowe skierowane wzdiuz osi
t i n. Rzut na o§ n jest widoczny bezpoérednio z rys. 2:

: Aphy .
(3.8) (Vet), = — Z_V;Z sin ¢ cos y.

Rys. 2

Uwzgledniajac jednak, ze sin ¢ = h,/2r, oraz wprowadzajac oznaczenie R, = ry/cos y
otrzymujemy

Aghy h
3.9) = 2
( (Vfou VfA]_ ‘R2
Z tego rysunku otrzymamy rzut poszukiwanego wektora na of t:
(3.10) Vet = e
Ay

Wektor i. Ze wzgledu na symetri¢ obrotowa i ortogonalno$é plaszczyzn
dla 6 = const 1 £ = const od razu otrzymamy

(3.11) Api =0, V4i=2i, V5i=2%i.
2
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Skiadowe wektora A.i mozna ratwo wyznaczyé bezposrednio z rys. 3 pamigtajac,
ze sam wektor jest prostopadly do osi i. Tak wigc mamy

Ao/’lz t— hg

! Apl = — —=n.
(3.12) el A Rzn

Rys. 3

Wektor n Wielkofei rzutdw sum i réznic dla tego wektora otrzymamy
z definicji (3.2). Po podstawieniu znalezionych uprzednio wielkoéci i po przeksztal-
ceniach otrzymamy odpowiednie zalezno$ci przy zmiennym 6:

h
(3.13) Aon—Et,
(3.14) Von=2%n.

Bardziej zlozone sg przeksztalcenia dla przyrostu i sumy wzgledem £:
hy
A= " 2 (Ap )i
en 2R2A1VEA1 [(VEAI) +( 1 12) ]l,
poniewaz za$
(VEA1)2 + (A9h2)2 = 4A%,
przeto ostatecznie otrzymamy

Aihy

(3.15) A5n=2VeA1R21.
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Z kolei

_ Ag(VfA]_)?‘ + AO Agthghg
an = :széAl (A2A0h2 —_— hlAgAz)t"I— VeAIAIhZ n

Uwzgledniajac ze

Aonhz = h2A0A2 ’

otrzymujemy zalezno$é
A1A2

(3.16 —2 21 g
(3.16) Vin =2 VAT

B‘.%)é 9-:2'-1§+7
~ N ‘i—n
N
’ Q\tzi,ﬁ Q+21,§+1
Rys. 4 Rys. §

Pozostaje jeszcze wyznaczyé przyrosty’ 1 sumy wektoréw jednostkowych przy
1. . .
o=70 i7 1f=¢ ;&:%. Rozpocznijmy od wektora i. Ze wzgledu na symetri¢ obro-

towa otrzymujemy bezposrednio
. . . . 4 .
3.17) Aiix——_o, V 1i=2i 1. V, 1i=2>i
2
natomiast z rys. 3 mozna wywnioskowal, ze:

. A2 1 A2
3.18 A qim—pf2 1 g A
( 1 ) f:l:’g—l 2 hz V;Al Aahltfj:% 2V§R2n5ﬂ:l
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Wektor t. Z twierdzen pomocniczych [3] jak i z rys. 4 wynika bezpo$rednio,
Ze

_ n 1 Ay
(3.19) Aoi%t"—“TVH%(E)“Oi%+A0i%(h—1)t0i%’
L A1) h 1
(3.20) Voi%t_vu%(_l— tOi%—TA"i% Ry oxd
azrys, 5
Ve, 14
thg . £+ !
(3.21) Bpgrt=—"g i1, Vyat=—p—t, 1,

Wektor n. Odpowiednie wielkosci dla n uzyskamy jak i poprzednio z ilo-
czynu wektorowego tXxi:

(3.22) AOi%n=—h§—V (1;1) it 1A IRIZALIE
629 v,,1n :%veii(Al)nai%Jr%AH%(X};)%i%,
(3.24) AEi%n fé g:;:' e

(3.25) V,,an= —%é—"g " %‘%n“

Jak juz wspomniano, powyzsze zalezno$ci umozliwiajg wyznaczenie przyro-
stéw 1 sum wektoréw w dowolnym punkcie siatki. Niemniej jednak ze wzoréw
tych nie wynikaja zwiazki pomigdzy A4;, 4, 1 promieniami krzywizny R; i R,. Zwiaz-
ki te mozna otrzymaé na podstawie podobnego rozumowania jak i w geometrii
rézniczkowej. Wezmy w tym celu pod uwage drugi, mieszany przyrost wektora n:

As(Agn) = Ay(Agn).

Wstawiajac zamiast Agn i Agn wyrazenia (3.13) i (3.15) otrzymujemy

' hl Alhg .
% (Et) =24 "( Vedi Ry ‘)’
a po przeksztalceniach
h\V:d AoA h Ash e Doy \
A 1 411 g412 ( 1)__ A 1752 ]. 2 972 A 0
G(Rl) A thZ[VﬁA1 Ve 2 VAR Ry Vidi (R

Z réwnosci tej wynika, ze poszczegdlne skladowe w kierunku t, i i n powinny
byé réwne zeru. Pierwsza i trzecia skladowe sa réwne zeru tozsamo$ciowo, gdyz
ze wzgledu na symetri¢ obrotowa

) o.
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Z przyréwnania wspotczynnika przy i otrzymujemy zaleZno§¢ wiazaca ze soba
wielkosci 4y, As, Ay, oy Ry, Re:

AoAz (hl) ( A1/12 )
26 Vel—] =2As| == .
(3.26) Ved, C\R \Vedi R
Nie trudno wykazaé, ze przy przejsciu do granicy otrzymamy znany zwiazek Co-
dazziego dla powierzchni obrotowej (por. np. [2]):
ENPANRE
Oay \Ra) ~ R, Ooy
Rozpatrzmy z kolei tozsamo$é
A‘)AEt - AEAgt.

Wstawiajac zamiast Agt i Ayt zaleznosci (3.7) i (3.5) otrzymujemy

a po przeksztatceniach

(3 27) 2A9 ( AOAZ) . _1_ VEIZJ_VE R1A1/12 1

VeA; 2 RV:d,  RRy

Jak poprzednio tak i w tym przypadku nie trudno sprawdzié, ze wyrazenie to w gra-
nicy przechodzi do znanego z teorii powierzchni [1] zwiazku Gaussa dla powierzchni
obrotowe;j.

4. Geometria siatki odksztalconej

Przyjmijmy jak w paragrafach poprzednich, Zze punkty siatki okre§lone sa wspol-
rz¢dnymi 6 i & Ponadto przyjmijmy, ze dowolny punkt naszej siatki doznal prze-
mieszczenia u jako funkeji tychze wspdlrzednych 6 i £. Rozidzmy teraz to prze-
mieszczenie # na trzy podstawowe kierunki zgodne z kierunkami wektoréw jedno-
stkowych t, i i . W rezultacie tego nowe poloZenie punktu wyznaczone zostanie
koncem wektora ¢ bedacego suma wektorowa

4.1) p=r+u=rx-4uttvi4wn,

1 . : . .
Rozpatrzmy teraz wektor A—AOQ. Po zrdéznicowaniu prawej strony réwnania
1

(4.1) i podstawieniu poprzednio wyznaczonych wyrazefi na przyrost i sumy wek-
toréw jednostkowych otrzymamy

i‘ Apu -Bl VoW)t+ on . (A‘)H/ Bl Vgl()n

4.2 Np=|l4+—-——+"F
( ) .Aj_ o ( + /1]_ + Al /11 Al l+ /71 Al hl

Jezeli oznaczymy podobnie jak w teorii powlok [2]

_ Aou Bl VoW
= (Tﬁzﬂ’

© = on _"19‘8 _ (A‘)W Bl Veu)’

4 b A b

4.3)
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to otrzymamy
1 .
(4.4) E—A,,p = (1 4 &)t 4 wpi — Fyn.
1

Podobnie mozemy wyznaczy¢ wzgledny przyrost wektora p wzglegdem &, Rozu-
mujac jak poprzednio otrzymamy po przeksztalceniach

1 .
(4.5) TAeP = wet (1 4 gg)i—Iem,
2
gdzie
Ao Ay Veu 1 A hy
— Dofe Vel | A pqp ey
SEVA A I T 4R
1.4 1 Aghs
W= g g, BT T o, Y
B2A9h2 BZ
—_— = —_-——a— A
Ve = = kv M T A O T2 V4 veA1 g

Nastepnie wyznaczymy przyrosty wektora ¢ przy argumentach przesunigtych,
a wiec

A 1P i A np.
2

Sposéb postgpowania jest taki sam jak wyzej, dlatego nie podajac przeksztalcen
zapiszemy

1

4.6) EAoiépz[lJ‘_eei%]tei—;-—i— illoi- ﬁoilnai—%’
gdzie

1 1 W

ot = s )

B, 17
4.7 - =2
(G @yl = g

1 u 1
0y = sl s @

Podobnie przy zmiennym &

) ' .
(4.8) FAEUE%P=w512~1-t+(1+8€i%)l—ﬂ %n,
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gdzie
69 o= iZifZA ;”—h’;\’éfﬁ;vei%”"zﬁﬁ—‘%'ﬁku%w’
_ﬁu%=“hzé:1z2 eilu“hfvf; L

Wyznaczymy teraz wektory jednostkowe odksztalconej siatki oznaczajac je
przez t*, i* i n*, Rozumujac analogicznie jak w teorii powierzchni (por. np. [2]}
dochodzimy przy zalozeniu, ze odksztalcenia sg mate, do nastgpujacych zaleznoSei:

A.f ~ A]_(l +80), A2* ~ A2(1 —1‘65),
t* = t+ wpl — n,
i* & gt +i— 9,

ﬁot—l"ﬁ‘si—}—n.

(4.10)
n*

Za pomocy powyzszych zaleznoSci okreslimy odksztalcenie postaciowe w siatki
jako iloczyn skalarny:

w = t** = w5+w9+79019€.

Przy malych odksztatceniach odrzucajac 1loczyn PP jako ma}q WYZszZego
rzedu otrzymamy ostatecznie

(4.11) wzwg—}—a);.

Literatura cytowana w tekscie

1. II. K. PAMIEBCKUM, Kypc dugSgSkpeftuuaﬂbHoz? 2eomempuu, Mocksa 1956.
2. B. B. HOBOXWMIIOB, Teopun monxux obosouex, Cynupomrns, Jlenunrpany 1962,
3. W. GUTKOWSK_I, Plane polygonal bars, Bull. Acad. Polon. Sci., Série Sci. Techn., 9, 12 (1964).

Pezwome

PA3HOCTHAS TEOMETPUS ITOBEPXHOCTHOW CETKU TOUYEK

B pafore npencrasnena pasHOCTHAA T[EOMETPHUA ‘MHOMECTBA' TOUEK, ONMPEACHCHHBIX 3aBHCH-
MocTsIMH (2.1)~(2.5) HPACHONOXCHHBIX HA IPOM3BOJILHOM DoBepxHocTH Bpawenus (puc. 1).!B . 3
NAeTCST OUPENIENeHUst OTAENBHEIX XaPAKTEPHUCTHYECKUK CETOK , 8 TAIOKE NEHCTRIM HAT TPEMS € IHUY-
HBIMM OPTOTOHATBHBIMH BEKTOPaMH. KpoMe TOTO NPHBORSTCA TEOMETPUYECKHME 3aBUCHMOCTH
cooTpeTCIBYIOEe cooTromensm Kogaunu-Taycea B muddepenpansaoit reomerprm. B . 4 BoI-
BOZIATCA COOTHOLIEHHSA, ONMCEIBAIOLIHE Je(hOPMUPOBAHHYIO CETKY, DTH COOTHOIIEHHST MOTYT GBITH
MCIOIB30BAHE], MEXKAY TPOUMM, TP MCCIENOBAHMH NOBEPXHOCTHBIX CTEDIKHEBBIX CETOK.
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Summary

DIFFERENCE GEOMETRY OF THE POINT SURFACES

The object of the paper is to present the difference geometry of a set of points defined by relations
(2.1)-(2.5) and located on an arbitrary surface of revolution (Fig. 1). In Sec. 3 of the paper, the
characteristic parameters of the surface as well as operations on the dextral set of mutually per~
pendicular unit-vectors are considered. Besides the geometrical relations analogous to the Codazzi-
Gauss relations in the differential geometry are given. In the last Sec. of the paper, the deformed
surface is considered. The relations thus obtained can be applied, among others, to the analysis
of the regular sets of rods.

ZAKEAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGEYCH
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zloZona w Redakcji dnia 17 listopada 1964 r.
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WPEYW EFEKTOW DYNAMICZNYCH
NA PRZEBIEG PROCESOW CIAGNIENIA METALI

WOJCIECH SZCZEPINSKI (WARSZAWA)

W teoretycznych rozwiazaniach procesdéw obrébki plastycznej metali, mimo ze
kazdy z nich przebiega z okreslong predkosceia, przyjmuje sie, ze zaréwno sity bez-
wladnosci w réwnaniach réwnowagi, jak i wzrost oporu plastycznego przy wiek-
szych predkoéciach odksztatcania sa pomijalnie mate. W wigkszo$ci przypadkdéw
praktycznych takie quasi-statyczne podejscie nie prowadzi do wigkszych bledéw,
a nawet jest w pelni uzasadnione z uwagi na to, ze z koniecznoéci w rozwiazaniach
tych przyjmuje sie szereg innych zatozen upraszezajacych. Istnieje jednak szereg
przypadkow, w ktérych pominigeie efektéw dynamicznych moze daé bardzo duze
bledy. Dotyczy to zwlaszcza uwzglgdnienia lepko$ci materiatu, przejawiajacej
sie w zaleznoéci oporu plastycznego od predkodci odksztalcania. Jak wiadomo
[1] dla miekkiej stali przy predkosci odksztatcania wigkszej od & = 100 sek.* gra-
nica plastycznosci na rozcigganie ma dwukrotnie wigksza warto§¢ od statyczne;j.
Ta czulo§é metali na predkosé odksztalcania szczegblnie wzrasta w podwyzszonych
temperaturach, w jakich czesto przebiegaja procesy obrdbki plastycznej. W pro-
cesach ciggnienja cienkich drutéw, blach oraz rur o malej §rednicy predkos$ci od-
ksztalcania osiagaja czesto bardzo duze wielko$ci i ich wplyw na opér plastycz-
ny materialu nie moze by¢ pominjety. Znaczenie praktyczne ma réwniez zbada-
nie wplywu naglych zmian predkosci (szarpnigcia), wywolanych wadliwym dzia-
taniem lub obstuga ciagarek. Zwiazane z takim szarpnigciem przyspieszenia moga
prowadzi¢ do zerwania drutu lub rury.

Ponizej podano rozwigzania niektorych proceséw ciagnienia z uwzglednieniem
zarowno sit bezwladnodci, jak i efektéw predkosci odksztalcania. W przypadku
ciggnienia rury uzyskano rozwiazanie S$ciste droga numerycznego catkowania.
Dla proceséw ciagnienia blach i drutéw préby Scislego rozwiazania zagadnienia
trafiaja na bardzo duze trudnosci. Z tego wzgledu w celu oceny efektéw dynamicz-
nych i wptywu lepkoséci materialu przedstawiono przyblizone rozwigzania ' oparte
na zalozeniu uproszczonego schematu odksztalcania materialu. Zatozenie takie
pozwala uzyska¢ proste rozwiazania w postaci zamknigtej.

1. Ciaguienie rury przez stozZkowa matryce

Rozpatrzmy proces ciggnienia rury o poczatkowym promieniu ry i grubosci
Scianki h, przez stozkowg matryce (rys. 1) uwzgledniajac wplyw sit bezwladnodci.
Stan naprezenia w §ciance rury mozna uwazaé za' blonowy, poniewaz grubosé

4 Mechanika teoretyczna
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§cianki jest mata w poréwnaniu z pozostaltymi wymiarami, co pozwala pominaé
zmiang naprezef po grubosci. Nacisk p pomiedzy rura a $cianka matrycy jest bar-
dzo maly w poréwnaniu z naprgzeniami i moze by¢ pominiety w warunku pla-

Vi

Rys. 1

stycznodci. W kazdym puukcie nalezy wyznaczy¢ cztery niewiadome: naprezenic
wzdtuz tworzacej ¢,, naprezenie obwodowe o,, grubo$¢ $cianki % oraz predkodé
plyniecia materiatu wzdluz tworzacej v.

W réwnaniu ruchu elementarnej czastki materiatu oproécz sit wynikajacych z dzia-
lania naprezen nalezy uwzgledni¢ sile bezwladnoéci przypadajaca na jednostke
objgtosci. Sita ta réwna sig

0 ov)
(1.0 9(6—34——0—)

gdzie ¢ jest gestoScig materialu, ¢+ — czasem, a r — promieniem rozpatrywanego
elementu rury. W wyrazeniu tym zaloZono, ze predkoéé plynigcia zalezy réwniez
od czasu, a wiec v = o(r, ). Jest to zwiazane z mozliwoscia zmiany predkoéci ciag-
nienia rury w przekroju wyjSciowym, w ktérym o, = v,(¢). Proces jest w takim
przypadku niestacjonarny i wszystkie poszukiwane wielkoéci sa zalezne zaréwno

od promienia r jak i od czasu. Odpowiedni uklad réwnan rézniczkowych cza-
stkowych ma niepelna liczbe charakterystyk rzeczywistych i jego rozwiazanie na-

potyka bardzo duze trudnoéci. Z tego wzgledu ograniczymy sie do zbadania je-
dynie stacjonarnego przebiegu procesu ciggnienia przyjmujac, ze predko$é ciag-
nienia w przekroju wyjciowym nie zmienia si¢, a wiec v, = const.

W takim przypadku w wyrazeniu (1.1) na sile bezwladno$ci znika pierwszy czion
0v[ot w nawiasie, a réwnanie ruchu przyjmuje uproszczona postaé

d(o,rh) hr  dv

(1.2) e Ughﬁgsinavﬁzo'

W réwnaniu tym pominigto wplyw tarcia materiatu o matryce, poniewaz celem
naszym jest zbadanie efektéw dynamicznych. Zwracamy uwage, Ze sily tarcia mo-
ga byé bez zadnych trudnosci uwzglednione w sposéb pokazany w pracy H. W.
Swrrra [2].

Warunek plastycznodci wyraza si¢ réwnoscia

(1.3) o7 — 6,0, + o} = 3k,
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Chwilowo przyjmiemy, ze k = const, a wigc ze granica plastyczno$ci materiatu
jest niezalezna od stanu odksztalcenia i od predkosci odksztatcenia. Dalej omdwi-
my sposéb uwzglednienia w rozwigzaniu zaréwno zjawiska wzmocnienia, jak i czu-
tosci materiatu na predko$é odksztatcania.

Dalszymi réwnaniami sa: zwiazek miedzy predkodcia v a napreZeniami
(1.4) dv v 20, — 0y

' dr r 20,—o0,’
oraz warunek niesci$liwosci materiatu

v dh
(1.5 By 2By,

Z réwnan (1.4) i (1.5) mozna wyrugowaé predko§é v. W wymku otrzymujemy
réwnanie
dh_ b oo
d~  r g, —20,

(1.6)

Naprezenia przedstawimy w znany sposéb za pomoca jednej funkeji w
(17) o, = 2k cos (w —%), o, = 2k cos (w+_76_t)

Jak wiadomo, wyrazenia (1.7) spelniaja tozsamos$ciowo warunek plastycznosci (1.3).

Za pomoca réwnania (1.6) mozna wyrugowaé grubo$¢ £ z réownania (1.2). Pod-
stawiajac nastepnie wyrazenia (1.7) oraz wyrazenie (1.4) na pochodna dov/dr otrzy-
mujemy ostatecznie rownanie

¢ v . .
(1.8) deo 13+?sina[2°°5(“"€)‘°°5(°°+€)]

dar - '
2sinfw —Z)|cos{w — Z) —2 cos w+
6 6
Podstawiajac wyrazenia (1.7) do réwnan (1.4) i (1.6) otrzymujemy dwa pozo-
stale rOwnania
JT
do B 32 cos (w ——F) — COS (co + )

—g"—— la T ?
2cos(w+€)—cos( ——)

dh , Cos (w — Zt») -+ cos (w + )

dar - r .
2 cos (co + %—) — COS (w —%)

Zagadnienie zostalo wiec sprowadzone do catkowania typowego ukladu row-
nan o budowie

o' = Fi(w,v,r), v =F@® o), h=F®hor),

S R

|

N

(1.9)

4x
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z warunkamj brzegowymi (rys. 1)

W = 2 7
3 dla r=r, oraz wv=wv dla r=r.
h=h,
Warunek w,_, = %n wynika z zalezno$ci (1.7) po podstawieniu o, =01 ¢, =

= —2k dla r =r, Ostatni z powyzszych warunkéw na o,_, jest niedogodny
zaréwno dla przebiegu catkowania, jak i ze wzgledu na zakres waznoSci otrzy-
manych wynikéw, poniewaz w odréznieniu od obu pozostalych dotyczy on prze-
kroju wyjéciowego rury. Tak postawione zagadnienie brzegowe zmusza do za-
lozenia od razu wielko§ci obu promieni ry i ry. Jezeli jednak jako znang wielko§¢
przyjmiemy predko$¢ ruchu rury przed wejsciem w matryce, a Wwigc 9., = 7,
to dowolny promieA w uzyskanych zaleznosciach o,(r), o,(r), h(r) i v(r) moze by¢
uznany za promien koficowy r,. Rozwiazanie bedzie wigc wazne dla dowolnej re-
dukeji $rednicy (ro—ry)/re rury o poczatkowym promieniu r,. Ostatecznie wigc
przyjmiemy warunki brzegowe w postaci

(1.10) w=w0=£n, h=h 1 =9y dla r=r.

W przypadku konieczno$ci uzyskania rozwiazania dla okreslonej predkosei v
mozna je otrzymaé droga interpolaciji.

Ulktad réwnan (1.8) i (1.9) rozwiazemy metoda kolejnych przyblizen Picarda
(por. np. [3]) przyjmujac jako pierwsze przyblizenie wartodci brzegowe poszukiwa-
nych funkcji, a wiec

w(l)(r) = Wy, h(l)(r) = ho, 7)(1) (") = Vg.
Drugie przyblizenie otrzymamy przez catkowanie réwnan
sz) = Fy(wy, vy, 1), 7122) = F3(0o, o, 1), hzz) = Fy(ho, wo, 1),
gdzie przez F,, F,, Fy oznaczono funkcje znajdujace si¢ po prawych stronach réw-
nad (1.8) i (1.9). Podobuic obliczenie n-tego przyblizenia polega na catkowaniu
réwnan

Wy = Fl(w(n—l), V(n-1y> r), 7);") = Fz(v(n—-l), Wn-1y» )‘),
’
h(n) = Fa(h(n—l)’ CO(,,_]), r)-

Przy catkowaniu kazdego z przyblized obowiazuja oczywicie warunki brze-
gowe (1.10). Ztozono$é budowy réwnan (1.8) i (1.9) powoduje, ze catkowanie
mozna przeprowadzié jedynie w sposéb numeryczny metoda réznic skorczonych
dzielgc catkowita réznice promieni ry—r; na szereg odpowiednio matych skoniczo-
nych przyrostéw. Zwracamy uwage, ze procedure obliczania kolejnych przyblizen
mozna przeprowadzaé od razu do kofica dla kaidego przyrostu Ar.

Uktad réwnar (1.8) i (1.9) rézni sig od odpowiedniego ukiadu réwnan, w ktérym
pominigto sity bezwladnodci, jedynie czlonmem zawierajacym kwadrat predkosci
2% w liczniku prawej strony réwnania (1.8). Réwnania (1.9) sa w obu przypadkach
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identyczne. Zanalizujmy poszczegélne czynniki czionu bezwladnodciowego w réw-
naniu (1.8).

Jak latwo sprawdzi¢, czynnik f# = 2 cos (a) — 1) —Cos (w + %) zawiera sie w gra-

6
nicach V?/Z << ]/?, gdyz 0 > o, > —]/3_/c, gdzie k = o‘p,/;/—3_. A wiec o rzedzie
2
wielkoéci cztonu bezwladnosciowego bedzie decydowad czynnik % g%—a-. Zalezna od

wlasno$ci materiatu wielko$é p/k wynosi dla migkkiej stali okoto 6,25:107° sek.?/cm?
(k = 1270 kG/cm?), a dla miedzi 2,25:10~% sek.?/em?® (k=400 kG/cm?. Widaé
stad, Ze na to, aby czlon bezwladnoSciowy w réwnaniu (1.8) mial praktyczne
znaczenie w poréwnaniu z liczba 3, wystepujaca obok niego w liczniku, predko$é
ciagnienia musi byé rzedu v = 10%-10* cm/sek. (600-6000 m/min.). Rzeczywiste
predkoéci ciagnienia rur na ciggarkach nie przekraczaja wielko$ci 100 m/min.
Przy takiej predko$ci przy kacie o = 15° czlon bezwladnoéciowy dla miedzi wy-
nosi okoto 0,0025, a wiec jest pomijalnie maly.

Jako przykltad liczbowy obliczono przypadek ciggnienia rury miedzianej przez
matryce o kacie o = 15° przy dwoéch réinych predkoSciach na wejsciu v, =
= 600m/min. i 1200 m/min. Na rysunku 2 pokazano zmiang¢ gruboéci $cianki prze-
ciagnietej rury w zalezno$ci od stosunku srednicy koncowej d; do poczatkowej dj.

ha/hy

116

1,04

Rys. 2

Przejdzmy obecnie do zbadania wplywu lepkoéci materiatu na przebieg procesu
ciagnienia rury. Jak juz wspomniano we wstegpie metale w podwyZszonej tempera-
turze wykazuja znaczny wzrost oporu plastycznego w miarg zwigkszania predko-
§ci odksztalcania. Wiasnoéé te wykazuja réwniez wyraznie niektére metale, na
przyktad miekka stal, w temperaturze pokojowej. Wszystkie znane z literatury
dane doéwiadczalne (por. np. [4,5]) dotycza proby jednoosiowego rozciagania z du-
zymi predkoéciami. Uwzglednienie efektu czuto§ci materiatu na predko$é odksztat-
cania w obliczeniach proceséw, w ktérych stan naprezenia jest ztoZony, wymaga
przyjecia pewnej hipotezy pozwalajacej uogdlni¢ wyniki uzyskane z préby jedno-
osiowego rozciggania na dowolny stan naprezenia. Jedna z najprostszych hipo-
tez jest zalozenie, Ze powierzchnia plastyczno$ci Hubera-Misesa o; = const, uzy-
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skana z do§wiadczei z malymi predkoSciami, ulega w miarg zwigkszania inten-
sywnodei predkosci odksztatcania ¢, réwnomiernemu rozszerzeniu. Odpowiada to
przyjeciu zaleznoSci okre$lajacej osiagnigcie stanu plastycznego w postaci o; =
= ¢;(¢;). Zalezno$é te dla migkkiej stali w normalnej temperaturze przedstawia
rys. 3, otrzymany przez zmiang wspotrzednych w odpowiednim wykresie dla jedno-
osiowego rozciggania, uzyskanym przez D. S. CLARKA i P. E. Duweza [1]. Wa-
runek plastycznoéci bedzie mial teraz postaé

(1.11) 07— 0,0+ 0f =3k (&),

gdzie wielkosé k, réwna granicy plastycznodci na §cinanie, jest teraz oczywiscie
zalezna od predkoéci odksztalcania. Pamietajac, ze przy czystym §cinaniu k = o,
otrzymamy dla poszczegdlnych intensywnodci €, odpowiednig warto$¢ k(é) bez-
poérednio z rys. 3.

| 1 3 ! 1
50 100 150 200 250 800
€ sek

1

Rys. 3

Zatozymy, ze analogicznie jak w teorii plastycznego plyniecia wektory przyrostéw
odksztalcenia sa zwrocone w kierunku normalnym do chwilowej powierzchni
plastycznodei, okre$lonej dowolna wartoscia é. Wobec tego zwigzek (1.4) miedzy
predkoscia plynigcia v a naprezeniami nie ulegnie zmianie. Réwniez bez zmiany
pozostanie warunek nieéciliwoéei (L.5).

Ograniczajac nasze rozwazania do predkoSci ciggnienia stosowanych w prak-
tyce (v; <100 m/min.) pominiemy cztony bezwladno§ciowe w réwnaniu (1.2).
Jak bowiem poprzednio stwierdzono przy malych predkodciach czlony te sa po-
mijalnie mate. Mamy wigc
d(o.rh)

-

Zagadnienie rozwiazemy metoda kolejnych przyblizeri. Metoda ta byla juz po-
przednio zastosowana przy uwzglednianin wzmocnienia materiatu [6]. W. pierw-
szym przyblizeniu przyjmiemy, Ze wielko$¢ stalej k nie zmienia si¢ wzdtuz promie-
nia r, a wige k = k, = const. Nastgpnie po wyznaczeniu predkoéci plyniecia ma-
terialu w kazdym punkcie znajdziemy poszczegdlne sktadowe predkoéei odksztal-
cenia ze wzordw

(1.12) oh =0,

(1.13) G = _oSIna, & =-_sing, g = —& —&,
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z kolei intensywno$¢ predkosci odksztatcenia

(119 S VATCRI

i wreszcie z rys. 3 warto§¢ k(¢;) w kazdym punkcie. Tak wyznaczona zaleznoéé
statej k od promienja r stanowi punkt wyjScia dla obliczenia drugiego przybli-
zenia. W warunku (1.11) mozemy bowicm przyjaé, ze prawa strona jest znang
funkcja wspotrzgdnej r

(1.15) ot —0.0,4of = 3k3(r).

Rugujac jak poprzednio % z réwnania (1.12) oraz podstawiajac wyraZenia (1.7),
spelniajace tozsamos$ciowo warunek (1.15), otrzymujemy ostatecznie réwnanie z jed-
na niewiadomg funkcja w
1 3

el )

Catkunjac numerycznie réwnanie (1.16) oraz nastgpnie réwnanie (1.4) z warunka-
mi brzegowymi (1.10) otrzymujemy nowy rozkiad predkoéci » wzdiuz promienia.
Pozwala to obliczy¢ nastgpne przyblizenie intensywnoécei ¢; dla kazdego r za pomoca
wzordéw (1.13) i (1.14), a nastgpnie z rys. 3 nowa zalezno$é k(r). Teraz w identyczny
spos6b mozemy obliczy¢€ trzecie przyblizenie itd. Czynnoéci te przerywamy, gdy dwa
kolejne przyblizenia sa wystarczajaco bliskie. W praktyce réznica miedzy drugim
1 trzecim przyblizeniem jest mniejsza od 3%,. Tak wigc drugie przyblizenie jest dla
celow praktycznych wystarczajgco dokltadne.

Oceng, kiedy w przypadkn ciagnienia rur stalowych na zimno lepkoéé materiatu
moze mieé istotny wplyw, mozna przeprowadzié w bardzo prosty sposdb. Jak wia-
domo, przy ciggnienin rur zmiana gruboéci $cianki nie przekracza 15%. Mozna wiec
w przyblizeniu zalozyé, ze predkoé¢ ciagnicnia w dowolnym przekroju rdéwna sie
v & oryfr. Z zaleznodei (1.13) 1 (1.14) wynika, Ze intensywno$§é predko$ci odksztat-

dew
(1.16) — =

Lote (w . :m)dlnk

6) dr °

. LUy . . (s (2
cenia rowna si¢ &; & . sin o Osiaga ona najwigksza warto§é &1 e N o Sin o W prze-
2 1

kroju wyjsciowym (r = ry) . Z wyrazenia tego wynika, ze nawet przy normalnie sto-
sowanych predkosciach ciagnienia ( ~ 20 m/min) intensywno§é predkosci odksztal-
cenija osiagga bardzo duze warto§ci w przypadku ciagnienia rurek o malej §rednicy. Na
przyktad dla o, = 20 m/min. i 1, = 1 mm otrzymujemy przy kacie o = 15° wielkos§é
-é,mnx = 86,5 sek.~%. Jak widaé z rys. 3 przy takiej pregdkosci odksztalcenia opér plas-
tyczny stali wzrasta ponad dwukrotnie, a wigc efekt lepkosci nie moze by¢ pomi-
nigty w rozwiazaniu.

2. Ciagnieaie blach i plaskownikow

Istniejaca teoria ciagnienia przez klinowa matrycg [7,8] zostala opracowana dla
plaskiego stanu odksztalcenia z pominigciemn wzmocnienia i lepkoéci materiatu oraz
efektow };dynamicznych. Uwzglednienie tych zjawisk w rozwigzaniu napotyka duze
trudnoéci matematyczne.
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Réwnania ruchu w dowolnie obranym uktadzie wspdtrzednych prostokatnych x, y
majg postaé

4

0oy | OTyy v, | 00, 0v, |

ax "y *9( BT Tv"W“Lv”a—y)—O‘
@1

Oo, | Oty dv, v, v, )

oy T ox ‘”(‘a“z oy 1o ) =0

gdzie o, 0}, 7., 53 normalnje stosowanymi oznaczeniami naprezen, a v, i v, predkos-
ciami plyniecia materiatu odpowiednio w kierunku x i y. Gg¢sto§é materiatu oznaczo-
no jak poprzednio przez 9. Wyrazenia w nawiasach oznaczaja catkowite przy$pie-
szenie czastki materiatu, obliczane jako suma pochodnej lokalnej i pochodnej kon-
wekcyjnej odpowiedniej sktadowej predkadei. W przypadku procesu stacjonarnego,
gdy predkos$é ciagnienia materialn w przekroju wyjsSciowym jest stata, pochodne
wzgledem czasu ¢ znikaja.
Réwnanija (2.1) wraz z warunkami plastycznego plynigcia Lévy’ego-Misesa

v, 1 0o, 1 v,  0v,\ 1
22 = ( 5 +a—x)m

0x o,—a, 0y oy—0x
i warunkiem plastycznoéci
23) (05— 0, + 478, = 4k?

tworza uklad pigciu réwnas z pigcioma poszukiwanymi funkcjami oy, 6y, Ty, V5 10

Niestety uktadu tego nie udaje si¢ rozwiazaé nawet dla procesu stacjonarnego
i przy pominieciu efektéw wzmocnienia i lepko$ci materiatu. W szczegblnym przy-
padku dynamicznego wciskania stempla w oérodek plastyczny A. J. M. SPENCER [9]
uzyskal rozwigzanie przyblizone metoda perturbacji. Rozwigzanie dynamiczne otrzy-
muje si¢ jako perturbacj¢ znanego rozwigzania quasi-statycznego. SPENCER nie
uwzglednial wzmocnienia i lepkoéci i nie rozpatrywal innych zagadnien dynamicz-
nych w plaskim stanie odksztalcenia.

Ocene wpltywu efektu lepkoéci 1 sit bezwladno$ci przy ciagnieniu blachy przepro-
wadzimy w sposéb przyblizony, zakladajac walcowy przeptyw materialu przez ma-
trycg. Uproszczenie takie stosowane z pominigciem efektéw dynamicznych i lep-
kosci w obliczeniach praktycznych [10] daje bardzo dobre przyblizenie w przypad-
kach, gdy kat a matrycy jest niewielki, a redukcja grubosci blachy dostatecznie du--
Za. Zagadnienie to zostalo wyczerpujaco zbadane przez R. HiLLa [7].

Przyjmijmy biegunowy uktad wspélrzgdnych r ze Srodkiem O w punkcie prze-
cigeia przedluzen obu $cian matrycy (rys. 4). Zagadnienie rozpatrzymy dla naj--
bardziej ogdlnego przypadku procesu niestacjonarnego, gdy predko$é ciagnienia
w przekroju wyjsciowym jest zmienna w czasie, a wigc v; = v,(f). Pozwoli to zana--
lizowaé wpltyw naglych zmian predkosci ciagnienia (szarpnigé) na przebieg procesu.
Zgodnie z przyjetym zaloZzeniem o walcowym plynieciu materiatu wszystkie poszu--
kiwane wielko$ci beda funkcjami tylko promienia r i czasu t. W kazdym punkcie
nalezy wyznaczy¢ trzy niewiadome: naprezenie promieniowe o,(r, f), naprezenie:
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obwodowe o4(r, 1), oraz promieniowa predko$¢ ptyniecia v(r, t). Pozostale sktadowe
naprezenia 7,5 1 predkosci vy sa réwne zeru.

Uklad trzech réwnan tworza:
réwnanije ruchu

(2.4)

or r

warunek niesci§liwosci materiatu

oo, og—or__g(av _(3_1i)=0,

ov v

(2.5) o —l——r- =0
oraz warunek plastycznofci
(2.6) o,—0yg =2k,

w ktérym chwilowo pominiemy wzmocnienie i lepko§é (k = const). Zgodnie z wa-
runkiem plastyczno$ci Hubera-Misesa granica plastyczno$ci na §cinanie réwna sie
k= o'p,/]/ 3, gdzie o, oznacza granicg plastycznoéci materiatu przy jednoosiowym
rozciaganiu.

Rys. 4
Rozkiad predkosci plynigcia otrzymamy przez scatkowanie rownania (2.5) z wa-
runkiem brzegowym v,., = —o,(1). Wynika stad zalezno§¢
r
2.7 V= — —:— 21 (1).

Po podstawieniu zalezno$ci (2.7) i (2.6) do réwnania ruchu (2.4) otrzymujemy
réwnanie rézniczkowe zwyczajne z jedng niewiadoma funkcja o, Réwnanie to
daje sig scatkowaé w elementarny sposob, ale trudno$ci sprawia wyznaczenie stalej
catkowania. Jezeli bowiem przed wejSciem w matryce znajduje si¢ znaczna dtu-
go$¢ ciagnionej blachy o masie M na jednostke szerokosei, to przy naglej zmianie
predkosci w przekroju wyjsciowym, okre§lonej przys$pieszeniem dv,/dt, doznaje ona

réwniez przy$pieszenia réwnego %%5, co wynika z zaleznoéci (2.7). Dla nada-
0 .
nia masie M takiego przyépieszenia musi na nig dzialaé w przekroju wejsciowym
. et . .
matrycy (r = ry) naprezenie o, = %%% Przy duzej diugosci blachy przed
0

matrycg wielko§¢ tego naprezenia moze by¢ znaczna. W takim przpadku szarp-
nigcia moga silnie wptywaé na przebieg procesu ciagnienia zwigkszajac naprezenia,
a nawet moga wywolaé zerwanie blachy.
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Ze wzgledu na to, ze wielko§¢ masy M moze byé okreélona tylko przy rozpa-
trywaniu konkretnych zagadniefi, a sposdéb uwzglednienia jej wplywu omoéwiono
powyzej, ograniczymy si¢ tu do zbadania wplywu przy$pieszen jedynie w obszarze
odksztatcenia plastycznego przyjmujac, Ze proces znajdwje sie w korficowym sta-
dium gdy swobodny koniec blachy dochodzi do wejsciowego przekroju matrycy.
W tym przypadku, po uwzglednieniu warunku brzegowego w postaci ¢, = 0 dla
r =r,, Otrzymujemy wyrazenie na naprgzenie promieniowe

2 2
(2.8) o, = 2k1n +9”’ (——%)Jr@@%rllnr—r".
0

Naprezenie obwodowe ¢g mozna teraz otrzymaé bezpoSrednio z warunku plas-
tycznobci (2.6).

Pierwszy czton w zaleznoSci (2.8) przedstawia rozwiazanie quasi-statyczne, odpo-
wiadajace pominieciu cztondw zawierajacych predkos$¢ v w réwnaniu (2.4). Drugi
czton przedstawia wplyw przy$pieszenia wynikajacego ze zmiany predkoéci, jakiej
doznaje kazda czastka nawet przy procesie stacjonarnym (v, = const) przechodzac
w coraz wezsza cze§¢ matrycy. Jak latwo zauwazy¢, czlon ten daje istotne rodzZnice
w wielko$ci naprezen dopiero przy bardzo duzych predkoSciach ciggnienia, jakich
nie stosuje si¢ w praktyce. Obliczmy tak zwana redukcje graniczna, wynikajaca
z warunku, Ze naprezenie ¢, w przekroju wyjsciowym (r = r;) moze by¢ co najwy-
zej rowne 2k. Dla procesu ustalonego warunek ten prowadzi do réwnania

) et (n)]o
ln(’ll)sr 4k [1 ("O)Sr] =0

Przy pominieciu cztonu dynamicznego otrzymujemy stad graniczng warto$é re-
. (H— H—h
dUkC_]l ( H T
przy predkoSciach ciggnienia dla miedzi v; ~ 1800 m/min., a dla migkkiej stali
9; & 2500 m/min. Wynika stad, Zze pominigcie tego cztonu przy rozpatrywaniu rze-
czywistych proceséw jest w petni uzasadnione. i :
Trzeci czton w wyrazeniu (2.8) przedstawia wplyw naglej zmiany predkosci ciag-
nienia (szarpniecia). Zbadamy, jak wplywa 'on na wielko§¢ naprezef o, w prze-
kroju wyjSciowym. Pomijajac wplyw drugiego cztonu w (2.8) otrzymujemy

h  do, )

h) ~ 0,632. Zmienia si¢ ona o okoto 5% {( ) ~ 0,600] dopiero
.43 gr

r=ry) — k 1
Ortr=ry =2 ( +2k 2sino dt

Obecno$¢ gruboéci & w wyrazeniu w nawiasie wskazuje, ze wplyw szarpniecia jest
wigkszy przy duzych gruboédciach ciagnionego materiatu. Na rysunku 5 pokazano
w poétlogarytmicznej skali zalezno§é naprezenia w przekroju wyjéciowym od gru-
bosci i przyépieszenia dla miekkiej stali i miedzi obliczone dla redukeji (H—h)/H =
= 0,5. Jak wida¢, dopiero bardzo duze przy$pieszenia dv,/df majg istotny wplyw
na przebieg koficowej fazy procesu ciggnienia. Dla mniejszych przyépieszen sily
bezwladnosci wystepujace w obszarze odksztalcania sg pomijalnie mate. W takim
przypadku przy analizie wplywu szarpniecia wystarczy uwzglednié jedynie site
bezwladnoéci blachy znajdujacej sie przed wejsciem w matryce.
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PrzejdZzmy do zbadania wplywu lepkosci. Zagadnienie rozwiazemy dla spotyka-
nych w praktyce predkosei ciagnienia (v,<<50 m/min.). W réwnaniu (2.4) pominiemy
zatem czlony zawierajace v, przyjmujac Ze rowniez przy$pieszenie doq/dt jest pomijal-

6r, 12k

10+ ﬂ:o‘s

09

Mied?

Stal

o7

1 L L 1 Il 1 1

w2 w0 w' w® wf w0 10 ’
_h vy (Cﬂ)
2sinae dt [ sek

Rys. 5

nie male. Dla otrzymania wyniku w postaci zamknigtej przyjmiemy liniowa zalez-
no$§é migdzy granica plastycznosci stali przy prostym rozciaganiu a predkodeia od-
ksztatcenia

o =0,+ He.

Nastgpnie podobnie jak przy ciagnieniu rury zatozymy, ze istnieje stala zalezno$é
0; = 0;(&) obowiazujaca dla dowolnego stanu naprgzenia. W naszym przypadku
predkoéci odksztatcenia okrelone sa zalezno§ciami
dv ry . 7] ry
e Tt =TT
gdyz wyrazenie (2.7) na predko$é nie ulega zmianie.
Wobec tego intensywno$§é predkosci odksztalcenia rowna sig

o

/3

Zamiast warunku plastycznodcei (2.6) mamy wige teraz zwiazek
2 Hr,

3y3 k2t

Po scatkowaniu i wyznaczeniu stalej otrzymujemy

éi = ]/% [(ér - éé\)z "‘_ (és - éz)z + (éz - ér)z] =
2.9) o, — oy =2k (1 -+
2 Uy

| — 2kIn non
(210) »0',. = 2k1n7+ erl (r2 rg) .
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Na rysunku 6 pokazano wplyw predkodci na zmiang naprezef o,, w przekroju
wyjsciowym dla migkkiej stali o granicy plastyczno$ci przy jednoosiowym rozcia-
ganiu o, = 2800 kG/cm? Jak widaé, przy praktycznie stosowanych predkosciach

7’1 A
kg/mm
9 30|~ Materiat: stal Gp,=28kg/mm2 o
H=4mm \6\\ &
VA
4}\"’\) r\‘)‘(\
20 — \IA’ ,,4,0
3

0+

1 1 i {

|
09 08 a7 s 05 H-h/H
Rys. 6

ciagnienia cienkich blach lepko$¢ stali znacznie zwigksza sit¢ konieczng dla prze-
prowadzenia procesu.

3. Ciagnienie drutu i pretéw

W podobny sposéb mozna zbadaé wptyw efektéw dynamicznych na przebieg
procesu ciagnienia drutu przez stozkowa matrycg (rys. 7). Dla uproszczenia zalo-
zymy, ze wszystkie czastki materiatu w obszarze odksztalcania poruszaja si¢ wzdiuz
promieni wycinka kuli ograniczonego §ciang matrycy. Zaréwno stan odksztalcenia
jak i naprezenia zalezg tylko od jednej wspdirzednej r, a dla niestacjonarnego pro-
cesu réwnjez od czasu f. Uproszczenie takie stosowane w obliczeniach praktycz-
nych [10] z pominigciem efektéw dynamicznych i lepkosci daje dobre wyniki dla
maltych katéw o matrycy i znacznej redukcji grubo$ci drutu przy jednym przejéciu.
W rozwiazaniu tym pominigte s sily tarcia miedzy drutem a matrycy.

Rys. 7

W kazdym punkcie nalezy wyznaczy¢ naprezenie promieniowe o,(r, ), napreze-
nie obwodowe og4(r, f) oraz promieniowa predkoéé plyniecia o(r, f). Naprezenie
styczne 7,4 i skladowa predkoécei 2y sa réwne zeru,
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Odpowiedniec réwnania maja teraz postac

o0, 2(ay—0,) ov Qv
E Rl VI 7 Bk
3.1
5] 2
L4505 =0,  o,—0s=2k.
ar r

W warunku plastyczno$ci pominigto wzmocnienie i lepko$¢é materiatu.
Postepujac analogicznie jak w poprzednim paragrafie otrzymujemy wyrazenie
‘na promieniows skladowa naprezZenia

F v (1t do, (i n
=d4kln 25121 == -
o h 2 (r4 re Teg r)’

gdzie v,(t) jest predkosdcia ciagnienia w przekroju wyjéciowym. Nie podajemy tu
analizy wielkos$ci poszezegdlnych cztonéw tego wyrazenia, gdyz daje ona podobne
‘wyniki jak w przypadku ciagnienia blach.

Analiza wplywu lepko$ci materiatu moze by¢ przeprowadzona w taki sam sposéb
jak dla blach. Wplyw ten jest tym wigckszy, im mniejsza jest érednica ciagnionego
.drutu.
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Peaome

BIIMSIHUE TUHAMWYECKUX 3PPEKTOB HA [TAPAMETPEBI
TIPOITECCOB BOJIOYUEHMS

B pafore uccienyeTcs BIMAHME CHII HHEPUHH ¥ BSISKOCTH MaTepHajla HA [IapaMerpbl MPOLIECCOR
BOJIOUEHHsT TPY0, NMMCTOBOrO MaTEpHana u HpoBoIOKH. I8 HPOLECCOB BOJIOUEHUS TPYO HOJYHEHO
‘TOUFOE pelIeHHe JIyTEM YHCIIEHHOrO HWHTerpupoBaHus. JINa IIPOLECCOB BOJIQYWEHUS JIMCTOBOrO
MaTepMasa M IIPOBOJIOKH BONPOC YIIPOLIAETCS IPEIIONArasg, uro HAMNpPOKEHHoe H aedopmupo-
BaHHOE COCTOSHME 33BUCHT TOJNBKO OT PajiAyca, B COOTBETCTBEHHO MPWHATON LFIIHHIPHYECKOH
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BN chepUUeCKOl KOOpAUHATHON cucreme, KOHCratupyercs, uTo mpH OOLIYHO IIPUMEHSEMBLIX
CKOPOCTSIX BOJIOUEHHS, BIMAHHE CHJI MHEPIHH SIBIIRETCH NpeHeOperkumo manbim. MccnerosaHo,
OpY KAKHX MMEHHO YCKOPEHMAX CHIBI MHEPLUHWH CJIENYET YUHTBIBATh B pacueTaX. BnuaHue Bs3-
KOCTH MaTepHaja Ha HANPFOKCHHSI MOMKET OBITH BECbMA 3HAYMTENLHBIM MNA TOHKHX JIHCTOB Ma-
TepHana, a TAKKE INA TpyO M NPOBONIOK Mayore JMamerpa.

Summary

THE INFLUENCE OF INERTIAL FORCES AND STRAIN RATE SENSITIVITY ON THE
DRAWING PROCESSES OF METALS

The influence of inertial forces and viscosity of the material on the tube, wire and sheet-drawing
processes is investigated. For the tube-drawing process an exact solution is obtained by means
of numerical integration. For sheet and wire-drawing, the approximate solution is presented with
an assumption that in the cylindrical or spherical coordinates respectively, the stresses and velo-
cities depend on the radius only. It is found that for the drawing velocities used in practice the
inertial forces are negligible. However, the strain rate sensitivity of the material cannot be neglected

in the solution for thin sheet and wires because the strain rate reaches very high values even for
small drawing velocities.

ZAKEAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGLYCH
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlozona w Redakeji dnia 8 grudnia 1964 r.



MECHANIKA

TEORETYCZNA

I STOSOWANA
1,3 (1965)

PROBLEM ODCIAZENIA OBROTOWO-SYMETRYCZNYCH POWEOK W STANIE
BELONOWYM PRZY DUZYCH ODKSZTAY.CENIACH NIESPREZYSTYCH

JANUSZ ORKISZ (KRAKOW)

1. Wstep

W pracy poruszono zagadnienie wiotkich konstrukeji powlokowych pracujacych
tylko na rozcigganie i mogacych pod wplywem obciazenia w istotny sposéb zmie-
niaé swa pierwotna forme, jak réwniez doznawaé nawet znacznych odksztalcen.
Powlokom tym po$wigca si¢ ostatnio coraz wiecej uwagi ze wzgledu na liczne zasto-
sowania inzynierskie [13, 24] i to zaréwno w budownjctwie jak i w konstrukcjach
mechanicznych. Przy §cislych obliczeniach takich powlok na ogét trzeba uwzgled-
niaé¢ takie czynniki, jak znaczna nieliniowo§¢ fizyczna i1 geometryczna, duze od-
ksztatcenia, zasadnicze zmiany formy, anizojropia materiatu, obciazenia dynamiczne,
procesy termiczne i reologiczne, co oczywiScie zwiazane jest nieraz z trudno$ciami
nie do pokonania. Dodatkowy klopot stanowi problem statecznoéci przy rozciaga-
niu [14, 25, 33], zwiazany z istnieniem maksimum obciazenia [I, 10, 12, 18, 29, 30, 32].
Ze wzgledu na wspomniane trudnoéci prace dotyczace omawianych powltok sa bardzo
fragmentaryczne i w wigkszo$ci dotycza konkretnych zadan, rozwigzywanych zazwy-
czaj numerycznie przy mniejszych lub wiekszych uproszezeniach i réznych zaloze-
niach ograniczajacych. Stad np. nie ma, jak dotad, prac poswigconych zagadnieniom
dynamicznym, reologicznym i termicznym. Stosunkowo najwigcej zajmowano si¢
skonczonymi odksztalceniami izotropowej membrany kotowej [8, 9, 12, 15, 24, 26,
28, 31], a takze powloki walcowej [10, 18, 20, 30] i stozkowej [22] pod statym ci$nie-
niem wewng¢trznym. Pewna préba rozwiazania spreZystej ortotropowej membrany
kotowej jest praca [19], a powloki walcowej [6 1 7]. W pewnym sensie podstawa
fizyczna wielu wspomnianych prac byly wyniki doswiadczeni, gtéwnie E. A. DAVISA,
prowadzonych na cienkoéciennych cylindrach stalowych [5] i miedzianych [4],
poddanych zlozonemu stanowi naprezenia: ci§nieniu wewnetrznemu i rozcigganiu.
Rezultatem ich bylto ustalenie pewnych fenomenologicznych zaleznoéci fizycznych,
ktére zostaly sprecyzowane przez E. A. Davisa [4], a nastgpnie uogdlnione przez
A. NADAA [21]. Podaja one zwiazki, jakie zachodza w tréjosiowym stanie przy du-
zych deformacjach pomiedzy naturalnymi odksztalceniami (w mierze logarytmicz-
nej), a rzeczywistymi naprezeniami oraz analogiczne rédwnania dla teorii plynigcia.
W oparciu o réwnania NAadaia-Davisa 1. W. KEeppEN [16] oraz bardziej ogélnie
A.S. GRIGORIEEW [11, 12] podali dla szerokiej klasy powlok obrotowych w stanie
blonowym ogélne réwnania opisujace ich forme oraz stan naprezenia i odksztatce-
nia w przypadku statycznych obciazeri normalnych. ZatoZzenie obrotowej symetrii
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wiaze sie z potrzebg zapewnienia znajomoéci kierunkéw gtéwnych naprezen i od-
ksztalcen po deformacji, co w ogdlnym przypadku nie jest mozliwe a priori, Duzym
odksztalceniom niesprezystym powlok o dowolnych ksztaltach regularnych ze spec-
jalnym uwzglednieniem przyblizonych metod wariacyjnych poéwiecona jest czgdc
monografii R. TRoSTELA [24]. Czyni on jednak sporo zatoZen upraszczajacych, co
rzutuje na warto§é otrzymanych rezultatow.

Podstawa fizyczna innej grupy prac staly si¢ réwnania, jakie daje teoria ma-
teriatébw wysokoelastycznych (por. np. monografia [27]). Zaleznie od stopnia przy-
blizenia zawieraja one dowolna liczbe stalych materialowych. Dzigki temu, choé
wyprowadzono je dla materiatéw nieliniowo sprezystych, mozna przy ich pomocy
formalnie opisaé zachowanie sie metali w stanie plastycznym (obciazanie); po-
dobnie zreszta jak i r6wnania NAdaia-Davisa, uzyskane dla metali poza granica
sprezystodci, mozna rozszerzyé takze na niektére inne materialy (np. gumopodobne,
polimery). Przy zwigzkach fizycznych dla materialow kauczukopodobnych J. E.
ADpKINS i R. S. Rivuin [1]rozwiazali przypadek membrany kotowej, a A. E. GREEN
i J. E. Apkins [33] przypadek powloki obrotowo-symetrycznej. Zagadnieniu temu
jest tez po$wigcona praca autora [23].

Wszystkie wspomniane wyzej prace traktuja powtoke jako ciato sprezyste liniowo
lub nieliniowo albo jako ciato plastyczne ograniczajac si¢ tylko do procesu obcia-
zania. Natomiast celem niniejszej pracy jest podanie dla plastycznych powlok réw-
nan w procesie odciazania bedacych odpowiednikiem réwnan A. S. Grigoriewa dla
powlok obcigzanych [11, 12]. Ze wzgledu na zaloZony liniowy charakter procesu
odcigzania (w uktadzie wspodirzednych: naturalne odksztalcenia — rzeczywiste na-
pre¢zenia) rownania te dotycza powlok metalowych.

2. Zalozenia wstepne i réwnania wyijSciowe

W pracy przyjeto, ze:

1) zachowanajest obrotowa symetria formy i obciaZenia,

2) znajduja si¢ one w stanie blonowym, sa wiotkie i nie przenosza naprezei §ciska-
jacych, wobec czego moga zaj§é [11, 22] dwa przypadki:

a) naprezenia gltéwne oy i oy sa dodatnie,

b) naprezenie pierécieniowe o, zeruje si¢ i powstaje tzw. strefa faldéw (o; >0

10y =0);

3) pod obciazeniem moga doznawaé znacznych odksztalcen i zasadniczych zmian
formy;

4) obciazenie jest dowolne, normalne;

5) sa wykonane z nie§ci§liwego materiatu jzotropowego o nieliniowej charakterys-
tyce fizycznej przy obcigzaniu i liniowej przy odcigZaniu;

6) gruboéé §cianki przed odksztalceniem jest stala.

Ponadto za podstawe do otrzymania réwnan powloki w procesie czynnym przy-
jeto za A.S. GRIGORIEWEM [11, 12] nastepujace zaleznoéci:
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a) Zwiazki fizyczne. Réwnania Nadaia-Davisa [5, 21]

ol 25 molunga).

83=€D(a3— 01—;02)’

@.1)

przy czym o; = 0.
Ze zwiazkéw (2.1) wynika oczywiscie zalozenie o niefciSliwo$ci materiatu
23) & +e+e5=0.

Dla okreslenia funkcji @ przyjeto zaleznosei pomiedzy naprezeniami a odksztatce-
niami badz to w formie [12]

o 1/u
2.4) & = (fl,) ,
badz to (por. [11])
) o Un
(2.5) Y =Signr —| ,
gdzie
(2.6) Yy = max (Y13, Ya3), T = Max(Tyz, Tyy)

sa odpowiednio maksymalnym odksztalceniem postaciowym i maksymalnym na-
prezeniem stycznym, a

2 2
& = "]‘/3— ]/(cl — el t(ea— &)+ (63— &) = ]/—g‘]/sg + &5+ 585,
@.7)

2
%= L2—1/(“1 —09)® F (02— 03)* 4 (03 — 0)? = ]/U%"’r‘ 05— 0.0,

intensywno$cia odksztalcen i intensywnosdcia naprgzen.
b) Réwnania réwnowagi powloki w stanie odksztalconym przyjeto
w formie podanej przez ALEKSIEIEWA [2]

d d .
a—f(XHgl) = o, H, E(XHalslmp) = q(X, Y)X,

gdzie X, Y jak na rys. 1, q(X, Y) oznacza obciazenie normalne na jednostke po-
wierzchni, a H grubo$é powloki po odksztalceniu,

c)Zalezno§ci geometryczne. Zgodnie zrys. 1 odksztalcenia umow-
ne wyniosa (por. [11, 12, 29])
dS, —dSy _ dX cosyp 1 X —r H—H,

’ €y = > €3 =

G a=Tas, T o ; TH

gdzie dS,,, dS; oznacza dlugo§é elementu poludnika powloki przed i po odksztalce-
niu, H, grubo$¢ powloki przed odksztalceniem, v i r jak na rys. 1.
We wszystkich powyzszych wzorach

(2.10) g;=In(l+e), j=12,3,

5 Mecechanika teoretyezna
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oznaczaja gtéwne odksztalcenia naturalne, oy, s, 04 gtdwne naprezenia rzeczywiste —
odpowiednio w kierunku poludnikowym, rownoleznikowym i prostopadtym do gru-
bosci powloki; K, K;, usa to stale materiatowe.

Yy

\ AF

Rys. 1. Powloka — — —— — — przed odksztalceniem | ————— po odksztalcen.iu
Dla uproszczenia wprowadzono wielkosci bezwymiarowe (rys. 1):
X Y H
=24, =—A, h=-",
TRT VTR 'TH
(2.11) '
r ¢
= —A s = — N
I A

gdzie &, 7 sa wspblrzednymi punktu powloki przed, a x, y po deformacji; R, oznacza
dowolny wymiar charakteryzujacy powloke przed odksztatceniem, 4 dowolny nie-
mianowany parametr najczgiciej przyjmowany jako réwny jednoéci. Ponadto zdefi-
niowano bezwymiarowe wielko$ci naprezen i obcigzenia; dla przypadku (2.4):

o R
2.1 == J j = 2 — 1
( 2) pj Ki ’ J 1’ ) Q(x’y) KiHl q(X’ Y)a
a dla (2.5)

o . Riq(X, Y)
2.13 3 =—j = —-_1 .
2.13) Pi=gp J=L2 Q) ==

Przy takich zalozeniach podane wyzej réwnania przyjma postaé ([11, 12]):
réwnania fizyczne

[\

2
(2.142) =3 el (eat265), po= el (ea— &)

w
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dla przypadku (2.4) oraz

(214b) P = (— &g — 283)": Do = (_ &9 = 283)”—1(82—— 83)
dla przypadku (2.5) przy p, > ps,
(2.14¢c) pr=—(ea— &) (e2+265), pp= (62— &5)"

dla przypadku (2.5) przy (p2> p1);
réwnanja réwnowagi

d _ d o0

(2.15a) I (xhpy) = pah, T (xhpysin g) = 4 x;

Zwigzki geometryczne

dx cosyp b

(2163) €, = n(d_f COS(p)’ 62=IDE, 83=Inh.

Ponadto z geometrii powloki (rys. 1) widoczne sa zwiazki

. dy
(2.17a) v tgo,

d

(2.17b) 72 = tgy,

przy czym 7 = (&) jest znana funkcja okre§lajaca ksztalt powtoki przed odksztalce-
niem. Réwnania (2.14), (2.15a), (2.16a), (2.17a) w najogélniejszym przypadku daja
sie sprowadzi¢ do ukfadu 4 rownan typu

dx d_y

E:fl(é—; X, 05 h, ‘7’)- dE :fg(f, % 19’ h’ (p)’

(2.18)

f;_z=f3(§;x:ys h, (/7), Cé—(g':ﬁl(é;x:.% h: <P)

z niewiadomymi funkcjami x(¢), y(§), h(£), @(£). Prawa strona réwnan (2.18) jest
zalezna od tego spoérdd rownarn (2.14), ktére wykorzystaliSmy. W szczeg6lnych przy-
padkach réwnania (2.18) moga przyjaé nieco prostsza postaé, ale zawsze pozostaja
ucigzliwe i poza paroma najprostszymi przypadkami nie daja sig¢ efektywnie scatko-
wac. Réwnanie (2.18) wraz z wyprowadzeniem podaje A.S. GRIGORIEW [11, 12].
Opisuja one przypadek powloki, w ktérym p, >0, p, > 0.

Jesli w powloce tworzy sie strefa pofatdowana p, > 01 p, = 0, to uklad wyjscio-
wych réwnan (2.14), (2.15) i (2.16) ulegnie pewnej zmianie. I tak w réwnaniach
fizycznych (2.14) nalezy przyjaé p, = 0; drugie z r6wnas (2.16) ze wzgledu na skon-
czong szeroko§¢ Sy faldu nalezy zastapié zwiazkiem
(2.16b) S = rf(1 + ey),
przy czym wspdlrzedne X, ¥ odnosza sie tu nie do rzeczywistej pofatdowanej, lecz
do pewnej fikcyjnej gladkiej powloki «usredniajacej» faldy. Powloke taka utwo-
rzytby system nici zaczepionych z jednej strony do dna powloki, a z drugiej do gra-
nicy pomigdzy obszarami. Wreszcie réwnania réwnowagi przyjma postac:

(2.15b) a1 HS, = const, Fd)? (o1 HSysin @) = g (X, Y)x0.

5%
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Réwnania powyzsze 1 otrzymany nastepnie podstawowy uklad réwnan typu (2.18),
cho¢ nieco prostszy, podat A. S. GRIGORIEW [11].

Celem niniejszej pracy jest podanie odpowiednika réwnan (2.18) dla przypadku
odciazenia zaréwno w obszarze czystego rozciggania jak i w obszarze pofatdowa-
nym.

3. Podstawowy uklad réwnan odciazenia dla powloki

Przyjmijmy, Ze w procesie obcigzania osiagniety zostat pewien stan, ktéry oznacz-
my gwiazdka. WprowadZmy nastgpnie zgodnie z rys. 2 nowe wielkosci

€Ny G=of—0 g=¢ —eg J=123,

przy czym z (2.2) wynika, ze 03 = 0. Tu 0, &; oznaczaja odpowiednio wielko§¢ na-
prezen i odksztalcen gléwnych w nowym, a ¢}, ¢; w starym ukladzie wspélrzednych.

O

&

Rys. 2. Przebieg procesu obcigZzania i odcigzania powloki

Przyjmijmy ponadto, zgodnie z poprzednimi oznaczeniami (2.7), liniowe prawo
odciazenia ‘
(3.2) 0; = Eg;,
gdzie E jest modutem sprezystofci ekstrapolowanym na zakres duzych odksztalcen.
Na podstawie (2.1) i (2.3) mozemy napisaé
0y B — &

(3-3) O EB—&
34 & +e+e=0.

Zwiazki (3.2), (3.3) i (3.4) tworza ukfad réwnan fizycznych dla przypadku odcia-
zenia. Wprowadzajac jak poprzednio [zalezno$ci (2.12) lub (2.13)] wielkosci bezwy-
mijarowe otrzymujemy stad

(3.5) D= —k@E+28), Da=k(E—2t),
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gdzie zaleznie od prawa obcigzania

(3.6) k= ?%If jedli przyjaé (24) i (2.12) 1lub
E .. ) .
3.7 k= 3K jesli zachodzi (2.5) 1 (2.13).

Zwiazki geometryczne na podstawie (2.16a) i (3.1) mozna zapisaé w postaci:

-4
= eF— g = In dx cosy n—dﬁ cosy _ dx* cosg ’
dE “cos p* dé cosp dx cos ¢*
x* X x*
3.8 Gy =¢fF —gg=In——Ih—-=Ih"—=a*—a,
( ) 2 2 2 5 é: x

&y = &3 — &y = 1nh*—1nh=]ll—h'= p*—B.

Wprowadzono tu dodatkowo oznaczenia
X : x*
(3.9) a=32:1n—§—, a*=a§‘=1nT, B==¢g=Inh B*=ct=1Inh.
Stad ze zwigzkéw (3.5), (3.8), (3.9) otrzymamy wyrazenia dla rzeczywistych bezwy-
miarowych naprezen
p1=pf —pr = pf +k(@*+26*) — k(o +26),
P2 = ps — Py = p§f —k(0* — f*) + k(e — f).
Podstawiajac te wyrazenia do (2.15) otrzymujemy réwnania rownowagi w przypadku
odcigzenia w nastgpujacej postaci:

(3.10)

DT+ K@+ 25 — k(a4 215h) = [ — k(@ — B+ k@ — Pl

(3.11a)

d . X, y)Xx

0t (e +28%) — k(e + 2 hsin gy = 20T,
Ukiad réwnan (2.17a), (3.4) 1 (3.11a) przy wykorzystaniu zwiazkéw (3.8) i (3.9) daje
si¢ sprowadzi¢ do nastgpujacej postaci odpowiadajacej réwnaniom (2.18)

ﬂm £ cos ¢ dy & sing
d& xh cosy’ df xh cosy’

§cos<p
dh___h '2hCOS [ +(2OC+,8+1)—Z2
(3.122) aE F—(@+28+2) ’
W LDy 2+ @ p1 22

d& xhcosy

3 25 — (@ +28)]
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Iub w formie bardziej dogodnej do (numerycznych) obliczed

Bty dr
dé xhcosy’ dE dE Eg

1d.
P 1 A AR T
(3.126) & =" T ,
b - e—m e
dE T dE [2¥ — (a+2p)]cos g

W réwnaniach tych
* %k
¥ = Pz_kP]_ — Qu* %),

Ldpt | 1dxt | 2 dn
3- *Z“v— —_— R —
G-13) EETw T e

p*
2t =L 4@ 260

sa znanymi funkcjami zaleznymi jedynie od wielkoéci charakteryzujacych stan, od
ktérego rozpoczglo sig odcigzenie. W przypadku gdy Q(x, ») = Q = const, czyli
przy stalym wewnetrznym cinieniu w powtoce, czwarte z réwnan (3.12a) i (3.12b)
daje si¢ scatkowa¢ i przyjmuje postaé

Ox | AF
. A X
¢ "0 TR — @2
gdzie
P
lub
P

jest bezwymiarowym odpowiednikiem wypadkowej sity P zaczepionej do krawedzi.
powloki (np. do dna).

Roéwnania (3.12) sg rozwigzaniem postawionego w pracy zadania dla przypadku,
gdy p, >0 1 p, > 0. Dla otrzymania analogicznych réwnan w przypadku obszaru
pofaldowanego, gdzie p, = 0, korzystajac ze zwiazkéw (3.10) obliczamy najpierw

(3.16) = k(zi —3p),

przy czym

1
(3.17) 2§ = - (o1 +pi) +3p%,
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z tym, ze je§li obszar pofaldowany istnial réwniez w procesie obcigzania, nalezy
w (3.17) dodatkowo przyja¢ p§ = 0. Réwnania réwnowagi (2.15b) po przejSciu na
wielkoéci bezwymiarowe [por. (2.11), (2.12), (2.13)] i podstawieniu (3.16) przyjma
postaé:

z¥ — 3B) hs, = const,

11b d . ,
(3.116) 7y (@ = 3P) hsp sing] = _Q%ky)_xg’
gdzie

S
(3.18) Sy = fi

Uklad réwnan (2.17a), (3.4) i (3.11b) przy wykorzystaniu zwiazkéw (3.8) i (3.9),
z tym ze wielko§¢ e, okredla sig z réwnania (2.16b) wyrazonego w wielkosciach bez-
wymiarowych — daje si¢ sprowadzi¢ do postaci:

dx _ Epicosp &L+ cos g

dE "~ C'cosy hcosy ’

dy _ &pising et sing
(3.19) dé ~ C'cosy  hcosy
dp _ Q(x, y)xet T2
dt — AkC'hicosy ’
JkE(zy —3p)e D = ¢,
gdzie C' = p1h’x’ jest stala wyznaczana z warunkéw ciagloéci obszaru pofaldowa-

nego z obszarem, gdzie p; > 0 i p, > 0.
Warunek dla obliczenia odksztalcen &, przyjmuje postaé

I S
(3.20) 1+e2_m-he G420,
Réwnania (3.19) stanowia rozwiazanie postawionego w pracy zadania dla strefy
faldow, tj. gdy p, > 0, py > 0. W ogdluym przypadku ukiad réwnan (3.19) jest na
tyle zloZony, ze rozwigzywal go trzeba numerycznie, w szczegélnodci jednak, gdy
Q(x,y) = Q = const, daje sic on rozwigzaé stosunkowo prosto. Wéwczas trzecie
z réwnan (3.19) przyjmuje postaé:

o
—sz—{—FA

(3.21) sing = =5

Stad na podstawie zwigzku (2.17a) przy przyjetym narys. 1 ksztatcie powloki (cos¢ <
< 0) mamy:

(3.22) - ‘foWZ'ﬂw

— (M + n?y? >
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gdzie
p— ———Q nz =S fi .
24kC'’ 2kC’
Calke wystepujaca w réwnaniu (3.22) mozna przedstawi¢ za pomocd kombinacj
calek eliptycznych zaleznie od warto$ci stalych m2, n?. Tak np. (por. [3])

b2 — x2

S 1 ’
(32 y=y+fE)~VE+F [E(y, w)— 5 F(y, w)J +x ]/ T
gdzie

— 1 b2 — x®
f&x) =y + 0 [E(y’, w) — EF()/’, w)] —x ]/—x

@+ x?
.X a4 b , . X a?+ b? _ b
(3 25) y = arc Sln'g ]/m, Y = arcsin ?]/az _[—x,z, w = ]/a_Z_EE ,

@ = %(ycc’ +Fd4), b= -g—(zkc’ --FA4),

(3.23) n

jeslidb=zx>0ib=x">0.

W dalszym ciagu z czwartego z réwnan (3.19) zakladajac, iz z%, z§ 1 z¥ sa znany-
mi funkcjami od & obliczamy (réwnanie przestepne)

(3.26) h = h(&).

Natomiast z pierwszego uwzgledniajac zwiazki (3.21), (3.23), (3.26) mamy

&
1 et

(3.27) oy ) W du.

f di _
Y V1 —(me 4 n2)?

Réwnanie to daje brakujacy zwiazek pomigdzy x a £ i chociaz wyznaczy¢ go mozna
tylko numerycznie, to jednak ukfad (3.19) jest tym samym efektywnie rozwigzany.

4, Odksztalcenia i naprezenia resztkowe

Jak wiadomo, w konstrukcjach pracujacych w zakresie plastycznym po zdjeciu
obcigzenia na ogdl pozostaja pewne naprezZenia, tworzace samozréwnowazony uktad
statyczny i pewne odksztalcenia resztkowe. Zbadajmy jak ta sprawa przedstawia sig
w rozpatrywanych przez nas powlokach. Aby okreéli¢c warunki istnicnia naprezen
resztkowych, rozwiazmy wzgledem p;, i p, uktad réwnan réwnowagi (2.15a), przyjmu-
jac O(x,y) = 0, skad otrzymamy:

e _cdf 1
"~ xhsing’ R sinp/’

gdzie C jest stala catkowania. Je$li przyjaé

. P
- ZWKiH]_Rl

4.1) D

I
47'CKH1R1

to statla C odpowiada wypadkowej sile P dzialajacej na dno (lub krawed?) powloki
(rys. 1). Przy braku obcigzenia wystgpowanie sity P, a co za tym idzie naprezen

42y C [1ub odpowiednio C'= dla (2.13)],
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resztkowych, zwigzane jest z reakcja nieprzesuwnych den (jeéli istnieja dwa, a nie
jedno jak na rys. 1) powloki. Je§li zatem warunki brzegowe zezwalaja na swobodny
wzajemny przesuw den, to naprezenia resztkowe nie wystapia. W przeciwnym przy-
padku nalezy je wyznaczy¢ zakladajac przy dnach reakcje P, ktérych wielko§é okres-
la si¢ z warunk6éw nieprzesuwnosci tych den (por. [10]).

Natomiast okreslenie odksztalcen resztkowych jest bardziej ztoZzone. Mozna je co
prawda wyznaczyé¢ (najczgciej numerycznie) z uktaddw réwnan (3.12) i (3.19) jako
graniczny przypadek dla Q(x, y) zmierzajacego do zera, jest to jednak droga bardzo
zmudna [trzeba tu zaznaczyé, ze w takim przypadku nalezy w obliczeniach przyjaé
za Q(x,y) choéby bardzo mala, ale rézng od zera wielko$¢, gdyz przy rozpatrywaniu
wiotkich powlok czyni si¢ milczace zalozenie, ze zachowuja one swa forme dzigki
istnieniu pewnego niewielkiego ci§nienia wewnetrznego]. Jesli jednak po zdjeciu ob-
ciaZenia napr¢zenia w powloce zeruja sig, to przy dodatkowym zatozeniu, ze maksy-
malne odksztalcenia we wszystkich punktach powloki zostaly osiggniete w procesie
obciazania, co zachodzi np. w przypadku, gdy odcigzenie w catej powloce odbywa sig
proporcjonalnie do jednego tylko parametru Q,, gdzie Q(x,y) = Qm(x, y), — od-
ksztalcenie resztkowe mozna wyznaczyé w prosty sposéb z réwnas (3.10) przyjmujac

(4.3) =0, p=0,
oraz z warunku nijescisliwoéci (2.3). Otrzymamy stad:
" 2pF—p¥ . pr—2p p¥+pk
—_ ¥ _p¥__ - 2 — q* £ Tra — 3% a1 72
(44) & o IB 3k > £ o4 + 3k ’ &3 ,8 + 3k

Rezultaty te sa stuszne zaréwno w przypadku, gdy proces odciazenia zachodzi wg
réwnad (3.12) jak i (3.19) z tym jednak, Ze je$li przy odciazaniu dana cz¢s¢ po-
wioki znajdowata si¢ w strefie faldéw, nalezy dodatkowo przyjaé p¥f = 0. Z réwnan
(4.4) otrzymujemy:

py—2p} p¥+p¥
~ 3k 7 3k
4.5 X = x*e ,  h=h*e )

gdzie wezykiem oznaczono jak poprzednio stan po catkowitym odciazeniu. Trzecia
wielko$¢ (7 lub @) decydujaca o formie powloki obliczymy z réwnan (3.12) i (3.19)
otrzymujac jednakowo

j & sing -
(4-6) dE T X*h* cosy e o
przy czym
i~ 20% —p¥
(4.7 cos P = —%e e cos g*.

W wyrazeniu tym pochodna d% /dx* obliczamy ze zwiazkéw (4.5)

% dg x* [dpr  dpf\] A2
@9 LA AL
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Pochodne dp¥/dé 1 dpf/dE obliczamy dla konkretnych przyjgtych zwiazkéw fizycz-
nych. Tak np. na podstawie (2.14a), (2.16a) i (3.9):

* * * *
L T L R Y- R Ut BN St

dt ~ 2BfBF
(4.9)
dpf _ p} do* * _ * i o 9" * * pk

przy czym

g Lax 2 * ok * * __ o *
d§ x* d& 53 Bl a +2ﬂ ) 'B2 ﬁ +2a L]

a1 dre
e h* dE’
Jesli ponadto pf =0, to

(4.10)
Bf —a* —f*,  Bf =a*{ pra*pr.

apt upt  dh*
4, S =
(@11 dt  h*Inh* dE
Jak widaé, pochodna di/dx* jest funkcjq jedynie znanych wielkoécii mozna ja okres-
lié¢ w kazdym punkcie powloki, a stad na podstawie (4.6) i (4.7) obliczyé wsp6l-
rzedng 7.

5. Proste przyklady

Dla ijlustracji i choéby pobieznej jako§ciowej oceny problemu podamy kilka
prostych przyktadéw, w ktérych przy przyjetych poprzednio zaloZeniach mozna
otrzymac §ciste rezultaty. Rozwigzania dla tych przypadkéw w procesie obcigzania
mozna znalezé np. w pracy [12]. I tak weZzmy pod uwage powloke kolista o promie-
niu poczatkowym R; i grubosci poczatkowej H, poddang réwnomiernemu ci§nie-
niu wewnetrznemu o statej wartoci g. Przyjawszy, iz obciazenie zachodzi w myél
zwigzku (2.4), wprowadzmy bezwymiarowe wielkoSci

a qR, H R
. = =2 h=__ = .
G0 r=x" KH’ ' H,’ e Ry’

12
gdzie ¢ oznacza naprezenie rzeczywiste, R — promien, H — grubo$¢ powtoki od-
ksztalconej. Zachodza tu nastgpujace zwiazki:

& 1 1 R
5. INo =g, = g9 = — —> o= — =g =1
(5.2) ng=e¢ = ¢ ” 3 Inh o i skad R 2
Z réwnania réwnowagi
Qo
5- = =

na podstawie (2.4), (5.1), (5.2) i (5.3)

@

H —
(5.4) Q=21(—2Inh), skad  Quae =2 (%) dla h=e
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Réwnania odciazenia w bezwymiarowych wielko$ciach podobnie jak w punkcie 3
przyjmujemy w postaci liniowej i przy uwzglednieniu (3.6) i (5.3) mamy:

1
(5.5) 6=e——= (p.-*—%)v
skad
(5.6) Q = 2K [p} — k(ef +nhy),

gdzie jak poprzednio wielkosci z gwiazdka odpowiadaja poczatkowi odciazenia.
Przyjmujac Q = 0 otrzymamy wielko$ci resztkowe

. ]),* - (= Inh*)# . 1 _%(_ Injxy B
(5.7) e,-:e?‘—k, h="h*e ¥ =1 .

Dla otrzymania wykreséw przyjeto konkretne wartoéci liczbowe K; = 3820 kG/cm?,
E =2 -10% kG/em?, k = 5500, # = 1/3 odpowiadajace §rednim warto§ciom stali
w do$wiadczeniach Davisa [5]. Stad np. przy petnym odciazeniu

(5.8) Pimax = 1,00126 h*,

Podobnie znikomy okazuje si¢ w tym przypadku wplyw odciaZenia na & czy K.
Wyniki przedstawiono na rys. 3. Linia ciggla oznacza obszar stateczny, linia przery-
wana njestateczny. Pokazano dwa przypadki odciaZzenia przy obciaZeniu maksy-
malnym O* = Q... 1 przy obciazeniu O* << Q..

Jako drugi przykiad rozpatrzono nieskonczenie diuga powloke walcowa poddang
stalernu ci§nieniu wewngtrznemu o wielkoéci g. Podobnie jak poprzednio R, i H;
oraz R i H oznaczajg odpowiednio promien i gruboé¢ powtoki przed i po odksztat-
ceniu. Tym razem przyjeto, iZ obciazenie zachodzi w mys$l prawa (2.14¢) (oy > oy).
Przyjmujac oznaczenia bezwymiarowe (2.13) i (5.1) z réwnan réwnowagi mamy

(5.9) . P2 =2p; = %
Analogicznie jak dla powloki kolistej otrzymujemy & =0, g, = —&; = — ln/,
o0 = 1/h oraz
(5.10) 0 = 2(—21In kY,
skad

(kS

l“ —
O = (%) dla h=e

Odcigzenie zachodzi w my$l zwiazku: .
(5.11) Py — po = 2k (ef — &2),
gdzie k okre§lone jest rOwno$cia (3.7), skad nastgpnie

*
(512) 0 =t ~2em ’17)
Przyjmujac Q = 0 otrzymujemy wielko$ci resztkowe
* _p_;'_ 1 —_ —p_;_
(5.13) Bpm —Gy =P h=pre® = e *.

2k’ : ’
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Rys. 3. Powloka kulista: —————— proces obciaZania, obszar stateczny; ——+—. —.— pro-
ces obciazania, obszar njestateczny; — —— —— — proces odcigzania;

a~ napr¢Zenie jako funkeja obcigzenia, b - wykresy funkeji p(h) i Q(F), ©— wykres funkeji r(Q)

[76]
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Wyniki powyzszych rozwazan przy przyjeciu konkretnych wartodci liczbowych jak
w poprzednim przykladzie pokazano na rys. 4.

a) p2,q : b)
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Rys. 4. Powloka walcowa nieskonczenie diuga obcigzona parciem wewngtrznym:
proces obciazania, obszar stateczny; —~.— —.—.—- proces obcigzania, obszar niestateczny;
—————— proces odciazania;
a-napreZenie p, jako funkcja obcigZenia, b —wykresy funkcji p(h) i Q(A), ¢~ wykres funkeji g(Q)

Rozpatrzono réwniez powloke jak w przykladzie drugim, lecz obcigzong jedynie
sitami P przytozonymi do jej koficéw. Przyjmujac jak poprzednio oznaczenia bez-
wymiarowe i uwzgledniajac (3.15b) mozemy napisaé réwnanie réwnowagi:

F
(5.14) =15 P=0.
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W procesie obcigzania przy spelnieniu (2.14b) mamy

: 1
(5.15) ezzesz——iel:lngzlnh
oraz
(5.10) F=(—-31nh".

Roéwnanie odcigzenia w bezwymiarowych wielko§ciach ma postaé
(3.17) pi—p1=3k(ef — &),
skad nastgpnie

h*
(5.18) F:hz(pf'l*?akln—h— .
o a) ~. b
~ pP N
. \
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Rys. 5. Powloka walcowa, nieskonczenie dluga, rozciagana osiowo: ——————— — proces obcig-
zania, obszar stateczny; ——-—.—.—. proces obcigzania, obszar niestateczny; — — — — — — pro-

ces odcigzania;
a-naprezenie p, jako funkcin obcigZenia, b - wykresy funkeji py(h), P(R)

Przyjmujac F = 0 otrzymujemy wielkodci resztkowe

Y 7 I
(5.19) G=F =+, (f=h="h*ek.
3k
Odpowiednie wykresy dla wartosci liczbowych z poprzednich przykladéw pokaza-
no mna rys. 5.

6. Uwagi koncowe

Jak fatwo zauwazyé, w podanych wyzej przyktadach przy duzych (rzedu kilku-
nastu do kilkudziesieciu procent) odksztalceniach metalowej powloki odcigzenie
prawie nie wplywa na jej ksztalt, a odksztalcenia nawet przy pelnym odcigzeniu nie-
mal nie réznia sig od wartosci osiagnietych w procesie obciazania (b & ¥, o &%)
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Mozna wige przypuszczac, ze zjawisko to wystapi réwniez i przy bardziej skompli-
kowanych ksztaltach powloki i rodzajach obcigzenia. Jednakze w odréznieniu od
przytoczonych wyzej przykladéw w ogéinym przypadku nawet w procesie odciazania
naprezenia zazwyczaj nie sa liniowymi funkcjami obcigZenia (obciazenie nie jest
proste w sensie 1liuszina). Powoduje to m.in. mozliwoé¢ pojawienia si¢ obszaru po-
faldowan, nawet je§li przedtem go nie bylo, a ponadto wiaze si¢ zazwyczaj z bardzo
ucigzliwymi obliczeniami rachunkowymi. Sprébujmy jednak w oparciu o wnioski,
jakie nasuwaja przytoczone przyklady, okresli¢ warunki, przy ktérych naprezenia
p1 1 py w kazdym dowolnie obranym punkcie powloki beda z dostatecznym przy-
blizeniem liniowymi funkcjami obciazenia, co réwnoczeénie zabezpieczy powloke
przed powstaniem strefy faldow.
Rozpatrzmy w tym celu wyjéciowe réwnania powloki

d d .
(6.1) T Ohpa) = hpey o (%hpy sing) = Q(x, y)x.

Zaloimy, ze obciazenie zmniejsza¢ si¢ bedzie proporcjonalnie do jednego para-
metru Q,, gdzie '

(6.2) O(x,y) = Qum(x, y).
Wéwezas z réwnan (6.1) otrzymamy

[ m(x, y)xdx C
(6.3) Pr=C xh sin ¢ + xhsing

Fizycznie stata C jak wiadomo (3.14) i (3.15) oznacza wypadkows sitg przylozong
do dna (lub krawedzi) powloki, przy czym moze to byé zaréwno dane obciazenie
na przesuwnym denku jak i reakcja w przypadku zamocowania. Aby utrzymac pro-
porcjonalno$é p, do jednego tylko parametru Q,, nalezy przyjaé, ze warunki brze-
gowe zezwalaja na swobodny przesuw dna powtoki, a jezeli przykfada sig¢ sile, to
zmienia si¢ ona proporcjonalnie do Q,, czyli

6.4 C= QyCy.
Wéwezas mozna napisaé
(6.5) P = Qof1,
gdzie
e Cl—i—fm(x,y)x:lx.
Xh sin
Z pierwszego z réwnan (6.1) otfzymamy wtedy
(6.6) P2 = Qofa,
gdzie

x d
fo=hiA5— ().

Jesli przy tym okazatoby sig, iz w procesie obciazania odksztalcenia na catej wysokosci
powloki byly znaczne, to zgodnie z wynikami rozpatrywanych przykiad 6w mozna by
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Rys. 6. a - Ksztalt powloki — — ~— —— przed odksztalceniem, ———~ po odksztalceniu
b - Wykresy naprezei w powloce stozkowej przy odciazaniu Py ——— P2
4
Rys. 7. Powloka zmieniajaca w istotny sposdb swdj ksztalt przy odcigzania: przed

odcigzeniem, — ——— —— po czefciowym odcigzeniu

[80]
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z do$¢ dobrym przyblizeniem przyjac, ze przy odciazeniu deformacja nie zmienia sig,
czyli ze _
(6.7) xx X, hx b, exo*, fixf, fixf}

Przy takich zatoZeniach naprezenia p, i p, beda liniowymi funkcjami obciazenia
i wyraza si¢ wzorami:

* *
(638) B=Coge, M= le
Wzory (6.7) i (6.8) daja elementarne rozwigzanie problemu odcigzenia, przy poda-
nych wyzej zatozeniach upraszczajacych. Przykladem powloki rozwigzanej w mysl
wzordw (6.7) i (6.8) moze by¢ (zob. [22]) powloka stozkowa (rys. 6) obcigzona
parciem wewngtrznym gazu wzrastajacym do wielkosci O (bezwym.), a nastgpnie
malejacym stopniowo do 0. Rysunek 6a pokazuje ksztalt tej powloki przy maksy-
malnym obciazeniu i zgodnie z (6.7) takZze po odciazeniu, rys. 6b przedstawia roz-
kiad naprezen wzdtuz powloki przy zmniejszaniu si¢ Q. Przedstawione wyzej (6.7),
(6.8) rozwazanie zawiera m.in. jako przypadki szczegdlne obciazenie powloki stalym
parciem wewngtrznym lub rozcigganie sitg skupiona. Jako przyktad przypadku, do
ktérego przeprowadzone wyzej uproszczone rozumowanie nie da sie zastosowal,
mozna podaé powloke obciazona parciem hydrostatycznym, przy czym odcigZenie
odbywa si¢ na skutek ubytku cieczy (rys. 7).
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Pesome

TIPOBJIEMA PA3IPY3KH OCE-CMMMETPUUECKUX BESMOMEHTHLIX
OBOJIOYUEK BPAIIEHHMA TIPK BOJILIUMX HEVIIPYIHUX NEDGOPMALIMAX

Cy11{eCTBYIOLIHE YO CHX NOP PaGoThI, 110 GONBLUMM HEYIIPYTUM AehOPMALIMAM 0C2-CUMMETPHUECKHX
060J10ueK BPAIIEHHA, IOCBALIEH IIPOLECCY HArPYSKH. B HacTosiel »Ke paGoTe pacCMaTpHBAETCS
BOIIPOC O PAa3rpysKe Takux ODOJIOUEK, T.€. DACIIMPSIOTCS B 3TOM cmbIcne paBorer [11 um 12].
[IpK aTOM NpPETONAracTCA NMHEHHLIE 3aKOH pasrpysxu (B KOODAMHATHOR cucTeme jorapug-
MHUECKHE Jed)opMalHM — JCHCTBHTCNIBHBIC HANPIKCHHA), T.e, PACCYMIEHMST OTHOCSITCS, TEM
cambiM, K MeTaJyIMUECKHM o6oJoukam. B pesynoraTe paccy)xmenmit nomyueso aucbdepen-
IMANbHOE YPaBHEHHE MPOIECCa PasTPy3KM paccmaTpuBaembix oGosiouex: (3.12) B cnyyae Korpa
6y > 0 1 0y, > 0, a rakrce (3-19) B Tax HaswIBaemoif 30He CuamoK, xoraa o, > 0 u g, = 0.

* Kpome 1010, IpOBOHTCS aHAIIN3 BOSMOMC(HOCTH YOPOIUEHHS STHX YPaBHEHHH ¥ [AI10TCS TOUHbIE
PEIUEHHA ISl HECKOJBKMX CAMbIX [POCTBIX CHYYaED.
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Summary

UNLOADING PROCESS OF THE ROTATIONALLY SYMMETRIC MEMBRANE SHELLS
WITH LARGE DEFORMATIONS

All the papcers dealing with Jarge unelastic deformations of rotationally symmetric shells in mem-
brane state of stress are concerned with the loading process. In the present paper being the extension
of the results givenin [11 and 12] the unloading process of such shells is investigated. Since only me-
tallic shells are considered the linear unloading law (in the logarithmic strain — true stress coordi-
nates) is assumed. The differential equation (3.12) is obtained for the case 6,> 0, and ¢, > 0, and
equation (3.19) in folded zone where ¢, > 0 and o, = 0, Moreover, an analysis of possible simpli-
fication of these equations is given. The exact solutions of some simple particular cases are presented.

KATEDRA STATYKI BUDOWLI
I WYTRZYMALOSCI MATERIALOW
POLITECHNIKI KRAKO WSKILEJ

Praca zostala zlozona w Redalkcji dnia 5 lipca 1964 r.
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POLSKIEGO TOWARZYSTWA MECHANIKI TEORETYCZNEJ 1 STOSOWANEIJ

TEMATYKA MIEDZYNARODOWEGO SYMPOZJUM REOLOGU I MECHANIKY
GRUNTOW W GRENOBLE

1. WSTEP

W dniach od 1 do 8 kwietnia 1964 r. odbylo sie w Grenoble Miedzynarodowe Sympozjum Reo-
logii i Mechaniki Gruntéw zorganizowane przez Zakiad Mechaniki Plynéw Uniwersytetu w Gre-
noble. Sympozjum odbylo si¢ pod cgida Migdzynarodowego Stowarzyszenia Meehaniki Teore-
tycznej i Stosowanej przy wspédludziale Miedzynarodowego Stowarzyszenia Mechaniki Gruntow
i Fundamentowania.

Program Sympozjum obejmowat.

1. Teorje stosowane w mechanice gruntéw: reologia teoretyczna réznych materialdw, statyka
i dynamika gruntéw oraz analityczne i numeryczne metody rozwigzywania zagadnien analizy ma-
tematycznej, stosowane w teoriach mechaniki gruntow.

2. Badania do$wiadczalne zjawisk mechanicznych wystgpujgcych w gruncie; do$wiadczalne
okreélenie praw reologicznych rdéznych materiatéw dla ztozonych 1 zmiennych warunkdéw brzego-
wych: sposoby pomiaru naprezen, odksztalcen, predkosci odksztalcen oraz poréwnania danych
dodwiadczalnych z przewidywaniami teoretycznymi. '

Zgloszone referaty zgrupowano w dwoch sekcjach: teoretycznej i doswiadezalnej, a te z kolei
podzielono na dwie podsekcje.

a. Sekcja teoretyczna. Pierwsza podsekcja obejmowala: teoretyczne prawa zachowania si¢ cial
oraz ustalenie podstawowych réwnun zagadnien mechaniki, dla ktérych o$rodek gruntowy moze
stanowi¢ punkt wyjécia. Druga podsekcja obejmowala metody rozwigzania réwnan mechaniki
gruntow.

b. Sekcja doswiadczalna. Trzecia podsekcja obejmowala doswiadezalne okredlenie praw reolo-
gii cial, sposoby pomiaru wiasciwosci mechanicznych gruntu w taboratorium i w terenie (in situ).
Czwarta podsekcja dotyczyla doswiadczalnej weryfikacji metod obliczeniowych stosowanych w me-
chanice gruntdw, badaft modelowych i pomiardw in situ.

Powyiszy program Sympozjum wprowadzil okreslony podzial tematyczny nadeslanych refe-
ratbw i stosownie do tego podzialu przedstawiono poszczegdlne prace.

2. REFERATY PIERWSZEJ PODSEKCJI TEORETYCZNEJ

2.1. W pierwszej podsekcji teoretycznej mozna wyrdznié tematycznie trzy grupy referatow.

Pierwsza grupe otwiera referat P. ANGLEs d” AURIACA na temat definicji i zasad reologii tenso-
towej. Autor proponuje pewne zasady fizyczne, ktore prowadza do ogolnej klasyfikacji ciat i okresle-
nia praw nimi rzadzacych. W celu okre§lenia wszystkich praw wystarczy podaé trzy wielkosci ten-
sorowe: tensor naprezenia o, tensor odksztatcenia D, tensor predkoécei odksztalcenia (. Autor pod-
kresla mozliwosé istnienia cial posrednich i podaje nastgpnie definicje zjawisk lepkich i nielepkich
wykazujac istnienie tylko trzech przypadkéw: ciato stalte nielepkie, ciato state lepkie, ptyn lepki.
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W. Orszax 1 P. PerZyNA omOwili grunty sprezysto-lepkoplastyczne. Pierwsza czgéé pracy po-
Swigcona byta dyskusji rownan podstawowych opisujacych dynamiczne wiasnosci gruntéw. W pra-
cy wykorzystano koncepcje ciala sprezysto-lepko plastycznego oparta na publikacjach K. Honen-
EMSERA, W. PRAGERA | P. PerzyNy. Umoziiwia to opis wplywu predkosci odksztalcenia na za-
chowanic sig gruntu. Przyjmuje si¢, ze grunt jest w peini sprezysty az do osiagnigcia stanu plastycz-
nego. Gdy stan ten zostaje osiagnicty, grunt stajc si¢ sprezysto-lepkoplastyczny. Stosownie do
tego przyjecia, wlasciwy warunek plynigeia, ktdéry nazwano kryterium statycznego plynigcia, nie
rozni sic od kryterium plyniecia sprezysto-plastycznej teorii gruntu podanej przez D. C. DRUCKERA,
W. PrAGERA i W. OLSZAKA.

Druga czed¢ pracy przynosi rozwigzanie zagadnienia rozchodzenia si¢ fal naprezen w nicskon-
czonym osrodku sprezysto-lepkoplastycznym. W pracy analizuje si¢ fale: sferyczne, cylindryczne,
radialne i plaskie w pdiprzestrzeni.

Zastosowanie zmiennej niczaleznej losowej do mechaniki osrodkéw ziarnistych podal referat
J. LitwiniszyNA. Referent omawial badania teoretyczne i do$wiadczalne, rozpatrujace osrodek
ziarnisty jako zbidr pojedynczych czgstek. Autor wychodzac z réwnan Smoluchowskiego-Kolmo-
gorowa oraz stochastycznego proezsu Markowa wyprowadzil réwnania z¢ zmienng niczalezng
losowa, ktére sa uogdlnieniem rozwigzan S. Goldsteina. Jako wynik autor otrzymal w ogdlnym
przypadku rownania rézniczkowe typu hiperbolicznego, a joko przypadek szczegdlny — rownanic
paraboliczne typu Markowa. W rozwiazaniu przyjmuje si¢, ze identyczne czastki ulozone sa w dwu-
wymiarowym ukladzic siatki i poddane dziataniu sity cigzkosci wykluczajgccj ich ruch ku goérze.
Przemicszezenia czasteck dokonuja si¢ kolejnymi stopniami lub «skokami» ku dofowt w lewo lub
prawo. Na micjsce czastki obsuwajjcej si¢ przemicszeza sig¢ «dziura» (pusta przestrzen) ku gorze,
odpowiednio w prawo lub w lewo. Autor wykonat doswiadczenia polegajace na otwarciu otworu
w dnie zbiornika z piaskiem i odwzorowaniu stanu niezmicnnego w czasie, opisanego liniowym
rownaniem hiperbolicznym.

D. C. Drucker mowit o pojeciach niezaleznos$cei trajektorii i stateczno$ci materialu w odnie-
sieniu do gruntu. Praca opiera si¢ gtoéwnie na wprowadzonym przez autora i PRAGERA w 1952 r.
pojeciu idealnego uplastycznienia gruntu (rozszerzonym i uscislonym nastgpnie przez SHIELDA
i JENIKE) § na wprowadzeniu pojecia modelu gruntu jako ciala utwardzonego przez zgniot (przez
analogi¢ do metali). Ostatnie badania CALLADINE’A, SCHOFIELDA i Roscoe, wykonane na «mokrychy»
itach, wykazaly duzy zgodnosé opisu wiasnosei itow z modelem ciata izotropowego utwardzonego
przez zgniot. Zakres pojgcia statecznodci ciata rozszerzono w pracy tak, aby mozna byto uwzgled-
ni¢ niektére specjalne wilasciwosei gruntdow, ktérych pozbawione sa metale.

W przedstawionej pracy auntor zbadal kilka elementarnych modeli grunta jako ciala utwardzo-
nego (skonsolidowanego) przez zgniot dla wykazania zalet modeli przy prostym obciazeniu jak
i ich ograniczenia w bardziej ztozonych przypadkach obcigzen. Podobnie jak w metalach zasadniczy
problem polega tu na oszacowaniu nieodwracalnego lub plastycznego odksztalcenia, pomijanego
w drugim przyblizeniu. Autor zwraca uwage na trudno$ci powstajace przy przyjeciu idealnego
uplastycznienia, ktére uwzglednia tylko pewne cechy ciata.

W pracy uwypuklono glowne roznice miedzy poczatkowymi i dalszymi powierzchniami ply-
nigeia, a granicznymi naprezeniami powierzchniowymi, oraz wykazano ich wielkie znaczenie dla
gruntéw. Szczcgbdtowo przedyskutowano w pracy powierzchni¢ graniczna. Analizuje sie rowniez
zwiazek «napreZenie-odksztalcenie» zalezny od czasu, wplyw czasu oraz wplyw szybkoéci badania
na odksztalcenia.

A.E. Greeni R, S. Rivun przedstawili prace pt. «Mechanika o$rodkdw ciggtych dla ciat o pew-
nej strukturzey. Jezeli przyjmie sig, ze ciata sa nic osrodkami ciaglymi, lecz skladajg sie z elementow
strukturalnych, krystalicznych czy molekularnych, to pola wektoréw przemieszczen i sil mozna
rozpatrywac jako aproksymacje niecigglych przemieszczen, jakim ulegaja elementy strukturalne
i nieciggtych ukladéw sit na nic dzialajacych.

A. M. FReUDENTHAL i W. R. SpiLLERS méwili o konsolidacii warstwy lepkosprezystej pod wply-

wem obcigzenia quasi-statycznego. W pracy rozwazia si¢ w skrocie zastosowanie teorii o$rodkéw
konsolidowych BioTa do zagadnienia konsolidacji wieczystej gruntow. Przedstawiono rozwiazanie
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zagadnienia konsolidowanej osiowo-symetrycznej warstwy lepkosprezystej, ktéra jest czesciowo
obcigzona na swej powierzchni.

Ostatnia praca tej grupy S.S. WiarowaA omawiala plastycznosé i pelzanie o$rodkéw spoistych.
Opierajac si¢ na badaniach uczonych radzieckich, ktérzy wykazali, ze zmiany postaciowe
i objetosciowe takich materiatow jak grunty charakteryzujgce si¢ rdzna wytrzymatoscia na roz-
cigganic i $ciskanie zaleza zaréwno od dewiatora napre¢zenia jak i cisnienia hydrostatycznego, autor
podaje dla stanu plastycznego i petzania réwnanie

o; = ¢1(8) +(P2(8i)@(0)-

W podanym réwnaniu pierwszy wyraz okresla wytrzymalo$¢ na czyste §cinanie, a drugi wzrost
tej wytrzymatodei na skutek dziatania cinienia hydrostatycznego . W ogdlnym przypadku réwna-
nie to ma postac catkowa. Podobne réwnanie otrzymuje si¢ dla zmian objetosciowych. Reologiczne
rownanie rownowagi dla ofrodka spoistego otrzymano wprowadzajac do powyzszego réwnania
czynnik czasu. Wyrazajac to réwnanie dla przypadku ogblnego w postaci calkowcej wedtug Volterry-
Boltzmana i konfrontujac z wynikami do$wiadczen, autor otrzymat réwnanie

o; = A()el + B(H)oel.

W réwnaniu tym funkcje A(¢) t B(¢) charakteryzuja prawo rozwoju deformacji w czasic (prawo
pelzania). Okresla si¢ je do$wiadczalnie z badan w aparacie tréjosiowego $ciskania lub skrecania
i Sciskania przy warunku petzania. Autor rozpatrywal réwniez réwnania dla plynigcia materialow
newtonowskich, nie-newtonowskich i materiatéw Binghama.

2.2. Druga grupa poswigcona byla wiasciwosciom itow, ich konsolidacji, relaksacji plyniecia
i reologii.

Otworzyt jg referat R. ScriermanaA, CH. C. LAppa i A. T. CHENA na temat wieczystej konsoli-
dacji itobw. W pracy podaje si¢ teorig obliczania [epkosci przestrzennej szkieletu gruntowego. Za-
proponowano dwa zmienne modele jako liniowa aproksymacje dla procesu wieczystej konsoli-
dacji. W pierwszym modelu A element reprezentujgcy lepko$é przestrzenng pofaczono réwnolegle
z elementem sprezystym (model Kelvina). W modelu B rownolegle potaczenie modelu A4 jest zmic-
nione przez dodanie elementu sprgzystego w szeregu z modelem 4. Oba modele sg sprzgzone z mo-
delem dewiatorowym, ktéry ma pofaczone w szereg elementy lepki i1 sprezysty. Uzywajac opera-
toréw liniowych skladniki dewiatorowe i przestrzenne mozna sprzegaé tak, aby utworzyty efek-
tywny model przedstawiajacy zaleznos$é «naprezenie-odksztalcenie» dla wieczystej konsolidacji
warstw itdw.

_Opracowano w ten sposéb analityczne rozwigzanie dla modelu 4 i B, aby przedstawi¢ rozklad
naprezen efektywnych i zalezno$é osiadania od czasu dla obcigzonych warstw itu. Rozwigzanie
analityczne przedstawia sie jako funkcje lepkosci wchodzacy w sktadniki objetosciowe i dewia-
torowe. Wykazano, ze wprowadzenie lepkosci przestrzenncj do zasadniczego rdéwnania zmienia
ksztalt i opédznienie dla krzywych konsolidacji wieczystej. Przeprowadzono doswiadczenia dla
wykazania charakteru wieczystej konsolidacji kilkunastu normalnie konsolidowanych prébek itu.
Stwierdzono, ze wielko§é konsolidacji wieczystej po okresie, w ktérym zanikaja skutki konsoli-
dacji filtracyjnej, sa w przyblizeniu takie same dla izotropowo konsolidowanych prébek w apa-
racie trdjosiowym i dla prébek w edometrze. Wyjasnienie zaobserwowanych danych doswiadczal-
nych mozna znalezé w zjawiskach fizyko-chemicznych ukfadu it-woda, zwtaszcza w fakcic, ze ity
sa specjalnymi ciatami ztozonymi z czastek blaszkowatych.

Okreslenie parametréw reologicznych i utwardzenia gruntéw spoistych oraz nowg nicliniowa
teorie konsolidacji podat referat Tan TionG-Kie. W pracy rozwaza sie glownie wplyw pierwszego
niezmiennika odksztalcen na operatory reologiczne. Bazujac na wynikach do$§wiadczen autor przed-
stawia modyfikacje prawa Darcy oraz wyprowadza nieliniows zaleznos¢ odksztaicern od naprezen.
Po dalszych rozwazaniach warunku ciagloéci autor wskazuje na nowa nieliniowa teori¢ jednowy-
miarowej konsolidacji, twardnienia i wtoérnego efektu czasu, '

S. Muravama i T. SHIBATA zajeli sie rewizjg i ulepszenicm swych pierwotnych teorii (1958, 1961)
dotyczacych reologicznych wiasnosci itéw, zwlaszcza jezeli chodzi o relaksacje naprezen w zakresie
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naprezen nizszych niz goérna granica pltyniecia, Autorzy doszli do wniosku, ze okreslone w zwykty
sposob granice wytrzymaltosci podioza gruntowego lub fundamentu, oparte na standardowej me-
todzic badania lezg zawsze po stronie nicbezpiecznej w poréwnaniu z rzeczywista wytrzymatoseig
dla warunkow, gdy obcigzenia przyktadane sa w sposdb ciagly, Gérna granica plynigeia ilu moze
byé okre$lona jako naprezenic odpowiadajace pierwszemu punktowi przegiecia na krzywej obra-
zujageej zaleznosé ocksztalcen od naprezen, uzyskanej przez dodawanic réwnych przyrostéw na-
prezen w réwnych przedziatach czasu.

Zniszezeniem wskutck plyniecia i konsolidacja wieczysta iléw zajeli sie rowniez S. MURAYAMA
1 T. SuiBATA. W pracy swej rozwazyli-z punktu widzenia mikrometrycznego dwa aspekty studiow
teorctycznych nad reologiczaymi wlasciwosciami ilow, uwzgledniajgcymi zmiany objetosciowe,
mianowicie zniszczenic wskutek plynigeia i konsolidacjg wicczysta. '

Reologiczne i mechaniczne modele nkladow czastek ilow przesyconych wodg podat referat E. C.
W. A. Geuze. Autor przedstawit pomyst modelu reologicznego zwanego mechanicznym dla pod-
kredlenia, Zze zasada modelu opicra si¢ na mechanizmic sit i przemieszczen w ukladzie czastek ito-
wych. Uzyto machanicznego modelu dwuwymiarowego roéwnomiernie flokulagowanego (koagu-
lowanego) itu, aby wykazaé, ze:

a) graniczna sita strukturalna jest wynikiem zerwania wiazai rozciagajacych w stykach krawedzi
do czota czastek, jezeli wycisniecie cieczy jest zabezpicczone na granicach ukladu;

b) w tcj granicy ukfad zachowuje si¢ jak matcrial o niclintowej sztywnosci (wzrastajacej przy
zmniejszajacych si¢ przemieszezeniach);

c) poza ta granica poflaczenia przenoszace ciggnienia wylaczaja sie z pracy i przemieszczenia
czastek przebiegaja jako ciagly poslizg krawedzi po powicrzchni czastek, tak jak w zjawiskach
leplkoscei;

d) ten sam przcbieg odnosi sig¢ do ukladu w stanie naprezen hydrostatycznych, przy zabezpie-
czeniu usuniecia cieczy z pordéw na granicy. Tutaj zerwanie powigzan nastgpuje bez poprzedniego
zwigkszenia objetosei tych poréw i nastgpnie oddzielenia krawedzi od ptaszczyzn;

e) zerwanie wystepuje najpierw w tych stykach, gdzie kat przecigcia jest maly i to w punktach
styku czastek o dogodniejszym potozeniu (blizszym do prostokatnego ulozenia obok siebie);

) taczenia skladnikdéw hydrostatycznych i sktadowych dewiatorow naprezenia przy konsolidacji
nie mozna rozwazaé dla superpozycji odksztalcen. Zniszczenie wigzan czastek powstaje zaréwno
w zakresie sprezystym, jak i lepkim ze wzgledu na liczne przyczyny w wielu punktach, zaleznych
przede wszystkim od ulozenia (orientacji) czastek i ich wymiaru;

g) odksztalcen wynikajqcy‘ch z przemieszezenia czastek nie mozna w tym stanic rzeczy uzyskaé
przez superpozycje przemieszezen wywotanych oddziclnie przez kazdy zc skiadnikéw naprezen,

2.3, Trzecia grupa pierwszej podsekeji zajmowala sig strutura gruntu, modulem $cis§liwosei oraz
zagadnieniem cisnicnia cicczy w porach. Obrady jej otworzyt referat A, KtzpirGo na temat ukla-
du geometrycznego ziarn, W pracy podal on okreslony sposob konstrukeji systematycznego ukiadu
kul o réwnych $rednicach, ciaglych, nicsci§liwych i jednolitych oraz ogélne wyrazenie dla poro-
watoSei, przyjmujac zwlaszcza przcjscie zwyktcgo systemu szedciennego w ortorombowy i rombo-
edryczny, W pracy podano krzywc dla okreslenia objetosci i wysokoéei pojedynczej pory, poro-
watosci 1 ogblnej liczby koordynacyjnej dla plaszczyzny i dla przestrzeni, Wychodzace z ogdlnych
praw dla cieczy mozna ustalié¢ zalezno$é miedzy wspoiczynnikiem tarcia a wspéiczynnikiem poro-
watoéci, ustalajac zalezno§é migdzy zmiang objgtoéei, naprezeniem $cinajacym i odpowiadajacymi
mu odksztalceniami. Autor podaje kilka rozwiazan przyblizonych. W ostatniej czeéci pracy autor
rozwaza ci$nicnie poziome ukiadu, co moze rzucié¢ nowc §wiatlo na zjawisko paicia gruntu.

N.V.R.L.N. Rao zajmowal si¢ badaniem cisnienia w porach gruntu przyjmujac w rozwaza-
niach modele reologiczne. Autor wprowadzil dwa nowe etementy dla odwzorowania $ciSliwego
gazu i niescisliwego plynu. W ten sposdb za pomocq pieciu elementéw skonstruowano cztery modele
reologiczne dla przedstawicnia pewnych idealnych reakcji gruntu przy wzrastajacym $ciskaniu
osiowym. W pracy rozwaza si¢ ciSnienie w dwu nowych elementach dla przedstawienia ci$nienia
w porach gruntu. Dia badania wlasciwosci (trojfazowego) systemu w trzech stanach (sprezysto$é,
plastyczno$é, lepkoéé) autor proponuje wprowadzi¢ nowy element dla reprezentowania gazu i jesz-
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cze inny dla niescisliwosci. W pracy rozwazono ofrodek gruntowy w trzech stanach za pomoca
pieciu elementow, a ci$nienie wystepujace w dwu nowych elementach rozpatrzono jako cinienie
w porach.

Granicg plastycznosci i modut $cisliwosci gruntu w tej grupie omawial referat F. KAWAKAMI
i S. OGawa, ktorzy zajeli si¢ granica plastycznoéci oy, i modulem scisliwosci E gruntéw poddanych
wielokrotnym obcigzeniom. Badania przeprowadzono w aparacie jednoosiowego $ciskania i w apa-
racie trojosiowym na ubijanych probkach gliny piaszczystej, ilu i trzech rodzajach mieszaniny ilu
z piaskiem. Z wykresu o/E wyznaczono modut $ci§liwosci gruntu poddanego wielokrotnemu ob-
ciazeniu. Wyciagnieto wnioski uwzgledniajace zwiazki miedzy granica plynnodci a modutem $cidli-
wofdci oraz czestoscig i wielkoscia wielokrotnych obciazen i naprezen przy umozliwionej rozszerzal-
nosci bocznej. Opisano réwniez rolg zachowania sie gruntu jako o$rodka sprezystego i plastycz-
nego przy projektowaniu budowli ziemnych.

3. REFERATY DRUGIEJ PODSEKCI] TEORETYCZNEJ

Druga podsekcja, obejmujaca zagadnienia metody rozwiazania réwnad mechaniki gruntéw,
dotyczyta gldéwnie probleméw réwnowagi granicznej. Do tematéw tej podsekcji nalezala réwniez
proba zbudowania racjonalnej teorii osrodkdéw ziarnistych w warunkach plaskiego ukladu sjt oraz
rozwigzanie zagadnienia konsolidacji gruntu w pélprzestrzeni.

Tematyke drugiej podsekcji otworzyla praca J. K. ZareckieGo i N. A. CyTowiczA na temat
niejednorodnosci 1 nieliniowego charakteru pelzania podtoza gruntowego. Autorzy zajeli si¢ za-
gadnieniem nieliniowego pelzania materialu podloza przy uwzglednieniu jego niejednorodnosci.
Rozpatrywano najpierw zagadnienie silnie odksztalconego podloza pod wplywem sily skupionej
z podaniem dla tego stanu rozkladu naprezen, a nastepnie analizowano zagadnienie naprezen
w plaszczyznie styku gruntu ze stopa fundamentowa. W pracy wyjasniono, w jakich przypadkach
i wedlug jakich praw odksztalcen mozliwy jest radialny rozklad naprezen w podlozu przy plaskim
odksztalcenin. Dla zagadnien nieliniowego pelzania podioza poddanego dzialaniu sily skupionej
i obcigzeniu rozlozonemu mozliwe sa stosunkowo proste i $cisle rozwiazania w przypadkach ra-
dialnego rozchodzenia sie napre¢zen. Poza tym badano mozliwo$é radialnego rozchodzenia sie
naprezenn w niejednorodnym podtozu, wykazujagcym scisliwo$é przestrzenna. Autorzy okreslili
réwniez obszar graniczny pod dzialaniem obciagzenia rozlozonego. Przy pomocy teorii Bolzmanna-
Volterry wprowadzono czynnik czasu, ktéry wptywa na rozw6j odksztalcen podloza, Praca podaje
badanie wplywu wywieranego przez nieliniowy charakter prawa odksztalcedt i niejednorodnosé
podloza na wielko§é jego osiadania. Na zakosficzenie podano rozwigzanie zagadnienia styku fun-
damentu z gruntem wedtug J. K. ZARECKIEGO. Zastosowatl on nowa metode dla rozwigzania o0so-
bliwego réwnania calkowego typu Fredholma rzedu pierwszego, opisujacego wyzej wymienione
zagadnienie.

Z. SoBOTKA przedstawil dwa referaty. W pierwszym autor zajmowat si¢ ogdlna teoria réwnowagi
granicznej i liniami po$lizgu gruntu niejednorodnego. Wychodzac z réznych warunkéw plynigcia
materiatu, ktére mozna wyrazi¢ krzywa obwiednia, kryteriami energetycznymi lub powierzchnia
plynigcia, autor zrézniczkowat uklady réwnan réwnowagi granicznej. Rownania te okreslajg pole
naprezen 1 moga byé rozwigzane metoda charakterystyk, na przyklad przy uzyciu metody réznic
skonezonych. Dla pola predkoéci autor postuzyl sie réwnaniem Scisliwodei 1 zwiazkiem migdzy
gléwnymi kierunkami tensora naprezenia i tensora predkosci odksztalcenia. Dla przypadkéw
specjalnych pole naprezenia i pole predkosci moga byé okredlone oddzielnie. Autor stwierdzil, ze
w przypadku $ci§liwoéci i wplywu $redniego naprezenia na warunek plastycznosci kierunki na-
prezen giéwnych i predkosci gtéwnych nie pokrywaja sig, lecz tworza miedzy soba kat odchylenia
(dewiacji), ktory przyjmuje wartosci miedzy zerem i polowa kata tarcia wewngtrznego. Kat de-
wiacji jest nowa charakterystykq mechaniczng gruntu.

W drugim referacie autor podat rozwigzanie zagadniefi reologicznych plaskiego odksztalcenia
w oérodku ciaglym o anizotropii ortogonalnej przy istnieniu réznych warunkéw brzegowych.
Autor otrzymat rozklad naprezen i odksztalcen w péiplaszezyznie liniowej lub nieliniowej o anizo-
tropii ortogonalnej przy uwzglednieniu réznych wlasciwosci reologicznych gruntu. Wprowadzenie

7 Mechanika teoretyczna
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pojecia odksztalcenn i naprezen zastepczych umozliwia oddzielne calkowanie wzgledem wsp6l-
rzednych i wzgledem czasu, co w konsekwencji prowadzi do znacznych uproszczen w rozwiaza-
niu zagadnien dotyczacych odksztalcen reologicznych.

J. KravrcHENKO i R. SiBILLE podali przyblizone rozwiazania zagadnien roéwnowagi granicznej
dla oérodkéw wazkich w oparciu o prawo Coulomba. Wychodzac z réwnan roéwnowagi granicz-
nej, opartej na prawie Coulomba dla oérodka spoistego, izotropowego, jednorodnego i waz-
kiego, autorzy podaja przyblizona metode ich rozwiazania postugujac si¢ ograniczonym szere-
giem typu Cauchy-Kowalewska. Proponowane rozwiazanie opiera si¢ na zalozeniu, ze dane wyj-
§ciowe sa odcinkami analityczne i regularne. Autorzy przedstawiaja proponowana metodg dla
dwoch roznych zagadnien: dla regularnego zagadnienia typu Cauchy’ego i dla nieciagltosci typu
Prandtla, Te dwa rozwiazania przyblizone w polaczeniu z innymi wynikami znajduja szerokie
zastosowanic w zagadnieniach mechaniki gruntéw, dla ktérych rozwiazan poszukiwano dotych-
czas jedynie metodami numerycznymi.

Zagadnienie warunku naprezenia granicznego w gruntach w ukladzic osiowo-symetrycznym
rozpatrzyt W, G. BEREZANCEW. Warunek pelnej rdwnowagi granicznej prowadzi do réwnosci
migdzy obwodowym naprezeniem gtoéwnym i jednym z glownych naprezen w plaszezyznach pro-
mieniowych. Autor opisal przeprowadzone badania laboratoryjne, majace na celu potwierdze-
nic tego warunku. Otrzymane wyniki daja dobrg zgodno$¢ wynikéw z danymi teoretycznymi.

O znaczeniu tarcia w ofrodkach ziarnistych mowit referat R. M, HAYTHORNTHWAITE'A. Autor
wyszedt z bardziej ogdlnej teorii, ktora odrzuca zalozenie, ze gtéwne kierunki naprezen i odksztal-
cenn musza by¢ koniecznic zgodne. Wyniki autora majg stuzyé do naszkicowania prébnych wnio-
skow dotyczacych dzialania plaskich ukladéw sit na zbiory czastek, ktére, makroskopowo bio-
rac, sg izotropowe. Analizuje sie regularny uklad jednakowych walcow w czgsciowo rozluznionym
stanie. Gdy pole sil jest jednorodne, wszystkie walce uwaza si¢ jako jednakowo obciazone. Sity
w plaszczyznach styku sa okreSlone, gdy pojawia sig ruch przez toczenie sig na dwéch przeciw-
legtych punktach styku danego walca i poslizg w dwu innych punktach. Stan réwnowagi pojedyn-
czego walca prowadzi do zwigzku miedzy naprezeniami gldwnymi, ktory dla pewnego szczegdl-
nego przypadku (pokrywanie si¢ gléwnego kierunku naprezen i odksztalcen) jest identyczny z réw-
naniem Rowe’a (1962). Autor podaje rowniez wyniki do$wiadczen na poparcie proponowanych
wyrazen teoretycznych.

Ostatni artykut sekcji teotetycznej N. N. WERIGINA omawial konsolidacje gruntu pod wplywem
obciazenia zewnetrznego propopadlego do powierzchni ograniczajacej polprzestrzeni. Autor roz-
patrzyt przypadki szczegbdlne: a) réwnomiernego obcigzenia dziafajgcego wzdluz linii prostej o
skonczonej diugodci (fundament pasmowy); b) réwnomiernego obciazenia rozlozonego wzdtuz
obwodu prostokata — co odpowiada fundamentom budynku prostokatnego oraz c) fundamentu
kolowego.

4. SEKCJA DOSWIADCZALNA

4. 1. Trzecia podsekcje wchodzaca w sklad sekeji doswiadczalnej otworzyl referat P. Habina,
P. MoRLIERA | D. RADENKOVIEA O zastosowaniu tzw. badania brazylijskiego w mechanice skat.
Autorzy opisuja znany proces badania wytrzymatosci probek poddanych obciazeniu az do zmiaz-
dzenia, a nastgpnie podaja dotychczasowa (klasyczna) interpretacjg teoretyczng badanego zja-
wiska. Otrzymane wyniki wykazaly, 7e taka interpretacja do$wiadczenia nie jest wystarczajaca.
Doswiadczenja wykazaly mianowicie tworzenie sie duzej ciaglej strefy odksztalcen plastycznych
pod powierzchnia styku, nawet pod obciazeniem mniejszym od krytycznego.

Przedstawione badania teoretyczne i do$wiadczalne dowodza korzyéci plynacych z interpreto-
wania procesu zniszczenia wedlug teorii plastycznoéci, Pozwalaja one okre$li¢ proces zniszczenia
diametralnego badanego walca w warunkach zlozonego obciazenia oraz wskazujg na mozliwo$é
zastosowania teorii réwnowagi granicznej do takich ciat jak skaly, dla kt6rych obwiednia nie jest
linia prostg.

Zjawiska wystepujace przy zniszczeniu skal izotropowych i anizotropowych omawial P. M.
SIRIEYS. Autor zanalizowal stany naprezenia w pewnych okreslonych skalach w zaleznoéci od
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wywieranego na nie nacisku. Zaleznie od stanéw naprezenia wywieranych na skale mozna (lub
nie) otrzymaé w niej odksztalcenia plastyczne. Przy zastosowaniu znacznych ciénien izotropowych
skata doznaje odksztalcen. ciaglych, przyjmujac cechy ciala sprezysto-plastycznego. Ponizej pewne-
go punktu odpowiadajacego cisnieniu granicznemu nie moina uzyskac¢ odksztakenia plastycz-
nego, gdyz nastepuje zniszczenie analizowanej probki, skata zachowuje si¢ bowiem jak cialo spre-
7ysto-kruche. W pierwszym zatem przypadku granica sprezystosci pokrywa si¢ z granica plastycz-
nosci, w drugim za$ z granica zniszczenia dla ciat kruchych.

W dalszej czeéei referatu autor podaje okreflenie powierzchni granicznych ‘dla skat. Mozna je
przedstawi¢ w przestrzeni naprg¢zen za pomoca trzech powierzchni; R, — powierzchni zniszeze-
nia izostatycznego, dla ktérej zniszczenic wystepuje w plaszczyznie prostopadlej do najmniejsze-
go gléwnego naprezenia dewiatorowego; R, — powierzchni zniszczenia ze wzgledu na $cinanie;
R, — powierzchni plastycznoséci, od ktorej rozpoczyna si¢ plynigeie plastyczne. Powierzchnig gra-
niczng zniszczenia mozna wyrazi¢ za pomoca naprgzen lub odksztateein. Niektére skaty maja kie-
runki uprzywilejowane (np. uwarstwione wapienie, fupki). Izotropowe powierzchnie graniczne
zniszczenia sa wiec utworzone przez dwie rodziny powierzchni, ktore zaleza od dwédch parame-
trow. Skaly posiadajace kilka kierunkow uprzywilejowanych moga, zaleznie od wartoéci modu-
16w zniszczenia i kierunkéw tych plaszezyzn, przyjmowad jako powierzchnie zniszczenia jedynie
powierzchnie otrzymana za pomoca szczegblnych praw podstawowych; zniszczenie nie zalezy
zatem od kierunku dzialania sit i pokrywa sie zawsze z kierunkiem szezegblnym.

J. Biarez, J. M. PierrArRD, K. WIENDIECK przedstawili przyczynek do badan praw reolo-
gicznych gruntu. Referat omawiat badania praw reologicznych ciala spoistego poddanego
malym odksztalceniom oraz podal kilka uwag dotyczacych wlasnosci o§rodkéw sypkich. Badania
mialy na celu okres§lenie warunkéw, w ktérych proste prawo lepkosprezyste mogloby okresli¢
wlasnoéci piasku spoistego. Przeprowadzone przez autoréw doswiadczenia dla osrodkéw syp-
kich (utworzonych nawet z ziarn kulistych) wskazuja na ich wyraZna anizotropie wilasnosci me-
chanicznych. Anizotropia ta zalezy od sposobu przygotowania prébki do badan oraz od dozna-
nych odksztalcenn nicodwracalnych. Autorzy odrdzniajg tutaj anizotropi¢ w zakresie prawa spre-
Zystego w malym obszarze i silna anizotropig powierzchni granicznej obszaru sprezystego lub
§ciélej powierzchni, wzdtuz ktorej wlasnoéci mechaniczne wykazuja wyrazna zmiang. Przeprowa-
dzone badania \'avykaza{y, ze anizotropia wlasnosci mechanicznych jest zwiazana z anizotropia
geometryczna struktury mieszaniny.

O wytrzymaloéci na rozciaganie gruntéw o naruszonej strukturze moéwit referat H. HASEGAWA
i M. Ixeutr. W pracy opisano wyniki do$wiadczed nad prébkami gruntu o naruszonej strukturze,
przeprowadzonych w prostym aparacie dla préb na rozciaganie, pomystu autoréw. Sily rozcigga-
jace przenosily specjalne ciegna w ksztalcie ptytek kotwigcych zanurzone w walcowych koncow-
kach probki. Badano prébki mocno nawodnione na granicy ich statecznoéci na poslizg. Najwiek-
sze wydhuzenie wynosito 5,5-10-2, W badaniach stwierdzono wplyw zawartoéci wody na wytrzy-
malo$¢ na rozciaganie.

E. ScHuLtzE i J. KRAUSE przedstawili badania nad ci$nieniem w porach i pelzaniem w konso-
lidacji jednowymiarowej ptynéw. Przedmiotem badan byla konsolidacja jednowymiarowa z uwzgled-
nieniem jej reologicznego charakteru. W badaniach chodzito o stwierdzenie, w jakim stopniu istnie-
jace teorie konsolidacji jednowymiarowej zgadzaja si¢ z wynikami pomiaréw. Doswiadczenia
wykonano w edometrach o érednicy 30 cm i 50 cm, wysokoéci od 8 cm do 32 cm, na sztucznie przy-
gotowanych prébkach pytéw nawodnionych do granicy plynnosci. Poza osiadaniem mierzono
dodatkowo zmiany cinienia wody w porach wzdhz calej wysokosci probki. Pozwolilo to wy-
kresli¢ izochrony dla r6znych czaséw, a na ich podstawie rozdzielié cisnienie wedy w porach i na-
prezenia efektywne w czasie obcigzenia. Zwiazki stwierdzone w do$wiadczeniach mozna przed-
stawi¢ za pomoca modelu reologicznego.

4.2, Czwarta podsekcja obejmowata do$wiadczalng weryfikacje zagadnien poruszanych szcze-
gblnie w sekcji teoretycznej. W podsekgji tej wygloszono nastepujace referaty.

L. SukLIE oméwil badania sferycznej konsolidacji gruntéw nienasyconych, poddanych filtracji
nielinjowej. Badanie oparte bylo na metodzie polgraficznej, uzywanej uprzednio do analogicz-
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nych badan konsolidacji sferycznej gruntéw nasyconych. Przedstawione badania ograniczaja sie
do gruntéw nienasyconych, w ktérych bafki powietrza sa catkowicie otoczone woda. Zaklada
sig, ze powietrze ucicka z poréw razem z woda. Stad stopiefi nasycenia S, na poczatku i na koncu
konsolidacji zatoZzono jednakowy, a wspbiczynnik filtracji & odnosi si¢ do wspdlnego wydatku
wody i powietrza. Zastosowanie wylozonej metody wskazuje na duzy wplyw grubosci warstwy
jak rowniez poczatkowego ciezaru objetosciowego na rozklad ciénicnia migdzyporowego oraz
na wzrost osiadania pierwotnego gruntéw nienasyconych, podatnych na dzialanie peizania.

Y. Korzumr i K. Ito oméwili scisliwosé pewnych itéw pochodzenia wulkanicznego. J. VERDEYEN,
i J. Nuyens przedstawili do$wiadczalne sprawdzenie metod obliczen $cianek kotwiacych poje-
dynczo zakotwionych. Komunikat miat na celu podanie wynikoéw doswiadczen na modelach do-
tyczgcych obliczania §cianek kotwiacych dla krotkich zakotwien oraz adaptowanie metody ogoélnej,
stosowanej do zagadnien diugich zakotwien. Dodwiadczenia przeprowadzone na $ciankach ko-
twigeych pojedynczo podpartych pozwolily na wyciagniecie nastgpujacych wnioskéw ogoélnych
wykraczajacych poza zagadnienie zakotwien Scianek szczelnych:

a) otrzymane wykresy doswiadczalne plyniecia materiatu dla malych odksztatccn sa ograni-
czone liniami, ktére zblizaja sig do charakterystyk teoretycznych, otrzymanych dla stanéw réwno-
wagi granicznej;

b) ze wzrostem odksztalcznia linie poslizgu przeksztalcaja sig powoli w linie pokrywajace sig
kinematycznie z ruchem. Dla przypadku szczegblnego krotkich zakotwien linie te wykazuja wyrazng
zgodno$é ze spiralami logarytmicznymi przyjetymi przez réznych autoréw.

Autorzy I. Biarez, L. M. BOUCRAUT, J. HAERINGER, D. MARTIN, B, MonTEL, R. NiGRE, P. STUTZ,
K. WienDIsCK badali réwnowage graniczna sztywnego fundamentu poddanego réznym obcig-
zeniom w ofrodku sypkim. Przedstawiona praca podaje omoéwienie kilku weryfikacji doswiadczal-
nych dotyczacych metod obliczeniowych fundamentoéw. Badania przeprowadzono w osrodku
dwuwymiarowym spetniajacym warunek idealnej plastycznodci (grunt modelowy z wateczkdw).
Przeprowadzone doswiadczenia pozwolity na badania kinematyczne osrodka podczas przemie-
szczeh fundamentu, pomiar sit przytozonych do fundamsntu i pomiar naprezen na jego konturze.

Artykut B. Wacka przedstawil wyniki pomiaru cigzaru objgtoSciowego i wilgotnosci za pomo-
ca radioizotopdw, jak réwniez probe zastosowania tej metody do pomiaru zageszczenia gruntu.

Spostrzezenia dotyczace zapdr ziemnych przedstawil referat P. LANDE’A. Autor omoéwil poczy-
nione obserwacje statystyczne 200 zap6r ziemnych. Obserwacje przeprowadzano od 1953 r. dla
zapor wykazujacych powaine uszkodzenia, Pozwolily one na ustalenie nastgpujacej klasyfikacji
przyczyn katastrof zapér:

1. Przechyt budowli 30%
2. Nadmierne przecieki i przebicia 25%
3. Poslizg skarp 15%
4. Przeplyw pod nasypem 13%
5. Zadrzewienie skarp 5%
6. Roine 7%
7. Przyczyny nieznane 5%

Istniejace zapory sa, niestety, wyposazone w maly ilos¢ aparatury pomiarowej dla okreflenia ich
stanu rzeczywistego.

W przedstawione jtematyce Sympozjum wydzieli€¢ mozna szereg referatéw (OLSZAK i PERZYNA,
LITWINISZYN, HAYTHORNTHWAIT, DRUCKER, GREEN i RIvLIN, Kfzpr) zmierzajacych do odwzo-
rowania ofrodka gruntowego poprzez rézne teorie mechaniki o§rodkéw ciagtych.

Druga grupa interesujgcych prac (FREUDENTHAL i SPILLERS, WIALow, TAN TIONG-KIE, WERIGIN
i ScHuLTZE, MURAYAMA i SHIBATA) dotyczyla zagadnied konsolidacji gruntéow. Przedstawiono
tu zardbwno nowz konczpcje teoretyczne jak i wyniki badafi modelowych weryfikujacych te
koncepcje.

Referaty dotyczaca reologii sprowadzaly sie gtéwnie do propozycji nowych modeli reologicz-
nych dla gruntu (ScuiFfMAN, LApD i CaEN, Geuzs, RA0, MURAYAMA i SHIBATA). Sposréd no-
wych pr opozycji rozwiazan matematycznych zagadnied mechaniki gruntéw wyrdzniaja si¢ kon-
cepcje ZARECKIEGO 1 CYTOWICZA, KRAVTCHENKI i SIBILLE’A oraz SOBOTKI. .



BIULETYN INFORMACYINY PTMTS 93

W referatach sekcji do$wiadczalnej nowym ujeciem wyréznialy sie referaty dotyczace mecha-
niki skat (Hapis, MORLIER i RADENKOVI&, SIRIEYS) oraz prace weryfikujace modele reologiczne
(BIaREZ i wspoipracownicy oraz inni).

E. Dembicki, M. Wegrzyn
Gdarisk

1II SYMPOZJUM POSWIECONE REOLOGII

W dniach 6 i 7 listopada 1964 r. odbylo sie we Wioclawiu zorganizowane staraniem Wroclaw-
skiego Oddzialu PTMTS drugie sympozjum po$wiecone reologii. Zgloszone na sympozjum re-
feraty wydane zostaly in extenso technika fotooffsetowa w ksigzeczce formatu AS, na prawach
rekopisu, obejmujac okolo 200 stron gestego druku (okolo 3200 znaké6w na stronie). W przed-
mowie do wydawnictwa czytamy: «... Pragniemy odnotowaé z przyjemnoécia prawie trzykrot-
ny wzrost liczby zgloszonych prac w poréwnaniu z pierwszym sympozjum odbytym w pazdzier-
niku 1961 r. Wzrost ten, wydaje sig, dobrze obrazuje rozwéj badan reologicznych w skali krajo-
wej i pozwala optymistycznie patrzeé na ich przyszfosé w Polsce».

Nadeslano z Krakowa 1 pracg, z Warszawy — 4 prace, z Wroclawia (Wyzsza Szkola Rolnicza
i Politechnika) — 14 prac. Prace zgrupowano w czterech sekcjach: reologii metali i polimerdw,
reologii betonu, reologii gruntow i reologii konstrukeji. Obrady zgromadzily blisko €0 gosci spoza
Wroclawia 1 ponad 40 czlonkéw i sympatykéw PTMTS z Wroclawia.

Obrady zagaif prof. dr. M. SASIADEK, przewodniczacy Oddziatu. Przewodnictwo obrad przed-
poludniowych w dn. 6 listopada objal czionek PAN prof. dr S. ZicmBa.

W pierwszej sekcji (reologii metali i polimerdéw) przedstawiono referaty: 1. A. ZIABICKI
i R. TakSERMAN-KROZER «Zagadnienie reologicznych charakterystyk cieczy wielkoczasteczkowych
w roznych polach predkosci». W referacie zbadano rézne przypadki obceigzen, jakim poddawana
bywa ciecz nie-newtonowska. Autorzy zajeli sie szczegélowo badaniem przeplywdw przy podiuz-
nym gradiencie predkoscei. Sadzg oni, Ze znalezienie przynajmniej niektorych charakterystyk reo-
logicznych w roznych polach predkosdci na drodze do$wiadczalnej jest mozliwe, jednak postugi-
wanie si¢ tylko przepltywami wiskozymetrycznymi w tym celu nie wystarczy. Isinieje wiec pilna
potrzeba opracowania nowych metod badania tych cieczy, metod opartych na zlozonych rodzajach
plynigcia. Autorzy sa zdania, ze traktowanie cieczy wielkoczgsteczkowych jako izotropowych jest
niewlasciwe. 2.J. Zawapzki, 1. Hyra, M. Nowak, A. STRYczex. «Relaksacja naprezen a podsta-
wy termodynamiki wyt¢zenia tworzyw». Autorzy nawiazuja do pracy przedstawionej na I sympozjun.
Omawiajac badania nad relaksacja naprezen przy okreslonych parametrach stanu dla wybranej
grupy tworzyw podaja w czedcei teoretycznej prébe opisu reoefektédw dekohezii przy poshugiwaniu
sie hipoteza wiasciwej energii swobodnej, przedtozona przez J. ZAWADZKIEGO. Stwierdzono teo-
retycznie i do$wiadczalnie wystgpowanie tych! reoefektéw zaréwno wobec zmiany energii we-
wnetrznej jak i entropii przy wytezeniu. We wnioskach autorzy stwierdzaja celowos$é badan re-
laksacji przy zmiennym gradiencie czasowym temperatury w celu znalezienia charakterystycznych
cech procesu dekohezji. 3. J. ZAwADZKI, B. GABRYSZEWSKA, Z. GABRYSZEWSKI «Termoefekty
wytezenia tworzyw». Zmiana temperatury przy wytgzeniu to jeden z charakterystycznych para-
metréw hipotezy Zawadzkiego. Zastosowanie tej hipotezy do tworzyw sztucznych, w ktérych
obszary krystaliczne stanowia pewien procent na tle struktury amorfnej, umozliwilo uwzglednie-
nie w mierze wytezenja zaréwno energii wewnetrznej jak i zmian entropii (struktury krystalicznej
oraz konfiguracyjnej obszaréw amorfnych). W oparciu o analiz¢ teoretyczng stosowano pomiar
zmian temperatury jako metode badawcza w do§wiadczenjiach nad wytgzeniem tworzyw sztucznych.
4.J. Zawapzkr, L. Gorasky, J. OReowskI, W. SiuTa «Quasi-statyczne charakterystyki ta§my
zbrojonej przekfadkami steelonowymi». Praca wykonana w oparciu o badania dla przemystu wegla
brunatnego. Zbadano charakterystyki sprezyste, petle histerezy (statyczna) i thumienie dla tasmy,
stosowanej w tadmociagach transportujacych wegiel i grunt. Dla opisu zachowania si¢ taSmy za-
proponowano standartowy model reologiczny. 5. A. JaAkowLuk «Pewne spostrzeienia na temat
pelzania stopu PA-3 w warunkach obciazen statycznych i dynamicznych». Przedstawiono szereg
do$wiadczalnych krzywych pelzania omawianego stopu. Stwierdzono bardzo intensywne peiza-



94 BIuLETYN INFORMACYINY PTMTS

nie w ciagu pierwszych 2 do 3 tysiecy cykli obciaZenia. Pelzanie statyczne jest znacznie wigksze
od zmeczeniowego; obserwowano zjawisko ciaglej generacji i regeneracji dyslokacji przy pelzaniu
statycznym.

W dyskusji nad ta grupg referatéw, ktérag bardzo zywo prowadzit prof. Ziemsa, zabrato glos
12 dyskutantow (14 wypowiedzi). Po dyskusji zabralo glos 5 autorow.

Po przerwie w drugiej sekcji referatow (reologia betonu), ktérej przewodniczyt prof. dr I. KisreL,
przedstawione byly referaty: 1. A. MitzeL «Reologia betonowych plyt wstepnie sprezonych w
$wietle badan». Opisano wstepne badania nad wlasciwo§ciami reologicznymi betondéw, stano-
wiace dalszy ciag prac, przedstawionych wstepnie na pierwszym sympozjum w 1961 r. Badania
nad plytami prowadzono przez 120 dui. Podano wyniki badad nad plytami spre¢zonymi dwukie-
runkowo, jednokierunkowo i niesprezonymi (Swiadkami). Podano tez odnosne rozwazania teorc-
tyczne. 2. A. Dzienpzier «Odksztalcenia reologiczne probek betonowych poddanych rozciaga-
niuy. Przyjmowanie jednakowych wspolczynnikéw reologicznych dla $ciskania i rozciggania w be-
tonie budzi szereg zastrzezed. Autor badat w okiesie 600 dni probki, poddanc stalemu rozciaga-
niu i przytacza szereg wynikéw, Mozna z nich m.in. wnosié, ze przebieg pefzania przy $ciskaniu
i przy rozcigganiu betonu jest rozny. Trudno§é w badaniach stanowil skurcz, dzialajacy odwrot-
nie do rozciagania. Wydaje si¢ ponadto ze wartosé skurczu zalezy od stanu obciazenia, tak Zze su-
perpozycja rozciggania i skurczu jest niedopuszczalna. 3. S. JasmMaN «Odksztalcenia reologiczne
betonu w stanie tarczowym przy stalych obcigZeniach zewnetrznych». Badano plyty poddane
dwuosiowsmu stanowi naprgzen: obustronne $ciskanie badz Sciskanie z jednej, a rozciaganie
z drugiej strony, Okres badan wynosit do 160 dni. Stwierdzono, ze dotychczasowy rozdzial odksztat-
cen reologicznych betonu na pelzanie i skurcz budzi wiele zastrzezen. Skurcz jest funkcjag napre-
zen, wilgotnodei, temperatury i grubosci elementu badanego. Odksztalcenia reologiczne w sta-
nie tarczowym sa zawsze mniejsze od analogicznych odksztalcen w probce walcowej. Zataczone
wykresy nie powinny byé traktowane jako koficowe wyniki badan; badania jeszcze trwaja. 4. XK.
Fieporowicz «Wplyw pelzania materiatu plyty i podioia na no$no$¢ graniczna nawierzchni be-
tonowychy». Autor podaje obwiednie obcigzent niszczacych ptyte na podiozu i wychodzac ze wzoru
logarytmicznego na osiadanie podtoza pod obciazeniem cyklicznym przytacza model oblicze-
niowy plyty i sposéb rachunku. Autor sadzi, ze uwzglednianie przynajmniej jednego wptywu reo-
logicznego w betonie — jezo pelzania, jak tez pelzania podloza, jest bezwzglegdnie konieczne

W dyskusji nad wymigniong grupa referatow bylo 12- wypowiedzi 10-ciu dyskutantéw
Ponadto po dyskusji zabrali glos trzej autorzy.

Przewodnictwo na popoludniowym posiedzeniu w dniu 6 listopada objal sekretarz generalny
PTMTS, prof. dr Z. Ouesiak. Przedstawione na nim zostaly nastepujace referaty: 1. I, KIsIEL
«Modele reologiczne gruntdw». Na tle podstawowych whsciwosci reologicznych gruntéw, miano-
wicie zdolnosci do reologicznych odksztalces objetosciowych jak tez postaciowych, istnienia gra-
nicy plastycznosei, stabej sprezystosci, a takze w oparciu o podstawowe wtasciwosci gruntéw jako
o$rodkédw fizycznych: porowatosei, zawartosci wody (filtracja), zdolnosci do zmian struktury pod
wplywem nawodnienia i obciaZenia lacznie — przedstawiono zaproponowane dotychczas reolo-
giczne modele gruntéw, jak tez wskazano na mozliwo$¢ uogdinienia cech gruntéw w celu stworze-
nia jednego, przyblizonego modelu, przydatnego do rachunkéw inZynierskich. W wykazie publi-
kacji podano 72 pozycje. 2. W. DerskI «O zastosowaniu zasady prac przygotowanych w teorii
konsolidacji». Rozwazajac teorie konsolidacji Biota autor po wypisaniu réwnan réwnowagi,
zwiazkoéw geometrycznych i fizycznych podal ogblna postaé¢ warunkdéw brzegowych w napreze-
niach. Nastgpnie rozdzielil je na warunki oddzielne dla cieczy i oddzielne dla szkieletu gruntowego.
Z kolei, stosujac twierdzenie Greena, autor uzyskal wyrazenia na prace sit zewnetrznych odniesione
do objetosci rozwazanego ciala. Rozpatrujac dalej stany obcigZen rzeczywistych i stan wirtualny
autor uzyskat analogon do twierdzenia Bettiego 0 wzajemnosci przemieszczen, Pozwolito to z kolei
wnioskowaé o mozliwosci stosowania rozwiazan teorii sprezystoéci do zagadnien konsolidacji,
W swej uzupelniajacej wypowiedzi autor przedstawil przyklad konkretnego rozwiazania zadania
o zrédle punktowym cieczy, uzyskujac ponadto rozwigzanie w postaci zamknigtej. 3. B, BRo§
«Ksztaltowanie si¢ parcia gruntu sypkiego w czasie dla przypadkdéw unieruchomionej odksztatcal-
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nej ciany oporowej». Na podstawic doswiadczenia z piaskiem suchym, usypanym w skrzyni po-
miarowej i zawibrowanym przy usypywaniu, autor stwierdzil fakt stopniowego zmniejszania sie
ciénienia na $cianke oporowa. Dos$wiadczenie trwato 1000 godzin. Autor uwaza za miarodajny
okres pomiedzy 200-tna a 700-tna godzina, kiedy to nastgpowal prawie jednostajny spadek cisnie-
nia. Ci$nienie mierzono w kilkunastu punktach tuz przy Scianie i w odleglosci okoto 10 cm od niej.
Wyniki wskazuja niedwuznacznie na istnienje proceséw reologicznych takze i w suchym piasku,
4. W. Parzonka «Ustalenie modelu reologicznego dla namutu na podstawie pomiaréw rurowych
i wiskozymetrycznych». Tezy referatu wskutek nieobecnosci w kraju autora przedstawit prof. 1. Ki-
siEL. Na podstawie pomiaréw autor referatu doszedt do wniosku, ze z dwu modeli proponowanych
dla opisu zachowania si¢ namufu: modelu Binghama i modelu potegowego de Waele-Ostwalda,
pierwszy zapacznie lepiej opisuje realne zachowanie si¢ namutéw.

W dyskusji nad ta grupa referatéw bylo 9 wypowiedzi siedmiu dyskutantéw; ponadto zabrali
glos dwaj autorzy referatdw.

Drugi dzien obrad rozpoczety zostat referatem czwartej sekeji (reologia konstrukgji). Przewodnic-
two przed przerwa objal prof. dr S. ANDrRuUszEwIcz 2 Politechniki Krakowskiej. Wygloszono re-
feraty: 1. Z. Bycuawskr «O stosowalnofci analogii sprezystej w zakresie njeliniowej geometrycz-
nie teorii pelzania membran kotowych». Autor rozszerza zaproponowane przez Horra (1954)
i OpqvisTa (1962), wyznaczanie naprezen w ustalonym stanie pelzania, korzystajac z analogii do
rozwiazan dla materiatéw o nieliniowej charakterystyce sprezystej, m. in. dla membran, na duze
przemieszezenia. Autor wyprowadza odnoéne wzory i rozwigzuje przypadek nieliniowego fizycznie
i geometrycznie pefzania lepkosprezystego membrany kotowej i ndowadnia w ten spos6b mozliwosé
szerokiego uogblniania rozwiazan sprezystych, takze nieliniowych, 2. Z. KowaL «Dynamika belki
na podporach lepkosprezystych». W pracy zbadano teoretycznie przypadki niewazkiej, sprezystej
belki na podporach sztywnych, lepkosprezystych i lepkich, oraz belki lepkosprgzystej na podpo-
rach sprezystych i lepkosprezystych. Stwierdzono mozliwo$é wystepowania dudnien a takze uzyska-
no rozszerzone wzory na przemieszczenia i wspéiczynniki dynamiczne. Referat wywolat szezeg6lnie
zywa dyskusje, §wiadczaca o ostrofci postawionych w nim probleméw i braku zadowalajacych
rozwigzan. 3. B. Oxoréw «Pelzanie plyt w warunkach dominujacego jednorodnego stanu na-
‘prezenia». Autor rozwaza m.in. pojecie «czasu granicznego nosnosei», tj. czasu, po uplywie ktérego
nastapi zniszczenie materiatu wskutek postgpujacego pelzania. W oparciu o teori¢ pelzania wg Ra-
BoTNOWA autor znajduje wyrazenia dla statecznej formy pelzania plyty (skodczone ugiecie w do-
‘wolnym czasie) i na ich podstawie rozwiazuje kilka szczegblnych przypadk6w: zgigeia walcowego,
plyty kwadratowsj i prostokatnej swobodnie podpartej. 4. A. MirzeL «O odksztalceniach reolo-
gicznych w zbiornikach walcowych wstepnie sprezonych». W referacie autor zanalizowal strate
sily sprezajacej w stali, spowodowanej pelzaniem betonu. Rozpatrzono przypadek zbiornika w posta-
-ci walca kotowego o stalej grubosei $cian utwierdzonych dotem. Rozwigzanie analityczne oparto
na teorii pelzania Arutiuniana przyjmujac dosé ztozona funkcje pelzania (zaleznosé od odwrotnosci
-czasu obciaZenia, starzenie i dziedziczno$é). Rozwazania poparto przykladem liczbowym. 5. J. Kwmi-
TA «Z badan nad relaksacja lin stosowanych w kablobetonie». Autor opisal metode i wyniki
dokonanego w ciagu 110 dni pomiaru spadku naprgzen w zakotwionej linie spr¢zajacej, zlozonej
z 91 drutéw ¢ 5 mm. Stwierdzono: a) dlugotrwalosé procesu relaksacji lin, b) niedostateczno$é
zabiegn, polegajacego na godzinnym przedprezeniu lin przed ich zalozeniem i zakotwieniem.
6, S. FuLINskI, E. GAWRYCH-ZUKOWSKI «Obserwacje 1 prdba reologicznej interpretacji stanu
niezréwnowazonego kratownicy drewnianej obcigZzonej intensywnie». Przeprowadzono badania
nadmiernie ugietych kratownic o rozpietoéei kazda 3 m x35 m. Zbadano ugigcia paséw kratownic
(wizualnie i analitycznie) i stwierdzono, ze wskutek nadmiernych obciazen trwalych «czas trwania»
konstrukeji mégt wynosié tylko 15 lat (co wladnie mingto). Stwierdzono tez szereg nieprawidlowosci
w niemieckiej normie drewnianej DIN 1052.

W dyskusji zanotowano 11 wypowiedzi 10-ciu dyskutantéw. Poza dyskusja wszyscy autorzy za-
bierali glos w odpowiedziach na wysuniete postulaty.

Nalezy podniesé zbieznoéé niektorych probleméw, rozwazanych w catkowicie nieraz odmiennych
zagadnieniach jak np. czasu trwania konstrukeji (Okoréw i Furmtski — GAwRrych), mozliwodci
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stosowania analogii z rozwiazaniami sprezystymi w zadaniach reologicznych (DERsKI i BYCHAWSKI),
Zywa dyskusje wywotaly referaty zespotu pracujacego pod kierunkiem ZAwWADZKIEGO, co §wiadczy
o ich duzej wartosci; duze zainteresowanie okazano dla prac zespolu MITzeLA. Interesowano sig
tez zagadnienjiami modeli reologicznych w gruntach.

Po zamknieciu dyskusji nad referatami odbyta si¢ dyskusja generalna. Prof, ZiemBa zapropono-
wal wydad materiaty z Sympozjum w jednym z jezykdéw kongresowych, zobowiazaé Oddziat Wroclaw-
ski, aby raz do roku urzadzal zebrania naukowe omawiajace postepy reologii w ostatnim roku,
materiaty dalszych sympozjéw wydawaé tylko w jezykach kongresowych i zaprosi¢ na nastgpne
sympozjum gosci z zagranicy na ich koszt. Prof. ANDRUSzZEWICZ poparl pierwszy punkt wystapie-
nia prof. Ziemsy. Prof. OLESIAK uwaza, ze raczej nie nalezy organizowac konferencji migdzynaro-
dowych, ale konferencje z udzialem gosci z zagranicy. Sadzi, ze wydaniem materialéw obecnego
sympozjum powinien zainteresowaé si¢ Biuletyn PAN, wzglednie nalezy je drukowaé w réznych
pismach. P, MuszyKsk1 nwaza, ze nie nalezy ogranicza¢ dyskusji, natomiast wobec wydrukowania
referatéw autorzy nie powinni ich wyglasza¢ przed dyskusja.

Wszyscy dyskutanci byli zgodni co do tego, Ze reologia stanowi dzi§ dyscypling, ktéra powinna
byé wprowadzona do programoéw nauczania w wyzszych szkotach technicznych.

W koncowym przemowieniu sekretarz generalny PTMTS prof. dr Z. OLEsIAK podziekowal orga-
nizatorom, dziekujac szczegdlnie doc. dr. J. KMICIE i pracownikowi umystowemu Zarzadu Oddziatu
ob. STRZELECKIEMU.

Oceniajac dorobek sympozjum nalezy podkresli¢ fakt, ze dyskusja nad referatami byla bardzo
ozywiona. Interesujacym, a szczegdlnie cennym dla antoréow referatow jej akcentem byta duza
liczba propozycii i postulatdw, zglaszanych pod ich adresem. Propozycje te czgsto dotyczyly aktu-
alnie wykonanej pracy, jeszcze zas czeéciej odnosity si¢ one do przyszlych zamiaréw, Swiadezy to
korzystnie o poruszanych przez autoréw referatéw zagadnieniach: wszystkie one okazaly sig aktu-
alne. Swiadezy to tez o mtodosci reologii, a tym samym o jej duzej preznosci. Swiadezy to wreszcie
o potrzebie organizowania regularnych sympozjéw reologii.

W $wietle znacznego rozwoju badan reologicznych w Polsce i sporej liczby doskonatych prac
polskich ukazujacych sig¢ stale w periodykach naukowych, propozycja organizowania sympozjow
co dwa lata, zgloszona przez Sekretarza Generalnego PTMTS prof, dr Z. OLESIAKA, wydaje sig
by¢ realna.

Sympozjum poswiecone reologii we Wroctawiu w dniach 6 i7listopada 1964 spelnito swe zadanie.
Zapoznalo ono — przynajmniej czgsciowo — z aktualnymi pracami w dziedzinie] reologii prowa-
dzonymi w kraju, pozwolilo nawigzaé cennc kontakty osobiste migdzy naukowcami tak odlegtych
dziedzin, jak np. chemia i budownictwo. W tym ostatnim lezy jego szczegdlna wartodé.

I. Kisiel
ZEBRANIA NAUKOWE W ODDZIALACH PTMTS
W roku 1964 odbyly sic w Oddzialach Polskiego Towarzystwa
Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej nastepujace zebrania naukowe
Uczes- Dys-
Data Prelegent Temat referatu tni- kutan-
kéw tow
Oddzial w Gdansku
1211 M. WizMUr Z zagadnien obliczania przekryé wiszg-
cych 10 5
4. VI W. PIETRASZKIEWICZ O pewnych przekryciach jednostupowych 12 6

Oddzial w Gliwicach
30.L J. FOLWARCZNY Kontrola ztozonych procesdéw 15 3
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Uczes- Dys-
Data Prelegent Temat referatu tni- kutan-
kow  tow
27.11 S. KAUFMAN Stan napr¢zenia w strefie zakotwienia
belki sprezonej 35 5
26.110 J. SZARGUT Egzergia w zastosowaniach ekonomicz-
nych 47 4
28.IV T. SWIERZAWSKI Zastosowanie mechaniki zderzef sprezys-
tych w procesie moderacji neutronéw 18 4
26.V B. SKALMIERSKI Zagadnienie lepkosprezystego preta kolo-
wego na podiozu lepkosprezystym 36 5
30.VI Cz. WozZNiak Obliczanie przestrzennych ustrojéw pre-
towych za pomoca macierzy przeniesienia 14 4
27.X J. SZPILECKI Silniki odrzutowe plazmowe i jonowe 22 4
26.X1 Cz. WOZNIAK O niektdrych wspolczesnych kierunkach
rozwoju mechaniki of$rodk6w ciaglych 22 3
15.X11 T. Brts Whikanie ciepla przy przeplywie lami-
narnym w kanale plaskim i cylindrycznym 17 15
15.XIT T. GpurLa Bezwladnoéé cieplna przegrody plaskicj 17 15
15.X11 R. HormMAN Betonowy diwigar galerii przeno$nikow
ta§mowych zbrojony stala zwykia lub
sprezony 17 15
15.X11 J. Woias Hipoteza Georga Sinesa w $wictle badan
-zlacz spawanych 17 15
15.X1I J., WOINAROWSKI Funkcja tlumienia preta gumowego przy
obcigzeniach skretnych 17 15
15.X1I J. ZELKOWSKI Nowa metoda zimnego modelowania wy-
plywu z palnikéw do komor spalania pylu
weglowego 17 15
Oddziat w Krakowie
25.11X A. GUMINSKI Obliczanie plyty trojkatnej jako dna
zbiornika 17 11
151V M. ZYCZKOWSKI Sprawozdanie z Il-go Wszechzwiazko-
wego Zjazdu Mechaniki w Moskwie 14 3
14.X Z. KLoNOWICZ Analiza stanu ustalonego przy skokowych
zmianach parametréw ukladu 11 4
Oddziat w Lodzi
12.1 W. DERSkI O zagadnieniach konsolidacji 15 5
19.111 K. WILMARNSKI O pewnym plaskim zagadnieniu o$rodka
dwufazowego, przypadek quasi-ustalony 21 6
21.J1X P. WASILEWSKI Metoda analityczno-wykre$lna rozwiaza-
nia réwnan wymiany ciepla miedzy odle-
wem, forma metalowg 1 osrodkiem
otaczajacym 11 5
25.V1 O. NIZYBICKI Badania drgan cigZkiego poziomego
wrzeciona z oporami Sprezynowymi, na-
pedzanego przez wal cierny 18
25.V1 K. WILMANSKI Belka Timoszenki obciaZona sita wedru-
jaca 18 4
30.X W. DERSKI Twierdzenie 0 wzajemno$ci przemieszczen
w przypadku zagadnien konsolidacji 12 3
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Data

Prelegent

Temat referatu

Uczes- Dys-

tni-
koéw

kutan-
tow

10.XI

1.X11

15.X11

13.11

26141

161V

19.X

23.XY

24.1

28.11

20.11X

29.1V

20.V

26.VI

16.X

20.XT

16.X11

20.X

M. Lukowiak

K. KAZIMIERSKI

B. MELDNER
A. BucH

J. RADOWICZ
E. TULISZKA

S. ZIEMBA

H. Zorsk1

Z. ZBOROWSKI

J. Boczar
A. Jaxusowicz

J. KOrian

T. KABAT

K. MARCHELEK
K. KARPINSKA i
B. BIELENIS

H. PrieBE

L. MARTINI

Z. WESOLOWSKI

Pewne zastosowanie rachunku macierzo-
wego do statyki ustrojéw przestrzennych
Numeryczne rozwigzanie potencjalnego
optywu dowolnych zespotéw profili o do-
wolnych ksztaltach

Wplyw parametréw uzg¢bienia na spraw-
no$¢ przekladni $limakowej

QOddzial w Poznaniu

Ocena wytrzymalo$ci zmeczeniowej stali
konstrukcyjnych

Badanie stabilno$ci ukladéw silnie nie-
liniowych zawierajacych oporno$é ujemna
Tarcza wirnikowa o statej wytrzymatosci
chtodzona strumieniem powietrza
Graficzne rozwiazywanie réwnan réznicz-
kowych nieliniowych

O defektach ciat stalych

Qddzial w Szczecinie

Wyznaczanie stanu naprezen w elasto-
optyce metoda stycznych

Réwnanie rézniczkowe ruchu w strefie
mieszania strumienia laminarnego i burz-
liwego cieczy lepkiej

O pewnym zastosowaniu zagadnienia
metryzowalnos$ci przestrzeni 3-wymiaro-
wej o koneksji afinicznej w mechanice
Dow6d mozliwo$ci réwnoczesnego stoso-
wania kilku ustrojéw podstawowych sta-
tycznie wyznaczalnych w zagadnieniach
ustrojéw hiperstatycznych

Biegunowo symetryczny stan naprezen
w wielowarstwowym grubosciennym zbior-
niku kulistym

Analiza czynnikéw wplywajacych na
drgania skretne napedu giéwnego frezarki
Wplyw parametréw geometrycznych i ob-
ciazenia na wielko$¢é btgdu uproszczonych
obliczen parabolicznego tuku dwuprzegu-
bowego

Analogie elektryczne w obliczeniach sta-
tycznych ukladéw ramowych, zlozonych
z pretéw o zmiennej sztywnosci
Mechanika zlacza gniazdowego izolato-
réw wiszacych

QOddzial w Warszawie

Powstanie szyjki jako zjawiska wutraty
statecznosci

15

17

10

40

25

16

15
16

14

20

1

13

15

10

17

16

13

13



BIULETYN INFORMACYINY PTMTS 99
Uczes- Dys-
Data Prelegent Temat referatu tni- kutan-
koéw  téw
20.1 J. SOBIESZCZANSKI Wplyw tarcia o podioze na zjawisko
samokompensacji cieplnej 13 5
23111 W. GUTKOWSKI Walcowe powioki pretowe 7 12
13.1V M. ZORAWSKI Metoda przemieszczen w teorii cigglych
defektow siatek krystalicznych 11 4
271V H. SOBOLEWSKY Nierozwigzane probleny pojazddw szy-
nowych 39 8
11V W. Nowacki Dynamiczne zagadnienia sprezystosci 41 3
8.VI J. MuUszyNsKI Pewne warunki ograniczonosci rozwiazan
rownania X + F(x, x,1) =0 7 2
221V W. PROSNAK Metoda zwigzkéw catkowych w zastoso-
waniu do zagadnied aerodynamiki 16 2
5.X T. WIERZBICKT Zginanie plyty kolowej z matetialu lepko-
plastycznego 9 S
16.X1 S. PILECKI O pewnej hipotezie mechanizmu powsta-
wania mikropeknie¢ w metalach 11 4
30.XI J. RUTKOWSKI Bilans energetyczny obszaru ruchomego,
wypelnionego  plynnym  Srodowiskiem
ciaglym 8 3
7.X11 W. PIEKARSKI Bezpieczenstwo zlozonych elementéw
konstrukcyjnych 7 3
Oddzial we Wroclawia
271 M. SASIADEK Badania nad wlasnodciami termicznymi
niektérych pikrynianéw 14 3
24.11 A. NEGRUSZ Analiza dynamicznych wilasnoSci pneuma-
tycznych przetwornikéw pomiarowych 12 3
23.111 M. TEISSEYRE Pneumatyczna metoda oznaczania po-
wierzchni wiasciwej pylu 19 6
18.V C. SAPIAN Plyta kolista na przestrzeni wielowarstwo-
wej 13 6
8. VI 0. DABROWSKI Rozwigzanie ogdblne stanu momentowego '
powloki o ksztalcie paraboloidy eliptycznej 15 4
29.VI T. KOLENDOWICZ Odpowiednioé¢ modelowa konstrukcji
przestrzennych 12 6
19.X G. GLADYSIEWICZ Niektore prawidiowosci okrelajace prawo
podobieistwa hydromechanicznego wiro-
wych maszyn wodnych 12 5
18.XII P. PROCHNIAK Obliczanie strat reologicznych w betono-
wych konstrukcjach wstepnie sprezonych
przy dowolnej ilodci ciegien sprezonych 15 6

WYKLADY

Oddziat Warszawski PTMTS wspdlnie z IPPT PAN zorganizowal w dniach 22-25 wrzesnia
1964 r. wyklady prof. dr L. iSosrEro na temat {«Nomografia jako dyscyplina naukowax,
prof. A. A. ILruszina ze Zwigzku Radzieckiego na temat teorii plastycznoéei oraz w dniu 24 wrzes-
nia 1964 r. wyklad prof. GIANGREcO na temat nosnosci granicznej,



ROZSTRZYGNIECIE KONKURSOW NAUKOWYCH OGLOSZONYCH W ROK.U 1964

Konkurs Zarzadu Gléwnego PTMTS

Na ogloszony przez Zarzad Giébwny Towarzystwa konkurs naukowy na pracg do$wiadczalna,
z dziedziny mechaniki wplynelo 8 prac. Zgodnie z wnioskiem Sadu Konkursowego w skladzie:
przewodniczgcy — prof. dr Jerzy MUTERMILCH, czlonkowie — prof. dr Zbigniew BrRzoska, prof.
dr Jarostaw NarLeszkicwicz, prof. dr Edmund Szczcpaniax, prof. dr Stefan Ziemsa, Zarzad.
Gléwny PTMTS dnia 19 grudnia 1964 postanowil:

a) nie przyznac¢ nagrody pierwszej;

b) zwiekszy¢ liczbe nagréd do czterech;

¢) dwie réwnorzedne nagrody drugie po zl. 5.000.— kazda, przyznaé¢ mgr J. MIASTKOWSKIEMU
i doc. W. SzczepiNskiEMU za pracg (nr 4) pt. «Dodwiadczalne badania powierzchni plynigeia
wstepnie odksztaiconego mosiadzu» oraz dr J. STUPNICKIEMU za prace (nr 5) pt. «Wplyw warstwy
oleju na kinetostatyczne naprezenie kontaktowey;

d) dwie réwnorzedne nagrody trzecie po zi. 2.000,— kazda, przyznaé: prof. Z. WASIUTYRSKIEMU
i dr A. BraNDTOWI Zza pracg (ur 7) pt. «Pomiary szeciu skladowych odksztalcen w $ciskanym
walcu betonowymy» oraz dr Z. WaszczyszyNowi za prace (nr 8) pt. «Doswiadczalne badania
nad skonczonymi, sprezysto-plastycznymi ugieciami belek opartych na nieprzesuwnych podpo-
rach».

Trzy sposrdd wyzej wymienionych, nagrodzonych prac zostana opublikowane w 2 zeszycie
(1965) Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej.



Konkurs Oddzialu Gliwickiego PTMTS

Oddziat Gliwicki naszego Towarzystwa dzigki ufundowaniu nagrod przez ‘Wydzial Kultury
‘Miejskiej Rady Narodowej w Gliwicach oglosit Konkurs na prace nankowa z dziedziny mechaniki.
Na Konkurs wplyngto 6 prac. Sad Konkursowy pod przewodnictwem prof. dr Jana SzArcurta
przyznat: pierwsza nagrodg w wysokosci 5.000 zt J. WOINAROWSKIEMU za prace «Funkcja tlumienia
preta gumowego przy obciazeniach skretnych», dwie drugie nagrody w wysokosci 4.000 zt. kazda
dr Jackowi ZELKOWSKIEMU za prace «Nowa metoda zimnego modelowania wyplywu z palnikow
do komér spalania pytu weglowego» oraz dr Stanistawowi GDULI za prace «Bezwladno$¢ cieplna
przegrody plaskiej», wreszcie dwie trzecie nagrody w wysokoéci 2.500 7t kazda mgr TADEUSZOWI
Brsowi za prace «Wnikanie ciepla przy przeplywie laminarnym w kanale plaskim i cylindrycznym»»
-oraz dr Jozefowi Woisasowi za prace «Hipoteza Georga Sinesa w Swietle badan zlacz spawanych».

Nagrodzone prace zostaty zreferowane na specjalnym zebraniu naukowym Oddziatu Gliwickiego
PTMTS dnia 15 grudnia 1964.

KONKURS ZARZADU GLOWNEGO POLSKIEGO TOWARZYSTWA
MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ

Zarzad Glowny PTMTS ogtasza konkurs na prace do§wiadczalne z dziedziny mechaniki.
Za najlepsze prace spelniajace warunki konkursu beda przyznane trzy nagrody pienigzne
w wysokoSci

I nagroda 8000 zt

II pagroda 4000 z

IIX nagroda 2000 zi
Prace nalezy nadsyfa¢ do Sekretariatu PTMTS, Warszawa, Palac Kultury i Nanki p. 2305
w nieprzekraczalnym terminie 30 pazdziernika 1965 r. Praca nie moze byé przed ta data
|  opublikowana ani zlozona do druku. Nagrodzone prace zostana opublikowane w Mecha-
| nice Teoretycznej i Stosowanej. Konkurs jest ograniczony, dostepny dla czionkéw PTMTS.




KONKURS ODDZIAL.U WROCEAWSKIEGO
POLSKIEGO TOWARZYSTWA MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ

1. Prace powinny dotyczy¢ mechaniki teoretycznej i stosowanej i moga mie¢ charakter
teoretyczny i doswiadczalny.

2. Prace musza by¢ oryginalne i dotychczas nie publikowane, Po rozstrzygnieciu wynikow
konkursu mozna je publikowad.

3. W konkursie biora udziat czlonkowie Oddzialu Wroclawskiego PTMTS sposréd po-
mocniczych pracownikdéw nauki oraz niezrzeszeni po uprzednim wpisaniu si¢ na czton-
kéow PTMTS.

4. Objetos¢ pracy nie moze przekracza¢ 20 stron maszynopisu.

5. Prace nalezy sklada¢ w 3 egzemplarzach w Sekretariacie Oddzialu PTMTS Wroclaw,
Pl. Grunwaldzki 9, Gmach InZynierii Sanitarnej pok. 010, w terminie do dnia 3 listo-
pada 1965 r.

6. Nadeslane prace zostana rozpatrzone przez Sad konkursowy w takim stanie, w jakim
zostaly przedstawione bez ich korekty czy usuniecia niedokladnosci. Protokét z kazdego
zebrania Sadu konkursowego podpisuja wszyscy cztonkowie Sadu.

7. Kazda decyzja Sadu konkursowego powinna byé oparta na podstawie co najmniej
dwéch pisemnych opinii lub jednej opinii w przypadku, gdy praca zostanie zreferowana
na zebraniu naukowym Oddziatu.

8. W sklad Sadu konkursowego wchodza: Prof. Roman MROMLINSKI jako Przewod-
niczacy Zarzadu Oddziahi, Prof. dr Adam MirzzL, Prof, dr Igor XisieL, Prof. dr Mie-
czystaw SASIADEK, Prof. dr Jerzy Zawapzki, Doc. dr Otton DABROWSKI oraz Doc. dr
Adam RYBARSKI,

9. Prace zakwalifikowane jako najlepsze przez Sad konkursowy maja by¢ zreferowane
przez autora na specjalnych posiedzeniach naukowych Oddzialu i przedyskutowane
(ad pkt. 7, wystarczy jedna opinia).

10. Wyniki konkursu zostang ogloszone w terminie do dnia 20 grudnia 1965 r.

11. Przewiduje sie trzy nagrody w wysokosci orientacyjnej 5.000 — 3.000 — 2.000 z} oraz
wyrbznienia. Autorzy prac nagrodzonych otrzymuja dyplom i nagrode. Autorzy prac
wyrdznionych otrzymuja dyplom.

12, Nagrody zostana wregczone przez Przewodniczacego Oddzialu w czasie zebrania nau-
kowego.




SPIS TRESCI

ZESZYT 1/1963

Z. Osikski, Przeglad nieliniowych réwnai réiniczkowych drgan ukiadéw autonomicznych
o jednym stopniu swobody

A. Sawczuk, W. OLszak, Zagadnienia powlok niesprezystych
A. WiLczyKsk1, Badanie wilasno§ci mechanicznych niektoérych tworzyw sztucznych

Z. DzyGADLO, M. SOKOLOWSKI, S. ZAHORSKI, M. Zyczxowski, Konferencja Naukowa Za-
ktadu Mechaniki O$rodkéw Cigglych w Krynicy. Przeglad referatéw

W. SzczEPINsKI, Sympozjum na temat elastooptyki i jej zastosowar, Warszawa 1962

ZESZYT 2/1963

P. PerzynNA, Podstawowe zagadnienia lepkoplastycznodci

Z. Nowak, M. Zyczkowskl, Przeglad nowszych prac z dziedziny stateczncsci powlok
cienkosciennych

E. STERNBERG, Napregzenia cieplne w cialach lepkosprezystych

A. WiLczyNsKl, Zalezno$é «naprezenie-odksztalcenie» w przypadku prostego rozciggania
tworzyw o lancuchowej budowie czasteczek

H. DziaTuk, Model elektryczny tensora naprezefl

Biuletyn Informacyjny Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej

ZESZYT 1/1964

S. KaLsky, Stateczno$é ruchu ukladu oscylatoréw poruszajacych si¢ po belce na sprezystym
podiozu

Z. OLEsIAK, Przeglad polskich prac dotyczacych zagadniel z mieszanymi warunkami brze-
gowymi w teorii sprezystosci

Z. WESOLOwWSKI, Zwiazki fizyczne dla materialu sprezystego z wiezami geometryczno-
termicznymui

W. SzczepiNskI, Wyznaczanie naprezen na podstawie pomiaréw tylko jednej skladowej od-
ksztalcenia

R. S. Doroszkiewicz, A. LiTEwka, DoraZzne badania wlasnosci mechanicznych i elasto-
optycznych materiatéw uzywanych w elastooptyce .

‘Biuletyn Informacyjny Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej



Cena zt 25.—

ZESZYT 2/1964
R. S. Doroszkiewicz, Fotosprezyste badania przekroju poprzecznego zapory filarowej

R. S. DoroszkEwicz, Z badan fotosprezystyeh stanu naprezenia wywolanego ciezarem
wlasnym, z uwzglgdnieniem wplywu podioza

R. S. Doroszkiewicz, J. Lierz, Z badan fotosprezystych wirnika generatora duzej mocy
A. Czunax, Dob6r parametréw ruchu przeno$nikdéw wibracyjnych

W. PIECHOCKI, Analiza skonczonych ugigé slabo wypukiej membrany kulistej obciazonej
lokalnie

Z. THRUN, Metoda przyblizonego obliczania problemdéw poczatkowo-brzegowych w za-
stosowaniu do niestacjonarnych zagadnief przewodnictwa cieplnego

K. WILMANSKI, Obcigzenia dynamiczne belek. Belka Timoshenki

Biuletyn Informacyjny Polskiego Towarzystwa Mechanki Teoretycznej i Stosowane;j

ZESZYT 3/1964
W. Wierzsicky, Katastrofa budowlana jako przypadek unormowany
M. Janvusz, Zasada Bettiego jako podstawa warunkéw modelowych
S. Ziemsa, Rola mechaniki teoretycznej i stosowanej w rozwoju postgpu technicznego
J. MaryNIAK, Oscylacje rakiety lecgcej po torze falistym w atmosferze Ziemi

Biuletyn Informacyjny Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowane;j

MECHANIKA TEORETYCZNA I STOSOWANA jest organem Polskiego To-

warzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej i ukazuje si¢ na 1azie jako wyda-

wnictwo ciqgle mnief wigcej w odstgpach kwartalnych. Czlonkowie PTMTS ofrzymujg
poszczegdlne zeszyly ‘wydawnictwa ze znizkg 50% w Oddzialach Towarzystwa

MECHANIKE TEORETYCZNA I STOSOWANA mozna nabyé w ksiggarniach
natkowych Domu Ksiazki oraz w Ofrodku Rozpowszechniania Wydawnictw Naukowych
Polskiej Akademii Nauk (PKiN)
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