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Polskie Towarzystwo Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej, nasza Redakcja,
Polska Mechanika poniosły niepowetowaną stratę. Dnia 26 września 1964 zmarł
przedwcześnie po długiej nieuleczalnej chorobie, w pełni sił twórczych i rozwoju
działalności naukowej dr ARTUR KACNER, profesor nadzwyczajny w Polskiej Akade-
mii Nauk, członek założyciel i były skarbnik Zarządu Głównego PTMTS, redaktor
Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej. Bogata i twórcza była droga życiowa ARTURA
KACNERA.

Urodzony w r. 1912 w Krzemieńcu na Wołyniu w rodzinie nauczycieli po uzyskaniu
świadectwa dojrzałości wstąpił na Wydział Inżynierii Politechniki Lwowskiej. W cza-
sie studiów utrzymywał się z własnych zarobków prowadząc kursy przygotowawcze
do egzaminów i pracując dorywczo we lwowskich firmach budowlanych. Tuż przed
egzaminem dyplomowym w r. 1938 został relegowany z uczelni za przynależność
do akademickiej organizacji lewicowej « Życie ». W związku z tym dyplom inżyniera
dróg i mostów otrzymał już po wybuchu wojny w r. 1940.

Stałą pracę zawodową rozpoczął w r. 1938 jako zastępca kierownika budowy.
W latach wojny pracował jako inżynier w przedsiębiorstwach budowlanych we
Lwowie, Uzbekistanie, Czelabińsku i do końca 1946 znowu we Lwowie.

W kraju od stycznia 1947 do listopada 1950 był głównym inżynierem Przedsię-
biorstwa Budowlanego MBP, a od 1948 do 1954 równolegle kierownikiem zespołu
konstrukcyjnego w biurach projektów. Po krótkim okresie pracy na stanowisku
radcy Ministerstwa Budownictwa Przemysłowego do spraw Technicznych pracował
w Instytucie Techniki Budowlanej. Jego zainteresowania pracą naukową spowodo-
wały to, że pracę w Zakładzie Mechaniki Ośrodków Ciągłych, a następnie w Insty-
tucie Podstawowych Problemów Techniki podjął od samego początku istnienia
tych instytucji w r. 1953. W latach 1954-1961 prowadził wykłady w Katedrze Mecha-
niki Budowli na Wydziale Budownictwa Przemysłowego Politechniki Warszawskiej.

Docentem został mianowany w r. 1954, tytuł profesora nadzwyczajnego otrzymał
w r. 1962.

Na podkreślenie zasługuje wielostronna działalność zawodowa i społeczna ARTURA
KACNERA. Jako naczelny inżynier Przedsiębiorstwa Budowlanego MBP zrealizował
budowę trzech kolonii mieszkaniowych i zorganizował jedną z pierwszych w kraju
wytwórnię pustaków i elementów prefabrykowanych. Zajmując się równolegle
w latach 1948-1951 projektowaniem, jako kierownik zespołu konstruktorskiego
wykonał szereg poważnych projektów konstrukcji dużych obiektów.

Był współautorem pierwszych w Polsce stropów wielkopłytowych, za co otrzymał
nagrodę Ministerstwa Budownictwa.
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Współdziałał w utworzeniu Wydziału Budownictwa Przemysłowego Politechniki
Warszawskiej, a następnie wykładał przez szereg lat na tym Wydziale.

Profesor ARTUR KACNER był sekretarzem generalnym komitetu organizacyjnego
Sympozjum IUTAM w Warszawie w r. 1958 oraz skarbnikiem PTMTS w okresie
pierwszych dwóch kadencji (4 lat), Współdziałał w założeniu czasopisma «Budo\v-
nictwo Przemysłowo) oraz był redaktorem działu konstrukcyjnego tego pisma
w ciągu 6 lat. Od chwili powstania PTMTS był redaktorem Biuletynu, a następnie
od chwili powstania wydawnictwa «Mechanika Teoretyczna i Stosowana)) pierwszym
jej redaktorem naczelnym.

Spis jego bogatego dorobku naukowego obejmuje 50 pozycji z zakresu mechaniki
budowli, wytrzymałości materiałów i teorii sprężystości; w szczególności omawiane
są w nich zagadnienia stateczności, płyt o nieciągłych warunkach brzegowych,
płyt o zmiennej sztywności i nieliniowe zagadnienie teorii płyt.

Odszedł od nas człowiek wyjątkowych cech charakteru i szlachetności, w pełni
rozwoju twórczego, w chwili gdy wydawało się, że czekają na niego długie lata twór-
czej działalności dla dobra Nauki Polskiej.

WYKAZ PRAC NAUKOWYCH A. KACNERA

a) BUDOWNICTWO WIELKOPŁYTOWE

1. Kilka uwag o stropie Akermana (z B. Lewickim), Inwestycje, 1, 1951.
2. Strzemiona w stropie Akermana—zbędny wydatek stali (z B. Lewickim), Inwestycje i Bu-

downictwo, 10, 1951; 1, 1952.
3. Zagadnienia konstrukcji wielopiętrowych budynków mieszkalnych, Inwestycje i Budownictwo,

10, 1951; 1, 1952.
4. Gęstożebrowe stropy krzyżowe (z B. Lewickim), Budownictwo Przemysłowe, 1, 3, 1952.
5. Strop DMS w świetle normy PN/B—03260 (z B. Lewickim), Inwestycje i Budownictwo, 4,1952.
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wickim), Instytut Techniki Budownictwa, 3-4, 1953.
12. Stropy wielkopłytowe, Cz. I i Cz. II. Stropy belkowe. Cz. I i Cz. II (z B. Lewickim), Biuro Studiów

Budownictwa Miejskiego, 10, 1953; 2, 1954.
13. Racjonalny kształt pustaka ceramicznego (z B. Lewickim), Inżynieria i Budownictwo, 12, 1953.
14. Strop DMS. Norma (z B. Lewickim i innymi), Instytut Techniki Budownictwa, 13, 1953.
15. Metody wprowadzania elementów wielkowymiarowych do budownictwa miejskiego (z B. Lewickim),

Budownictwo Przemysłowe, 1, 1955.
16. O efektach gospodarczych stosowania stropów płytowych (z B. Lewickim), Budownictwo Prze-

mysłowe, 5, 1955.
17. Wykorzystanie gazobetonu do uprzemysłowienia budownictwa (z B. Lewickim), Budownictwo

Przemysłowe, 7-8, 1955.
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18. Poszukiwania racjonalnego systemu konstrukcyjnego dla budynków mieszkalnych z elementów
wielkowymiarowych (z B. Lewickim), Budownictwo Przemysłowe, 9, 1955.

19. Sztywność przestrzenna budynków wielkopłytowych (z B. Lewickim), Instytut Budownictwa
Mieszk., 5, 1957.

20. Obliczanie ugięć stropów żelbetowych w świetle teorii W. Muraszowa i zaleceń NITU 123-55
(z B. Lewickim), Budownictwo Przemysłowe, 4, 1958.
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(z B. Lewickim, Z. Orłosiem, Z. Dylągiem), Inżynieria i Budownictwo, 1, 1960.
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4, 1953.
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KATASTROFA BUDOWLANA JAKO PRZYPADEK UNORMOWANY

WITOLD W I E R Z B I C K I (WARSZAWA)

Powierzchowny obserwator katastrofy budowlanej ocenia ją zwykłe jako nie-
szczęśliwy wypadek, którego przyczyny często nie są zrozumiałe. Ludzie jednak
odpowiedzialni za bezpieczeństwo budowli muszą zdobyć dla jego oceny informacje
dotyczące losów i zachowania się budowli w ogóle i na tej podstawie muszą usta-
lić w stosunku do danego obiektu wymagania, którym powinien on odpowiadać.
W ten sposób przestajemy uważać katastrofę budowlaną za niezrozumiałe zdarze-
nie, lecz zaczynamy ją traktować jako tzw. przypadek unormowany, którego wystą-
pieniu odpowiada pewne unormowane, a więc podlegające ocenie prawdopodo-
bieństwo (por. [1]).

Spośród okoliczności, które mogą wywołać katastrofę budowli, są takie, które
—jak pożar lub trzęsienie ziemi—-bezpośrednio nie zależą ani od jej konstrukcji, ani
od jej wykonania, oraz takie, które właśnie od nich zależą. Czynnikami tego ostat-
niego rodzaju są obciążenia budowli, jej odkształcenia oraz występujące w niej
naprężenia lub, ogólnie mówiąc, wewnętrzne siły uogólnione. Te trzy czynniki są
w zasadzie ze sobą związane, można jednak na ogół oceniać je od siebie niezależnie.

Obciążenia budynków są w tej chwili tak sprecyzowane (por. np. [2]), że tylko
rzadko mogą być uważane za dzieło przypadku. Podobnie odkształcenia konstrukcji
budowlanych na ogół nie występują jako samodzielny czynnik bezpieozeństwa.

Stąd za czynnik decydujący w sprawie bezpieczeństwa budowli należy uważać
przede wszystkim czynnik sił wewnętrznych i ich stosunek do własności mecha-
nicznych materiału, z którego wykonana jest budowla. Ponieważ jednak wyniki
prób nad własnościami mechanicznymi materiałów budowlanych są dziełem przy-
padku, który normuje statystyka tych prób, musimy roozpatrywać bezpieczeństwo
budowli jako zagadnienie prawdopodobieństwa unormowanego.

Niżej przytoczone rozważania szczegółowe będą stanowiły uzasadnienie tego
twierdzenia, przy czym za katastrofę będziemy uważali takie zmiany w konstrukcji,
poza całkiem powierzchownymi, do których dopuścić nie chcemy.

Wymiary poszczególnych elementów konstrukcji stalowych sprawdzamy zwykle
na podstawie wzoru

(1) a < k,

w którym a oznacza naprężenie występujące w danym punkcie budowli, a k na-
prężenie dopuszczalne.
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Jak widać ze wzoru (ł) obliczenia wytrzymałościowe odbywają się w dwóch
etapach. W pierwszym, na podstawie reguł mechaniki budowli wyznaczamy naprę-
żenia, które uważamy za istotnie występujące w danym punkcie budowli, w drugim
natomiast porównywujemy te naprężenia z naprężeniami uważanymi za dopusz-
czalne. Obliczenia pierwszego etapu często, a obliczenia drugiego etapu — zawsze
oparte być muszą na danych wziętych z doświadczenia.

Przy doświadczalnym badaniu jakiegoś materiału budowlanego poszczególne
wyniki prób wytrzymałościowych nie są, jak wiadomo, identyczne. Pochodzi to
z powodu wielu nie dających się bliżej określić przyczyn w ten sposób, iż każdy
wynik próby wytrzymałościowej musi być uważany za dzieło przypadku, a więc
za wielkość losową. Wkraczamy w ten sposób w sferę rachunku prawdopodobień-
stwa i statystyki matematycznej.

Wyniki próby wytrzymałościowej możemy przedstawić za pomocą równania
(rys. 1)
(2) y=f(AR),

gdzie pod AR rozumiemy odchylenia wytrzymałości materiału R od średniej war-
tości tej wytrzymałości Ro, a y oznacza tzw. gęstość prawdopodobieństwa występo-
wania tych odchyleń. Funkcji (2) można nadać kształt krzywej Gaussa, krzywej
Pearsona III rodzaju lub innej w zależności od rodzaju materiału, z jakim mamy
do czynienia, oraz od rodzaju przeprowadzanych prób.

R(AR)

Rys. 1

W podobny sposób postępujemy, gdy mamy do czynienia z wynikami prób
dla naprężeń R na granicy plastyczności stali.

Krzywe, których typ podany jest na rys. 1, stanowią punkt wyjścia do badania
bezpieczeństwa konstrukcji na podstawie metody probabilistycznej (por. [3]).

Przypuśćmy, że mamy sprawdzić wymiary pręta stalowego rozciąganego osiowo,
a wykres na rys. 2. przedstawia krzywą prawdopodobieństwa dla naprężeń R na
granicy wytrzymałości na rozciąganie stali, z której ten pręt jest wykonany.

Przyjmujemy, że krzywa prawdopodobieństwa jest krzywą Gaussa i że jest od-
niesiona do układu współrzędnych AROY. Od punktu O odkładamy odcinek OOt

równy wartości średniej arytmetycznej RQ z poszczególnych wyników R prób wy-
trzymałościowych i znajdujemy nowy układ osi współrzędnych RO1YX.

Oceniamy bezpieczeństwo rozpatrywanego elementu budowli za pomocą pewnej
liczby p, którą nazywamy wskaźnikiem bezpieczeństwa, a która wyraża prawdo-
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podobieństwo, że katastrofa tego elementu nie będzie miała miejsca. Za ewentualną
katastrofę uważamy w tym wypadku rozerwanie osiowe rozciąganego pręta.

Aby znaleźć naprężenie dopuszczalne a = k odpowiadające przyjętemu a priori
wskaźnikowi bezpieczeństwa, odkładamy na rys. 2 odcinek OXB wyrażający nie-

R(AR)

znane naprężenie a. Pole BB'O'C'D będzie w tych warunkach wyrażało prawdopodo-
bieństwo Q, że naprężenie R na granicy wytrzymałości stali na rozciąganie zawarte
jest w granicach od a do co, a więc prawdopodobieństwo, że R jest większe od a,
czyli inaczej mówiąc, że przy pewnym <r = k katastrofa nie nastąpi.

Jak wynika z rys. 2

(3) Q = polu BB'0'C'D = i - pola BB'0'CCĄ- \ pola AO'D.

Jeżeli rozpatrywana krzywa prawdopodobieństwa posiada kształt krzywej Gaussa,
wówczas pole BB'O'C'C wyraża się tzw. funkcją Laplace'a, czyli

(4) pole BB'0'C'C = 6[h(Ro-a)],

1gdzie h = — = - a p, jest błędem średnim.
l/2

Wobec tego, że przyjęliśmy z góry prawdopodobieństwo p, że rozpatrywany
pręt nie będzie rozerwany, dochodzimy do równania

(5) Q~p.

Ponieważ ze względu na własności krzywej Gaussa pole AO'D równa się 1, mo-
żemy równaniu (5) nadać postać

skąd korzystając z tablic funkcji Laplace'a obliczamy wartość naprężenia dopusz-
czalnego a = k.

W dalszym ciągu znajdujemy współczynnik bezpieczeństwa

(7) n-R°
n~T'
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jako stosunek średniej wartości naprężenia na granicy wytrzymałości stali na roz-
ciąganie do wartości dopuszczalnej tego naprężenia.

Rozważania analogiczne do przeprowadzonych dla pręta rozciąganego osiowo
znajdują zastosowanie i dla innych sposobów działania sił na konstrukcję, a więc
np. dla belki zginanej, dla słupa ściskanego itd.

Dotąd przyjmowaliśmy w naszych rozumowaniach, że wszystkie założenia, na
których oparty jest wzór na naprężenia normalne w pręcie rozciąganym, czyli wzór

(8) *~J.
zostały całkowicie urzeczywistnione. Tu P oznacza siłę rozciągającą i A — pole
przekroju poprzecznego pręta.

W praktyce wzór (8) nie określa na ogół ściśle efektywnych naprężeń występu-
jących w pręcie rozciąganym, które są w rzeczywistości, podobnie jak naprężenia
na granicy wytrzymałości lub plastyczności, dziełem przypadku.

Nie podobna jednak sporządzić dla naprężeń efektywnych krzywej prawdopo-
dobieństwa podobnej do krzywej podanej na rys. 1 dla różnych powodów, choćby
np. dlatego, że nie ma sposobów bezpośredniego pomiaru naprężeń bez pomiaru
odkształceń. W związku z tym musimy przy badaniu bezpieczeństwa pręta roz-
ciąganego korzystać ze wzoru (8) po wprowadzeniu jednak do niego poprawek
charakteryzujących odmienność okoliczności, w których pracuje konstrukcja, od
tych, dla których wzór ten został wyprowadzony. Tego rodzaju poprawki uważamy
jako graniczne, występujące z pewnym przyjętym prawdopodobieństwem. Jeżeli
przez <r0 oznaczymy naprężenie obliczone ze wzoru (8) w tych samych warunkach,
dla jakich wzór został ustalony, a przez a graniczny przyrost procentowy tego
naprężenia, występujący z prawdopodobieństwem m i spowodowany przez nie-
spełnienie się pewnego z tych warunków, wówczas iloczyn cr(l+a) będzie wyrażał
występujące w pręcie z prawdopodobieństwem co naprężenie graniczne, a naprężenie

(9) ag^

będzie naprężeniem granicznym występującym w myśl reguły o mnożeniu prawdo-
podobieństw z prawdopodobieństwem

(10) Qx = ZZco;,

spowodowanym niezachowaniem wszystkich lub szeregu warunków, dla których
został wyprowadzony wzór (8) przy przyrostach a; odpowiadających niezachowa-
niu każdego z nich i przy prawdopodobieństwach cos występowania tych przyro-
stów. Współczynniki a charakteryzują np. odchylenia od założenia płaskich prze-
krojów, niedokładności obróbki i montażu itd. (por. [3]).

Wzór (9) możemy zastąpić przez wygodniejszy w użyciu wzór

(U) tfff = * o ( l + I > 0
ze względu przede wszystkim na naturę współczynników a oraz ze względu na ich
małe wartości.
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W układach stalowych statycznie niewyznaczalnych, np. w ramach, naprężenie
graniczne wyraża się wzorem

(12) ag

gdzie Pi są to przyrosty naprężenia ff0 występujące w danym miejscu układu sta-
tycznie niewyznaczalnego z powodu wahań we współczynniku sprężystości E lub
z powodu niedokładności w wymiarach konstrukcji. Odpowiednio Q2 będzie tu
wyrażać prawdopodobieństwo, że poszczególne przyrosty procentowe wywołane
przez te przyczyny nie przekroczą każdy z osobna wartości /?,-.

Iloczyn

(13) Q' = Q1-Qt

wyraża prawdopodobieństwo, że żaden z przyrostów af lub /?; nie zostanie prze-
kroczony.

Na to więc aby dana konstrukcja stalowa statycznie wyznaczalna lub statycznie
niewyznaczalna nie doznała katastrofy, potrzeba przy traktowaniu katastrofy jako
przypadku unormowanego zbiegu dwóch niezależnych od siebie faktów następu-
jących:

A) aby naprężenie a w pewnym punkcie danej konstrukcji nie przekraczało na-
prężenia granicznego ag w tym punkcie, przy czym przez Q' oznaczamy prawdo-
podobieństwo tego faktu,

B) aby wytrzymałość materiału R nie była niniejsza od naprężenia a0, przy czym
prawdopodobieństwo tego faktu wyraża się wielkością Q3.

Stąd

(14) Q =Q'QS,

gdzie Q wyraża, jak poprzednio, prawdopodobieństwo że dany element konstruk-
cyjny nie dozna katastrofy.

Wzorowi (14) możemy nadać również postać

(15) Q = QxQzQs.

Przyrównując do siebie dwa różne wyrażenia na prawdopodobieństwo, że kon-
strukcji nie grozi niebezpieczeństwo, dochodzimy do równań

(16) Q'Qs = p.

lub

(17) Ą f l 2 Ą = p.

W przypadku pręta rozciąganego osiowo, gdy założenia na podstawie których
został zbudowany wzór (8) nie są całkowicie spełnione, musimy równanie (5) za-
stąpić przez równanie (17).

Rozpatrujemy dalej przypadek pręta rozciąganego osiowo,, kiedy tylko założenie
płaskich przekrojów i prawo Hooke'a nie są całkowicie spełnione.

Wzór (11) przybiera w tych warunkach postać

(18) ag = cro(l + ax + a2), .
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gdzie % charakteryzuje przyrost naprężenia c0 spowodowany niecałkowitym
spełnieniem się założenia płaskich przekrojów, a a2 przyrost wywołany niecałko-
witym urzeczywistnieniem się prawa Hooke'a.

Wyobrażamy sobie, że najbardziej zwichrzony przekrój poprzeczny pręta rozcią-
ganego zawarty został między dwie płaszczyzny prostopadłe do osi pręta i oddalone
od siebie o b (rys. 3). Odległość b jest oczywiście wielkością losową i niech będzie
b0 średnią arytmetyczną pomiarów tej wielkości. Przyjmujemy, że odchylenia/!b=
= b—b0 grupują się według prawa Gaussa, przy czym Abg jest odchyleniem granicz-

X i
/ 1

1
1
i

A^/JŁ:

>**•— 1 ^ ~ \

1
1J

y

d

o,

Yi

y
bo

Y

\

0

G1

G i

ab

b(&b)

Rys. 3 Rys. 4

nym (rys. 4). Prawdopodobieństwo, że przyrost naprężenia c0 spowodowany nie-
całkowitym spełnieniem się założenia płaskich przekrojów nie przekroczy wartości
Gcd^ uważamy za równe prawdopodobieństwu, że odchylenie Ab nie przekroczy
Abg i że odległość b nie przekroczy odległości granicznej bg =
podobieństwo to wyraża się polem O^GG' i wynosi

Prawdo-

(19)

Prawu Hooke'a nadajemy w tym wypadku postać

(20) -
e

gdzie e oznacza wydłużenie jednostkowe.
Ponieważ współczynnik E otrzymujemy z doświadczenia, to możemy przyjąć,

że odchylenia AE poszczególnych jego wartości od średniej arytmetycznej AE=
= E—Eo grupują się również według krzywej Gaussa (rys. 5). Prawdopodobieństwo,
że przyrost naprężenia a0 spowodowany niecałkowitym urzeczywistnieniem się
prawa Hooke'a nie przekroczy wartości <raa^ jest równe prawdopodobieństwu,
że wartość współczynnika sprężystości nie przekroczy wartości granicznej Eg =
= E0-\-AEg, czyli polu OxGG'; a więc

(21)
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Z drugiej strony, zastępując na rys. 2 odcinek a przez odcinek ag znajdujemy,
że pole BB'0'C'D będzie wyrażało prawdopodobieństwo £?„; w związku z tym

(22)

gdzie 03 i ha mają ten sam sens oo 0 i h we wzorze (4).

Rys. 5

Wstawiając otrzymane wyrażenia na ag, a^, coz i Q3 do równania (17) znajdujemy:

(23) I + i 0X(M i,)] [I + i 0,(M Ą)] X
1
2

Równanie (23) jest równaniem względem naprężenia a0> a otrzymana z niego
wartość cr0 = k będzie naprężeniem dopuszczalnym.

Jeżeli za katastrofę uważamy nie rozerwanie się pręta, lecz przekroczenie przez
występujące w nim naprężenia granicy plastyczności R, należy we wzorze (23)
zastąpić Ro przez Ro i ewentualnie zmienić wartość wskaźnika bezpieczeństwa p.
Wówczas zamiast korzystać z krzywej prawdopodobieństwa dla R (rys. 2), musimy
uciec się do odpowiedniej krzywej dla R.

Korzystamy dalej z równania (17) do wyznaczenia współczynnika bezpieczeństwa
n w przypadku elementów zginanych.

Największe naprężenia normalne w belce wyrażają się jak wiadomo wzorem

M_

W
(24) a = -

gdzie M oznacza moment zginający, a W wskaźnik wytrzymałości.
Przyjmujemy, podobnie jak w zadaniu poprzednim, że spośród założeń, na

których oparty jest wzór (24), nie jest całkowicie urzeczywistnione tylko założenie
płaskich przekrojów i prawo Hooke'a.

Na podstawie pewnych obliczeń z dziedziny teorii sprężystości można przyjąć,
że największa różnica między naprężeniem obliczonym dla belki zginanej, z jednej
strony przy oparciu się na założeniu płaskich przekrojów, z drugiej zaś z po-
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minięciem tego założenia, dochodzi do 10%. Prawdopodobieństwo, że ta różnica
nie będzie większa, można w tych warunkach uważać za równe 1, czyli za pewność.
A więc wielkości a>i i a; dotyczące niecałkowitego spełnienia się założenia płaskich
przekrojów będą równe

(25) 0)4 = 1. «4 = 0,100.

Przyrost ctscr0 naprężenia cr0 obliczonego ze wzoru (24), wywołany niecałkowitym
spełnieniem się prawa Hooke'a, a więc równania (20), odpowiada granicznemu
przyrostowi AEg w rozumieniu rys. 5. Możemy więc tu przyjąć, podobnie jak w przy-
padku pręta rozciąganego, że współczynnikowi przyrostu naprężeń «2, wywołanemu
niecałkowitym urzeczywistnieniem się prawa Hooke'a, odpowiada prawdopodobień-
stwo wyrażone wzorem (21).

W tych warunkach wzory (10) i (11) dają:

Rozumiejąc przez katastrofę belki wypadek, gdy naprężenie na granicy plastycz-
ności belki zostało przekroczone w pewnym punkcie belki, uciekamy się do wy-
kresu Gaussa dla odchyleń AR (rys. 6). Odkładamy tu odcinek ffg i wówczas pole

1 R(AR)

Rys. 6

B"C"C'D będzie wyrażało prawdopodobieństwo, że naprężenie R nie będzie mniej-
sze od ag, czyli że

1 1 -

Wstawiając otrzymane wyrażenia ma ag, co2, w^ i Qs do równania (17) otrzymu-
jemy.

(28) ri- + i. = p.

Stąd obliczamy naprężenie dopuszczalne k i odpowiedni współczynnik bezpie-
czeństwa n.

Najogólniejszym sposobem wyznaczenia wskaźnika bezpieczeństwa p, w przy-
padku gdy statystyka katastrof z budowlami danego typu jest uboga, może być
zastosowanie równania
(29) Kb(l-p) = KoPo>
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które powstało z przyrównania do siebie oczekiwań matematycznych skutków
ekonomicznych dwóch katastrof, z których jedna jest katastrofą budowlaną, a druga
katastrofą innego rodzaju lepiej zbadaną ze statystycznego punktu widzenia; tu Kb

oznacza straty, jakie może spowodować katastrofa elementu budowlanego, Ko —
straty, jakie może spowodować katastrofa, z którą daną katastrofę budowlaną
porównujemy, a p0 —• prawdopodobieństwo tej katastrofy.

Przy stosowaniu metody probabilistycznej do rozwiązywania zadań praktyki
inżynierskiej okazało się, że współczynniki a; można uważać w wielu wypadkach
za wielkości nielosowe, a więc przyjmować, że poszczególne prawdopodobieństwa
a>i są równe 1 i że wobec tego niekiedy również i Q' — 1. W tych warunkach
metoda probabilistyczna nabiera cech metody tylko w połowie probabilistycznej,
a więc metody półprobabilistycznej. Okazało się również, że liczba współczynników
cii może być w metodzie półprobabilistycznej znacznie większa niż w metodzie
probabilistycznej.

Przechodząc od metody probabilistycznej do metody półprobabilistycznej przyj-
mujemy, że w równaniu (17) iloczyn QXQ^ — Q' — 1, wobec czego równanie to
przybiera postać

(30) A> = ;>,

przy czym wielkość Q3 zachowuje tu ten sam sens co poprzednio, tzn. wyraża się
na rys. 7 polem BB'0'C'D.

Rys. 7

Metoda półprobabilistyczna, podobnie jak i probabilistyczna, zabezpiecza bu-
dowlę przed katastrofą niejako dwiema drogami: z jednej strony przez wprowa-
dzenie współczynników przyrostu a korygujących jakby ogólnie przyjęte wzory wy-
trzymałościowe, z drugiej zaś przez wybór właściwego wskaźnika bezpieczeństwa p.
Dwie te drogi zmierzające do tego samego celu w zasadzie nie są od siebie zależ-
ne. O ile jednak nie rozporządzamy dostateczną liczbą obserwacji i doświadczeń,
wówczas pewne uzależnienie tych dróg od siebie ułatwia wyznaczenie właściwych
naprężeń dopuszczalnych. W szczególności stosując metodę półprobabilistyczna
uciekamy się do tego środka. Robimy to mając przede wszystkim na uwadze sta-
lowe pręty rozciągane i zginane i przyjmując za katastrofę przekroczenie przez
naprężenie w pewnym punkcie granicy plastyczności R.
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Gdybyśmy znali wszystkie przyczyny mogące spowodować zwiększenie naprężeń
ff0 w stosunku do ich wartości otrzymanych ze wzorów (8) lub (24), wówczas naprę-
żenie graniczne
(31) ag = cro

musiałoby być uważane za równe największej wartości naprężenia R, czyli przy
założeniu że naprężenia dopuszczalne są całkowicie wyzyskane, mielibyśmy dla ich
wyznaczenia równanie

(32) k (l + max _^a) = max R.

Znaczyłoby to, że przy ff0 = og katastrofa nieuchronnie nastąpi, czyli że wskaź-
nik bezpieczeństwa p równa się 0.

Ponieważ jednak niepodobna za pomocą samych współczynników a uchwycić
wszystkich okoliczności zwiększających naprężenia a0, musimy uważać różnicę

(33) ap = max R — ag

(rys. 8) za przyrost naprężenia ag, występujący z prawdopodobieństwem Q = p,
a wywołany okolicznościami nie dającymi się ująć przez współczynniki a.

Rys. 8

Współczynniki przyrostu naprężeń a są obliczane na podstawie zasad mechaniki
budowli przy zastosowaniu tolerancji ustalonej przez normalizację krajową lub
międzynarodową. Przy ich obliczaniu staramy się, aby suma ^ a ; była możliwie
najbliższa wielkości uzyskanej ze wzoru (11) przy a = k = 1400 kG/cm2. Przyj-
mując, że wszystkie wchodzące tu w grę współczynniki zostały w danym przy-
padku uwzględnione i że wszystkie pręty obliczone na podstawie naprężenia dopusz-
czalnego k = 1400 kG/cm2 zdały swój egzamin w praktyce budowalnej, możemy
wprowadzić do poszczególnych współczynników at pewne korektywy w ten spo-
sób, aby suma ^at odpowiadała równaniu (11).

Dążymy dalej do tego, aby dla powodów wymienionych wyżej wskaźnik bezpie-
czeństwa p jak najlepiej odpowiadał, według krzywej prawdopodobieństwa zbu-
dowanej dla naprężeń R na granicy plastyczności, naprężeniu granicznemu obliczo-
nemu ze wzoru (11) na podstawie przyjętego w obowiązujących przepisach naprę-
żenia dopuszczalnego k = 1400 kG/cm2. Przy wyborze wskaźnika bezpieczeństwa
decydujemy się mianowicie w tym wypadku na zastosowanie w równaniu (30)
P — 0,8, ponieważ polu Q = 0,8 na krzywych prawdopodobieństwa odpowiada
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ta sama wartość R = 2338 kG/cm2 niezależnie od tego, czy mamy do czynienia
z wielobokiem prawdopodobieństwa, trójkątem prawdopodobieństwa, krzywą
Gaussa, czy z krzywą Pearsona III rodzaju; liczbę tę cechuje więc niezależność
od statystycznego opracowania wyników badań nad zmiennością wielkości R.
Poza tym w tych częściach krzywych prawdopodobieństwa, którym odpowiada
pole Q = 0,8, dokładność odczytów jest największa (por. [3], s. 159).

Aby móc katastrofę mostu stalowego uważać również za przypadek unormowany,
musimy w obliczeniach naprężeń zastąpić wzory (8) i (24) przez wzory

(34) * = _ , « r — r ,

gdzie # oznacza pewien współczynnik dynamiczny, czyli stosunek odkształceń
mostu pod obciążeniem ruchomym do odkształceń pod obciążeniem stałym. Rozu-
miemy tu przez katastrofę, tak jak wyżej, przekroczenie przez naprężenie nor-
malne granicy plastyczności.

Współczynnik dynamiczny wyrażamy za pomocą wzoru

(35) ^ = 1 + 2~T

gdzie a oznacza amplitudę drgań pionowych przy największym ugięciu mostu,
a / — wielkość ugięcia statycznego.

Ze względu na sposób działania dynamicznego ciężarów na most należy współ-
czynnik # uważać za wielkość losową. Jako wielkość losową zadania będziemy
w szczególności traktowali drugi składnik dwumianu (35), czyli wielkość

(36) a<L^Tf

Mając na widoku probabilistyczne ujęcie zagadnienia bezpieczeństwa mostu
stalowego przy obciążeniu dynamicznym musimy sporządzić dla wielkości ad wy-
kres rozkładu gęstości prawdopodobieństw.

Korzystamy tu z danych zawartych w literaturze specjalnej, w znacznym stopniu
z danych Lesochina. Wartości ad, które uwzględniamy, dotyczą mostów kratowych
o rozpiętościach zawartych w granicach od 45 do 100 m (por. [4]). Dane te traktu-
jemy dalej jednakowo, niezależnie od źródeł, z których zostały zaczerpnięte, i nie-
zależnie od rozpiętości mostów zawartych w omówionych wyżej granicach. Budu-
jemy więc histogram występowania częstości względnych njEn wielkości (36) oraz
odpowiednią krzywą prawdopodobieństwa (rys. 9). Na rys. 10 przedstawiającym
schemat omawianej krzywej równolegle do osi O, Yx odłożone są gęstości prawdo-
podobieństw, a odcinek ad0 przedstawiający średnią wartość ad oznacza odległość
początku układu współrzędnych od osi krzywej.

Wyznaczenie dopuszczalnego naprężenia k dla pewnego elementu mostu stalo-
wego lub też wyznaczenie współczynnika bezpieczeństwa n dla tego elementu wy-
maga ustalenia dla naprężeń a wartości granicznej. Robi się to na podstawie wzoru

(37) ff, =

2 Mechanika teoretyczna
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gdzie a oznaczają współczynniki przyrostu naprężeń, wyrażające każdy z osobna
Bądź największy możliwy procentowy przyrost naprężenia ff0 obliczonego ze wzo-
rów (8) i (24) (współczynniki at), bądź też wpływ czynnika dynamicznego (współ-
czynnik ad).

n/Zni

4000

3000

0,195 m-0,220 0?45 0,295

Rys 9

0,345 0,395 0,445

Współczynniki a poza współczynnikiem ad charakteryzującym dynamiczne
działanie obciążenia mogą być traktowane bądź jako graniczne wartości nielosowe
odpowiednich przyrostów naprężenia (metoda półprobabilistyczna), bądź też jako
wartości, których nieprzekroczenie wyraża się dla każdego z nich pewnym praw-
dopodobieństwem w (metoda probabilistyczna).

Rys. 10

Łącznie prawdopodobieństwo, że żaden z procentowych przyrostów naprężenia
a0 nie przekroczy w przypadku obciążenia statycznego wartości ah wyraża się
w myśl twierdzenia o mnożeniu prawdopodobieństw iloczynem
(38) . O, = ZZo>,.

O ile współczynniki at uważamy za wielkości nielosowe, to odpowiednie prawdo-
podobieństwa a>i i prawdopodobieństwo Qs równe są 1.
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Przyrost naprężenia ff0 spowodowany czynnikami dynamicznymi obciążenia
wyraża, jak było powiedziane poprzednio, współczynnik oznaczony wyżej przez ad.

Wzorowi (37) możemy wobec tego nadać postać

(39) tff-<r0(l + 0 ^ / 7 ( 1 + a d

lub, co przy małych wartościach a; daje podobne wyniki, postać

(40) ff,-tf0 (1 + 0 ^ ( 1 + J a , ) .

Prawdopodobieństwo, że współczynnik ad, a tym samym i suma ( l+a d ) nie
przekroczą pewnej wartości granicznej, oznaczamy przez Qit prawdopodobieństwo
zaś, że naprężenie na granicy plastyczności stali jest większe niż naprężenie graniczne
ag — przez Qm.

Rys. 11

Wielkość Qm jest przedstawiona na rys. 11 jako pole BCD. Rysunek przedsta-
wia krzywą Gaussa dla naprężeń na granicy plastyczności R.

Aby katastrofa mostu nie nastąpiła, potrzeba zbiegu trzech niezależnych od
siebie faktów następujących:

A) aby żaden z procentowych przyrostów naprężenia a0 wyrażonego jednym
ze wzorów (8) lub (24) nie przekroczył wartości af (prawdopodobieństwo Ds);

B) aby procentowy przyrost naprężenia a0 spowodowany przez czynniki dyna-
•miczne nie przekroczył wartości adg (prawdopodobieństwo Qd);

C) aby naprężenie na granicy plastyczności stali było większe od naprężenia gra-
nicznego <xg (prawdopodobieństwo iim).

Tak więc prawdopodobieństwo Q faktu, że katastrofa mostu nie będzie miała
miejsca, jest prawdopodobieństwem złożonym i wyraża się iloczynem

(41) Q=QsQdQm.

Wprowadzamy dalej, jak to zostało zapowiedziane wyżej, wskaźnik bezpieczeń-
stwa p, wobec czego
(42) Q-p.

Z równania tego możemy ustalić dopuszczalne naprężenie w danym elemencie
mostu lub odpowiedni współczynnik bezpieczeństwa. Równaniu możemy nadać
postać
(43)
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Przy stosowaniu metody półprobabilistycznej przyjmujemy, że wszystkie prawdo-
podobieństwa co równe są 1 i że wobec tego w równaniu (43) czynnik Qs odpada
i równanie przybiera postać

(44) QdQ„=p.

Jeżeli się zdecydujemy przyjąć, że Qd = Qm i że

(45) Ą, = }/p,
to na wykresie krzywej Gaussa dla wielkości ad (rys. 10) odkładamy pole BCD
równe \/p i dochodzimy w ten sposób do wartości granicznej dla ad, którą ozna-
czamy przez adg.

Po ustaleniu granicznych wartości wielkości a; i ad możemy rozwiązać równanie
(40) względem a0 i w ten sposób ze wzoru

(46) k = a0 =

ustalić dopuszczalne naprężenie k dla danego elementu mostu stalowego.
Przy badaniu bezpieczeństwa konstrukcji żelbetowych uważamy za katastrofę

jednoczesne zgniecenie w elemencie ściskanym lub zginanym betonu i osiągnięcie
przez uzbrojenie granicy plastyczności. Aby tak rozumianej katastrofie nadać
cechy przypadku unormowanego, uciekamy się do krzywych prawdopodobieństwa
przedstawionych na rysunkach 12 i 13.

Rys. 12 Rys. 13

Na rysunku 12 przedstawiamy schemat krzywej prawdopodobieństwa dla wy-
trzymałości betonu Rb na ściskanie. Powierzchnia zacieniowana wyraża tu prawdo-
podobieństwo Qb, że wartości Rb zawarte są między pewną wartością Rbg uważaną
za graniczną, a wartością maxjR6.

Rysunek 13 przedstawia schemat krzywej prawdopodobieństwa dla naprężenia
na granicy plastyczności stali zbrojeniowej. Przez Qz wyrażone jest prawdopo-
dobieństwo, że wartości R zawarte są między pewną wartością Rg uważaną za gra-
niczną, a wartością max R.

Aby zniszczenie słupa lub belki żelbetowej nie mogło nastąpić, potrzeba zbiegu
dwóch niezależnych od siebie okoliczności następujących:

A. Naprężenie na granicy wytrzymałości betonu musi być większe od wartości
granicznej Rbg (prawdopodobieństwo Qb).

B. Naprężenie na granicy plastyczności prętów stalowych uzbrojenia musi być
większe od wartości granicznej Rg (prawdopodobieństwo Qz).



KATASTROFA BUDOWLANA JAKO PRZYPADEK UNORMOWANY 21

W związku z tym możemy analogicznie do wzoru (17} ustawić równanie

(47) Qb-Qz=p,
gdzie wskaźnik bezpieczeństwa p będzie, tak jak wyżej, wyrażał prawdopodobień-
stwo, że katastrofa konstrukcji żelbetowej nie nastąpi.

Katastrofę słupa żelbetowego uważamy co do efektu praktycznego za identyczną
z przekroczeniem w słupie stalowym granicy plastyczności w całym jego przekroju.
Wobec tego przyjmujemy w równaniu (47), podobnie jak w równaniu (30), p =
0,8, co przy Qh = Qz daje Q„=QZ = 0,9.

Przyjętemu wskaźnikowi bezpieczeństwa odpowiada pewna wartość Rbg naprę-
żenia na granicy wytrzymałości w betonie oraz pewna wartość Rg naprężenia na
granicy plastyczności stali. W związku z tym znajdujemy siłę niszczącą w słupie

(48) Nn=(Ab-Rbl+At-Rt)x,

gdzie Ab oznacza pole betonowej części przekroju słupa, Ax — pole przekroju
poprzecznego zbrojenia \ % — współczynnik zmniejszający na wyboczenie.

Siła Nit która może być w słupie dopuszczona, jest mniejsza od siły N,„ a zależ-
ność między nimi wyraża się wzorem

(49) Nd = Nn(l-Sa'i),
gdzie współczynniki a[ oznaczają graniczne spadki procentowe siły N„ spowodo-
wane niecałkowitym spełnieniem się poszczególnych założeń będących podstawą
wzoru (48).

Współczynniki a' mogą być uważane bądź za wielkości losowe występujące
każdy z pewnym prawdopodobieństwem w' (metoda probabilistyczna), bądź też
jako wielkości nielosowe (metoda półprobabilistyczna). Współczynniki te chara-
kteryzują np. spadek siły Na wywołany przez błędy w wymiarach poprzecznych
słupa, przez błędy w wymiarach uzbrojenia itd. Odgrywają one rolę podobną do
współczynników przyrostu naprężeń a w konstrukcjach stalowych.

O-)
b „

iii
b)

4

Rys. 14

W przypadku żelbetowej belki zginanej pojedynczo zbrojonej (rys. 14) moment
niszczący wyraża się, jak wiadomo, wzorem

(50) M„ = 0,315 bhl

a odpowiedni moment dopuszczalny wzorem
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Współczynniki a\ mają w tym wypadku na ogół inne wartości niż te, które wy-
stępują we wzorze (49).

Wskaźnik bezpieczeństwa przyjmujemy tu za równy p = 0,8, gdyż zniszczenie
następuje tu przy jednoczesnym przekroczeniu w betonie naprężenia na granicy
wytrzymałości, a w stali — granicy plastyczności, a więc w tych samych okolicz-
nościach co w przypadku ściskania słupa z żelbetu.

Przy zastosowaniu do zadania poprzedniego metody czysto probabilistycznej
należy wzór (47) zastąpić przez wzór typu (16), gdzie prawdopodobieństwo Q'
będzie miało sens podobny jak w tamtym wzorze z tym, że prawdopodobieństwa
składające się na iloczyn Q' będą przystowane do warunków zadania.

Gdy mamy do czynienia ze statycznie niewyznaczalnymi układami żelbetowymi,
wówczas wzór (51) musi być zastąpiony przez wzór

(52) M,^Mn(l-Z<-lP'i)'
gdzie współczynniki a[ oznaczają, jak poprzednio, graniczne spadki procentowe
momentu Ma, spowodowane niecałkowitym spełnieniem się warunków, dla których
został on obliczony, z wyjątkiem okoliczności wypływających ze statycznej nie-
wyznaczalności konstrukcji, współczynniki zaś (tj — spadki tegoż momentu wy-
nikające właśnie ze statycznej niewyznaczalności.

Na współczynniki /Sj składa się szereg okoliczności towarzyszących obliczeniu
iikładów statycznie niewyznaczalnych, a więc wahania wielkości charakteryzują-
cych własności sprężyste betonu, wahania współczynnika E dla stali, sposób roz-
mieszczenia prętów uzbrojenia itp. Wobec trudności ustalania wartości /?}, wywo-
łanych różnymi przyczynami, ujmujemy wpływ tych przyczyn w jeden współczyn-
nik f}' wyrażający spadek momentu M„, spowodowany zmianami procentowymi
sztywności poszczególnych elementów konstrukcji statycznie niewyznaczalnej.

Ponieważ najbardziej rozpowszechnionym typem statycznie niewyznaczalnych
konstrukcji żelbetowych jest układ ramowy, ustalamy sumę JJPp w danym razie
równą /?', dla takiej właśnie konstrukcji. W tym celu rozpatrujemy dwa układy
ramowe przedstawione wraz z ich obciążeniem na rys. 15 i na rys. 16. Ramy te
różnią się od siebie liczbą pięter, stosunkami wymiarów geometrycznych i rodza-
jem obciążenia. Aby na podstawie ich pracy obliczyć wartości /5j, należałoby usta-
lić liczby wpływu położenia pewnych prętów o różnej od innych sztywności na war-
tości momentów przywęMowych, a tym samym na wielkość momentów M„ i Md

poszczególnych elementów zginanych ramy. Wobec związanych jednak z tym
trudności opieramy się tu tylko na obliczeniach wymienionych ramownic w warun-
kach, które dają najlepszą podstawę do wyznaczenia wielkości /?' dla możliwie
największej liczby przypadków (por. [5]).

Ramownice przedstawione na rys. 15 i 16 zostały dla przytoczonych wyżej wa-
runków obliczone według metod przyjętych dla ram sprężystych, a otrzymane tą
drogą wartości momentów przywęzlowych były poddane analizie. Wyniki obliczeń
i ich analiza doprowadzają do następujących spostrzeżeń i wniosków:

I. Przyrost sztywności pewnego pręta ramownicy wywołać może wprawdzie
zwiększenie momentów przywęzłowych, ale głównie w bliskości tego pręta; podob-
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ny skutek ma również usunięcie pewnego pręta ramownicy, tj. przyjęcie, że w tym
wypadku EJ = 0.

II. Jeżeli weźmiemy dwa skrajne przypadki, tzn. przypadek kiedy jeden z prętów
ramownicy jest całkowicie sztywny, i drugi, kiedy momenty węzłowe obliczono
w założeniu całkowitej sprężystości wszystkich prętów ramy, to średni dla całej
sumy przyrost momentów węzłowych w ramownicy będzie wynosił w pierwszym
przypadku trochę ponad 6 %, a w drugim 0 %, a więc średnia z tych dwóch liczb
będzie wynosiła około 3 %.

III. Wahania w przyrostach momentów przywęzłowych przy zmianie miejsca
przez pręt o sztywności EJ = co nie są duże.
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Rys. 15 Rys. 16

Przytoczone spostrzeżenia pozwalają na ustalenie liczby /S' jako równej /?' = 0,04.
Możliwość wytworzenia się całkowitej sztywności poprzecznej elementu żelbe-

towego należy wyjaśnić w sposób następujący (por. [3]):
Zastępujemy pręt żelbetowy AC (rys. 17) przez dwuprzegubowy łuk paraboliczny

ABC z materiału nieściśliwego. Łuk pod działaniem obciążenia równomiernego q

Rys. 17

na 1 mb. nie dozna żadnych odkształceń, w szczególności odkształceń prostopadłych
do prostej AC. Również żadnych odkształceń nie dozna łuk, który będzie miał
kształt dowolny i obciążenie dobrane na podstawie teorii liny nośnej. Wreszcie nie
odkształci się również przy odpowiednim obciążeniu łuk przedstawiony na rys. 17
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literami a'a"c"ć, dla którego uzbrojenie dolne belki odegra rolę ścięgna, jeżeli
nawet w skład jego obciążenia wchodzi ciężar zapełnienia pachwin a'A'b' i c'C'b'
oraz masyw a"b"c".

Można więc sobie wyobrazić przypadek, że w pewnym elemencie ramy żelbeto-
wej wystąpi tego rodzaju obciążenie i tego rodzaju rozkład sił wewnętrznych, że
element ten nie dozna żadnych odkształceń poprzecznych.

Dalszego przykładu przedstawienia katastrofy budowalnej jako przypadku unor-
mowanego dostarcza zagadnienie sklepienia walcowego wykonanego z materiału,
którego wytrzymałość na rozciąganie jest bardzo mała, a więc z betonu, muru
kamiennego lub muru ceglanego, a w szczególności zagadnienie obliczenia dla
takiego sklepienia nośności granicznej konstrukcji.

Nawiązujemy tu do stosowanej niegdyś szeroko, a obecnie prawie zarzuconej
metody równowagi granicznej sklepień (praca [6]). Rachunek prawdopodobień-
stwa pozwala na rzucanie nowego światła na tę metodę. Uważamy przy tym, że
próbki betonu, muru kamiennego lub muru ceglanego przy ich badaniu na ści-
skanie zachowują się jako sprężyste aż do zniszczenia.

Metoda równowagi granicznej powstała opierając się na bardzo licznych obser-
wacjach katastrof sklepień walcowych równej długości, dokonanych w ciągu dłu-
gich lat i wyzyskanych z dobrym skutkiem na przełomie XIX i XX wieku przez
wybitnych inżynierów i teoretyków jak Mery, Levy itd., chociaż nieusystematyzo-
wanych i nie poddanych współczesnej analizie wymiarowej. Obserwacje te dopro-
wadzają dla symetrycznego obciążenia łuku do stwierdzenia, że:

Rys. 18

1) w łuku jednocześnie rozwiera się przekrój zwornika od strony podniebienia
i dwa przekroje położone symetrycznie między zwornikiem a wezgłowiami od strony
grzbietu (praca [6] oraz rys. 18a), które w łukach płaskich pokrywają się z przekro-
jami w wezgłowiach;

2) dwie części łuku zawarte między przekrojami pęknięcia sr doznają w chwili
katastrofy zmiażdżenia materiału w punktach s, czego konsekwencją jest zapadnię-
cie się, czyli zniszczenie budowli (rys. 18b i 19b).

Opisany wyżej przebieg zniszczenia łuku pozwala na ustalenie punktów zacze-
pienia sił N w poszczególnych przekrojach łuku (rys. 18a).

Skoro zmiażdżenie materiału w punkcie s przekroju występuje w chwili rozwarcia
się tego przekroju w punkcie r, to w myśl teorii ściskania mimośrodowego siła
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podłużna będzie tu zaczepiona w odległości 2/3 wysokości przekroju h od tego
punktu.

W przekroju zwornikowym siła N równa się parciu poziomemu łuku H, a w wez-
głowiach reakcjom KA i KB. Stajemy w ten sposób w chwili katastrofy wobec za-
dania statycznie wyznaczalnego i możemy sporządzić dla łuku (krótkiego sklepienia)
krzywą ciśnień (rys. 18).
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Rys. 19

Jak widać, istotnym dla metody równowagi granicznej jest postulat jednoczes-
ności rozwierania się w chwili katastrofy łuku wszystkich trzech przekrojów pęknię-
cia. Ponieważ jednak ta jednoczesność jest trudna do stwierdzenia, zachodzi po-
trzeba wprowadzenia do obliczeń sklepienia rachunku prawdopodobieństwa. Mu-
simy tu mianowicie zastąpić wymieniony postulat jednoczesności przez prawdopo-
dobieństwo tej jednoczesności. Wprowadzamy w tym celu do obliczeń statycznych'
sklepienia prawdopodobieństwo faktu, że katastrofa konstrukcji nie nastąpi. Aby
bezpieczeństwo budowli było w tym sensie zapewnione, potrzeba jednoczesnego
zbiegu trzech niezależnych od siebie okoliczności następujących:

1) nie ma rozwarcia się spoiny w zworniku,
2) nie ma rozwarcia się spoiny na lewej podporze,
3) nie ma rozwarcia się spoiny na prawej podporze.
Prawdopodobieństwa wystąpienia trzech wymienionych okoliczności oznaczamy

odpowiednio przez Q2, Qh Qp, a wobec tego w myśl twierdzenia o mnożeniu praw-
dopodobieństw iloczyn QxQtQp będzie wyrażał prawdopodobieństwo, że kata-
strofa sklepienia czy łuku nie nastąpi. Innym wyrazem tegoż prawdopodobieństwa
jest wskaźnik bezpieczeństwa p jako przyjęty z góry pożądany stopień bezpieczeń-
stwa budowli.

Ponieważ zarówno iloczyn QzQlQp jak i symbol p oznaczają to samo prawdopo-
dobieństwo, że sklepienie nie ulegnie zniszczeniu, możemy ułożyć równanie

(53) QzQlQp^p.

Bardziej intuicyjnie od równania (53) przemawia do wyobraźni inżyniera rów-
nanie

(54) (1 - Q2) (1 - Qt) (1 - Qp) - .1 - P,
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którego obie strony wyrażają prawdopodobieństwo, że sklepienie ulegnie znisz-
czeniu; jednak równanie to jest niewygodne w użyciu i daje mniejszą od równania
(53) gwarancję bezpieczeństwa budowli.

Ponieważ w myśl teorii ściskania mimośrodowego rozwarciu się spoin luku
w przekrojach pęknięcia w punktach r towarzyszy przekroczenie wytrzymałości
materiału sklepienia na ściskanie w punktach s, to można uważać, że każde z praw-
dopodobieństw Qz, Qi i Qv przedstawia prawdopodobieństwo, że wytrzymałość
materiału sklepienia jest większa niż naprężenie występujące w punktach s poszcze-
gólnych przekrojów. Można więc uważać przypadek, kiedy sklepieniu nie grozi
niebezpieczeństwo, za przypadek unormowany, czyli za przypadek nadający się
do obliczenia jego prawdopodobieństwa (praca [1], s. 8). Obliczenie opieramy
tu na statystyce dla wytrzymałości materiału sklepienia na ściskanie i na odpo-
wiednich krzywych prawdopodobieństwa.

Szkic krzywej prawdopodobieństwa dla wytrzymałości materiału sklepienia
przedstawiony jest na rys. 20. Na osi odciętych odłożone są wielkości naprężeń

Rys. 20

ściskających Rs na granicy wytrzymałości materiału sklepienia, a również w ogóle
wielkości er naprężeń ściskających w punktach s przekrojów pęknięcia, a na osi
rzędnych — gęstości prawdopodobieństwa występowania poszczególnych wartości
Ks i a w próbach wytrzymałościowych. Przy korzystaniu z rys. 20 będziemy rozu-
mieli pod Q jedno z prawdopodobieństw występujących z lewej strony równania
(53). Jeżeli nie ma powodów do innych przypuszczeń, to przyjmujemy, że QZ=Q,—
= QP=Q i wobec tego Q = YP-

Odkładamy na krzywej prawdopodobieństwa wielkość Q jako pole BCD i znaj-
dujemy w ten sposób odcinek AB wyrażający naprężenie graniczne ag w punkcie s,
a więc naprężenie normalne, poniżej którego z prawdopodobieństwem Q nie
będzie miało miejsca w punkcie s zmiażdżenie materiału sklepienia, a tym samym
rozwarcie się spoiny sr w punkcie r. Inaczej mówiąc pole BCD wyraża tu prawdo-
podobieństwo, że wytrzymałość materiału sklepienia na ściskanie zawarta jest
w granicach między Rs — ag i maxi?s, względnie między Rs = ag i Rs = oo.

Jeżeli przyjmiemy, że wszystkie warunki ważności wzoru na ściskanie mimośro-
dowe zostały spełnione, to zależność między siłą normalną N w sklepieniu w prze-
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kroju pęknięcia a wysokością przekroju wyraża się dla długości sklepienia 1 m
wzorem

(55) cr« = 2 p

Jeżeli jednak wymienione warunki nie są spełnione, to wzór (55) powinien być
zastąpiony przez wzór

(56) ^ = 2 ^ . ( 1 + ^ 0 , ) ,

gdzie pod at rozumiemy współczynniki wyrażające przyrosty naprężenia as, spowo-
dowane niecałkowitym urzeczywistnienieniem się założeń, na podstawie których
to naprężenie zostało obliczone.

Współczynniki a mogą być traktowane bądź jako graniczne wartości nielosowe,
bądź też jako wartości, których nieprzekroczenie wyraża się dla każdego z nich
pewnym prawdopodobieństwem. W tym ostatnim wypadku należy każdą z wielkości
Q w równaniu (53) pomnożyć przez odpowiedni iloczyn iTco,-, gdzie symbole a>i
wyrażają prawdopodobieństwo, że poszczególne współczynniki a nie przekroczą
pewnych wartości (por. [3]).

We wzorach (55) i (56) wielkości N są proporcjonalne do obciążenia sklepienia,
a więc wstawiając tu naprężenia ag = Rs, odpowiadające prawdopodobieństwu Q
dla danego przekroju pęknięcia, możemy znaleźć ze wzorów

(57) R, = 2N/h,

(58) *.-2^(1+2*0,
nośność graniczną sklepienia na podstawie jego grubości lub odwrotnie, dla danego
obciążenia znaleźć odpowiednią grubość sklepienia.

Przytoczony sposób rozumowania sprecyzujemy na przykładzie łuku betono-
wego o przekroju poprzecznym prostokątnym, osi kolistej, rozpiętości teoretycz-
nej / = 20 m, o strzałce / = 5m i szerokości łuku 1 m. W wezgłowiach wysokość
przekroju tego łuku wynosi 1,44 m, a w zworniku 0,80 m. Kąt środkowy połowy
łuku zawiera 53° (rys. 21).

Sprawdzamy, czy te wymiary poprzeczne łuku są dostateczne przy obciążeniu
q = 40 t/m.

Na rysunku 21 a podane są współrzędne punktów ograniczających środkową
trzecią część wysokości przekroju zwornikowego i wezgłowiowego oraz kierunki
AB i BC linii działania reakcji KA i H tych przekrojów. Ciężar własny łuku wynosi
2,4 t/m3. Ramię d wypadkowej obciążenia jednej połowy łuku względem środka
zwornika będzie się tu wyrażało wzorem

, j _ 183,82+ 50,30 q
K } a~ 31,26 + 10,03?*

gdzie q oznacza obciążenie jednostkowe przypadające na 1 mb rozpiętości łuku.
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Z podobieństwa trójkątów AaA'B i KA,W,H (rys. 21b) znajdujemy siły KA i H.
Przyjmujemy, że beton, z którego wykonano sklepienie, jest marki «250». Krzy-

wa prawdopodobieństwa Gaussa dla niego podana została w pracy [3], s. 160,
a kształt jej odpowiada rys. 20.

Rys. 21

Mając na widoku przykładowy charakter dalszych obliczeń przyjmujemy w da-
nym wypadku p = 0,8. Liczba ta została wyżej umotywowana dla konstrukcji
stalowych i żelbetowych, a stosowanie jej dla elementów konstrukcyjnych jedno-
cześnie ściskanych i zginanych zostało wyjaśnione w pracy [5]. Również współ-
czynniki przyrostu naprężeń a przyjmujemy tu na podstawie pewnej analogii wa-
runków pracy między łukiem betonowym a konstrukcjami żelbetowymi; są to
współczynniki następujące:

ax współczynnik charakteryzujący przyrost naprężenia wywołany przez błędy
w wymiarach przekroju poprzecznego łuku (dla zwornika ax = 0,06, a dla
wezgłowia ax — 0,10);

a2 współczynnik charakteryzujący przyrost naprężenia wywołany nieścisłym
ustaleniem punktu zaczepienia siły podłużnej w łuku (dla zwornika a2 = 0,10,
a dla wezgłowia a2 = 0,15);

a3 współczynnik charakteryzujący przyrost naprężenia spowodowany różnicą
temperatur w różnych częściach powierzchni łuku (aa = 0,20);

a4 współczynnik charakteryzujący przyrost naprężenia spowodowany przez
wahania współczynnika sprężystości E (a4 = 0,15);

a6 współczynnik charakteryzujący przyrost naprężenia spowodowany odchy-
leniami od założenia płaskich przekrojów (a5 = 0,15);

as współczynnik charakteryzujący przyrost naprężenia spowodowany różnicą
własności sprężystych betonu na szerokości sklepienia (oc„ = 0,25);

a7 współczynnik charakteryzujący przyrost naprężenia spowodowany warun-
kami utwierdzenia łuku (dla wezgłowia a7 = 0,20).
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Mamy stąd dla zwornika £a = 0,86, a dla wezgłowia £a = 1.20.
Proste sr przedstawiają na rys. 21 przekroje poprzeczne w zworniku i w wezgło-

wiach. Prosta BC przechodzi przez górny punkt rdzenia przekroju w zworniku
i określa kierunek reakcji H zwornika, a prosta A0B przez dolny punkt rdzenia
w wezgłowiu i określa kierunek KA reakcji wezgłowia.

Ze wzoru (59) znajdujemy d— 5,14 m, a mianownik tego wzoru oznaczający
wypadkową obciążenia połowy łuku daje W — 431 t. W trójkącie A0A'B kąt fi =
=42°40', a wobec tego trójkąt sił na rys. 21b daje

(60) H = 387 t, KA = 586 t.

Wzór (56) doprowadza w tych warunkach do największych naprężeń ściskają-
cych na krawędziach s:

(61) w zworniku ag = 1 7 9 = s d 8 0 kG/cm2,

w wezgłowiach ag = 178 = «*sl80 kG/cm2.

Z drugiej strony przy p == 0,8 prawdopodobieństwo Q = \fp = 0,93, czemu
odpowiada na wykresie krzywej Gaussa dla betonu «250» wytrzymałość betonu
na ściskanie Rs m 180 kG/cm2.

A więc można przyjąć, że wymiary sklepienia odpowiadają jego obciążeniu.
Gdyby się okazało, że naprężenia ag są tu dużo mniejsze od i?^ i że wobec tego

wymiary poprzeczne sklepienia powinny być zmniejszone, trzeba by skorzystać
ze sposobu kolejnych przybliżeń, w szczególności należałoby;

1) na podstawie ustalonych wartości Rs wyznaczyć ze wzoru (58) nowe, odmien-
ne od założonych wartości h;

2) na podstawie nowych wartości h znaleźć nowe wartości H i KA;
3) na podstawie nowych wartości H i KA ustalić ostateczne grubości sklepienia.

Katastrofa muru podporowego polega bądź na przesuwaniu się, bądź też na
wywracaniu się muru. Aby móc tę katastrofę uważać za przypadek unormowany,
musimy umieć ocenić siły działające na mur oraz prawdopodobieństwa ich wystę-
powania.

W naszych rozważaniach ograniczamy się do badania samej tylko stateczności
muru podporowego pomijając kwestię wypierania gruntu spod fundamentu i wy-
trzymałości muru. Aby nie wprowadzać okoliczności nieistotnych dla zagadnienia,
rozpatrujemy mur o przekroju poprzecznym prostokątnym wykonany z materiału
jednorodnego (rys. 22); C oznacza na rysunku ciężar całego muru, Z parcie ziemi
na mur, a 2ft moment wywracający.

Chodzi o ustalenie warunków, przy których mur podporowy będzie zabezpie-
czony zarówno przed przesunięciem się po płaszczyźnie AA' jak i przed obrotem
względem punktu A'.

Wartości parcia ziemi na mur i momentu wywracającego na ogół są ze sobą
związane, gdyż każdej wartości parcia na mur zarówno całkowitego Z jak i cząstko-
wego ZlZ odpowiada moment Zr lub AZx, gdzie x oznacza ramię momentu. Nie
ma więc potrzeby uważać momentu SOi za wielkość losową.
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Będziemy dalej rozumieli silę Z jako siłę poziomą i jako rzeczywiste parcie ziemi
na mur, tzn. parcie geostatyczne (parcie w spokoju). Wprowadzamy do zadania
parcie geostatyczne mając na widoku istnienie pewnej zależności między tym par-
ciem, a parciem geodynamicznym (parciem w stanie równowagi granicznej), dają-
cym się łatwo obliczyć z prostych wzorów statyki budowli i stanowiącym najczęściej
używany w praktyce inżynierskiej schemat obliczenia parcia ziemi na mur podpo-
rowy.

Zastanawiając się nad możliwościami zastosowania metody półprobabilistycznej
do badania stateczności murów podporowych musimy liczyć się z faktem, że teoria

B>

parcia geostatycznego nie jest jeszcze na tyle rozwinięta, aby bezpośrednie stoso-
wanie jej dla celów praktyki było łatwe, i z tego powodu musimy oprzeć się tu
przede wszystkim na doświadczeniach. Należy przy tym zaznaczyć, że dla celu,
o który nam chodzi, potrzebna jest bezpośrednia znajomość parcia geostatycznego,
a nie jedynie zdobycie danych, które, jak współczynnik Poissona dla masy ziemnej,
mają dopiero służyć do wyznaczenia tego parcia.

Rys. 23

Korzystamy tu z wyników doświadozeń zorganizowanych w 1955 r. w Instytucie
Podstawowych Problemów Techniki PAN, a dotyczących geostatycznego parcia
piasku wiślanego Zs na ścianę o wysokości 0,95 m i szerokości 0,60 m. Wielkość
Zs jako otrzymana z doświadczenia musi być uważana za wielkość losową. Rozrzut
jej odpowiada krzywej prawdopodobieństwa Gaussa przedstawionej na rys. 23.



KATASTROFA BUDOWLANA JAKO PRZYPADEK UNORMOWANY 31

Tu na osi poziomej odłożone zostały poszczególne wartości Z„ a na osi pionowej
gęstości prawdopodobieństw ich występowania (por. [7]).

Linie przerywane i odpowiednie liczby dotyczą historogramu otrzymanego
z doświadczenia.

Rys. 24

Załączona tablica daje zależność między wziętymi z rys. 23 wartościami parcia
Zsg uważanymi za graniczne i prawdopodobieństwami ii, którym one odpowiadają,
a które przedstawione są jako powierzchnie zakreskowane na rys. 24.

Tablica 1

Q

0,95
0,90
0,85
0,80
0,75
0,70

Z

160,0
160,5
160,8
161,2
161,4
161,2

Nie ma powodu, aby wskaźnik bezpieczeństwa p odpowiadający stateczności
muru podporowego był różny od wskaźnika odpowiadającego bezpieczeństwu
muru ze względu na jego wytrzymałość, a więc praktycznie na ściskanie mimośro-
dowe. Z drugiej strony, wskaźnik bezpieczeństwa przy ściskaniu mimośrodowym
muru można uważać za taki sam, jak wskaźnik bezpieczeństwa dla konstrukcji
żelbetowych, który przyjmujemy w pewnych warunkach pracy konstrukcji za równy
^ = 0,8 (praca [3], s. 136).

Wskaźnikowi p = 0,8 odpowiada według krzywej Gaussa wartość graniczna
Zsg= 161,1; dotyczy ona przedniej ściany skrzyni użytej do doświadczenia, o
którym była mowa, a więc ściany o wysokości 0,95 m. Natomiast mur podporowy
przeciętnej konstrukcji posiada zwykle wysokość znacznie większą i dlatego z otrzy-
manych w Instytucie Podstawowych Problemów Techniki wyników można właści-
wie korzystać dopiero po zastosowaniu zasady podobieństwa. Ponieważ jednak
dla parcia geostatycznego zasada podobieństwa nie może nam jeszcze dostarczyć
potrzebnych wzorów, uciekamy się tu do interpolacji lub ekstrapolacji. Ta ostat-
nia omówiona została w praoy [8]. W danym wypadku korzystamy ze wzoru

(62)
cxh* tg(30°-/?) +tg(45°-/?)
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gdzie h oznacza wysokość ściany, /? kąt chropowatości i cx pewien współczynnik
stały, a więc niezależny od wysokości ściany.

Aby wyznaczyć stałą clt wstawiamy do wzoru (62) wielkości odpowiadające omó-
wionemu doświadczeniu, wykonanemu w Instytucie Podstawowych Problemów
Techniki; przyjmujemy tu wysokość ściany za równą h — 1 m, a kąt chropowatości
za równy /? = 12°, co stanowi 2/3 kąta tarcia gładkiej powierzchni kamiennej po
drugiej powierzchni kamiennej, który równa się 18° i który wchodzi w grę przy
napełnieniu skrzyni przeznaczonej do doświadczeń z piaskiem. Dla parcia geo-
statycznego Z s wprowadzamy tu wartość Zsg = 161,1 kG odpowiadającą praw-
dopodobieństwu £2 = 0,8.

Otrzymujemy w tych warunkach cx = 1336 kG/m3, wobec czego wzór (62) dla
wszystkich Q = 0,8 i dowolnej wysokości muru przybiera postać

1
(63) Zsg = ^ • •

Dla szerokości muru 1 m q = 2353 kG/m3.
Jeżeli oznaczymy przez Zo dopuszczalne ze względu na przesuwanie muru parcie

ziemi, wówczas możemy ustalić zależność

(64) Z S 8 = Zo(l + i » ,
gdzie a są to współczynniki przyrostu parcia Z o , doprowadzające je do wartości
Zig, tj. wartości odpowiadającej przyjętemu wskaźnikowi bezpieczeństwa p = 0,8.

Współczynniki a charakteryzują takie okoliczności pracy muru podporowego,
jak wilgotność ziemi, jej zagęszczenie, chropowatość powierzchni muru, a przede
wszystkim różnicę między rzeczywistym parciem ziemi na mur, czyli parciem geo-
statycznym, a przeważnie stosowanym w obliczeniach statycznych parciem geody-
namicznym. Współczynnik przyrostu parcia a = ad charakteryzujący tę ostatnią
okoliczność ustalamy na podstawie omówionego wyżej doświadczenia. W tym celu
przyjmujemy, że we wzorze (64) w sumie £a wszystkie współczynniki a są równe
zeru z wyjątkiem samego tylko współczynnika ad i że parcie dopuszczalne Z o jest
równe właśnie parciu geodynamicznemu Z,,, obliczonemu ze wzorów Coulomba
lub wzorów pokrewnych.

Dla geodynamicznego parcia poziomego przy naziomie nieobciążonym mamy
znany wzór

(65)

gdzie y oznacza ciężar jednostkowy ziemi, a ip kąt tarcia wewnętrznego. Jeżeli
wstawimy do wzoru (65) liczby odpowiadające opisanemu doświadczeniu, to otrzy-
mamy

(66) Zd = 145,6 kG.

Natomiast graniczna wartość parcia geostatycznego odczytana z krzywej Gaussa,
przedstawionej na rys. 23, i odpowiadająca wskaźnikowi bezpieczeństwa/; = Q = 0,8
wynosi, jak było powiedziane wyżej,

(67) Zsg = 161,1 kG.
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A więc wstawiając do wzoru (64) wielkości (66) i (67) oraz Z o = Zt i Za = ad

znajdujemy, że

(68) 161,1 = 145,6 (l + <zd),

skąd

(69) ad -
 Z " Z i = 0,106.

Inne współczynniki przyrostu parcia ziemi a zależą od konstrukcji muru pod-
porowego i rodzaju ziemi nasypowej, a więc są to np. przyrost parcia ziemi, spowo-
dowany wzostem jej ciężaru jednostkowego, który można ocenić jako przyrost
rzędu a = 0,02, przyrost spowodowany wilgotnością ziemi (podobnego rzędu) itd.

Jak wynika z powyższych rozważań, metoda półprobabilistyczna daje możność
zabezpieczenia muru podporowego przed przesuwaniem z jednej strony przez wy-
bór właściwego wskaźnika bezpieczeństwa p , a z drugiej przez wprowadzenie współ-
czynników a przyrostu parcia ziemi na mur. Jeżeli nie rozporządzamy dostatecz-
nymi danymi statystycznymi, to uzależnienie od siebie obydwóch sposobów uła-
twia wyznaczenie dopuszczalnego rzeczywistego parcia ziemi na mur. Ułatwia ono
mianowicie ustalenie współczynników a, o ile w pewnym specjalnym wypadku
współczynnik bezpieczeństwa muru, a więc i dopuszczalne parcie na mur, możemy
uważać za znane. Wówczas we wzorze (64) Z o równa się pewnej znanej wielkości
Z'Q, t j .

(70) Zsg =

gdzie Z'o daje się niekiedy wziąć z praktyki budowlanej. Wzór (70) pozwala na
wprowadzenie korektywy do poszczególnych współczynników a, podnoszącej ich
znaczenie praktyczne.

W rezultacie ze wzoru (64) znajdujemy dopuszczalne parcie na mur

co daje podstawę do wyznaczenia współczynników bezpieczeństwa n zarówno na
przesuwanie, jak i wywracanie się muru.

Analiza bezpieczeństwa rozpatrzonych czterech różnych rodzajów konstrukcji
pozwala twierdzić, że katastrofę budowlaną można dzięki zastosowaniu zasad
rachunku prawdopodobieństwa i statystyki rozpatrywać jako przypadek unor-
mowany, co daje możność sprowadzić zabezpieczenie konstrukcji przed katastrofą
na realny grunt obliczeń wytrzymałościowych.
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CTPOHTEJIbHAfl KATACTPO*A KAK HOPMHPOBAHHOE COEBITHE

Ejiaroflapa npHMCHeHHio TeopnH BepoHTHoereft H CTaTHCTHKH MOH<HO pacciHaTpnBaTb cTpoHTenb-

Hyio KaTacTpodpy IOK Tan Ha3biBaeiwoe HopMHpoBaiinoe coSbrrae. 3 i o oSocHOBaHO oijeHKOH

6e3OIiaCHOCTH 0CH0BHWX BHflOB CTpOHTeJIbHbIX KOHCTpyKIIHft, TaKHX K8K CTajlŁHbie H >Kejie30-

6eT0HHbie coopy>KeHHH, cBOflbi H onopHbie CTeHKH. HccJieflOBaHHe 6e3onacHOCTH OTflejibHbix

KOHCTpyKąHOHHbK sjieMeHTOB npon3BefleHo Tan n o BepoHTHOCTHOMy, Kan H n o nojiyBepoHTHOCT-

HOMy

S u m m a r y

STRUCTURE COLLAPSE AS A NORMED EVENT

Due to the application of the probability calculus and the mathematical statistics, the collapse
of a structure may be considered what is termed a normed event. This has been proved on the basis
of the estimated safety of main engineering structures, e.g. steel and concrete structures, vaults
and retaining walls. The safety of individual elements of the structure has been analysed by means
of both the probabilistic and semi-probabilistic methods.
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1. Uwagi ogólne. Zasada Bettiego

Publikacja niniejsza ma na celu zwrócenie większej niż dotychozas uwagi na mo-
żliwość wszechstronnego uwzględnienia odpowiedniości modelowej przy bada-
niach konstrukcji inżynierskich na modelach. Chodzi również o przedstawienie
zasady Bettiego jako podbudowy teoretycznej owej odpowiedniości. Zagadnienia
te były już poruszone w jednym z rozdziałów obszerniejszej pracy autora [1]. Z po-
wodu bardzo małego nakładu sprawa powyższa jednak nie została należycie upo-
wszechniona. Stąd też zapewne wynika fakt, iż w literaturze przedmiotu odpowie-
dniość modelową traktuje się często jako zagadnienie nowe i w zakresie ograni-
czonym. W pracy obecnej wyniki teoretyczne zilustrowano przykładami liczbowymi.

W celu wyznaczenia pewnych wielkości statycznych, występujących w prętowym
układzie konstrukcyjnym, za pomocą badań modelowych należy sporządzić model
obiektu rzeczywistego i to zazwyczaj z odmiennego materiału. Przez termin «model»
rozumiemy w tym przypadku pomniejszony i geometryoznie podobny materialny
obraz odpowiadający układowi Tzeczywistemu w taki sposób, ażeby wielkości
statyczne wyznaczone dla modelu mogły być łatwo obliczone dla obiektu rzeczy-
wistego przez uwzględnienie odpowiednich podziałek. Dlatego wymiary modelu
powinny być tak dobrane, aby stosunek odpowiadających sobie, a różnych od zera
składników wzoru na przemieszczenie w obiekcie rzeczywistym i modelu wyrażał się
tą samą liczbą.

Wspomniany wzór na przemieszczenie można wyprowadzić np. za pomocą
zasady Bettiego, której treść wyraża znana równość:

0-1)

Symbole P} i Qk oznaczają tu wielkości skupionych obciążeń statycznych działa-
jących na rozpatrywany układ, natomiast symbolami pJK i qu oznaczono odpowied-
nie przemieszczenia; pierwszy indeks określa miejsce i kierunek przemieszczenia,
drugi zaś przyczynę jego powstania.

W dowolnym przypadku obciążenia układu prętowego energię sprężystą U

przedstawić można za pomocą następujących wielkości statycznych: siła podłuż-
na S, moment skręcający K, dwa momenty zginające M i N oraz dwie siły ścinające
T i Q (rys. 1, gdzie osie y i z są głównymi środkowymi osiami bezwładności prze-
sz
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kroju, a oś x jest zgodna w danym miejscu z osią elementu). Energia sprężysta
układu ma, jak wiadomo, postać następującą:

_ 1 i O Cło 1 I JV Cło 1 J lvi u o .

GA

Rys.. 1

Korzystając ze znanych wzorów na energię sprężystą możemy zasadę Bettiego
dla układu przestrzennego wyrazić w następujący sposób:

(1.3) *

2. Przemieszczenia rzeczywiste i modelowe; ogólny warunek odpowiedniości modelowej

Gdy grupę sił / stanowi tylko jedna siła P, a badany układ jest układem liniowo
sprężystym, czyli podlegającym uogólnionemu prawu Hooke'a, to można napisać, że

Sj = PS}, Kj = PK], MJ = PM°J, Nj = PN°, Qs = PQ% T=PT°j,

gdzie Sj, Kj, Mj, N°, Q% T°} pochodzą od niemianowanej siły jednostkowej. Je-
żeli jest to faktycznie siła, wtedy Sj, Qj, Tj są wielkościami niemianowanymi. Jeśli
siła jednostkowa będzie momentem, to wielkości te będą miały wymiar 1/długość.
W pierwszym przypadku Mj, Nj, Kj mają wymiar długości, w drugim zaś przy-
padku są niemianowane. Siła jednostkowa jest momentem wtedy, gdy i siła P jest
momentem. Przez siłę P bowiem należy rozumieć siłę uogólnioną. Równanie (1.3)
przybierze teraz postać następującą:

^

EL
• ds PQJQK

'"~GA~
ds

PT°jTK

'•' GA
ds,
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skąd

1
Należy mieć zawsze na uwadze, że Sj, Kj, Mj itd. pochodzą od działania siły

P = 1, stanowiącej teraz całkowitą grupę sił /. W ten sposób dla danego układu
prętowego liniowo sprężystego obciążonego uogólnionymi siłami QK grupy K zna-
leziono przemieszczenie określonego punktu ;.

Nawiązując teraz do uwag ogólnych, sformułowanych w odniesieniu do badań
modelowych na początku poprzedniego punktu, obliczymy wartość liczbową sto-
sunków pomiędzy odpowiadającymi sobie składnikami wzoru na przemieszczenie
dla pewnego punktu obiektu rzeczywistego i analogicznego punktu na modelu. Jak
już wiadomo, stosunki te muszą być równe. Jeżeli przemieszczenie jakiegoś pun-
ktu obiektu rzeczywistego jest a'+b'+c'+..., a przemieszczenie analogicznego
punktu na modelu jest a"-\-b"J

rc"+... oraz jeśli dla wszystkich możliwych a',
b', c',... ma być

a' + b' + ć + ... ,
a" + b" + c" + ... '

to musi równocześnie zachodzić równość

a> = A' i i _ _ 7
a" b" c" •"

Oznaczając przez p',K przemieszczenie dowolnego /-tego punktu obiektu rzeczy-
wistego pod działaniem grupy sił K, a przez p'/K — analogiczne przemieszczenie
na modelu, otrzymamy według wzoru (2.1)

p'.K = I * * ds' + ) — * £ - dś + ) — -̂rjr— dś +

r NTK r , Q°,Q'K r , T°,T'K ,,
j te> ly J (j A. J \J A

C SJS'K . „ C K°j"K'ź , , . C M°J"M'J[ ,,,

PtK = J "ihjn-dLt" + J ^ * ds" + j £"r* s +

- j - I ~TTTi— ds" -f- I Xy' • j)—77- ds" -f- I Xz — ds".

Wielkości Sj, Qj i Tj są jednakowe dla obiektu rzeczywistego i dla modelu, po-
nieważ w obydwóch przypadkach pochodzą od niemianowej siły jednostkowej.
Natomiast S'K=£ S&, Q'K^QK i T'K^Tx, bowiem siły K, działające na obiekt
rzeczywisty i na model nie są identyczne, lecz pozostają do siebie w pewnym sto-
sunku. Momenty Kj' i Kj", M? i Mj" oraz N? i Nj", jakkolwiek wywołane jed-
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nakową siłą jednostkową, są jednak różne w obiekcie i modelu z powodu różnicy
wymiarów, a tym samym różnicy ramion w jednym i drugim przypadku.

Kąty obrotu <p wyrażają następujące wzory:

W celu wyznaczenia <p'iK i ę\ź działamy momentem jednostkowym w miejscu
i kierunku tych przemieszczeń, zarówno w układzie rzeczywistym, jak modelowym.

W wyrażeniu ostatnim Sj , Q°, i Tj pochodzą od momentu jednostkowego,
więc — jak już wspomniano uprzednio — mają one wymiar l/długość, są wobec
tego różne w obydwóch układach. Natomiast momenty K°,, Mj i Nj, jako wywo-
łane niemianowanym momentem jednostkowym, są niemianowane, są zatem je-
dnakowe w obydwóch układach, mimo że wielkości KK, MK i NK są różne dla obiektu
i modelu z wiadomego powodu.

Wprowadźmy obecnie podziałkę rozpiętości i ramion

podziałkę pól przekrojów

podziałkę momentów bezwładności

A' _
7/ — a>

IŁ-- 1L~- c -
Jll 'y! TU h> S1H C

oraz podziałkę tylko sił obciążających (a nie momentów obciążających)

pn J >

zatem dla momentów obciążających będzie

P's'

Wprowadźmy również podziałkę stałych sprężystości, ponieważ obiekt rzeczy-
wisty i model sporządzone są na ogół z różnych materiałów,

W _ ( ? _
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Wyznaczmy następnie wartości liczbowe stosunków odpowiadających sobie
składników, które występują we wzorach na przemieszczenie w układzie rzeczy-
wistym i modelowym. Otrzymamy następujące wyrażenia, w których pojedyncze
kreski ' u góry odnoszą się do obiektu rzeczywistego, a podwójne " — do modelu:

dS
fJ E'A' _fn

J E'i; as fi? J E%
 as

ei'

) K G'A' ds _x'y fn JX* G'A' ds
 H'Z fn

ny ag r , TjTil „ «» ag

dla kątów zaś:

J i r l 7 " * / J~Wc!~ds fn2

= £ J
f S°J"S'K , „ 7 a e ' f K°JKK . , , ~ Z C '

J 1FTAir dS J ̂ C1' dS

f M°jM'K ds' f N°jN'« ds'
J E'I'y

 dS fi? J ~1ŻX fn*
eiz

rpOrrjif

• f ><%•" 4 f

J Q7QK #. "y

G"A" "" J y G"A"

W badaniach modelowych, jak już stwiei'dzono, dla przesunięć rzeczywistych
i modelowych musi być spełniona równość

fi^_fi? _fi?_•^L3
==^. f]L — '>ś- ŹL

ae ~~ gc eiy eiz ~~ xy' ag ~ x'z ag '

a dla kątów obrotu — równość

ae ~~ "gc ~ eiy ~ ei% ~ x'y ag~ x'z ag

Obydwie ostatnie równości sprowadzają się do jednej następującej:

ae~~ gc ~"eiy ~ eiz ~ %' ' ag ~ x'J ag '
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Jeżeli rozważany układ prętowy jest np. kratownicą, to różny od zera jest tylko
składnik.pochodzący od. siły podłużnej S; inne składniki nie wchodzą w rachubę.
Wobec tego

PjK=:fn=a ¥ ! » ? _ . / . _ - i a
Puc ae ' 9tK ae " n

a stąd

(2.3) piK = apiK , <piK = — acpiK .

Przemieszczenie rzeczywiste obliczamy mnożąc pomierzone przemieszczenie mo-
delowe przez współczynnik wynikający z uwzględnienia przyjętych dla modelu podziałek.

Model jednak musi być tak wykonany, ażeby wszystkie podziałki modelowe speł-
niały warunek (2.2), który można uznać za ogólny warunek odpowiedniości mode-
lowej. Warto podkreślić, że warunek ten jest wynikiem zastosowania wzoru (2.1)
do wyrażenia przemieszczeń rzeczywistych i modelowych, a wzór ten wyprowadzono
w oparciu o zasadę wzajemności przemieszczeń Bettiego. Zasada wzajemności
przemieszczeń okazała się zatem całkowicie przydatna do zbudowania podstaw
teoretycznych dla odpowiedniości modelowej układów prętowych, podlegających
uogólnionemu prawu Hooke'a. Należało tylko tę ogólnie znaną zasadę wyrazić
za pomocą wielkości wewnętrznych, jak to uwidoczniono w równaniu (1.2). Udo-
wodniono zarazem znacznie szerszą uniwersalność zasady wzajemności przemiesz-
czeń, aniżeli jej się to ogólnie przypisuje. Zasada wzajemności przemieszczeń może
słusznie współzawodniczyć z najogólniejszą w mechanice zasadą prac przygoto-
wanych. Zwrócenie uwagi na ogólną przydatność omawianej zasady było między
innymi także celem niniejszej pracy.

Gdyby chodziło o wielkości statyczne w układach prętowych liniowo sprężystych,
to przy badaniach modelowych wyrażamy je przeważnie za pomocą przemieszczeń
mierzonych na modelach. W celu uzyskania wielkości statycznych, odnoszących się
do obiektów rzeczywistych,' należy pomierzone przemieszczenia modelowe prze-
rachować na rzeczywiste według wzorów (2.3). Samo wyznaczanie wielkości sta-
tycznych za pomocą badań modelowych nie jest objęte zakresem niniejszej pracy,
mającej za zadanie głównie podanie warunków, którym powinien czynić zadość
model, ażeby nadawał się do wyznaczenia tych wielkości. Rozważania dokładniejsze,
dotyczące modelowego określenia wielkości statycznych zarówno dla układów
płaskich jak i przestrzennych, zawarte są w obszernej monografii autora [1], a także
w pracach [2, 3, 4 i 5], Krótki zarys obliczania tych wielkości z pomiarów mo-
delowych podano dla orientacji w p. 5 niniejszej pracy.

3. Warunki modelowe dla układów płaskich

Ażeby bardziej szczegółowo podać warunki odpowiedniości modelowej, wyni-
kające z równości (2.1), podzielimy wszystkie zagadnienia na płaskie i przestrzenne.
W zagadnieniach płaskich jest
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wobec tego warunek odpowiedniości przybiera postać następującą:

di) ĘĄ.
ae eiy KS ag

Wpływ siły podłużnej i poprzecznej na wielkości przemieszczeń jest bardzo mały,
wskutek czego często go pomijamy, a uwzględniamy tylko wpływ momentu zgi-
nającego. Wówczas dla przesunięć będzie

PiK ._ Jnó _
— . — Cl.

PiK

dla kątów obrotu zaś
' f 2 1

<P'ik " £',. ~ « ""

Wtedy podziałki /, n, e, iy przyjmujemy jako od siebie niezależne.
Jeżeli jednak zależy nam na uwzględnieniu większej dokładności, to biorąc np.

pod uwagę wpływ siły podłużnej i momentu zginającego musimy tak wykonać
model, ażeby jego podziałki spełniały warunek

J^ = JJL c z y l i „2 = i^ albo an* = i. = -& = -fA* = a \ ,

skąd /j2 = -~- lub ostatecznie n = ~fr ,
y, y

gdzie Yy i r'y są głównymi środkowymi ramionami bezwładności przekroju obiek-
tu rzeczywistego i modelu w odniesieniu do osi y (rys. 1). Dla uwzględnienia zatem
przy modelowym wyznaczaniu wielkości statycznych wpływu siły podłużnej i mo-
mentu zginającego należy tak dobrać przekrój poprzeczny modelu, ażeby stosu-
nek ramion bezwładności przekrojów obiektu i modelu był równy podziałce dłu-
gości. Podziałkę pól a przyjmujemy niezależnie od n. Wtedy będzie

fn* _ fn3 _ fn _ fn2 _ fił_ f _ 1
; — -- —> — (X O r a Z ; — r- — Ct3eiy aem ae eiy aen* ae n

zatem znowu

P;K _fn _ . (p\j^ _ 1

PIK a e CPIK n

Przy równoczesnym uwzględnieniu także siły poprzecznej powinien być dla
modelu spełniony warunek

czyli

g
e

G'
G"

E"
E'

fn
ae

E'

2(1+;

< fn
< ag '

2(1 +/i
/) E"

") E" 1 + n"
E' 1 + M'
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gdzie fi' jest współczynnikiem Poissona materiału obiektu, a ix" materiału modelu.
W celu uwzględnienia również wpływu siły poprzecznej przekrój poprzeczny mo-
delu powinien być zatem tak dobrany, ażeby był spełniony ostatni warunek. Wtedy
także g = ex'xjx'j, czyli

tc'J ag ae

Ponieważ stosunek (1+;u")/(l+//) jest w praktyce zawsze różny od x'Ja',',
przeto dla spełnienia ostatniego warunku musimy zmienić nieco kształt przekroju
poprzecznego w modelu, przy czym również spełniać się musi warunek r'y/r'y = n;
nie trzeba jednak zważać zupełnie na stosunek pól a, albowiem wielkość ta nie
występuje w omawianym warunku.

Podano w ten sposób zależności, jakie muszą zachodzić pomiędzy podziałkami
modelu płaskiego układu prętowego, ażeby spełniony był ogólny warunek odpowie-
dniości modelowej, wyrażony w (2.2). Gdy przyjmiemy podziałkę n dla rozpiętości
i ramion, podziałkę pól a i podziałkę sił/, to podziałka momentów bezwładności
musi mieć postać iy = an2, co będzie miało miejsce zawsze przy zachowaniu warunku
r'ylr'y — n- Jednakże podziałki n, a \ f można zawsze przyjmować jako dowolne
i od siebie niezależne. Inaczej nieco przedstawia się sprawa podziałki modułów
sprężystości podłużnej e, o ile pragniemy uwzględnić wpływ siły poprzecznej. Podział-
ka e musi wtedy spełniać warunek X'JK'Z' = g\e = (1+//')/(! +/"')> m e zależy za-
tem od poprzednich, nie jest już jednak dowolna. Nie zachodzi potrzeba zwracania
na to uwagi, gdy godzimy się na opuszczenie nieznacznego zresztą Wpływu siły
poprzecznej. Wtedy podziałki n, a, / i e mogą być uważane za dowolne i niezależne.
Dowolność podziałki e jest szczególnie dogodna, gdyż nie musimy krępować się
wówczas zależnością x'x/x'x' = (l+//")/(l-+-/«')> nie musimy tym samym korygować
poprzecznego przekroju modelowego ani też dobierać dla modelu specjalnego
materiału.

W praktyce badań modelowych dla płaskich układów prętowych z reguły zatem
opuszczamy wpływ siły poprzecznej, gdyż daje on różnice, które kwalifikują się
do rzędu wielkości pomijalnych. Najczęściej uwzględniamy wyłącznie wpływ mo-
mentu zginającego i mamy wówczas a =fn3/eiy. Dla zwiększenia dokładności
możemy uwzględnić wpływ siły podłużnej przy ry/r'y' = n. W tym ostatnim przy-
padku wygodnie będzie, gdy odpowiedniość modelową

eiy ae

nieco zmodyfikujemy i założymy a — n2 oraz iy = n. Otrzymamy więc

en* an '

co oczywiście jest równoznaczne ze spełnieniem warunku modelowego dla równo-
czesnego uwzględnienia wpływu momentu zginającego i siły podłużnej. Postępo-
wanie takie ułatwia praktyczny dobór grubości modelu.
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4. Przykłady liczbowe

Przykład 1. Dana jest belka rzeczywista o kształcie dźwigara stalowego INP10.
Zaprojektować odpowiedni przekrój modelu z płyty celuloidowej. Przekrój belki
rzeczywistej charakteryzują następujące wartości: pole A' = 10,6 cm2, moment
bezwładności I'y = 174 cm4, ramię bezwładności r'y = 4,01 cm.

Przyjmijmy podziałkę długości n — 10. Przekrój modelu przy podziałce pól
a — n2 i podziałce momentów bezwładności iy = n4 wyznaczymy następująco:

powierzchnia przekroju A" = — => — - = ~ - = 0,106 cm2,

/' /' 174moment bezwładności If' = -f- = -\ — - = 0,0174 cm4.

b" h"3

Przyjmujemy prostokątny przekrój modelu, zatem A" = b"h", zaś I'y' =
1.2*

A"h"2 w u u" -./l^7 _/12
12-- W o b e c * h \ ^ l/

więc

Ramię bezwładności przekroju modelowego wynosi r'y = 0,401 cm, zatem w od-
niesieniu do r'y = 4,01 cm wypada w skali długości n — 10, jak być powinno dla
równoczesnego uwzględnienia wpływu momentu zginającego i siły podłużnej.
Jednakże model należy wykonać z płyty celuloidowej o grubości 0,0734 nie
spotykanej w handlu, albowiem płyty te wyrabia się o grubościach co 0,5 mm.

Trudność tę ominiemy, gdy przyjmiemy z góry grubość modelu b", a podziałkę
długości n obliczymy odpowiednio. Mamy w tym celu do dyspozycji następujące
zależności:

b"h"n2=-A', A'h"2n2 = l2I'y
o niewiadomych h" i n. Niewiadome te wyznaczymy w postaci:

12/: -b"
h" —• *y

\ b"-h" •A'2 '

Zakładając b" = 0,1 cm wyznaczymy wysokość przekroju modelu

Przykład 2. Wyznaczyć modelową skalę ugięć belki jak na rys. 2.
Belka wzdłuż całej długości ma stały moment bezwładności I'y = 15 700 cm4. Jest
wykonana ze stali o stałej sprężystości JE" = 2 100 000 kG/cm2.

Model belki wykonano z celuloidu o grubości 2 mm, skalę długości zastosowano
1 : 20, moment bezwładności przekroju modelowego I'y = 1,6 cm4, stała spręży-
stości modelu E" = 25000 kG/cm2, model obciążono siłą 1,0 kG.
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1,6

Podziałki modelowe mają następujące wartości: dla długości n = 20, dla stałej

2-100000 o . ., . . A , . . 15 700
sprężystości e = . • = 84, dla momentu bezwładności iy =

25 U00
OAAA

= 9 820, dla sił / = - ^ - = 8000.

Uwzględniając tylko wpływ momentu zginającego otrzymamy
fn% _ 8000 • 203

a = —— = = 77,6.

A

3.90

1

P=8

7,80

OT

2
3,90 m

1 B

Rys. 2

Przykład 3. Wyznaczyć modelową skalę ugięć dla ramy jak na rys. 3 z uwzględ-
nieniem wpływu momentu zginającego i siły podłużnej. Zastosowano następujące
podziałki modelowe: dla s i ł / = 1, dla długości n = 50, dla stałych sprężystości
podłużnych e — 84, dla powierzchni przekrojów a — 215. Podziałki te musiały być
tak dobrane, ażeby skala ramion bezwładności dla przekrojów była równa skali
długości dla modelu.

Rys. 3

Model wykonano z celuloidu o grubości 0,3 cm i wysokości 0,9 cm. Moment
bezwładności prętów ramy jest stały i jednakowy. Podziałka ugięć ma wartość

fn 1-50
= 0,00277.

ae 215-84

Przykłady powyższe zaczerpnięte zostały z pracy O. DĄBROWSKIEGO [3].

5. Warunki modelowe dla układów przestrzennych

Przechodząc z kolei do przestrzennych układów prętowych należy stwierdzić
na wstępie, że ogólny warunek odpowiedniości modelowej (2.2)

1
ae

7Ja 1

ag



ZASADA BETTIEGO JAKO PODSTAWA WARUNKÓW MODELOWYCH 45

nie zawsze musi być brany w całości pod uwagę. Jeżeli mamy np. do czynienia
z kratownicą, w której prętach występują tylko siły podłużne, wtedy wymagania
wynikające z uwzględnienia momentu skręcającego, momentów zginających i sił
poprzecznych odpadają, wobec tego

PIK /" tyiK *-
£Jrr = -— = a oraz -Łj?- = — a.

PIK a e <PIK n

Jeżeli np. nie działają w układzie siły podłużne i momenty skręcające i nie uwzględ-
niamy wpływu sił poprzecznych, wówczas model musi spełnić warunek

n% w3

eiy " et, '
co zachodzi wtedy, gdy iy = iz, czyli l'y\I'y' = I'zjl'z' albo A'r'y*lA"ryl = A'r'x

ljA"T'J\
lub a(ry

llry*) = a(r'//rJ

z'
2), a więc ostatecznie gdy

(5-1) yr = y>=Q-

Model w takim przypadku musi być tak sporządzony, ażeby stosunki głównych
centralnych ramion bezwładności przekrojów poprzecznych w obiekcie i modelu
były sobie równe. Wówczas będzie także

Gdybyśmy chcieli uwzględnić przy nieistniejącym ciągle momencie skręcającym
oraz przy uwzględnieniu wpływu sił poprzecznych jeszcze siłę podłużną, to zgod-
nie z poprzednimi rozważaniami musiałoby być r'yjr[! = r'Jr'J = § = n, a wtedy
fn3laeQ2 = fnjae, czyli

PIK _ fa _ „ fK — Łn
PIK ae q>iK n

Stosunki ramion bezwładności przekrojów poprzecznych w obiekcie rzeczywi-
stym i modelu musiałyby być nie tylko równe, ale ponadto równe skali długości
modelu.

Dla uwzględnienia wpływu sił poprzecznych przy nieistniejącym momencie
skręcającym musiałby być spełniony warunek

Najlepiej byłoby przyjąć k — I, czyli sporządzić model jako wierne pomniejsze-
nie geometryczne obiektu rzeczywistego, tzn. w jednakowej skali dla rozpiętości
i wymiarów poprzecznych, a tym samym zachować ten sam kształt przekroju,
jaki ma on w obiekcie rzeczywistym. Byłoby to możliwe, gdyby obiekt i model
sporządzone były z tego samego materiału. Skoro jednak w rzeczywistości JA' i=- fi",
to można uzyskać racjonalny model dla uwzględnienia wpływu sił poprzecznych
na wyznaczane wielkości statyczne przez odpowiednie skorygowanie kształtu prze-
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kroju modelu, zachowując jednak Q = n, a nie zważając na skalę przekroju po-
przecznego a.

Gdy spełniony będzie warunek

wtedy także g = ek, a zatem znowu

PJ* _ fiL « n 7,< ^ 5 _ / _ ł „
-77- U, i d b —77 U .

PIK W <PiK ae n

Rozważmy wreszcie wpływ momentu skręcającego. Najprościej przedstawia się
ta sprawa w przypadku przekroju kołowego lub pierścieniowego, ponieważ wów-
czas wchodzi w grę biegunowy moment bezwładności, zaś c = C/C" jest wtedy
stosunkiem biegunowych momentów bezwładności przekroju poprzecznego w obiek-
cie i modelu. Dla przekroju kołowego jest wtedy

TT Z ) ' 4

32
nD"*-

7lD%

4
n D"*

D'2

8
D"2

A'
A"

D'2

D"2c =
T,
"32 4 8

Jeżeli dla wszelkich wymiarów poprzecznych zastosujemy tę samą skalę długości,
wtedy D'2ID"2 = n2, więc c = an2.

Gdy po uwzględnieniu wszystkich omówionych do tej pory wpływów stosunek
odpowiadających sobie przemieszczeń na obiekcie i modelu wynosił fn/ae, to po-
winno być i obecnie tak samo, wobec czego musiałaby zachodzić równość

fn fn3 _ fn3 _ fn
ae ~ gc agn2 ag '

Z ostatniego wzoru widoczne jest, iż musiałoby być wtedy także

e = g, czyli — = — S 7 = ł

i model musiałby być sporządzony z tego samego materiału co obiekt rzeczywisty.
Wówczas uwzględnienie siły poprzecznej przedstawiałoby się również bardzo pro-
sto. Wystarczyłoby zachować podobieństwo przekroju rzeczywistego do przekroju
modelowego, ażeby był spełniony warunek konieczny przy uwzględnianiu wpływu
siły poprzeoznej

^ Ł — — — lf= 1

gdyż dla obiektu rzeczywistego i modelu z tego samego materiału jest zawsze

£ = !±ifl'=l,

a wartość tego stosunku, jak to uprzednio stwierdzono, jest także równa wartości k.
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W postępowaniu laboratoryjnym niemożliwe jest jednak sporządzanie modelu
z tego samego materiału, z którego ma się wykonać naturalny obiekt budowlany.
Materiał nadający się do sporządzania modeli powinien być łatwy do obróbki,
przecinania i ponownego sklejania. Może to być pleksiglas, celuloid, ostatecznie
dobra tektura, ale nie np. kamień naturalny, beton lub stal. Widać z tego, że
wykonanie modelu nadającego się do uwzględnienia wszystkich wpływów jest dosyć
kłopotliwe.

Jednakże w badaniach modelowych, podobnie zresztą jak w analitycznych spo-
sobach wyznaczania wielkości statycznych, niektóre wpływy uważamy za prze-
ważające i te uwzględniamy, a inne jako mniej ważne pomijamy, wtedy zaś wymia-
rowanie modelu znacznie się upraszcza.

W dążeniu do uzyskania możliwie najogólniejszych warunków modelowania
przestrzennych układów prętowych uwzględnijmy równoczesne działanie momentu
skręcającego K oraz dwóch momentów zginających M i N, a inne wpływy na razie
pomijamy. Model spełniać musi wtedy warunek

gc ~ eiy ~ eiz'

albo
(5.2) gc = eiy = eiz.

W tym p r z y p a d k u mus i zachodzić równość iy = iz, czyli I'yjl'y = I'JI'Z' albo
r'y2/r'y'2 = K2/r'z'2> t o zaś daje znany już w a r u n e k (5.1) w postaci r'y\r'y = r'z\rz = Q.

W i a d o m o , że c = C/C", j ednakże dla przekrojów niekołowych C nie jest
biegunowym m o m e n t e m bezwładności, lecz pewną wartością zastępczą o tym
samym wymiarze (według Saint-Venanta), mianowicie

•A* A* Az

W takim razie

A f "I"- Y I* f &
—— ... J. r_ . _ jja y ^ —

A " 3 « 2_J— ł * ' ^ ffi( V %—1— I* * | O

Wstawiając ostatnią wartość do równania (5.2) i uwzględniając, że iy = i,
otrzymamy gc = gas/Q2 = eac2, a stąd a = Q2 ]/e/e, czyli

Gdy model czyni zadość warunkom (5.1) i (5.3), wtedy zachodzi równość (5.2),
natomiast

—7>- — — - — a, —77 — ^ — a.
Piz aeQi cpiK aeQ n

W ostatnim rozważaniu charakterystyczne jest to, że dla uwzględnienia momentu
skręcającego łącznie z dwoma momentami zginającymi należy zastosować specjalną
podziałkę pól, zależną od materiału obiektu i modelu.
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Gdyby chodziło o równoczesne uwzględnienie jeszcze wpływu siły podłużnej,
to zgodnie z poprzednią uwagą musiałoby być

Q = n, czyli a = ił

wobec czego

PIK
 ae

 <P"K
 n

Ażeby, na koniec, łącznie z wymienionymi wpływami mógł być jeszcze uwzględ-
niony wpływ siły poprzecznej, powinien spełniać się dodatkowo znany już zresztą
warunek

*i ?fi _. JE 1+M"

co z powodu fx' ^ JX" realizujemy przez odpowiednią korektę kształtu przekroju
poprzecznego w modelu.

W celu wyznaczenia zatem pewnej wielkości statycznej za pomocą badań mode-
lowych dla jakiegoś przestrzennego układu prętowego, podlegającego uogólnio-
nemu prawu Hooke'a, przy uwzględnieniu wszystkich wpływów wewnętrznych,
jak siły podłużnej, momentu skręcającego, dwóch momentów zginających i dwóch
sił poprzecznych, należy wykonać model, który powinien wykazywać następujące
własności:

Skala pól przekroju poprzecznego modelu określona jest stosunkiem

amrfli/l±JlL

gdzie n oznacza dowolnie przyjętą skalę długości, /*' jest współczynnikiem zwężenia
poprzecznego dla materiału, z którego ma być wykonany obiekt rzeczywisty, a
fj," współczynnikiem dla materiału, z jakiego ma być sporządzony model. _

Stosunki głównych centralnych ramion bezwładności przekroju poprzecznego
w obiekcie rzeczywistym i modelu powinny czynić zadość równaniu

JV __ _[z
,, —= ., Q n.
y z

Kształt przekroju poprzecznego w modelu ma być tak dobrany, aby zachodziła
równość

Hy _ %'t g 1 + [i"

gdzie Ky i y.y oznaczają tzw. «współczynniki ksztaltu», wynikające z uwzględnienia
siły poprzecznej Q (rys. 1), zaś x'z i x'z' są takimi współczynnikami dla siły poprzecz-
nej T. Wszelkie zmiany kształtu przekroju poprzecznego w modelu, dokonywane
ze względu na zachowanie ostatniego warunku, nie mogą spowodować zmiany
wartości Q = n, albowiem obecnie musi być koniecznie przestrzegana wyżej okre-
ślona skala pól a.
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Z chwilą spełnienia wymienionych warunków stosunek przemieszczeń rzeczy-
wistych do modelowych wyraża się znanym już związkiem

PIK

pik
- = -— = a oraz

ae PlK

w którym/jest dowolnie przyjętą podziałką sił, zaś e podziałką stałych sprężystości
podłużnej, określoną materiałem obiektu rzeczywistego i modelu, a związaną ze
skalą stałych sprężystości poprzecznej równaniem

e

W ten sposób ustalono warunki modelowe dla najogólniejszego przypadku prze-
strzennego układu prętowego.

6. Przykłady liczbowe

Przykład 1. Zaprojektować model dla jedno komorowej ramy o węzłach prze-
suwnych, podanej na rys. 4. Przekrój prętów poziomych ma wymiary 10x25 cm
z bokiem dłuższym równoległym do osi z. Przekrój słupów ma wymiary 10x 20 cm
i bok dłuższy równoległy do osi x.

z

Rys. 4 Rys. 5

W tym przypadku przy projektowaniu modelu wystarczy uwzględnić wyłącznie
wpływ momentu zginającego, gdyż jest to wpływ dominujący. Jak wiadomo, wpływ
ten będzie uwzględniony, gdy spełniać się będzie warunek iy = U, tzn. gdy po-
działki głównych centralnych momentów bezwładności przekroju dla obiektu rze-
czywistego i modelu będą sobie równe.

a) Słupy. Dla obiektu:
moment bezwładności względem osi y

,_ 10x203

y ~ 12~~
moment bezwładności względem osi z

r, 2 0 x l 0 3

12

= 6600 cm*,

= 1666 cm4.

4 Mechanika teoretyczna
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Przyjęto przekrój słupa w modelu o wymiarach 0,4x0,8 cm. Wobec tego

-, 0,4-0,83

12
= 0,017067 cm1,

Podziałki modelowe dla momentów bezwładności w słupach mają wobec tego
wartości:

6600
0,0171

= 390 625,
1666

0,00426
= 390625.

z Wymagany zatem warunek modelowy dla słupów jest spełniony,
b) Pręty poziome:
Momenty bezwładności w obiekcie rzeczywistym

12
: = 13 000 cm4, I't =

25

12
=2082 cm4.

Przyjęto przekrój prętów poziomych w modelu 0,4x 1,0 cm,
_J zatem

0,4xl3 1 , ,„ lxO,43 16
' —- cm 4 / = • - =

12 ~ 30 ' z 12 3000
cm4

natomiast

'V Yff
13 Q0° - 390 625 i - A - 2 ° 8 2 - 390 625"0^334 ~ 39° 625' h ~ ~W ~~ "O^O53T ~ 39° 625'

czyli iy = 4.
Przy sposobności należy wyjaśnić, że warunek 4- = 4 musi się spełniać dla wszyst-

kich prętów układu nie tylko w ten sposób, że wielkości te będą jednakowe dla
poszczególnych prętów z osobna, ale również wartości liczbowe stosunków iy = l'yJIy ,
4 = Ijrz' muszą być sobie równe i jednakowe dla wszystkich prętów.

Podziałkę długości przyjęto n = 12,5, model wykonano z celuloidu o stałej sprę-
żystości podłużnej E" = 18 000 kG/cm2. Jeżeli przyjmiemy E' = 2 100 000 kG/cm2,
to podziałka e = E'jE" — 116,6. Zakładając ponadto skalę sił / = 1000, otrzy-
mamy następującą podziałkę przemieszczeń modelowych

a =
fn3 _ 1000x 12,53

eL ~ "H6,6x~390^25
= 0,00365.

Przykład 2. Wyznaczyć podziałkę przemieszczeń modelowych dla kratownicy
przestrzennej z węzłami sztywnymi jak na rys. 7.

Wymiarowanie modelu kratownicy musi się odbyć z uwzględnieniem momentu
zginającego, albowiem kratownica ma węzły sztywne, a także z uwzględnieniem
siły podłużnej, gdyż ta ma poważny wpływ w prętach kratownicy.

Spełniony zatem musi być warunek fn/ae = fns/ei' = fn3/ei", co zajdzie, gdy
iy = 4 a ponadto, gdy r'y\r'y = r'tjr'M' = Q = n, tzn. gdy wartości liczbowe stosunków
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głównych centralnych ramion bezwładności przekroju w obiekcie rzeczywistym
i modelu będą sobie równe i równe skali długości. Ten ostatni warunek spełni się,
jeżeli do wymiarów przekroju modelowego zastosujemy skalę długości. Wtedy
będzie

zatem
a — n1 oraz iy — iz — «*,

fnjrPe = frłlri^e = fjne = a.

Rys. 7

Przyjmując / = 1000, n = 50, e = 116,6 otrzymamy

1000
a = . = 0,17.50x116,6

Ostatnie przykłady liczbowe przytoczono z pracy T. KOLBNDOWICZA [4].

7. Obliczanie wielkości statycznych. Zakończenie

Głównym celem niniejszej pracy było wykazanie przydatności zasady wzajemności
przemieszczeń Bettiego do wyprowadzenia odpowiedniości modelowej, a następnie
podanie warunków, którym model musi czynić zadość, ażeby w ogóle nadawał się
do modelowego wyznaczania wielkości statycznych. Jak już wspomniano w p. 2,
ograniczono się z góry do takiego zakresu pracy, a pominięto rozumowania prowa-
dzące do wzorów służących do modelowego ustalania samych wielkości statycz-
nych. Jednakże dla tym lepszej ilustracji podanych warunków modelowych przej-
dziemy obliczanie wielkości wewnętrznych w oparciu o gotowe wzory, omówione
dokładnie w pracy [1].

Można udowodnić również za pomocą zasady Bettiego, że moment zginający M,
siłę poprzeczną T i siłę podłużną S można wyznaczyć za pomocą badań mode-
lowych według wzorów:

w U

Wzory te wynikają z tzw. metody przemieszczeń wymuszonych (por. [1]). We
wzorach tych P jest siłą wywołującą poszukiwane wielkości statyczne, zaś m, t i s
są to przemieszczenia odpowiadające sile P, a wywołane w modelowym układzie
pomocniczym wskutek wymuszenia specjalnymi deformatorami przemieszczeń
P, w i u jako odpowiadających poszukiwanym wielkościom statycznym.
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Wielkości statyczne, wyrażone przytoczonymi przykładowo wzorami, można
odnieść do rzeczywistego obiektu budowlanego; będą to wielkości rzeczywiste.
Można je odnieść także do modelu, wówczas będą to wielkości modelowe. Dla
zaznaczenia tej różnicy wyrazimy wielkości rzeczywiste wzorami

M'-P'm' r-p'r s' = F-

M -P y , 2 -P - r , ^ -P u,,

a modelowe
m" t" i"

TLfll nil"1 T"' pn O" P "
M = P fr, T -P v,, S -P v,.

W praktyce chodzi tylko o wielkości rzeczywiste, a do ich obliczenia znamy je-
dynie obciążenie rzeczywiste P'. Potrzebne natomiast przemieszczenia rzeczywiste
otrzymamy mnożąc pomierzone przemieszczenia modelowe przez odpowiedni
współczynnik a, gdy mamy na myśli przesunięcia, oraz przez a/n, jeśli mamy na
myśli obroty. Wobec tego można napisać.

a (}" aw w au u

Moment zginający rzeczywisty obliczamy mnożąc siłę rzeczywistą P' przez
m"njB", gdzie m" i /J" są przemieszczeniami pomierzonymi na modelu, n zaś jest
skalą długości modelu. Liczba m"njfi" ma wymiar długości.

Podobnie postępujemy przy obliczaniu drugiego momentu zginającego i momentu
skręcającego w układzie przestrzennym.

Siłę poprzeczną lub podłużną obliczamy mnożąc siłę rzeczywistą P' przez t"/w"
albo przez s"/u", gdzie t", w", s" i w" są znanymi przemieszczeniami modelowymi.
Wielkości t"/w" i s"lu" są niemianowane.

Wynika stąd, że jedynie podziałka długości n wchodzi bezpośrednio do obliczania
wielkości statycznych. Wpływ innych podziałek jest pośredni i kryje się w warun-
kach modelowych. Nie należy jednak sądzić, że stosunek e = E'jE" albo g = G'jG"
jest tu w ogóle bez znaczenia. Gdyby chodziło o uwzględnienie wpływu momentu
skręcającego lub siły poprzecznej, to należałoby właściwie wykonać model z tego
samego materiału co obiekt rzeczywisty, gdyż potrzebna wówczas równość e = g
zachodziłaby dla /i' = fi". Ponieważ w praktyce laboratoryjnej jest to niemożliwe,
przeto wykonując model z innego materiału musimy zmienić kształt przekroju
poprzecznego w modelu w ten sposób, aby spełniła się równość x'y/x'y = x'z/x'z' =
= gje = (l-ł-fj,")l(l-\-p.'), a zmiana ta zależna jest zarówno od e jak i g.

W ten sam sposób obliczalibyśmy wielkości statyczne i w oparciu o tak samo
zbudowaną odpowiedniość modelową stosując jakąkolwiek inną metodę badań
modelowych, np. metodę przegubową (por. praca 1), byle tylko poszukiwane wiel-
kości statyczne wyrażane były za pomocą przemieszczeń mierzonych na modelu
obiektu rzeczywistego.
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Przedstawiona metoda modelowego obliczania wielkości statycznych dla układów
prętowych może być rozszerzona na układy płytowe i powierzchniowe. Pozytywne
wyniki w tym zakresie ma również T. KOLENDOWICZ.

Badania modelowe obejmować mogą zarówno układy obciążone siłami uogól-
nionymi, jak i narażone na działanie wpływów niemechanicznych, np. na fypływ
zmiany temperatury, osiadania podpór, skurczu betonu itp. Stronę praktyczną tych
badań modelowych opracował O. MICHEJDA [5] projektując specjalne i precyzyjne
przyrządy. O. MICHEJDA ograniczył się jednak w swojej pracy tylko do układów płas-
kich. Badania modelowe wpływów niemechanicznych na układy przestrzenne w rea-
lizacji praktycznej oczekują jeszcze na wszechstronne opracowanie. Strona teore-
tyczna tychże badań w oparciu o zasadę Bettiego została podana w pracy [1].

Wymienić można wiele jeszcze innych zagadnień z zakresu badań modelowych
wymagających praktycznego i laboratoryjnego opracowania. Do nich należy np.
bardzo ciekawa metoda przegubowa. Niejeden temat pracy doktorskiej i habili-
tacyjnej może dotyczyć tej problematyki. Tematów tych unika się niestety u nas
głównie ze względu na to, że wymagają one dużego nakładu pracy i są kosztowne.
Wynikają stąd oczywiste szkody, gdyż badania na modelach zezwalają na bardziej
wnikliwy wgląd w pracę konstrukcji (szczególnie budowlanych), co z kolei rzeczy
mogłoby wpłynąć na bardziej ekonomiczne projektowanie, zgodne z istotnym po-
stępem technicznym.

Do sporządzania modeli najlepiej nadaje się celuloid. Jest to materiał wystar-
czająco izotropowy, o granicy sprężystości około 250 kG/cm2, płynności 400 kG/cm2,
doraźnej wytrzymałości 25 000 kG/cm2, współczynnik Poissona wynosi 0,42. Ce-
luloid daje się łatwo obrabiać piłką i nożem, a skleja się łatwo acetonem. Jest to
materiał krajowy, a więc dostępny.

Literatura cytowana w tekście
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[2] M. JANUSZ, Z teorii modelowych badań wpływów niemechanicznych w układach prętowych,
Księga Jubileuszowa dla uczczenia zasług naukowych pfof. M.T. Hubera, Gdańsk 1950.

[3] O. DĄBROWSKI, Statyka modelowa pelnościennych płaskich układów prętowych, praca
doktorska, nieopublikowana, Wrocław 1958.

[4] T. KOLENDDWICZ, Statyka imdełowa układów prętowych przestrzennych, Wrocławskie To-
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EETTH B KA^ECTBE OCHOBBI flJUI yCJIOBHft MOflEJIHPOBAHHil
C ijejiBio MOflejitHoro onpefleneHHH crauraecKEK BeraranH, BbiCTynawmiK

JiHHeteo-ynpyroH cHCTeiwe, H3roiOBJiHeM MOflenB #eHCTBiiTejn.Horo ofoeKTa. 3 i a
HMCTŁ oceBOe Ha^epTaHHe reoMeTpHMecKH noflo6Hoe c fleiicTBHTejibHHMj a Bce pa3mepbi
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flon>KHbi 6biTŁ laK noflo6paiibi3 I T O S M OTHOineHHe cooTBeTCTByiomirc nepeMemeHHJi
H MOflejiH BbipaHOJioct TeM >Ke *JHCJIOM, He3aBHCHiwo OT Mecra 3THX nepeMemeHHH H
CHJI. 'LIllCJieHHOe 3HaqeHHe 3T0r0 OTHOIHeHHH 3SBHCHT HCKJIIOtlHTejIŁHO OT npHHHTbK MaCUITa60B
II yiiHTbiBaeMbix o6o6meiiHbix BHyTpeHnnx seJiPWHH, KaK BjiHHiomHX na HCKOMbie CTaTHiecKHe

Torfla TOiKe 3Ha*ieHHe flojraotti HiweTB u OTHOineHHH OTAejibHbix cnaraeMbix B
Ha nepeMemeHHH B fleiłcTBHTeJibHOM o6tei<Te H Nioppnu. 3 T O KacaeTCH Tai< nepememeHHH i<ai<
H yrnoB noBopoia npn fle(|)opMaL(HH.

BbipaweHue #JIH ynoMsuyioro nepeMemeimn B flencTBHTejiBHOM o6Łei<Te H MO^enH nony^eiio
Ha ocHOBe H3BecTHoro npHtmana B3aHMH0dH nepeMemeHHH Eerra.

OiHouieHHe cooTBeTCTByiomnx yraoB noBopoia B oSteKTe H MOflerai, B n pa3 Meiibnie oTHOuie-
HHH nepeMemeHHHj r^e n — MaciHTa6 fljtHiibi ocesoro

S u m m a r y

BETTTS PRINCIPLE AS A BASIS OF MODEL CONDITIONS

To determine static ąuantities of a linear elastic bar system, we make a model of an actual struc-
ture. This model must have an axial outline geometrically similar to that of the actual structure and
all its dimensions must be so determined that the ratio of the corresponding displacements of the
actual structure and the model are the same, independent of the place of those displacements and
the position of forces.

This ratio depends on the accepted scalę and the generalized static ąuantities only and should
eąual the ratio of corresponding ąuantities of the actual structure and the model. This applies both
to the deformations of translations and the rotations.

The expression for the displacement of the actual structure and the model has been obtained on
the ground of the well known Betti reciprocal theorem for displacements.

The ratio of the corresponding rotation angles of the actual structure and the model is n times
smaller than the ratio of translations where n is the scalę of the linear scalę of the model.

POLITECHNIKA ŚLĄSKA, GLIWICE

Praca została złożona w Redakcji dnia 20 maja 1964 r.
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Założenia do planu gospodarczego na okres 1966-1970 i założenia do planu
perspektywicznego na okres 1966-1980 przewidują między innymi wielokrotny
wzrost produkcji przemysłowej, ze szczególnym uprzywilejowaniem przemysłu
budowy maszyn.

Plany kształcenia kadry przewidują wielokrotny wzrost kadry naukowej, wielo-
krotny wzrost kadry inżynierskiej oraz poważną rozbudowę instytutów naukowo-
badawczych i laboratoriów fabrycznych.

Założenia postępującej mechanizacji, automatyzacji, programowania z zasto-
sowaniem maszyn matematycznych nie tylko do sterowania lecz także do kiero-
wania i podejmowania decyzji, rozwoju systemów adaptacyjnych, maszyn samo-
uczących się, czyli ogólnie rzecz ujmując założenia intensywnego rozwoju cyber-
netyki technicznej przewidują konieczność wykształcenia projektantów-konstruk-
torów nowego typu, posiadających z jednej strony dobre przygotowanie w dzie-
dzinie regulacji automatycznej, z drugiej zaś strony mających należytą znajomość
technologii procesów produkcyjnych sterowanych automatycznie. W niemniej-
szym stopniu konstruktorzy powinni umieć uwzględniać technologię procesów
wytwarzania samych maszyn, bowiem technologia konstrukcji stanowi podsta-
wowy postulat, bez przestrzegania którego nie można dziś myśleć o postępie
technicznym w budowie maszyn.

Obecnie nasze wyższe uczelnie techniczne przygotowują zasadniczo specjali-
stów dwóch typów: konstruktorów o tradycyjnej konwencjonalnej sylwetce fa-
chowej oraz technologów.

Eksploatatorów przygotowuje samo życie, tzn. paroletnia praktyka przemysłowa
w trakcie pracy po ukończeniu studiów na uczelni. Natomiast ani organizacja stu-
diów, ani programy nauczania nie przewidują przygotowania specjalistów-badaczy
(Forschungsingenieur, research-engineers). W praktyce szkoli ich życie w toku
pracy po dyplomie czy to w katedrach, czy w instytutach naukowo-badawczych.
Tymczasem coraz dotkliwszy brak tego typu specjalistów odczuwają nie tylko
zakłady naukowo-badawcze, ale cały rozwijający się przemysł ze swoimi biurami
projektowymi i konstrukcyjnymi, jak też powstającymi laboratoriami fabrycznymi.

Podejmowane próby stworzenia wydziałów czy sekcji z programem i profilem
bardziej podstawowym w rodzaju sekcji zastosowań matematyki na uniwersyte-
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tach, wydziału fizyki technicznej na uczelniach technicznych w rzeczywistości nie
wyszły poza sferę projektów lub nieśmiałych czy niesprecyzowanych prób.

Coraz częściej mówi się o studiach podyplomowych, o rozmaitych kursach do-
skonalenia kadry inżynierskiej. Za granicą ogromne sumy poświęcane są na tzw.
letnie (wakacyjne) dokształcanie inżynierów na uczelniach. Rzecz ciekawa, że
np. w USA inicjatorem takiego douczania nie są uczelnie, lecz przemysł i jego biura
projektowo-konstrukcyjne. Z punktu widzenia dobrze pojętego interesu uczelni
i jej składu naukowego jedno wydaje się nie ulegać wątpliwości i nie może być
odkładane na dalszą przyszłość, mianowicie organizacja i uruchomienie produkcji
i doskonalenia pracowników naukowo-badawczych na własne potrzeby rozwojowe
i dydaktyczne. Jak dotychczas większość procesów produkcyjnych będą wyko-
nywały maszyny; będą to nie tylko obrabiarki, maszyny przemysłu przetwórczego,
transportu, maszyny górnicze, hutnicze, budowlane, drogowe, ziemne itd., lecz
również szeroko rozumiane maszyny elektryczne, aparatura chemiczna itp.

Od maszyn tych wymagać będziemy coraz większej wydajności, coraz lepszej
sprawności przy należytej niezawodności pracy i ekonomii ich eksploatacji. Coraz
silniej wysuwane są wymagania, żeby nowe konstrukcje cechowała nowoczesność,
technologiczność, lekkość -i niezawodność.

Z kolei rzeczy warunkiem postępu w budowie maszyn jest opanowanie przez
konstruktora na wysokim poziomie mechaniki teoretycznej. Nie przypadkowo
powstała w ZSRR oddzielna dyscyplina «teoria maszyn» oparta na wybranych
zagadnieniach z mechaniki teoretycznej. W ramach ogólnego systemu produkcyj-
nego poszczególne układy, urządzenia, konstrukcje, maszyny mają do spełnienia
określone czynności produkcyjne. Konstruktor maszyny, projektant urządzenia musi
znać dokładnie ich czynności; w tym celu konieczne jest pełne porozumienie z tech-
nologiem danego rodzaju produkcji. Stosownie do rodzaju czynności produkcyjnych
w oparciu o zasady teorii maszyn i mechanizmów konstruktor wybiera najlepszy
schemat geometryczno-kinematyczny danego układu. Dla tego schematu i prze-
widzianych czynności maszyny konstruktor ustala w sposób przybliżony przebieg
obciążeń; znając działanie przedmiotu obrabianego na narzędzie konstruktor
wyznacza siły działające na poszczególne ogniwa mechanizmu od narzędzia robo-
czego aż do napędu. Na tej podstawie konstruktor buduje pierwszą wersję modelu
mechanicznego.

Przy rozpatrywaniu maszyny lub konstrukcji jako układu materialnego dla zba-
dania zachodzących w nim procesów dynamicznych należy uwzględnić następujące
etapy:

1) konstrukcji modelu mechanicznego,

2) konstrukcji schematu strukturalno-funkcjonalnego, w postaci schematu blo-
kowego,

3) wyznaczania zastępczych mas, więzów i ich charakterystyk, obciążeń tak od
strony organu roboczego jak i od strony napędu, czyli wymuszeń,

4) opisu matematycznego układu,
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5) badania układu, będącego bądź zadaniem analizy, bądź syntezy kinetycznej,
które można prowadzić na drodze teoretyczno-obliczeniowej, eksperymentalnej
lub modelowania.

W wyniku badań otrzymujemy przebieg obciążeń i przemieszczeń w czasie;
stąd wyznaczamy naprężenia, odkształcenia, stosunki energetyczne, ocenę sztyw-
ności statycznej i dynamicznej, charakter stateczności itd. Dokładna znajomość
warunków pracy maszyny, zwłaszcza przebiegu obciążeń poszczególnych elementów
jej mechanizmów, pozwala ustalić możliwie racjonalny zakres jej pracy, przy któ-
rym efekty dynamiczne będą możliwie najniższe, pozwala konstruktorowi zbadać
szereg konkretnych rozwiązań konstrukcyjnych w poszukiwaniu tych, przy których
obciążenia dynamiczne będą możliwie najmniejsze. Szczególnie dużych nadwyżek
dynamicznych w pracy maszyny oczekiwać należy w przypadku zmiany reżimu
obciążenia przy puszczaniu maszyny w ruch, przy hamowaniu, przy nawrotach,
przy nakładaniu czy odejmowaniu obciążenia, wtedy bowiem na skutek istnienia
nieuchronnych luzów w węzłach łańcucha kinematycznego (łożyska, koła zębate)
wystąpić mogą udary, a zatem obciążenia o dużej dynamiczności. Złożona na ogół
struktura elementów wykonawczych maszyn, w szczególności roboczych maszyn
ciężkich, często nie pozwala na bezpośrednie zetawienie prostych równań dla celów
obliczeniowych opisujących procesy dynamiczne i ruch. Zmuszeni jesteśmy szukać
schematów bardziej uproszczonych; w tym celu pomijamy nieistotne szczegóły
mające drugorzędny wpływ na charakter ruchu mechanizmu i zestawiamy możliwie
prosty model mechaniczny, który stosunkowo łatwo można opisać układem rów-
nań różniczkowych. Ów model mechaniczny przyjmuje się w postaci układu punktów
materialnych (dyskretnych mas) połączonych więzami sprężystymi. Oprócz tych
ostatnich można wprowadzić więzy dające dysypację energii (tłumiki). Takie przy-
jęcie oznacza, że w praktyce np. wały sprężyste mają masę, którą można pominąć,
a elementy ich w postaci masywnych krążków i walców o małej długości traktu-
je się jako doskonale sztywne.

Przy budowie modelu mechanicznego maszyny czy konstrukcji pierwszym
krokiem jest wybór miejsca geometrycznego dla mas skupionych i oczywiście liczba
tych punktów, która określa liczbę stopni swobody układu. Następnie do tych
punktów należy zredukować masy elementów konstrukcji, sprężystości i ewentu-
alnie tłumienie oraz siły przyłożone do elementów konstrukcji.

Dla tak ustawionego modelu nie trudno już napisać układ równań różniczko-
wych, opisujący własności dynamiczne modelu, a więc pośrednio rozpatrywanej
maszyny czy konstrukcji. Tak zwana teoria «maszyn abstrakcyjnych* (abstract
machines) zajmuje się badaniem prawdopodobieństwa fizykalnego istnienia ruchu
konstrukcji czy maszyny wzdłuż rozwiązań tych równań. W tym sensie nauka ta
jest przedłużeniem mechaniki teoretycznej.

Zbudowany model mechaniczny i odpowiedni układ równań różniczkowych
dają podstawę do badania procesów zachodzących lub mogących zachodzić w obiek-
cie rzeczywistym. Istotną sprawą jest kierunek, w jakim mają być prowadzone te
badania. Zależy to w pierwszym rzędzie od zadań, do jakich maszyna jest przezna-
czona. Oprócz podstawowej sprawy realizacji postawionego zadania produkcyjnego
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przy możliwie dokładnym uwzględnieniu warunków eksploatacyjnych niemniej
ważne są wymagania dotyczące wytrzymałości, niezawodności pracy, sprawności,
wydajności, ekonomii itd.

Ani model mechaniczny reprezentujący rozpatrywaną konstrukcję, ani opisu-
jący układ równań różniczkowych nie ujmują i nie wyrażają tego pełnego splotu
zagadnień stojących przed projektantem nowej konstrukcji. Z tych względów bardzo
pożyteczne okazuje się sporządzenie schematu strukluralno-fimkcjonalnego, któryby
w sposób umowny, łatwo czytelny, wyrażał zarówno właściwości (charakter) sa-
mej konstrukcji, jak też podawał funkcję (zadanie) oraz warunki, w jakich ona
powinna być realizowana. Najprościej będzie wzorując się na sposobach stosowa-
nych w teorii regulacji automatycznej zbudować taki obraz w postaci schematu
blokowego.

Proces
produkcyjny,

I zjawisko fizykalne,]
warunki obciążeń

JtP-.
zqdania

Możliwości \
konstrukcyjne,
typy maszyn I

Moiel
mczny

r
Schemat
blokowy

Model
matematyczny

równania

1

Rozwiązania
równań

Pewne
optimum

1

Mała pętla syntezy kinetycznej

— : Duża pętla syntezy kinetycznej

Rys. 1

O ile model mechaniczny był wykonany jedynie z punktu widzenia mas i sił,
o tyle schemat strukturalny ustawiamy z punktu widzenia czynności« operacji»ujmu-
jąc w jeden blok zespół mechanizmów realizujących daną operację oraz ze względu
na przyczynowo-czasową kolejność tych operacji i wzajemne powiązanie funkcjo-
nalne poszczególnych bloków. Schemat strukturalny pozwala zanotować, które
operacje przebiegają jednocześnie (równolegle), które kolejno — jedna po drugiej
(szeregowo), a które wreszcie częściowo równolegle i częściowo szeregowo.

W czynnościach składających się na proces produkcyjny można wyróżnić ope-
racje: a) ściśle robocze, kiedy zachodzi wzajemne oddziaływanie między obrabia-
nym przedmiotem (materiałem) i narzędziem obrabiającym, b) transportowe, tzn.
przemieszczanie obrabianego przedmiotu i narzędzia, c) ustalające (ustalenie czyli
zamocowanie przedmiotu i narzędzia), d) operacje obsługi (zwykle między- lub
wewnątrzcykliczne).

Całe zagadnienie można przedstawić schematycznie, jak to podaje rys. 1.
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Tok postępowania zilustrujemy kilku przykładami.
1. Układ o jednym stopniu swobody.
a. Masywny fundament maszyny wirującej, traktowany jako układ drgający

o jednym stopniu swobody, przedstawiony jest schematycznie na rys. 2a, przy
czym m oznacza masę fundamentu z maszyną, traktowaną jako jedno ciało sztywne,
mogące wykonywać jedynie ruch postępowy w kierunku pionowym; k jest współ-

b) \F(ł) C)a)

'//////////

mx +Lx +kx = F(i)

W x-L(F)

Rys. 2

czynnikiem sprężystości podłoża (ewentualnie z podkładkami sprężysto-tłumią-
cymi), / współczynnikiem oporu dysypacyjnego podłoża; zarówno element sprę-
żysty jak i tłumik traktujemy jako pozbawione masy.

b. Model mechaniczny układu przedstawia rys. 2b.
c. Schemat strukturalny otwarty jest złożony z jednego bloku. Na wejściu mamy

siłę wymuszającą F = F(t), na wyjściu zaś wychylenie x = x(t), rys. 2c.
Operator, który funkcji F(t) przyporządkowuje funkcję x(t), nazywamy cha-

rakterystyką bloku i piszemy:

x(t) - L(Fjt) lub x =» L(F).

d. Dla tak zbudowanego modelu układamy równanie różniczkowe drgań fun-
damentu

mx+lx+kx = F(t).
2. Układ o trzech stopniach swobody.
a. Jest to układ 3 krążków (mogą to być koła zamachowe, pasowe, zębate, wirniki

lub zredukowane układy korbowe) osadzonych sztywno na jednym wale. Schemat
takiego układu przedstawia rys. 3a. Zakładamy, że

1) krążki traktujemy jako doskonale sztywne, ich momenty bezwładności wzglę-
dem osi obrotu wynoszą odpowiednio, Jo, Ą, Ą;

2) pomijamy masę wału; przy odpowiednim ułożyskowaniu przyjmujemy, że
sztywność na zginanie jest nieograniczona;

3) uwzględniamy sprężystą podatność wału na skręcanie i dopuszczamy tylko
takie odkształcenia;

4) tarcie wewnętrzne w materiale wału skręcanego traktujemy jako czysto wisko-
tyczne liniowe;

5) przyjmujemy, że do kół mogą być przyłożone wymuszające momenty skrę-
cające, pochodzące zarówno od napędu jak i od obciążenia.
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b) Schemat układu można przyjąć w postaci łańcucha punktów o masach uogól-
nionych Jo, J l 5 Ą, połączeniach sprężystych klt k2 oraz tłumikach względnych llt /2.

Model mechaniczny naszego układu przedstawia rys. 3b.
c) Schemat strukturalny, tj. schemat działania (action-schema) będzie podobny

jak w poprzednim przykładzie z tym, że na wejściu będziemy mieli wektor M/(Me,
Mx, AQ, a na wyjściu wektor

a) ,%,J0

V *, V

A / A A / Ah

b)

- li
HWfri

LJ
u

o)

Rys. 3

d) Równania różniczkowe stanu dynamicznego przyjmuje się w postaci

4 (q)x - i x (t),

- kx (q>0 - 9?j) - ^ (<p0 — (Pi) + M o (t),

~kx (ęx - <p0) - lx (cpx — <p0) - k2 (??! - ?

Ji f2 = - h (n - c»i) - 4 (h - ?i) + M% (t),

gdzie M0(t), Mx(t), M2(t) są momentami sił zewnętrznych.
Traktowanie maszyn lub konstrukcji jako układu dynamicznego jest nieodzowne

szczególnie wtedy, gdy w maszynie działają różnego rodzaju regulatory,
Obiekt plus układ regulacji należy traktować łącznie jako jeden układ dynamiczny,

przy tym tylko dynamiczne traktowanie takiego układu może dać prawidłową
odpowiedź na to, jakie są jego właściwości i zachowanie. Objaśnimy to na prostym
przykładzie w schematycznym ujęciu silnika Diesla z automatyczną regulacją pręd-
kości obrotu,

i

Pompa
paliwowa

W
F(t)

Silnik ę _ Regulator

Rys. 4

Pomijamy schemat techniczny i model mechaniczny; schemat blokowy przed-
stawiony jest na rys. 4. Przy wyprowadzaniu równań dynamiki i układaniu sche-
matu blokowego zasadnicze znaczenie ma prawidłowe ujęcie kierunku i charakteru
działania wszelkiego rodzaju wymuszeń związanych z poszczególnymi ogniwami
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łańcucha regulacji. Wymuszenia te mogą być bądź wynikiem działania przyczyn
zewnętrznych (obciążenie silnika), bądź też oddziaływań wewnętrznych między
ogniwami. Rozpatrywany układ składa się z silnika, pompy paliwowej i regulatora.
Nastawianie silnika na różne żądane prędkości obrotu dokonuje się przez zmianę
napięcia sprężyny regulatora. Przy budowie schematu strukturalnego uwzględniamy
fakt, że przy zmianie obciążenia silnik daje wymuszenie na wejściu do regulatora.
Regulator przetwarza wymuszenie i przekazuje na suwak pompy paliwowej. Podaż
paliwa do wtryskiwaczy silnika ulega przy tym zmianie odpowiednio do nowego
obciążenia silnika. Jednocześnie w procesie regulacji będzie się zmieniać wydajność
pompy paliwowej wskutek zmiany prędkości obrotu silnika, który napędza pompę.
Na schemacie strukturalnym przyjęto następujące oznaczenia: i\ jest wychyleniem
elementu sterującego regulatora, cp — odchyleniem prędkości obrotu wału silnika,
yj — podażą paliwa.

Działanie silnika na pompę paliwową można traktować jako sprzężenie zwrotne
obejmujące dwa ogniwa regulacji. Ruch całego układu, a więc charakter pracy,
zmienność obciążeń, będzie zależał nie tylko od zmienności obciążenia zewnętrz-
nego F(f), które również w pewien sposób zależy od tego ruchu, ale od charaktery-
styki silnika, regulatora i pompy. Dopiero znajomość dynamicznych charakterystyk
poszczególnych elementów schematu i analiza ruchu całego układu pozwoli ocenić
wartość i charakter zmienności obciążeń, które są podstawą prawidłowego zapro-
jektowania całego układu, a między innymi wykonania obliczeń konstrukcyjno-
wytrzymałościowych jego elementów.

Reasumując powyższe wywody stwierdzamy, że przy rozpatrywaniu konstrukcji
pracującej w warunkach dynamicznych trzeba wykonać następujące zadania:

1) ustawić schemat dynamiczny ustroju (model mechaniczny),
2) wyznaczyć charakterystyki statyczne i dynamiczne całego ustroju i jego po-

szczególnych ogniw,
3) wyznaczyć rzeczywisty przebieg wymuszeń (obciążeń) poszczególnych ele-

mentów,
4) przeprowadzić odpowiednio do przebiegu obciążeń zaprogramowane ba-

dania zmęczeniowe materiałowe i w miarę potrzeby postaciowe,
5) zanalizować zachowanie się układu w warunkach przewidzianych obciążeń,

w szczególności należy zbadać jego sztywność statyczną i dynamiczną, stateczność
statyczną i dynamiczną oraz procesy przejściowe wywołane zmieniającymi się
w czasie obciążeniami.

W celu dokonania analizy układu fizycznego konieczny jest jego opis matema-
tyczny. Opis ten wymaga zdefiniowania pewnych wielkości w taki sposób, ażeby
wartości liczbowe tych wielkości określały jednoznacznie stan układu w każdej
chwili. Jeżeli wielkości te zmieniają się w czasie, wówczas czas będzie również wiel-
kością potrzebną do opisania układu. Dla układów fizykalnych czas upływa w spo-
sób ciągły niezależnie od innych zmian w układzie. Dlatego będzie on wielkością
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niezależną lub zmienną niezależną. Jeżeli układ jest układem o parametrach sku-
pionych (np. obwodem elektrycznym z elementami impedancyjnymi), czas jest
jedyną zmienną niezależną. Jeżeli układ jest układem. o parametrach rozłożonych
(np. linią transmisyjną), należy uwzględnić drugą zmienną niezależną, którą będzie
współrzędna położenia dowolnego punktu na linii.

W układzie fizykalnym istnieją również parametry, których znajomość jest ko-
nieczna, lecz które nie zmieniają się lub zmieniają się tylko w sposób określony.
Do parametrów tych należy: oporność, indukcyjność, pojemność obwodu elektrycz-
nego i napięcia zasilania doprowadzone do obwodu z generatora o znanej charakte-
rystyce. Pozostałe wielkości opisujące układ zależą od wartości parametrów układu
i od zmiennych niezależnych. Wielkości te są zmiennymi zależnymi układu. Układ
opisuje się matematycznie za pomocą równań, w których występują wielkości
zmienne, ich pochodne lub całki. Współczynniki tych równań są określone przez
parametry układu. Opis skomplikowanego układu wymaga większej liczby równań
tego typu. Liczba tyoh równań musi być równa liczbie zmiennych zależnych, które
są wielkościami nieznanymi.

Jeżeli do opisu układu wystarczy jedna zmienna niezależna, to w równaniach
wystąpią tylko pochodne i całki względem tej zmiennej. Bardzo często całki można
wyeliminować różniczkując równanie. Otrzymane tą drogą równanie, posiadające
tylko pochodne względem jednej zmiennej niezależnej, będzie równaniem różnicz-
kowym zwyczajnym. Jeżeli w równaniu jest więcej niż jedna zmienna niezależna,
wystąpią w nim pochodne cząstkowe względem większej liczby zmiennych niezależ-
nych i równanie będzie równaniem różniczkowym o pochodnych cząstkowych.

Jeżeli zmienne zależne lub ich pochodne występują w równaniu tylko w pierwszej
potędze, to równanie będzie liniowe; jeżeli w równaniu wystąpią zmienne zależne
w potędze wyższej niż pierwsza albo iloczyny zmiennych zależnych lub też iloczyny
tych zmiennych i ich pochodnych, to równanie będzie nieliniowe. Ponieważ funkcję
przestępną można przedstawić w postaci szeregu potęgowego, równanie zawiera-
jące funkcję przestępną zmiennej zależnej będzie również równaniem nieliniowym.

W najprostszym przypadku parametry układu są stałe, niezależne od stanu układu.
Dla wielu układów parametry nie są wielkościami stałymi. Jeżeli parametry układu
będą się zmieniać wraz ze zmianą jednej lub wielu zmiennych zależnych, równanie
układu będzie równaniem nieliniowym. Jest to oczywiste, gdyż parametr będący
funkcją zmiennej zależnej jest współczynnikiem albo przy tej zmiennej, albo przy
innej zmiennej zależnej (względnie przy ich pochodnych). W efekcie pojawi się człon
ze zmienną zależną w potędze różnej od pierwszej albo z iloczynem pewnych
zmiennych zależnych.

Parametry układu mogą się również zmieniać w pewien określony sposób ze
zmianą zmiennej niezależnej. W tym przypadku równanie układu pozostaje liniowe,
lecz jego współczynniki będą zmienne. Może się zdarzyć, że w tym samym równaniu
wystąpią zarówno człony nieliniowe, jak i człony liniowe czy nieliniowe o współ-
czynnikach zmiennych z czasem.

Rozwiązaniem układu równań różniczkowych są takie funkcje zmiennej niezależ-
nej, które po podstawieniu do równań pierwotnych przekształcają je w tożsamości.
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Znalezienie ogólnego rozwiązania równania różniczkowego jest na ogół bardzo
trudne, a często w ogóle niemożliwe. Istnieją jednak pewne typy równań różniczko-
wych, dla których znalezienie rozwiązań nie nastręcza trudności. Najczęściej spo-
tykanym typem równania różniczkowego, którego rozwiązanie można znaleźć
w prosty sposób, jest równanie różniczkowe liniowe ó współczynnikach stałych.
Równania tego typu można rozwiązać za pomocą pewnych stosunkowo prostych
reguł. W tym celu stosuje się metody operatorowe. Jeżeli liczba zmiennych jest duża
lub jeżeli równania są skomplikowane, stosowanie tych reguł może wymagać du-
żego nakładu pracy. Teoretycznie istnieje jednak zawsze możliwość otrzymania
rozwiązania ścisłego. Zresztą problem pracochłonności stał się w zasadzie nie-
istotnym z chwilą wprowadzenia elektronowych maszyn liczących.

Najważniejszą właściwością równań liniowych jest to, że słuszna jest dla nich
zasada superpozycji. Umożliwia ona otrzymanie skomplikowanego rozwiązania
w postaci kombinacji liniowej rozwiązań prostych. Rozwiązanie ogólne równania
jednorodnego, nie posiadającego członu odpowiadającego funkcji wymuszającej,
można otrzymać w postaci sumy kilku funkcji wykładniczych, których liczba za-
leży od rzędu równania.

Równanie niejednorodne (z funkcją wymuszającą) posiada rozwiązanie ogólne
będące sumą rozwiązania ogólnego odpowiedniego równania jednorodnego i pew-
nej całki szczególnej tego równania niejednorodnego. Skomplikowaną funkcję
wymuszającą można rozłożyć na składniki prostsze i obliczać całki szczególne dla
każdego z tych składników z osobna. Poszukiwana całka szczególna będzie wówczas
sumą poszczególnych całek szczególnych odpowiadających poszczególnym skład-
nikom funkcji wymuszającej. Korzystając z tej zasady można przedstawić skompli-
kowaną funkcję periodyczną wymuszającą w postaci jej szeregu Fouriera. Całki
szczególne odpowiadające składowym szeregu Fouriera można znaleźć w sposób
prosty. Suma tych całek da całkę szczególną odpowiadającą wypadkowej funkcji
wymuszającej.

Układy nieliniowe nie posiadają własności superpozycji. Duża część podstawowych
teorii układów fizykalnych (technicznych) opiera się na założeniu, że układy te
można opisać w sposób adekwatny za pomocą równań różniczkowych liniowych
o stałych współczynnikach. Założenie to jest dla wielu układów w pełni uzasadnione.
Większa część teorii obwodów elektrycznych opiera się na tym założeniu. Nie
będzie jednak przesadą stwierdzenie, że wszystkie układy fizykalne przy pewnych
warunkach pracy stają się nieliniowymi i wymagają opisu za pomocą równań nieli-
niowych. Skoro tylko prądy i napięcia w obwodzie elektrycznym stają się zbyt duże,
występują efekty nieliniowe, rdzenie magnetyczne nasycają się, własności dielektryczne
izolatorów ulegają zmianie, temperatura i oporność przewodników zmienia się,
występują efekty prostownicze. Często bardzo małe napięcia i prądy są wystarcza-
jąco duże, aby wywołać tego rodzaju zmiany.

Jest rzeczą bardzo dogodną dla badającego, że założenie liniowości i stałości
współczynników jest słuszne dla bardzo wielu układów. Niemniej należy pamiętać
o tym, że założenie to nie będzie uzasadnione, gdy układ znajdzie się na granicach
swego przedziału pracy.
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Metody rozwiązywania równań nieliniowych lub równań o współczynnikach
zmiennych są na ogół trudniejsze i mniej zadowalające niż metody rozwiązywania rów-
nań prostszych. Tylko w nielicznych przypadkach można znaleźć dokładne rozwią-
zanie równania nieliniowego w postaci zamkniętej (w postaci funkcji znanej). Zazwy-
czaj możliwe jest rozwiązanie przybliżone, które jest zadowalająco dokładne tylko
w pewnym przedziale warunków pracy układu. Analizując układ nieliniowy trzeba
uciekać się często do wszelkich możliwych środków pozwalających przewidzieć
zachowanie się układu. Często kierujemy się intuicją, opartą na głębokim rozu-
mieniu natury procesów fizycznych zachodzących w układzie. Ogólnie rzecz biorąc'
opieramy się na metodach analizy jakościowej układów silnie nieliniowych. Nie za-
leca się natomiast bezkrytycznego stosowania formuł czysto matematycznych.
Truizmem jest uwaga, że znajomość odpowiedzi z góry wydatnie pomaga w roz-
wiązaniu zagadnienia. Dane eksperymentalne charakteryzujące pracę układu mogą
mieć dużą wartość użytkową przy jego analizie. Zbędnym jest podkreślanie okolicz-
ności, że omawiane trudności będą wielokrotnie większe przy syntezie układów
nieliniowych.

Jeżeli nieliniowości nie są zbyt duże lub gdy równania należą do pewnych specjal-
nych typów, to rozwiązania przybliżone można otrzymać za pomocą metod ana-
litycznych. Metody analityczne dają rozwiązania w postaci algebraicznej bez ko-
nieczności podstawiania wartości liczbowych parametrów w trakcie obliczeń. Skoro
tylko rozwiązanie otrzymano, można do niego wprowadzić wartości liczbowe i łatwo
zbadać efekt zmiany wartości pewnych wielkości.

Jeżeli nieliniowości są silniejsze, metody analityczne mogą się okazać nieprzy-
datne i rozwiązanie równania może być możliwe tylko za pomocą metod numerycz-
nych lub graficznych. Metody te wymagają korzystania w trakcie obliczeń z wartości
liczbowych parametrów równania i warunków początkowych. Stąd rozwiązanie
otrzymane tymi metodami odpowiada tylko pewnemu szczególnemu zespołowi
warunków. Co więcej, przebieg obliczania jest zwykle pracochłonny (nie mamy na
myśli korzystania z elektronowych maszyn matematycznych) i dla uzyskania do-
statecznej dokładności wymaga dużej ilości operacji. Aby otrzymać rozwiązanie
dla innych wartości liczbowych parametrów, należy całe obliczenie powtórzyć.
Ze względu na dużą liczbę operacji potrzebnych do rozwiązania równania metodą
numeryczną, w przypadku konieczności rozwiązywania większej liczby takich
równań, potrzebna jest odpowiednia cyfrowa maszyna licząca.

Podsumowując powyższe uwagi można w sposób następujący scharakteryzować
poszczególne przypadki napotykane przy analizie układów fizykalnych. Równania
opisujące pracę wielu układów fizykalnych mogą być sprowadzone do układów
równań różniczkowych zwyczajnych. Jeżeli równania te są równaniami liniowymi
o stałych współczynnikach, rozwiązanie można otrzymać za pomocą metod po-
wszechnie znanych. W przypadku gdy liczba zmiennych zależnych jest duża lub gdy
równania są rzędu wysokiego, stosowanie tych metod może wymagać dużego na-
kładu pracy. Niemniej jednak rozwiązanie jest zawsze możliwe.

W przypadku równań różniczkowych nieliniowych rozwiązanie metodą anali-
tyczną jest możliwe wtedy, gdy nieliniowości nie są zbyt silne. Rozwiązania otrzy-
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mane w tym przypadku są zwykle tylko przybliżone. Równania z dużymi nieli-
niowościami można rozwiązać tylko za pomocą metod numerycznych lub graficz-
nych.

W praktyce wiele ważnych problemów jest tak skomplikowanych, że otrzymanie
dokładnego rozwiązania jest w ogóle niemożliwe lub wymagałoby zbyt dużo czasu
i pracy. W takich przypadkach konieczne jest pewne uproszczenie problemu, po-
minięcie cech nieistotnych i skoncentrowanie uwagi na cechach istotnych. Często
przez poczynienie pewnych dopuszczalnych założeń upraszczających można rów-
nanie uprościć i doprowadzić do postaci łatwej do rozwiązania. Chociaż równania te
nie będą opisywały układu dokładnie, mogą jednak opisywać jego własności naj-
ważniejsze. Uproszczone równanie można analizować za pomocą odpowiednich me-
tod otrzymując w wyniku pewne informacje o układzie. Powyższe postępowanie
jest równoznaczne ze sporządzeniem pewnego uproszczonego modelu matematycz-
nego badanego układu w celu poznania jego zachowania się w różnych warunkach.
Dane te mogą, co prawda, nie wystarczać do zaprojektowania danego urządzenia,
niemniej jednak mogą być bardzo pożyteczne. Podany sposób postępowania oka-
zał się przydatny przy rozwiązywaniu wielu praktycznych problemów. Na przy-
kład generator lampowy drgań elektrycznych jest urządzeniem tak skomplikowanym,
że przy jego analizie nie można uwzględnić wszystkich czynników wpływających
na jego pracę. Niemniej jednak klasyczne równanie van der Pola opisuje wiele jego
właściwości i jest na tyle proste, że może dostarczyć dużo informacji. Analiza rów-
nania van der Pola dostarczyła wiele cennych wiadomości o pracy generatorów
samowzbudnych.

Każda z przybliżonyoh metod rozwiązywania problemu nieliniowego wzięta
z osobna daje najczęściej rozwiązanie tylko fragmentaryczne. Aby otrzymać peł-
niejsze informacje, należy to samo zagadnienie rozwiązać kilkoma metodami.
Warto zauważyć, że pewne metody stosowane przez matematyków do rozwiązy-
wania poszczególnych problemów na pierwszy rzut oka wydają się bezpodstawne
i niezrozumiałe. Na przykład, przy rozwiązywaniu równania różniczkowego rzędu
wyższego bardzo często zastępuje się to równanie odpowiednim układem równań
pierwszego rzędu. Taki sposób postępowania jest konieczny zazwyczaj wtedy,
gdy chce się otrzymać rozwiązanie metodą numeryczną, gdyż większość tych me-
tod można stosować tylko do równania pierwszego rzędu. W przypadku stosowa-
nia innych metod analizy rozkład na układ równań rzędu pierwszego jest również
bardzo dogodny, gdyż pozwala na lepsze zorganizowanie następujących po sobie
etapów rozwiązania. W jeszcze innych przypadkach zachodzi konieczność zastę-
powania w trakcie rozwiązywania pewnego układu równań jednym równaniem
rzędu wyższego.

Innym często stosowanym sposobem jest zamiana zmiennych w równaniu. Często
podstawienie zamiast dotychczasowej zmiennej jakiejś innej przekształca rów-
nanie z postaci, której nie dało się rozwiązać, w postać łatwiejszą do rozwiązania.
Na przykład niekiedy pewne równanie nieliniowe można przez zmianę zmiennej
przekształcić w równanie liniowe. W innych znowu przypadkach zamiana zmiennej
jest stosowana dla udogodnienia dalszych obliczeń.

5 Mechanika teoretyczna
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Często w pewnych problemach związanych z układami fizycznymi możliwe jest
uproszczenie równania przez łączenie w jeden współczynnik kilku parametrów
układu. Przez odpowiedni wybór tego współczynnika można doprowadzić rów-
nanie wypadkowe do postaci bezwymiarowej. Wielkości zmienne równania nazy-
wa się wówczas zmiennymi znormalizowanymi. Znormalizowane równanie (i jego
rozwiązanie) jest często bardziej zwarte i łatwiejsze do analizy niż odpowiednie
równanie nieznormalizowane. Znormalizowane równanie nie posiada niepotrzeb-
nych współczynników)), a współczynniki, które pozostały, są istotne dla analizy.

Jest rzeczą zrozumiałą, że metody numeryczne czy graficzne w ich klasycznym uję-
ciu i wykonaniu są mało przydatne w zadaniach syntezy układów fizycznych, tech-
nicznych, układów regulacji automatycznej itp., o silnej nieliniowości zwłaszcza wtedy,
kiedy dla uzyskania wysokiej jakości syntezowanego układu celowo wprowadza się
elementy o charakterystykach silnie nieliniowych. Elementy te odgrywają coraz
większą rolę w budowie układów regulacji automatycznej. Wprowadza się je głów-
nie w celu:

1) uzyskania lepszej stabilizacji,
2) poprawy jakości działania układów regulacji automatycznej, w szczególności

zapewnienia żądanej dynamicznej dokładności,
3) przy optymalizacji procesów sterowanych automatycznie,
4) przy rozwiązywaniu problemów programowania liniowego, a zwłaszcza dy-

namicznego.
W takich zadaniach szczególnego znaczenia nabierają jakościowe metody badania

(zarówno analizy jak i syntezy) układów nieliniowych, z których najbardziej typo-
we są: metody topologiczne związane z geometryczną budową struktury przestrzeni
fazowej oraz metody jakościowej teorii równań różniczkowych.

W badaniach dynamiki układów fizykalnych, a w szczególności dynamiki maszyn
i dynamiki układów regulacji automatycznej, coraz więcej uwagi poświęca się istnie-
niu i wpływom czynników losowych. W układach fizykalnych opisujących się ukła-
dami równań różniczkowych zwyczajnych losowymi mogą być:

1) parametry opisujące charakterystykę układu,
2) warunki początkowe,
3) działanie zewnętrzne czyli wymuszenia.
O ile czynniki dwóch pierwszych grup możemy wyrazić przez wielkości (liczby)

losowe, o tyle wymuszenia wyrażają się przez funkcje losowe. Jest rzeczą jasną,
że przy udziale czynników losowych procesy zachodzące w układzie, tj. praca układu
będzie procesem losowym, czyli procesem stochastycznym, a parametry opisujące
ten proces będą losowymi funkcjami czasu.

Przy badaniu dynamiki układów fizykalnych będących pod wpływem czynników
losowych wysuwają się dwa zasadnicze zadania:

1) zadanie analizy, gdy wg danych statystycznych charakterystyk czynników
(wymuszeń) należy podać statystyczne charakterystyki procesu;

2) zadanie syntezy, gdy wg statystycznych charakterystyk czynników losowych
należy zbudować układ (zaprojektować jego regulację automatyczną) tak, żeby
dynamiczna dokładność pracy układu czyniła zadość postawionym wymaganiom.
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Mechanika teoretyczna stanowi konieczną bazę nie tylko dla nauk i zadań kon-
strukcyjnych. W naukach technologicznych dynamika realizowanych procesów
technologicznych wymaga jej wnikliwej analizy, a przy rozwijającej się automaty-
zacji procesów produkcyjnych wysuwa coraz bardziej złożone zadania syntezy
dynamicznej.

W eksploatacji konstrukcji i maszyn konieczne są badania mające za zadanie
z jednej strony kontrolę prawidłowości przebiegu realizowanych przez maszyny
procesów jak i utrzymania warunków prawidłowej pracy samych maszyn, z drugiej
zaś badania dające zarówno wytyczne konstrukcyjne dla polepszenia konstrukcji
maszyn, technologiczne dla usprawnienia realizowanego procesu produkcyjnego,
wreszcie eksploatacyjno-remontowe dla oceny stanu maszyny, jego zmiany wsku-
tek zużycia itd.

Ale mechanika teoretyczna i stosowana to nie tylko podbudowa pod dyscypliny
techniczne, lecz również narzędzie, to zespół metod nieodzownych dla prawidłowej
budowy i rozwoju tych dyscyplin technicznych. Przy tym ta rola nie ogranicza się
do nauk związanych z budową maszyn czy też konstrukcji, ale dotyczy również
bardziej odległych dyscyplin technicznych, jak elektrotechnika, chemia itd.

Wśród nauk podstawowych (ogólno-technicznych) mechanika teoretyczna zaj-
muje miejsce szczególne. Pod względem ścisłości i stosowanego aparatu logiczno-
formalnego nie różni się zasadniczo od matematyki, jednak jeśli chodzi o przedmiot
badań, to dopuszcza i buduje modele matematyczne mniej lub bardziej wyideali-
zowane obiektów konkretnych, procesów rzeczywistych, zjawisk fizycznych. Wyni-
kają stąd zasadnicze postulaty pociągające za sobą duże trudności, których nie
spotykamy w czystej matematyce, mianowicie wymagania co do sensu fizycznego,
celowości i użyteczności technicznej pojęć wprowadzonych przy budowie i opisie
modelu, możliwie jak najdalej posuniętej prostoty opisu, a jednocześnie możliwie
dobrej zgodności cech modelu i obiektu rzeczywistego oraz konieczności weryfikacji
doświadczalnej zgodności właściwości modelu i obiektu rzeczywistego.

Na gruncie rozważań o ruchach i siłach w nauce mechaniki teoretycznej przyszły
inżynier zapoznaje się z możliwością i celowością rozumienia i opisu matematycz-
nego fizykalnych układów i takim prowadzeniem rozważań, obliczeń i spekulacji,
które w końcu prowadzą do ostatecznych wyników konkretnych, dających się wcie-
lać w wymiary, parametry, kształty projektowanych układów, konstrukcji i maszyn.
Wydaje się, że głównie dzięki tej operatywności, przystosowalności i uniwersalności
mechanika teoretyczna nie tylko pozostaje nauką żywą, ale zarazem najlepiej opra-
cowaną dyscypliną dla wdrażania przyszłego inżyniera w nawyki ścisłego technicz-
nego myślenia. Niedocenianie tej roli mechaniki teoretycznej w programach wyż-
szych uczelni technicznych powodować może braki jakościowe w ukształtowaniu
umysłowości nowoczesnego inżyniera, w wyrobieniu umiejętności i nawyków do'
naukowego, odkrywczego podchodzenia do konkretnych problemów napotyka-
nych w praktyce podyplomowej.

5*
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Podstawowym działem mechaniki teoretycznej, który przez swoją strukturę
logiczną, ogólność i operatywność metod w zastosowaniach daleko przekracza
zjawiska czy procesy mechaniczne, a rozciąga się na wszystkie procesy opisujące się
parametrami zmiennymi z czasem i powiązanymi z sobą i z czasem różniczkowymi
równaniami stanu, jest dynamika analityczna. Dynamiką analityczną nazywamy
tę gałąź wiedzy, w której bada się za pomocą analizy matematycznej zmiany sta-
nów ciał materialnych (ruchy), wynikające z ich wzajemnego oddziaływania. Przez
prawie dwieście lat (1700-1900) fizycy rozwijali tylko jedną teorię dynamiczną.
Obecnie mamy trzy teorie dynamiczne, przy czym ostatnia może być jeszcze podzie-
lona na dwie:

1) dynamikę newtonowską,
2) dynamikę relatywistyczną (wyłącza się z niej teorię kwantów),
3a) kwantową dynamikę newtonowską, opartą na bezwzględnej przestrzeni

i bezwzględnym czasie Newtona,
3b) relatywistyczną dynamikę kwantową, opartą na płaskiej czaso-przestrzeni

Minkowskiego lub na zakrzywionej czaso-przestrzeni Einsteina.
We współczesnym rozumieniu dynamika klasyczna oznacza dynamikę punktów

materialnych i ciał sztywnych, przy czym specjalne znaczenie przywiązuje się do
ogólnej teorii, Obejmuje ona również główne rozdziały kinematyki: teorię prze-
mieszczeń skończonych, geometrię mas a także układ sił i współrzędnych uogól-
nionych. Co się tyczy dziedziny stosowalności dynamiki klasycznej, to można po-
wiedzieć, że mechanika newtonowska prawidłowo opisuje zjawiska fizyczne w wa-
runkach, które moglibyśmy nazwać zwykłymi «normalnymi», tzn. kiedy ją sto-
sujemy do problemów techniki i w szerokim znaczeniu tego słowa do problemów
fizyki, obejmujących układy, które nie są ani zbyt wielkie, ani zbyt małe. Niezgod-
ności między teorią a doświadczeniem w tych dziedzinach są w głównej mierze
wynikiem zbyt daleko posuniętego uproszczenia modelu matematycznego (np.
pominięcie tarcia, zastąpienie ciała sprężyście odkształcalnego przez ciało doskonale
sztywne). Dynamika newtonowska może być z powodzeniem stosowana w kine-
tycznej teorii gazów, w pewnej mierze również w mechanice nieba. Uchybienia
w przewidywaniu zjawisk pojawiają się wtedy, gdy 1) prędkości względne nie są
już małe w porównaniu do prędkości światła lub gdy 2) w rozważania wprowadza
się masy skali atomowej.

Skoro w warunkach laboratoryjnych wysokie prędkości mogą być nadane tylko
bardzo lekkim cząstkom, przeto w praktyce te oba warunki pokrywają się. Jednak
możemy traktować je oddzielnie, albowiem warunek pierwszy oznacza granicę,
powyżej której dynamika newtonowska powinna być zastąpiona przez dynamikę
relatywistyczną, warunek zaś drugi oznacza, że poniżej pewnej granicy dynamika
newtonowska powinna być zastąpiona przez dynamikę kwantową.

Jednakże wartość naukowa dynamiki klasycznej, w szczególności dynamiki
newtonowskiej, nie ogranicza się do fizycznych przewidywań opartych bezpośred-
nio na jej podstawach. Dynamika newtonowska jest zbudowana ze zbioru mate-
matycznych wywodów i wniosków otrzymanych w rezultacie podporządkowania
pewnych prostych pojęć pewnym prostym prawom. W rozwoju matematycznym



MECHANIKA TEORETYCZNA I STOSOWANA W ROZWOJU POSTĘPU TECHNICZNEGO 69

tej dyscypliny zostały rozwinięte pewne ogólne schematy (w szczególności metody
Lagrange'a i Hamiltona), które pozwalają na zmianę pierwotnych pojęć prymityw-
nych na bardziej ogólne (np. przestrzeń konfiguracji i przestrzeń fazowa). Okazało się,
że te nowe pojęcia matematyczne można użyć do przedstawienia pojęć fizycznych
w sposób odmienny od tego, jaki był źródłem pojęć matematycznych.

Zatem dynamika newtonowska zrodziła nowe podstawy fizyczne przez zasto-
sowanie wewnętrznie jej odpowiadających idei matematycznych poza granice ich
pierwotnego zastosowania. Jako przykład można przytoczyć zastosowanie me-
tod Lagrange'a w teorii obwodów elektrycznych bądź (co dziwniejsze na pozór)
zastosowanie metod Hamiltona w rozwoju mechaniki kwantowej. W dalszych
rozważaniach nad dynamiką należy zauważyć, że dynamika newtonowska stawia
przed nami zadanie rozwiązania układu równań różniczkowych zwyczajnych,
zatem z matematycznego punktu widzenia można przedmiot dynamiki newtonow-
skiej określić jako równania różniczkowe zwyczajne.

Metody Hamiltona wprowadzają równania różniczkowe o pochodnych cząstko-
wych pierwszego rzędu i przedmiot dynamiki Hamiltona można określić jako rów-
nania różniczkowe cząstkowe pierwszego rzędu. Przejście do teorii kwantów poprzez
równanie Schrodingera stanowi przejście do równań cząstkowych rzędu drugiego.
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OSCYLACJE RAKIETY LECĄCEJ PO TORZE FALISTYM W ATMOSFERZE ZIEMI1

JERZY M A R Y N I A K (WARSZAWA)

1. Wstęp

W wielu pracach rozpatrywane jest zagadnienie powrotu rakiet na ziemię i wejście
rakiet czy też pojazdów kosmicznych w atmosferę ziemi.

STALONY-DOBRZAŃSKI [10] rozpatrując wejście rakiety do atmosfery ziemi
stwierdza, że wpływ atmosfery na tor lotu uwidacznia się dopiero poniżej wysokości
97 km. Wysokość tę nazywa «wysokością efektywną» i uważa, że dopiero od niej
może być rozpatrywany lot pojazdu kosmicznego jako wejście do atmosfery. Ze
względu na tor wejście pojazdów kosmicznych (rakiet) w atmosferę ziemi dzielimy
na: wejście po torze balistycznym, wejście po spirali (szybowanie na wysokości
równoważnej) i wejście po torze falistym. Podział ten jest właściwy również dla
rakiet dalekiego zasięgu.

Rakieta szybująca leci lotem ślizgowym na wysokości, która została nazwana
przez SANGERA «wysokością równoważną». Wysokość ta maleje ze wzrostem ob-
ciążenia jednostkowego powierzchni nośnej i zmniejszeniem prędkości lotu [2].
Siła nośna niezbędna do lotu tej rakiety równoważy różnicę ciężaru i siły odśrod-
kowej wywołanej krzywoliniowym ruchem wokół ziemi; wtedy lot jest możliwy dla
bardzo małych kątów toru.

Tor rakiety lecącej po torze falistym stanowi szereg odcinków toru balistycznego
połączonych ze sobą fazą rykoszetowania.

Przy każdym «skoku» minimalna wysokość toru rakiety jest zawsze mniejsza
od «wysokości równoważnej)), na której mogłaby lecieć rakieta szybująca z taką
samą prędkością i z tym samym współczynnikiem siły nośnej. Lot rakiety po torze
falistym jest możliwy wtedy, gdy kąt toru na początku skoku nie przewyższa 12°
[2] i gdy rakieta dysponuje siłą nośną (ma powierzchnie nośne).

Zagadnieniem rakiet lecących po torze falistym pierwszy zajmował się SANGER
nazywając taką rakietę «rakietą rykoszetującą». W dalszym ciągu nad zagadnie-
niami lotu «rakiety rykoszetującej» pracowali FRIEDRICH i DORE [1], a następnie
TOBAK i ALLEN [3] rozpatrywali stateczność dynamiczną.

Ponieważ «rykoszetowanie» związane jest z ruchem na granicy dwóch ośrodków,
a rakieta porusza się właściwie w jednym ośrodku, to jest w atmosferze ziemi

1 Fragment niniejszej pracy był przedstawiony na IV Ogólnopolskiej Konferencji Techniki
Rakietowej i Astronautyki w Katowicach w 1963 r.



72 JERZY MARYNIAK

o zmiennej gęstości, więc słuszniej jest używać zwrotu «rakieta lecąca po torze fali-

stym».
W niniejszej pracy przeprowadzono analizę ruchu i oscylacji kąta natarcia ra-

kiety poruszającej się w atmosferze ziemi po torze falistym. Oparto się na założe-
niach przyjętych przez TOBAKA i ALLENA W pracy [3] i przyjęto ciągłość atmosfery.
TOBAK i ALLEN W oparciu o pracę [1] obliczyli współrzędne toru rakiety i oscylacje

Rys. 1. Tory rakiet dalekiego zasięgu, ,4-rakieta balistyczna, P-rakieta szybująca, C-rakieta
lecąca po torze falistym (rakieta rykoszetująca)

kąta natarcia wokół środka ciężkości rakiety. Analizę przeprowadzili na przykła-
dzie rakiety rykoszetującej przyjmując «nieciągły» model atmosfery. Powyższe
założenie wprowadza osobliwość w chwili początkowej, co rzutuje na rozwiązanie
zagadnienia. Uniknięcie uproszczeń stosowanych w pracy [3] dało w rozwiązaniach
znaczne różnice nie tylko ilościowe ale i jakościowe.

Przyjęte oznaczenia

c _ dCm pochodna współczynnika momentu pochylającego względem kąta
da natarcia,

dCm
Cmi = "T7JT) pochodna współczynnika momentu pochylającego względem prędko-

-~y— ści zmiany kąta natarcia,

rm — dCm pochodna współczynnika momentu pochylającego względem kąta
ód wychylenia steru,

dCm
Cmq = ——,—r- pochodna współczynnika momentu pochylającego względem kątowej

dl I prędkości pochylenia,

Cx współczynnik oporu
Cz współczynnik siły nośnej,

Cm współczynnik momentu,
k

Czx = — ? pochodna współczynnika siły nośnej względem kąta natarcia,
da

g [m/sek2] przyspieszenie ziemskie,
h [m] wysokość lotu,

/[kGmsek2] moment bezwładności,
/ [m] długość rakiety,
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kGsek2

masa rakiety,

Q [kG] ciężar rakiety,

= _LgK2 [kG/m2] ciśnienie dynamiczne,

Pz [kG]
Px [kG]

Pz/Px
R [m]
SW\

s [m]
t [sek]

K [m/sek]
VE [m/sek]

X[m]
j - [m]

yE [m]
a [rad]

a £ [rad]
as [rad]
a0 [rad]
P [nr*]
y [rad]

yE [rad]
ys [rad]
yz [rad]
<5 [rad]
0 [rad]

siła nośna,
opór,
doskonałość, '
promień ziemi,
powierzchnia nośna,
droga (długość toru),
czas,
prędkość lotu,
prędkość lotu początkowa (przy wejściu),
długość mierzona wzdłuż ziemi,
wysokość nad powierzchnią ziemi,
wysokość początkowa,
kąt natarcia,
kąt natarcia początkowy (przy wejściu),
kąt natarcia statyczny,
kąt natarcia oscylujący,
współczynnik gęstości powietrza,
kąt toru,
kąt toru początkowy (przy wejściu),
kąt toru statyczny,
kąt toru zastępczy,
kąt wychylenia steru,
kąt pochylenia rakiety,

gęstość powietrza,

[m] promień bezwładności.

2. Równania ruchu i założenia ogólne

Ruch rakiety poruszającej się w atmosferze został opisany równaniami przed-
stawionymi przez TOBAKA i ALLENA [3].

Ogólne równanie ruchu przy założeniu, że w każdym cyklu oscylacji prędkość V

i ciśnienie dynamiczne q pozostają niezmienne, zostały ujęte przez Tobaka i Alle-
na w postaci dwóch układów:

pierwszy układ określający tor środka ciężkości rakiety (właściwie układ ten
odpowiada wolnym oscylacjom, tzn. charakteryzuje tor falisty rakiety)

— mV— CxqS + mg sin ys = 0,

(2.1)

mVys-

Ą-gSllCm^ + i

— g cos ys = 0,

vj-0'
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drugi układ określający oscylacje rakiety względem środka ciężkości (układ ten
odpowiada oscylacjom szybkim)

(2.2) - qSl lcmx a0 + On, - ^ + Cm j ^-1 = 0,

Odpowiednie kąty oznaczono na rys. 2. (por. [3] i [1].)

Rys. 2. Oznaczenia kątów i wielkości początkowych

Przy dalszym rozpatrywaniu ruchu rakiety «rykoszetującej» od atmosfery, której
tor przedstawia linię falistą o malejącej amplitudzie, przyjęto następujące założe-
nia upraszczające [3]:

a) współczynniki aerodynamiczne są niezależne od liczby Macha (lot odbywa się
z prędkością ~4000 m/sek),

b) współczynnik oporu Cx jest niezależny od kąta natarcia i prędkości pochylenia,
c) stosunek siły nośnej do oporu jest wielkością stałą,

d) pominięto składnik m — g) zawierający różnicę siły odśrodkowej
R + y

i składowej ciężaru rakiety.
Prędkość lotu V i gęstość powietrza Q wyrazimy za pomocą funkcji kąta toru y;

gęstość powietrza zmienia się wraz z wysokością
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gdzie

„ f) 17S VCr spVa/m* /i
' ' r 6700 •

Drugie równanie układu (2.1) po uproszczeniu ma postać;

dys 1
dl 2

podstawiając do powyższego równania zależność na ^ i zależność kinematyczną

dy dy dys

po scałkowaniu otrzymamy

Korzystając z powyższej zależności otrzymamy

(2.4) Q = 6o e-fy = - ^ (cos ys - cos yE) + 8o e*y* •

Wyrażenie na zmianę gęstości w funkcji kąta toru (2.4) różni się od przyjętego
w pracach [1] i [3] składnikiem Q0 e~$yE. Składnik ten został również pominięty wcześ-
niej w pracach SANGERA dotyczących rakiety rykoszetującej. Uwzględnienie tego
składnika w niniejszej pracy rzutuje na tok rozwiązywania zagadnienia i daje nie
tylko zmiany ilościowe, ale i zasadnicze jakościowe.

Prędkość lotu V znajdujemy z pierwszego i drugiego równania (2.1) w postaci

(2.5) F = F £ e ( ^ ~ y £ ) ^ .
Pz

3. Tor środka ciężkości rakiety

Tor środka ciężkości rakiety w czasie jednego skoku określamy za pomocą współ-
rzędnych x, y i drogi s.

Równanie (2.3) po przekształceniu przyjmie postać:

Q0SCz

2mfi (cos ys - cos y £ ) +

ponieważ w powyższym wyrażeniu -^—^- e ?3>B jest wielkością małą i stałą dla
2mp

danego skoku, więc wprowadzamy kąt zastępczy

(3.1)



-40° 60 BO X [km]

Rys. 3. Tor środka ciężkości rakiety o obciążeniu jednostkowym Q/S = 100 kG/m2 lecącej po torze
falistym z wysokości początkowej 30 000 m i 45 000 m

h
[km]

-12.2°

•&=100kG/m! Ą-Z00k6/m2 -§=.

25-

20
~40 x[kmf-20 -10 30

Rys. 4. Tor środka ciężkości rakiety o obciążeniu jednostkowym Q/S = 100 kG/m2, 200 kG/m2

i 300 kG/m2 lecącej po torze falistym z wysokości początkowej 30 000 m

[76]
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który szczególnie w dalszej części uprości i umożliwi analityczne rozwiązanie za-
gadnienia.

Współrzędne toru środka ciężkości mają postać

(3.2) =±-W \\Ys

Q0SCz
2/M/?(cosys — cosyz)

1
In

tg(y,/2) + tg(y,/2)
tgft/,/2)-tg(y,/2)

/Ssiny,

Wielkość składnika M Ł ~ ^
2mp

In
IĄ

tg(y,/2)-tg(yf/2)

jest mała, lecz nie może być pomijana w stosun-

ku do różnicy (cos ys — cos yE). Kąt toru ys jest zawarty w granicach — yE < y s < yE,
gdzie y£ jest kątem początkowym (wejścia) na danej wysokości i dla rakiety «ry-
koszetującej» osiąga wartość ~ 12°. Uwzględnienie tego wyrażenia pozwala w od-
różnieniu od pracy [3] na obliczenie współrzędnych toru na dowolnej wysokości
lotu rakiety o różnych obciążeniach jednostkowych Q/S (rys. 3 i 4).

4. Oscylacje wokół środka ciężkości rakiety

Oscylacje rakiety wokół środka ciężkości opisane są układem równań (2.2), który
po uwzględnieniu uproszczeń przyjmuje postać:

(4.1) Id - qSl\Cm(la+ Cmq%- + Cmi^r) ••= 0,

a — y = 0.

W dalszym ciągu pomijane są indeksy s i 0, tak że a oznacza oscylujący kąt natarcia
y zmienny kąt toru środka ciężkości rakiety.

Po przekształceniu układu równań (4.1) otrzymujemy równanie oscylacji kąta
natarcia a w funkcji czasu o postaci

(4.2) 5(0 +/i (0 h (t) +/, (0 a (0 = 0,
gdzie współczynniki fx{t) i /2(ż) są niejawnymi funkcjami czasu przez Q i V i wyra-
żają się zależnościami

(4.3)
21

f*(t) =
dl QVS\ Cm.Czl (QVSl\*

21
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W przypadku oscylacji rakiety lecącej po torze falistym wygodniej jest równanie
(4.2) przedstawić w funkcji kąta toru y niż rozpatrywać w funkcji czasu.

Przechodzimy na nowe zmienne y:

da , dy

(AA)

Po podstawieniu zależności (4.4) do równania (4.2) otrzymamy

(4.5) a"(y) [^j + a' (y)/x (y) ^ + ^ j +/2 (y) a (y) . 0.

Oznaczając przez

otrzymamy

(4.6) a" (y) I (cos y - cos yE) + -^—^ e~»yE + a' (y)/3 (y) + a (y)ft(y) = 0.

Wprowadzamy zależność (3.1) na zastępczy kąt toru yx i "obliczamy funkcję
/a(r) i/ł(y)S otrzymamy

(4.7) / s (y) - (cos y - cos yzf (1 - sin y) I -^- - • ^ — Ł I - I I +

,/ .fez
+ (cos y - cos yz)

(4.8) h (y) = (cos y - cos y [

Stosując podstawienie

- (cos y - cos yz) ĵ sm y + — ^-j ̂ j .

y

-li f,(y)dy

(4.9) a(y) = ae ye

otrzymamy równanie (4.6) w postaci

(4.10) a"(cos y - cos yzf + a |jL/§ (y) - i / J (y) +/ 4 (y)j = 0,

które nie posiada składnika z pierwszą pochodną.
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Wprowadzamy oznaczenia

(4.H) * - • T &

(4.12) K t ••

(4.13) K s ••

'z Cz \a}'

Cm* '

i obliczamy funkcję przy a otrzymując

M(y) = -Ę/I (y) + /, (y) — -^/i (y) = (cos y cos yz)
2 — cos y Ą + Ks

+ (cos y — cos yz) [sin y (1 — sin y) iś^ — sin y •
W wyrażeniu na M(y) współczynniki Ki'pKz>K1, po pominięciu składników

małych dostaniemy

(4.14) M{y) = (cos y—cos y z ) 2 ^ 3 + (cos y — cos yx)K2.

W pracy [3] odpowiednik wyrażenia (4.14) ma postać:

M(y) = " 1" TT % >
cos y — cos yE 4 (cos y — cos yE)

co dla w a r u n k ó w wejścia i wyjścia ze skoku, tzn. gdy y = yE lub y — —yE daje
osobliwości i rzutuje n a rozwiązanie równania .

R ó w n a n i e (4.10) przyjmie p o s t a ć

(4.15) <z"(cos y — cos y z ) 2 + a[fcos y — cos y z ) 2 ^ 3 + (cos y -- cos yz)K2] = 0.

Powyższe r ó w n a n i e jest r ó w n a n i e m różniczkowym zwyczajnym drugiego rzędu
o zmiennych współczynnikach. Ponieważ kąt t o r u y jest zawarty między wielkościami:

dla fazy wejścia

YE > Y > 0,
dla fazy wyjścia

0 > y > -yE,
a kąt yE x 12° oraz yz M 13,8° wyrażenie (cosy—cosyz) przedstawiające sobą
gałąź kosinusoidy zastąpiono sieczną

dla fazy wejścia
1

cos y — cos yz « (yz — y) -«•

dla fazy wyjścia

cos y - cos YZK (yzĄ-y)-1r\yz

Jr —

Stosując powyższe uproszczenia równanie (4.15) przyjmie postać

= 0.
1
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Stosując zamianę zmiennych yz^f y = r\ i oznaczając

(4.16) * = ~ ^ —

otrzymamy
(4.17) a V + a (rj2Ks + r]x2) = 0.

Wielkości liczbowe współczynników w przypadku rozpatrywanej rakiety są na-
stępujące: x2 ~ 5560, £3 = 132. Po rozdzieleniu współczynnika przy a na dwie
funkcje i zostawieniu po stronie lewej wartości znaczących otrzymamy

(4.18)

Z rozwiązania powyższego równania przy pominięciu prawej strony otrzymamy
pierwsze przybliżenie

(4.19)

Rozwiązanie powyższego równania jest kombinacją liniową funkcji Bessela
pierwszego i drugiego rodzaju zerowego rzędu

(4.20) a(rj) = C^rj Jo[2]/^] + C2]/^YQ[2 j / ^ ] .

Dalsze przybliżenia otrzymamy zastępując równanie (4.18) równaniem całkowym
Volterry drugiego rodzaju w postaci

a O) =

+ C^yz - y F 0 [ 2 / ^ ( y , - y ) ] -

gdzie

K (V « = (4 - %*a) " l/^ ]/yTTf {r0 [2 ] / ^ ] /„ [2 l A ^

- /o[2
Dalsze przybliżenia obliczamy rozwiązując równanie całkowe Volterry metodą
kolejnych przybliżeń. Już w drugim przybliżeniu wartość całki jest mała i może
być pominięta. W przypadku rakiety rozpatrywanej dla przykładu wartość liczbowa
całki dla y = 0 wynosi —7,3 -10~3, co w stosunku do 1,17 wartości a(y) obliczo-
nej w pierwszym przybliżeniu stanowi poniżej 1%. Widzimy, że uwzględnienie
prawej strony równania daje nieznaczne poprawki i jako rozwiązanie równania
(4.17) przyjmujemy pierwsze przybliżenie:

(4.21) a(y) = e*W/j {Cx Jo [2/^j] + C2 Yo
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Obliczymy teraz wykładnik potęgowy przy e, funkcję ip(y). Funkcja ta jest scał-
kowana bez uproszczeń:

y y

V(Y)=-jj Kj3(y)dy=-~K1J [cos y - cos yz)
2 -

(4.22) — sin y (cos y — cos yz)
2 + (cos y — cos yz)

3] dy,

f (y) = - y Ki KYB -v)fh+ ( r l - y 2 ) ^ + (ył - ys) /*J,

gdzie po uproszczeniu
,«! = —2 + 5 cos yz — 4 cos2 yz + cos3 yz,

3 1
ft = -J ~ c o s y* + -jcos2y2,

2 4 1 „
/"s = -j - -j cos yz + — cos2 yz.

Wykładnik potęgowy f(y) przedstawiony przez funkcję (4.22) jest parabolą. Nato-
miast wykładnik potęgowy uzyskany w pracy [3] ma postać

V>(.Y)A= -^KI(YE-Y)>

tzn. zmienia się liniowo w zależnośoi od y i tym samym wywołuje silny wzrost
tłumienia w fazie wyjścia, co jest sprzeczne z fizycznym wyjaśnieniem zjawiska.

Stałe Cx i C2 wyznaczamy dla warunków początkowych. W niniejszej pracy
rozpatrzono dwa przypadki:

Przypadek A. Rakieta na początku skoku (w fazie wejścia) leci na określonym
kącie natarcia aE i bez prędkości kątowej — odpowiada to warunkom przyjętym
w pracy [3].

Przypadek B. Rakieta wchodzi na określonym kącie natarcia « j i z określoną
prędkością kątową qE.

Przypadek A. Stałe Cy i C3 wyznaczamy dla warunków początkowych: gdy

Y — YE> t o a — aE, da/dt = 0

z równania (4.21) po uwzględnieniu (4.22).
Oscylacje kąta natarcia wokół środka ciężkości rakiety w funkcji kąta toru y

wyrażają się zależnością

(4.23) a(y) =

gdzie
— yz — y —-dla fazy wejścia, tzn. yE > y > 0,
= yz + y —• dla fazy wyjścia tzn. 0 > y > — YE>

ip(y) —• przedstawione wyrażeniem (4.22),

€ Mechanika teoretyczna
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(4.24) Ą - [1 - (y, - y£) (Ak^ + 2 y£ Klft, + 3 y | # 1 / M B ) ] Yo (/i2) - p, 71

(4.25) G2 = [1 - (y2 -

Prędkość kątową przy wyjściu (na końcu skoku) obliczamy przez zróżniczkowanie
wyrażenia (4.24) względem czasu i podstawieniu

y = -VE-

(da\ lda\
\dt /y = - 7£ \dy j'y = - y£ \ dt Jy = - IE

SCZQO -l
e

Odpowiednie wyniki otrzymane w pracy [3] dla oscylacji kąta natarcia w przy-
padku A są następujące:

dla fazy wejścia, yE ^ y ^ 0,

« (Y)A = <*E &(v* - v ) Jo [2 ]/«2 (YE ~ y)]
dla fazy wyjścia, 0 > y > — y£,

1 +

a prędkość kątowa przy wyjściu

Różnice w wynikach' prac niniejszej i [3], przedstawionych poprzednio, są znaczne
i zostaną omówione poniżej. •

Przypadek B. Stale Cx i C2 wyznaczamy dla warunków początkowych:

gdy y = yE, to a = aE, ~ == qE.

z równania (4.21) po uwzględnieniu (4.22).
Oscylacje kąta natarcia w przypadku wejścia z określoną prędkością kątową

mają postać

(4.27)

«(y) - «(y),-o + | r «*W " j / ^ 4 ^ G^ i 7« W) ^ t2 V/«^'] - 7o 0O ^o[2
gdzie a(y) g = 0 oznacza oscylacje kąta natarcia przedstawione zależnością (4.23)
w przypadku A;
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Prędkość kątowa przy wyjściu ma postać:

gdzie qą-0 jest prędkością kątową przedstawioną zależnością (4.26) w przypadku A.

5. Przykład liczbowy

Obliczenia przykładowe i porównawcze wykonano dla rakiety o danych geo-
metrycznych i aerodynamicznych przyjętych przez TOBAKA i ALLENA [3].

Rozpatrywano rakietę posiadającą kadłub stożkowy o długości / = 15 m, skrzy-
dła delta o małym wydłużeniu, obciążenie jednostkowe powierzchni nośnej
Q/S = 100 kG/m2; 200 kG/m2 i 300 kG/m2. Przyjęto kadłub jednolity o momencie

1 / / \2

bezwładności I — — ml2, gdzie — = 2 2 .
22 \aj

Dane aerodynamiczne są następujące: doskonałość Pz/Px = 6. Początkowy kąt
natarcia aE — 5°, zapas stateczności 3%;

9llm — _ !
Cz ' Cz ~ 10' Cz~~ ~2; Cz* ~ ~ 6 ;

początkowy kąt toru yE = 12,2°, zasięg ~ 7400 km, prędkość max VE « 4350 m/sek.
Obliczenia wykonano dla wyników otrzymanych w niniejszej pracy i na wspól-

nych wykresach porównano z wynikami otrzymanymi w pracy [3].
Tor lotu rakiety o obciążeniu jednostkowym Q/S = 100 kG/m2 obliczono wg

wzorów (3.2) dla dwóch wysokości 45 000 rn oraz 30 000 m i przedstawiono na
rys. 3, na którym wykreślono również tor obliczony ze wzorów Tobaka i Allena
[3] oznaczając go na wykresie przez A i T.

Na podstawie wzorów (3.2) obliczono charakter skoku rakiety na wysokości
30 000 m dla trzech obciążeń powierzchni nośnej Q/S = 100 kG/m2, dla 200 kG/ma

i 300 kG/m2 i przedstawiono na rys. 4. Jak wynika z obu wykresów różnice spo-
wodowane uwzględnieniem wysokości wejścia są znaczne. Wyniki otrzymane
w niniejszej pracy pozwalają na obliczenie toru podczas dowolnego skoku na do-
wolnej wysokości. Zmniejszenie wysokości wejścia (rys. 3) jak również zmniejsze-
nie obciążenia jednostkowego powierzchni nośnej powodują skrócenie skoku.

Oscylacje kąta natarcia rakiety lecącej po torze falistym, która przy wejściu nie
posiada prędkości kątowej, obliczono ze wzoru (4.23) i zmianę stosunku a/aE

przedstawiono na wykresach.
Na rysunku 5 przedstawiono obwiednie maksymalnych amplitud oscylacji kąta na-

tarcia w czasie jednego skoku dla rakiety lecącej po torze falistym o obciążeniu
jednostkowym Q/S — 100 kG/m2, rozpoczynającej wejście na wysokości yE —
*= 45 000 m i 30 000 m i porównano je z wykresem obwiedni obliczonej ze wzorów
Tobaka i Allena w [3], : \ ; i •.: . .

Charakter oscylacji kąta natarcia dla powyższych warunków przedstawiono
na rys. 6 a/aE w funkcji kąta toru y ii na rys. 7 w funkcji długości skoku.: $.

6*
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= 45000 m

Rys. 5. Obwiednie amplitud oscylacji kąta natarcia wokół środka ciężkości rakiety w funkcji kąta
toru dla wysokości początkowej 30 000 m i 45 000 m i w przypadku Tobaka i Allena
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Rys. 6. Charakter oscylacji kąta natarcia rakiety w funkcji kąta toru przy obciążeniu jedno-
stkowym rakiety Q/S = 100 kG/m2

Jak widzimy z rys. 5, 6 i 7 różnice wynikające z obliczeń wg pracy niniejszej i pracy
[3] nie tylko mają charakter ilościowy, ale różnią się zasadniczo jakościowo (rys. 5).
Amplituda oscylacji kąta natarcia wg pracy [3] jest bardzo silnie tłumiona bez wzglę-
du na wysokość zarówno w fazie wejścia, jak i przy wyjściu. . . . . , •
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Według niniejszej pracy amplituda oscylacji kąta natarcia zależy od wysokości
i przy wyjściu tłumienie maleje. Na wysokościach powyżej 45 000 m tłumienie jest
mało efektywne i wartość oscylującego kąta natarcia przewyższa kąt natarcia przy
wejściu. Zmniejszenie wysokości powoduje wzrost tłumienia (rys. 5) i wzrost czę-
stości oscylacji (rys. 7) (wpływa podobnie jak wzrost sztywności zawieszenia w ukła-

-W •

Rys. 7. Charakter oscylacji kąta natarcia rakiety w funkcji przebytej odległości przy obciążeniu
jednostkowym rakiety QjS = 100 kG/ma

dzie mechanicznym); potwierdza to wyniki otrzymane przez HoriuchTego w pracy
{7] i zaprzecza wynikom Tobaka i Allena [3]. Dla wysokości 30 000 m wykonano
obliczenia przy trzech wartościach obciążenia jednostkowego tzn. Q/S = 100 kG/m2

i 300 kG/m2.

Na rysunku 8 przedstawiono obwiednie maksymalnych amplitud oscylacji kąta
natarcia, na rys. 9 charakter oscylacji w funkcji kąta toru y.

Wzrost obciążenia jednostkowego powoduje niewielkie zmniejszenie tłumienia
{rys. 8) i znaczne zmniejszenie częstości oscylacji (wpływa podobnie jak zwiększe-
nie masy przy stałej sztywności zawieszenia w układzie mechanicznym).

Na podstawie wzoru (4.26) przeprowadzono obliczenia kątowej prędkości pochy-
lania w chwili wyjścia z danego skoku, w przypadku gdy rakieta lecąca po torze
falistym wchodzi bez prędkości kątowej.

Do ostatecznego obliczenia (da/dt) dla y — —yE przyjęto prędkości początkowe
VE, odpowiadające lotowi rakiety rykoszetującej o danym obciążeniu jednostko-
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a/at

Rys. 8. Obwiednie oscylacji kąta natarcia rakiety w funkcji kąta toru dla wysokości początkowej
30 000 m

Rys. 9. Charakter oscylacji kąta natarcia rakiety w funkcji kąta toru dla wysokości początkowej
30 000 m

wym na wysokości równoważnej [2]. Początkowy kąt natarcia przyjęto dla wszyst-
kich przypadków aE = 5°. Tak obliczone prędkości kątowe pochylania mają war-
tości podane w tablicy 1.

Jak wynika że wzoru (4.26) i tablicy 1 rakieta lecąca po torze falistym wychodząc
z każdego skoku koziołkuje mimo wejścia bez prędkości kątowej. Prędkość kątowa



OSCYLACJE RAKIETY LECĄCEJ PO TORZE FALISTYM W ATMOSFERZE ZIEMI 87

Tablica 1

h

m

TOBAK I ALLEN

45 000
30 000
30 000
30 000

QIS

kG/ma

100

100
100
200
300

VE

m/sek.

4350
1855
1855
695
985

1300

l/m

l,0110-«
9 -10-8

4,76'10-°
3,09-10-°

T
Czas jednego
obrotu rakiety

godz.

35
14,9
10,7
3,2
4,25,
4,97

wzrasta w miarę zbliżania się do ziemi, jak również wraz ze zmniejszeniem się ob-
ciążenia jednostkowego rakiety.

Słuszne więc było rozpatrzenie przypadku B, gdy rakieta rozpoczyna skok z okre-
śloną prędkością kątową. Na podstawie wzoru (4.27) obliczono charakter oscy-
lacji kąta natarcia rakiety rykoszetującej o obciążeniu jednostkowym QjS =
= 100 kG/m2 i 200 kG/m2, rozpoczynającej skok na wysokości 30 000 m. Obli-
czenia wykonano dla początkowej prędkości kątowej zmieniającej się od —0,08
rad/sek do +0,08 rad/sek i przedstawiono na rys. 10 i 11.

-0,5

- 1 0 •

Rys. 10. Charakter oscylacji kąta natarcia rakiety w funkcji przebytej odległości dla rakiety
rozpoczynającej skok z prędkością kątową na wysokości 30 000 m przy obciążeniu jednostkowym

Q/S = 100 kG/m3; aE = 5° i VE = 695 m/sek ,. .' \. \
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Na rysunkach 10 i 11 widzimy, że prędkości kątowe w zakresie do ± 0,01 rad/sek
wpływają bardzo mało na charakter oscylacji i praktycznie biorąc wpływ ten można
pominąć. Większe prękości kątowe, tzn. qE> | ± 0 , 0 1 | rad/sek., powodują wzrost
amplitudy oscylacji kąta natarcia nie wpływając zasadniczo na częstość oscylacji
i charakter tłumienia.

-1,0

Rys. 11. Charakter oscylacji kąta natarcia rakiety w funkcji przebytej odległości dla rakiety roz-
poczynającej skok z prędkością kątową na wysokości 30 000 m przy obciążeniu jednostkowym

QIS = 200 kG/m2; aE = 5° i VE = 985 m/sek
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P e 3 IO M e

OCU.HJIJLqU.HH PAKBTLI OTH)KyiIIEHCJI B ATMOCOEPE 3EMJIH n o
BOJIHOOEPA3HOH TPAEKTOPHH

B pa6oTe npoBefleH aHajin3 /rBH>KeHHH H ocirHJiJiHnHii yrjia aiaKH paKeTbi flBHwymeflcH B aT-
Moccbepe 3emJin no BOJiHoo6pa3Hoft TpaeKTopHH. r ipn pacciwoTpeHHH ocnHJurainiH yrjia aiaKH
paneTW no OTHomeHmo K neHTpy THHcedH nojiy^eHO o6tiKHoaeHHoe flH(J)(J)epeHqHanbHoe ypaBHe-
HHe BToporo nopflflKa c nepeMeHHbiMH KoacbdpHUHeHTaMii. IlepBoe npn6jin>KeHHe
B BHfle jiHHeHHOił KOM6Hiiarj;HH dpyHKUjai Beccejra nepBoro H BToporo pofla HyneBoro
cneflyiomHe npnSjiHJKeHHH nonytieHti nyTeiw 3aMeHti HHdpd)epeHu;HajibHoro ypaBHeroM HHTerpaJit-
HbiM ypaBHemieM BontTeppLi BToporo pofla.

J [ J W 3aflaHiioii paKeTbi npoH3BefleHW pacweTbi, a pe3yjiBTaTbi cpaBHeHbi c pe3yjn>TaTaiviH T O E A K A
II AnJlEHA B pa6oTe [3]. Ha STOH OCHOBC oTiweMeHbi 3HaqHTejibHbie, He TOJIBKO
HO H Ka"iecTBeHHbie, (pH3Hqeci<H o6ocHOBaHHwe pa3JiHqHH. noJiy^ieHHb

jiH pai<eTH flBH>KynieiicH no BOJiHoo6pa3Hoii TpaeKTopHH Ha npoii3BOJibHoft Bbicoie.

S u m m a r y

OSCILLATORY MOTION OF A SKIP ROCKET IN THE EARTH'S ATMOSPHERE

In the present paper the analysis of the motion and the osdllations of the incidence angle of a skip
rocket moving in the earth's atmosphere is examined. An ordinary differential eąuation of the second
order with variable coefBcients has been obtained by considering the osdllations of the incidence
angle of the rocket with respect to the centre of gravity. The flrst approximation is given in the form
of a linear combination of the Bessel funetions of the flrst and second kind and zero order, the second
approximation is obtained replacing the differential eąuation by the Volterra integral eąuation
of the second kind.

The example calculations has been performed for a given rocket and has been compared with
the results of M. TOBAK and H. J. ALLEN [3].

The results prove considerable quantitative as well as qualitative differences having a physical
justiflcation. The obtained results hołd for a skip rocket flying along a wavy path on any altitude.





B I U L E T Y N I N F O R M A C Y J N Y
POLSKIEGO TOWARZYSTWA MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ

IX MIĘDZYNARODOWY KONGRES MECHANIKI STOSOWANEJ W MONACHIUM
W DNIACH 30. VIII - 5. IX; 1964

Międzynarodowe kongresy mechaniki, dające przegląd najnowszych osiągnięć z dziedziny różnych
gałęzi mechaniki ciał stałych, cieczy i gazów, odbywają się co cztery lata. Pierwszy obradował w r. 1924
w Delft, ostatnie dwa w Brukseli (1956) i Stresie (1960).

Tegoroczny kongres, jedenasty z rzędu, odbył się w Monachium (NRF) i trwał tydzień. Był on
skromniejszy od obu poprzednich zarówno jeżeli chodzi o liczbę uczestników, jak i liczbę wygłoszo-
nych referatów i czas trwania. W myśl sugestii Międzynarodowego Komitetu Kongresów Mechaniki,
mających na celu zabezpieczenie odpowiedniej ilości czasu na poszczególne referaty i dyskusję,
organizatorzy ograniczyli mianowicie liczbę referatów sekcyjnych do 145 i 9 wykładów ogólnych
(wobec ponad 500 w Brukseli i ponad 200 w Stresie). Czas przewidziany na wygłoszenie referatu,
dyskusję i przerwę wyniósł przy tym 45 minut, a na wygłoszenie wykładu ogólnego 1 godzinę (bez
dyskusji). Również czas trwania całego kongresu został skrócony (w Brukseli wynosił on 9 dni),
co w efekcie spowodowało niezamierzone może zmniejszenie liczby uczestników. Podczas gdy liczba
biorących udział w dwóch poprzednich kongresach przekraczała 1000, to na kongres w Monachium
zgłoszono 830 uczestników, z tego nie przybyło 82. Ponieważ w kongresie wzięło udział bez uprzed-
niego zgłoszenia 159 osób (głównie z NRF), przeto ostateczna liczba uczestników wyniosła 907.
Poza gospodarzami (309 osób) największa liczba uczestników reprezentowała Wielką Brytanię
(142), USA (130), Francję (70), Holandię (47) i ZSRR (28). Polska była reprezentowana przez dele*
gację 8-osobową (dla porównania: w Brukseli— 16, w Stresie— 15), mianowicie 6 osób delegowa-
nych przez Polską Akademię Nauk (profesorowie: W. OLSZAK, przewodniczący delegacji, J. MOS-
SAKOWSKI i H. ZORSKI, docenci: P. PERZYNA, A. SAWCZUK i A. SZANIAWSKI) oraz 2 osoby delego-
wane przez Ministerstwo Szkolnictwa Wyższego (prof. M. ŻYCZKOWSKI i dr S. ŁUKASIEWICZ).
Ogółem delegacje reprezentowały 34 państwa ze wszystkich pięciu części świata (najmniej Afrykę —
jeden delegat, oraz Australię — trzech).

Obrady odbywały się w salach Deutsches Museum na wyspie na rzece Isar równolegle w pięciu
sekcjach, przy czym na zmianę 2 sekcje reprezentowały mechanikę ciał stałych, i 3 — mechanikę
cieczy i gazów, lub 3 mechanikę ciał stałych a 2 — cieczy i gazów. Największa sala mieściła ponad
2000 osób i oczywiście nie była pełna nawet na obradach plenarnych, natomiast mniejsze sale — 100
do 200 osób i w tych było czasem trudno o miejsce siedzące.

Spośród przyjętych referatów najwięcej wygłosili przedstawiciele Stanów Zjednoczonych (39 + 2
ogólne), ZSRR (25+2), W. Brytanii (14+1), Francji (14+1), NRF (13 + 1), Japonii (7) i Czechosło-
wacji (5). Polskę reprezentowały 3 referaty (W. OLSZAK i P. PERZYNA, A. SAWCZUK, S. ŁUKASIE-
WICZ). Taką samą liczbę referatów wygłosili przedstawiciele Holandii i Rumunii, natomiast pozostałe
państwa posiadały już mniej przyjętych referatów (1 lub 2). Ogółem referaty wygłosili przedstawi-
ciele 24 pańsfw. Należy tu podkreślić, że liczba zgłoszonych na kongres referatów była około cztery
razy większa od liczby referatów przyjętych do wygłoszenia.

Zreferowane prace reprezentowały tak różne dziedziny mechaniki teoretycznej lub stosowanej,
że na poszczególne kierunki przypadła bardzo niewielka liczba referatów. Ogólnie biorąc, można by
poszczególne referaty zaklasyfikować następująco:
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Podstawy mechaniki ośrodków ciągłych
Ogólna teoria przepływów
Teoria płyt i powłok
Teoria sprężystości
Teoria drgań
Stateczność hydrodynamiczna
Przepływy ponaddźwiękowe
Teoria warstwy przyściennej
Teoria plastyczności
Reologia
Magnetohydrodynamika i teoria plazmy
Fale uderzeniowe
Teoria mechanizmów i dynamika ciała sztywnego
Problemy kawitacji
Przepływy z wymianą ciepła
Inne

15
15
15
11
11
11
10
10
8
8
8
6
5
5
4
3

razem 145

Oczywiście, klasyfikacja ta jest jedynie orientacyjna, gdyż tematyka wielu referatów leżała na pogra-
niczu kilku dziedzin. Tak więc można powiedzieć, że liczba referatów z poszczególnych gałęzi me-
chaniki była bardzo mała. W związku z tym dorobek ostatnich lat nie zawsze mógł być należycie
naświetlony poprzez referaty, a korzyści, jakie odnieśli uczestnicy, wypływały często głównie z kon-
taktów osobistych i bezpośredniej dyskusji.

Kongres rozpoczął się nieoficjalnie w niedzielę wieczorem, 30. VIII. 1964., spotkaniem towarzyskim
w salach Regina-Palast-Hotel. Oficjalne otwarcie nastąpiło w poniedziałek o godz. 9.30 w wielkiej
sali Deutsches Museum. Po odegraniu przez Monachijską Orkiestrę Kameralną «AUegro» z sym-
fonii Es-dur J. CH. BACHA zabrał głos w imieniu Niemieckiego Komitetu Organizacyjnego prof.
H. GÓRTLER, zastępca przewodniczącego, który po powitaniu gości zawiadomił zebranych o nie-
dawnej śmierci przewodniczącego Komitetu, prof. R. GRAMMELA. Na ekranie ukazała się podo-
bizna zmarłego, a jego pamięć uczcili zebrani minutą ciszy. Imieniem Międzynarodowego Komi-
tetu Organizacyjnego Kongresów Mechaniki powitał zebranych prof. G. TEMPLE (Oxford), następnie
krótkie przemówienia powitalne wygłosili przedstawiciele rządu federalnego i rządu Bawarii. Część
oficjalna otwarcia kongresu została zakończona odegraniem «AHegro con spirito» z symfonii A-dur
W. A. MOZARTA.

W poniedziałek przed południem został wygłoszony jeden wykład ogólny (prof. L. SIEDOW,
Moskwa), a w godzinach 14-17.45 po pięć referatów w pięciu sekcjach. W ciągu następnych czte-
rech dni obrady odbywały się w godzinach 9-17.45 według następującego schematu: 9-9.45 obrady
sekcyjne (zawsze w pięciu równoległych sekcjach), 10-12 obrady plenarne (codziennie po dwa re-
feraty przeglądowe), 12-14 przerwa, 14—17.45 obrady sekcyjne (po pięć referatów). W piątek, 4.IX.,
o godz. 18 nastąpiło oficjalne zamknięcie obrad kongresu przez prof. W. T. KOITERA (Delft), sekre-
tarza Międzynarodowego Komitetu Organizacyjnego, a o 19.30 w sali «L5wenbraukeller» odbył się
specjalnie dla uczestników kongresu «wieczorek bawarski», na którym wystąpiło ze śpiewami i tań"
cami kilka zespołów ludowych, a który ponadto był okazją do wygłoszenia toastów i podziękowania
gospodarzom. W sobotę organizatorzy urządzili wycieczkę w okolice Alp Bawarskich.

Przejdziemy do krótkiego omówienia poszczególnych referatów. Najpierw zajmiemy się wykła-
dami przeglądowymi w kolejności ich wygłaszania, a następnie referatami sekcyjnymi, uporządko-
wanymi tematycznie.

L. I. SIEDOW (Moskwa) w wykładzie «Pewne problemy tworzenia nowych modeli ośrodków
ciąglych» zajął się typami idealizacji własności, stanów i procesów zachodzących w ośrodkach
ciągłych. Omówił on hipotezy symetrii i wynikające stąd konsekwencje w przypadku materiałów
fizykalnie nieliniowych. Podano również przykłady nowych modeli mechanicznych. Wykład ten,
wygłoszony po rosyjsku, był na bieżąco tłumaczony na język angielski przez H. Zorskiego.
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E. REISSNER (Cambridge, Mass.) wygłosił referat przeglądowy «O podstawach teorii sprężystych
odkształceń powłok». Omówiono w nim bardzo aktualny ostatnio problem wyprowadzania równań
teorii powłok z ogólnych równań trójwymiarowej teorii sprężystości. Równania oparte na hipotezie
Love'a-Kirchhoffa (nazwanej przez autora hipotezą Eulera-BernouUiego) stanowią wtedy pierwsze
przybliżenie związków ściślejszych.

R. LEGENDRE (ChatilIon-sous-Bagneux) w wykładzie «Przepływy nieustalone wokół ciał drgają-
cych naszkicował metody rozwiązywania zadań pozwalających dokładniej określić siły działające
na drgające ciało. Ciało drga dostatecznie słabo, aby przepływ pozostawał w przybliżeniu potencjal-
nym. Podane zostały przykłady analizy oddziaływania między skrzydłami samolotu a kadłubem
oraz między Jopatkami maszyn wirnikowych.

Wykład I, N. WEKUA (Nowosybirsk) «Nowe metody w matematycznej teorii powłok» dotyczył
zastosowania w teorii powłok zmiennej zespolonej. Szczególną uwagę zwrócono na stan błonowy
powłok wypukłych.

L. J. F. BROER (Eindhoven) w wykładzie «Nowe osiągnięcia w teorii rozchodzenia się fal»
sformułował podstawy ogólnej teorii rozchodzenia się fal jednowymiarowych i nieustalonych oraz
przeanalizował wpływ niektórych czynników, takich jak dyspersja lub efekty nieliniowe.

G. F CARRIER (Cambridge, Mass.) w pracy «Zjawiska w obracających się płynach» rozpatrywał
kilka modeli obracających się zbiorników z przepływającym wewnątrz płynem. Podał on również
interpretację dla pewnych zjawisk atmosferycznych związanych z ruchem atmosfery i prądami
morskimi.

K. MAGNUS (Stuttgart) w wykładzie «Ruchy obrotowe ciał sztywnych w centralnym polu sił
ciężkości» zwrócił uwagę na dwa zasadnicze zastosowania przedstawianej teorii: w teorii aparatury
nawigacyjnej, opartej na działaniu wahadła lub żyroskopu, oraz przy analizie ruchów obrotowych
sztucznych satelitów. Omówiono problem stateczności ruchu w badanym przypadku.

H. ZIEGLER (Ziirich) przedstawił pracę «Termodynamika odkształceń*. Zwrócono w niej uwagę na
konieczność opierania praw fizycznych ośrodków ciągłych na podstawowych zasadach termody-
namiki. Omówiono również zastosowanie teorii Onsagera przy tworzeniu praw liniowych oraz —
po dokonaniu stosownych uogólnień — do ośrodków fizykalnie nieliniowych.

T. B. BENJAMIN (Cambridge) w wykładzie przeglądowym «Przepływ z giętkimi brzegami» przed-
stawił zagadnienia związane ze stabilizującym działaniem odkształcalnych brzegów.

Na omówione powyżej 9 wykładów ogólnych poświęcono 9 pełnych godzin nie przewidując
czasu na dyskusję. Obecnie omówimy referaty sekcyjne, które trwały po pół godziny, przy czym na
dyskusję nad każdym referatem przeznaczono 10 minut. Trzeba podkreślić, że wyznaczone czasy
były zazwyczaj bardzo skrupulatnie przestrzegane przez referentów.

SEKCJA 1. MECHANIKA CIAŁ STAŁYCH

Stosunkowo znaczną liczbę prac poświęcono podstawom mechaniki różnych ośrodków niekla-
sycznych. Ośrodkami typu Cosserata (wykazującymi «naprężenia momentowe» w wyniku momentów
rozłożonych w sposób ciągły) zajmowały się prace E. KRONERA (Clausthal-Zellerfeld) «Problem
fizykalny naprężeń antysymetrycznych i tak zwanych naprężeń momentowych*, R. A. TOUPINA
(Yorktown Heights, N. Y.) «Naprężenia momentowe w teorii sprężystości i H. NEUBERA (Mona-
chium) «O rozwiązaniu ogólnym problemów liniowo-sprężystych w izotropowych i anizotropowych
ośrodkach Cosserata». Prace te posiadały charakter czysto teoretyczny, z tym że E. KRONER zajmo-
wał się głównie podstawami fizykalnymi, R. A. TOUWN — teorią ogólną, natomiast H. NEUBER —
metodami rozwiązań. A. C. ERINGEN (Lafayette, ind.) w referacie «Mechanika materiałów mikro-
morficznych» zajął się ośrodkami, których zachowanie się jako kontinuów zależy od mikrostruktury
materiału (ciecze anizotropowe, zawiesiny, ośrodki sypkie i porowate). Podana teoria ogólna obej-
muje wiele znanych teorii jako przypadki szczególne. E. H. BROWN (Londyn) przedstawił pracę
«Teoria mechanicznego zachowania się piasku»; teoria ta oparta jest na adaptacji do piasku podanej
przez Druckera definicji materiałów statecznych. Uzyskane prawo fizyczne jest prawem przyrosto-
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wym w odniesieniu do dewiatorów, a skończonym dla tensorów kulistych. W. PRAGER (Zurych)
w pracy «Ośrodki sprężysto-idealnie utwardzalne» podał kilka dalszych przykładów zastosowań
zaproponowanej przed paroma laty teorii takich ośrodków.

Problemami szczelin i pęknięć zajmowali się H. FESSLER i R. W. WILSON (Nottingham) w refe-
racie «Odkształcenia w pobliżu szczelin w płytach aluminiowych)) oraz C. MYLONAS (Providence,
R.I.) w pracy «Mechanika kruchego pękania)). Pierwsza z tych prac miała charakter doświadczalny,
częściowo w oparciu o elastooptykę, natomiast druga — doświadczalno teoretyczny; stwierdzono,
iż w pewnych warunkach pękanie może się pojawić już przy naprężeniach rzędu 10% granicy plastycz-
ności.

Do prac o charakterze podstawowym można również zaliczyć referaty C. TRUESDELLA (Balti-
more, Md.),P. G. HODGE'A (Chicago, 111.), B. A. BOLEY'A (Nowy Jork), TH. LEHMANNA (Hannover),
W. S. HEMPA (Cranfield) i H. LEIPHOLZA (Karlsruhe). C. TRUESDELL W referacie «Niestateczności
przy czystym ścinaniu idealnie sprężystego materiału izotropowego)) omówił takie zjawiska jak
płynięcie przy ścinaniu, związane ze zmniejszaniom się modułu ścinania w związku ze skończonymi
odkształceniami sprężystymi. P. G. HODGE przedstawił pracę (referowaną przez W. PRAGERA)
«Określanie obciążeń granicznych metodami nieliniowego programowania)); w oparciu o ogólne
twierdzenia o nośności granicznej sformułowano podstawy teorii i zastosowano ja. do belek prostych
i o krzywiźnie pierwotnej. A. BOLEY W pracy «Blędy przy przybliżonym określaniu temperatury
i naprężeń termicznych)) podał pewne metody znajdowania kresów górnych i dolnych, a więc i oceny
błędu w ogólnych przypadkach trójwymiarowych. TH. LEHMANN wygłosił referat «Odkształcenia
klasycznego kontinuum w ujęciu czterowymiarowym»; zaproponowano traktować czas nie jako
parametr, lecz jako czwartą zmienną. W. S. HEMP przedstawił pracę «Studia nad teorią układów
Michella», w której na prostym modelu kratownicy Michella zobrazował problemy optymalnego
kształtowania, linii poślizgu, nośności granicznej itd. Wreszcie H. LEIPHOLZ W referacie «Podstawy
teorii stateczności ośrodków sprężystych przy obciążeniu niekonserwatywnym» zajął się —przy
zastosowaniu metody Galerkina —• oceną możliwości stosowania statycznego kryterium statecz-
ności przy problemach niekonserwatywnych oraz wpływem tłumienia wewnętrznego przy kryterium
kinetycznym. Wreszcie H. LE BOITEUX (Paryż) przedstawił pracę «Funkcje przeniesienia w teorii
odkształceń)), w której zajął się pizystosowaniem znanego z elektrotechniki pojęcia funkcji przenie-
sienia do zagadnień mechaniki ośrodków ciągłych, w szczególności lepkosprężystych.

W dziale teorii sprężystości dwie prace poświęcone były naprężeniom cieplnym. J. N. GOODIER
i A. L. FLORENCE (Stanford) przedstawili pracę «Lokalne naprężenia cieplne w pobliżu otworów
i wtrąceń zaburzających jednorodny przepływ ciepła; rozprzestrzenianie się szczelin cieplnych)).
Omówiono znane dotychczas rozwiązania i podano kilka nowych; stwierdzono, że w przypadkach
obciążeń cieplnych rozprzestrzenianie się szczeliny typu Griffitha nie jest możliwe. M. DARRIEUS
(Paryż) w pracy ((Odkształcenia cieplne wałów» przedstawił metodę obliczania takich odkształceń
w zastosowaniu do maszyn wirnikowych.

Trzy prace poświęcono prętom i ustrojom prętowym. J. H. ARGYRIS (Stuttgart) wygłosił referat
((Zastosowanie metody macierzowej do obliczania trójwymiarowych problemów sprężystych ośrod-
ków niejednorodnych i anizotropowych w przypadku przemieszczeń małych lub skończonych)).
Ciało zastąpiono przez skończony układ czworościanów, a ich sztywność porównano ze sztywnością
zastępczej ramy sześcioprętowej. E. WEINEL i W. WALLISCH (Jena) przedstawili pracę ((Przyczynek
do teorii odkształceń sprężystych prętów pryzmatycznych i niepryzmatycznych», w oparciu o ana-
lizę trójwymiarową wyprowadzono wzory na sztywności ścinania prętów w kierunkach głównych.
L. G. JAEGER i J. O. Mc CUTCHEON (Montreal) w pracy ((Analiza odkształceń sprężystych krzywo-
liniowych rusztów mostowych» zastosowali metodę szeregów Fouriera; badania teoretyczne zostały
potwierdzone doświadczalnie.

Z pozostałych prac należy przede wszystkim wymienić pracę N. CH. ARUTUNIANA i B. L. ABRA-
MIANA «W sprawie wciskania sztywnego stempla w sprężystą kulę». Przedstawiono rozwiązanie
ścisłe przez lozwinięcie w szereg wielomianów Legendre'a; pozostaje do rozwiązania nieskończony
układ liniowych równań algebraicznych, który został szczegółowo przedyskutowany. D. RttoiGER
(Freiberg, NRD) w referacie ((Zastosowanie metody Trefftza w teorii sprężystości)) wykazał, że
uzyskane metodą Trefftza szeregi są zbieżne do rozwiązania ścisłego. E. MAZET i G. COUPRY
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(Chatillon-sous-Bagneux) przedstawili pracę «Pewna koncepcja niejednorodności ciał stałych pra-
cujących poza granicami sprężystości)). Wreszcie V. T. BUCHWALD (Sydney) wygłosił referat «Funkcje
własne dyslokacyjnego rozwiązania problemu płaskiego pierścienia)); zastosowano metodę przedłu-
żeń analitycznych i za pomocą całek Fouriera zredukowano problem do równania różniczkowo-
różnicowego.

Prace z zakresu teorii plastyczności były, mimo niewielkiej ich liczby, bardzo różnorodne. G. I. BA-
RENBLATT i W. A. GORODCOW (Moskwa) w referacie «O lokalnej strukturze płynięcia plastycznego))
ujęli problem mikrostruktury materiału w sposób probabilistyczny i zwrócili uwagę na korelację
mikronaprężeń. Hipoteza lokalnej izotropii pola naprężeń odpowiada tu znanej hipotezie Kołmo-
gorowa w teorii ruchu burzliwego. N. ALBERTI (Palermo) wygłosił referat na ciągle aktualny temat
«Analiza rozkładu naprężeń w szyjce rozciąganej próbki walcowej)). Analizę oparto o warunek
plastyczności Stassi'ego, (stanowiący szczególny przypadek warunku Burzyńskiego); zwrócono
uwagę na wpływ temperatury. J. MANDEL (Paryż) przedstawił pracę «Przyczynek teoretyczny do
problemu przeróbki plastycznej i praw płynięcia plastycznego)). Zbadano wpływ naprężeń własnych
na położenie granicy między strefą sprężystą a plastyczną; przedstawiono również bilans energetycz-
ny w przypadku naprężeń własnych. S. W. SERENSEN i R. M. SZNEJDEROWICZ (Moskwa) nadesłali
pracę «Wpływ czasu na rozkład naprężeń w przypadku obciążeń cyklicznych)); wobec nieobecności
autorów pracę zreferował M. ŹYCZKOWSKI. Zaproponowano pewną teorię odkształceń plastycznych
przy obciążeniach cyklicznych, zbliżoną do teorii ośrodków lepkosprężystych. P. S. THEOCARIS
(Ateny) zreferował pracę «Określanie rozkładu naprężeń w problemach płaskiego stanu naprężenia
w teorii plastyczności)). W tej teoretyczno-doświadczalnej pracy badano rozkład naprężeń w pobliżu
karbów, zarówno w oparciu o teorię Prandtla-Reussa i warunek plastyczności Hubera-Misesa,
jak i doświadczalnie, metodą pokryć i analogii elektrycznych.

Trzy prace poświęcone były odkształceniom plastycznym płyt i powłok. A. SAWCZUK (Warszawa)
przedstawił pracę «Teoria skończonych ugięć płyt plastycznych)). W oparciu o rozważania energe-
tyczne wyprowadzono związki między obciążeniem i przemieszczeniem oraz zbadano wpływ sił
podłużnych na nośność płyty. Rozwiązania o postaci zamkniętej dotyczyły płyt kołowych i prosto-
kątnych. Skończonym ugięciom była również poświęcona praca Y. OHASHI i S. MURAKAMI (Nagoya)
«Sprężysto-plastyczne zginanie cienkiej płyty kołowej, utwierdzonej na obwodzie)). Autorzy zapro-
ponowali metodę obliczania skończonych ugięć w przypadkach kołowo-symetrycznych, rozwiązali
problem płyty kołowej przy uwzględnieniu sił podłużnych i przeprowadzili weryfikację doświad-
czalną. Wreszcie pracę nieobecnych P. A. KUZINA i G. S. SZAPIRO (Moskwa) «O dynamicznym
zachowaniu się konstrukcji plastycznych)) zreferował A. SAWCZUK. W pracy zwrócono szczególną
uwagę na problem półnieskończonej powłoki walcowej kolistej pod działaniem udarowego obciąże-
nia wzdłuż pierścienia; współrzędna występującej nieciągłości musi być określana w trakcie procesu
rozwiązywania.

Podstaw reologii dotyczyły cztery referaty. W. OLSZAK i P. PERZYNA (Warszawa) w pracy «Równa-
nia stanu teorii płynięcia przy nieustalonym warunku plastyczności)) przedyskutowali podstawowe
równania teorii płynięcia plastycznego w przypadku powierzchni plastyczności zależnej od czasu,
co może być wynikiem np. promieniowania cząstek elementarnych. Poddano analizie również
równania sprężysto/lepko-plastyczności z uwzględnieniem wpływu temperatury, zależnej od czasu.
B. R. SETH (Kharagpur) przedstawił pracę «Pewna koncepcja uogólnionego odkształcenia dla
problemów sprężysto-plastycznych, pełzania i relaksacji)); zaproponowana miara jest uogólnieniem
obecnie znanych i ma przyczynić się do uproszczenia równań stanu. W. S. NAMIESTNIKÓW (Nowo-
sybirsk) wygłosił referat «Pełzanie metali przy złożonym stanie naprężenia)). W pracy przedstawiono
wyniki doświadczeń nad jednoczesnym skręcaniem i rozciąganiem próbek o kształcie rur cienko-
ściennych i wnioski odnośnie ogólnych, fenomenologicznych teorii pełzania. R. S. RIVLIN (Provi-
dence, R.I.) nadesłał pracę «Mechanika nieliniowych ciał sprężysto-lepkich)), w której uwzględniono
zależność naprężeń nie tylko od szybkości odkształcenia, lecz od całej historii obciążania. Omówiono
ważniejsze przypadki szczególne.

Zastosowaniom podstawowych równań reologii poświęcono również cztery referaty. E. H. LEE
(Stanford) w referacie «Najnowsze osiągnięcia w zakresie analizy naprężeń w ciałach liniowo lepko-
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sprężystych» poddał krytyce najprostsze modele typu Maxwella i Voigta-Kelvina i ich kombinacje
Najnowsze prace w Stanach Zjednoczonych dotyczą metod rozwiązywania przy najogólniejszych
liniowych prawach Teologicznych i zmiennej temperaturze. J. BRILLA (Bratislava) nadesłał pracę
«Zginanie płyt wykonanych z materiału anizotropowego, liniowo lepko-sprężystego»; została
ona przedstawiona przez I. BALLO. Zastosowano transformację Laplace'a i uogólniono wyniki
prac Lechnickiego dla anizotropowych płyt sprężystych. Ju. N. RADOTNOW (Nowosybirsk) nadesłał
pracę «Pełzanie powłok»; dotyczyła ona głównie powłok walcowych kolistych. Problem zreduko-
wano do całkowania układu dwu symetrycznych równań różniczkowych, a następnie całkowanie to
przeprowadzono numerycznie. Wreszcie N. CRISTESCU (Bukareszt) wygłosił referat «Pewne problemy
dynamiczne jednowymiarowych ciał sprężysto/lepko-plastycznych»; dotyczy} on rozprzestrzeniania
się zaburzeń w strunach i cienkich prętach.

Stosunkowo największą liczbę prac poświęcono teorii płyt i powłok. Oprócz omówionych już
kilku prac w dziale teorii plastyczności i reologii należy tu wymienić kilkanaście innych, poświęco-
nych odkształceniom sprężystym i stateczności.

Podstaw teorii płyt i powłok dotyczyły cztery prace: A. L. GOLDENWEJZERA (Moskwa), P. M.
NAGHDI'EGO (Berkeley), W. FLUGGEGO (Stanford) i S. ŁUKASIEWICZA (Warszawa). A. L. GOLDEN-
WEJZER w referacie «Zasady redukcji trójwymiarowych problemów teorii sprężystości do dwu-
wymiarowych problemów teorii płyt i powłok» zajął się tematyką zbliżoną do omówionej w wykła-
dzie ogólnym E. Reissnera. Omówiono metodę iteraeji i metodę rozwinięć na szeregi potęgowe
oraz zwrócono uwagę na pewne wewnętrzne sprzeczności tej ostatniej. P. M. NAGHDI wygłosił
referat «O równaniach różniczkowych liniowej teorii powłok sprężystych*; dotyczył on również
redukcji problemów trójwymiarowych do dwuwymiarowych i zastosowania zmiennej zespolonej.
W. FLUGGE i S. ŁUKASIEWICZ wygłosili referaty pod takim samym tytułem «Działanie sił skupio-
nych na powłoki». W. FLOGGE zajął się działaniem sił skupionych i skupionych źródeł ciepła za-
równo w punktach regularnych, jak i osobliwych powłoki. S. ŁUKASIEWICZ przedstawił rozwiązanie
w postaci sumy rozwiązania osobliwego, słusznego w otoczeniu siły skupionej, i rozwiązania re-
gularnego; podano również przykłady weryfikacji doświadczalnej.

Odrębny charakter posiadała praca M. A. SAVE i R. T. SHIELDA «Kształtowanie na minimum
ciężaru powłok warstwowych pod działaniem obciążeń stałych i ruchomych». Kształtowanie podano
przy założeniu ustalonej nośności granicznej; wykazano twierdzenie odnośnie superpozycji kształtów
powłok, uzyskanych dla poszczególnych typów obciążeń z osobna.

Koncentracji naprężeń poświęcono trzy referaty. G. N. SAWIN (Kijów) przedstawił pracę «Kon-
centracja naprężeń wokół krzywoliniowych otworów w płytach i powłokach)). Dotyczyła ona
ogólnych metod rozwiązania w przypadku krzywoliniowych otworów regularnych (bez punktów
osobliwych) przy założeniu liniowości fizykalnej i geometrycznej albo nieliniowości, jednak tylko
jednego z tych typów. Podano również przykłady rozwiązań w zakresie sprężysto-plastycznym.
J. G. LEKKERKERKER (Delft) wygłosił referat «Koncentracja naprężeń wokół otworów kołowych
w powłokach walcowych)); do rozwiązania zastosowano metodę Łuriego polegającą na rozwinięciach
asymptotycznych, podano również weryfikację doświadczalną. Czysto doświadczalną była praca
CH. A. LERCHENTHALA (Haifa) «Elastooptyczne badania koncentracji naprężeń wokół wzmocnio-
nych otworów w tarczach)) — stwierdzono nieco wyższe wartości naprężeń, niż wynika to z prostych
rozważań teoretycznych.

Znaczną liczbę prac poświęcono problemom stateczności płyt i powłok. Szczególnie interesująco
wygłoszona praca N. J. HOFFA (Stanford) «Wpływ warunków brzegowych na wyboczenie cienko-
ściennych powłok walcowych kolistych przy ściskaniu osiowym)) dowodziła, iż znane duże rozbież-
ności między wynikami teorii liniowej i wynikami doświadczeń dadzą się poważnie zmniejszyć
przez przyjęcie nieco innych warunków brzegowych przy rozwiązywaniu problemu w ujęciu liniowym.
N. J. HOFF przedstawił również pracę nieobecnego M. UEMURA (Tokio) «Pokrytyczne zachowanie
się powłoki walcowej kolistej lokalnie wyboczonej wskutek ściskania osiowego)); przy przyjęciu
nieperiodycznej, «tłumionej» funkcji obrazującej ugięcia powłoki w oparciu o analizę energetyczną
wykazano, iż zaklęśnięcia powłoki mają kształt zbliżony do kwadratowego. G. G. POPE (Farnbo-
rough) wygłosił referat «Wyboczenie długich, słabo zakrzywionych paneli przy ściskaniu osiowym».
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Przyjęto trójparametrowe równanie powierzchni ugięcia i rozwiązano problem w ujęciu nieliniowym
przy brzegach swobodnie podpartych lub utwierdzonych. J. KEMPNER i YOUL-NAN CHEN (Brooklyn)
przedstawili pracę «Skończone ugięcia osiowo ściskanej powłoki walcowej owalnej». Opierając się
na metodzie energetycznej stwierdzono, iż obciążenia odpowiadające danym ugięciom (a więc i kry-
tyczne) są zawsze wyższe niż dla powłoki walcowej kolistej o tej samej powierzchni pobocznicy.
M. YOSHIKI i T. KAWAI (Tokio) w pracy «W sprawie zastosowania metody energetycznej do pro-
blemów płyt sprężystych» usystematyzowali tę metodę w odniesieniu do zginania, wyboczenia
i drgań płyt o złożonych kształtach przy różnych warunkach brzegowych. B. BUDIANSKY i J. W.
HUTCHINSON (Cambridge, Mass.} przedstawili pracę «Wyboczenie dynamiczne ustrojów czułych
na niedokładności geometryczne»; w oparciu o ogólną teorię Koitera zbadano zachowanie się
wąskich paneli i zamkniętych powłok walcowych pod działaniem nagle przyłożonego obciążenia
osiowego.

Działaniu obciążeń cieplnych na powłoki poświęcono trzy prace. M. GRADOWCZYK (Buenos
Aires) wygłosił referat «Naprężenia cieplne w cienkich powłokach sprężystych)). Zastosowano
analogię pomiędzy obciążeniami ciepłymi i siłami masowymi i sformułowano teorie «cieplnego
stanu błonowego)) i «cieplnego stanu czysto giętnego». S. A. AMBARCUMIAN i S. M. DURGARIAN
(Jerywań) przedstawili pracę «Pewne problemy drgań i stateczności sprężystych ortotropowych
powłok i płyt w zmiennym polu temperatury)). Założono, iż rozkład temperatury jest znany, a me.
chaniczne własności płyty lub powłoki zależą od temperatury; stwierdzono, iż wpływ tych zmian
na własności płyty może być bardzo istotny. Wreszcie E. H. MANSFIELD (Farnborough) w referacie
«Zginanie, wyboczenie i zwijanie się ogrzanej cienkiej płyty eliptycznej)) podał nieliniową geometrycz-
nie analizę tego problemu przy temperaturze liniowo zmiennej wzdłuż grubości.

Pięć prac można by zaliczyć do działu mechaniki ciał sztywnych. Należą tu przede wszystkim
dwie prace radzieckie, dotyczące ruchu sztucznych satelitów: W. A. SARYCZEWA (Moskwa) «Dy-
namika układu stabilizacji satelity przy uwzględnieniu oporu atmosferycznego)) oraz D. E. OCHO-
CIMSKIEOO, W. A. ZLATOUSTOWA, W. A. SARYCZEWA i A. P. TORŻEWSKIEGO (Moskwa) «Periodyczne
rozwiązania problemu dwuwymiarowych drgań satelity na orbicie eliptycznej)). W pierwszej pracy
podano równania ruchu satelity oraz warunki konieczne i wystarczające asymptotycznej statecz-
ności drgań, natomiast w drugiej — zbadano problem liczby rozwiązań periodycznych i statecz-
ności ruchu w zależności od mimośrodowości orbity i parametrów charakteryzujących bezwładność
satelity. W. W. RUMIANCEW (Moskwa) przedstawił pracę «Nieliniowe metody w teorii stateczności
ruchu ciał stałych posiadających otwory wypełnione cieczą». Podano dwie metody: jedna nawiązuje
do podejścia LAPUNOWA, natomiast druga polega na minimalizacji pewnego wyrażenia; praca za-
wiera również przykłady zastosowań. L. MAUNDER i J. CRAWLEY (Newcastle upon Tyne) w pracy
«Znoszenie drgającego żyroskopu o zawieszeniu kardanowym» zwrócili uwagę na wpływ tarcia
w łożyskach zawieszenia; rozważania teoretyczne zostały potwierdzone doświadczalnie. F. FREUDEN-
STEIN i L. DOBRJANSKYJ (Nowy Jork) przedstawili pracę «Pewna teoria syntezy mechanizmów)),
w której podali pewien ogólny schemat tablicowy przystosowany do nowoczesnej techniki oblicze-
niowej.

Z dziedziny teorii drgań wygłoszono pięć referatów o charakterze podstawowym. R. CHALEAT
(Besancon) w referacie «Pierwsze trzy przybliżenia teorii zakłóceń i ich zastosowania)) zajął się
sposobami możliwie szybkiego uzyskiwania kolejnych wyrazów metody zakłóceń w przypadku
wymuszonych, tłumionych drgań nieliniowych. J. G. PANOWKO (Ryga) przedstawił pracę «Przegląd
zastosowań metody bezpośredniej linearyzacji»; metoda ta została podana przez autora w r. 1952
i jest w przypadku drgań nieliniowych bardziej efektywna, niżnp. Kryłowa-Bogolubowa. R. M. Ro-
SENBERO (Berkeley) wygłosił referat «O ruchach wykazujących punkt spoczynku i istnieniu drgań
o postaci normalnej układów nieliniowych)). Zredukowano nieliniowy, konserwatywny układ o dwóch
stopniach swobody do problemu masy jednostkowej poruszającej się w płaskim polu sił. Ujęcie
probabilistyczne reprezentowały dwa referaty. W. W. BOŁOTIN (Moskwa) przedstawił pracę «O przy-
padkowych drganiach sprężystych o szerokim pasmie»; podano pewne oszacowania całkowe prze-
mieszczeń i naprężeń w oparciu o metodę asymptotyczną autora. H. CRANDALL (Cambridge, Mass.)
wygłosił referat «Widmo drgań przypadkowych układu nieliniowego)), w którym podano trzy metody
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odnoszące się do układów o słabej nieliniowości: metodę perturbacji, równoważnej linearyzacji
i uśredniania.

Z dalszych prac poświęconych teorii drgań należy wymienić przede wszystkim pracę R. M. DA-
VIESA i T. H. LAMBERTA (Londyn) «Drgania układów o dwóch stopniach swobody przy tłumieniu
kulombowskim». Zastosowano metodę delta i interpretację w czterowymiarowej przestrzeni fazowej;
praca podaje również weryfikację doświadczalną. W. O. KONONIENKO (Moskwa) przedstawił
pracę «Wymuszone drgania nieliniowych układów quasiharmonicznych». Za pomocą funkcji
Mathieu ułamkowego rzędu zbadano prawie periodyczne drgania układów o periodycznych współ-
czynnikach i przy periodycznym wymuszeniu, przy czym uwzględniono duże zmiany parametrów,
aż do wartości ujemnych. O. DANEK i L. SPACEK (Praga) w referacie «Określanie częstości i amplitud
belek prostych» zbadali wpływ nieciągłej zmiany przekroju belki na częstości i amplitudy. L. FRYBA
(Praga) wygłosił referat «Dynamika belki z nałożoną warstwą sprężynującą o zmiennej sztywności
pod działaniem ruchomego układu sił». Problem sprowadza się do układu trzech równań różniczko-
wych o zmiennych współczynnikach, który rozwiązano za pomocą metody Runge-Kutta-NystrSma
na maszynie Ural 2. F. WEIDENHAMMER (Karlsruhe) przedstawił pracę «Niedokładności mechanicz-
nych i elektrycznych przyrządów pomiarowych podlegających drganiom skrętnym»; zbadano nie-
liniowe drgania takich przyrządów, charakteryzujące się tym, iż położenie średnie układu nie daje
właściwego obrazu wielkości mierzonej.

Problemom rozchodzenia się fal i zakłóceń w ciałach stałych poświęcono trzy prace. J. MIKLOWITZ
(Pasadena, Cal.) wygłosił referat «Rozpraszanie płaskiego impulsu sprężystego przez otwór walco-
wy»; zastosowano metodę Friedlandera i podwójną transformację całkową stwierdzając w wyniku
istnienie w tym przypadku periodycznych fai Rayleigha. S. S. GRIGORIAN (Moskwa) przedstawi!
pracę «Rozprzestrzenianie się fal sprężystych przy eksplozjach podziemnych)). Wykorzystano podane
poprzednio przez autora równania różniczkowe opisujące zachowanie się gruntów pod działaniem
krótkotrwałych obciążeń i zredukowano problem do zagadnienia Cauchy'ego dla równań różniczko-
wych zwyczajnych. Wreszcie B. J. LAZAN (Minneapolis, Minn.) w referacie «Mechanizmy i feno-
menologia tłumienia w materiałach)) podał klasyfikację tłumienia i rozważył tłumienie w metalach,
polimerach, elastomerach i innych materiałach niemetalowych.

SEKCJA 2. MECHANIKA CIECZY I GAZÓW

Wśród problemów mechaniki płynów na jednym z czołowych miejsc znajdują się oczywiście
tematy dynamiki gazów. W ich ramach w zakresie przepływów naddźwiękowych trójwymiarowych
wygłoszone zostały dwa wykłady: K. I. BABENKI (Moskwa), rozpatrującego przepływy dokoła
ciał stożkowych oraz V. V. RUSANOWA (Moskwa), rozpatrującego opływy ciał zatępionych z od-
suniętą falą uderzeniową, przy czym rozpatrzone zostały również przypadki niesymetryczne z nle-
zerowym kątem natarcia. Do otrzymania rozwiązań zastosowano tu metody numeryczne. Przepły-
wom hipersonicznym poświęcone były trzy referaty. G. G. CZERNYJ (Moskwa) przedstawił obszerne
wyniki badań opływu cienkich skrzydeł pod dużymi kątami natarcia, a W. D. HAYES (Princeton)
i F, K. MOORE (Buffalo, N. Y.) zajmowali się przepływami zbliżonymi do przepływu Newtona,
przy czym W. D. HAYES zajmował się przypadkiem, gdy stosunek gęstości przed i za falą uderzenio-
wą jest mały, zaś F. K. MOORE — przypadkiem, gdy wykładnik adiabatyczny jest bardzo bliski
jedności. Przepływ przydźwiękowy był reprezentowany dwoma pracami. Pierwsza z nich
R. HETHERINGTONA i M. E. SILVESTERA (Derby) dotyczyła numerycznego wyznaczenia przepływu
w poddźwiękowym obszarze gardzieli dyszy, w drugiej E. A. MOLLER i K. MATSCIIAT (Getynga)
rozpatrywali pewne samopodobne rozwiązania równań przepływu okołodźwiękowego.

Na równi z tematami dynamiki gazów (bez uwzględnienia w przepływie zjawisk dysypatywnych)
czołowe miejsca zajmują jeszcze liczniej reprezentowane tematy dotyczące uwzględnienia dysypacji
w cienkich warstwach, mianowicie w laminarnych i turbulentnych warstwach granicznych oraz
w falach uderzeniowych i detonacyjnych.
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Prace J. L. PEUBE (Orsay), L. G. ŁOJCJANSKIEGO poświęcone były teorii warstwy przyściennej
laminarnej, prace S. KAPLUNA (Pasadena, Cal.), C. BOURQOE (Quebec) — zagadnieniom oderwania
i obszaru przejściowego, a prace N. ROTT i W. S. LEWELLEN (LOS Angeles) oraz M. A. SINBEL
(Kair) — zagadnieniom warstwy przyściennej w obracających się płynach i w rurach stożkowych.
Analizą początkowej fazy powstawania warstwy przyściennej na krawędzi płaskiej płytki zajmował
się I. IMAI (Tokio). A. FAVRE, J. GAVIGUO i J. P. FOHR (ChatilIon-sous-Bagneux); J. A. B. WILLS
(Teddington) oraz M. PICHAL (Praga) przedstawili rezultaty pomiarów przepływu wewnątrz turbu-
lentnej warstwy przyściennej, a F. SCHULTZ-GRUNOW i P. SAND (Akwizgran) przedstawili analizę
procesów sedymentacji w takich warstwach. Problemy wpływu warstw przyściennych na wymianę
ciepła zostały przedstawione w pracy L. N. HOWARDA (Cambridge, Mass.) o przewodnictwie
przy dużych liczbach Reynoldsa, w pracy H. KATO, N. NISHIWAKI i M. HIRATA (Tokio) o przepły-
wach przy dużych liczbach Prandtła oraz w pracy R. MICHEL i N. DUC-LAM (Chatillon-sous-Ba-
gneux) o tarciu i przewodnictwie ciepła w turbulentnych warstwach przyściennych dwu- i trójwy-
miarowych. O wymianie ciepła w przepływie między dworni śsianki-ni mźwit M. E. ERD33A.N
(Istambuł). Wykorzystanie pomiarów warstwy przyściennej do określenia wydatku dyszy przedstawili
F. COCHO GIL i A. L. JAUMOTTE (Bruksela).

Badania fal uderzeniowych były prezentowane w kilku pracach. S. A. CHRISTJANOWICZ (Nowo-
sybirsk) oraz J. P. GUIRAUD (Chatiłlon-sous-Bagneux) zajmowali się teorią słabych fal uderzeniowych,
ich asymptotycznymi własnościami przy odbiciu oraz w pobliżu linii kaustycznej. H. W. LIEPMANN,
R. NARASIMHA i M. CHAHINE (Pasadena, Cal.) przedstawili pracę dotyczącą badań struktury fali
uderzeniowej z zastosowaniem metod kinetycznych modeli zderzeń; otrzymane wyniki dla grubości
fali mieszczą się między rozwiązaniami Mott-Smitha a rozwiązaniami równań Navier-Stokesa.
Podobnie na modelu molekularnym oparła swoje rozważania C. S. MORAWETZ (Nowy York)
w pracy o falach bezuderzeniowych w plazmie, to znaczy o takich falach, których grubość może być
mniejsza niż średnia droga swobodna. Strukturę fali uderzeniowej z uwzględnieniem promienio-
wania przedstawili R. GOULARD i BOGOTTE (Lafayette, Ind.). Referat dotyczący wybuchów pod-
wodnych przedstawił J. H. HAYWOOD (Durfermline).

W dziedzinie badań stabilności przepływów i powstawania turbulencji w pracach W. VELTE'A
(Freiburg), H. LUDWIEGA (Getynga), J. W. MILESA (Canberra), D. FULTZA i T. S. MURTY'EGO
(Chicago) oraz F. X. WORTMANNA (Stuttgart) przedstawiona została analiza warunków powsta-
wania niestabilności, a w pracach C. C. LINA i D. J. BENNEY'A (Cambridge, Mass.), R. C. Di
PRIMA i J. T. STOARTA (Troy, N. Y.) oraz A. MICHALKE'EGO i R. WILLE'A (Berlin) zwrócono uwagę
na przypadki szczególne przepływów z silnymi poprzecznymi gradientami prędkości. Analizą wpływu
niestabilności powierzchni nieciągłości prędkości na przepływy w średnim ustalone zajął się A. FOR-
TIER (Orsay).

Dziedziną rozwijającą się w ostatnich czasach bardzo intensywnie jest magnetohydrodynamika
i dynamika plazmy. Omówienie zagadnień związanych, z jej zastosowaniem w generatorach m.h.d.
do bezpośredniej przemiany energii paliwa w energię elektryczną podał S. WAY (Pittsburg, Pa.).
J. FABRI i TH. MOULIN (Chatillon-sous-Bagneux) zajmowali się oddziaływaniem pola magnetycz-
nego na przepływ, mogącym mieć zastosowanie np. w pompach dla płynnych metali. Analizę od-
działywania pola magnetycznego na strugę przedstawili A. CRAYA i R. MOREAU (Grenoble). Pewne
przypadki ruchu płynu przewodzącego pod wpływem przyłożonych pól elektrycznego i magnetycz-
nego rozpatrywał H. K. MOEFAT (Cambridge). O własnościach plazmy wysokociśnieniowej (rzędu
ciśnienia atmosferycznego) mówił H. W. EMMONS (Cambridge, Mass.), a L. S. G. KOVASZNAY
(Baltimore) mówił o turbulencji plazmy. Dwie prace: A. KILDAL i T. TJOTTA (Bergen) oraz E. CRAU-
SSE, Y. POIRIER i C. VrvES (Avignon) poświęcone były problemom akustycznym, wreszcie E. MAR-
TENSEN i K. v. SENGBUSCH (Monachium) rozpatrywali obszary stabilności i niestabilności przy
wyładowaniu toroidalnym.

Poza wymienionymi wyżej dziedzinami mechaniki płynów, obejmującymi większe grupy refera-
tów, mniej licznie reprezentowanymi były następujące dziedziny.

W teorii strug przedstawiona została praca doświadczalna I. TANI i Y. KOMATSU (Tokio) doty-
cząca strugi powietrza padającej na prostopadłą ściankę oraz prace teoretyczno: S. UCHIDA i K. WA-
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TANABE (Nagoya) o rozwiązarfiach podobnych dla strumienia zakrzywionego; J. T. DIEZ ROCHE
(Madryt) o dwuwymiarowych przepływach potencjalnych osiowo-symetrycznych mogących w przy-
bliżeniu opisać ruch powietrza w pojeździe poduszkowym. Obszarem mieszania się strugi naddźwię-
kowej powietrza z otaczającą atmosferą zajmowali się P. CARRIERE i M. SIRIEDC (Chatillon-sous-
Bagneux).

Przepływy z kawitacją były reprezentowane w trzech pracach. M. TULIN (Laurel, Md.) analizował
różne czynniki wpływające na postać kawitacji w superkawitacyjnym przepływie, J. A. GEURST
(Eindhoven) przedstawił pewne wyniki badań optywu z kawitacją a L. VAN WIJNGAARDEN (Wage-
ningen) rozpatrzył przypadek zwiększenia ciśnienia pod wpływem niewielkiego zaburzenia działa-
jącego na warstwę drobnych pęcherzyków kawitacyjnych.

Dynamice gazów rozrzedzonych poświęcone były dwa referaty. H. GRAD (Nowy York) przedsta-
wił referat (wygłoszony przez C. S. MORAWETZ) dotyczący asymptotycznych własności pewnych
rozwiązań równania Boltzmanna, a F. S. SHERMAN, G. J. MASŁACH i D. R. WILLTS (Berkeley,
Cal.) przedstawili zestawienie pomiarów oporu kilku brył (walca, kuli, pasma) z wynikami badań
teoretycznych, opartych o uproszczone kinetyczne modele zderzeń.

Matematycznymi własnościami równań dynamiki płynów, prowadzącymi do uogólnienia pojęcia
fali prostej, zajmował się L. W. OWSJANNIKOW (Nowosybirsk), a D. DUMITRESCU, D. G. IONESCU
i C. CRACIUN (Bukareszt) przedstawili metodę numerycznego całkowania równań Navier-Stokesa.

W kilku pracach znalazły odbicie procesy towarzyszące mieszaninom dwufazowym. Analizie po-
wstawania powierzchni stożkowych na kropli umieszczonej w polu elektrycznym lub w pewnym opły-
wie lepkim poświęcona była praca G. I. TAYLORA (Cambridge), a badanie szybkości rozpadania się
oddzielnych kropel w opływającym powietrzu przedstawił D. C. JENKINS (Farnborough). Przepływy
w gardzieli dyszy z kondensacją i z uwzględnieniem relaksacji rozpatrywał F. BARTLMA (Akwizgran).

Przepływy z filtracją rozpatrywane były w dwóch referatach. S. I. GHEORGHITZA (Bukareszt)
podał pewne rozwiązania równań przepływu w ośrodku porowatym z jamami, a W. N. NIKOŁAJEW-
SKI (Moskwa) rozpatrywał pewne zjawiska relaksacyjne związane z niejednorodnością przepływu.

Dotychczas nie wymienione referaty zaliczymy łącznie do specjalnych problemów mechaniki
płynów. Tak więc M. VAN DYKE (Stanford, Cal.) przedstawił pracę na temat opływu kuli przy małej
liczbie Reynoldsa, w której stara się uzupełnić niepełne wyniki otrzymane przez Stokesa, Oseena
i Kapluna. Rozchodzenie się fal w tętnicach i związane z tym tłumienie i dyspersję rozpatrywał
E. MOLLO-CHRISTENSEN (Cambridge, Mass.). Z zakresu mechaniki statku C. WIGLEY (Londyn)
przedstawił analizę sił i momentów działających na statek odchylony od kursu, a zastosowanie
mechaniki gazów do określania prognoz krótkoterminowych przedstawił I. A. KIBEL (Moskwa).
Z. MORAVEC (Praga) przedstawił pracę na temat wpływu parametrów aerodynamicznych na hałas
syreny, a S. B. BERNDT (Sztokholm) zastosował liniową teorię perturbacji do pewnych zagadnień
drgań opływanych ciał.

Podany przegląd prac jest oczywiście bardzo pobieżny i może co najwyżej być pomocny dla ogól-
nego zorientowania się w przedstawionej na Kongresie tematyce bez wchodzenia w liczne i często
istotne szczegóły. Nieco bliższe zapoznanie się z tymi pracami pozwala chyba na wyciągnięcie pew-
nych wniosków mających nieco ogólniejszy charakter.

Przede wszystkim daje się zauważyć zmniejszenie zainteresowania «klasycznymi» problemami
mechaniki, takimi jak np. teoria sprężystości czy hydromechanika przy jednoczesnym rozszerzeniu
tematyki i zakresu zastosowań przedstawionych prac. Poszczególne tematy były bardzo rozproszone
wśród różnych grup problemowych, często związanych z innymi dziedzinami nauki, takimi jak fizyka,
termodynamika (np. w tematach dotyczących naprężeń cieplnych, przebiegów relaksacyjnych,
kawitacji parowania), meteorologia a nawet medycyna (np. praca E. MOLLO-CHRISTENSENA).
To rozproszenie tematyczne wynika chyba w znacznej mierze z potrzeb praktyki, która stawia coraz
to nowe pytania, stojące często na pograniczu kilku dziedzin nauki.

. Bardzo wszechstronnie rozwijają się również metody badań doświadczalnych i teoretycznych.
W szeregu prac zestawione zostały wyniki doświadczeń dla uzasadnienia przedstawionych teorii.
W badaniach teoretycznych, jak się wydaje, częściej rezygnuje się obecnie z poszukiwania rozwiązań
ścisłych przy rozwijaniu różnego rodzaju metod przybliżonych. Na czoło wysuwają się tu chyba
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metody numeryczne Stosowane do rozwiązywania bardzo wielu konkretnych zagadnień. Spośród
innych metod przybliżonych można wymienić metody poszukiwania rozwiązań asymptotycznych,
przybliżających z jednej strony rozwiązania rzeczywiste w prawie całym obszarze (outer expantion),
z drugiej — dających przybliżony opis w niewielkim otoczeniu pewnych powierzchni lub punktów
(inner expantion). Metody te są stosowane do pewnych zagadnień specjalnych, takich jak struktura
fali uderzeniowej czy nieliniowa akustyka (np. w pracy J. P. GUIRAUD).

Stosowanie metod przybliżonych i poszukiwanie wyników możliwie jak najbardziej efektywnym
sposobem odbywa się często kosztem zmniejszenia wymagań odnośnie matematycznej precyzji.
Taką właśnie rezygnację z precyzji przez podawanie schematu Heracyjnego lub rozwinięcia w szereg
bez analizy zbieżności można było zauważyć w wielu pracach. Również można chyba powiedzieć,
że problemy matematyczne istnienia i jednoznaczności rozwiązań czy oceny błędów otrzymanych
rozwiązań przybliżonych były prawie całkowicie pomijane milczeniem.

Zresztą tematami szeregu prac teoretycznych były nie problemy otrzymania rozwiązań dla istnie-
jących równań, ale uzyskanie nowych równań, lepiej opisujących rzeczywistość przez szersze uwzględ-
nienie praw fizycznych wa wprowadzonych modelach ośrodków ciągłych. Szczególnie dużo uwagi
poświęcono ogólnym modelom ośrodków ciągłych z uwzględnieniem różnych fizycznych własności
oraz przemian termodynamicznych odwracalnych i nieodwracalnych.

Strona organizacyjna kongresu stała na bardzo wysokim poziomie z wyjątkiem może rozplano-
wania referatów z poszczególnych dziedzin. Tak np. referaty z teorii plastyczności były w ciągu tego
samego popołudnia rozrzucone po kilku różnych salach, natomiast w ciągu innych dni nie było ich
prawie zupełnie.

Interesujące jest porównanie XI Międzynarodowego Kongresu Mechaniki z II Wszechzwiązkowym
Zjazdem Mechaniki, który odbył się w Moskwie w lutym 1964 r. Podczas gdy w Monachium wygło-
szono 145 referatów, to w Moskwie ponad 500 w dużej liczbie równoległych sekcji i podsekcji,
przekraczającej niekiedy nawet 20. Wydaje się, że najkorzystniejsza byłaby pewna pośrednia liczba
równoległych sekcji, 8 do 10, i zwiększenie na kongresach międzynarodowych liczby komunikatów
względnie referatów zbiorczych, tak by liczba referowanych prac wyniosła około 300. Takie ujęcie
pozwoliłoby na znacznie pełniejsze przedstawienie dorobku ostatnich lat, jednak bez rozczłonko-
wania na zbyt drobne podsekcje.

Następny, XII Międzynarodowy Kongres Mechaniki odbędzie się w Stanford (California, USA);
głównym organizatorem Kongresu jest prof. N. J. Hoff, a termin Kongresu wyznaczono na ostatni
tydzień sierpnia 1968 r.

Andrzej Szaniawski (Warszawa)
Michał Życzkowski (Kraków)

KONFERENCJA NAUKOWA
ZAKŁADU MECHANIKI OŚRODKÓW CIĄGŁYCH W ZAKOPANEM

PRZEGLĄD REFERATÓW

W dniach 11-20 września 1964 r. odbyła się w Zakopanem kolejna, ósma z rzędu konferencja
naukowa zorganizowana przez Zakład Mechaniki Ośrodków Ciągłych IPPT PAN. Konferencja
zgromadziła tym razem pokaźną liczbę uczestników — ponad 120 — przy czym aż 20% tej liczby
stanowili goście zagraniczni przybyli z 12 krajów (ZSRR, CSRS, Bułgaria, Rumunia, Jugosławia,
NRD, NRF, Włochy, Francja, W. Brytania, USA oraz Chiny). Z ogólnej liczby ponad 80 wygłoszo-
nych referatów około 20 przedstawili goście zagraniczni, co — wobec faktu, że do udziału w konfe-
rencji zaproszono na ogół wybitnych przedstawicieli mechaniki stosowanej — przyczyniło się w du-
żym stopniu do wysokiej rangi naukowej konferencji.

Ponad połowę uczestników konferencji z Polski stanowili pracownicy nauki Zakładu Mechaniki
Ośrodków Ciągłych IPPT, na resztę zaś złożyło się około 40 gości zaproszonych z różnych ośrodków
politechnicznych i uniwersyteckich, jak również przedstawicieli instytutów naukowo-badawczych
i resortowych z całego kraju.
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Tematykę konferencji podzielić można z grubsza na następujące dziedziny.
1. Teoria sprężystości — zarówno klasyczna infinitezymalna, jak również pewne jej problemy

nieliniowo oraz termosprężystość (10 referatów). W ostatnich latach obserwuje się wyraźny spadek
zainteresowania klasycznymi zagadnieniami teorii sprężystości.

2. Teoria plastyczności — zagadnienia podstawowe i ogólne, operujące modelem sztywno-plastycz-
nym oraz sprężysto-plastycznym (20 referatów). Zwraca tu uwagę pewien nieznaczny wzrost udziału
prac podstawowych o charakterze eksperymentalnym.

3. Zagadnienia podstawowe teorii pól sprzężonych oraz fizyki ciała stałego, połączone z poszuki-
waniem nowych modeli zastępujących klasyczny model ośrodka ciągłego (20 referatów). Zarówno
u nas jak i na całym świecie obserwuje się wyraźny wzrost zainteresowania tą tematyką.

4. Zagadnienia rozchodzenia się fal sprężystych i sprężysto-plastycznych w ciałach stałych (7 re-
feratów). Prace te mają u nas w dalszym ciągu charakter przeważnie teoretyczny.

5. Analiza sprężystych i sprężysto-plastycznych dźwigarów powierzchniowych (15 referatów).
Można tu zauważyć pewne przesunięcie się zainteresowań od teorii płyt w kierunku teorii powłok.

6. Zastosowania wyników klasycznej teorii sprężystości i plastyczności w teorii konstrukcji,
zwłaszcza żelbetowych (10 referatów).

Bardzo pobieżne omówienie wygłoszonych na konferencji referatów przeprowadzimy w oparciu
o przedstawiony wyżej podział. Nie jest naszym zamiarem ani omówienie wszystkich referatów,
ani — tym bardziej — ich merytoryczna ocena; jedno i drugie zadanie przekracza możliwości tego
rodzaju artykułu. Na przykładzie pewnych prac pragniemy jedynie wskazać charakterystyczne
kierunki rozwojowe naszej mechaniki stosowanej na tle kierunków nauki światowej, reprezentowa-
nej w Zakopanem przez szereg wybitnych jej przedstawicieli.

1. Prace z zakresu ogólnej teorii sprężystości i termosprężystości. P. P. TEODORESCU (Rumunia)
przedstawił próbę rozważenia stanu naprężenia w ósmej części przestrzeni sprężystej z uwzględnie-
niem zjawisk zachodzących w narożu i nastręczających pewne trudności natury matematycznej.
Zagadnieniami o nieciągłych warunkach brzegowych zajęli się A. HANUSKA (CSRS) i Z. OLESIAK
omawiając problemy osiowo-symetryczne działania stempli na półprzestrzeń sprężystą. W obu
przypadkach zaproponowano pewne przybliżone metody rozwiązania tych zagadnień. J. KUR-
LANDZKI przedstawił pracę omawiającą rozwiązanie eliptycznych i hiperbolicznych zaburzonych
problemów brzegowych kładąc przy tym nacisk na oszacowanie błędu zastosowanej metody. Za-
burzenie problemu dotyczyć może rozważanego obszaru lub współczynników równania.

Zagadnieniami naprężeń cieplnych w ciałach i konstrukcjach sprężystych zajmowali się J. IGNA-
CZAK, B. RANIECKI, J. KRZEMIŃSKI, Z. DZIARNOWSKI i Z. BACZYŃSKI. Pierwszy z tych autorów
podał rozwiązanie osiowo-symetrycznego pola naprężeń termosprężystych w ośrodku, w którym
działa źródło ciepła poruszające się z jednostajną prędkością. B. RANIECKI rozważał zagadnienie
dynamiczne związane z uderzeniem cieplnym na powierzchni półprzestrzeni; praca zawierała dyskusję
propagacji dwóch fal silnej nieciągłości, związanych z przyjęciem sprężysto-plastycznego modelu
półprzestrzeni. Pozostali autorzy podali rozwiązania pewnych statycznych lub ąuasi-statycznych
problemów termosprężystości dla powłok kulistych i cylindrycznych przy klasycznych założeniach
liniowości i niezależności stałych materiałowych od temperatury.

S. ZAHORSKI przedyskutował pewne zagadnienie małego dodatkowego ruchu nałożonego na
ruch podstawowy nieliniowych ośrodków lepkosprężystych opisanych ogólnymi równaniami typu
różniczkowego, podanymi przez RIVUNA i ERICKSENA. Szczegółowo rozważono kołowo-symetryczny
przypadek powolnego i ustalonego prostego rozciągania lub ściskania ośrodka nieściśliwego wypro-
wadzając odpowiedni warunek niestateczności procesu podstawowego.

Jeden z referatów R. TOUPINA (USA) dotyczył pewnych rozważań na temat bardziej racjonalnego
sformułowania znanej w teorii sprężystości zasady de Saint-Venanta. Autor proponuje wprowadzenie
do tej zasady zamiast naprężeń—• wielkości energii sprężystego odkształcenia.

2. Teoria plastyczności. W referacie W. OLSZAKA i P. PERZYNY przedstawiono równania stanu
teorii płynięcia dla niestacjonarnego warunku plastyczności. Zmienność w czasie granicy plastycz-
ności i innych właściwości materiałów zachodzi w określonych warunkach, wśród których wymienić
można napromieniowanie cząstkami elementarnymi, zmianę warunków atmosferycznych, zmianę
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temperatury itp. W pracy przeprowadzono analizę teoretyczną zjawiska wykorzystując przy tym
pewne wyniki doświadczalne. Referat A. A. ILJUSZINA (ZSRR), dotyczący pewnych oryginalnych
założeń podstawowych i zagadnień teorii plastyczności, wywołał ożywioną dyskusję. Zagadnienia
te były tematem dalszych wykładów prof. Iljuszina prowadzonych po zakończeniu konferencji
na terenie Zakładu Mechaniki Ośrodków Ciągłych w Warszawie.

Z. MRÓZ zreferował pracę omawiającą w sposób ogólny prawa deformacji i wzmocnienia dla
ciał sprężysto-plastycznych. Dyskusję warunku plastyczności dla całego ciała przeprowadził, on
w pewnej przestrzeni funkcyjnej, odpowiadającej rozważanej zazwyczaj dziewięcio-wymiarowej
przestrzeni naprężeń, stosowanej dla formułowania lokalnego warunku plastyczności. M. ROGO-
ZIŃSKI przedstawił swoje uwagi na temat zaproponowanej przed pół wiekiem hipotezy Haara-Kar-
mana.

Pewnych ogólnych zagadnień teorii plastyczności dotyczyły także prace W. SZCZEPIŃSKIEGO,
J. RYCHLEWSKIEGO i J. KLEPACZKI. Pierwszy z autorów rozważał na drodze teoretycznej pewne
obciążenia dynamiczne prowadzące do dużych odkształceń w ciałach sprężysto-lepkoplastycznych.
Zwrócił przy tym szczególną uwagę na wpływ lepkości i wzmocnienia materiału na przebieg tego
procesu w przypadku powłok cienko- i grubościennych; przedyskutował także wpływy dynamiczne
w procesie ciągnienia metali. J. RYCHLEWSKI przedstawił wyniki swych rozważań nad wpływem
wariacji pewnych parametrów i stałych materiałowych, odpowiadających lokalnej niejednorodności
materiału, na rozwiązanie problemu; szczegółowe rozważania przeprowadził on na uproszczonym
modelu ciała sztywno-plastycznego. Ostatni z wymienionych autorów przeprowadził dyskusję
zależności przebiegu płynięcia plastycznego od odkształcenia, jego prędkości oraz zwłaszcza od
temperatury; rozważania dotyczyły w szczególności pewnych metali.

Dwie prace J. NAJARA i J. KÓNIGA wspólne z J. RYCHLEWSKIM jak również praca J. OSTROW-
SKIEJ dotyczyły problemów bardziej szczegółowych, związanych z zagadnieniem wpływu niejedno-
rodności materiału sprężysto-plastycznego na proces odkształcenia. Rozważania dotyczyły klina
(zagadnienie płaskie) i zginania płyty w przypadku niejednorodności skokowej oraz hydrostatycz-
nego obciążenia kuli uplastyczniającej się wskutek wstępnie założonej niejednorodności sprężyste
materiału.

Nośnością graniczną rury grubościennej poddanej jednoczesnemu zginaniu i ciśnieniu wewnętrzne-
mu zajął się M. ŻYCZKOWSKI stosując do rozwiązania metodę małego parametru. Nośność gra-
niczna ośrodka sypkiego niejednorodnego była tematem pracy T. PRZEDECKTEGO; rozpatrzył on
zagadnienia osiowo-symetryczne oraz przyjął liniową zmienność gęstości i paraboliczną zmienność
kąta tarcia wewnętrznego. A. DRESCHER zreferował wyniki swych badań nad wpływem prędkości
odkształcenia na zachowanie się próbek gruntu spoistego przy ściskaniu jednoosiowym. Dowodzą
one, że badany grunt jest wrażliwy zarówno na prędkość, jak i na historię odkształcenia.

M. GALOS przedstawił pracę na temat skręcania prętów niepryzmatycznych o przekroju kołowym
zakładając sprężysto-plastyczny model materiału i stosując do rozwiązania metodę odwrotną,
kombinowaną z metodą małego parametru. Bardziej złożony model ciała sprężysto-lepkoplastycz-
nego przyjął T. WIERZBICKI rozważając zginanie płyty kołowej. Dla uzyskania efektywnych wyni-
ków autor skorzystał z obliczeń wykonanych na maszynie cyfrowej.

Wśród prac eksperymentalnych wymienić należy także referat J. D. CAMPBELLA i R. J. ASPDENA
(Wk. Brytania) pt. «Wpływ prędkości obciążania na zginanie elastoplastycznych belek stalowych)).
Autorzy skonstruowali specjalne urządzenie do dynamicznych prób zginania; pozwoliło ono stwier-
dzić, że zachowanie się materiału przy zginaniu wykazuje cechy, których nie można przewidzieć
na podstawie danych uzyskanych w próbie ściskania.

J. MIASTKOWSKI i W. SZCZEPIŃSKI przeprowadzili doświadczalną analizę powierzchni uplastycz-
nienia w mosiądzu z uwzględnieniem wpływu odkształceń wewnętrznych. Badania przeprowadzone,
były na cienkościennych mosiężnych próbkach cylindrycznych poddanych ściskaniu osiowemu
i ciśnieniu wewnętrznemu. Dyskutowany wpływ odkształceń wstępnych okazał się znaczny. J. KLE-
PACZKO i J. KONIG zajęli się zjawiskiem wpływu utwierdzenia rury cienkościennej, poddanej ściska-
niu i ciśnieniu wewnętrznemu, na stan naprężeń w rurze. Uwzględniono przy tym zarówno sprężystą
fazę pracy pręta, jak i fazę plastyczną ze wzmocnieniem.
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Przedmiotem doświadczalnych badań Z. WASZCZYSZYNA były sprężysto-plastyczne ugięcia
skończonych belek stalowych spoczywających na nieprzesuwnych podporach. Stwierdzono dobrą
zgodność wyników doświadczeń z danymi teoretycznymi,

3. Teoria pól sprzężonych i nowe modele ciała rzeczywistego. A. C. ERINGEN (USA) przedstawi!
nieliniową dynamiczną teorię ośrodków sprężystych poddanych silnym polom elektromagnetycznym.
Autor wyprowadził odpowiednio równania stanu oraz określił warunki skokowe dla poruszającej się
nieciągłości. Przedstawiona teoria uogólnia wiele teorii dotychczas rozważanych oraz pozwala
wyprowadzić cały szereg sprzężeń elektromechanicznych interesujących d!a dalszych badań.

S. KALISKI rozważył zjawisko wzmocnienia mechano-elektromagnetycznych fal powierzchnio-
wych w przewodnikach i piezoelektrykach za pomocą strumienia elektronów poruszającego się
nad powierzchnią ośrodka sprężystego. W szczególności rozpatrzono idealny przewodnik w polu
magnetycznym równoległym do kierunku strumienia elektronów oraz podobne zagadnienie dla
piezokwarcu. W. NOWACKI uogólnił znane z mechaniki twierdzenie o wzajemności na przypadek
materiałów piezoelektrycznych, zginanie zaś płyt dielektrycznych umieszczonych w polu elektrosta-
tycznym omawiał w swym referacie R. SOŁECKI.

Grupę prac z zakresu aerosprężystości reprezentował referat S. A. AMBARCUMIANA i G. E. BAG-
DASARIANA (ZSRR); przedmiotem ich rozważań było zagadnienie niestateczności płyty nieograni-
czonej i nieskończenie długiej powłoki,' walcowej w opiywie naddźwiękowym, intensywnie nagrzewa-
nej w procesie występującego tu zjawiska flatteru. W pracy podkreślono istotny wpływ zależności
modułu sprężystości materiału od temperatury na przebieg zjawiska. J. NIESYTTO rozpatrywał drga-
nia cienkościennej, skończonej rury cylindrycznej o przekroju kołowym, wywołane wewnętrz-
nym, naddźwiękowym przepływem gazu. Uwzględniono przy tym tłumienie wewnętrzne zgodne
z modelem Voigta i Sorokina.

Problemem aero-magneto-flatteru rury cienkościennej, wywołanego przepływem gazu przez rurę,
zajął się L. SOLARZ kontynuując swe dawniej rozpoczęte badania nad wpływem pola magnetycz-
jego na zjawisko flatteru. Z. DŻYGADŁO rozważył zaś z kolei drgania skończonej płyty opływanej
jednostronnie gazem o*prędkości naddźwiękowej i poddanej działaniu periodycznych wymuszeń
siłami zaczepionymi na krawędziach.

Kilka referatów dotyczyło szczególnych, często nowych modeli ciała odkształcalnego i ich zasto-
sowaniu do opisu zachowania się ciał rzeczywistych. I tak Z. WESOŁOWSKI wyprowadził podstawowe
zależności dla nowego typu sprężystego kontinuum materialnego przenoszącego momenty powierz-
chniowe. Rozważył on dwa przypadki kontinuum (o trzech i sześciu stopniach swobody) istotnie
różniącego się od kontinuum Cosserat wykazując jednocześnie, że tensor naprężenia momentowego
jest tensorem kulistym. Dla kontinuum o trzech stopniach swobody udowodniono, że tensor ten
nie wpływa na propagację fal sprężystych.

Praca R. STOJANOVIĆA, S. DJURIĆA i L. VUJOSEWIĆA (Jugosławia) dotyczyła związków między
naprężeniami i odkształceniami dla sprężystego kontinuum typu Cosserat przy trzech kierunkach
uprzywilejowanych. Wykazano istnienie szczególnego pola naprężeń związanego z odkształceniem
orientacji materiału. C. EIMER dokonał przeglądu i analizy modeli stochastycznych stosowanych
w mechanice kontinuum przy określaniu «średnich» własności mechanicznych materiału oraz przed-
stawił własne wyniki uzyskane dla ośrodka ąuasi-jednorodnego. Określono ogólnie zależności dla
naprężeń i odkształceń, kryterium wytrzymałościowe oraz podano przykłady konkretnych rozwiązań
zagadnień jednowymiarowych.

N. CRISTESCU (Rumunia) przedyskutował pewien układ równań stanu mający opisywać ciała
wrażliwe na prędkość odkształcenia przy obciążaniu; równania te w przypadku odciążania odpowia-
dają modelowi ciała sprężystego. Do obliczeń wykorzystano tu w szerokim zakresie maszyny elektro-
nowe.

Przedmiotem badań J. NALESZKIEWICZA był dobór modelu, który mógłby prowadzić do racjonal-
nej hipotezy wytrzymałości doraźnej na rozciąganie. Zwrócił on uwagę na fakt, że konstruowanie
takiej hipotezy w oparciu o te same kryteria co w przypadku hipotezy uplastycznienia jest nieuza-
sadnione.



BIULETYN INFORMACYJNY 105

C. WOŹNIAK przedstawił podstawowe układy równań ogólnych dla dwuwymiarowych hiper-
sprężystych ośrodków włóknistych. Model tego rodzaju służyć może jako podstawa do rozważania
szeregu konstrukcji rzeczywistych, w których oddziaływania elementów mają kierunki tworzące
rodzaj siatki. W. KASPRZAK omówił opierając się na wynikach doświadczeń kwestię granicy sto-
sowalności modelu kontinuum materialnego w analizie pewnych pomiarów wytrzymałościowych.
Chodziło tu o zjawiska zachodzące w tak małych obszarach ciała rzeczywistego, w których ze
względu na jego mikrostrukturę model kontinuum staje się niemożliwy do zastosowania.

R. A. TOUPIN (USA) dokonał interesującego przeglądu ostatnich wyników w teorii sprężystych
naprężeń momentowych. Następnie wychodząc z modelu kontinuum sprężystego, dla którego energia
odkształcenia zależy nie tylko od samego gradientu odkształcenia, ale i od gradientów wyższych
rzędów, wykazał istnienie naprężeń wstępnych i hipernaprężeń dowodząc, że te ostatnie wywołują
odkształcenia cienkiej warstwy granicznej powierzchni swobodnej.

H. ZORSKI przedstawił pewne podstawowe zagadnienia polowej teorii ruchu defektów dyskret-
nych, obejmującej defekty typu dyslokacji, wtrąceń itp. Wyprowadził on równania ruchu defektów
izolowanych w ośrodku ciągłym. Praca M. ŻÓRAWSKIEGO dotyczyła metody przemieszczeń w teorii
ciągłych defektów siatek krystalicznych. Wykazano możliwość zanurzenia kryształu zdyslokowanego
w przestrzeni euklidesowej o większej liczbie wymiarów (6 dla ekstramaterii i 9 dla dyslokacji).
Dowiedziono w fen sposób, że w dziewięcio-wymiarowej przestrzeni euklidesowej można stosować
równania metody przemieszczeń dla kryształów z defektami sieci.

E. KRONER (NRF) bazując na analogii zginania wiązki płytek sprężystych wyprowadził zależność
między stanem dyslokacji w kryształach o sieci sześciennej płasko-centrycznej a rozkładem makrosko-
powych naprężeń momentowych, których wpływu na energię sprężystą nie można pominąć. Autor
wykazał, że w omawianym przypadku stałe występujące w równaniu stanu składają się z części
dających się obliczyć metodami teorii sprężystości i teorii siatek.

J. H. WEINER (USA) zanalizował zjawiska pełzania i płynięcia plastycznego w łańcuchowym
modelu dyslokacji. Rozważając charakter i wielkości naprężeń w obu przypadkach autor wykazał,
że istnieje krytyczny poziom naprężeń (rzędu setnych części naprężenia Peierlsa) oddzielające od
siebie zjawiska pełzania i płynięcia plastycznego.

W pracy J. DEPUTATA i Z. PAWŁOWSKIEGO przedstawiono doświadczalny sposób ujawniania
gęstości dyslokacji w monokryształach soli kuchennej drogą trawienia. Omówiona technika pomiaro-
wa pozwala na ocenę zależności zarówno gęstości dyslokacji jak i tłumienia fal ultradźwiękowych
od stopnia zgniotu badanego kryształu. M. WNUK zaproponował pewną metodę przybliżonego
rozwiązania problemu propagacji szczeliny typu Griffitha w ośrodku idealnie sprężysto-plastycz-
nym.

4. Zagadnieniem rozprzestrzeniania się fal lepkosprężystych zajęto się w kilku referatach. CH. A.
RACHMATDLIN (ZSRR) dokonał przeglądu metod dynamicznych stosowanych przy badaniu zjawisk
rozchodzenia się fal sprężysto-plastycznych. Zaproponował on własną metodę konstruowania
równań fizycznych dla ośrodków sprężysto-plastycznych, szczególnie przydatną do eksperymental-
nego określania parametrów charakteryzujących właściwości materiału.

E. WŁODARCZYK rozwiązał zagadnienie rozprzestrzeniania się i odbicia płaskiej i kulistej fali
uderzeniowej w ośrodku sprężysto-plastycznym i w cieczy barotropowej. Rozważono odbicie fali
płaskiej od ruchomej nieodkształcalnej przegrody. Zaproponowaną metodę rozwiązania można
stosować w strefie odciążenia dla dowolnej charakterystyki materiału, zaś w strefie obciążenia —
tylko przy aproksymacji charakterystyki krzywą łamaną. W. K. NOWACKI rozpatrzył zagadnienie
rozprzestrzeniania się i odbicia fal naprężenia w pręcie sprężysto-lepko-plastycznym ze wzmocnie-
niem uwzględniając wpływ prędkości odkształcenia na związki fizyczne. Odbicie się fali od końców
pręta rozważono przy różnych warunkach brzegowych.

Celem pracy P. PERZYNY było wykorzystanie metody kolejnych przybliżeń w zagadnieniu roz-
przestrzeniania się fal naprężeń w ośrodkach niesprężystych, zarówno plastycznych, jak i lepko-
sprężystych. Autor przedstawił proponowaną metodę w dwóch ogólnych przypadkach rozpatrując
je analitycznie. Referat zawierał również przegląd przypadków szczególnych wraz z ich interpre-
tacją fizyczną. J. BEJDA omówił zagadnienie propagacji fal momentu gnącego oraz siły poprzecznej
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w belkach wykonanych z materiału sprężysto-lepkoplastycznego. Uwzględniono przy tym wpływ
ścinania i bezwładności obrotu elementów belki.

5. Tematem teorii płyt i powłok sprężystych i spręiysto-plastycznych zajęto się w dalszych kilku-
nastu referatach. Z. MARCINIAK przedstawił analizę stateczności cienkościennej powłoki w stanie
plastycznym, podlegającej rozciąganiu przy kinematycznych warunkach brzegowych. Autor stwier-
dził występowanie trzech kolejnych faz procesu odkształcenia: statecznej, ąuasi-statecznej i niesta-
tecznej. Wyniki pracy mogą być wykorzystane przy procesach wytłaczania blach. J. MURZEWSKI
omówił wyniki swoich rozważań teoretycznych, popartych przeprowadzonymi doświadczeniami;
dotyczyły one niestateczności długich powłok cylindrycznych (ale nieobrotowych) z materiału
sprężysto-plastycznego, wzmocnionych żebrami podłużnymi i poprzecznymi.

Praca W. GUTKOWSKIEGO dotyczyła obliczania powłok prętowych o węzłach leżących na pewnej
powierzchni obrotowej. Dla analizy tego rodzaju konstrukcji autor zastosował rozwinięty algorytm
różnicowego rachunku wektorowego, sprawdzając wyniki doświadczalnie na modelach z drutu.
Efekfem lokalnym działania sił skupionych na powłoki sprężyste zajmował się S. ŁUKASIEWICZ.

5. BUĆKO omówił ogólny problem stateczności powłok walcowych obciążonych ciśnieniem
wewnętrznym i osiowym stosując przy tym metodę uogólnionych szeregów potęgowych. Podobne
zagadnienie, ale w przypadku równomiernego ściskania wszechstronnego powłoki wzmocnionej
żebrami, przedstawił w ujęciu nieliniowym Z. NOWAK.

Uwzględnieniem pełzania materiałów zajęli się Z. BYCHAWSKI i B. OKOŁÓW. Pierwszy z nich
opracował zagadnienie nieliniowego pełzania membran kołowych utwierdzonych na brzegu i pod-
danych działaniu ciśnienia normalnego. Pewne przybliżone rozwiązania problemu uzyskać można
za pomocą metody małego parametru. Drugi z autorów przedyskutował pewne problemy pełzania
płyt obciążonych na krawędzi, prowadzące do utraty stateczności po upływie skończonego czasu
krytycznego.

Dźwigarami warstwowymi zajęli się V. KOVARIK (CSRS) i G. SCHMIDT (NRD). Pierwszy z nich
rozpatrywał zginanie płyt warstwowych w ujęciu nieliniowym teorii Reissnera stosując dla otrzyma-
nia efektywnych rozwiązań metodę Galerkina. Drugi z autorów omawiał także zagadnienie płyt
warstwowych, ale w aspekcie jej stateczności dynamicznej i w zastosowaniu przede wszystkim do
konstrukcji sandwiczowej. Wskazał on na możliwość powstawania w takich płytach podwójnego
rezonansu —• drgań podłużnych powierzchni środkowej i drgań poprzecznych płyty.

Problem stateczności dynamicznej płyt cienkich poruszył także K. BORSUK. Wyboczeniem płyt
o grubości zmieniającej się według pewnego prostego prawa zajął się A. GAJEWSKI. J. KOSSECKI
rozważał dynamiczne zagadnienie warstwy sprężystej (grubej płyty) wychodząc z ogólnego zagad-
nienia trójwymiarowego. Ścisłe rozwiązanie takiego problemu dla warstwy półnieskończonej ma
złożoną postać operatorową. Przedmiotem pracy A. FRĄCKIEWICZA była stateczność dynamiczna
prętów i płyt z dyskretnie rozłożonymi więzami sprężystymi, w szczególności wpływ tych więzów
na zjawisko flatteru, występujące w przypadkach opływania konstrukcji strumieniem gazu.

Na zakończenie tej grupy referatów A. JAWORSKI przedstawił pewien nowy, iteracyjny sposób
obliczania wielosegmentowych konstrukcji, tzw. półskorupowych, znajdujących szerokie zastoso-
wanie w konstrukcjach lotniczych.

6. Zagadnienia konstrukcyjne. W. MARKS, WANG DU-CHING i W. DZIENISZEWSKI przedstawili
grupę referatów z dziedziny kształtowania wytrzymałościowego. Referat A. MARKSA dotyczył
zagadnienia wyznaczania kształtu belek sprężonych pod działaniem obciążeń ruchomych. Rozpatrzo-
no takie ustawienia obciążenia ruchomego, które wywołują w określonym przekroju belki maksy-
malną wartość potencjału jednostkowego oraz wyznaczono funkcję określającą wymiary przekroju
poprzecznego belki.

WANG DU-CHING W swym referacie zajął się zagadnieniem kształtowania przekroju zakrzywionego
pręta zginanego zarówno w stanie sprężystym, jak i plastycznym. W zakresie sprężystym rozwiązanie
otrzymano po wprowadzeniu dodatkowego warunku w postaci środnika równej wytrzymałości.
W. DZIENISZEWSKI przedstawił referat dotyczący wyznaczania optymalnych kształtów płyt sprężo-
nych o zmiennej grubości. Po uzyskaniu ogólnych równań takich płyt autor rozwiązał na drodze
wariacyjnej zagadnienia kształtowania ilustrując je przykładami zaczerpniętymi z konstrukcji mosto-
wych.
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Referat Z. WASIUTYŃSKIEGO, J. KASPERKIEWICZA i A. BRANDTA dotyczył analizy stanu odkształce-
nia ściskanych elementów betonowych. Na wstępie podano ogólne twierdzenia dotyczące możli-
wości zastąpienia prawa Hooke'a przez dane doświadczalne. Następnie objaśniono metodę doświad-
czalnego badania sześciu składowych stanu odkształcenia w betonie. Autorzy przedstawili wyniki
pomiarów walców betonowych ściskanych w granicach proporcjonalności. Wyniki te różnią się
znacznie od otrzymywanych na podstawie teorii sprężystości.

Przedmiotem referatu J. SOBIESZCZAŃSKIEGO było rozważenie działania sił tarcia, traktowanych
jako więzy nieliniowe, na statycznie niewyznaczalny płaski układ rurociągu spoczywającego na
szorstkim podłożu. Zagadnienie sprowadził autor do numerycznego całkowania pewnego nielinio-
wego równania różniczkowego czwartego rzędu.

Z. MENDERA wykorzystał ortotropię plastyczną, wprowadzoną przez spoinę czołową, do zbada-
nia nośności połączenia spawanego. Zakładając płaski stan naprężenia i upraszczając warunek
plastyczności przez przyjęcie izotropii poprzecznej uzyskał on istotną zależność nośności granicznej
spoiny od kąta jej nachylenia.

Doświadczalno-teoretyczną pracę na temat ustalenia obciążenia niszczącego dla osiowo ściska-
nych prętów cienkościennych o przekroju otwartym przedstawił Z. TERESZKOWSKI. J. STUPNICKI
zreferował wyniki swych badań elasto-optycznych na temat wpływu warstwy oleju na kinetosta-
tyczne naprężenia kontaktowe w walcowych łożyskach tocznych stwierdzając, że wpływ ten jest
znaczny i sięga 20%. R. ROSMAN (Jugosławia) omówił pewien sposób obliczania wiatrownic (ścian
stężających), mogący znaleźć zastosowanie przy projektowaniu budynków wysokościowych.

Pozostałe referaty trudno zaszeregować do jakiejkolwiek z wymienionych wyżej grup. I tak np.
S. JUHASZ (USA), redaktor naczelny Applied Mechanics Reviews, zapoznał zebranych szczegółowo
z systemem WADEX stosowanym przez AMR do sporządzania i drukowania zestawień bibliogra-
ficznych prac naukowych za pomocą maszyn elektronowych. Tematem referatów L. SOBRERO
(Włochy) była teoria i zastosowania funkcji hiper-zespolonych w zagadnieniach płaskich teorii
sprężystości, jak również pewne naukowe aspekty nomografii.

Po Konferencji Naukowej w Zakopanem w dniach 22.IX-2.X.1964 kilku gości zagranicznych,
którzy zatrzymali się dłużej w naszym kraju, oraz kilka osób, które przyjechały w terminie później-
szym, wygłosili szereg referatów.

Profesor L. SOBRERO Z uniwersytetu w Trieście wygłosił cztery wykłady na temat zastosowania
funkcji hiper-zespolonych w teorii sprężystości oraz cztery wykłady z teorii nomografii.

Profesor A. A. IUUSZIN z Uniwersytetu Moskiewskiego wygłosił trzy wykłady o podstawach
teorii plastyczności. Z innych wykładów wymienimy:

referaty profesora GIANGRECO Z Neapolu o nośności granicznej belek i konstrukcji prętowych,
wykład profesora L. M. KACZANOWA Z Uniwersytetu w Leningradzie o podstawach teorii

pełzania,
profesora N. M. MUSZTARI Z Uniwersytetu w Kazaniu, który podał informacje o pracach

z dziedziny teorii powłok w Kazańskim Instytucie Fizyko-Technicznym * Akademii Nauk ZSRR
oraz wygłosił wykład o teorii trójwarstwowych płyt i powłok z nieliniowym wypełniaczem,

profesora M. MISICU z Instytutu Mechaniki w Bukareszcie o teorii mikrostruktur ciał z efektami
wyższych rzędów.

kandydat nauk M. J. GUSEJN-ZADE (Moskwa) wygłosiła wykład na temat warunków istnienia
zanikających rozwiązań w zagadnieniu płaskim teorii sprężystości.

Marek Sokolowski (Warszawa)

SYMPOZJA NAUKOWE IUTAM

W czasie Kongresu (2 września 1964) odbyło się również Walne Zebranie Międzynarodowego
Stowarzyszenia Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej IUTAM. Obradowało ono między innymi
nad programem przyszłych Sympozjów z zakresu Mechaniki Stosowanej.
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Przewiduje się zorganizowanie następujących Sympozjów:
W kwietniu 1965 w Paryżu Sympozjum na temat ostatnich postępów w zakresie mechaniki

drgań liniowych,
w czerwcu 1965 w Paryżu Sympozjum na temat trajektorji sztucznych ciał kosmicznych (impreza

organizowana wspólnie przez GOSPAR, IAV, IUTAM),
we wrześniu 1965 w Nicei Sympozjum na temat dynamiki gazów kosmicznych (IAV, IUTAM),
w marcu 1966 w La Jolla (Kalifornia) Sympozjum na temat układów wirujących cieczy,
we wrześniu 1966 w Kyoto (Japonia) Sympozjum na temat warstwy przyściennej i turbulencji

(IUGG; IUTAM).
W terminie jeszcze niesprecyzowanym dalsze Sympozja na temat zjawisk nieodwracalnych w me-

chanice kontinuów, na temat powłok cienkościennych, na temat zmęczenia oraz na temat mechaniki
nieliniowej.

W czasie Walnego Zebrania odbyły się również wybory nowego Zarządu IUTAM. Z uwagi
na upływ kadencji ustąpili zeń profesorowie N. I. MUSHELISZWILI, F. K. G. ODQUIST i H. ZIEGLER.

Na ich miejsce wybrani zostali profesorowie L. I. SIEDOW (ZSRR), W. OLSZAK (Polska)
i H. PARKUS (Austria).
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S. KALISKI, O pewnym uogólnieniu metody ortogonalizacyjnej

W. SZCZEPIŃSKI, Wpływ efektów dynamicznych na przebieg procesów ciągnienia metali

W. BOGUSZ, J. SKOWROŃSKI, Synteza kinetyczna ogólnego układu mechanicznego

Z. THRUN, O pewnym sposobie przybliżonego obliczania nieliniowych zagadnień przewodnictwa
cieplnego,

W. GUTKOWSKI, Geometria, różnicowa przestrzennej siatki punktów

J. ORKISZ, Problem odciążenia obrotowo-symetrycznych powłok w stanie błonowym przy dużych
odkształceniach niesprężystych
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