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1. Uwagi wstepne

Przy projektowaniu konstrukecji budowli wodnych decydujace znaczenie
dla wyboru najbardziej ekonomicznej konstrukeji i najwlasciwszego ksztaltu
ma prawidlowa ocena stanu jej naprezenia. Jednakie do chwili obecnej nie
znamy jeszcze takich metod obliczenia naprezen, ktére by umozliwialy dosta-
tecznie dokladne i jednoczesnie szybkie wyznaczanie ich w konstrukcjach
o bardziej skomplikowanych ksztaltach.

Istotng pomocy przy rozwiazywaniu tego rodzaju zagadnien sg doswiadczalne,
w szczegdlno$ci modelowe metody analizy naprezen [1]. Zasadniczo stosuje
si¢ dwa rodzaje modeli, ktdre odtwarzajg ksztalt i obcigzenie badanej konstrukeji:

1) modele wykonane z materialu o wlasnosciach mechanicznych zblizonych
do materialu wznoszonej konstrukeji; badajac te modele doprowadza sie je
do zniszczenia; ze stosunku obcigzenia niszczgcego do obcigZenia rzeczywistego,
ktére uwzgledniono w obliczeniach danej konstrukcji, ustala si¢ jej wspdlezyn-
nik bezpieczenstwa;

2) modele sprezyste, wykonane w niewielkiej skali z materialéw o innych
wlasnosciach niz konstrukcja i obcigZone w granicach ich odksztalcen spre-
zystych; w tym przypadku wspéiczynnik bezpieczerstwa oblicza si¢ jako sto-
sunek naprezenia niszczgcego material konstrukeji rzeczywistej do najwigkszego
naprezenia wyznaczonego dla niej na podstawie badania modelu («miejscowy
wspélezynnik bezpieczeristwa ).

Pierwszy typ modeli stosuje sie w celu wyznaczenia wytrzymalosci calej
konstrukeji. Ten typ daje bardziej prawidlowg warto$é rzeczywistego wspot-
czynnika bezpieczenstwa pod warunkiem, ze:

a) modele majg dostatecznie duze wymiary;

b) ich material jest podobny do materialu obiektu rzeczywistego pod wzgle-
dem jego wlasnodci sprezysto-plastycznych i wytrzymatosciowych;

¢) przy badaniu takich modeli a2 do ich zniszczenia jest mozliwe réwnoczesne
odtworzenie obcigzeri, podobnych do dzialajacych na konstrukeje rzeczywista.

Spelnienie tych warunkéw jest jednak przewaznie bardzo trudne do zreali-
zowania,
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Modele drugiego typu (sprezyste) sg prostsze w wykonaniu i przez rozpatrzenie
kilku wariantéw ksztaltu pozwalajg projektowaé konstrukcje najekonomiczniej-
sze. Jedli otrzymane naprezenia nie przekraczaja wartosci dopuszczalnych,
to wytrzymato$¢ konstrukeji jest zapewniona. Mozna przy tym przyjaé nizsza
warto$¢ wspélezynnika bezpieczenstwa, gdyz jest dopuszczalne miejscowe
przekroczenie granicy sprezystosci betonu.

Jesli zatozymy, Ze praca konstrukeji rzeczywistej odbywa si¢ bez przekrocze-
nia granicy liniowej sprezystosci, to upraszczajg si¢ znacznie prawa podobiefistwa
modelowego, umozliwiajace przejécie od modeli do elementéw rzeczywistych.
W tym przypadku naprezenia mozna wyznaczaé niezaleznie dla poszczegdlnych
elementarnych schematéw obcigzenia (np. ciezar wlasny i hydrostatyczne parcie
wody), co nieraz upraszcza technike laboratoryjng przeprowadzenia badan!.

Tego typu modele stosowane sa, migdzy innymi, przy badaniach prowadzo-
nych metodami fotosprezystosci.

W ostatnich latach fotosprezystosé jest stosowana do badania budowli wodnych
w wielu krajach i w bardzo szerokim zakresie. Takie badania pozwalaja:

1) wyrobié sobie pojecie o rozktadzie i wartodciach naprezen powstajacych
w budowlach wodnych pod dzialaniem zasadniczych obciazefi, wystepujacych
w rzeczywistych warunkach ich pracy;

2) ustali¢ najbardziej celowy ksztalt i wymiary projektowanych konstrukeji
(np. przez stopniows obrobke tego samego modelu); wyznaczyé stabe miejsca
(obszary najwiekszych spig¢trzen naprezen) niebezpieczne dla wytrzymatodci
konstrukeji; ustali¢ $rodki zaradeze dla usuniecia zaobserwowanych w konstrukeji
wad;

3) wyjaéni¢ ekonomiczna celowo$é rozpatrzonych wariantéw konstrukeji
i wybraé wariant najwlasciwszy; wykry¢ istnienie zbytecznych zapaséw wy-
trzymatosci w jej elementach lub poszczegdlnych obszarach; okresli¢ wspéiczyn-
nik bezpieczenstwa konstrukcji w réinych warunkach jej pracy;

4) oceni¢ stan napreZenia podloza budowli 1 zachowanie si¢ jego pod obcig-
zeniem; wyjasni¢ wplyw podatnodci gruntdw podioza (lub wartodci ich wspdl-
czynnikdw sprezystosci E) i niejednorodnoscei ich wlasnoéei mechanicznych
na stan naprezenia konstrukeji; '

5) ustali¢ schemat obliczeniowy i sprawdzié stuszno$¢ zalozen, przyjmowanych
w stosowanych metodach obliczenia konstrukeji;

6) okredli¢ stan naprezenia konstrukeji o stosunkowo skomplikowanym ksztal-
cie i schemacie obcigzenia (dzigki mozliwosci wykonania modelu bardzo malych
wymiaréw 1 obcigzenia silami o nieznacznych wartodciach);

7) bada¢ réwniez tréjwymiarowe (przestrzenne) stany naprezenia.

Dla oszczgdnodci takie badania stosujemy zwykle dla wyjadnienia jedynie
niektérych z wymienionych wyzej zagadnie,, mianowicie tych, ktére dla da-
nego konkretnego przypadku technicznego sa decydujace.

! Jednakze w przypadkach, gdy_ wymagane sa wyniki w postaci krzywych charakteryzujacych

stan naprezenia wewnatrz modelu, to superpozycja obliczeniowa wynikéw uzyskanych dla dwu
i wigcej schematédw obcigzenia staje si¢ ogromnie pracochlonna [4,5).
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2. Fotosprezyste badania rozkladu napr¢zen w przekroju poprzecznym zapory filarowej

2. 1. Cel, zakres i przedmiot badai. Gléwnym celem omawianego etapu  ba-
dani zapory filarowej byla weryfikacja doswiadczalna ustalonych przez projek-
‘tantéw przekrojow poprzecznych sekcji zapory: nieprzelewowej oraz przele-
wowej. Badania objely:

a) okreslenie wartodci naprezen na brzegach odwodnym i odpowietrznym
zapory jak réwniez wartodci spietrzen naprezen w punktach zatamania $cian
zapory; '

b) sprawdzenie czy w korpusie zapory nie wystepuja naprezenia rozcigga-
jace (pod obcigzeniem, skladajacym si¢ z parcia wody i ciezaru wlasnego napre-
zenia te w zaporze nie powinny wystgpié); _

c) wyznaczenie trajektorii naprezen gtéwnych oraz trajektorii maksymalnych
naprezen stycznych; '

d) okreslenie punktéw stabych, niebezpiecznych dla wytrzymatosci zapory
oraz obecnogci ewentualnych zbednych zapaséw wytrzymatosci.

W celu uzyskania wynikéw odpowiadajgcych bardziej tréjwymiarowemu
stanowi naprezenia wystepujacemu w obiekcie, zamiast traktowania go jako
zadanie plaskie, badania tego przekroju przeprowadzono na modelu «pdl-
przestrzennym»®. Umozliwito to prawidlowsze wyznaczenie naprezen dla
interesujacych nas szczegdlnie obszaréw plasko-réwnoleglych sekeji zapory.
Na podstawie badan tego przekroju okreslono wartodci maksymalnych naprezei
na brzegu odwodnym i odpowietrznym.

2.2. Schematy obciazeri. Rozpatrywany przekrdj zbadano dla dwu schematéw
obcigzen: zbiornik pusty — obcigzenie tylko ciezarem wlasnym oraz zbiornik
pelny — obcigzenie cigzarem wlasnym i parciem wody.

Przyjeto, ze korpus zapory jest jednorodny o stalym ciezarze objetodciowym
y = 2,4 t/m?

2.3. Opis przeprowadzonych badain. W omawianym etapie przeprowadzono trzy
serie badai modeli dla ksztaltu zaproponowanego przez projektantow.
W ramach serii pierwszej zbadano model przekroju poprzecznego najwyzszej
sekeji nieprzelewowej zapory. Seria druga objeta badania sekcji przelewowej.
Natomiast badania serii trzeciej (rys. 5) przeprowadzono w celu sprawdzenia
prawidlowosci dzialania hydraulicznego urzgdzenia obcigzajacego (rys. 10)
zastosowanego w serii pierwszej dla realizacji zast¢pezego parcia hydrostatycz-
nego. W badaniach serii trzeciej korzystano z mechanicznego ukladu obcig-
zajacego (rys. 11),

? Mianem modeli péiprzestrzennych okre§lono tu modele plaskie o grubodci zmicniejgcej sig
podobnie jak odpowiednie obszary konstrukeji modelowanej. Modele te wykonujemy przyjmujac
mniejsza skale dla gruboéci niz dla wymiaréw w plaszczyznie modelu. Dzigki temu otrzymujemy
zwigkszenie obszaru modeli, ktéry mozna traktowaé jako obszar plaski. Mozna przyjaé, ze obszary
modeli pélprzestrzennych, posiadajace stala gi‘uboéé i dostatecznie oddalone od stref zmiany
grubosci, znajduja si¢ w plaskim stanie naprezenia.
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Ksztalty oraz wymiary zbadanych modeli («pélprzestrzennych») pokazano
na rys. 1. Modele te wykonano z materialu polimeryzowanego we wlasnym
zakresie w Pracowni Analizy Naprezen IPPT PAN.

Badania serii pierwszej miaty nastgpujacy przebieg. Stan naprezenia powsta-
jacy pod dzialaniem cig¢zaru wlasnego modelowano metods wirowania z zasto-
sowaniem «zamrazania naprezen». Izochromy caltkowite dla tego przypadku
obcigzenia przedstawia rys. 2. Ten obraz odpowiada czulo$ci optycznej ma-
terialu dla temperatury 100°C.
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Rys. 1. Ksztalty oraz wymiary modeli sekcji nieprzelewowej i przelewowej zapory

=

Nastepnie do modelu o «zamroZonych naprezeniach» wywolanych dziataniem
zastepczego cigzaru wiasnego przylozono obcigzenie tréjkatne. W tym przy-
padku czulo§é optyczna tego samego modelu jest wielokrotnie nizsza, gdyz
obcigZenie tréjkatne przykladamy nie w temperaturze «amrazania» lecz
w pokojowej. W celu wigc uzyskania efektu optycznego od zastepcze-
go parcia hydrostatycznego o wartoéci wspdlmiernej z efektem «zamrozo-
nym» nalezalo obcigZenie tréjkatne odpowiednio zwiekszyé. W ten sposéb po-
wstal obraz izochrom dla przypadku jednoczesnego obcizzenia ciezarem wias-
nym i parciem hydrostatycznym (rys. 3).
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Na podstawie izochrom dla obu schematéw obcigzenia sporzadzono wykresy
naprezen brzegowych (rys. 4). Nastepnie przeprowadzono badania sprawdzajace
(serii trzeciej): a) zbadano model obcigzony za pomocg uktadu mechanicznego
wywolujacego zastepcze parcie hydrostatyczne; b) sporzadzono dla tego przy-

Rys. 2. Izochromy catkowite sekcji nieprze- Rys. 3. Izochromy poléwkowe 'sekcji nie-
lewowej obciaZonej ciezarem wlasnym przelewowej od jednoczesnego obcigZenia
clezarem wlasnym i parciem hydrostatycznym

0 4 8 7 6 X Ma
S S SV Ve S —

Skala napreten w rzecaywislym
obiekcre

Rys. 4. Wykresy napreZenn brzegow sekeji nieprzelewowej (pierwsza seria badan): a) obcigZe-
nie cigzarem wtasnym; b) jednoczesne obciazenie cigzarem wlasnym i parciem hydrostatycznym

padku obcigzenia wykres naprezef brzegowych; ¢) wyznaczono wykres napre¢zen
brzegowych dla przypadku jednoczesnego dziatania cigzaru wlasnego i parcia
hydrostatycznego na zasadzie superpozycji (rys. 5).

Badanie przekroju sekeji przelewowej zapory (seria druga) przeprowadzono
na modelu «pbiprzestrzennym» w sposéb analogiczny do badania przekroju
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Skala naprezer

Rys. 5. Wykres naprezen brzegowych sekcji nieprzelewowej obciazonej cigzarem wlasnym i parciem

hydrostatycznym, sporzadzony na podstawie: a) badan przeprowadzonych z zastosowaniem

hydraulicznego urzgdzenia obcizZajacego wedlug tréjkata (pierwsza seria badaf) — linia prze-

rywana, b) badarn sprawdzajacych (trzecia seria badan) — z uZyciem urzadzenia mechanicznego —
linia ciggla - '

Rys. 6. Jzochromy calkowite sekcji przele- Rys. 7. Izochromy poléwkowe sekeji przele-
wowej obcigionej ciezarem wlisnym wowej od jednoczesnego obcigzenia cigzarem
wlasnym i parciem hydrostatycznym

[8]
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sekeji \'nieprzelewowej (seria pierwsza). Zdjecia izochrom i wykres naprezen
brzegowych z tych badan pokazano na rys. 6-—8.

2.4. Aparatura specjalna. Podczas omawianych badan zastosowano kilka przy-
rzadéw zaprojektowanych i wykonanych specjalnie do tego celu. Niektore
z nich opisano nizej w celu umozliwienia dokladniejszego zaznajomienia sie
z technikg laboratoryjng badan.

Dla zmodelowania stanu napreZenia powstajgcego pod dzialaniem cigZaru
wilasnego korzystano z wiréwki wmontowanej wewnatrz komory do wygrze-
wania plastykéw.

I

iy
it

|
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/] 411‘21'6‘2‘02;1283?11[.
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Skala naprezen w rzecaywistym obigkcie
Rys. 8. Wykres naprezett brzegowych sekeji przelewowej (druga seria badan) obcigZonej cie-
Zarem wlasnym

Do realizacji zastgpezego parcia hydrostatycznego zastosowano nowe, hy-
drauliczne urzadzenie obcigzajace. Ze wzgledu na zastosowang technike badania
1 wymagane do$é znaczne wartosci tréjkgtnego parcia bocznego nie moZna
byto oprzeé sie na zadnym ze sposobdw obcigzenia opisanych w literaturze.
W zwigzku z tym skonstruowano specjalne hydrauliczne urzadzenie obcigzajace
(rys. 9). Urzadzenie to umozliwia realizacje techniczng liniowo zmiennego
obcigzenia cigglego imitujgcego parcie hydrostatyczne. Wielkosé¢ abcigzenia
jest regulowana w ten sposéb, aby mozna bylo dobraé «parcie hydrostatyczne»
o wartodci wspdlmiernej do obcigzenia masowego powstajacego podczas wi-
rowania z zachowaniem warunkéw podobiedstwa modelowego.

Przyjeto, Ze maksymalne ciénienie wywierane na model w miejscu odpowia-
dajagcym najwigkszej glebokodci wody gérnej bedzie regulowane w zakresie

do 200 kG /cm?,
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Zaprojektowane urzadzenie {do wywolania parcia hydrostatycznego jest
urzadzeniem prototypowym o oryginalnym rozwigzaniu konstrukcyjnym, jakiego
autor nie spotkal w znanej sobie literaturze z zakresu fotosprezystosci. Jest to
urzadzenie hydrauliczne [posredniego [dziatania, ktérego praca polega na tym, ze
ciénienie hydrauliczne przez gumowa membrang G dziala na wktadke W skia-
dajacy sie z szeregu oddzielnych elementéw stalowych, ktére z kolei dziataja
na brzeg modelu M za posrednictwem wyréwnujacej podkladki gumowe;.

&3

T

Rys. 9. Widok ogélny hydraulicznego urzadzenia obcigzajacego do realizacji zastgpczego parcia
hydrostatycznego

Ogélny zarys ksztattu wkladki W jest wykonany wg tréjkata i w ten spos6b
uzyska¢ mozna liniowg w przyblizeniu (ze wzgledu na skonczong liczbe ele-
mentéw wkladki) zmienno$é obcigzenia brzegu. Elementy wktadki umieszczamy
w odpowiednim wycigciu korpusu K urzgdzenia. Wewnatrz korpusu znajduje
si¢ gumowy pojemnik poddany ci$nieniu hydraulicznemu, ktérego wielkosé
dobieramy stosownie do warunkéw pomiaru.

Zalamanie obcigzonego brzegu modelu uwzgledniono tu przez odpowiednie
zalamanie z powierzchni korpusu urzgdzenia.

Dla sprawdzenia i poréwnania wynikéw uzyskanych przy uzyciu urzadzenia
hydraulicznego, przeprowadzono badanie sprawdzajace realizujac obcigzenie
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hydrostatyczne w sposéb mechaniczny przy pomocy linek, bloczkéw i cie-
zarkéw.

Schemat tego urzgdzenia obcigzajacego pokazano na rys. 10. Model przy-
klejono do odpowiednio uksztaltowanej plytki i za jej posrednictwem przy-
mocowano go do ramy ukladu obcigzajgcego. Do brzegu «odwodnego» modelu
na odcinku obcigzonym parciem hydrostatycznym przylozono 9 plytek o sze-
rokoéei 7,5 mm (luzy sumaryczne miedzy plytkami wynosity 0,5 mm). Kazda
z plytek objeta zostala zylka nylonows, ktéra po przelozeniu przez bloczek
obcigzono ciezarkiem odpowiedniej wartosci.
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Rys. 10. Schemat mechanicznego ukladu obcigzajacego modelujacego parcie hydrostatyczne

Z uwagi na zalamanie brzegu «odwodnego» obcigzenie ciezarkiem P, przy-
tozono w nieco odmienny sposéb anizeli obcigzenia pozostale, tj. za posrednic-
twem dwéch bloczkéw. Wartosei ciezarkéw od Py = 5 kg do Py = 24 kg obli-
«czono przyjmujac liniowa zmiennoéé obciazenia wraz z glebokoscia, z zachowa-
niem warunkéw podobieristwa modelowego.

Na rys. 11 pokazano izochromy poléwkowe uzyskane przy pomocy opi-
sanego urzadzenia obcigZajacego, zastosowanego w trzeciej serii badan.

2.5. Wyniki badan. Odnosnie badan nieprzelewowej sekcji zapory (rys. 2-4)
pewne watpliwosci budzié moze uksztaltowanie prostokatnych otworéw we-
wnatrz korpusu zapory. Na brzegach gérnym i dolnym tych otworéw wyste-
puja bowiem naprezenia rozciagajace o wartosci ok. 3 kG/cm?.

Badania sekcji przelewowej zapory (rys. 6-8) wykazaly, ze:

1. W przypadku obcigzenia wylacznie cigzarem wiasnym rozklad naprezen
na brzegu odwodnym zapory jest zblizony do réwnomiernego i wynosi ca 3 at,
(w obiekcie). Réwniez rozklad naprezent wzdiuz odpowietrznego brzegu filara
jest zblizony do réwnomiernego. Srednia wartoéé tych naprezen wynosi ca
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6 at. Rozklad naprezed na brzegu otworu otrzymano zblizony do rozkladu
symetrycznego. Srednia warto$é spietrzenia naprezen w narozach wynosi
ca 10 at, przy czym na dolnych i gérnych brzegach otworéw wystepujg napre-
zenia rozciggajace o wartoscei okolo 3 at.

2. Dla jednoczesnego dzialania cigzaru wlasnego oraz parcia hydrostatycz-
nego na brzegu odpowietrznym w dolnej wyokraglonej czesci wystepuje spig-
trzenie naprezen o warto$ci ok. 20 at. Naprezenie to jest wigksze, anizeli napre-

Rys. 11. Izochromy potéwkowe uzyskane przy zastosowaniu mechanicznego ukladu obcigzajacego

zenie w narozu odpowietrznym sekcji nieprzelewowej. Przypisaé to nalezy
wplywowi otworu, ktéry w sekcji przelewowej ma znacznie wigksze wymiary.

3. Spietrzenia naprezen 4ciskajacych w narozach otworu osiagajg wartodci
rzedu 20 at. z tym, Ze na gérnym poziomym brzegu otworu powstaja naprezenia
rozciagajace, wynoszace do 4 at.

2.6. Whnioski i zalecenia konstrukcyjne. Zalozone przez projektodawcéw ksztalt
i wymiary przekrojéw poprzecznych obu badanych sekcji zapory (prze-
lewowej i nieprzelewowej) uznaé nalezy w zasadzie za prawidlowe. W zadnym
punkcie brzegu naprezenia nie przekraczaja wartosci dopuszczalnych dla przy-
jetych marek betonu. Jednakie w celu polepszenia pracy wytrzymato$ciowej
konstrukcji oraz zwigkszenia jej pewnoéci byloby bardzo wskazane wprowa-
dzenie nastepujacych niewielkich zmian:

a) wyokraglenia wklgstego zatamania $cian sekcji nieprzelewowe] zapory
po stronie odpowietrznej lub przynajmniej wprowadzenia dwustopniowego
zatamania;

b) zamiany prostokatnych przekrojéw otworédw wewnetrznych w korpusach

obu sekcji zapory na otwory eliptyczne; w ostatecznodci wyokraglenie wszyst-
kich narozy otworéw lukami o promieniu nie mniejszym niz 30 cm;



FOTOSPREZYSTE BADANJA PRZEKROJU POPRZECZNEGO. ZAPORY FILAROWE] 13

c) zazbrojenia konstrukcyjnego przynajmniej gérnej i dolnej powierzchni
otworéw galerii w plaszczyznach poprzecznych do ich osi.

Powyzsze zmiany wplyng niewatpliwie na obniZenie naprezer na brzegach
otworéw oraz brzegu odpowietrznym rozpatrywanych przekrojéw zapory.

3. Uwagi koncowe

Omoéwione w pracy badania przekroju poprzecznego zapory filarowej stanowia
jeden z fragmentéw prac naukowo-badawczych Pracowni Analizy Naprezen
IPPT PAN z zakresu badan zapdér® metodami fotosprezystosei.

W Pracowni przeprowadzono réwniez metodami fotosprezystosei:

3.1. Badania zapory grawitacyjnej o wysokosci calkowitej ok. 76 m. Ze wzgledu na sze-
roki program tych badan calo$é prac podzielono na cztery etapy:

I. badanie przekroju poziomego (teowego) sekcji typowej;

II. wyznaczanie stanu napreZenia w przekroju poprzecznym zapory naj-
wyzszej sekeji nieprzelewowe;j;

II1. badanie przekroju poprzecznego przez komore zasuw, sekcji przele-
wowej; -

IV.badanie stanu naprezenia sekcji przy sitowni, w przekroju prostopadiym
do dylatacji 1 osi otworu rurociggu doprowadzajgcego; w szczegdélnosci prace
te objely wyznaczenie spigtrzeli naprezen wokét otworu rurociggu przy zbior-
niku pelnym (obcigzenie cigzarem wlasnym i parciem wody) oraz przy zbior-
niku pustym (obcigzenie samym tylko cigzarem wiasnym).

3.2. Badania zapory filarowej o wysokosci ok. 30 m. Poza omdwionymi w niniej-
szej pracy przeprowadzono:

a) badania rozkladu naprezen w przekroju prostopadtym do brzegu odwod-
nego oraz plaszczyzny dylatacji;

b) badania majgce na celu wyznaczenie wptywu niejednakowych wspélczyn-
nikéw sprezystosci podtuznej E materialéw zapory i podioza na rozkiad napre-
zen w przekroju poprzecznym zapory.

Zagadnieniami zastosowania fotosprezystych badan w budownictwie wod-
nym autor zaja! sie takze w pracach [2 i 3]. Cze$¢ wymienionych wyzej badan
zapér grawitacyjnych oméwiono w dwu pracach [4 i 5]. Dalsze publikacje
z dziedziny badad zapér grawitacyjnych i filarowych sa w przygotowaniu.
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Pesome

HCCIETOBAHWA METOIOOM DOTOVIIPYTOCTU TIOTIEPEYHOTO CEUEHHS
KOHTP®OPCHOHM INOTHHBI

Bo BBenennn obparuaercs BHUMAHIE HA IPUMECHEHHE JBYX OCHOBHBIX THIIOB MOMENCH ; MPHBO-
IATCA OBJIACTM NPHMIOKHOCTH HCCIENOBaHMI B IOJIIPH30BAaHHOM CBETE B INPUMEHEHHMH K THIDPO-
COOPYIKEHHSIM.

Janvire, B paGore paccmaTpuBaercs NPHMED IPUMEHCHMS HCCIENOBAHMA B IONAPH30BaHHOM
CBETE K SKCICPUMEHTANIRHOH IIPOBEPKE IPHUHATHIX IPOCKTHPOBILHKAMY IONEPEUHBIX CEHEHMIH
cexnuit KOHTP(hOPCHON IIOTHHBI,

““ITosynpocTpaHCTBEHHAsT" MOJETE BBLINONHEHHAS U3 TBEPHOH SMOKCH/IHON CMONLI MCHBLITAHA
B IBYX CXEMaX HATPY)KEHHSA: 8) TOJBKO COBCTBEHHBIM BECOM, §) COOCTBEHHLIM BECOM ¥ I'MIpO-
cTaTnyeckum HgasyeHneM. HanpspeHHOE COCTOSIHME BBLI3BAHHOE COGCTBEHHBIM BECOM MOMNENH-
PYETCSI METOOM BPALICHUST ¢ MCIOIB30BAMMEM SIBNEHMS 3amMopakuBaHus. I{apTHHa HanpsoKeHuit
B IOJISPH30BAHHOM ‘CBETE NP HATPY3KE IO CXEME B) IIOJNYYEHA HATPYIKEHUEM MOIECIH ¢ *3aMOpO-
YKEHHOH "KapTHHOH HanpshDieHHH OT COOCTBEHHOIrO BECA COPa3MEPHBLIM THIPOCTATHHECKHM
JaBNEHMEM; IJT MOICIIMPOBAHHA THIDOCTATHYECKOrO [ABJICHMA IPUMEHAETCS CIIELHAJBHO:
CIIPOEKTHPOBAHHOE THIPABJIMYECKOE YCTPOHCTRO.

JLost MuocTpauru NpUBENEHBL PUCYHIM M30XPOM, KPaeBbIX HapsOKEHHUI, a TAaroKe NpUMeHs-
emo# armmaparypsl. B KOHIE NMPUBOJATCA PE3yJIbTAaThl UCHBLITAHMIA, 4 TAKIKE BBIBOILI H PEKOMEH-
JAUMH IO KOHCTPYKUEY. PacCMOTPEHHBIE B CTaTHE WCIBITAHMS SBISIOTCA HacTHIO HAYWHO-HCCHIe-
JIOBATEJIbCKMX pPaboT IO NIONAPH3AIMOHHO-ONTHYECKOMY MCCNIEJOBAHMIO ABYX TUIOTHH: KOHTP-
opcHoi M rpaBuTanMOHHON. Paborkr nposopsarca JlaGopaTopueil Anamnsa Hanpsoxenwit.

Summary
PHOTOELASTIC INVESTIGATION OF THE CROSS-SECTION OF BUTTRESS DAM

First the application of the two basic types of models is described and the range of applicability
of the photoelastic methods in investigations of water dams is presented.

An example is given of the application of photoelasticity to experimental verification of the
cross-sections of a buttress dam as determined by the designers. A “semi-spatial” model made of”
hard resin was investigated in two cases: loading only a) by its own weight, b) by its own weight
and hydrostatic pressure. The state of stress due to its own weight was modelled by the method
of rotation making use of the “frozen-stress” method. The photoelastic picture of stresses due-
to case b) was obtained by loading the model with the “frozen” state of stress due to the weight
of the sample by a hydrostatic pressure; to obtain the latter a hydraulic device was employed.
which was designed for this experiment.

To ilustrate the results the isochromes, boundary stresses and the employed apparatus are-
presented.

Finally the results of the investigations are given as well as conclusions and suggestions concern-
ning the design. The investigations constitute a part of the work of the Stress Analysis Division.
on photoelastic investigations on two dams: a buttress and a gravity dam.
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Z BADAN FOTOSPREZYSTYCH STANU NAPREZENIA WYWOLANEGO
CIEZAREM WEASNYM Z UWZGLEDNIENIEM WPLYWU PODEOZA

ROMAN STEFAN DOROSZKIEWICZ (WARSZAWA)

1. Wstep

Fotosprezysto$¢ jest jedng z najbardziej znanych i ogélnie stosowanych metod
analizy naprezen. Jednakze, o ile autorowi wiadomo, przeprowadzono dotych-
czas jedynie nieliczne badania fotosprezyste stanu naprezenia cial niejedno-
rodnych obcigzonych cigzarem whasnym pomimo tego, ze omawiany problem
ma duze znaczenie dla praktyki inZynierskiej. W badaniach tych, dotyczacych
wyznaczania rozkladu naprezen w zaporach, wplyw réznych wspéiczynnikéw
sprezystoéci podtuznej E zapory i podloza, wyznaczano przez zbadanie modelu
plaskiego o odpowiednich stosunkach grubodci obszaréw modelujacych zapore
i podioze. Wyznaczony tym sposobem stan naprezenia w punktach dostatecznie
odlegtych od linii kontaktu obu modeli nie budzi zastrzezefi. Natomiast w bez-
posrednim sgsiedztwie polaczenia tych modeli wprowadzano tréjwymiarowy
stan naprezenia, co wyklucza mozliwo$é wyznaczenia wartosci naprezen faktycz-
nie panujgcych w punktach brzegu kontaktu zapory i podloza.

Brak wzmianek w literaturze fachowej o dokladniejszych badaniach foto-
sprezystych powyzszego zagadnienia mozna wyjaéni¢ jedynie wielkimi trud-
nosciami laboratoryjnymi, jakie nastreczajg badania tego rodzaju. W pracy
niniejszej autor przedstawia swe pierwsze badania majace na celu opracowanie
metody fofosprezystosci umozliwiajacej bardziej dokladne rozwigzanie zadan
2 zakresu tego problemu.

2. Przeprowadzone badania stanu napr¢zenia wywolanego
ciezarem wlasnym z uwzglednieniem wplywu podioza

2.1. Kilka fotosprezystych metod modelowania stanu naprezenia wywo-
tanych dziataniem ciezaru wlasnego wykorzystuje analogie, jaka zachodzi
miedzy wyrazeniami na warto$§¢ naprezen powstalych od obcigzenia cigzarem
whasnym i sitami odsrodkowymi [4]. O ile wykonamy model o dostatecznie
malych wymiarach w stosunku do promienia wirowania, to bigd spowodowany
niejednorodno$cig pola sit od$rodkowych mozemy sprowadzi¢ do wartodci
bledéw, z jakimi rozwiazujemy przecietne zadania z zakresu budownictwa.
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Podstawowa rdznica pomiedzy tymi metodami zachodzi w sposobie utrwa-
lania fotosprezystego obrazu naprezen. W omawianych badaniach korzystano
z dwu takich sposobéw.

W pierwszym etapie badan zastosowano wirowanie z wykorzystaniem zja-
wiska «amrazania naprezen». Jak wykazaly wyniki tych badan, wpltyw «a-
‘mrazania» modeli zlozonych na ich stan naprezenia jest znaczny szczegdlnie
w strefie polaczenia (rys. 1). Wspétezynniki rozszerzalnosci termicznej dla
materialéw fotosprezystych nie sg wartoscig stala, lecz sg rézne dla réznych

Rys. 1. Izochromy poléwkowe modelu 17, wywolane lacznym dzialaniem naprezen termicznych
oraz metoda wirowania z zamrazaniem

zakreséw temperatury. Ponadto nawet dla materialdw fotosprezystych tego
samego rodzaju wspélczynniki rozszerzalnoéci termicznej moga sie zmieniaé
w zaleznoéci od ich sktadu chemicznego i przyjetej techniki obrébki termiczne;j.
Z tego tez wzgledu po przeprowadzeniu wstepnych badai metods wirowania
z zamrazaniem uznano za konieczne poszukanie innych sposobdw rozwiazania
postawionego zadania.

W badaniach etapu drugiego korzystano z lamp blyskowych i te metode
nazwano «blyskows metoda wirowanian. W metodzie tej najpierw analizowa-
no wizualnie obraz naprezedi przy pomocy stroboskopu (mozna by to na-
zwal «zamrazaniem optycznym naprezef»). Na podstawie tych obserwa-
cji stwierdzano, czy gradient naprezed jest dostatecznie wielki oraz czy
obraz naprezed nie budzi zastrzezed odnosnie przebiegu oraz stopnia wy-
razistodci izochrom i izoklin. Po zanalizowaniu tego obrazu wprowadzano
ewentualne poprawki w ustawieniu modelu lub w liczbie obrotéw wiréwki.
Nastepnie usuwano lampg stroboskopows, a na jej miejsce wprowadzano lampe
blyskows emitujgca pojedyncze blyski, ale o znaczniec wigkszym natezeniu
$wiatla. Korzystajac z tych blyskéw sporzadzano fotografie obrazéw izochrom
i izoklin.

22. Podstawowg aparatura, umozliwiajacg prowadzenie badad «blyskows
metodg wirowania» jest specjalnie w tym celu zaprojektowana i wykonana
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wirédwka wraz z urzadzeniem do synchronizacji chwili btysku, polozenia modelu
oraz chwili ekspozycji negatywu w kamerze fotograficznej, (rys. 2). Wirdw-
ka ta posiada dwa wymienne wirniki (ramiona) (rys. 3).

Rys. 2. Wiréwka do fotosprezystych badan w temperaturze Rys. 3. Ramiona wiréwki
pokojowej z zastosowaniem techniki blyskowej. Widok od
strony analizatora

Pierwszy z nich daje znaczne przecigzenie, dochodzace do 2000 g, ale tylko
na mniejszym promieniu wirowania nie przekraczajgcym 55 cm. Ten wirnik
jest przeznaczony do badan modeli mniejszych, wykonanych z zywic twardych
o E = 25000-40 000 kG/ecm? i K = 7-10 kG/cm?. Drugi wirnik umozliwia
wirowanie na diuzszym ramieniu o dtugodci 80 cm modeli o wigkszych wymia-
rach, wykonanych z wysokoczutych zywic gumopodobnych o E = 10-300
kG/cm? oraz K = 0,3-1 kG/cm? przy przecigzeniach rzedu 200-400 g.

Naped z silnika na wrzeciono przeniesiony jest przy pomocy wymiennych
két i paskéw klinowych. W wirniku znajduje si¢ wyciecie w ksztalcie prosto-
katnego okna, w ktérym umieszczony jest model fotosprezysty pomiedzy
dwiema plytkami ze szkla.

Praca przy pomocy wiréwki polega na:
a) badaniu wizualnym obrazu naprezen w modelu, ‘
b) dokonywaniu zdjeé izochrom i izoklin za pomoca kamery fotograficzne;.

2 Meehanika teoretyczna { stosowana
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W przypadku a) uZyta zostaje lampa stroboskopowa, ktérej blyski sterowane
s3 przez wirnik za poérednictwem fotokomdrki. W przypadku b) do zdjec
wykorzystana zostaje lampa blyskowa na blysk pojedynczy, wyzwalany przez
obracajacy sie wirnik; wyzwolenie blysku nastepuje przez nacis$nigcie migawki
w aparacie fotograficznym.

2.3. Wihasciwe badania fotosprezyste przeprowadzone «blyskowa metodg
wirowania» objely nastepujgce sze$¢ modeli* (tablica 1):

1. Model klejony wzdluz powierzchni kontaktu i skladajacy si¢ z podloza,
wykonanego z tekstolitu i tréjkata ze zmodyfikowanej Zywicy epoksydowe;j
P-81 o niskiej wartoéci wspélczynnika sprezystosci podluznej E; stosunek
moduléw Younga E; : E, = 0,011,

2. Model klejony, zlozony z dwéch réznych zmodyfikowanych zywic epoksy-
dowych P-81 oraz P-47; E, : E, = 0,36.

3. Model klejony, wykonany z zywic epoksydowych P-51 i P-47, o zblizo-
nych wlasnoéciach sprezystych; £, : E, = 0,82; model ten stuzyt do spraw-
dzenia wplywu klejenia na rozklad naprezen w poblizu krawedzi styku.

4. Model jednolity tréjkata wraz z podlozem, wykonany z zywicy P-51;
E E,=1.

5. Model klejony, zlozony z dwdch réznych zywic P-471 P-81; E, : E, = 2,76.

6. Model klejony zlozony z podioza wykonanego z zywicy P-81 i tréjkata
z tekstolitu; E, : E, = 90.

Tablica 1. Zestawienie badanych modeli

Nr M

mo aterial modelu K .

?3' tréjkata/podtoza E1/Bp kG cm?-rz Uwagi

1 P-81* /Tekstolit 12,2/1100 = 0,011 0,18/— Rys. Sc**

2 | P-81/P-47 12,2/33,7 = 0,36 0,18/0,22 Rys. 6b**

3 | P-51*/P-47* 27,7/33,7 = 0,82 0,21/0,22 Rys. 4b, 5b

4 | P-51 27,7/27,7 =1 0,21 Model jednolity.
Rys. 4a, 6a, 7, 8

5 | P-47/P-81 33,7/12,2 = 2,76 0,22/0,18 Rys. 6c**

6 | Tekstolit/P-81 1100/12,2 = 90 —/[0,18 Rys. 6d**

* 1')-47, P-51 oraz P-81 s3 modyfikowanymi Zywicami epoksydowymi polimeryzowanymi we wlasnym
zakresie w Pracowni Analizy Naprezeih IPPT-PAN. Warto$é jzochromy % wyznaczano metoda pélpla-
szezyzny s [5],

** Model ztozony (klejony).

Badania przeprowadzono w plaskim stanie naprezenia?. Wielkoé¢ elementu
podioza przyjeto dostatecznie duzg w stosunku do tréjkata, tak aby otrzymane

! Przyjeto oznaczenia: E; jest wspdlczynnikiem sprezystoéci podiuznej materialu modelu
trojkata; Ep modutem Younga materialu modelu pélplaszczyzny.

* Opisane w pracy badania przeprowadzono na terenie Pracowni Analizy Naprezen IPPT-
-PAN pod kierunkiem autora,
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wyniki badad modelowych mozna bylo ewentualnie poréwnaé z wynikami
teoretycznymi dla tréjkata, polgczonego z péiplaszczyzna.

Modele spoczywaly swobodnie w pojemniku wirdwki. Pomiedzy bocz-
nymi powierzchniami podloza, a §ciankami pojemnika zachowano luz, umozli-
wiajacy swobodne odksztalcenie si¢ podloza.

Rys. 4. Obrazy izochrom modeli wirowanych metods blyskowa a) M.4 — jednorodnego z P-51;
b) M.3 — zlozonego z P-51 oraz P-47; E; : E, = 0,82

Dla wszystkich wymienionych modeli wykonano zdjecia izochrom calkowi-
tych i poldwkowych oraz zdjecia izoklin. Na podstawie uzyskanych zdjeé
izochrom (rys. 4) sporzadzono wykresy izochrom (rys. 5), naprezen brze-
gowych (rys. 6) i réznicy naprezen gléwnych wzdtuz linii styku tréjkata z pél-
plaszczyzna.

Dla modelu jednolitego sporzadzono zbiorcze wykresy izoklin (rys. 7) oraz
wykresy frajektorii naprezedt gléwnych (rys. 8) 1 trajektorii maksymalnych
naprezen stycznych. Dla pozostalych modeli trajektorii nie wykreslono, gdyz
wykazujg one we wszystkich przypadkach przebieg podobny jak w modelu je-
dnolitym,

Badania wykazaly, Ze istnieje zasadnicza jako$ciowa réznica pomiedzy roz-
ktadem naprezed w tréjkacie réwnoramiennym wykonanym z materialu spre-

A
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zystego o niskim wspdtczynniku sprezystosci E,, spoczywajagcym na podlozu
sprezystym wykonanym z materialu o wyzszym module E, = 3E, (rys. 6b),
a rozktadem naprezen w tréjkacie sztywnym, spoczywajgcym na podiozu o ni-
skim E (rys. 6d).

1\ Element 1

Element 2

Rys. 5. Wykresy izochrom modelu: a) jednorodnego M.4, b) zlozonego M.3 (E; : E, = 0,82);
¢) M.1 zlozonego z P-81 i tekstolitu (E; : Ep = 0,011)
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W pierwszym przypadku obserwujemy maksimum wartosci naprezend w $rod-
ku dlugoéci podstawy tréjkata i brak spietrzen naprezen w narozach. W drugim
natomiast przypadku wystepuja wyraZae spigtrzenia naprezed w narozach
podstawy, a minimum ich wartosci w §rodku podstawy.

Flement 2
Element 1
b

7= 1

‘ Flement 2 /

Element 2
|
m
Element ¢

d .
I - = ‘ - I
!wﬂmﬂ\ﬂﬁu = W |
{ l} Elementt 2 ,
o | |

Rys. 6. Naprezenia brzegowe modeli: a) jednorodnego M.4, b) zlozonego M.2 (E; : Ep = 0,36);

c) zloZonego M.5 (E; : Ep = 2,76); d) zlozonego M.6 (E; : E, = 90). Na rys. 6b, 6c, 6d wzdluz

linii styku tréjkata z pSiplaszczyzna sporzadzono wykres efektls optycznego mierzonego w rz¢dach
izochrom
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Jednakze wptyw réznicy wspdlczynnikéw sprezystosci E na stan naprezenia
tréjkata jest istotny dopiero w przypadkach znacznych réznic obu wspéiczynni-
kéw sprezystosci E. Przy dwu- lub nawet trzykrotnym stosunku wspétczynnikéw
E materiaslow podloza i tréjkata wplyw ten miesci si¢ w granicach bledu

Flement 1

Element-2

14

|

Rys. 7. Izokliny modelu jednolitego M.4 2 P-51

Jiig

Element 1

I

A ——

-1 1 77 [ | Element 2

Rys. 8. Trajektorie naprezefi gtéwnych modelu M.4

pomiarowego, wystgpujacego przy tego rodzaju badaniach fotosprezystych
(tj. w przedziale 10-20%). v

W celu okredlenia wplywu skladowych sit odérodkowych, prostopadiych
do osi symetrii modelu, przeprowadzono badania uzupelniajgce. W wykonane;
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przez Pracownig wirbwce oé obrotu jest prostopadta do plaszczyzny modelu,
co powoduje nierdwnoleglo$é¢ kierunkéw dziatania sit od$rodkowych. Powstate
skladowe sit od$rodkowych réwnolegle do podstawy modelu powodujg rozcig-
ganie podloza w tym kierunku. W celu oceny tego wplywu zbadano trzy rézne
modele podloza: a) model prostokatny, swobodnie stojgcy w pojemniku, b) mo-
del trapezowy, réwniez swobodnie stojacy oraz c) model trapezowy oparty
na waleczkach gumowych, majacych na celu wyeliminowanie skladowej stycznej
dzialajacej na podstawe podloza (rys. 9). Dla wszystkich badanych modeli
podloza sporzgdzono zdjgcia izochrom catkowitych i potéwkowych oraz wykresy

Rys. 9. Model trapezowy oparty na waleczkach gumowych

izochrom oraz naprezeni brzegowych. Jak wykazaly przeprowadzone badania,
wplyw sit masowych, prostopadlych do osi symetrii modelu (o szerokoéci réwne;j
ok. 1/4 promienia wirowania) na rozklad naprezed w podlozu jest znaczny.
W przypadku dziatania jednorodnego pola sit ciezkosci o kierunkach réwno-
leglych w elemencie podloza powinny wystgpié naprezenia pionowe oy, zmniej-
szajace si¢ liniowo od zera na gérnym swobodnym brzegu do maksymalnej
' wartosci przy podstawie. Naprezenia gléwne «poziome» (prostopadle do osi
symetrii) powinny byé w takim przypadku réwne zeru. Faktyczny rozklad
naprezeit w badanym modelu podloza odbiega znacznie od tego stanu. Po-
niewaz jednak przedmiotem prowadzonych badari bylo jedynie ustalenie wplywu
réznych moduléw E na rozklad naprezen, otrzymana za$ niejednorodnodé
naprezed we wszystkich modelach ma charakter taki sam, to nie powinna ona

mie¢ wplywu w rozpatrywanym przypadku na dokladno$é otrzymanych wynikéw
badan. »
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Uwagi koncowe

«Blyskowa metoda wirowania» umozliwia badanie stanu naprezenia modeli
ztozonych z réinych materiatéw. Metoda ta mozna réwnicz modelowaé stany
naprezenia wywotane dzialaniem ciezaru wlasnego. W tym przypadku nalezy
dazyé do tego, aby stosunek szerokosci modelu do promienia wirowania byt
jak najmniejszy. W ten sposéb ograniczamy do minimum wartosé kata, jaki
tworzg miedzy sobg kierunki sit od$rodkowych, dziatajgcych na skrajne (w kie-
runku szerokosci) punkty modelu. Jednakie w przypadku modelowania gra-
witacyjnego pola sil bardziej prawidlowy rozktad naprezed dawalyby sily od-
érodkowe o kierunkach rédwnolegltych do siebie. Takie wlasnie mozliwosci
daje zaproponowana przez autora nowa metoda wirowania. Metoda polega
na wprowadzeniu do «blyskowej metody wirowania» dwu zasadniczych zmian:
a) wirowania dookofa osi lezgcej w plaszczyZnie modelu (zamiast osi prosto-
padlej do tej plaszczyzny); b) obserwowanie 1 rejestrowanie obrazéw napre-
zed w plaszczyZnie wirowania. Jak si¢ okazato, nasuwajace si¢ trudnosci kon-
strukcyjne sg do pokonania. W najblizszym czasie bedg prowadzone w Pracowni
pierwsze badania tg metoda.
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Peswome

HUCCIEDOBAHUE METOJIOM ©OTOVIIPYTOCTHA HAIIPSHDKEHHOTO COCTOSAHUS
BRI3BAHHOI'O COBCTBEHHBIM BECOM, C YUYETOM BIMSHUS OCHOBAHUA |

B pa6oTe ONUCHIBAIOTCS HCCIEJOBAHMSA HAPSKEHHOTO COCTOSHMSA TPEYTONBHIKA HATDYIKEHHOTO
coOcTBeHHBIM BecoM. MccnmemoBano 1uecTs MOJENEH €O CHeAVIOIMMM OTHOIIEHHAMH Mo;:y.rleﬁ
YOnra marepuanos TpeyronsHmka u ocHosanus: 0,011; 0,36; 0, 82 1; 2,765 90 Hccnenosanusa
OPOBEAENRI Ha MOASNAX Merofgom QoroynmpyrocTs. : .

B npeABAapHTENLHBIX UCHBITAHHIX HCIIONL30BAH METO Ban.(eHPI}I C NpUMEHEHHEM 3anopa-
YKHBAHKA, B JaJNbHEHIIHX: ““METO[ BPAWEHUs cO BCILIINKOH™, Bo BTOPOM U3 ICPEUUCIIEHHbIX
CITyJaeB [JIff NMPOU3BOJCTBA MOJENCH HCIIONB30BAHE] BLICOKOUYBCTBHTEIBHEIE, PE3UHO-TIOH0BHbIE
SMOKCAAHBIC CMOJIBI, DOJHMEPUIOBAHHBIE O HCIIbITAHHIE.

OmichIBacTCs  CHPOEKTHPOBaHKAA ‘M caenadmas B JlaGoparopru ' Awanusa Hanps sxennit
WOIIT, — IIAH croenuansHan anmapartypi NPUMEHSEMas B 3TUX HCCIENORAHUAX. :
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B xouue pabGoThl NPOBENEH KPATKHI aHANHU3 PE3yNLTATOB.

TIpuBOAUTCA HIES HOBOTO METOMA, MAIOLEro BO3MOIMKHOCTH IIOJIYUUTh Gosiee NpaBUNLHOC pac-
npeacieHye HANPSHLKEHHA Ia Cayvas JEHCTBUA CHJIOBOTO IOMSL TSIFOTEHUST HA TEa COCTOSIUIHE:
13 obJacreit C PasHbLIMH YNPYTMMK CBOICTBAaMM.

Summary

PHOTO-ELASTIC INVESTIGATION OF THE STATE OF STRESS PRODUCED BY
OWN WEIGHT IN A TRIANGLE RESTING ON ELASTIC FOUNDATION

The problem of stresses in a triangle loaded by own weight is discussed. Six models have
been tested with the following ratios of the Young moduli of the triangle and the foundation;
0.011; 0.36; 0.82; 1; 2.76; 90. The introductory experiments were based on the centrifugal method
combined with freezing; then the flash light method has been employed. In the latter tests the
models were made of high-sensitive rubberlike epoxy resins polimerized in the laboratory of the
Institute.

Special equipment designed and built in the Laboratory of Stress Analysis of the IBTP-PAN
has been described.

A brief discussion of the obtained results follows, and the idea of a new method is outlined
enabling us to obtain a more correct stress distribution in the case when a field of gravitational.
forces is acting upon a body composed of parts having different elastic properties.

ZAKLAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGLYCH
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zloiona w Redakcji dn. 4 hwietnia 1964 »,
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Z BADAN FOTOSPREZYSTYCH WIRNIKA GENERATORA DUZEJ MOCY

R.S. DOROSZKIEWICZ, J.LIETZ (WARSZAWA)

1. Wstep

Dajgcy sie obecnie wyraznie zanotowaé postep w konstrukeji turbogenerato-
réw duzej mocy, zmierzajacy do zwigkszenia mocy 1 sprawnosci maszyny pro-
wadzi do budowy coraz wiekszych jednostek, w ktérych obcigzenia mechaniczne

i termiczne wirnikéw stajg sie coraz wyzsze. Na
obwodowej czesci wirnika (rys. 1), gdzie w wyfrezo-
wanych ztobkach uloZone sg uzwojenia U, zamkniete
przy pomocy klindw K, wystepuja w ruchu obroto-
wym powazne obcigZenia sitami bezwladnosci.

Ksztalty «zebdéwy» wirnika, podyktowane warun-
kami konstrukeyjnymi, wydajg sie z punktu widzenia
wytrzymaloéciowego niezbyt korzystne. W rzeczywi-
stodci naprezenia w z¢bach wirnika w miejscach kon-
centracji mogg osiggaé¢ granice plastycznosei, zwla-
szcza w czasie probnego przecigZania przy podwyz-
szonych obrotach.

Ten stan rzeczy jest w zasadzie dopuszczalny,
tym niemniej znajomo$é rozkladu naprezed w  za-
kresie odksztalcen liniowo-sprezystych jest cennym
materialem dla konstruktoréw maszyn elektrycznych
— zwlaszcza, Ze mechaniczna awaria wirnika turbo-
generatora pocigga za sobg katastrofalne nastepstwa.

Zagadnienie wyznaczania rozktadu naprezed w wi-
rujagcym modelu wirnika na drodze fotosprezystoéci
zostalo podjete |przez autoréw niniejszego artykutu.
Przedstawiono tu metode i technike badad tego
zagadnienia zastosowang w Pracowni Analizy Na-
prezen IPPT PAN.

2. Badania
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Rys. 1. Fragment przekro-
ju poprzecznego wirnika
generatora

2.1. Ogélne zalozenia i przyjeta metoda. Poniewaz zarédwno przekréj «beczkiy
wirnika, jak i obcigzenie nie zmienia si¢ na do§é znacznej dtugodci, spro-
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wadzono problem do zagadnienia plaskiego. Poddano badaniu model ptaski
bedgcy odwzorowaniem przekroju wirnika plaszczyzng prostopadiy do jego
osi. Taki model wykonany z materialu fotosprezystego nalezalo obcigzy¢
sitami, jakie powstajg przy wirowaniu:

a) sitami masowymi dziatajgcymi na material modelu wskutek jego wiro-
wania,

b) sifami ' bezwiadnosci, jakie dzialaja na kliny i uzwojenia wypelniajgce
7lobki; sily te przenoszone sa na zeby wirnika poprzez zaklinowanie i majg
charakter sit zewnetrznych. .

Przy modelowym badaniu stanu naprezenia, jaki wystepuje w elementach
wirujacych, korzysta¢ mozna z nast¢pujacych metod:

A. Metoda statyczna, w zalozeniu swoim niescista, nadaje si¢ jedynie do
badania naprezei w niektérych miejscach modelu np. w przekroju, gdzie
wystepujg spietrzenia naprezen. Polega ona na tym, ze obcigzamy model sta-
tycznie silami réwnowaznymi sitom bezwladnosci, pochodzgcymi od mas
znajdujgcych si¢ po jednej stronie badanego przekroju i przytozonymi mozliwie
z dala od niego. Wymaga to kazdorazowo oszacowania bledu, jaki wynika
z przyjetego uproszczenia. Sposéb ten stosowal W. Szczepinskr [1].

B. Zamratanie naprezen w wirujqcym modelu. Metoda ta jest zastosowaniem
ogélnie znanej w fotosprezystosci metody «zamrazania naprezefi» do naszego
przypadku. Model zostaje umieszczony na wale specjalnej wirdwki o mozliwie
stalej szybkosci obrotowej i wiruje w pojemniku termostatu, w ktérym tem-
perature podnosi sig do temperatury «zamrazania» (80-150°C w zaleznosci
od materialu modelu) 1 nast¢pnie powoli obniza do temperatury p.kojowe;.
Efekt optyczny wywolany naprezeniami wystepujagcymi przy wirowaniu zo-
staje w ten sposéb utrwalony i latwo go po wyjeciu modelu z wiréwki sfoto-
grafowa¢ w $wietle spolaryzowanym. Szybko$é potrzebna do wirowania mo-
delu jest stosunkowo niewielka ze wzgledu na znaczng czulo$é optyczng
materialu w podwyzszonej temperaturze. Klopoty sprawia tu jednak bardzo
niska w wysokiej temperaturze wytrzymalo$¢ materialu fotosprezystego na
diugotrwale naprezenia rozciggajace, jakie zwykle wystepuja w elementach
wirujgcych.

C. Metoda polegajqca na wirowaniu modelu & duzq szybkosciq w temperaturze
pokojowej i dokonywaniu zdjeé w polaryskopie przy pomocy blyskowego #rédla
Swiatla. Ta metoda opisana w dalszym ciggu bardziej szczegblowo stanowi
punkt wyjécia dla przeprowadzonych badan z tym, ze autorzy nie rezygnuja
z metod A i B traktujac je jako uzupelniajgce. Podobng metode polegajaca na
wykorzystaniu lampy stroboskopowej do zdje¢ stosowali M. MILBAUER i M.
PErLa [2]. ' ' '

2.2. Opis badan. Dla przeprowadzenia badad sporzadzono dwa modele:

a) model calego poprzecznego przekroju wirnika (rys. 2),

b) model pojedynczego typowego zeba (rys. 3).

Materiatem byly plyty o grubodci 10 mm odlane z zywicy . epoksydowej
Araldit D utwardzanej na zimno.
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Model wirnika a) zaprojektowano w ten sposéb, Ze na okoto 1/4 jego obwodu
{wirnik posiada 2 prostopadle osie symetrii) odwzorowano dna poszczegélnych
ztobkéw. Na zewnetrznym obwodzie zeby zaopatrzono w ciezarki, ktérych
dzialanie zastgpowalo obcigzenie rzeczywistego zeba sitami bezwladnosci
klindw i uzwojeri. Pozostala cze$¢ obwodu modelu nie podlegajaca badaniu
wykonano tak, aby zachowana byla gleboko$é poszczegdlnych ztobkéw i aby
rozlozenie mas w kazdym zebie bylo statycznie réwnowazne. Ten model po-
zwalal okresli¢ rozkitad naprezed u podstawy zebdw i w masywie wirnika.

50
|

Rys. 2. Rysunek modelu przekroju poprzecznego wirnika

Badanie modelu pojedynczego zeba daje naprezenia w jego trzonie i gérnej
partii. Nieprawidlowodci w stanie naprezenia powstang jedynie u podstawy
modelu. Podczas badafi modelu zeba w jego wierzchotku zaczepiono o rowki
klinowe bezwladnosciowy obcigznik duralowy, ktéry odwzorowywatl dzialanie
sit zewnetrznych na zab.

Badanie modelu wirnika przeprowadzono na stanowisku, ktérego schemat
przedstawia rys. 4, ogdlny za$ widok rys. 5. Problem nadania modelowi pred-
kosci obrotowej okoto 3500 obr/min rozwiazano w ten sposéb, ze wirnik skta-
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dajacy sie z modelu M (rys. 4) umieszczonego na piascie migdzy dwiema tar-
czami z cienkiego pleksiglasu (dla zmniejszenia opordw powietrza), zawieszony
swobodnie na wale silnika .S, wiruje w plaszczyZnie poziomej. Poniewaz zawie-
szenie takiego wirnika jako bgka na elastycznym gumowym watku jest dynamicz-
nie niestateczne, umieszczono ponizej tlumik olejowy 7, ktéry zapewnia
stateczno$é ruchu, tak 1z wirnik pracuje zupelnie spokojnie. Wykorzystano
tu repulsyjny silnik pradu zmiennego o mocy 0,8 kW z ciaglg regulacjs obrotow
w szerokim zakresie. W ukladzie tym o$ optyczna polaryskopu musi byé¢ oczy-

Rys. 3. Zarys modelu zg¢ba wirnika Rys. 4. Schemat stanowiska do fotosprezystego
z obcigznikiem badania modelu wirnika

wiscie pionowa. Widzimy wiec od dolu kolejno lampe blyskows Lb, matéwke
Mt, polaryzator P, analizator A, oraz kamere fotograficzng K. Jako uboczne
Zrédto $wiatla zastosowano lampe stroboskopows Ls.

Blyski lampy stroboskopowej $cisle zsynchronizowano z obrotami wirnika,
Uzyskano to w ten sposéb, ze na brzegu pleksiglasowej tarczy wirnika naloZono-
czarng plamke, ktéra za kazdym obrotem przecina wigzke $wiatla, jaka z lampki L.
pada na fotokomérke F. Powstajacy w ten sposdb impuls elektryczny wzmocnio-
ny przez wzmacniacz W steruje aparaturg stroboskopows St dajac w efekcie
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mozliwo$é wizualnej obserwacji nieruchomego dla oka obrazu naprezen. Prze-
suwanie pola widzenia po obwodzie modelu uzyskiwano w latwy sposéb dro-
ga zmiany polozenia zespotu fotokomérki z lampks.

Zdjeé fotograficznych dokonywano przy uzyciu typowej lampy blyskowej,
w ktérej wyladowanie iskrowe kondensatora 2 wF przy napieciu 6 kV daje
silny pojedynczy btysk o czasie trwania okolo 2-2,5 psek, co umozliwia uzyskanie

E I s 3
Rys. 5. Ogélny widok stanowiska do Rys. 6. Zdjecie zochrom ifragmentu modelu
fotosprezystego badania modelu wirnika wirnika wykonane metodg blyskowa

Rys. 7. Zdjecie izokliny fragmentu modelu wirnika wykonane metoda blyskows

ostrego zdjecia na filmie o czulodci 17/10 pIN. Wyzwolenie blysku pochodzi
réwniez od impulsu z fotokomérki z tym, ze na drodze od wzmacniacza do
lampy umieszczono wyzwalacz btysku Wb sprzezony z migawks aparatu foto-
graficznego. Wyzwalacz blysku, ktéry podobnie jak zespét fotokomérki i wzmac-
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niacz jest urzgdzeniem wykonanym w Pracowni Analizy Naprezen, zawiera
dodatkowy stopieri wzmocnienia oraz obwdd tyratronu, ktéry moze zapalié
sig przenoszac pojedynczy impuls na lampe blyskowa dopiero po naciénieniu
spustu migawki.

Na rysunku 6 widzimy jedno ze zdj¢é izochrom uzyskane przy pomocy
opisanego wyzej urzadzenia z zastosowaniem monochromatycznego filtru
pomaraficzowego. Rysunek 7 przedstawia jedno ze zdje¢ izoklin.

Badanie modelu pojedynczego z¢ba przeprowadzo-
no w podobny sposéb jak modelu wirnika. Odmien-
na byla tylko cze$é mechaniczna urzadzenia. Model
przymocowany na obwodzie aluminiowe;j tarczy 1 zréw-
nowazony przeciwwags wirowal w plaszczyZnie pio-
nowej na osi wiréwki do badan fotospr¢zystych nape-
dzanej silnikiem asynchronicznym o mocy 2,8 kW.
Stosowano szybkoéci obrotowe od 1000-1700 obr /min.
Odlegto$é wierzchotka zgba od osi obrotu wynosita
45 cm. O§ optyczna polaryskopu byla w tym przy-
padku pozioma, a pozostale elementy aparatury iich
uklad takie same jak w stanowisku opisanym powyzej.
Na rysunku 8 widzimy model zg¢gba zamocowany

Rys. 8. Model zgba zamontowany w wiréwce do badan fotospre- Rys. 9. Zdjgcie izochrom
_zystych modelu z¢ba wykonane me-
toda blyskows
w wiréwce «blyskowej», a rys. 9 przedstawia zdjecie izochrom tego samego
modelu, jakie uzyskano przy 1450 obr/min.

Po przeprowadzeniu opisanych badan oba modele postuzyly w nastepnej
fazie do badani metodg zamrazania naprezed. Model wirnika zamontowano
w tym celu na osi wirdwki do zamrazania miedzy dwiema okladzinami z blach
duralowych i poddano wirowaniu w komorze do wygrzewania plastykéw z pred-
ko$cig okoto 400 obr/min. Temperature w komorze od 110°C obnizano z pred-
ko$cig okolo 10° na godzing. Zdjecie izochrom wykonane w $wietle sodowym
przedstawia rys. 10.
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Podobnie potraktowano model zgba zaktadajac go wraz z tarcza i przeciwwaga
na wat wirdwki z tg réznica, ze badanie oparto na zasadzie superpozycji naprezen
od sit masowych i zewngtrznych. Zastosowano tu metod¢ superpozycji ekspe-
rymentalnej, ktorej technike laboratoryjna opracowat R. S. DOROSZKIEWICZ
[3]. W pierwsze] fazie uzyskano przy pomocy wirowania zamrozony efekt
optyczny wylacznie od sit masowych (model byt bez obcigznika). Nastepnie

Rys. 10. Zdjecie «zamrozonego» obrazu izochrom w modelu wirnika w $wietle lampy sodowej

ten sam model obcigZono statycznie, fotografujac sumaryczny efekt od sit
masowych i zewnetrznych. Ominieto w ten sposéb trudnosé polegajaca na tym,
ze model wirujacy w podwyzszone] temperaturze wraz z obcigznikiem nie
wytrzymywal skoncentrowanych naprezen rozciagajacych i ulegatl zniszezeniu.

3. Uwagi koncowe

Podsumowujac doswiadczenia uzyskane w toku przeprowadzenia opisanych
tu badad mozna stwierdzié, ze metoda zdjeé blyskowych w zastosowaniu do
okresdlania stanu naprezenia w elementach wirujacych zdata pomysélnie egzamin.,

Koszt wyposazenia stanowiska badawczego nie jest nadmiernie wysoki.

Samo przeprowadzenie badania nie zajmuje tak wiele czasu, jak metoda
zamrazania, a w kazdej chwili mozna widzie¢ i kontrolowaé obraz naprezes.

Niekorzystng strong metody jest konieczno$é stosowania pewnych $rodkéw
ostroznosci 1 zabezpicczer’l' przy duzych predkosciach wirujacych modeli.

Poza tym, o ile obrazy izoklin s3 zadowalajgce, o tyle izochromy wyzszych
rzedéw nie sa wyrazne. Wynika to z tego, Ze lampa blyskowa daje $wiatlo
zblizone do biatego i przy zastosowaniu filtréw jednobarwnych daje si¢ odczytaé
okoto siedmiu rzedéw izochrom.

Radykalnej poprawy tego stanu rzeczy oczekiwa¢ mozna przy zastosowaniu
laserowych Zrédel $wiatla. Bardzo krétki czas blysku, stosunkowo duza jego
encrgia i $cidle monochromatyczne $wiatlo stwarza mozliwosci doskonalenia
metod fotoprezystosci zwlaszcza w zakresie badah dynamicznych.

3 Mechanika teoretyeczna i stosowana



34 ROMAN STEFAN DOROszKIEWICZ I JERZY LiIETZ

Literatura cytowana w tekécie

[1] W. Szczepikski, Badanie ksztaltu rowhdw wirnikéw generatordw dugej mocy metodq elasto-
optyczng, 1 Sympozjum z zakresu elastooptyki PTMTS, Warszawa 1962.

[2] M. MiLBautr, M. PERLA, Foroelasticimetrie a piiklady jejiho pougiti, Nakladatelstvioto
Ceskoslovenské Akademie V&, Praga 1961, 116-139.

[3] R. S. Doroszkiewicz, New Photoelastic Method for Determining the State of Stress in
Dams, Symposium on Concrete Dam Models, October 14-19 paZdziernik 1963, Paper No. 9,
Lizbona.

PeswmMme

HUCCIEOOBAHUE METOIOM ®OTOVIIPYIOCTU POTOPA TEHEPATOPA
BOJIBIIOM MOIJHOCTU

B craTse paccMAaTPHBAETCA BOMPOC O HAXOMIEHHH DPACHPENENeHHs HANPSIKEHMA B portope
TypBorenepaTopa ¢ YOMOILBIO ONTHYECKOTO METOHA.

IIpuBogarcs oble NpeATOChUIKA 3afa4YK CBENESHHON K MIOCKOM npobieme.

TIpousse/ieH KOPOTKHI 0630 ONTHUECKHX METOJOB NPHUMEHAEMBIX IIPH HCCIIEKOBAHHAX BpaIia-
IOIHXCH JeTalieid, 4 TAKKE ONMCHIBAETCA NPUMEHEHHAS aBTOPAMH TEXHIKA SKCIEPHUMEHTA , KOTOPbIif
cocrout B (hoTorpadupoBaHHM B IONSIPU3OBAHHOM CBETC MOJENH BpPAIlAIOIUEHCA ¢ GoJbIION
CKOPOCTBIO, MPHUCM MCTOUHHKOM OCBEINCHMS SBJAETCA JaMNa-MONHHSA. B Omicanud mcmnITa-
TENLHOrO CTEHAa OOPALEeHO BHHMAHHC HA HEKOTOPBIE €r0 YCOBEPIUEHCTBOBAHMA, KAK CBOBOHAS
TOMBECKA BpalJalOIeiics MONEIM HA YUPYIOM Bajiy C MacHaHpIM Jemidepom M CBS3s MEMXTY
3atBopom (oToammapata u (OTOINEMEHTOM € JAMION-MOIHMeEN.

Ha ocpoBanuM NPOBEACHHBIX HMCCHCKOBAHUN JOKA3aHA NPUIOZHOCTH METONA K HCNBITAHHAM
TAKOTO THNA, XOTA (KaX CNEQyeT M3 HOCTYNHOH aBTOPOM NUTEPaTYPhl) B MAaHHBIY MOMEHT 3TOT
METON INMPOKO HE IPHMCHICTCA.

Summary

ON THE PHOTO-ELASTIC INVESTIGATION OF A GENERATOR ROTOR

The paper concerns the method of determination of the stress distribution in a turbogenerator
rotor by means of photoelastic methods. General formulation of the problem reduced to the plane
case s presented.

A short survey of the photoelastic methods is given as applied to the investigation of rotating
elements, and the technique used by the authors is described. It consists in making photoelastic
photographs of a rapidly rotating model by using flash sources of light. In describing the .experi-
‘mental stand, attention is drawn to certain improvements, e.g. free suspension of the rotating
model on an elastic shaft with oil damper and the coupling of the shutter of the camera with the
photoelastic cell and flash lamp.

On the basis of the performed experiments it was proved that the method is applicable to this
kind of investigations, although (this follows from the available literature) the method has not
been widely used.
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1. Wstep

Predkod¢ przemieszczania nosiwa wzdluz rynny przenosnika wibracyjnego,
a wigc 1 wydajno$¢ transportowania, zalezy od wiasnosci fizycznych nosiwa —
takich, jak cigzar nasypowy, stopien rozdrobnienia i wspélezynnik tarcia, oraz
od parametréw zwigzanych z konstrukcjg maszyny i jej ustawieniem. Para-
metrami tymi s3: czestotliwo$é drgan rynny f, amplituda A4, kgt 8 miedzy
torem dowolnego punktu rynny i jej powierzchnig (rys. 1) oraz kgt o nachylenia

Rys. 1

powierzchni rynny wzglegdem poziomu. Konstruktor projektujgcy przenosnik
wibracyjny musi sie liczyé z wlasciwosciami fizycznymi nosiwa, |chociaz nie
ma na nie zadnego wplywu i nie moze ich ksztaltowaé. Moze natomiast do-
bieraé swobodnie parametry drgai rynny. Zagadnienie sprowadza si¢ do
okredlenia chwili oderwania nosiwa od powierzchni rynny, dtugosci lotu i chwili
upadku z powrotem na rynng. Jest to zaleine od wspélczynnika podrzutu K,
ktéry jest stosunkiem normalnej skladowej przyspieszenia rynny wzgledem
jej powierzchni i normalnej skladowej przyspieszenia ziemskiego:

47224 sin

gcosa

K= , (1.1)

gdzie g oznacza przys$pieszenie ziemskie. K musi byé¢ wigksze od jednosci,
azeby nosiwo moglo choé na chwile oderwaé sie¢ od rynny, ponadto im K jest
wigksze, tym lot nosiwa jest dtuzszy [1-5]. '

3+
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2. Analiza dotychczasowych zalecen doboru stosunku K

W przesiewaczach [6-9] nosiwo powinno spadaé¢ na sito wibracyjne w tym
samym okresie ruchu sita, w ktérym rozpoczeto lot. Jedli litera m oznaczymy
stosunek czasu lotu nosiwa do okresu drgan sita lub rynny, to powyiszy wa-
runek bedzie spelniony, gdy 0 << m < 1, wtedy 1 < K < 3,3. Poglad ten jest
stuszny, jesli chodzi o przesiewacze, gdyz tam gléwnym celem jest przesianie
nadawy, zatem liczba zetknieé nosiwa z powierzchnig sita powinna byé mozliwie
najwigksza.

Zuczkow [10] zaleca, zeby czas odpowiadajacy upadkowi nosiwa na rynne
wynosit 3/4 okresu drgari rynny przenosnika 1 wszystkie swoje rozwazania
oraz obliczenia opiera na tym warunku. Wtedy K a 1,68.

WEeHMEIER [3] zestawil tablice wartodci K, ktére poleca 1 przy ktérych mozna
stosowaé jego wzdér na $rednig predkosé transportowania [3, 4].

Jezeli wspélczynnik podrzutu K mieéci sie w granicach podanych w tablicy 1,
wtedy cykl ruchu nosiwa sklada sie z czterech faz. W czasie pierwszej fazy

Tablica 1
K 1,00 do 3,30 | 4,60 do 6,36 | 7,79 do 9,48 |10,94 do 12,61
m 0,00 do 1,00 | 1,40 do 2,00 | 245 do 3,00 (3,466 do 4,00

nosiwo przemieszcza si¢ razem z rynng nie wykonujac wzgledem niej Zadnych
ruchéw, w drugiej fazie wystepuje poélizg nosiwa wzgledem rynny, w trzeciej
oderwanie od powierzchni rynny i swobodny lot w powietrzu, w czwartej
upadek 1 wyréwnanie predkosci nosiwa i rynny. Gdyby natomiast wspétczynnik
podrzutu K nie miescit sie¢ w podanych granicach, wtedy nosiwo spadajac
mialoby tendencje¢ do ponownego oderwania od rynny, jednak z predkodcig
mniejszg od predkosci, z jakg odrywa si¢ od rynny po przejsciu pierwszej
i drugiej fazy ruchu [1, 3]. W ten sposdéb nastgpowalyby po sobie diugie i krétkie
skoki nosiwa. Byloby to niekorzystne, gdyz krétki skok wybitnie zmniejsza
predkosé transportowania i ruch nosiwa jest przy tym nieréwnomierny. Stusz-
no$é swojej tezy dowiédl WeHMEIER doswiadczalnie, poza tym potwierdzity
ja takze doswiadczenia SierGIEjEwaA [3, 11].
BrecHmaN [12] zaleca stosowaé K w granicach

Vaipt T <K <y/atpP+4

i podaje, ze K powinno by¢ srednig wartodcig obu granic:

K:%(I 72t 1+ Yap® |- 4).

We wzorach powyzszych p jest liczbg naturalng. Dla p = 1, 2 i 3 mamy odpo-
wiednio K = 3,51; 6,48 i1 9,55.

Fatwo si¢ zorientowaé, ze powyzsze wartosci K mieszcza sig¢ poza granicami
przedzialéw zalecanymi przez WEHMEIERA. Najlepiej zilustruje to rys. 2.
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Okazuje sie, ze zalecenia odnosnie doboru wspélczynnika podrzutu K sa
bardzo rozbiezne. Warto wiec zanalizowaé proces ruchu nosiwa na rynnie
przeno$nika wibracyjnego 1 podjaé prébe okreslenia takich warunkéw jego
pracy, azeby osiggna¢ optymalny efekt transportowania.

Priesiowacze m:= 1 m=2 m=3
Zuczkow o
Wehmeier N —
Blechman — — —
I S S B . A
Rys. 2

3. Zasada najkorzystniejszego ruchu przeno$nika

Z pewnym przyblizeniem mozna przyjaé, Ze rynna wykonuje ruch harmonicz-
ny. Na rys. 3 liniami cigglymi wykreslono: przemieszczenie normalne y (rys. 3a),
predkosé normalng rynny ¥ (rys. 3b) i predkosé styczng rynny X (rys. 3c) jako
funkcje czasu . Przypusémy, ze nosiwo zostato podrzucone w chwili #, w punk-
tach oznaczonych na wykresach literg 4. Jesli pomingé faze poslizgu, jak to
si¢ czyni przy tego rodzaju rozwazaniach [2-5], to mozna przyjaé, ze w chwili
oderwania sig nosiwo ma takg samg predko$é jak rynna. Jezeli rynna jest pozioma
i jesli pomingé opory powietrza, to w czasie lotu w kierunku stycznym do po-
wierzchni rynny na nosiwo nie dziala zadna sila, a wiec jego predkosé o, jest
stala (linia przerywana na rys. 3c), natomiast w kierunku normalnym dziata
tylko sifa ciezkodci, a wiec predko$¢ nosiwa v, jest liniowa funkcjg czasu (linia
przerywana na rys. 3b)'. Funkcja normalnego przemieszczenia nosiwa s, jest
w takich warunkach parabolg drugiego stopnia (linia przerywana na rys. 3a).
Biorgc pod uwage wykresy na rys. 3a oraz 3b latwo zauwazyé, ze jesli nosiwo
upadnie w punktach B, By, By i By, to jego predkos¢ styczna bedzie
réwna w chwili upadku predkosci stycznej rynny. Jesli nosiwo upadnie migdzy
punktami By i By, oraz By i By, to predkosé styczna rynny bedzie wigksza
od predkosci nosiwa, natomiast przy upadku w kazdym innym miejscu
mniejsza.

Styczny kierunek ruchu jest jednocze$nie kierunkiem transportowania,
a wigc kiedy predkosé styczna rynny w chwili upadku jest wigksza od prqdkosm
stycznej nosiwa,.to nosiwo przy zetknigciu z rynng jest jak gdyby przez nig
popedzane i ruch nosiwa staje si¢ bardziej ptynny. Kiedy natomiast przy upadku
predkodé styczna rynny jest mniejsza od predkosci stycznej nosiwa lub ma
warto$¢ ujemng, wéwczas nosiwo po upadku zostaje przyhamowane, co nie-
watpliwie odbija si¢ na $redniej predkosci transportowania. Z rysunku 3b

1 Ze wzgledu na przejrzystoéé rys. 3 nie jest $cisly; w rzeczywistosci kazdemu przypadkowi
ruchu powinny odpowiadaé rézne wykresy v, ¥, %, ¥y, ¥y
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wynika, ze w strefach miedzy punktami B; i By oraz By, i By rdéinice
miedzy normalnymi predko$ciami nosiwa i rynny sg doéé pokaine, a zatem
podczas upadku nastapi silne uderzenie w kierunku normalnym nosiwa o rynne
i silny docisk nosiwa do rynny, co zapewnia nadanie nosiwu predkoscei styczne;.

o ////J/% a)

S Sym// Sy

AR
A K \%
\ X

y

8, B

Rys. 3

Z przytoczonej analizy ruchu wynika, Ze przenosnik wibracyjny bedzie
pracowal najkorzystniej wéwczas, gdy przy upadku nosiwa na rynne predkosé
styczna rynny bedzie wieksza od predkosci stycznej nosiwa lub co najmniej
jej réwna. Oczywiscie nalezy uwzglednié ograniczenie wspélczynnika podrzutu
K wysunigte przez WEHMEIERA.

4. Matematyczne ujecie przyjetej zasady

Zgodnie z rys. 1 i 3 normalne oraz styczne przemieszczenia rynny opisuja
nastepujace funkcje czasu t:
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4.1) y = Asin fsin 27,
4.2) % = A cos f sin 2nft.

Po zrézniczkowaniu podlug czasu otrzymuje si¢ normalng i styczng predkosé
rynny

(4.3) "y = 2nfAsinfcos2aft,

(4.4) x = 2nfA cos ff cos 2nft,

a po dwukrotnym zrézniczkowaniu przyépieszenie normalne
(4.5) ' ¥y = —4n?f2Asin f sin 2nft.

Przy pominieciu oporu powietrza w czasie lotu na nosiwo dziala tylko sita
ciezkosci, a wiec w kierunku normalnym i stycznym skladowe przy$pieszenia
Wynosza

(4.6) @, = —gcosu,
4.7) a, = —gsina.

Po dwukrotnym scalkowaniu wyrazenia (4.6) i obliczeniu stalych catkowania
z warunku, ze w chwili poczatkowej 7, predkoéé normalna nosiwa wynosi

v, = 9(1,), za$ jego polozenie s, = y(%,), otrzymamy funkcj¢ przemieszczenia
nosiwa w kierunku normalnym do powierzchni rynny:

(4.8) 5= — & C‘Z’S (2 — ) + g1, cos a(t — ) + 2nfA sin f X

X cos (2nft,)(t — t,) + A sin fsin2nft,.

Z kolei calkujgc wyrazenie (4.7) i obliczajgc staly calkowania z warunku,
ze w chwili £, predkos$¢ styczna nosiwa wynosi v, = x(%,), otrzymujemy predkosé
styczng nosiwa:

(4.9) v, = — g(t — tp)sina -+ 2nfA cos ff cos 2nft,.
Po okresie lotu nosiwo spada na powierzchni¢ rynny w czasie #;. W tej chwili
przemieszczenia normalne rynny i nosiwa sg réwne:

(4.10) s, (L) = v ().
Po podstawieniu do réwnania (4.10) funkcji (4.8) i (4.1), mamy

“.11) - g C(;S s (83 — 13) + g1, cos a (3 — t,) + 2nfA sin f cos (2mft,), X

X (t; — ty) + Asin fsin 2nft, = A sin ff sin 27ft,.

W chwili upadku predko$é styczna rynny powinna byé nie mniejsza od pred-
kodci stycznej nosiwa

(4.12) Vy(ts) < ®(2y).
Podstawiajac tu funkcje (4.9) i (4.4) otrzymamy
(4.13)  —(t3— t5) gsina -+ 27fA cos f cos 2nft, < 2nfA cos f cos 2mfty.
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Réwnanie (4.11) i nierdwnosé (4.13) stanowig ukiad opisujacy zasade najko-
rzystniejszego ruchu przenosnika wibracyjnego. Do réwnan tych nalezy pod-
stawié wartosci czaséw £, 1 f,.

Czas t, mozna wyliczyé z warunku, ze w chwill odrywania docisk nosiwa do
powierzchni rynny maleje do zera. Po odpowiednich przeksztalceniach otrzy-
mujemy:

1

(4.14) sin 2ft, = 2=

Wiadomo takze, ze m jest stosunkiem czasu lotu nosiwa do okresu drgan rynny:

(4.15) m= ts—’z;—tz. — F(ts —1s).
o
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Rys. 4

Wprowadzajac wyrazenia (4.14) i (4.15) do réwnania (4.11) otrzymujemy:

cos 2am — 2ntm® — 1
2qm — sin 2mm

(4.16) VEKE—1 =

- Natomiast po podstawieniu tych wyrazen do nieréwnosci (413) mamy
(4.17) —2nmtgatgf <Y K2—1 (cos2mm — 1) — sin 2zm.

Dla konkretnych wartosci katéw « i f uklad (4.16) i (4.17) ma dwie niewia-
dome K i1 m. Rozwikianie jednak uktadu ze wzgledu na K jest niemozliwe,
gdyz zaréwno réwnanie (4.16) jak i nieréwnos$¢ (4.17) sg pszestepne. Pozostajg
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wiec metody przyblizone, np. metoda iteracji lub metoda graficzna. Stosujac
te ostatnig rozwigzano powyzszy uklad dla szeregu wartosci katéw o i f. Na
podstawie przeprowadzonych obliczen skonstruowano nomogram (rys. 4),
z ktérego mozna dobiera¢ wspéiczynnik podrzutu K w ten sposéb, zeby byta
spetniona zasada najkorzystniejszego ruchu przeno$nika wibracyjnego.

5. Nomogram doboru stosunku K

Jezeli np. rynna przenoénika jest nachylona pod katem a = 8° (transporto-
wanie odbywa si¢ z dotu pod gére), to mozna odczytaé z nomogramu, ze zasada
najkorzystniejszego ruchu jest spetniona, gdy:

K =213 do 3,3, 5,51 do 6,36, 8,67 do 9,48 przy p = 40°,

K =224 do 3,3, 5,62 do 6,36, 8,78 do 9,48 przy = 30°,

K =234 do 3,3, 5,72 do 6,36, 8,9 do 9,48 przy p = 20°.

Istnieje wiec kilka obszaréw, w ktérych przyjeta zasada jest spetniona. Pierwszy
obszar odpowiada m <1, czyli przypadkowi kiedy czas lotu jest krétszy od
okresu drgad rynny. Drugi obszar odpowiada 1 < m < 2, trzeci 2 < m < 3 itd.
Nomogram na rys. 4 obejmuje tylko trzy pierwsze obszary. Kazdy obszar
przy katach a > 0 jest ograniczony z lewej strony krzywsa, ktérej wspoéirzedne
speiniajg uklad (4.16) 1 (4.17), z prawej za$ prostg pionowg wynikajacg z ogra-
niczen WEHMEIERA.

Przy katach o < 0 obszary ograniczone s3 z obu stron krzywymi wynikajg-
cymi z zasady najkorzystniejszego ruchu przenosnika. Przy transportowaniu
w dot pod do$é duzymi katami (o < 0) zasada wigkszosci predkosci stycznej
rynny od predkosei stycznej nosiwa nie moze by¢ spetniona; wtedy nalezy do-
bieraé stosunek K w ten sposéb, zeby chociaz réznice migdzy tymi predkosciami
byly najmniejsze, a wiec K ~ 2,94, 6,19, 9,36 itd. (Na rysunku 4 proste pio-
nowe kropkowane).

Chociaz zasada najkorzystniejszego ruchu przcnosnika jest spetniona w catym
zakreskowanym obszarze (np. dla § = 30°), to lepiej stosowaé wartosci K odpo-
wiadajgce lewej galezi krzywej. Przy wartoéciach K stanowigcych gérng granice
przedzialéw WEHMEIERA nosiwo opada na rynne w takiej fazie ruchu, ze ma
od razu tendencje do ponownego oderwania si¢ od rynny. Poniewaz jednak
musi uplynaé pewien okres czasu, zanim opadng wszystkie ziarna warstwy
nosiwa, ktéry to okres powinien sie zmiesci¢ miedzy chwilg upadku pierwszych
ziarn i chwilg ponownego oderwania si¢ warstwy, wiec lepiej jesli upadek na-
stapi wezedniej. W ten sposéb nosiwo bedzie moglo otrzymaé od rynny odpo-
wiednio silny impuls w kierunku stycznym.

Po okreéleniu i wyborze odpowiedniego stosunku K mozna na podstawie
wzoru (1.1) obliczyé czestotliwo$é drgan rynny f oraz amplitude 4. Przy okreslo-
nym K $rednia.predko$é nosiwa zalezy od wielkosei amplitudy. Jezeli np.
amplitude 4 powiekszyé x razy, to zeby K pozostalo niezmienione, nalezy
zmniejszy¢ czestotliwodé drgan. 1 /)/x razy. W rezultacie érednia predkosé riosiwa
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zwigkszy si¢ J/x razy. Zatem im wigksza jest amplituda przy statym K, tym
wigksza $rednia predkos$é transportowania. Nie mozna jednak powigkszaé
zbytnio amplitudy, bo wraz z jej wzrostem roénie réznica predkoéci 4v,, a wiec
energia uderzenia. Précz tego trzeba pamigtaé o zjawisku opisanym przez
BorTcHERA [2] 1 WEHMEIERA [3]. Okazuje si¢, Zze dla kazdego rodzaju nosiwa
przy odpowiedniej grubosci warstwy istnieja wartosci amplitudy i czestotli-
woscl, przy ktérych ruch nosiwa wzdiuz rynny ustaje.

6. Wybér katéw £ i o

Wybor kata ff miedzy styczng do toru rynny i powierzchnig rynny moze
takze nastreczaé pewnych trudnosci.

Zuczrow [10] wychodzac ze swojej tezy, ze t, = 3/4T, wprowadza warunek
zapobiegajacy poslizgowl nosiwa wzgledem rynny przy upadku i z ukladu
dwdéch réwnan wylicza kat § oraz amplitude drgad A4 lub kat § i czestotliwoséé
drgan f.

SeipEL [13] przedstawit specjalny diagram, z ktérego mozna dobieraé ampli-
tude, czestotliwosé 1 kat B.

BLeECcHMAN [12] podszed! do zagadnienia wyboru kata 8 rozwazajgc korzysci,
jakie daje zmniejszenie kata f, a przez to powigkszenie predkosci stycznej
rynny 1 zwigzanej z tym predkodci transportowania oraz trudnosci, ktére po-
wstang przy tym na skutek koniecznoéci zwigkszenia amplitudy przy$pieszen
4n*f*4 (zeby utrzymaé niezmienione K), co pocigga za sobg wzrost sit bez-
wiadnodci wystgpujacych w maszynie. Na podstawie analizy matematycznej
zagadnienia wyliczyl, Ze optymalny kat nachylenia drgaii mieéci sie w gra-
nicach: 24°30" < B, < 35°20." Pokrywa si¢ to 2z praktyks, gdyz przewaznie
stosuje sig kat § = 30°. A zatem zalecenia BLicumanA odno$nie do kata
powinny stanowié podstawe przy projektowaniu przenoénikéw wibracyjnych.

Kat nachylenia rynny o powinien byé dobrany w zalezno$ci od réznicy po-
zioméw i odlegloéci transportowania. Dog§wiadczenia wykazujg, ze mozna sto-
sowaé katy nachylenia rynny w granicach —15° < a << 15°.

W przenoénikach wibracyjnych $rubowych pracujacych zawsze przy do-
datnich katach a najlepiej przyjmowaé « = 6° do 8°, )
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Pesome
TIOJBOP YTAPAMETPOB BUBPAIIMOHHLIX KOHBEMEPOB

POpPMYIUPYETCS NUPHUHLKI CAMOTO BLIFOJHOIO ABHIYKEHHA KOHBeiepa M KaeTCA IOCTPOEHHYIO
COIJIACHO eMy HOMOTIpaMMy, chykauyio Kis mopdopa xoadduumenta mopbpacemsanus K.
DT0T KOIDDHUIHEHT PEIaeT O AJIUHE YI0IETA TPAHCIIOPTHPYEMOM CDEIBI BO BpemA MOADPachIBAHMSA,
TpuBopATcH TarOKe 061aCTH NIPUMEHSIEMOCTH YIJIOB: MEKY KacaTeNbHO! K TPAaeKTOpHH »Kenoba
M JIOBEPXHOCTBIO »Kesmoba a TaloKe MEXKAY NOBEPXHOCTBIO M JIMHMEH IOPH30HTA.

Summary
SELECTION OF THE MOTION PARAMETERS FOR VIBRATORY CONVEYORS

The paper contains the formulation of the principle of the most advantageous motion of the
conveyor; on this basis a nomograph for the selection of the toss coefficient K is given. The
coefficient is crucial for the flight length of the material tossed. There are also given the appli-
cability ranges of the following angles: between the runner track tangent and its surface and
between the surface of the runner and the horizontal plane.

AKADEMIA GORNICZO-HUTNICZA W KRAKOWIE

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 20 stycznia 1964.
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1. Wstep

Podstawowym zagadnieniem analizy naprezen w powlokach cienko$ciennych
jest wplyw zamocowania elementu przenoszgcego obcigzenie na konstrukcje.
Obcigzenie zewnetrzne moze dzialaé na malym elemencie powtoki albo na jej
pewnej cz¢sci. Mozna np. rozwazaé zagadnienie obcigzeri normalnych lub stycz-
nych dziatajacych na sztywny krazek zamocowany w powtoce; $rednica krgzka
jest mala w poréwnaniu ze $rednicg powloki. Tego rodzaju problemy wyste-
puja szczegdlnie w przypadku powlok bardzo wiotkich obcigzonych lokalnie.
Wiele prac po$wigcono zagadnieniom powlok kulistych obcigzonych cignieniem
hydrostatycznym, ale zaledwie kilka zajmowato si¢ analizg efektéw spowodo-
wanych sitami skupionymi.

Problem wyboczenia, jak wiadomo, ma duze znaczenie w przypadku powlok
o skonficzonej sztywnosci zginania. Jednak w praktyce wspélczesnej coraz czeseiej
wystepuje potrzeba rozpatrzenia zagadnien dotyczgcych powlok o prawie
zerowej sztywnos$ci na zginanie. Typowa tego rodzaju powloka-membrang
byt sztuczny satelita amerykaniski ECHO 1, dla ktérego stosunek promienia
do grubosci wyrazal si¢ liczbg 10%. W zwigzku z konstrukcjani kosmicznymi
typu ECHO 1 zachodzi koniecznosé zanalizowania wplywu obcigzen lokalnych
wywotujgcych duze ugigcia powlok.

W pewnych przypadkach powloka membranowa moze byé czesciowo usztyw-
niona wskutek ciénienia wewnetrznego. Okazuje sig, ze w wietu konstrukejach
powlokowych efekty pochodzgce od skoficzonych ugieé oraz nieliniowosé
charakteru membranowego odgrywaja dominujacg rol¢. Jeéli uwzgledni¢ np.
zmiang grubosci $cianki powloki, to w miar¢ zmniejszania si¢ gruboéci male¢
beda naprezenia zginajace 1 obciazenie zewnetrzne bedzie przenoszone gléwnie
przez sily charakteru membranowego. Naleizy wigc po$wigcié wigcej uwagi
zagadnieniom skodczonych ugie¢ membran obcigzonych lokalnie. W dalszych
rozwazaniach naszej pracy bedziemy zakladaé, ze stosunek ugigcia do grubodci
powloki nie musi byé matly, chociaz wzgledy natury wytrzymatodciowej z ko-
nieczno$ci ograniczajg wielkod¢ odksztalcen, tak Ze zatozenie o matych odksztal-
ceniach pozostaje w mocy.
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Zagadnieniem nieliniowych ugieé plaskiej membrany kolistej obcigzonej
lokalnie zajmowal si¢ po raz pierwszy SCHWERIN [1] w 1929 roku. To samo
zagadnienie, ale na innej nieco drodze, ponownie rozpatrzyl ALEKSIEJEW [2]
w 1951 roku. Niestety, obydwa rozwiazania sg stuszne tylko czg¢dciowo, miano-
wicie dla liczb Poissona v < 1/3; natomiast dla ¥ > 1/3 tracg one sens. W 1962
roku zagadnieniem tym w zwigzku z potrzebami praktyki zainteresowali sie
W. Nacurar i W. Pieciockt. W pracy [3] przeprowadzili oni szczegdlowg analize
rozwigzania réwnania rézniczkowego nieliniowego w zaleznodct od warunkéw
brzegowych jak 1 liczby Poissona. Podane $ciste rozwigzanie jest stuszne dla
kazdej wartodci liczby Poissona. Otrzymane wyniki teoretyczne sg zbiezne
z danymi do$wiadczalnymi, ktére podaja W. E. Jagsman, F. E. FreLp i A. M. C.
Hormes [4].

Autorowi nie sg znane prace traktujagce o membranach kulistych obciazonych
lokalnie. Ze wzgledu na duze znaczenie praktyczne tej problematyki w niniej-
szej pracy podjeto prébe przeprowadzenia analizy podobnej do tej, jaka prze-
prowadzono dla membrany plaskiej.

Sformulowanie zagadnienia. Bedziemy rozwazali zagadnienie otwartej mem-
brany kulistej o malej wyniostosei z zamocowanym centralnie sztywnym kraz-
kiem. Promien b krazka jest bardzo maly w stosunku do promienia a membrany
(rys. 1). Silg obcigzajaca membrang jest sita skupiona P, przylozona do sztywnego
krazka. Zakladamy, Ze przemieszczenie promieniowe u dla 7 = b znika. Na
brzegu zewnetrznym mozna przyja¢ dowolne warunki wyrazone w przemie-
szczeniach lub naprezeniach. Symetryczne obcigzenie normalne odksztalcei
poczatkowo kulista membrane na obrotowo-symetryczng konfiguracje pozo-
stajagcg w rownowadze. Przyjmujemy, Ze membrana jest wykonana z materialu
sprezystego, ugiecia oraz obroty elementu liniowego sz skonczone, odksztal-
cenia s3 male w stosunku do jednosci oraz ze zwigzki fizyczne sa liniowe.
Analize¢ rozwigzania podano dla przypadku, gdy kat ¢ charakteryzujacy
wypuklo$é membrany po odksztalceniu jest tego samego rzedu co kat 6,
odpowiadajacy membranie przed odksztalceniem. Naprezenia, odksztalcenia
1 przemieszczenia s3 funkcjami warunkéw brzegowych, sily skupionej P,
liczby Poissona » oraz parametru & = bja (rys. 1).

Zaleznosci geometryczne. Wyprowadzimy wzory na wielkosci geometryczne
dla membrany sferycznej przed i po odksztalceniu. Zaktadamy, ze powierzchnia
odksztalcona jest réwniez osiowo-symetryczna. Oznaczmy przez R wektor-

promien zaczepiony w poczatku ukiadu wspdlrzednych i skierowany do punktu
P, membrany nieodksztalconej. Mamy

(1.1) R=7(0) " j, +2(0) -k

gdzie j,, k sa wektorami jednostkowymi odpowiednio wzdtuz osi r i 2. Nato-
miast 7 i z zalezg od kata 0 oraz promienia krzywizny @ nastepujgco

(1.2) r=asinf, z=a(l—cosfh).
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Obliczajac rézniczke wektora R otrzymamy
(1.3) dR = Ong d0+rj¢d(p,

gdzie j§o, §, sa odpowiednio wektorami jednostkowymi wzdiuz stycznej do
poludnika oraz réwnoleznika danej powierzchni. Wspéiczynnik o wyraza sig
zaleznoscig

(1.4) o2 = 7,20 + 2?0, (r'g; z,g) == (

ar’é)z )
20 90

2Vp
2 o]
- (038 ) S5
dr, r
r‘———]-—
IRVLY ! 6, R0
Al , ds 0
Gy RO
e 8" )
-d(8+1) 8 Qee
G-rdy
Rys. 1 °

Element liniowy ds definiujemy jako

(1.5) ds = [dR - dR]*".
Tak wiec dla df = 0 otrzymamy
(1.6) ds, = rdyp

i podobnie dla dp = 0 mamy
wn ' dsy = o.d6.
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Nadajac kazdemu punktowi P, membrany nieodksztalconej przemieszczenie
symetryczne u w kierunku promienia # oraz w w kierunku osi & otrzymamy
powierzchnig obrotowo-symetryczng membrany odksztalconej. Wielkoscei
odnoszgce si¢ do membrany odksztalconej bedziemy oznaczali gwiazdky. Tak
wiec punkt P, membrany nicodksztalconej przejdzie w punkt P§ membrany
odksztatconej. Transformacje te¢ zapisujemy symbolicznie

& - 3w = 3%
(1.8) 7 = ru =1
§ — 0-+9 = 6%,

Zatem powyzsza transformacja przenosi punkt materialny P o wektorze-pro-
mieniu R membrany nieodksztatconej do punktu P* membrany odksztalcone;
o wektorze-promieniu R*. Ten ostatni zapisujemy w postaci

(1.9) R* = (r - w)j, + (z + w)k.
Postepujac analogicznie jak dla wektora R otrzymamy
(1.10) AR* = o*jfd0 + r¥jadp o = v’ 4 242

Odksztatcone elementy liniowe dsf i dsj wystepuja w réwnaniu (1.10) jako
wspolczynniki skalarowe przy odpowiednich wektorach jednostkowych.

Odksztalcenie definiujemy w postaci

. .
(L.11) e R
s

Elementy liniowe ds* otrzymamy ze wzoru (1.10), natomiast ds — ze wzoru
(1.5) dla dowolnego kierunku w punkcie P.

Tak wiec otrzymamy

du cos 0*
1. 0 — dad) N et
(1.12) er (1+dr) cos {
oraz

7'*
(1.13) 60=7—‘1.

Podstawiajac do réwnania (1.12) pochodng dufdr obliczong ze wzoru (1.13),
otrzymamy réwnanie cigglosci w postaci nastepujgcej:

cos 0 — cos 0*
_— 0.
cos 0

d
(1.14) —(re0) — &+

! Definicja ta ma postaé definicji dla wydiuzen Ej, wielkosci charakterystycznej dla teorii od-
ksztalcen skoriczonych. Zaleznoéé miedzy E; i skladows ¢; odksztalcenia infinitezymalnego ma
postaé Ej = ]/1 + 2¢; —1. Dla matych odksztatcen mozemy wigc przyjaé Ej & £;. Poniewaz zaj-
mujemy si¢ wylgcznie matymi odksztalceniami (ale duzymi ugieciami), zatem Ej moemy zastapi¢
przez &;.
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2. Réwnania réwnowagi

Dwiema parami przekrojéw potudnikowych 1 normalnych stozkowych
wycinamy element membrany odksztatconej. Przyjmujemy, zZe membrana
jest obcigzona tylko lokalnie, to znaczy, zZe dziala na nig tylko sifa skupiona,
przylozona do sztywnego krazka (rys. 1). Przez o, oznaczamy naprezenie nor-
malne w przekrojach 7 = const, 7--dr = const, a przez ¢y — naprezenie nor-
malne w przekrojach ¢ = const @¢+4dp = const.

Réwnanie rzutéw sit na oé symetrii 2 przyjmuje postaé

(2.1) »% (Ry ko, sin Osin %) = 0,

Korzystajac z zaleznosci r = R, sin 0 mozemy przepisaé réwnanie (2.1) na-
stepujgco:

(2.2) dir (hro,sin 8%y = 0.

Calkujgc réwnanie (2.2) otrzymamy
(2.3) hro,sin 0% = const = C.

Aby wyjasénié znaczenie statej calkowania rozpatrzmy stan réwnowagi czesel
$rodkowej membrany. Jedyng sily zewnetrzng dzialajacg za podrednictwem

sztywnego krazka jest sila P. Jest ona zréwnowazona przez wypadkowg naprezen
normalnych w przekroju stozkowym. Powyzszy warunek wyraza si¢ zaleznoscig

(2.4) 2mhro,sin 0F = P.
Zatem z (2.3) oraz (2.4) mamy
P
Tak wiec ostatecznie réwnanie (2.3) ma postaé
P
PV
(2.6) o, sin 0% = .

Drugie réwnanie réwnowagi otrzymamy rzutujgc wszystkie dzialajgce w prze-
kroju sity na kierunek r. Skladowg napreZenia promieniowego jest wielkoéé

(2.7) d_[f) (hRy0,sin fsin 6*),

a skladows naprezenia oy jest
(2.8) — hRyopcos 0.

Sumujgc powyzsze wielkodci otrzymamy drugie réwnanie réwnéwagi
d o
(2.9) %(hRoa,smGsm@ } — hRyapcos 0 =0.

4 Mechanika teoretyczna i stosowaha
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Przechodzac do zmiennej niezaleznej r mozemy napisaé

(2.10) % (hro, cos 6*) — hoy = 0.
W dalszych rozwazaniach przyjmujemy, ze k = const. Tak wigc mamy
P
NP
(2.11) o,sin 0* = S’
d *
(2.12) 7 (ra,cos 0%) = a,,.

Jest to podstawowy ukiad réwnan opisujacy réwnowage membrany obcia-
zonej silyg P skierowang wzdluz osi symetrii. Réwnania te wyprowadzono
przy zalozeniu, Ze ugiecia mogg byé dowolne, ale powierzchnia odksztalcona
pozostaje obrotowo-symetryczna.

3. Sprowadzenie ukladu réwnan (2.11), (2.12) oraz (1.14) do jednego réwnania drugiégo rzedu

Obecnie zajmiemy si¢ wyprowadzeniem podstawowego réwnania nielinio-
wego opisujacego stan réwnowagi membrany odksztalconej. Przejécie do
wielkoci bezwymiarowych upro$ci nam stron¢ rachunkowg. W tym celu

wprowadzimy nastepujace oznaczenia: 4
S . NS _
(31) Sr"‘Fy SB—"E) n= 27hbE "’ W—aen ’
b 7 e
8——;: C—a—gn—, x = { ctg 6*.

Zachodzi wigc oczywisty zwigzek

4_14d
dr aen dC’
Tak wigc réwnania (2.11) i (2.12) przyjmuja postaé
(3.2) £S,sin 0* = 1,
d )
(3.3) pli (¢ S, cos 6%) = S,.

Z prawa Hooke’a wiemy, ze
(34‘) Sg = &g + ‘VS,..

Podstawiajac w miejsce S, odpowiednig warto$¢ z réwnania (3.2) oraz wyra-
zajac &, przez funkcje v otrzymamy zaleino$é

3. =¥ *
(3.5) Ss c + 7 cosec 0
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Podobnie otrzymamy zwigzek

a2

(3.6) & = 1 Cv cosec 0% — » 2

Mozemy wigc napisaé

d

(3.7) @ (ctg 6*) = %(y) + v cosec 0*),
skad '
(3.8) P = C (ctg 6*) — v cosec 0*
lub
(3.9) ZQ——&(I—I—vsecG*)

. V=00 .

Rézniczkujac powyisze réwnanie otrzymamy

*

(3.10) - dw Zgg—l— (14 »sec 0*) — — ! dx(l—l—vsecﬁ*)— x d(szz@ ).

Obecnie wrécimy do réwnania cigglosci (1.14). Korzystajac z zaleinosci
(2.6) oraz (2.9) réwnanie (1.14) mozna przepisaé w postaci

(3.11) jgg — v (1 — sec 6%)] éj’g [(1——11) (14 » sec 6%)
v d(sec6*) x 1—9? . _cosB* .
——-Z———EZ—-]C—Z— R cosec 6* 41 sl = 0
hub
2,
(3.12) j_g.g [t — »(1—sec )] z [(1 — »)(1 — sec 0%)
—%(I(WSZZ—W)]?—Z—I— 1 — sec 6 sec™16* = 0.
WprowadZmy teraz nastepujacg zmiang zmiennych
2
(3.13) x= (—) = (enpey, y = B(en)iny;
woOwczas mamy

1 d d? d? d
CdC ( )dx’ d_@=4(6n)2x@+2(6n)2z9€,

tak wigc réwnanie (3.12) przyjmie postaé

(3.14) x%—kv(l—sec 0*)%4—%[(1——1})(1—860 6*)

— 2(enyn AT )] Y4 (hen)=215(1 — sec § sec0%) = 0.

44
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Na podstawie (3.1) mamy

' 21/2

Podstawiajac do powyzszego wzoru funkcje y ze zwigzku (3.13) otrzymamy

1/2
(3.16) sec 0% = [[1 4 (481»,)—w%] :

Dotychczas nie zakladaliémy nic o wielkosci ugieé, a zatem réwnanie (3.14)
jest réwnaniem nieuproszczonym. Ze wzgledu na jego zlozono$é w dalszych
rozwazaniach bedziemy zajmowali si¢ réwnaniem uproszczonym. Zalozymy
mianowicie, ze katy 0 oraz @ s3 tego samego rzedu. W tym zalozeniu jest zawarta
zasadnicza réznica miedzy zwyklym, klasycznym postawieniem zagadnienia
dla maltych przemieszczen, a zagadnieniem dla duzych ugieé, sformutowanym
powyzej. Dla malych ugieé mozna przyjaé, ze kat & obrotu tuku potudnika
jest wielokrotnie mniejszy od kata 6 charakteryzujacego wypukio$é membrany.
Tak wiec réwnanie dla malych przemieszczen mozemy otrzymaé z podanych
tutaj wzordw przez pominiecie kata ¥ w poréwnaniu z 0. W rozwazanym przy-
padku ograniczymy sie do takich ugieé, dla ktérych zachodzi nastepujgca
nieréwnosé:

(3.17) (4677)2'3% < 1.
Przy tym zaloZeniu réwnanie (3.14) upraszcza si¢ do postaci
dy 11
(318) W—|"7 (;}E - C) - O, _

gdzie

Jedli krzywizna membrany réwna jest zeru, wtedy mamy C = 0 i réwnanie
(3.18) przechodzi w réwnanie dla ugieé skoiiczonych dla membrany plaskiej [3].

4, Warunki brzegowe

Warunki, ktére nakladamy na funkcje y dla x = &% oraz x = 1, formutujemy
w zaleznosci od rodzaju zamocowania. Na brzegu wewnetrznym, dla x = &%,
przyjmujemy przemieszczenie u = 0. Na brzegu zewngtrznym natomiast
(» = 1) mozemy mieé dane niezalezne od obcigZzenia zewngtrznego przemieszcze-
nie promieniowe u: '

(4.1) 21’3-(sn)2'3-]/§ [%’* 1+ vz] _ U,

2 x a
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2. Jezeli na brzegu sg dane niezalezne od obcigzenia naprezenia promieniowe
5, =$9, to zgodnie z (5.7) otrzymamy

U3, (3. Y o
(4.2) 243 (en) o S,

3. Moze wystapi¢ réwniez kombinacja naprezenia promieniowego 1 odksztat-
cenia ¢. Na przyklad, jesli membrana bez wstepnego naprezenia jest potaczona
na brzegu zewnetrznym ze sprezystym pierscieniem o sztywnosci %, to otrzy-
mujemy

4.3) hS, 4 keg = 0,
czyli

dy y h
(4.4 E—Z—x(l-i—?'—z)-

4. Membrana jest polgczona ze sprezystym pierscieniem z naprezeniem
wstepnym, ktére moze by¢ wyrazone przez naprezenie poczatkowe s? albo
przez poczatkowe przemieszczenia u,. Dla x = 1 powinno wtedy byé

(4.5) hS, + key=hS lub & +% = % :
Korzystajac ze wzoréw (5.4), (5.7) i (5.8) mozemy napisaé
d kY hS?
(4.6) 7%5 = Lx (1 oy ‘E) — 22 gmm (e
lub
d h u
(4.7) d% - Zy_x (1 g *E) R Cow

Oczywidcie mozliwe sg jeszcze inne warunki brzegowe. W dalszym ciggu
zajmiemy sie szczegélowo warunkami typu (4.1).

W danym przypadku mamy nastepujgce warunki dla funkeji rozwigzujgcej

dy 1+vy .
(4.8) T a M dla x=1;
dy 14+vy e
(4.9) an 2 —x——O dla x = &

gdzie y = 27" (en)~*? —’%}-

Korzystajac z réwnania (6.6) mozemy napisaé powyzsze zaleznosci w réwno-
waznej postaci

———— 1
(4.10) VI Ot Co=ptarm m=2()

- 1
(4'11) ezl/ye—l + Cy.+Cy = %ye) Ve =y(&%).
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Stalg catkowania C, wyznaczamy z réwnania przestepnego
8u,v; Co)

(4.12) l—e= [ [y3(&)+ Cy(&)+ Col dé = J(Cy),

(e, v; Co)
gdzie J(Cy) >0, g(e, v; Cp) jest pierwiastkiem rzeczywistym dodatnim réw-
nania (4.10), a A(e, v; Co)— pierwiastkiem rzeczywistym dodatnim réwnania
(4.11). W przypadku warunkéw brzegowych wyrazonych w naprezeniach
nalezy przyjaé we wzorze (4.13) zamiast g(u, v; Cy) wielkosé s? ze wzoru (4.12).
Dolna granica (4.13) pozostaje niezmieniona. Istnienie tylko jednego dodat-
niego pierwiastka réwnania (4.10) i odpowiednio (4.11) wykazemy w p. 7.

5. Przemieszezenia, odksztalcenia i napreZzenia wyrazone przez funkcje rozwiazujaca F

‘Korzystamy z liniowego prawa Hooke’a dla ciala izotropowego 1 jedno-
rodnego

(51) . £, = S,- — VSo, T g = So —_ ’VS,.,

gdzie v jest wspélczynnikiem Poissona. Stosujac zalezno$é

(5.2) | =",
otrzymany po podstawieniu w miejsce v funkcji y zwigzek
(5.3) & =%Z—7g_%(1 + vsec 6%).
Wyrazajac nastepnie y przez funkcje y otrzymamy ostatecznie
dy v x \"
(54’) &y = 21/8(8')’])2/3 {—E - .ﬂ [1 + v (1 + (4’67])2/3 '31?) °
Postepujac podobnie ze wzorem (3.6) otrzymamy
o &y _ AN
— U3 ea| &Y Y B 2/3 & .
(5.5) So = 212 (en)*’ YT (1 + (4en) yz) ]
Analogicznie dla naprezein mamy zaleznosci
18 (28 [ dy Y (1 x \"
_— I A A 2/3
(5.6) Sp = 23 (en) Y (1 + (4¢n) y"‘) ],
i _ :
. \12
(5.7) S, — 21’3(517.)2’3%_(1 + (4e)8 ?)

Dla przemieszczenia # wyrazonego przez funkcje rozwigzujacg y mamy wzér
nastepujacy
(5.8)

—\d 1/2
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Ksztalt membrany jest okreé$lony réwnaniem
dw *

a na podstawie wzoru (3.1) i (3.13) mamy

: 1/2
(5.10) tgﬁ*==2”3(mﬂ”3£§—,
tak wiec
(5.11) w(r) = — 212 (en)'* f@dr—{—wd,

b
gdzie w, jest maksymalnym wychyleniem tarczy zamocowanej w membranie,
Jesli w calce (5.11) wprowadzié zmienng x zamiast 7, to otrzymamy

x

(5.12) w(x) = — 2-1° (677)1’3f

X0

&

dla my<x <1,
y(£)+wd ax, K<<

gdzie x, = (b/a)?.

6. Calkowanie r6wnania réwnowagi (3.18)

Mnozgc réwnanie

. dy 1{1 -
(6.1) d—x2+7(g_ﬁ_c)_—0
przez dy/dx, otrzymamy
dydy  1dy -  Cdy
62 B T Opds 2 dv
Iub
d[{ay\*| d (1) . dy
(62 ll&) |- G) o2
Catkujac jednokrotnie to ostatnie réwnanie otrzymamy
ay\* 1
(6.4 2] L -cra,

gdzie C, jest dowolng stala calkowania, ktérg wyznaczymy z warunkéw brzego-
wych.Otrzymali$my wigc réwnanie pierwszego rzedu o zmiennych rozdzielonych

d -
(6.5) =%V FO+G.

- Wykazemy, . 26 z dwéch znakéw przed pierwiastkiem - nalezy uwzglednié
tylko znak. dodatni. Z fizycznej ckieslonosci membrany wynika, ¢ op-2 0,
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g, = 0, a na podstawie wzoréw (5.6) i (5.7) wnioskujemy, ze y(x) > 0 oraz
dyldx >0 dla & <x < 1. Pozostaje nam zatem tylko réwnanie

d -
(6.6) d%: +1/y "+ Cy £+ C,.

Biorge pod uwage, ze napre¢Zenia moga przyjmowaé tylko wartosci rzeczy-
wiste mamy ponadto nieréwnosé

(6.7) y24ey+d>0 dla & Lx <1,

gdzie ¢ = G,/C, d =1/C. Ze wzordw (5.7) oraz (6.6) wynika, Ze funkcja
y(x) jest monotoniczna rosngca w przedziale zamknigtym &* <x < 1. Ponadto
na podstawie zalozenia o matych odksztalceniach wiemy, Ze naprezenia gléwne
nie mogg rosngé nieograniczenie. Tak wigc funkcja y(x) spelnia nastepujgca
nieréwnosé:

(6.8) 0 <y@x)<co dla &<x<l,
(6.9) O<%< oo dla g<x<l

Znak silnej nieréwnosci po lewej stronie we wzorze (6.8) wynika z warunku
5, >0 dla & <x < 1. Natomiast sluszno$¢ nieréwnodci po lewej stronie
w (6.9) wynika z tego, Ze

dy _ Y
(6.10) T = TR 0,
co jest réwnoznaczne z Zgdaniem, aby s, > 0.
Piszgc réwnanie (6.6) w postaci

dy
(6 ) (y_l Y CO) e

i nastepnie catkujac je w granicach od ¢ do x otrzymamy

»(x)
6.12) x—e= [ P+ Cp+C) My dla @ <x<l,
¥(e)
gdzie y(e¥) = h(e, v; Co). Przyjmujac x = 1 otrzymamy réwnanie (4.14).
Calka (6.12) jest calkq eliptyczng w postaci Legendre’a. Mozna jg wyrazié
przez funkeje eliptyczng y(x), jednak ze wzgledéw rachunkowych — napisanie
programu dla maszyny cyfrowej nie przedstawia wigkszych trudnodei w przy-
padku operatora calkowego — pozostawimy rozwigzanie w postaci (6.12).

7. Jednoznaczno$é rozwiazania

Niejednoznaczno$¢ rozwigzania tkwi w réwnaniach (4.8) i (4.9). Sg to réwna-
nia trzeciego stopnia i jako takie mogg mieé wigcej niz po jednym pierwiastku
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rzeczywistym dodatnim. W rozwazanym przypadku réwnanie (4.9) mozemy
napisa¢ w postaci

(7.1) Vi — 2Cyt —2Cyy, — 2 = 0,
gdzie

1+

Dowdéd istnienia tylko jednego rzeczywistego dodatniego pierwiastka réwnania
(1.7) w przedziale —A < Cy < + o0, gdzie

2 \2
zz:( 2¢ ) > 0.

c-C\? 3

wynika natychmiast z reguly Kartezjusza. Natomiast dla C, << 4 nie istnieje
pierwiastek rzeczywisty dodatni.
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Pezome

AHAJIM3 KOHEUYHLIX INPOTWBOB TOJIOTOM JIOKAJNIBHO 3ATrPYKEHHOHM
CPHEPUYECKOHM MEMBPAHLI

B cheprueckoit mosoroi ofonouxe 3aKpenieH MecTKU Kpyrserk. Ha ymapy»cHom Kpalo JaloTca
TnepeMereHust wn uanpspxenust, CocpeoTOUCHHbIE CHIBI, AeHCTBYIONIHME CUMMETPHUECKH HA
JKECTIGIT KPYIKEK, HEMEHAXOT hopMy, BeDOPMHPYIOT paccMaTpyBaeMylo mMemOpaHy C HaganbHOro
chepuuecKoro, COCTOIUHA NPUFABAs el BPaaTeibHO-CHMMETPHYHYIO KoHdHrypanyio. Membpana
H3TOTOBJIEHA M3 M30TPOMHOrO MaTepuana. IIPeArnosaraloTcs, KOHeUuHbIe NPOrubsl U 0GOPOTHI,
TOTAa KaKk (hUBHUeCKye 3aBHCHUMOCTH SABIAIOTCA JIAHEHHBIMH,

B pabore paccMaTpUBaIOTCH, AIIA YMEPEHHEIX 000POTOR, NPOrHOEI 1 HAIPSDKEHHA KaK (DY HKIAIL
KPaeBBIX 3HAUCHUI, UEHTPANLHON HATPY3KH, urcia IlyaccoHa M OTHOILIEHHE PagHYCOB MEMOPaHbI.
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FINITE DEFLECTIONS OF SHALLOW SPHERICAL MEMBRANE
' LOCALLY LOADED

A shallow spherical annular membrane is attached to a rigid central plug. At the outer edge
displacement or stresses are given. Normal load applied symmetrically to the central disc deflects
the membrane out of its initial spherical state into a rotationally symmetric equilibrium confi-
guration. A stiff elastic material is assumed, so that finite deflections and finite rotations of linear
elements are obtained with small strains and with the linear, isotropic stress-strain relations.
The present paper investigates, for moderate rotations, the membrane displacement and stresses
as functions of the boundary conditions, the central load, Poisson’s ratio, and the radius ratio,
and the ratio of the inner to the outer membrane radius.

ZAKLAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGLYCH
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METODA PRZYBLIZONEGO OBLICZANIA PROBLEMOW POCZATKOWO-BRZEGO-
WYCH W ZASTOSOWANIU DO NIESTACJONARNYCH ZAGADNIEN PRZEWODNI-
CTWA CIEPLNEGO

ZYGMUNT THRUN (GDANSK)
1. Uwagi wstepne

Najbardziej wyczerpujgcym ujeciem $cistych rozwigzan zagadnied poczatko-
wo-brzegowych, zwigzanych z réwnaniem przewodnictwa cieplnego, rozwig-
zan zaréwno bezposrednich, jak i uzyskiwanych poprzez stosowanie transfor-
macji Laplace’a lub funkcji Greena, jest monografia CARSLAWA i JAEGERA [1].
Zagadnienia powyzsze mozna jednakze rozwigzywaé i na innej drodze. Dane
zagadnienie poczatkowo-brzegowe mozna na przyklad réznymi sposobami
sprowadzi¢ do zagadnienia czysto brzegowego. Jednym ze sposob6éw jest pod-
wyzszanie rzedu réwnania rézniczkowego wraz z dolgczeniem dalszych wa-
runkéw brzegowych czesto dowolnie obranych [6]. Po takim sprowadzeniu
mozna si¢ juz postuzyé metodami rozwinigtymi dla zagadnied brzegowych.

Dla wielu jednak bardziej skomplikowanych probleméw poczatkowo-brze-
gowych trzeba sie w praktyce zadowoli¢ rozwigzaniami przyblizonymi. Rozwig-
zania takie sg czesto pozyteczne i w takich przypadkach, w ktérych rozwigzania
$ciste istniejg, lecz wyrazajg sie w sposéb skomplikowany przez funkcje specjalne,
dla ktérych brak wystarczajacych tablic. Celem niniejszej pracy jest wprowa-
dzenie pewnego sposobu wyznaczania rozwigzan przyblizonych, ktéry nadaje
si¢ praktycznie do wszystkich rodzajéw zagadnien niestacjonarnego przeptywu
ciepla w polach Zrédlowych i bezzrédlowych oraz przy dowolnych rozkladach
temperatur poczatkowych. Sposéb ten mozna réwniez z powodzeniem stosowaé
do niestacjonarnych zagadnied w ciatach o nigjednorodnych wtasnosciach
termicznych. Rozszerzenie tego sposobu na inne zagadnienia poczatkowo-brze-
gowe jest proste. :

Rozwigzan przyblizonych poszukuje si¢ w postaci szeregu zlozonego z ilo-
czynéw dwéch rodzajéw funkeji: funkeji @;(f), zmiennej czasowej t oraz
funkcji @i(x,) wspélrzednych przestrzennych. Na poczatku obliczerd zaklada
si¢ funkcje @, w ten sposéb, azeby spelnialy one dane jednorodne wa-
runki brzegowe, - przy czym . funkcja -pierwsza- @y(x,) .musi spelniaé nie-
jednorodne warunki zagadnienia. Nie znane funkcje czasowe a;(f) wyznacza
si¢ z ukladu réwnand rézniczkowych oraz z warunku poczgtkowego rozkiadu
temperatury. Uklad réwnai rézniczkowych otrzymuje si¢ z warunkéw orto-
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gonalnosci wszystkich funkeji ¢i(x,) do wyrazenia otrzymanego przez wstawienie
przyblizonego rozwigzania do rdwnania przewodnictwa cieplnego. W tym
sensie sposéb ten mozna uwazaé jako rozszerzenie metody Galerkina [3, 5].
Spetnienie danego warunku poczatkowego sprowadza si¢ do zagadnienia wa-
riacyjnego, tj. do wyznaczenia takiej wartosci funkcji a;(t = 0), dla ktérej
istnieje minimum calki (po danym obszarze) z kwadratu réznicy miedzy danym
poczatkowym rozkltadem temperatury, a rozkladem przyblizonym w chwili
t — 0 [w26r (1.8)].

Oméwiong metodg postgpowania przedstawimy na przykladzie zagadnien
dwuwymiarowych.

Zagadnieniami dwuwymiarowymi bedziemy tu nazywali takie zagadnienia,
w ktorych temperatura jest zalezna od wspdlrzednej czasowej ¢ i od dwdch
wspélrzednych przestrzennych x,,x,: T = T(t,%,%,). Przeplyw strumienia
cieplnego bedzie tu zachodzil w plaszczyznach réwnoleglych. Jak wiadomo?,
réwnaniem przewodnictwa cieplnego w takich przypadkach jest

oT [T 2T\ A4
(1) f'ﬁt_”(a—x% aTcé)‘E

w obszarze Q, 0 <x, <a, (r=1,2) przy danych warunkach brzegowych

oT
(12) =+ h(T—T,) =0

wzdtuz obwodu obszaru £ oraz przy warunku poczatkowym
(1.3) T = f(x,,%,) dla z=0.

Powyzej wprowadzono nastgpujgce oznaczenia:
y ciezar wiladciwy osérodka,
¢ cieplo wilasciwe,
h wspbiczynnik przejécia ciepta do otoczenia,
K zdolnosé przewodzenia ciepta,

— = » wspolczynnik przewodzenia cieplnego,
cy

A cieplo wytwarzane przez jednostke objetodci.

T, oznacza tu temperature otoczenia, do ktérego odbywa si¢ promieniowanie
ciepla lub tez, w przypadku #, — 00, oznacza dang temperature wzdhuz rozpatry-
wanego brzegu obszaru. T, bedziemy przyjmowali jako niezalezne od czasu.
Dla zagadnien, dla ktérych T, = T.(x,,t) oraz A = A(x, 1), rozwigzanie
T(xs, t) tatwo otrzymamy z rozwigzania F(x;, 1) dla tego samego problemu
przy ustalonych wartosciach T,(x;, 1) oraz A(x,, A) za pomocy znanego® twier-
dzenia Duhamela:

(1.4) T(xs, 1) =f(x’)+f§2 F(x, A t—2d, s=1,2,3.
g : :

1 Por. [2], str. 9, wzér (1.1).
? Por. [1], str. 21. -
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Przyblizone rozwigzanie zagadnienia (1.1) przy warunkach brzegowych
(1.2) i warunku poczatkowym (1.3) przyjmujemy w postaci:

(1.5) T, xy = o1, x0) + Z a;(1) @i, x5).
i=1,2
Funkcje @o(x,,x,) zakladamy tak, azeby bylo spelnione réwnanie
2 9
(1.6) (ﬂ—i—dx)%(xl,xz)—o dla 0<x <a, r=1,2

d, ] —
ot (o —T) = 0

wzdtuz krawedzi obszaru 0.
Pozostajag do spelnienia réwnosci

p o - Ay, %0, 8)
R PN EN ) P

i

w obszarze 2 oraz

n

(8x,+h )2611%:0

i

na brzegu obszaru 0.
Warunek poczatkowy (1.3) spelniony jest w ten sposdb, azeby

(1.8) 5 f [y, 2a) — T* (w1, 2y, 1 == 0))* divy ey = 0.
Q

W przypadkach stacjonarnego wytwarzania ciepta 4 = A(x{,%,) wyrazenie
Alcy z réwnania (1.7) przejdzie do pierwszego réwnania (1.6). Jak wynika
z (1.6) @q(xs) jest rozwigzaniem réwnania Poissona w przypadkach, gdy A(x,)
jest stacjonarne. Zajmiemy sie rozwigzaniem zagadnienia (1.7) i (1.8). Funkcje
wi(xs) musza byé pierwszymi (1 =1,2,...,n) funkcjami ukladu zupelnego
(=1,2,..., n, ...) oraz muszg by¢ tak dobrane, aby spelnialy jednorodne wa-
runki brzegowe 2z (1.7). Jezeli ponadto zazadamy, aby zamiast $cistego spetnienia
réwnania rézniczkowego kazda funkcja g, z osobna byla ortogonalna do wyrazenia
stanowigcego lewg strong réwnania (1.7), to otrzymamy uklad nastepujacych
zwyczajnych réwnan rézniczkowych:

d
(19) Zl: i 'k+a ( ik+Cik)>i|‘Zk:0) (k: 1) 2; ...,12),
i=1

gdzie wspéiczynniki oznaczajg nastgpujgce wyrazenia catkowe:

82
A= [ [ o, 9 o, ) iy Bikz—fgfxg‘p%’«pkdxldxz,

(1.10)
A
ff Py oy (pkdxld‘xZ) Zy, = fgf C_y(}’k 4x1 ax,.
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Do rozwigzania uktadu réwnar rézniczkowych (1.9) potrzebne jest #» warun-
kéw poczgtkowych, ktére otrzymamy z (1.8) w postaci

d
—aa(t:‘“O)”[f%xz)—T*(xl,xz,t———O)deldxz:o, k=1,2,...,n,
Lk - 0

czyli:

(A1) D =0y Au— [ [ fers, %) pidy dey + [ [ gupadiey diey = 0.
i=1 0 0

Uktad réwnai rézniczkowych (1.9) z warunkami poczatkowymi (1.11)
najlepiej sprowadzi¢ do ukladu réwnan algebraicznych stosujac transformacje
Laplace’a:

a(p) = [alyemdt,  Z(p) = [ Zu(t)erat;
0 9
otrzymamy w ten sposéb
(112) D @lpAu-+ Bu+ Cul —a(t = 04w} — Ze=0, k=1,2,...,n.
i1

Uklad tych réwnan sprowadzi si¢ do z niezaleznych réwnan, jezeli za funkcje
podstawowe @;(x;) przyjmiemy takie funkcje ortogonalne, dla ktérych:

Aik = B,'k = C;k =0 dla ) # k,
A= [ [@hde, d, dla i—=h,
0

(1.13) B,‘k——ff azmdxl 2 Ckk——ff azwkdxdx

Otrzymamy wtedy

(1.14) @(Aup + B+ Cu) — ay(t = 0) Ay — Z = 0
oraz po retransformacji:
(1.15)
(Puru), (Pt
4= a(t=0)e = +A fZ,,(r)e W g R=1,2,...,n

State a,(t = 0) wyznaczamy z (1.11):
(1.16)

a(t=0) = lfff(xuxz Prdoxy dxy — m ff%%dw de,, k=1,2,.
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Zastanéwmy sie jeszcze nad mozliwo$ciami wyboru podstawowych funkcji
przyblized @;(xs). Jak juz wspomniano, funkcje te musza przedstawiaé pierwsze
kolejne elementy ukladu zupelnego i muszg byé tak dobrane, aby spelnialy
jednorodne warunki brzegowe dla danego zagadnienia. Jak wyzej wykazalismy,
szczegdlnie korzystne jest przyjecie funkeji ortogonalnych. Warunek ten spel-
niajg w szczegdlnosdci funkcje trygonometryczne i wielomiany ortogonalne [7].
Duzo wskazéwek na temat przyjecia takich funkeji znajdujemy w literaturze
[3, 4]. Jezeli mamy dane na przyklad warunki brzegowe T = 0 wzdtuz wypukle-
go brzegu obszaru opisanego analitycznie kilkoma krzywymi: @(x;) = 0 (s = 1,
2,..., 1), to iloczyn tych funkcji ¥= @,, D,, ..., P, mozna przyjaé jako czesé
skladowg szeregu funkcji przyblizen:

QL =, P =YXy, Pz =YXy, @ = PXi.

Czesto mozna przyjaé takze rézne inne kombinacje wielomianéw lub funkeji
trygonometrycznych.

2. Przyklady dla zagadnien jednowymiarowych

2.1. Obszar o warunkach brzegowych niejednorodnych, temperatura poczatkowa f(x).
Dla obszaru 0 <x < @ réwnania zagadnienia przyjmujg postaé:

oT 2T
W—Hax?: dla O<x<a;
T = f(x) dla t=0;
2.1
@1) 3_T_‘=0 dla x=0;
dx
T=T, dla x=a.

Zakladamy przyblizone rozwigzanie (1.5):

(2.2) T =0o®) + D at)p(#).
i
Réwnania (1.6) upraszczajg si¢ do
2
ddz;o =0 dla 0<x<a,
23) %‘ZZ‘L:o dla x=0,

czyli g, (x) = T} i jest stafe.
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Réwnania (1.7) przybierajg postaé:

(i-—x—az—)zn'a-qm"o dla O0<x<a
i

(2.4) % Z a;p=10 dla xa =0,
Zaiqai:() dla x=a.
i
. . . . mx .
Przyjmijmy jako funkcje przyblizajgce ¢;(x) = cos 7 -, t=12,...,n).

Spetniaja one powyzsze jednorodne warunki brzegowe oraz tworzg uklad zu-
pelny. Poza tym s to funkcje ortogonalne, wiec zagadnienie sprowadza sig
do ukiadu niezaleznych réwnani (1.14). Wyznaczmy wspdiczynniki (1.13)
tego ukfadu

a

| cosr T g &
'A,,—bfcos Za‘dm 5
< 2
- i L
-]

Z (1.15) otrzymamy
i)
—~\ ==}
a;=a;(t=10)e (2") ,
a z warunku poczgtkowego (1.16) .
1

2 i 54
a,~(t=0)=7ff(x)cosﬂdx+(—l) 2 ETl'
0

Ostatecznym rozwigzaniem przyblizonym jest

n in)? . it+1 a R
2 —l5;) X 2a 17X
Tﬁc,r>=T1+7 E e (2) cos & - [(——1) 2 Eﬂ—{—éff(x)cosﬂdx]'

1=1,3,5...

Fatwo zauwazyé, Ze dla n — oo jest to wynik $cisty. Dla warunku brzego-
wego zmiennego w czasie: dla x = @, T = T,(t), rozwigzanie fatwo mozna
otrzymaé z powyzszego z pomocg twierdzenia Duhamela.

2.2. Obszar, ktérego brzeg promieniuje cieplo do otoczenia. Réwnania zagadnienia
s3 takie same jak w przyktadzie powyzszym, z wyjatkiem warunku brzegowego
dla x = a, ktéry ma postaé

aT ,
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Pierwszg .cze$¢ rozwigzania przybliZonego otrzymamy z réwnan (1.6)
d*p, \ doo
W—O dlat0 <x < g, 706—-—0 dla x = 0,

d%-l—h(q)o T)=0 dlax=a

w postaci gy = T5.

Trudniej jest dobraé druga cze$é rozwigzania przyblizonego z réwnah
(W—xm) i aqp;=0 dla 0<x<a,
3 :
(2.5) = Dap=0 da 2=0,

0
(a—x+h)2a,¢i=0 dla x=a.

Jezeli przyjmiemy
@i(w) =cosoyx, i=1,2,...,n (2.6)
to takie przyjecie spelnia warunek brzegowy dla x = 0. Dla réwnoczesnego
spelnienia warunku brzegowego przy x = a konieczne jest, azeby o (i = 1,
2,...,n) byly dodatnimi pierwiastkami réwnania
tgoya = hlo. (2.7)
Plcrw1astk1 te sg stabelaryzowane w literaturze [1].

Funkcje (3.6) sa ortogonalne i tworzg n pierwszych funkeji ukladu zamkmq—
tego. Wyznaczmy wspdlczynniki (1.10) uktadu réwnan (1.9):

a

. _ hta(B+ad)
A” = bf coszoc,-xdx = —m—— ,

By =wna} Ay, Ay=By=0, dlai#hk;
stad:
- ay(t) = a;(t = 0) exp (—of xt). (2.8)
Z warunku poczatkowego (1.16) otrzymamy

2 o
a(t = 0) [h—{—(z}zl—;;—}—iocf f[f(x) 1] cos ax dx,

ostatecznie wiec

a

h 2 —ale, . . .
CTE = T1+Zl ; ﬁ% M bos g Of [(f () = Ti] cos o

. 5 Mechanika teoretyczna i stosowana
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Dla n — oo otrzymujemy znowu wynik $cisty. Podobnie fatwo otrzymujemy
w ten sposéb rozwigzania w przypadku, gdy warunki brzegowe s3 odmienne,
na przyklad gdy dany jest staly strumien ciepla Q = KoT/ox wzdluz brzegu
x=a.

2.3. Obszar z cleplem wytwarzanym. Réwnanie rézniczkowe (1.1) wraz z warun-
kami granicznymi przyjma postaé '

oT 2T A
5{_%7@_520 dla 0 <& << aq,
oT

oT
a—x_O dla x =0, %—}-hT:O dla x = q,

T=0 dlaz=0.

Rozwazmy najpierw wypadek Zrédel ciepla roztozonych w sposéb ciagly,

niezmiennych w czasie:
A = A, = const.

Zaktadamy rozwigzanie przyblizone jak uprzednio. Funkcje g,(x) otrzy-
mamy z réwnai

d*po Ao - dyy

T2 T 0, i = 0 dla

Yatwo znajdujemy

o) = o0+ 2 ).

Poniewas szereg >, a;p; ma spelniaé réwnania (2.5),to mozemy przyjaé znowu
funkcje ¢;(x) w postaci wyrazed (2.6), przy czym o; s3 znowu pierwiastkami
réwnania (2.7). Wobec tego réwniez wyrazenie (2.8) nadal jest wazne. Stale
a,(t = 0) wyznaczymy z (1.16):

a(t=0)= _”1 J%(pk dx = Kaz[jzgi(_hz(—;i) 5] [a cos o;a— sin oc,-a(l -+ -07‘—‘1)] :

Ostatecznym rozwigzaniem przyblizonym jest

A 2a ex oc %t 0S o4, X
% 20 2| =7 P ( )¢ : )
(29) T ZK{(a + B ) 4h2 h+a R +o? )] COS &; tl}

Rozwazmy teraz przypadek Zrédel ciepla zmiennych w czasie:
' A= A(®).
Rozwigzanie dla takiego przypadku mozemy otrzymaé z rozwigzania poprzed-

niego korzystajac z twierdzenia Duhamela (1.4). Otrzymamy wtedy po
prostych przeliczeniach ‘ '

n t
2xh \' COS ;X

(2.10) T:;,,)——K 2, i o coswf (v) exp [ —adx (t— )] dr.
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* Rozwigzemy to zadanie jednakze naszym sposobem bez ucickania sie do
poprzedniego rozwigzania. Zakfadamy przyblizenie

Té= D, ai(1) gi(s).
Przyjelismy tu g@y(x) = 0 ze wzgledu na jednorodne warunki brzegowe za-
gadnienia. Z powodu zaleznodci od czasu funkcja rozkladu Zrédet A(z) wejdzie
teraz w skfad rownan (1.7);

P FANN A)
(a—t—-)x a—x2) Z ai(t) pi(x) — oy 0 dla 0 <x <a,

a n a n
-HEZa,-(p,.zo dla x = 0, (%—I—h)Za,-(p,-:O dla x = a,

a
Za,qﬂ,-:O dla t =0,

1

Funkcje ¢, (%) zakladamy znowu w postaci (2.6). Wyznaczamy wspdlczyn-
niki w wyrazeniach (1.15). Otrzymamy jak poprzednio

| _ hta(k o) By
T2 4ed) 7 Ay

= no?,
a

Mamy nastgpnie

2;==.f‘f%99_¢idx==__fflfﬂﬂfﬁf.
d cy cy o

Ze wzoru (1.15) otrzymamy

2(h - o¥)sin o a

ai(t) = @it = 0)exp(—aint) + oo o o

f A(r)exp [—oau(i—7)] dv
oraz z (1.16): |
a,(t = 0) = 0.

W wyniku ostatecznym otrzymamy wyrazenie na 1*(x, t) identyczne z réw-
naniem (2.10), ktére otrzymaliémy uprzednio za pomocg twierdzenia Duha-
mela. Dla n - o0 wynik staje si¢ $cisly.

2.4. Jednostkowe, chwilowe Zrodla ciepla wzdluz brzegu x = £ obszaru. ROwnanie rdz-
niczkowe zagadnienia wraz z warunkami brzegowymi ma postaé

T _aT
ot o

x =0,
=0->0<x<a, T=0—>{x

5%
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Dany warunek poczatkowy 7= 1dlat = 0, mozcrny przedstawié za pomocq
funkcji Diraca o(x—§&).
Ze wzgledu na jednorodne warunki brzegowe zagadnienia przyjmujemy

rozwigzanie przyblizone
n

~ R . imx
Tk = Z a;(2) sm~a—.

1
Wyznaczamy wspélczynniki (1.10)

. ! . \2 . 2
Ai= s ax=2, By=u|") [sint T de = np ).
a 2 a P 7\
0 0
Ze wzoru (1.15) mamy

BT B 8

ak(t=0)=%f5(x— )smz—gﬁdx_%m 1—7;—5.

0

oraz z (1.16)

Rozwigzaniem przyblizonym jest

n .
T&o= 22 exp [— (ﬂ)zxt] sin 7Z—Esm ﬂ.
a a a a
i .
Dla n — oo otrzymujemy wynik $cisty®. Rozwigzania dla zagadnien podobnych
lecz o réznych warunkach brzegowych i poczatkowych mozemy réwnie prosto
otrzymaé dobierajgc odpowiednio funkcje g;(x).

2.5. Cienki pret o temperaturze poczatkowej f,. Promieniowanie z pobocznicy preta.

Jezeli pret jest bardzo cienki to w jego przekroju poprzecznym mozemy
przyjaé réwnomierny rozktad temperatury. Mamy wtedy do czynienia z linio-
wym przeptywem ciepla. Jezeli nie ma promieniowania na bocznej powierzchni
preta, to wyznaczenie rozkladu temperatury sprowadza sie do zagadnieri uprzed-
nio rozpatrywanych. Rozpatrzmy tutaj wplyw tej utraty ciepla przez promie-
niowanie. Réwnaniem rézniczkowym tego zagadnienia jest4

oT (‘3 T
e
gdzie v = hO[ycF; O jest obwodem preta w przekroju poprzecznym, F po-
wierzchnig przekroju preta, constant.

Przyjeto tu zerows temperature otoczenia, do ktérego ciepto promieniuje
z bocznej powierzchni prqta Przyblizone rozwigzanie mozemy tu otrzymaé
w sposéb dwojaki.

(2.11) S T =0,

3 Por. [1], str. 298, wz6r 2.
4 Por. [1], str. 111, wzor (2)
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1. Podstawié zalozone rozwigzanie przyblizone do réwnania (2.11). Ze wzgle-
du na obecno$é cztonu »7" uktady réwnan otrzymane z zalozenia ortogonalnosdei
(1.9) i (1.12) nalezy wtedy uzupelni¢. Dalsza droga p, ‘¢powania jest wtedy
analogiczna do uprzednio stosowanych.

2. Droga podstawienia T = Ue™"* sprowadzi¢ mozna rév <nie (2.11) do
postaci: '

%J — x*U [dx* = 0.
Warunek poczatkowy: U = f, >t = 0. Jezeli konce preta x =01 =a

majg byé utrzymane w temperaturze zerowej, to otrzymamy warunk brze-
gowe '
U=0 dla x=0 i x=a.
Wyznaczmy tu rozwigzanie przyblizone drugim sposobem. Przyjmijmy

n

Uy = D, ai(t) 9:(%),

przy czym zalézmy funkcje ¢,;(x) w postaci:
(2.12) pi(x) = (a—x)x', 1i=1,2,...,n

Lepsze byloby tu przyjecie ¢, = sininx/a.
Tatwo rozwigzaé to zadanie i pokazaé, Ze otrzymaliby§émy w wyniku dla
n — oo rozwigzanie S$ciste

© . \2 .
(2.13) u= > l.exp[—x(l_’?) t] sin 2%
am z a a
=135, ...
Zalézmy tu jednak dla poréwnania rozwigzanie w postaci (2.12) i przyjmijmy
dwa pierwsze przyblizenia
U* = a,(t) (a—#) x — ay(t)(a —%) -

Obliczamy wspélczynniki catko™

a

- 242 ", a5 : 2 3d ae
bj(a—h)xux:-ﬁ, A12=A21:6f‘(a—x)x x:gﬁ’
a ] | a 5
Ay = of(a——x)zx“dx= —1‘105, By, = 2x of (a—x)xdx = “3 s

- 4
B,, = B, =zxf (a— x)x dx = x%
0

a

B,, = — xf(Za—(}x)(a——x)xzdx = %a".
0



70 ZYGMUNT THRUN

Jezeli przyjmiemy » = 0.15 (co odpowiada w przyblizeniu przewodnictwu
stali stopowej), a = 1, to otrzymamy uklad réwnan (1.12) w postaci

ay(2p +3)+ax(p+1,5) = 24, (¢ = 0) - ay(t = 0),

- - 4
a,(p+1,5)+a, (%er 1,2) = a,(t = 0) + - ay(t = 0).

Po rozwigzaniu i retransformacji otrzymamy
a,(f)y=a,(t = 0) exp (—1,5t) —0,5a,(t = 0) [exp (—6,31)—exp (—1,51)];
ay(t) = ay(t = 0)e%3!
Uktad réwnan nﬁpiszemy teraz nastepujaco:
Ayyay(t = 0)+ Aypas(t = 0) = fo Byy |25
Apa;(t = 0) 4 Apyan(t = 0) = f, By, /2x.
Po podstawieniu obliczonych wspélczynnikéw 1 rozwigzaniu otrzymamy
w wyniku
a,(t=0)=5f, ay(t=0)=0.
Znaczy to, Ze réwniez a;(t) = 0, czyli otrzymali$my tylko pierwsze przyblizenie.
Dla otrzymania nastepnego nalezalo zalozyé

* = a; (t)(a —x)x + a5(t)(a—x) x®.
Z pierwszego przybliZenia otrzymujemy wiec
U* = 5fyx(1—x)e 15",
Poréwnajmy to przyblizenie z pierwszym wyrazem szeregu rozwigzania
$cistego (2.13):

4, .
U, = ;fo sin swe =018 ™,

Dla x = 0,50 otrzymamy z obydwéch wyrazen
U* = 1,25 fO 8_1’5’ s U = 1,274-f0 8—1,481‘ 04 .

Dla t = 1 otrzymamy biad okolo 39, dla czaséw ¢ mniejszych biad jeszcze
maleje, dla wiegkszych — wzrasta.

Majac rozwigzanie przyblizone U*(x,t) wyznaczamy przyblizony rozklad
temperatury dla rozwazanego na poczatku preta z zaleznodei:

® T -
T(x,t) = U(x,i) e,

3. Zagadnienie dwuwymiarowe

3.1. Jednostkowe, chwilowe Zrédlo ciepla w prostokacie. Niech w miejscu % =&,
xy = &, obszaru prostokatnego 0 <x; < a;, (i =1,2), w chwili ¢t = A dziala
zrédio ciepla o wydajnosci jednostkowej. Réwnaniem zagadnienia jest (1.1)
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w obszarze 0 <<x; <@, (¢=1,2). Niech bedg okreslone jednorodne warunki
brzegowe: dla x,= 0 1 &, =4a;, (i=1,2), T=0. Warunek czasowy mozemy
przedstawi¢ za pomocg funkcji Diraca nastepujgco:

W chwili £ = 1 jest

Afey = 8(my — &1) (%, — &) 6(t — A).
Zakladamy rozwigzanie przyblizone
Tzkx,.x,.t) = ZZ amn<t)‘77nm(x1:x2) = Z Z ﬂ,,,,,(t) sin Ky X1 sin Uy &g, '
m=I n=1

gdzie
Oy = mujay, o, = nld,.
Ze wzgledu na jednorodne warunki brzegowe funkeja g,(x;, %) = 0. Przy-'
jety uktad funkcji jest zupelny, ortogonalny i speinia jednorodne warunki
brzegowe zagadnienia. Wyznaczamy wspélczynniki (1.13):

4y ag
) . a,a
X - 2 . 162
A mn = sin? a,, %, Sin® o, &y divy dxy = 7
00
a, a
Bon = w02 | | sin? o, sin? e, o, dty dovy = wad, 1%
mnmn — %d", sin d'mxl sin O(-nxz 1 2 ,td,,, 4_ ]
00
a, a
) aa
2 : R N1
Copnmn = 0o, sin? e, oy 102 e, X5 Ay divy = x0l2 5
00

a, a;
1 . .
Zmn = A S1NL &,y X SINL &, Xg dxl dx2
v 00

a, a,

— 8(t—2) [ [ 8(y— £2) 8(y— &) sin crp 0y sin oty A, iy

00

"= §(t—A)sin a,,&; sina, &y,
Z zaleznoéci (1.15) otrzymamy

2 2 2 2.
= (2, toy) ’“.. + —z(“’m+a,,)(l—r)dr‘

Apip == amn(t == 0)8

t
sin oc,,,flsinoc,.fzfé(r—).)e
a,a, !

0 :

Poniewaz temperatura poczatkowa dla ¢ = 0 w prostokgcie jest réwna zeru,
Sf(x1,2,) = 0, wigc ze wzoru (1.16) otrzymamy a,,(t = 0) = 0. Wobec tego
jest ' .
sin o, &, sin a,&, o (e + a,z,)(l—l)u- 3.1

amn -

a,a,
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Rozwiqzanie ostateczne otrzymamy w postaci:

. nn§2 .
T g g X
(x1,x0,0) = a,a, a,

m=1 n=

2
e n - MAKy . MIEy
% exp{ “ [( ‘11) + ( ‘12) ](t A)} sin @ sin ax

Dla r, s » oo otrzymujemy wynik $cisty® (tj. funkcj¢ Greena).

Do tego samego wyniku mozemy doj$¢ naszym sposobem na innej drodze.
Pokazemy tutaj ten wariant rozwigzania. Rozklad temperatury wywotany jed-
nostkowym Zrédlem w chwili # = A mozemy bowiem uwaza¢ za temperature
poczatkowsy f(%;, %) = d(w;—&) d(x,—&,), przesuwajgc jednoczesnie poczatek
rachuby czasu z ¢ =0 do chwili ¢ = 1. Réwnanie rézniczkowe zagadnienia
(1.1) i (1.7) bedzie wtedy jednorodne, nie zawiera bowiem wyrazenia 4/cy.
Wobec tego z réwnania (1.10) otrzymamy Z; = 0. Zakladajgc te same funkcje
aproksymacji @nn(%;,%,) otrzymamy z zaleznosci (1.16) nie jak uprzednio
amn(t = 0) =0, lecz

a; @

amn(t = 0) = 4 ff 8ty — &1) O(xa— &) SIn oty %y SIN 0y 20y ey dity =
a8y

sin o, &, sina, &s.

2,8y
Wobec tego w wyniku ostatecznym otrzymamy znéw (4.1).

3.2, Tarcza prostokatna x = - a;, (i =1, 2), o réznych warunkach brzegowych. Promie-
niowanic ciepla z calej powierzchni tarczy do otoczenia. Dla malej grubodci D tar-
czy mozna przyja¢ réwnomierny rozklad temperatur w przekroju poprzecz-
nym i réwnanie rézniczkowe zagadnienia przyjmie postaé®

oT 2T AT .
(3.2) —at—— ( 2 + 3x2)+‘u2T=0’ —yy < <aq 1=1,2,
gdzie p® = 2h[cyD.

Warunki brzegowe zalézmy nastgpujgce:

or
0%y
T=0 dla x,=+a,.
Temperatura poczgtkowa jest dowolna: T = f(x,,x,) dla = 0.

Ze wzgledu na dodatkowy czlon u2T w réwnaniu (4.2), nalezy uzupelnié
uklad réwnan (1.9) w nastepujacy sposédb:

=0 dla x,=da,,

(3 3) Z[ lfqtk_f"al(‘Blk_f"C'lk—*",u'%fq;k)]_zk"_':0) k=1) 2)‘“)”'

I=1

" por. 1], [11, str. 149, wzér (1).
S Por. [1], str. 229, (3).
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W zastosowaniu do zagadnienia (3.2) Z, = 0. Ze wzgledu na jednorodne
warunki brzegowe zalozymy tu nastepujgce rozwigzanie przyblizone:

n

T*= D a(t) e, %)

i
Ograniczymy sig¢ tutaj do pierwszego przyblizenia
p1(%1, x3) = (@i —x3) (¥ — 2aisl).
Eatwo sprawdzié, ze zalozenie to speinia dane warunki brzegowe. Wyznaczamy
dalej wspélczynniki réwnania (3.2) przyjmujgc dla uproszczenia obliczed
a =a,=1" ‘
11

Ay = f f — 2a3)%(1 — &3)? dydre, = %%, 7}—— = 1,379965,
’ 11

-1 -1

11

64 - 64

— % f f (12xF — 4) (1 —xB)? (a1 —le)dxldxz-—x?)s 5
1

1 1
16107
Coy = 2 f f (3t — 21 ) vy vy = )

-1 -1

B,+Cy 1303
g =r iy = 60888

Z transformacji Laplace’a réwnania (3.2) przy powyzszych danych otrzy-
mamy:

a4y = al(t - 0)
Y (p+6,0888% 4 u2)
Retransformacja powyzszego wzoru daje g, = a,(t = 0) exp [—(6,0888%--
+u?)t]. Stalg calkowania «,(f = 0) otrzymamy z (1.16)
11

ay(t=0)=1,38 [ [ fl,x;)(1—xd) (x — 23 dw, d,.

~1 -1

Rozwigzaniem przybliZonym bedzie
11

T = 1,38 [ [ F(eey,5) (o8 — 28) (1 — ) vy ey

~12
X exp[— (6,089 +p?) £] (1 — x3)(xh — 2x3).
© 3.3. Prostopadlocian. Rozwazmy prostopadiodcian 0 <x, < a;, (i=1,2,3,)
o zerowe] temperaturze $cian bocznych, przy czym niech w chwili # = 4 w punk-
cie &, (i =1, 2, 3), dziata chwilowe, jednostkowe Zrédlo ciepta. Jezeli przed-
stawimy rozklad temperatury wywolany zrédlem punktowym za pomocs
funkeji Diraca

8t —4) Sy — &y) O(xp — &3) O(xs — &3)
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i zaloZymy rozwigzanie w postaci:

[s0) ©0 o0
§ ! § ! . MAXy . NRXy . STXy
Txnzoty = _S_ Qs (1) sIn sin sin ,
n=1 s=1 al a2 d3

m=1

to po analogicznych dzialaniach jak dla zagadnienia dwuwymiarowego w p. 3.1,
otrzymamy w wyniku sciste rozwigzanie (funkcj¢ Greena).

4. Zagadnienia w wspdlrzednych cylindrycznych i sferycznych

Jezeli rozwazamy tylko zagadnienia osiowo-symetryczne, to rdéwnaniem
przewodnictwa cieplnego we wspéirzednych cylindrycznych (7, 2) bedzie

oT T 19T T A
*1) 7”( T w)—wﬂ
w obszarze: 0<r <a, —1 <z < +1.

Warunki brzegowe:
oT|or +h(T—1T,) =0 dla r=a —I<z<]|
oT|oz+h,[(T—T.)=0 dla =z= 4],
przy czym h, i h, mogg przyjmowaé wartodci zera i 0. Warunek poczgtkowy
T=f(r,z) dla t=0.

Przyblizone rozwigzanie przyjmujemy w postaci

(4.2) T 0= 001, 2) + D) ai(t) @7, %),
i=1
Zakladamy taka funkcje gy(7, ), azeby bylo speilnione réwnanie
@ 1 a9 @& O<r<a
(Wﬁ 5;+W)%W>= 0 dia {~l<z<l
(43) W fhlpo—T)=0 dia r=a,

_93‘7’70+hz(%— T)=0 dla z=-+1

Pozostaje do spelnienia ukiad

3 ® 19 O ' O<r<a,
[l 5 o )| Yam—ar=o an | TI70,
(44)

-

%—I—h,.)z api=0 dla r=a,
9

d

( r+h’)2ai%:0 dla =z= 41
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Warunek poczatkowy spelnimy w ten sposéb, azeby

al

8 [ [7Uf(r, 5)—T*(r, %, t = )P dr dz = O, (4.5)
0--/

W przypadku stacjonarnego wytwarzania ciepla przez ofrodek 4 = A(r, 2),
wyrazenie A/cy zamiast w (4.4) nalezy umiesci¢ w (4.3). Uklad réwnan (1.9)
bedzie tu mial t¢ samg postaé, lecz wspélczynniki przyjma nastepujace wartosei:

a | a |
(P op)
A zof—flwp, (r, 3)pu (r, 5)drds, By — —J;flx(r 2 +3—"r’) D drds,
(4.6)

a l

a |
I B s _ ”A
Cp=— f fxr a2 Pk drdz, Z, —(') Ia}ﬁpk drdz.

Uklad réwnahn do wyznaczenia g;(t = 0) otrzymamy z warunkéw (4.5):

n al a |
@7 D a(t =0 Au—[[1f(r,2) pdrdz+ [ [ rp,pudrdz = 0.
i=1 00—/ 00—/

Jezeli wybierzemy jako funkcje przyblizen funkcje ortogonalne takie, dla
ktérych 4;, = B, = C), = 0 dla i £ &, to znowu otrzymamy uklad wzajemnie
niezaleznych réwnad (1.9), z ktérych po rozwigzaniu uzyskamy wyrazenia
(1.15), a stale (¢ = 0) wyznaczymy nastepujgco:

a !

f{r(potpk drdz.
"1

0—

a |
1 1
4.8 a(t =10 :——ffr 7, 2)p drdz — ——
48 =0 =g | [ iy

4.1. Walec nieskoiiczony. Niech réwnanie rézniczkowe, warunki brzegowe i tem-
peratura poczatkowa dane beda nastepujaco:

8T [T 14T
E"‘(;‘afi 75;):0 dla 0<7r<aq

T'=T,=const dla r=a, T=f(r) dla t=0
Rozwigzanie przyblizone (4.2) przyjmujemy nastgpujaco:

Tho =90 ()+ D & (e (1)

Funkcja ¢4(r) spelniajaca (4.3) przy & — oo, jest réwna g, =T, = const.
Réwnania (4.4) przyjmg postaé:

d 02 1 0
[t 5] Sam=0 @ 0<r<a

Zai(p,- =0 dla r=a

Przyjmijmy funkcje przyblized w postaci funkcji Bessela zerowego rzedu
(4.9) oi(r) = Jy(oy1).
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Spelnienie warunku brzegowego dla 7 = a wymaga,. azeby
(4.10) Jy (a) =0,

czyli o;(1 = 1,2,3,...) muszg by¢ kolejnymi pierwiastkami réwnania (4.10).
Wiadomo takze, ze rownanie to nie ma pierwiastkéw podwdjnych ani zespolo-
nych. Wyznaczymy wspdlczynniki (4.6):

A“:frjz(a 7‘) dr ((Za Aik:Bik: Clk:0 dla Z‘#k,

]
[l wn+%

B = —=x [ 2 Jo (% )—I— (ocr)].l(oc rdr = xaf Ay, Z,= 0.
0 .

Z zalezno$ci (1.15) mamy a—,- = a;(t = 0) exp (—wo*t) oraz ze wzoru (4.8)

=&TJ§2(T,.a) Uarf(r)J (@) dr — Ty Ty a)]

0

a;(t = 0)

Ostatecznie wynikiem przybliZonym jest
(4.11)

2 . ex of xt - |
Tty — Tit = —p,i(—f Darn)| [ @) dour) =1 & |
i=1,2.. 0

Dla n —» oo otrzymujemy znowu wynik $cisty’. Dla péZniejszego porédwnania
powyzszego wyniku $cislego z obliczeniem przyblizonym przejdimy w (4.11)
na wspélrzedne bezwymiarowe xt/a* = 7, aa; = f; oraz zalézmy f(r) = 0.
Otrzymamy wtedy z (4.11)

(4.12) o= I—ZZexp( —~B17); J° # :/“))

W szczegdlnosei dla 7 =0,3 i =0 mamy T/T, = 0,72.
Przyjmijmy teraz dla rozwigzania tego samego problemu funkcje przyblizen
W postaci:

(4.13) @ (r) = cosinr[2a, i=1,3,5 ...,n
Rozwaimy‘tylko pierwsze przyblizenie

l T* = T,+4a,(t) cos w r/2a;.
po wyznaczeniu wspélczynnikéw

Ap =a*(1/4—1[a%), By, = xn?/4(1/4+ 1[n?),

? Por. [1] str. 174, wzér (4), dla T = 0.
8 Por. [1] str. 175, wykres 19.
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oraz po analogicznych obliczeniach jak uprzednio otrzymamy w wyniku pierwsze
przyblizenie
(4.14) .

2l @y Y], Gl e
T* _Tl—}- 2 4)[ rf(r)cos , dr— (2—;)]{3 cos 5 -
Poréwnajmy wynik powyzszy z wynikiem $cistym ‘otrzymanym poprzednio.

W tym celu zaléimy f(r) = 0 oraz przyjmijmy wspdlrzedne bezwymiarowe
ut|a® = v, an; = f;, 1= 0,3 oraz 7 = 0; otrzymamy wtedy

4.15 £ =(,738,

(4.15) T

w odrdznieniu od wyniku $cistego (4.12). To znaczy, Ze juz z pierwszego przy-
blizenia z wyrazenia zamknietego (4.12) w stosunku do wyniku $cistego z sze-
regu (4.11) otrzymujemy blad rzedu tylko 2,5%. Drugie przybhzeme nale-

zaloby przyja¢ w postaci

K72

T*=T, +a1(t)cos~ +aq(t)cos—

Gdybyémy do przyblizZonego rozwigzania tego samego problému zamiast
(4.9) lub (4.13) przyjeli jako pierwsze przyblizenie
T* = T, + a, (t)(a® — 1%,
to po analogicznych obliczeniach i przy tych samych danych otrzymamy
T*|T,= 0,623 zamiast (4.12) i (4.13). Z powyzszych wynikéw wyraznie widaé,
jak bardzo od rodzaju wyboru funkcji przyblizen gi zalezy zbiezno$¢ szeregdw
kolejnych przyblized. :

4.2. Walec skoficzony. Niech zagadniénie bedzie okreslone nastepujgcym réw-
naniem rézniczkowym i warunkami granicznymi

oT eT 18T  oT -l <=zl
ot (W+75?+W)— dla{ 0<r<a;
T—0 d 0, T=1 dl{ r=a

= a t= , T= LR P

Zaktadamy rozwigzanie przyblizone

T?:-,z,t) =1 -+ 22 Ay (t) Jo(a"r) Ccos %{)

ktére spétnia warunki brzegowe, jezeli zalozymy, ze &,,I sg kolejnymi pierwiast-
kami réwnania (4.10) oraz m=1,3,5,7,... Wyznaczamy wspdlczynni-

ki (4.6)



78 ZYGMUNT THRUN

Anml'k - Bnmik = Cmnik - 0 dla Z # n, m # k)

A = ff OHCED cos2 2 drdy =12 5 J1 (ona),

d2Jy (o7 d]o(oc,, 7) o MTZ .
B = xff[ g A Jo (o, 7) cos 5] drdz = ol A

nptn

dlai=mn k=m

2
miw

Cnml'k =% (21) Amm'k) Zl'k = 0

Zalezno$é (1.15) przybiera postaé

2
Ay = Qum (t = O) CXP{ — [a'z' + (%r) ] t}’

a stale wyznaczamy ze wzoru (4.8)

m—1

A (1= 0) = —8(—1) * [artmoy ()]

Wynik przyblizony

m—1

2
8 (—1) " Jo(or)  mnz { mr\?
T=1— — Z Z N ACY) COS —77— eXp | — Al 37

m=1,3,5... n=1,2,3...

przybiera wartosé $cista dla n, m — co®. W analogiczny sposéb mozemy otrzy-
maé rozwigzania przyblizone dla zagadnieni z innymi warunkami brzegowymi,
temperaturg poczatkowa, czy tez z dzialaniem Zrédet ciepla A.

4.3, Zagdanienia we wspolrzednych sferycznych. Jezeli rozkfad temperatur i Zré-
del ciepta zalezy tylko od wspodlrzednej 7 i od czasu ¢, to réwnaniem przewod-
nictwa cieplnego bedzie jak wiadomo

aT (82T zaT) A

o\t T T

Dla otrzymania przyblizonych rozwigzad zagadnied zwigzanych z tym réw-
naniem mozna zbudowaé wzory we wspdlrzednych sferycznych analogiczne
do uprzednio wyprowadzonych zaleznosci. Wzory catkowe na wspdlczynniki
réownan (1.9) A, By, Ci, beds teraz zawieraly wyrazenie 7%dr zamiast rdr
jak w przypadku wspélrzednych cylindrycznych.

Inng drogg rozwigzywania tych zagadnied jest podstawienie U = Tr do réw-
nania (4.16), przez co otrzymujemy réwnanie typu (2.1), ktére juz rozwigzu-
jemy sposobem opisanym w p. 2. '

¥ Por, [1], str. 194, wzdr (6).
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5. Niejednorodno$¢ wlasnosci termicznych

Whasnoscl cieplne cial mogg sig zmieniaé z polozeniem 1 temperaturg. W ostat-
nim przypadku réwnanie przewodnictwa cieplnego staje si¢ nieliniowe. W dal-
szym ciggu bedziemy rozwazali niejednorodno$é wlasnoséci termicznych ciat
w zaleznodci tylko od wspdlrzednych przestrzennych K = K(x,), ¢ = c(x)-
Zamiast réwnania (1.1) otrzymamy wtedy dla zagadnien dwuwymiarowych
réwnanie przewodnictwa cieplnego w postaci

or 9 oT d oT
(5.1) yc(xl,x2)ﬁ—(7x—;[K( 1y %) 1] a—%[K(xl,xZ)Ea?z]—A(xl,xz,t)=0-

Warunek poczatkowy pozostaje w niezmienionej postaci (1.3), a warunki
brzegowe (1.2) przyjmg postaé
(5.2) oT[ox, + b, (x)(T—T,) = 0.
Przyjmujemy rozwigzanie przyblizone (1.5). Funkcje @o(xs) nalezy tak przyjaé,
azeby spelniala ona niejednorodne warunki brzegowe (5.2) oraz réwnania
7 d
(53) [K(xl, wy20o| 4 2

Xo

[K(xl,xz) 57(})20] = 0 w obszarze 0 < x; <a;

a%-{—h(x)((p T)=0 dla x—0, a i=12.

Druga cze$é rozwigzania ma spelniaé warunki

9 __ 9 0 3 2
et 20 5 [ Kew w0 | e 0 2

an

-
5.4 X Zai(t)(pi(xl,xz)——fl =0 w obszarze 0 <ux; < 4,
; "
|2+ )| D atne =0 s x=04

oraz warunek poczatkowy (1.8). W przypadku stacjonarnych Zrédet ciepla
wyrazenie A = A(x,) nalezy zamiast w (5.4) umiesci¢ w (5.3). Uklad réwnan
rézniczkowych obowigzuje nadal w postaci (1.9), zmienia si¢ jedynie warto$é
wspotczynnikow

Ay = [ [ e, 2 pier, m0) dy dve,
2

P 90;
By = — fg f 3_%[K(x1,x2) a—:’;] rpk(xll,xz)dx% dx,,
(5.5) |

9 el '
Cum = [ [ 2|kt 2 gu syt 2= [ [ gy vy i,
Q 0%y 0%y A
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Dalszy tok rozwigzywania jest identyczny z dotychczasowym postepowa-
niem i zilustrowany jest ponizszym przykladem.

Najprostszymi typami niejednorodnosci wlasnodci termicznych cial w za-
gadnieniach jednowymiarowych s3: K = K", ¢ = const oraz K = const,
yc = (yc)yx". Najwazniejszymi przypadkami praktycznie sg takie, dla ktérych
0 <n<1 W odréinieniu od rozwigzan $cistych'® mozliwosci otrzymania
rozwigzan przyblizonych niniejszym sposobem nie sz ograniczone do naj-
prostszych tylko wyrazen na zmienno$¢ wtlasnoéci termicznych. Operacje
matematyczne sprowadzajg si¢ tutaj do wyznaczenia catek [5.5), ktére w przy-
padkach skomplikowanych mozna rozwigzywaé numerycznie oraz do rozwig-
zywania ukladu réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu i to tylko w przypadku,
gdy chodzi o wiekszg liczbe przyblizen.

Przyklad. Niech obszar 0 < x << a przedstawia odrodek o niejednorodnosci
wiasnoscl termicznych wedlug zaleznosci: K = K&'h, ¢ = const. Dane warunki
brzegowe, poczatkowe oraz rozklad zrédel ciepla s3 zgodne z réwnaniami

or o oT
- e T a
Ve 5 T % [Kox " ] Alx, t) = dla 0<x<a
T=fx) dla =0 T=T, dla x=0 T=7T, dla x=a.

Przyjmijmy pierwsze przyblizenie rozwigzania w postaci.
(5.6) T* = o) + ax(f) #(a—5).
Funkcje @y(x) - przyjmujemy zgodme z rownamaxm (5.3), ktére wyrazajg sig

tutaj nastepujgco:

K

odx(]/x d%):O dla 0<x<a

dx
po=Ty dla x=0, ¢@,=T1, _ dla x=a.
Otrzymamy stad ¢, = (Ty—T3) V[V a+T}. Wyznacimy wspblczynniki (5.5).

a

All—ycfaﬁ(a—x)zalx-—yc 30 Z,= f/l(x 1) x (a —x)dx,

= —f [ oVx (ax*xz)]x(a—x)alx= 12025 abK,, Cy=0.

Wzér (1.15) da_|e

T4 K, -1
Zy(zx)e™" 7 d

—44 K, \ 30
o = at =0y 7 o+
0

19 Por. (1), str. 332, wzér (10).
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_—— s = =

Statg calkowania a,(z = 0) wyznaczamy z zaleznosci (1.16);

30 [ 1 ,
al(t:0):»—~~0ff(:x)x(a——;\)dx—?c-,7a2 (117, + 24T3).

adyc
Podstawiajac powyzsze wyniki do wyrazenia a,() otrzymujemy rozwigzanie
przyblizone z (5.6).

6. Uwagi koncowe

Powyzszy sposéb przyblizonego obliczania niestacjonarnych zagadnien
przewodnictwa cieplnego moze byé z powodzeniem rozszerzony na inne pro-
blemy poczatkowo-brzegowe. Dotyczy to w szczegdlnosei trudniejszych za-
gadnien zwigzanych z odrodkami niejednorodnymi, gdzie $ciste rozwigzania
napotykajg na trudnodci natury matematycznej. Sposob ten moze by¢é tez sto-
sowany tam, gdzie istniejg co prawda rozwigzania $cisle, lecz wyrazajg si¢ one
w skomplikowany sposéb przez funkcje specjalne, dla ktérych brak wystarcza-
jacych tablic. Obliczenie powyzszym przybliZonym sposobem sprowadza sig
praktycznie do obliczenia odpowiednich wspdlezynnikéw catkowych (4,
Biy, Ci, Z) oraz do rozwigzania ukfadu zwyczajnych réwnan rézniczkowych.
W zagadnieniach zwigzanych na przyktad z réwnaniem falowym beda to réw-
nania réiniczkowe zwyczajne drugiego rzedu. Dla wyznaczenia tylko pierwsze-
go przyblizenia lub dla wiekszej ilosci przyblizen, lecz przy odpowiednim do-
borze funkeji przyblized, pozostaje od  rozwigzania tylko jedno réwnanie
rézniczkowe.
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Peaome

METOL UTPUBJIMKEHHOI'O PEIMEHIA HAYAJIBHO-KPAEBBIX 3AIIAY
B IIPUMEHEHNM K HECTALMOHAPHO-KPAEBLIM 3AIIAUAM
TEIUIOTIPOBOOHOCTH

Jaerca ¢noco® NpuBIHIEHNOr0 PEUICHHUA HAUYAMLHO-KPACBLIX 3a4ad  TCIUIONPOBOLHOCTH.
Huercst npubninuennoe peitenne B hopme paja npouspeacHuit pymuuit. d1or cnocod Mmoo
HCII0IIB30BATE JINSI MHOIHX BONPOCOD, KACAXOUIHXCS HECTALIHOHAPHOIO MOTOKA TEIa MPH PA3IHY-
HBLIX HAYANBHBIX TEMIEPATYPax, KaK U AN PaIMUHLIX KPaCBLIX YCJIOBHH, B MOJIAX C HCTOUHHKOM
M 6e3 HcTouHNKa. MOoaKHO, TaKuM CHOCOGOM, NOJIYUHTD PELICHIIS TAIOKE M [UISt CPejy, 0DIaIalonnx
HEOJUOPOAHBIMM TEMITEPATYPIHBLIMH YCIOBHSMH.

Summary

METHOD OF APPROXIMATE SOLUTION OF INITIAL AND BOUNDARY
PROBLEMS OF NON-STATIONARY HEAT CONDUCTION
A method of obtaining approximate solutions for initial and boundary-value problems con-
cerning conduction of heat in solids is considered. The approximatc solutions are assumed in form
of series of products of functions. The method is applicable to many problems of heat conduction

for arbitrary initial temperature distributions and boundary conditions. Problems of nonhomo-
geneous solids may be treated in the same way,
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G4,
€= 0d4;

9(x)
w
Wp1, Wpe

6*

QOznaczenia

calkowity przekréj belki,

przekrdj sprowadzony dla $cinania,

moment bezwladno$ci przekroju dla zginania,
moment bezwladnosci przekroju dla bezwtadnosci

szybkosé fali podluznej,

szybkos¢ fali poprzeczne;j,

o

EJ, '’

promienn bezwladnodci przekroju,

3 2
¢y + 3
22

ct— o}
0] ]
2¢3

dlugosé belki,
nm

] H

ugiecie catkowite osi obojetnej zginania,

obrotowej,

ugiecie osi obojetnej, spowodowane momentem gnacym,

ugiecie osi obojetnej, spowodowane silami tngcymi,
transformata ugigcia w,
wspolrzedne miejsca 1 czasu,

wspbirzedne bezwymiarowe miejsca 1 czasu,

parametr transformacji,

moment gnacy,

zewnetrzny moment obciazajacy,
sila poprzeczna

zewnetrzne obciaZenie ciggle,
czestotliwoéé drgant belki,

czestotliwoéé drgani belki pierwszego i drugiego rodzaju dla

monicznych,

fal har-
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7(t) funkcja jednostkowa Heaviside’a,
S, Im funkeje Bessela pierwszego rodzaju rzedu m od argumentu, odpowied-
nio rzeezywistego 1 urojonego,
E, G modul Younga i modul odksztalcenia postaciowego.

1. Wstep

Rozwoj przemyslu oraz budowa urzadzer szczegdlnie narazonych na obcig-
zenia dynamiczne wywolaly konieczno$é uscislenia metod obliczeniowych,
stosowanych w klasycznej wytrzymalosci materialéw. W 1914 r. H. Lawms
[34] zwrécil uwage, Ze nawet w najprostszym przypadku belki obcigzone;
udarowo eclementarne réwnanie drgmi, podane przez BERNOULLIEGO i1 EULERA

nie jest prawdziwe. W powyzszym réwnaniu £J oznacza sztywno$é na zginanie,
eA mase belki na jednostke diugosei, w ugiecie, &, t wspélrzedne odpowiednio
micjsca 1 czasu,

Réwnanie to prowadzi do wyniku §wiadczacego, ze wplyw nagle przytozonego
obcigzenia rozchodzi sig z szybkoscig nieskoriczong. W celu wyeliminowania
tego bledu nie zrezygnowano z metod wytrzymatosciowych i zgodnie z pro-
pozycja S. P. Timosnenk! [47] wprowadzono do réwnania Bernoulliego-
Eulera poprawki uwzgledniajace wptyw sit poprzecznych na ugiecie oraz sily
bezwladnodci obrotowej (poprawka Rayleigha). Mimo Ze teoria réwnania Ti-
moshenki jest znacznie bardzicj skomplikowana od eclementarnej, to jednak
jest ona znacznie prostsza od rozwigzania tréjwymiarowego ukiadu réwnan
liniowych teoril sprezystosci.

2. Podstawowy uklad réwnan

Niech ABCD bedzie elementem ograniczonym przez dwa przekroje belki
pryzmatycznej, prostopadte do nieodksztatconej osi belki Ow, odlegle od siebie
o dx. Wtedy zwiazki fizyczne (przy zalozeniu stusznosci hipotezy ptaskich
przekrojéw) majg postaé:
~ . 2 3220,,

(2.1) M= — Bl
dwg
3

gdzie w = w,+w, jest calkowitym ugieciem belki.
Réwnania réwnowagi clementu przedstawionego na rys. 1 prowadza do za-
leznosei:

a0 )
(2.3) G = QA,-—C,W — q(x),

(2.2) 0 = GA,
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oM P*w,

Uktad réwnan (2.1)-(2.4) stanowi podstawowe wzory teorii Timoshenki.
Sa one cytowane w réznej postaci, jednak najczesciej spotykane jest réwnanie
opisujace ugiecie w. Po wyeliminowaniu z wyzej przytoczonych réwnai w,,
w,, M i Q otrzymujemy (postaé jednorodna — g¢(x) = 0) [31], [47]:

Q(X

X
| dx .
Rys. 1
dlw daw 1 0w 0w
(2:3) W”(“L )8x28t2+ 2‘8t4+ FrR

Zastanowimy si¢ obecnie nad sensem fizycznym wspdtczynnikdw ¢} i c3.

3. Dowdd falowosci rownania Timoshenki

Charakter fizyczny réwnania (2.5) po raz pierwszy zbadali w 1942 r. J. Pres-
cotT [43] i W. FLuGGE [20]. Ponizej przytoczymy rozwazania przeprowadzone
przez J. S. UrLjanDa [49] w oparciu o metode transformacji Laplace’a,

Zatbzmy, ze: '

(3.1) W, p) = [w(s, e d,
0
wtedy
1 _
(3.2) (1) = s f ® (s, p) e dp,

gdzie symbol (Br) oznacza kontur Bromwicha-Wagnera na plaszczyZnie zmien-
nej zespolonej p (rys. 2). Prosta okre$lona symbolem (Br) ogranicza obszar
wartosci p, dla ktérych transformata ugiecia w(x, p) jest analityczna. Wszystkie
punkty osobliwe #(x, p) znajduja sie po lewej stronie tej prostej.
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Jedli operacje opisang zwigzkiem (3.1) wykonamy nad réwnaniem (2.5),
to otrzymamy:

d*w d*w o P —
(33) W—j)(2+ )d2+p (()1()2 K)‘ZU—O
LIm p
r
T
Br N
0y
Re p<0 Re p>0
Rep
L
Rys. 2
Rozwigzaniem tego réwnania jest funkcja:
(3.4) wix, p) = D Aie"¥,  i=1,2,3,4,
i=1

gdzie

(BS m=4+ M]/j;]/pi N]/Pé_—Ta-, A; s stalymi catkowania.
Transformate odwrotng (3.2) okredlimy dla preta péinieskoriczonego x > 0.
Wtedy (3.4) przechodzi w zwigzek:

(3.6) w(x, p) = Ay (p) e~ +Ay(p) €7,

gdzie Re n, >0 1 Re n, > 0.
Rozwigzaniem réwnania (2.6) dla tego przypadku JCSt funkcja:

(3.7) e, ) = 5 f [Au (e + Ay (p) e e dp.

Z twierdzenia Cauchy’ego i poczynionych powyzej [por. objasnienie wzoru
(3.2)] zalozen odnos$nie konturu wynika, ze catki po prostej (Br) i po tuku
I, s3 sobie réwne. Zgodnie z (3.5) dla duzych |p|mamy zalezno$é:
~L2 P
7 & L2 e

1 dla dostatecznie duzego R mozna napisaé:
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1 .
(3.8) W= w; + W, = 2*751_[ 4,(p) exp p (i - %1) exp (&, x)dp

1 .
+ o If A, (p)expp (i — —2;) exp (&%) dp,

gdzie
lim ¢, =0, lim & = 0.

R—c0 R-»c0

Gdy lim 4, (p) =lim 4,(p) = 0, to z twierdzenia Jordana otrzymujemy:

[p|-»o0 Ip|—>o0

w, =0 dla z<i, w,=0 dla 1< X
I Cq
A wigc efekt obcigzenia rozprzestrzenia si¢ w precie w postaci dwéch fal
o szybkodciach ¢, i ¢,. Charakter tego ruchu falowego zbadali: w 1947 r. J. L. B.
CoopPer [9], péiniej H. SCHIRMER [46] oraz B. Bubiansky i R. W. LEonarD [7].
Ta ostatnia praca oparta jest na metodzie charakterystyk zastosowanej zardwno
do belki nieskoriczonej, jak 1 skonczone;j.

4. Drgania wlasne belki

Najwigksza liczba prac dotyczy rozwigzania réwnania Timoshenki dla przy-
padku drgan wlasnych. Réznig sie one zaréwno warunkami brzegowymi, jak
1 metodamirozwigzan. Pierwsze wyniki dotyczace belek nieskoriczonych zostaly
podane przez E. T. KruszEwskiEGo [32] i R. A. ANDERsONA [1]. Prace ra-
dzieckie dotyczg gléwnie pojedynczych fal harmonicznych [19, 29, 42]. Ocene
wplywu wprowadzonych poprawek na czestotliwo$¢ drgan przeprowadzil
po raz pierwszy TIMOSHENKO we wspomnianej pracy [47]. To samo zagadnienie
rozpatrywali R. D. MinpLiN i H. Deresiewicz [39], V. PErrovsky [40], T. C.
Huane [26]. Ten ostatni autor wprowadzil do analizy drgan wlasnych metodg
Galerkina 1 zwigzang z nig metode¢ wariacyjng Ritza [27]. Przy pomocy nume-
rycznej metody Mpyklestada-Thomsona, polegajacej na podziale masy belki
na n mas skupionych, T. C. Huang i N. C. Wu obliczyli drgania whasne belki
o zmiennym przekroju [25, 28]. Okazuje sie, ze wyniki réznig si¢ w tym przy-
padku o 2-309, od rozwigzan wg teorii klasycznej. Rozbiezno$é jest tym
wigksza, im wyZszy jest numer rozpatrywanej harmoniki. '

Wreszcie D. J. WEIDMANN [51] oméwit przypadek belki o przekroju cienko-
$ciennego dwuteownika z dwoma osiami- symetrii. Rozwigzan poszukiwat
w postaci rozktadu zaburzen na pojedyncze fale harmoniczne. Wyniki odbiegajg
od klasycznych nawet o 40%,.

Ponizej przytoczymy analize czestotliwoéei drgait w oparciu o rozwigzanie
réwnania Timoshenki w postaci pojedynczej fali harmonicznej. Dla belki
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swobodnie podpartej uklad réwnan (2.1)-(2.4) zapisujemy w nastepujgce;
formie:

Pw 1 Pw  Pw,

W g o

(4.1)
¢ 82’501, 1 az‘wb 2 a
er ( P 7)2?) =K o (wy, — w).

Szukamy rozwigzania w postaci

w = Asin«,xsin wt

(4.2) Juw,

T Bcosa,xsin wi
X

n=123,...,

)

gdzie /[ jest df(lgoécia belki. Po podstawieniu (4.2) do (4.1) otrzymujemy:

(4’3) 4 (‘g - n) + BO(,, - 0
AU,,62K+B( ol 2K) =0.
Ukfad réwnan jednorodnych (4.3) ma rozwigzanie nietrywialne, jesli
w?
c_g - O’." Xy

o, i K (_“;H"cz”“ c%K)

co prowadzi do réwnania:

' 2 ;1_4 2
Eg—{a, [61 ]—I—K} w? b = 0.

Rozwigzanie otrzymujemy w postaci:

% (11 &) /{1 1 K} 4
Gal) on= 7 s+t V(—JF—JF‘“) —ag

(442) op=—""=7/ ( +- +~~) Fl/( -+ +K)2—~-~4— ;

ST VTR FraT ) T
tatwo wykazaé (por. np. [42]), ze czestotliwo$é ,; jest zawsze mniejsza od cze-
stotliwosci otrzymywanych wg teorii klasycznej. Obnizenie czestotliwodei w,,
w stosunku do wynikéw klasycznych okazuje si¢ tym wieksze, im krétsze
sg fale odksztatcen. Dla czestotliwoscei pierwszej fali wynosi ono np. 2%, "ale
juz dla pigtej harmoniki siega 259%. Czestotliwoéé drugiego rodzaju ", jest
bardzo znaczna i jest poréwnywalna z w,, tylko dla bardzo ‘krétkich fal
(w poréwnaniu z wymiarami przekroju poprzecznego belki). Y
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5. Drgania wymuszone

Wyznaczenie ugieé, katéw obrotéw stycznych, sit uogdlnionych oraz czesto-
tliwosci w przypadku obcigzenia belki czynnikami wymuszajgcymi drgania
sprowadza si¢ do rozwigzania pewnego zagadnienia granicznego dla réwnan
Timoshenki. Metody rozwigzan sg rézne w zaleznosci od typu zadania, Wszystkie
rozwigzania $ciste otrzymano dotgd w oparciu o metode transformacji catko-
wych. Ze wzgledu na frudnosci matematyczne wigkszo$é prac dotyczy belek
nieskoriczonych i pédinieskorniczonych.

Poniewaz w zagadnieniu obok zmiennej miejsca wystepuje czas ¥, wiec czesto
stosowang jest transformacja Laplace’a. Omdéwimy pokrétce przypadek belki
péinieskoniczonej, obcigzonej na korcu swobodnie podpartym momentem
Heaviside’a M(0, t) = My (t). Zagadnienie to zostato rozwigzane przez FLUG-
GEGO i Zajaca [21]. Podstawowe réwnania Timoshenki (2.1)-(2.4) po prze-
transformowaniu i uwzglednieniu warunkéw granicznych prowadzg do naste-
pujacych zwigzkéw:

(5.1) . M(&, p) = My(§, p) + Ma(§, p),
(52) M) = Je 141~ ) | o0 (- m
(5.3) My(&, p) = %" [1 - (1 ——%é)%] exp (—my &),
gdzie

M5, p) = [ MEerdr, §=%, =21

(5.4)
2 2 2 2
ny, = [ap® F p(b%p? — 1t a4 = _C};;%Cz . b= %

Mozna wykaza¢ (por. p. 3), ze M,(£,7) = 0, gdy v < & oraz M,(£, 7) = 0,
gdy 7 << &(¢y/c,) . A wigc moment gngcy rozchodzi si¢ w postaci dwéch fal o réz-
nych szybkosciach frontéw. Poszukiwanie transformat odwrotnych M(¢, p)
w pracy [21] przeprowadzono w oparciu o rozktad funkcji w szereg potegowy.

Przedstawimy M;(&, p) w postaci rozkladu w szereg wzgledem 1/b%?
Otrzymamy: '

(55) My (% bp) =eG, ({5) M, (—f— bp) = et G, (7,15) ,

gdzie
L+l Joo -5 250G

an }
i) =52 L (=g Toe[-5 2ERGT T

7 Mechanika teoretyczna i stosowana

2
S
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1 1\ .
gf(bz—pz):[“”(l—bz?)z]’ P=hz

Wykorzystujac twierdzenia

o ol w143

2)  LHe " F(p)) = Flr—k)n(v—k),

oraz

otrzymujemy
1 _
Ml(g’ T) = F Gl (.C b E) 77(T—' 5)7
2!
N o
MZ(E) T):_I';Gg '—b’*_‘ n T—Eg .

Pozostajg do okreslenia transformaty odwrotne G, i G,. Zostaly one uzyskane
przez FLUGGEGO i Zajaca na drodze numerycznej. Dla matych czaséw ¢ i dla
duzych &, a wigc w otoczeniu frontéw fal rozwigzanie mozna przedstawié w po-
staci szeregdw szybkobieznych:

M) = "oln @) ) 0

m

Neato) )

m=3n

m

o 4'526—1 2
> b\ Y
m,n E m

m=3n+2

©
o ) 1Y ol
n=0

gdzie dla v = const 7, jest miarg odleglosci od frontu fali zginajacej, a 7, od
frontu fali poprzeczne;j.

Inng metode¢ odwracania transformacji Laplace’a przedstawili B. A. BoLey
i C. G. CHao [5]. ZnaleZli oni rozwigzania dla czterech przypadkéw obciyzen
belki péinieskoriczonej poprzez obliczenie calek po konturze. Wadg tego rozwia-
zania jest niedostatecznie szybka zbiezno$é otrzymanych calek oznaczonych
zmiennej rzeczywistej przy.obliczaniu numerycznym.

Oprécz transformacji Laplace’a szerokie zastosowanie w zagadnieniu belki
Timoshenki znalazta catkowa transformacja Fouriera.

Transformacje wykladniczg zastosowal do belki nieskoriczonej R.P.N.
Jones [30], oraz FLUGGE i ZaJAC we wspomnianej powyzej pracy. JONES jako
pierwszy wprowadzil do omawianego zagadnienia asymptotyczng metode
poszukiwania transformat odwrotnych, nazywang «metodg okresu stacjonar-
nego», lub «metoda Kelvinay. Wykorzystali ja réwniez FLGGGE i Zajac. Ponizej
przytaczamy schemat rozwigzania zagadnienia tym sposobem, oparty na pracy
Jonesa.
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Rozpatrzymy belke nieskoficzong, obcigzong impulsowy sitg skupiong
P3(&) n(z). Skorzystamy z réwnan (4.1), na ktérych wykonamy wykladnicza
transformacje¢ Fouriera. Jesli przejdziemy do wspdlrzednych bezwymiarowych
za pomocy zwigzkdw (5.4) to przetransformowane rdwnania przyjma postac:

(5.6) Wy = A_Ej-z—)T [1+ 4, (p)cos (wyt) + Aa(p) cos (w,7)],
— Pr3
(5.7) 5 = 17 (L Ba(2) cos (027) + Ba (p) cos (o)l
gdzie
(g p) = | w(§ 7)emde,
I _ o= Pt
4(p) = wi— w? B (p) = a(wi— wl)’
— aw? (ul - c_%
B.(p) = oc(w w}) Ap) =5 P’ TR
wy, Wy (wy > ;) sa dodatnimi pierwiastkaml réwnania
(5.8) (rw?* — p¥)(w? — p?) — w? = 0.

Pozostaje do okreélenia transformacja odwrotna. Wykorzystamy do tego
asymptotyczng metode okresu stacjonarnego. Dla przykladu wyznaczymy
momenty zginajace stosujac wzér (2.1):

(5.9 M=30 [ [+ A,(p) cos (@7) + 4u (p) cos (w1 e 2L

Metoda Kelvina pozwala obliczaé calki typu

(5.10) O = [ (&) exp [if(£)]dé

Zaklada sie, ze funkcja trygonometryczna jest funkcjg szybko oscylujgca w prze-
dziale calkowania, gdy funkcja @(£) zmienia si¢ stosunkowo nieznacznie. Précz
tego musi byé spelniony warunek:

(5.11) J—[ﬂ)-r, <1,

gdzie &, jest punktem stacjonarnym.

Zgodnie z dowodem przeprowadzonym przez STOKESA najwigkszg czedé
swej wartodci catka przyjmuje wtedy w otoczeniu punktéw stacjonarnych,
tzn. takich, w ktérych df(&€)/d¢ = 0.

Gdy istnieje jeden punkt stacjonarny & = §, to:

(5.12) - ?~p()]/ % exp i{ (20 £ 7



92 KRrzvszToF WILMANSKI

W wykladniku bierzemy znak gérny, jesli f*(&,) >0 i dolny, jesli f' (&) < 0.
Aby okreslié catke (5.9) powyzszg metods, roztozymy catke na sume dwu
wyrazéw o postaci

P, ~ d
(5.13) M, =ZZ—_£ [14 A, (p) cos (w,7)] =78 171:’
(5.14) M, =—f2—; [4,(p) cos (w,7)] e—'fé %)
(5.15) M = M,+M,.

Jesli we wzorze (5.10) podstawimy f(&) = w,7—pé, to przyblizenie uzyskane
wyze] oméwiong metodg dla (5.13) i (5.14) bedzie mialo postaé:

Pr [Ayp) (| &,
5.16) My~ ——me | 22
w10 m L[S G

(5.17) My~ 1/]-;% [A;(f) {

Zwigzki (5.16)-(5.17) sa dostatecznie $ciste, o ile spelniony jest warunek

(5.11), tzn.:
< V?{ }_

W powyiszych wzorach p, i p, sg pierwiastkami rdwnan:

do, ¢ do, £
==,

}_%cos (wlr —pé i%})] dla p =p,,

d*w,

dp?

}—%cos (wzr —pt i_})] dla p = p,.

d?w,
dp*

(5.18)

pP=p

(5.19) D=7 @
W pracy [30] JoNES przeprowadzil szczegétowa analize zwigzkéw otrzymanych
powyzsza metods i wykonal specjalne przyblizenia dla tych zbioréw wartosci
(&, 1), gdzie ogdlna metoda jest zbyt malo dokladna.

Wreszcie sinusowa i kosinusowa transformacja Fouriera zostala wykorzystana
w pracy Boreya [4] do belki péinieskoriczonej obcigzonej momentem Heavi-
side’a.

Oméwione metody transformacyjne nie wyczerpujg poszukiwanych drég
rozwigzania zagadnienia Timoshenki. B. A. BOLEY zastosowat [3] do réwnania
ugiecia metode analizy energetycznej, tzn, sprowadzil zagadnienie do poszuki-
wania warto$ci minimalnej pewnej catki.

Na zakoriczenie nalezy wspomnieé o pracach A.I. Crerrrina [8] i S. H.
CranpaLrLa [10] dotyczacych belek na sprezystym podlozu. Przyjeli oni w réw-
naniach dodatkowy wyraz (kw) okreslajacy odpér podioza Winklera o podatnosei
k na skutek wystepujacego po obciazeniu ugiecia belki. CIEJTLIN otrzymal
rozwigzanie za pomocg kosinusowej transformacji Fouriera dla sily Pé(%)
w postaci calek oznaczonych i oméwil mozliwo$é uogdlnienia rozwigzania na
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obcigzenia trwajace w czasie za pomocg calki Duhamela. CRANDALL zaj3l sie
w pierwszym rzedzie okreslenjem okreséw drgan wlasnych i wymuszonych
sita pulsujacg Pefo! i ruchoma. Ta ostatnia przesuwa si¢ po belce ze stalg szyb-
kos$cig v. Wyznaczono krytyczne predkosci ruchu sily. Praca zawiera obszerng
analiz¢ numeryczna.

Warto tu jeszcze wspomnie¢ o uogélnieniu metody Timoshenkina zagadnienie
zginania dynamicznego plyt. Pierwsza préba nalezy do UrLjanDa [49]. Nastepnie
zajeli si¢ tym zagadnieniem R.D. Minprin [38] i H. Zorski [52, 53]. Ten
ostatni oméwil zagadnienie Cauchy’ego dla bifalowego réwnania Timoshenki.
Jego rozwigzanie otrzymal za pomocg odpowicdniej tozsamoscei catkowej.
Do rozwigzan osobliwych dla obcigzeri skupionych zastosowal catkowsg trans-
formacje Laplace’a. Zostaly réwniez oméwione charakterystyki rozpatrywa-
nego réwnania.

6. Zakonczenie

Jak widaé z powyzszych rozwazaf, wprowadzone poprawki spowodowaly
w réwnaniu drgan belki istotng zmiane jakodciows. Udalo sig uchwycié, potwier-
dzony do$wiadczalnie, falowy charakter zjawiska oraz z dostateczng dokladno-
écig mozna bylo przedyskutowaé wyniki w otoczeniu frontéw fal.

Jednak w rozwazaniach belek obcigzonych dynamicznie wystepuje powazna
luka. Nie udalo si¢ mianowicie uzyskaé¢ dotad przejrzystej metody rozwigzania
dla belki skofczonej. Précz metody charakterystyk, ilustrujgce] interferencje
fal odksztalcern wskutek odbicia tych fal od granic oérodkéw w belkach skoii-
czonych, zaden inny sposéb nie doprowadzit do efektywnych wynikéw. Dalsze
rozwazania teoretyczne powinny byé zwrécone chyba przede wszystkim w tym
kierunku.

Réwniez zbyt skapy material dodwiadczalny nie pozwala korygowaé iloscio-
wych rozwazani teoretycznych w zestawieniu ze stanem rzeczywistym. I to
bylby drugi, podstawowy kierunek rozwoju tej dziedziny dynamiki ciala statego.
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Peswme
ITHUHAMUWUUYECKAST HATPY3KA FAJIOK. BAJIKA TUMOIIEHKHA

Pa6ora sBisteTcsr o630pom pernenmii ypasHenuii THMOIEHIH, OIHCHLIBAIOIIMX NPOrn6 Ganxu
TpN FEUHAMAYECKNX Harpyakax. B m. 3, ocHoBrIBasgch Ha pabore Yibiwstanaa [49] moxaseisaercs

BOJIHOBOI XapaKTep ABJEHHS, €Clu B ypaBuenue Iporufa Beprymnn-Oifiepa BBECTH IIONpaB-
Ky Ha HHEDIHIO BpPAlIEHHS H CHIBI CABHTA.

B m. 4 mpepcraBieH o030p pafoT, Kacalouwuxcs coGCTBEHHBIMKM KoJeDaHuAMH B Ciyuae
KOT[a MCXOMHOM TOWKOM sABisercAa ypasnexue Tumontenwu (2.5).

B 1. 5 garoTcs cxembl peleHHil BOIPOCa BBIHYKACHHBIX KOJMeGaHi ¢ MOMOILBIO HHTErPANbLHEIX
npeofpasoBanuit. B xauecTBe OCHOBHBIX NPUHATH! 3feck pabotsl dmorre n 3asua [21] u Dxon-
ca [30].

B zakmoucHpe B I1. 6 yxasbIBalOTCH NasbHeilue HAIpaBJeHWs DasBUTHA 3TOXO OTAENA CONpO-
THBIEHHS MATEPUAJIOB.
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Summary

DYNAMICAL LOADINGS OF BEAMS—TIMOSHENKO BEAM

The paper gives a survey of the solutions of the Timoshenko equations describing dynamic
beam deflections. In Section 3 the wave character of the phenomenon has been proved on the
basis of Ufland’s article [49] if corrections of rotary inertia and shear forces are introduced into
Bernoulli-Euler deflection equation. Section 4 gives a survey of the papers dealing with self
vibrations in the case when Timishenko’s Eq (2.5) is a point of departure.

Finally, Section 5 contains the solutions of the forced vibration problem by means of the integral
transforms. The papers by Fliigge and Zajac [21] and Jones [30] have been assumed as fundamental
The trends of the development of this branch of strength of materials are discussed in Section 6.

POLITECHNIKA LODZKA

Praca zostala 2lofona w Redakeji dnia 5 marca 1964 r.
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POLSKIEGO TOWARZYSTWA MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ

SYMPOZJA NAUKOWLE PTMTS
ODDZIAYL, W GLIWICACH

KONWERSATORIUM TECHNIKI NUKLEARNEJ
o SP OTKANIE TECHNIKI KONWENCJONALNEJ Z TECHNIKA NUKLEARNA»

W dniach od 9 do 14 lutego 1964 r. odbylo si¢ w Szczyrku Konwersatorium Techniki Nuklearnej
pod hastem «Spotkanie techniki konwencjonalnej z technikg nuklearng». Konwersatorium zostalo
zorganizowane przez Oddzial Gliwicki PTMTS. W sktad komitetu organizacyjnego wchodzili:
prof. dr inz. J. DIETRYCH oraz dr inZ. T. J. Swizrzawskr. Celem Konwersatorium bylo spotkanie
o0séb zainteresowanych problematyka techniki nuklearnej oraz zorganizowanie warunkéw dla
bezpo$rednie] i zZywej wymiany mysli badawczej i inZynierskiej wobec faktu coraz bardziej burzli-
wego rozwoju tej nowej galezi wiedzy. Okolo 80 uczestnikéw Konwersatorium reprezentowalo-
Instytut Badan Jadrowych, Instytut Fizyki Jadrowej, Centralne Laboratorium Ochrony Radio-
logicznej, Energopomiar, Wojskowa Akademig Techniczna, Akademie Gérniczo-Hutniczg, Po-
litechnike Warszawska, Wroctawsks i Slaska oraz inne zaklady i instytuty naukowe.

Na Konwersatorium zgloszono 20 referatébw, w tym 9 z Politechniki Slaskiej w Gliwicach,
6 z Instytutu Badan Jadrowych w Swierku, 3 z Instytutu Fizyki Jadrowej w Krakowie, 1 z Cen-
tralnego Laboratorium Ochrony Radiologicznej w Warszawie. Streszczenia wszystkich refera-
téw zawarte s3 W specjalnym tomie Zeszytéw Naukowych Politechniki Slaskiej, Energetyka 12.
Referaty obejmowaly nastgpujace zagadnienia inZynierii jadrowej: automatyka i bezpieczenstwo-
pracy, konstrukcje, materialy stosowane w technice nuklearne;j.

Slowo wstepne na Konwersatorium wyglosil przewodniczgey Oddziatu Gliwickiego PTMTS
prof. dr inZ, J. DIETRYCH. Prof. dr inz. S. Ocugpuszko, ktéry bral udzial w organizowaniu studiéw
dla specjalnodci tenergetyka jadroway, podal krétki rys rozwoju tej specjalnodci w Polsce, w szcze~
gblnodci na Wydziale Mechaniczno-Energetycznym Politechniki Slaskiej., Referat wprowadzajacy
do zagadnien energetycznych techniki nuklearncj wyglosit dr inz. T J. Swirrzawskr. W rozmowach
kuluarowych omawiano migdzy innymi sprawy dydaktyki oraz nawigzania $cidlejszych kontaktéw
naukowych pomiedzy Uczelniami a Instytutem Badan Jadrowych i Instytutem Fizyki Jadrowse;j.
Juz obecnie studenci specjalnosdci «energetyka jadrowa» z Politechniki Warszawskiej 1 Politechniki.
Slaskiej odbywaja praktyki w IBJ oraz w IFJ i czgsto otrzymujg z tych Instytutéw tematy prac:
dyplomowych. Niektére prace dyplomowe wykonywane sa bezposrednio w IBJ.

W podsumowaniu spotkania zabrali glos: prof. dr inz. J. Dierrycr (Gliwice), prof. dr Z. OLESIAK
(Warszawa), prof. dr inZz. M. SAsiADEx (Wroclaw) i przedstawiciele IB] oraz IF]. Wszyscy méwey
podkreslili celowo$é organizowania podobnych zebran, na ktérych pracownicy nauki z waskiego
kregu specjalistéw informujg szeroki krag naukowcéw i inZynieréw o osiagnigciach w nowej dziedzi-
nie wiedzy. Powstaje w ten sposéb pomost laczacy bogatg w doéwiadczenia technike konwencjonalng
z nowg techniks nuklearng; pomost tym cenniejszy, ze technika nuklearna coraz glebiej przenika
do wielu konwencjonalnych proceséw, a w najblizszej przyszloécei energia jgdrowa bedzie stanowila.
gléwne “4rédlo w energetyce $wiatowej.

Tadeusx §. Swiersawski (Gliwice)
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ODDZIAL W KRAKOWIE
SYMPOZJUM DYNAMIKI MASZYN HUTNICZYCH

Sympozjum to odbylo sie w dniach 14-15 maja 1964 r. i zostalo zorganizowane przez Oddzial
PTMTS w Krakowie przy wspéludziale Katedry Maszyn Hutniczych AGH, Katedry Mechaniki
Technicznej AGH oraz Stowarzyszenia Inzynieréw 1 Technikéw Przemyslu Hutniczego.

Wygloszono nastepujace referaty:

1 Mgr inz. F. Kaim, Podsekretarz Stanu w Ministerstwie Przemyslu Cigzkiego, Znaczenie
dynamiki maszyn w przemysle hutniczym.

2 Prof. dr inz. S. Ziemba, Rola obcigzeri stochastycznych w dynamice maszyn.

3 Ing. H. Neumann, Institut fiir Kalibrierung, Riesa, NRD, Ein neues IKaltwalzverfahren fiir
Rohre.

4 Prof. dr inZ. A. Lisowski, inz. J. Michalik, Politechnika Krakowska, Zastosowanie tensometrii
oporowej do pomiaréw dynamicznych maszyn.

5 Mgr inz. W. Udziela, Biprohut, Rozwéj produkcji suwnic wsadowych dla piecébw marte-
nowskich w Biprohucie.

6 Megr inz. E. Jarosz, Biprohut, Stanowiska remontowe suwnic na wydziatach hutniczych.

7 Mgr inz. M. Gruszka, Biprohut, Przystosowanie suwnicy kleszczowej do wygarniania Zuzlu
z piecéw wglebnych.

8 Megr inz. J. Folfasinski, Huta im. Lenina, Dynamika procesu hydraulicznego usuwania
zgorzeliny z walcowych pasm.

9 Megr inz. J. Stoklosa, Hutnicze Przedsiebiorstwo Remontowe, doc. dr inz. W. Bogusz, AGH,
Dynamika przesuwania smuklych obiektéw w hutnictwie.

10 Prof. J. Aniola, doc. dr inz. W. Zapalowicz, mgr inz. J. Lukawski, AGH, Dynamika ruchu
tworzyw w aparacie zasypowym wielkiego pieca nowej konstrukeji.

11 Doc. dr inz. W. Zapalowicz, mgr inz. J. Wajda, AGH, Dynamika tlumienia drgafn w mostach
suwnic skrzynkowych.

12 Doc. dr inz. W. Zapalowicz, mgr inz. B. Horakowski, AGH, Sily bezwladnodci podczas
ruchu i hamowania mostu w suwnicach skrzynkowych.

Ponadto wygloszono 18 komunikatéw.

Ze sprawozdania Oddzialu PTMTS .
w Krakowie

Z. Olesiak

VII JUGOSE,OWIANSKI KONGRES MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ

Siédmy kolejny Jugostowianski Kongres Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej tym razem od-
by} si¢ w dniach 1-6 czerwca 1964 w Vrnjackiej Banji (Serbia) — uzdrowisku polozonym w gé-
rach ok. 200 km nz potudnie od Belgradu i przypominajacym nasza Krynic¢. Podobnie jak w Ia-
tach ubieglych Kongres zostal zorganizowany przez Jugoslowianskie Towarzystwo Mechaniki,
ktére jest odpowiednikiem naszego PTMTS.

Obrady Kongresu przewidywaly wyklady ogélne oraz referaty w sekcjach. Kongres rozpoczal
wyktad prof. A. BILIMOWICGA, seniora mechanikéw jugoslowianskich, poswigcony] Gatileuszowi
w zwigzku z 400 rocznicg jego urodzin. Niestety sam autor nie mégl przybyé na Xongres ze wzgledu
na stan zdrowia i wyklad zostal odczytany. Kolejnym wyktadem ogéinym byl referat prof. A. Ku-
HELJA na temat hydrodynamiki turbin parowych. Wydaje si¢, ze ponadto nalezy wyréznié wyktady
ogdblne prof. V. Breiéa o doswiadczalnych metodach analizy naprezen oraz doc. R. STOJANOVICA
o nieliniowej mechanice oérodkéw ciaglych. Jedli chodzi o referaty w sekcjach, to mozna by je
podzielié na kilka grup o réinej tematyce: nieliniowa mechanika oérodka ciaglego (R. STOJANOVIE,
S. Dyurié i N, NAERLOVIC-VELJKOVIC), zagadnienia elastooptyki (V. Brcid), zagadnienia zwigzane



BruLeTyN INFORMACYINY 99

z praktyks iniynierska (M. Djuri¢, V. Bocunovi¢, S. MiLi¢), klasyczna teoria plyt (K. Jojic),
zagadnienia statecznosei (S. TURk, M. VUKOBRATOVIC), mechanika plynéw (Lj. KRSMANOVIG,
V. SaLyNikov), aerodynamika i mechanika lotu (S. Pivko, V. Sisojev, D. Juricic).

W Kongresie uczestniczylo 158 oséb, w tym 11 godci zagranicznych; w tej liczbie byli: prof.
E. KroneR z NRF, prof, A. ot PATER 2z Delft w Holandii i prof. D. A. Er. TURABI, egzotyczny dziekan
Inzynierii Ladowej z Politechniki w Chartumie. Polakéw obecnych bylo czterech (z tego jeden
oficjalnie): prof. Z. OLesiak, dr K. Borsuk, dr R. HETNARSKI i dr R. KAMINskI, ktéry przebywat
na stazu z wytrzymatosci materialéw w Politechnice w Sarajewie. Nasi uczestnicy wyglosili lacznie
5 referatéw, w tym R. KamiNskI wyglosil 2 referaty (po serbsku).

Jeden wieczér byt poswiecony na walne zgromadzenie czlonkéw Jugostowianskiego Towarzystwa
Mechaniki, poza tym odbyla sie kilkugodzinna sesja na temat nauczania mechaniki w Szkolach
Wyiszych. Burmistrz Vrnjackiej Banji wydal kolacje dla uczestnikéw Kongresu.

Na marginesie I{ongresu warto powiedzie¢ kilka sléw o Jugostowiariskim Towarzystwie Mechani-
ki. Zostalo ono zaloZone w 1954 r. z inicjatywy profesoréw: J. KLITCHIEFFA, A. BILIMOVICA
i R. XABANINA. W obecnej dwuletniej kadencji funkeje prezesa Towarzystwa bedzie pelnil prof.
A. Kuneij, a sekretarza generalnego — doc. R. Stojanovit. Jugostowianskie Towarzystwo Mecha-
niki liczy ok. 250 czlonkéw (z czego na Belgrad przypada 150 0séb) i ma 5 Oddzialéw (Belgrad,
Lublana, Sarajewo, Skoplje i Zagrzeb). Organizacja podlega i otrzymuje dotacje z Jugoslowian-
skiego Stowarzyszenia Inzynieréw i Technikéw. Gléwnym zadaniem Towarzystwa jest organizo-
wanie co dwa lata kolejnego Kongresu (nastgpny odbedzie sie w 1966 r. w Dubrowniku lub
Sarajewie) oraz prowadzenie prac zwigzanych z przygotowaniem do druku i opublikowaniem
materialéw kongresowych. W innych dziedzinach dzialalno$é Jugoslowianskiego Towarzystwa
Mechaniki nie jest tak ozywiona jak naszego PTMTS iw zasadzie ogranicza si¢ do prowadzenia
seminariéw, ktére majz na celu rozwijanie poszczegélnych gatezi mechaniki.

Zbignicw Olesiak

KONFERENCJE SZKOLENIOWE PAN W JABEONNIE

Wzorem lat ubieglych Biuro Ksztalcenia 1 Doskonalenia Kadr Naukowych zorganizowato
szereg szkoleniowych konferencji naukowych, w tym cztery z dziedziny mechaniki.

I. METODY MACIERZOWE I ZASTOSOWANIA MASZYN ELEKTRONOWYCH W |ANALIZIE KON-
STRUKCJI INZYNIERSKICH

Konferencja odbyta sie w dniach od 13 do 21.3.1964 r. w Jablonnie. Udzial w niej wzigfo 40 pra-
cownikéw naukowych z nastepujacych instytucji: Politechniki Gdanskiej, Krakowskiej, Slaskiej,
Szczecinskiej, Warszawskiej, Wroclawskiej, Instytutu Podstawowych Probleméw Techniki, Insty-
tutu Techniki Budowlanej, Zjednoczenia Biur Projektéw Budownictwa, Biura Studiéw i Projektow
Komunikacji Miejskiej, Centrum Obliczeniowego PAN. Ponadto w konferencji wzigto udziat dwéch
uczestnikéw zagranicznych (z Jugoslawii i Bulgarii).

Tematem konferencii bylto zastosowanie algebry macierzy do obliczania budowlanych konstrukeji
inzynierskich. W szczegélnosci zanalizowane zostaly pewne zagadnienia podstawowe, jak zapisy
macierzowe dzialai na wektorach, ustalenie warunkéw réwnowagi, okreslenie wielkosci sit i prze-
mieszczen w ustrojach kratownicowych, analiza ustrojéw statycznie niewyznaczalnych, przeksztat-
canie macierzy odksztalcalnosci.

Oméwione zostalo obliczanic belek prostych, belek na sprezystych podtozach, belek-stupéw,
pali pojedynczych oraz grup pali, ustrojéw ramowych, fukowych, mostéw wiszgcych.

Rozwiazania stosujgce postaé zapisu i dzialanie przy uzyciu macierzy cechuje duza przejrzystosé,
prostota operacji, a co najwazniejsze nadaja si¢ one i sa przystosowane do obliczen za pomoca
maszyn matematycznych, Prowadzi to do znakomitej oszczgdnosei czasu i przyépiesza wielokrotnie
uzyskanie wyniku. Znaczenie rachunku macierzowego w zastosowaniu do mechaniki budowli
bedzie wzrastad w miarg powiekszania sig licaby placéwek projektowych i obliczeniowych, dyspo-
nujagcych maszynami matematycznymi.
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Wyktadowca na konferencji byt profesor 5.0O. AsrLunp, kierownik Katedry Mechaniki
Technicznej Uniwersytetu w Géteborgu (Chalmers University of Technology). Fragmenty ksiazki
prof. Asplunda («Mechanika Technicznas, wyd. Prentice Hall) zostaly przettumaczone na jezyk
polski i wydane z okazji konferencji przez Biuro Ksztalcenia Kadr Naukowych PAN. Materialy
te stanowily cenng pomoc dla uczestnikéw konferencji, zwlaszcza przy omawianiu rozwigzan dla
poszczegdlnych typéw konstrukeji.

W czasie konferencji zostal wyswietlony film przywieziony przez prof. Asplunda, obrazujacy
konstrukcje mostéw wiszacych, budowanych w Szwecji w poblizu zapér wodnych. Mosty te, za-
projektowane na obciaZenie naladowang cigzaréwka, sluzg do transpertu materialéw w czasie budo-
wy, a pozniej jako ktadki dla pieszych.

Stanislaw Kajfasz

11, WSPOLCZESNE ZAGADNIENIA TEORII POWLOK

W ramach konferencji, ktéra odbyta si¢ w dniach 13-25 kwietnia 1964 r., wygtoszone zostaly
dwa cykle wykladéw, kazdy po 23 godziny:

a) «Liniowa teoria cienkich plyt i powloky;

b) «Réwnowaga plyt i powlok przy duzych odksztalceniach».

Pierwszy z wymienionych cykléw wykladéw prowadzit prof. dr. A. L. GoLpenwgjzer (Instytut
Mechaniki AN ZSRR), jeden z najwybitniejszych specjalistéw klasycznej teorii powtok, autor
znanej monografii z tej dziedziny. Zasadnicza czesé tego cyklu wykladéw stanowilo oméwienie
asymptotycznych metod calkowania réwnan rézniczkowych czastkowych i ich zastosowanie do
calkowania réwnan teorii powlok. Prelegent zaznajomil sluchaczy z wynikami wielu swych prac
czedciowo jeszcze nieopublikowanych.

Drugi réwnolegly cykl wykladéw prowadzil prof. dr A.S. GRIGORIEW réwniez ,z Instytutu
Mechaniki AN ZSRR. Przedstawit on teori¢ powlok obrotowych przy duzych przemieszczeniach
i odksztalceniach ilustrujac ja przykltadami dla réznych rodzajéw powlok izotropowych i ortotro-
powych.

W konferencji wzieto udzial ok. 50 oséb z calej Polski.

Zbigniew Olesiak

111, NIELINIOWA TEORIA OSRODKA CIAGLEGO

W dniach 16-26 czerwca 1964 r. odbyl sie w Jablonnie kurs wyktadéw pod ogélnym tytulem
«Nieliniowa teoria oérodka cigglego». Gléwnym wykltadowcy byl prof. dr C. TRUESDELL z Johns
Hopkins University (Baltimore, USA), jeden z najwybitniejszych specjalistéw w tej dziedzinie
na $wiecie. Wyglosil on dziesieé kolejnych wykladéw, w ktérych méwil na nastepujace tematy:

a) podstawy teorii nieliniowych réwnan stanu (ogélna teoria zachowania sie materiatu),

b) sprezystodé (réwnania stanu w teorii sprgz:ystoéci, mate odksztalcenia naloZone na duze, fale
w nieliniowych oérodkach sprezystych),

c) teoria cieczy (wiskometria, ciecze anizotropowe, ogélne réwnanie stanu).

Précz prof. Truesdella szereg wykladéw wyglosili profesorowie z kraju. Tak wiec prof. dr W. No-
WACKI méwil o podstawach termosprezystoéei, prof. dr W. OLszAK o podstawach teorii plastycz-
nosci, doc. dr P. PERZYNA wyglosit wyklad o réwnaniach stanu lepkoplastycznoéci. Prof. dr J. BoNDER
zreferowal wyniki swych badan dotyczacych czterowymiarowych sformulowad réwnan dynamiki
gazéw, a prof. dr J. LITwINISZYN oméwit podstawowe réwnania i metody stworzonej przez siebie
"Teorii oérodkéw stochastycznych. Wreszcie prof. dr H. Zorsk1 wyglosit wyklad dotyczacy staty-
stycznych podstaw réwnan osrodka cigglego.

W kursie bralo udzial 25-30 pracownikéw naukowych. PAN i réznych uczelni z calej Polski

Henryk Zorski
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1V. MATEMATYCZNE PROBLEMY MECHANIKI CIECZY 1 GAZOW

Konferencja odbyla si¢ w dniach 7-16 paZdziernika 1964 r. Inicjatorem konferencii byt Zaklad
Mechaniki Cieczy i Gazéw Instytutu Podstawowych Probleméw Techniki PAN. Strong organi-
zacyjng konferencji zajmowato si¢ Biuro Ksztalcenia i Doskonalenia Kadr Naukowych PAN.

Podobnie jak w wiclu gateziach nauk fizycznych tak 1 w mechanice ptynéw matematyczna analiza
podstawowych réwnan nastrgczala i dotad jeszcze nastrgcza wiele trudnosci. Fizyczne modele i po-
glady, ktére stanowig podstawe dla wyprowadzenia okre$lonego typu réwnania, sa zawsze dyskusyjne
i na ogdl potrzebny jest dos¢ dlugi okres czasu, aby jakie$ réwnanie przyjelo sig i otrzymalo obywa-
telstwo na terenie nauki. Sprzyja temu oczywiscie zgodno$é wnioskéw wyprowadzonych z réwnania
z danymi eksperymentu.

Tego typu zgodno$éé, jakkolwiek przemawiajaca za modelem, na podstawie ktérego zostalo réw-
nanie wyprowadzone, nie jest wystarczajacg weryfikacja logiczna proponowane;j teorii. Matematycz-
na analiza réwnania takg wtlasnie logiczng weryfikacj¢ przeprowadza poprzez stwierdzenie tak
istotnych spraw, jak na przyklad istnienia i jednoznacznodci rozwigzania okre$lonego réwnania.
Szczegblnie wazna 1 istotna jest analiza matematyczna wéwcezas, gdy nie s3 znane zadne dokladne
rozwigzania przyjetego réwnania.

Sytuacja tego rodzaju istnieje w mechanice cieczy i gazéw, gdzie w istocie znana jest bardzo
niewielka liczba rozwigzan szczegdlnych i to na ogét dla bardzo uproszezonych i fizycznie nie-
realnych przypadkéw. Dobitnym przykladem powyzszej tezy sa réwnania Naviera-Stokesa dotyczace
przeplywu plynéw lepkich badZ tez réwnania Boltzmanna stosowane gtéwnie dla analizy przeplywu
gazéw rozrzedzonych. W obu tych przypadkach znamy faktycznie zaledwie jedno szczegdlowe
rozwigzanie. Przyczyng tego jest fakt, Ze oba wymienione réwnania, podobnie zresztg jak wigkszosé
pozostalych réwnan, ktérymi operujemy w mechanice plynéw, to réwnania nieliniowe,

W ciggu ostatnich dziesi¢ciu lat sytuacja dotyczaca matematycznej analizy réwnafi mechaniki
plynéw ulegta doéé istotnej zmianie. Okazalo si¢ mianowicie mozliwe zastosowanie nowych aparatéw
matematycznych do réwnan, ktérymi sie interesujemy, przeniesienie na nie tych metod, ktére u-~
przednio okazaly si¢ przydatne do analizy prostszych przypadkéw. Pozwolilo to nie tylko na uzyskanie
nowych, nieraz bardzo picknych rezultatéw, ale takze na przeprowadzenie uproszczonych dowodéw
twierdzen dawniej znanych. Jako przyktad warto tu podaé twierdzenie zawarte w pracach J. Leray’a,
matematyka, ktérego idee dotyczace analizy réwnan nieliniowych lezg u podstaw wszelkich dotych-
czasowych rozwazari. Prace Leray’a w omawianym zakresie, zawarte w ogromnych memuarach
drukowanych w latach trzydziestych, sa niezmiernie trudne i mato komu udalo si¢ przez nie prze-
brnaé.

Stan wzglednej stagnacji, jaki jeszcze do niedawna mial miejsce w matematycznych problemach
mechaniki plynéw, spowodowal miedzy innymi i to, zZe nie byly nigdzie organizowane konferencje
czy sympozja poswigcone omawianej tematyce. Obecnie wydaje sié, Ze sytuacja ulegla zmianie
i Ze konieczne staje si¢ rozpowszechnianic w érodowisku mechanikéw i matematykéw nowych
metod i osiagnieé w zagadnieniach matematycznej analizy réwnari mechaniki ptynéw. Konferencja,
ktéra odbyta si¢ w Jablonnie, wydaje si¢ potwierdza¢ wypowiedziane przypuszczenia.

Spoéréd wielu matematycznych zagadnien organizatorzy wybrali nastepujace:

1. Problemy istnienia rozwigzan réwnania Naviera-Stokesa dla cieczy niedciéliwych (dla cieczy
$ci$liwych nie udalo si¢ dotad otrzymaé Zadnych istotnych rezultatéw)

2. Zagadnienia przeplyw6w ze swobodnymi granicami 1 problemy kawitacji

3. Zagadnienie istnienia przeplywéw poddéwiekowych gazu nielepkiego

4. Zagadnienie zwigzane z istnieniem rozwiazan typu fal prostych i zwigzane z tym wykorzysta-
nie metody charakterystyk w przestrzeni tréjwymiarowej

5. Zagadnienia zwigzane z réwnaniem Boltzmanna

Omoéwienie pierwszego z wymienionych tematéw znalazlo si¢ w cyklu wykiadéw prof. OLcx
ALEKSANDROWNY L.ADYZENSKIES z Leningradu. Przed trzema laty opublikowala ona ksigzke dotyczaca
zagadnien istnienia i jednoznacznodci przeplywu cieczy lepkiej. W nastepnym okresie F.ADYZENSKA
ijej wspélpracownicy uzyskali wiele nowych i waznych rezultatéw. Aparat matematyczny stosowany
w pracach tej szkoly—to analiza funkcjonalna i metody rozwigzan uogélnionych.
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Prof. Davip GiLBarG z Uniwersytetu w Stanford (Kalifornia) omawial problemy przeptywéw
ze swobodnymi granicami. Mimo Ze matematyczne problemy zwigzane z tym zagadnieniem byly
podjete stosunkowo dawno, bo jeszcze na przetomie XIX i XX wieku, wiele zagadnien czeka
do dzi$ na rozwigzanie. Podstawowa metoda pracy byly dawniej metody funkeji zmiennej zespo-
lonej. Obecnie dzigki pracy wielu uczonych, w tym takze prof. D. GILBARGA i jego szkoly, udalo
si¢ zanalizowaé wiele przeptywéw przestrzennych. Aby to osiggnaé, uzyto metod dotyczacych
réwnan eliptycznych, na ktére zostalo przeniesione wazne dla tego zakresu twierdzenie T.AWREN-
TIEWA o pordwnaniu funkeji analitycznych. Dzigki zastosowaniu tego twierdzenia uzyskano wiele
bardzo interesujgcych rezultatow.

Przed paroma laty zostal opublikowany po raz pierwszy dowod twierdzenia, ze przy dostatecznie:
malej liczbie Macha naplywajacego z nieskonficzonodci strumienia gazu istnieje przeptyw poddzwie-
kowy w calym zakresie przeptywu. Mimo Ze w prawdziwosé tego twierdzenia nikt z mechanikéw
nie watpil, to jego dowdd okazal sie sprawa bardzo trudna. Zmieniong wersje oryginalnego dowodu
przedstawil w cyklu wykladéw doc. BogDAN Bojarski z Uniwersytetu Warszawskiego. Dla dowodu
wykorzystano metody calek osobliwych i przeksztalcen quasi-konforemnych. Te ostatnie metody
dajg si¢ wykorzystaé jedynie dla przeplywéw plaskich. Dla przeplywéw przestrzennych pelny
dowdd nie zostal dotad nigdzie przeprowadzony. Na jednym z seminariéw prof. D. GILBARG podat
idee, na podstawie ktérych ma on nadziej¢ uzyskaé dowdéd w przypadku przestrzennym.

W Polsce pierwszym, ktéry zajmowal si¢ przeplywami typu fali prostej, byl prof. dr J. BoNDER.
Jego uczniowi w tym zakresie, doc. dr M. Burnatowr 2 Zakladu Mechaniki Cieczy i Gazéw IPPT
PAN, udalo si¢ uzyskaé szereg ciekawych nowych twierdzen. Miedzy innymi stosujagc metody
geometryczne charakteryzowal on wszystkie ciata, ktére mogg byé oplywane falg prosta. Przegladowi
tych metod i rezultatéw badan byl poswigcony cykl wykiadéw doc. M. BurNaTA. W ostatniej czedci
cyklu zostala podana idea metody obliczeniowej pozwalajacej wyznaczyé przeplyw naddZzwickowy
dla bardzo szerokiej klasy zadan.

. Organizatorzy konferencji spodziewali sig, Ze ostatni z podanych uprzednio probleméw, miano-
wicie zagadnienie analizy réwnania Boltzmanna, bedzie referowany przez Prof. PowzNERA z Moskwy.
Uzyskal on ostatnio nowe bardzo wazne rezultaty. Niestcty prof. Powzner nie przyjechal i ta wazna:
tematyka nie byla na konferencji podjeta.

Poza wymienionymi wykladami zostaly wygloszone przez prof. LADYZENskA dwa wyktady do-
datkowe, dotyczace analizy réwnan nieliniowych typu eliptycznego i parabolicznego. LLADYZENSKA.
przedstawila na nich wyniki swoich prac, dotyczace prawidlowosci rozszerzenia pojgcia rozwigza-
nia uogblnionego odpowiednich réwnan.

‘W ramach konferencji odbylo si¢ wiele seminariéw dyskusyjnych, w tym jedno specjalnie po-
swigcone omdwieniu zagadnien matematycznych, wystepujacych w pracach uczestnikéw konferen-
cji. Wiéréd uczestnikéw konferencji rozprowadzono fotokopig czesci artykulu przegladowego
D. GiLeARGA drukowanego w Handbook of Physics. Organizatorzy dolozq staran, by opublikowac
materialy konferencji.

W pracach konferencji wzieto udzial 56 uczestnikéw, w tym — oprécz juz wymienionych dwéch
gosciz Jugoslawii — jeden z Bulgarii i jeden z Rumunii. Wigkszo$¢ uczestnikéw konferencji mialo
wyksztalcenie inzynierskie, dlatego tez okazalo si¢ celowe przeprowadzenie dodatkowych zajeé
seminaryjnych, na ktérych wyjagniono niektére uzywane w czasie wykladéw pojecia i twierdzenia
matematyczne. Organizatorzy s3 wdzigezni za pomoc w organizowaniu tych seminariéw doc.
ANDRzEJOWI KRZYWICKIEMU i dr ProTrowt KUCHARCZYKOWI.

O powodzeniu konferencji decyduje postawa stuchaczy. Wydaje sig, ze byla ona aktywna. Kon-
ferencj¢ nalezy uwazaé za udang i pozyteczng.

Ryszard Hercayrski



Nastepny zeszyt Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej zawiera prace:

M. JANusz, Zasada Bettiego jako podstawa warunkéw modelowych
IIpunran BeTTit B xavecTse OCHOBBI JUIA YCNOBMML MOIENHPOBAHMSA

Betti’s principle as a basis of model conditions

J. Maryniak, Oscylacje rakiety lecgcej po torze falistym w atmosferze Ziemi
Ocuunnanui paKeTe! ABROKyINeiHca B aTMocdepe 3emiu HO BOJIHOOO pasHOM
TpaeKTOPHIt

Oscillatory motion of a skip rocket in the earth’s atmosphere

W. WIERZBICK], Katastrofa budowlana jako przypadek unormowany
CrpouTensuas xaracrpoda kaK HOPMHPOBAHHOE COOLITHE

Structure collapse as a normal event .

Z. ZiEMBA, Rola mechaniki teoretycznej i stosowanej w rozwoju postepu technicznego
Ponp TeopeTHUECKOM 3 NPAKIANHON MeXaHMKM B Pa3BUTHH TeXHHUECKOTO Ipo-
rpecca

The role of theoretical and applied mechanics in the tchnological progress.

Biuletyn informacyjny PTMTS:
Sprawozdanie z I ongresu Mechaniki w Monachium w 1964 r.
Sprawozdanie z konferencji Zakladu Mechaniki Oérodkéw Cigglych IPPT PAN
w Zakopanem.
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ZESZYT 1/1963

7. Osisk1, Przeglad nieliniowych réwnan rézniczkowych drgari ukiadéw autonomicznych o jed-
nym stopniu swobody .

A. Sawczuk, W. OLszaKk, Zagadnienia powlok niesprezystych

A. WiLczy®ski, Badanie wlasnosci mechanicznych nicktérych tworzyw sztucznych

7. Divcapro, M. Soxorowski, S. Zanorski, M. Zvczkowskl, Konferencja Naukowa Zaktadu
Mechaniki Oérodkéw Cigglych w Krynicy. Przeglad referatéw

W. Szczeridski, Sympozjum na temat elastooptyki i jej zastosowan, Warszawa 1962.

ZESZY'T 2/1964

P. PerzyNa, Podstawowe zagadnienia lepkoplastycznodei

Z. Nowak, M. Zvczkowski, Przeglad nowszych prac z dziedziny statecznosci powlok cien-
koéciennych

E. SternBeRG, Naprezenia cieplne w ciatach lepkosprezystych

A. WiLczylskY, Zaleznodé «naprezenie-odksztalcenien w przypadku prostego rozciggania tworzyw
o lancuchowej budowie czgsteczek

H. Dziarrik, Model elektryczny tensora naprezed

Biuletyn Informacyjny Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej

ZESZY'T 1/1964

S. Kauski, Statecznoéé ruchu ukladu oscylatoréw poruszajacych si¢ po belce na sprezystym
podiozu

Z. OvresiAk, Przeglad polskich prac dotyczacych zagadnien z mieszanymi warunkami brzegowymi
w teorii sprezystodci

Z. WesorowsKI, Zwigzki fizyczne dla mdteriatu sprezystego z wigzami geometryczno-termicznymi

W. SzczepmNski, Wyznaczanie naprezen na podstawie pomiardw tylko jednej sktadowej od-
ksztalcenia '

R. 8. Doroszkiewicz, A. LITEwWKA, Dorazne badania wlasno$ci mechanicznych i elastooptycz-
nych materialéw uzywanych w elastooptyce

Biuletyn Informacyjny Polskiego Towarzystwa Mechaniki Teoretyczncj i Stosowariej

MECHANIKA TEORETYCZNA I STOSOW AN A jest organem Polskiego Towarzystwa
Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej i ukazuje sie na razie juko wydawnictwo ciggie
mniej wiecej w odstepach kwartalnych.

Cztonkowie PTMTS otrzymujq posSzczegdlne zeszyty wydawnictwa ze znizkq 50%
w Oddzialach Towarzystwa

MECHANIKE TEORETYCZN4 I STOSOWANA mozna nabyé w ksiegarniach nau-
kowych Domu Ksigiki oraz w Os$rodku Rozpowszechniania Wydawnictw Nuukowych
Polskiej Akademii Nauk (PKiN)

Pop'rzednie. numery MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ mozna nabyé
w Sekretariacie PTMTS, Warszawa, Patac Kultury i Nauki, pietro 23-cie, pokdj nr 2305
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