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Wstep

W wielu istniejacych teoriach plastycznosci zaklada sie, ze zwigzki fizykalne
miedzy tensorem naprezenia a tensorem odksztalcenia sg niezalezne od czasu.
Zalozenie to jest celowo przyjetym ograniczeniem. Jest ono gléwng przyczyng
trudnodci, jakie sie wylonity przy opisywaniu wlasnoéci materialdow rzeczy-
wistych.

Trudnoéci te wystapily zwlaszcza w ostatnich latach, ktére przyniosty duzy
rozwdj dynamicznych zagadnied teorii plastyczno$ci. Podstawowe zalozenie
wszystkich teorii plastycznos$ci o niezaleznosci réwnafd stanu od czasu unie-
mozliwia jednoczesny opis wlasnosdci plastycznych materialu i jego wlasnodci
reologicznych.

Nie trzeba chyba popieraé przykladami twierdzenia, ze w wielu zagadnie-
niach praktycznych o rzeczywistym zachowaniu si¢ materialu mogg decydowaé
w réwnym stopniu efekty plastyczne jak i efekty reologiczne. Mozna nawet
p6j$¢ dalej i powiedzieé, ze dla wielu konstrukceyjnie waznych materialéw efekty
reologiczne wystgpuja znacznie wyrazniej po osiggnieciu przez material stanu
plastycznego.

Truizmem stalo sie twierdzenie, Ze kazdy material wykazuje w mniejszym
lub wigkszym stopniu wlasnosci lepkie. Wplyw wilasnosci lepkich materialu
w pewnych zagadnieniach moze by¢ calkowicie nieistotny, natomiast wplyw ten
dla tego samego materiatu ale dla innego zagadnienia moze okaza¢ si¢ decydujacy.

Obydwie dyscypliny — reologia i teoria plastyczno$ci — zajmujg si¢ opisem
bardzo waznych wlasnosci mechanicznych materiatéw konstrukeyjnych. Kazda
z nich stworzyla whasciwe dla swych celéw sposoby badan i rozwingla si¢ w ra-
mach pewnych zalozed, ktdre niestety nie zawsze w praktyce moga by¢ spetnione.
Wyniki badani reologii sa ograniczone tylko do takich przypadkéw, w ktdérych
odksztalcenia plastyczne nie maja decydujgcego znaczenia, Natomiast wyniki
badan teorii plastycznosci pozwalaja na wlasciwy opis tylko takich zagadnief,
w ktérych wplyw efektéw reologicznych mozna uwazaé za nieistotny. Mdwige
inaczej, przy stosowaniu metod reologii nalezy ograniczy¢ sie tylko do badania
stanéw naprezenia, ktére nie wywolujg plastycznego plyniecia materiatu, sto-
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sujac za$ metody teorii plastycznodci trzeba sig ograniczy¢ do zagadnienh quasi-
statycznych, ktérych przebieg w czasie jest jednak na tyle krétki, aby nie wy-
stapily wyrainie efekty pelzania czy relaksacji.

Ostatnie badania w zakresie opisu dynamicznych wlasnosci materiatéow
wykazaly, ze stosowanie metod teorii plastycznosci nie uwzgledniajacych efektéw
reologicznych prowadzi do zbyt duzych rozbieznosci migdzy wynikami teoretycz-
nymi a rezultatmi do$wiadczalnymil.

Po tym krotkim wstepie nie trzeba bedzie chyba wskazywaé na korzyéci,
jakie uzyskamy opisujgc jednoczesnie efekty reologiczne i plastyczne. Wiadnie
lepkoplastyczno$é postawita sobie takie szerokie zadanie. Zanim przejdziemy
do blizszego przedstawienia metod badan lepkoplastycznosci, chcemy podkresli¢,
ze nie beda to metody ani reologii, ani teorii plastycznosci. Przekonamy sie,
ze specyfika zagadnienia i skomplikowany charakter sprzezenia efektéw reologicz-
nych i plastycznych wymagaja specjalnych metod opartych na wnikliwej analizie
fizyki materialéw oraz wlasnych oryginalnych opiséw matematycznych.

Y.aczne traktowanie zjawisk reologicznych i zjawisk plastycznych stwarza
jednak ogromne trudnosci. Uwzglednienie lepko$ci materialu wprowadza za-
leznoéé standéw naprezenia i odksztalcenia od czasu, natomiast wlasnoséci plastycz-
ne materiatu uzalezniajg te stany od drogi obcigzenia. Uwzgledniajac jedno-
cze$nie wlasnodci lepkie i plastyczne otrzymujemy wigc zalezno$é od drogi
i czasu. Wszystkie procesy odksztalcania w lepkoplastycznoéci bedg zalezne
od historii, ktéra jest zdeterminowana droga obcigZzenia i czasem. Na réznych
drogach i dla réznych czaséw przebiegu danego procesu otrzymywaé bedziemy
w lepkoplastycznodci rézne rezultaty.

Celem tego przegladu jest wskazanie nowych zagadnieri, ktére charakte-
ryzuja sie sprzezonym traktowaniem zjawisk reologicznych i plastycznych
oraz przedstawienie gtdwnych kierunkéw, w jakich rozwijaja si¢ metody badan
lepkoplastyczno$ci.

Nie mozna jeszcze w tej chwili méwié o teorii lepkoplastycznosci jako o uksztat-
towanej i rozwinigtej dyscyplinie naukowej. Mozna juz jednak wyodrebnié
w niej pewne kierunki badan, ktdére réznig sig ogdlnoscia podejécia do zagad-
nienia i stawiajg sobie odmienne zadania.

Podstawowym problemem lepkoplastycznoéci jest okreélenie odpowiedniego
kryterium uplastycznienia dla materiatu sprezystolepkiego. Zagadnienie nastep-
ne to sformulowanie réwnari konstytutywnych czyli zwigzkéw fizykalnych miedzy
tensorem naprezenia a tensorem odksztalcenia.

Aby przedstawié blizej powyzsze zagadnienia, wprowadzimy wyrazne roz-
réznienie miedzy materialem sprezysto-lepkoplastycznym a sprezysto/lepko-

! Stwierdzenie to odnosi si¢ zaréwno do réinego rodzaju teorii plynigcia, jak i teorii odksztal-
ceniowych. T'rzeba zaznaczyé, Ze nie brak prac, ktére staraja si¢ opisywaé zagadnienia dyna-
miczne postugujgc si¢ zwigzkami fizykalnymi teorii odksztalceniowej, stusznej tylko w przypadku
obcigzenia proporcjonalnego. W Zadnym zagadnieniu dynamicznym, w ktérym wystepuje roz-
Pprzestrzenianie sig fal naprezenia, zaloZenie o proporcjonalnym obcigzeniu nie moze byé spetnione.
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plastycznym. Sprezysto-lepkoplastycznym bedziemy nazywaé taki material,
ktéry wykazuje wyrazne wiasnoéci lepkie zaréwno w obszarach sprezystych,
jak réwniez w obszarach uplastycznionych. Natomiast sprezgysto/lepkoplastycz-
nym bedziemy nazywaé taki material, ktdry posiada wiasnosci lepkie tylko
w obszarach plastycznych.

Rozréznienie to wprowadzili P. M. Nacupr i S. A, MurcH w pracy [18].

Jest oczywiste, ze pojecie materiatu sprezysto/lepkoplastycznego jest celowg
idealizacjs, ktéra pozwala na daleko idjce uproszczenie rozwazan. Wystarczy
tu zwrdcié uwage na zagadnienie doboru odpowiedniego kryterium uplastycz-
nienia.

Okreélenie warunku plastycznodci dla materiatu sprezysto-lepkoplastycznego
bedzie niezmiernie trudne i do chwili obecnej problem ten nie zostal calkowicie
rozwigzany. Przyjecie materialu sprezysto/lepkoplastycznego rozwigzuje na-
tychmiast to zagadnienie, bo poczatkowy warunck plastycznosci moina przyjaé
taki sam jak w teorii plyniecia. Trudnoédci powstaja dopiero przy rozwazaniu
zmiany powierzchni plynigcia w czasie procesu odksztalcenia ciala sprezysto/
lepkoplastycznego.

Wprowadzone rozréznienie sugeruje podzial naszych rozwazad na dwie
czesci. W czedci pierwszej przedyskutujemy metody opisu zachowania sie
materialéw sprezysto-lepkoplastycznych. Cze¢éé druga bedzie dotyczyta ma-
terialéw sprezysto/lepkoplastycznych i1 pokaze wykorzystanie tego modelu
do opisu dynamicznych wlasnodci materialéw plastycznych. '

W obydwu czedciach rozwazania bedg prowadzone przy zalozeniu, ze gradienty
przemieszczenia rozpatrywanych proceséw odksztalcenia sg nieskoficzenie
male (por. definicja w monografii C. TRUESDELLA 1 R. TouriNa [39]). Ograni-
czymy si¢ ponadto do studiowania tylko izotermicznych proceséw odksztalcenia
i bedziemy zakladaé, ze material jest izotropowy i jednorodny.

1. MATERIAL SPREZYSTO-LEPKOPLASTYCZNY
1. Zachowanie si¢ materialu w obszarach sprezysto-lepkich

W ukladzie ortogonalnych wspélrzednych kartezjariskich oznaczmy tensor
odksztatcenia przez ¢;, a tensor naprezenia przez o;;. Bedziemy zakladaé,
ze tensor odksztalcenia &; dla ciala sprezysto-lepkoplastycznego mozna przed-
stawi¢ w postaci sumy

1.1 &y = £l el
gdzie &f; oznaczajg skladowe odksztalcenia sprezystego, &f; skladowe lepkie
1 & skladowe plastyczne.

Trzeba wyraznie podkreslié, ze réwnanie (1.1) nie jest w ogdlnosci spelnione.
Bedziemy je traktowali jako podstawowe zalozenie upraszczajace.
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W dalszym ciaggu bedziemy postugiwaé si¢ zdefiniowanymi nastgpujgco
dewiatorami odksztalcenia i naprezenia

(1.2) ey = gy—edy;, e =138y,
(1.3) §ij = a—s0y, §= Ysou,

gdzie 8;; oznacza symbol Kroneckera.

Skladowe tensora predkoéci zmiany odksztalcenia i naprezenia oznaczymy
odpowiednio przez &; i ¢&; (kropka oznacza tu rézniczkowanie wzgledem
‘czasu). '

Zagadnienia liniowej teorii lepkosprezystosci sa szeroko opracowane w wielu
monografiach i artykulach przegladowych. Wymienimy tu tylko kilka ostat-
nich prac podstawowych, ktdre przynosza systematyczng analizg zwigzkéw
fizykalnych miedzy tensorem naprezenia i tensorem odksztalcenia dla ciat sprezy-
stolepkich w ramach zalozed teorii liniowej. S3 to prace D.R. Branpa [3],
B. D. CoLemana i W. Norra [6] oraz M. E. GurtiNa i E. STERNBERGA [9].
Tam tez mozna znalezé obszerng literature dotyczaca tych zagadnied.

Przyjmujac oznaczenia z pracy [9] zwigzki fizykalne migdzy tensorem od-
ksztalcenia i tensorem naprezenia w obszarach sprezystolepkich mozna zapisaé
w postaci '

(1.4 el =5y WO+ [ He—n 25D,
0

(1) e = $@R0+ [ 0 20,
0

gdzie ¥, i ¥, oznaczaja odpowiednio postaciows i dylatacyjng funkcje pelzania.
Wprowadzono tu ponadto oznaczenie s;;(x, ) zamiast s;;(xx, ¢) oraz §;;(x) zamiast
Sij (2, 0F).

Réwnania fizykalne (1.4)-(1.5), uzalezniajg aktualny stan odksztalcenia w chwi-
li ¢+ od historii zmiany stanu naprezenia w calym okresie przebiegu danego
zjawiska, od 0 do 2.

Autorzy pracy [9] wykazali, ze poczgtkowym stanem ciala sprezystolepkiego,
okreslonego zwigzkami fizykalnymi (1.4)-(1.5) jest stan sprezysty odpowiada-
jacy uogdlnionemu prawu Hooke’a:

(1.6) € = ZL”SU, e = —3—1[??,
gdzie p i K ozaczajg odpowiednie stale sprezyste materialu, tj. modul od-
ksztalcenia postaciowego i objetosciowy.

Wykorzystujac to spostrzezenie mozemy w prosty sposéb wydzieli¢ lepkie
sktadowe odksztalcenia. Na podstawie zwigzkéw (1.4)-(1.5) otrzymamy (por.
P. M. NagnpI i’ 3. A. MurcH, [18]), :
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1.7 ey = { $, (@) H.0) +f_71 . )asu(x ), }

S +6f 27 g\ = 6, O+ Of )31 25 g

I e R G R —

2. Kryterium uplastycznienia dla materialu sprezysto-lepkoplastycznego

W celu wyjaénienia réznic miedzy zagadnieniem uplastycznienia materiatu
sprezystego 1 sprezystolepkiego rozwazmy droge obcigzenia w dziewigcio-
wymiarowej przestrzeni naprezen (rys. 1).

Jezeli rozwazamy material sprezysty, to niezaleznie od czasu, w jakim osiggamy
stan reprezentowany punktem A, przy tej samej drodze zawsze otrzymamy
stan uplastycznienia w tym samym punkcie. Natomiast gdy rozwazamy material
sprezystolepki, to idac po tej samej
drodze obcigzenia mozemy uzyskaé
uplastycznienie w innym punkcie np.
A; lub A4, narys. 1 w zaleznosci od
czasu, w jakim realizowala si¢ droga
obcigzenia O4. Zmiana ta wywolana
Jjest lepkoscig materialu, zaleznogcig
historii obciazenia od czasu. Jest
oczywiste, ze przebiegajgc droge O4
w tym samym czasie sumarycznym, :
ale z réznymi predkos$ciami odksztal- Rys. 1
cenia w odpowiednich punktach dro-
gl uzyskamy réwniez inne granice plastycznosci.

P. M. Nagupr i S. A. MurcH [18] w celu opisania skomplikowanego zagad-
nienia uplastycznienia materiatu sprezystolepkiego wprowadzili pojecie po-
wierzchni plynigcia:

(2.1) J=f(ai, e, =, B),

takie, Ze stan sprezysto—lepkoplastyczny okreslony jest warunkiem f = 0, a sta-
nom sprezystolepkim odpowiada warunek f << 0. Funkcja f zalezy od stanu
naprezenia ayj, od stanu odksztalcenia plastycznego ef, od parametru f = f(ekr)
reprezentujacego efekty lepkie i od parametru wzmocnienia zx, ktéry zalezy
z kolei od odksztalcer plastycznych i jest zdefiniowany podobnie jak w teorii
plastycznego plyniecia, opisujacej izotropowe wzmocnienie materialu (por.
P. M. Nagapr [17]).
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Rozwazmy zmian¢ powierzchni plynigcia w czasie. Obliczajagc pochodng
wzgledem czasu funkcji f otrzymamy

(2.2) f:% & f Eht—- f ]f;ﬂ

Jezeli rozpatrywany stan jest stanem sprszsto—lepkoplastycznym 1 ulega

zmianie takiej, ze f << 0, to zmiana taka prowadzi do stanu sprezystolep-

kiego, poniewaz f-fdt daje nowsg wartoéé funkcji f mniejsza od zera. Taka
zmiane stanu naprezenia bedziemy nazywaé procesem odciggania. W czasie
takiego procesu nie ma przyrostow odksztalcenia plastycznego, a wige &f; = 0,
a to pocigga za sobg réwnoéé x = 0, gdyz nie moze by¢é zmiany parametru
wzmocnienia, jezeli &f; = 0.

Poniewaz f moze byé wyrazone za pomocy zwigzkéw fizykalnych (1.7)-
(1.8) jako funkcja predkoéci zmiany naprezenia ¢y, przeto mozna wprowadzié
nastepujacy operator

g
(23) £(5) = it b
Mozemy obecnie zapisa¢ matematyczny warunek dla procesu odcigzania
W postaci '

(2.4) f=0, L@ <0.

Zmiang stanu naprezenia od pewnego stanu sprezysto—lepkoplastycznego
do innego stanu sprezysto—lepkoplastycznego, ktdérej nie towarzysza zadne
przyrosty odksztalcenia plastycznego, bedziemy nazywaé procesem neutralnym.
Stan neutralny bedzie sie realizowél, jezeli

(2:5) f=0, L£oy)=0.

Aktywny proces obcigiania, ktéremu towarzyszy przyrost odksztalcen plas-
tycznych, wystepuje, jezeli

(2.6) f=0, L@ >0.

Rozpatrujgc powierzchnie plynigeia w  dziewigciowymiarowej przestrzeni
naprezen zauwazymy latwo, Ze neutralny proces nie odpowiada kierunkowi
przyrostu naprezenia 6y df stycznemu do powierzchni plyniecia w rozpatry-
wanym punkcie, co mialo miejsce w teorii plyniecia.

Stan neutralny bedzie si¢ obecnie realizowal, jezeli wektor przyrostu na-
prezenia oydt bedzie odchylony od kierunku normalnego do powierzchni
plyniecia o kat ¢, ktéry okre$la réwnanie

3]; §
2.7 ¥ = arccos -

3(, |
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Wyrazenie (2.7) wskazuje na przyczyne zmiany kryteriéw obcigzania dla
lepkoplastycznosci w poréwnaniu z kryteriami klasycznej teorii plastycznosci.
Przyczyng ta jest wplyw lepkosci materialu na warunek plastycznosci.

Znane jest réwniez zjawisko wplywu predkosci odksztalcenia na warunek
plastycznosci. Bedzie ono szczegélowo wyjasnione w drugiej czedci pracy.

M. Reiner- [34] przedyskutowatl osiggnigcie stanu plastycznego przy stalym
obcigzeniu, a wigc zbadal mozliwosci uplastycznienia sie materialu w procesie
pelzania.

Oryginalng koncepcje zbadania kryteridw uplastycznienia lub ogélniej kry-
teridw osiagniecia stanu krytycznego zaproponowali W. OLszAK i Z. BYCHAWSKI
w pracach [21], [22]. Podstawg tej koncepcji jest spostrzezenie, ze o zniszczeniu
niektérych cial sprezystolepkich ~decyduje nie tylko energia sprezysta, ale
réwniez predkosé zmiany energii dysypacji.

Zanalizowano przyklady modeli, ktére ulegajg zniszczeniu, kiedy predkosé
zmiany energii dysypacji osiaga pewng okreslong wartogé. Dla takich modeli
decydujacy jest wplyw predkosci odksztalcenia.

Dla przeprowadzenia analizy do$¢ szerokiej klasy cial rzeczywistych autorzy
pracy [22] zaproponowali nastepujacy warunek osiagniecia stanu krytycznego?

(2.8) Wt Wy =k Tub  (wptwp)W — k2,
jezeli
(2.9) COEW= WE> (UDW= WD)

gdzie Wg jest zredukowang energia sprezysty odksztalcenia czysto postacio-
wego, a W, predkodcia zmiany energii dysypacji, ale wyrazong w wymiarze
energii., Wielkodci wg, wp i & sg pewnymi stalymi wiadciwymi dla rozwazanego
materiatu.

W pracy [22] rozwazono kilka przypadkéw modeli i zanalizowano dla nich
szczegblowo postaé kryterium (2.8).

3. Definicja materiatu statecznego

Wydaje sig, ze najogélniejszym podejéciem do zagadnienia opisu wiasnosci
ciat sprezysto-lepkoplastycznych jest koncepcja D. C. DRUCKERA przedstawiona
w pracy [7].

D. C. DruckeR wykorzystal pewne spostrzezenia z teorii plastycznosci.
Wskazat on na to, ze cheace daé jednolity i jednoznaczny opis wilasnosci lepkich
i plastycznych trzeba wprowadzi¢ pewne podstawowe postulaty, ktére sz
celowo przyjetymi ograniczeniami.

Okazuje sig, ze wprowadzajac postulat o materiale statecznym mozna otrzy-
maé podstawowe warunki, ktérych spelnienie pozwala na logiczne wyprowa-

* Nalezy jednak zaznaczyé, Ze pojecie osiggnigcia stanu krytycznego jest w pracy [22] rozu-
miane ogblniej niZ osiggniecie stanu plastycznego. Stan plastyczny moze byé jednym z przy-
padkéw szczegblnych stanu krytycznego.
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dzenie zwiazkow fizykalnych. Warunki te ograniczajg rozwazania do pewnej
klasy materialéw, ale jednoczeénie umozliwiajg konsekwentny opis matematyczny
klasy wybrane;j.

Rozwazmy cialo o objetosci V ograniczone regularng powierzchnig .S, poddane
dziataniu sit powierzchniowych 7; i sit masowych P;, ktére sg funkcjami czasu.
‘Wywolane tymi warunkami brzegowymi stany przemieszczenia u;, odksztalce-
nia &; 1 naprezenia o, s3 réwniez funkcjami czasu.

Przyjmijmy, ze warunki brzegowe ulegaja pewnym wariacjom i s3 okreslone
sitami powierzchniowymi 7;+A47; i sitami masowymi P;+A4P;, ktérym od-
powiadajg: stan przemieszczenia u;-+-Au;, stan odksztalcenia &;-1de; 1 stan
naprezenia a;+Aday;. ,

- Podstawowa definicje statecznego materialu niesprezystego  (sprezysto-
lIepkoplastycznego) mozna wyrazi¢ jako nastepujacy postulat Druckera:

Praca wykonana przez przyrost sil zewngtrznych na odpowiednich przyrostach
skladowych wektora przemieszczenia musi byé nieujemna.

Definicj¢ te mozna przedstawi¢ w nastepujgcej postaci matematycznej:

'y
(3.1) [{[ar.auas+ [ 4P siavia: =0,
t=0 § 14
jezeli ¢ = 0 oznacza chwile przylozenia przyrostéw sil zewnetrznych.
T'Tk
B

pi(-’-)

Ti",

Pi“

T=1x
Rys. 2

Czesto wygodniej jest wprowadzi¢ dwie rézne drogi obcigzenia T P®
i T, PP, ktére zaczynajg si¢ réznié od chwili z = 0 (rys. 2). Wtedy definicje
{3.1) zapisa¢ mozna w postaci:

‘%
32 [ (TO—TO1 —iplds+ [ (PE—PO]E®—am]av)di= 0.
t=0 S Vv

Jezeli w wyrazeniach (3.1) i (3.2) czas 7, nie jest ograniczony zadnym dodatko-
wym warunkiem i moze byé zalozony dowolnie wielki, wtedy méwimy o «sta-
tecznosci w duzym », natomiast ograniczajac czas #, do bardzo bliskiego sasied -
twa chwili £ = otrzymujemy matematyczng postaé wyrazajgca «statecznosé
w matym», o

Wykorzystujac zasade prac przygotowanych mozna sily powierzchniowe,
sity objetodciowe i predkosé zastapi¢ naprezeniami 1 predkos$ciami odksztalcenia.
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Zasada prac przygotowanych stwierdza, ze dla dowolnych ciggtych predkosei
#; zachodzi réwnosé

(3.3) [ Tiwas+ [ Pivav= [ ayézav,
S v v

gdzie Ti, P;, ay; reprezentujg uklad wielkosci statycznych bedacych w réwno-
wadze, a %, &; s3 zgodnym ukladem kinematycznym. Nalezy podkreslié, ze
uktady wielkosci statycznych 1 kinematycznych nie sa z soba zwiazane.

Zakiadajac, ze rozpatrujemy tylko jednorodne stany naprezenia i odksztal-
cenia i wykorzystujac zasadg prac przygotowanych (3.3), na podstawie (3.2)
otrzymamy warunek

[§3
(34) [ (o — e[ —e)de = 0.
0

4. Wypuklo$¢ powierzchni plynigcia

W celu wykazania, ze w teorii cial sprezysto-lepkoplastycznych przyjmowaé
nalezy wypukly powierzchni¢ plyniecia, wykorzystujemy warunek (3.4) wy-
nikajacy z postulatu Druckera.

Zalézmy, ze stan off jest identyczny ze stanem stacjonarnym o w chwili
t =0, a stan ¢’ bedzie stanem zmiennym w czasie i stan ten oznaczymy
przez aj;. Zanalizujemy nastgpu-
jacy zamkniety cykl obciazenia.
W  chwili ¢z =10 aktualny stan
obciazenia ay; pokrywa sie ze sta-
nem stacjonarnym ¢jj, nastgpnie
stan biezacy ¢;; zmienia si¢ wzdiuz
drogi MM, (rys. 3) osiggajac
w chwili £ = ¢, punkt M, odpo-
wiadajacy stanowi uplastycznione-
mu. Na drodze MM, istniejs
przyrosty odksztalcenia plastycz- Rys. 3
nego. Stan M, osiggniety zo-
staje w chwili ¢ = #,. Poczynajgc od chwili #, nastepuje odciszanie wzdluz
drogi M,M,. W chwili ¢ = t, stan aktualny pokrywa si¢ ze stanem poczat-
kowym i wtedy a;; = aff.

Warunek (3.4) dla zamknigtego cyklu M, M, M, M, w czasie 0<t<#, daje

e
(4.1) f [oy—af][e—E51dt =0,
0

gdzie &; i &)} zastepuja odpowiednio &P i &} .
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Uwzgledniajac, ze & = 0 oraz ze &; = &{ft™4-&f, wyrazenie (4.1) mozna
zapisaé w postaci (por. P. M. Nacupr i S. A. Murcu [18]):

12

(+2) J lou—aflepdt4-{P oy, el 11 20,
t
gdzie
)
(4.3) ()= [ (oy—of) (o —éfso%)dt.

0

Rozwijajac pierwszy skladnik wyrazenia (4.2) w szereg Taylora w punkcie
t =1, 1 zachowujac tylko pierwszy wyraz, otrzymamy

(4.4) [(oy—08) &R )y A+ { P} = 0

Jezeli zalozymy, Ze At = #,—t, jest dostatecznie male (ograniczamy sig¢
bowiem do zgdania «tatecznosci w matymy»), wtedy nieréwnos$¢ (4.4) wystarcza
do spelnienia nieréwnodci (4.2).

Aby przeprowadzié¢ pelng dyskusje zagadnienia dotyczacego wypuklosci
powierzchni plyniecia, wprowadzimy zgodnie z pracg P. M. NaGHDIEGO i S. A.
MurcHA [18] pojecie szybkiej drogi obciqzenia i chwilowej powierzchni plynigcia.

Szybkq droga obcigsenia w dziewieciowymiarowej przestrzeni naprezen
bedziemy nazywaé taki przebieg skoficzonej zmiany stanu naprezenia, ktéry
realizuje si¢ w czasie nieskonczenie krétkim i podczas ktérego parametr f(ef)
pozostaje niezmieniony
(4.5) . jlmAﬂ(ekl) =

[—)

Dla szybkiej drogi obcigzenia zachowanie si¢ powierzchni plynigcia jest
dokiadnie takie samo jak w klasycznej teorii plyniecia dla zwyklej drogi.

Chwilowg powierzchni¢ plynigcia zdefiniujemy nastepujgco. Zalézmy, ze
w danym czasie #, > 0 mamy stan, ktéry charakteryzuja zmienne o, £f®,
2@, B taki ze cialo jest sprezystolepkie

(4.6) o), @, 9, 1) < 0.
Réwnanie
(4.7) Figy S, B, @) = 0

bedziemy nazywaé chwilowg powierzchnig plynigcia odpowiadajacg stanowi,
ktéry reprezentowany jest w przestrzeni naprezenia punktem A (rys. 4). Trze-
ba zaznaczyé, ze stan 4 zalezy nie tylko od skladowych tensora naprezenia, ale
okreslony jest réwniez wielkodciami (5, f1, x!9), ktdére opisujg historie
obcigzenia charakteryzujaca sie drogg obcigzenia, wzdluz ktérej byta realizo-
wana zmiana aktualnego stanu, oraz czasem, w ktérym punkt A zostal osigg-
niety.
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Zalézmy, ze realizowane jest obcigzanie w czasie ¢ > ¢, i od chwili #, > ¢,
towarzyszy mu przyrost odksztalcenia plastycznego &/ dt, nastepnie rozpoczyna
si¢ odcigzanie i w chwili £ = #, stan naprezenia wraca do stanu wyjsciowego
o{®). Zastosowanie nieréwnosci (4.4) do zamknietego cyklu obcigzenia w czasie
t, <t <t prowadzi do nieréwnosci

o1
(4.8) [oy—oif'Tef+—{¥}k = 0.

Dla dowolnego szybkiego cyklu obcigZenia na podstawie (4.5) powierzchnia
plyniecia jest identyczna z chwilowsa powierzchnig plyniecia

(49) lim f(dU’ 81?1(“)7 ﬂ(a)’ x(a)) :fa .

(=)0

Jezeli przyjmicfny, ze wielko$¢ {¥ f’; jest funkcja ciagla w punkcie ¢ = ¢,
wtedy wprowadzajac oznaczenie

1
(4.10) (i = [y de
td

mozna latwo wykazaé, ze w przypadku granicznym # — 2, 4t - 0, 458 - 0
mamy

Py
{At}"=w(ta)=0-

4.11) lim
lk—’ta

Stad wnioskujemy, Ze nierowno$é (4.8) dla szybkich drég obcigzenia mozna
przyjaé w takiej samej postaci jak w klasycznej teorii plyniecia. W szczegélnosci
jezeli przyjmiemy #, réwne zeru i ¢ff potraktujemy jako dowolny punkt w ob-

szarze sprezystolepkim identyczny z ¢f, wtedy mamy

4.12) (o—af)ef; = 0.

Dla szybkich drég obcigzenia kierunek &} jest ustalony i niezalezny od
czasu. ,

Rozwazajac wszystkie mozliwe szybkie drogi obciazenia od dowolnego
punktu o}j w obszarze sprezystolepkim do punktu oy na chwilowej powierzchni
plynigcia f, = 0, mozna w oparciu o nieréwnoéci (4.12) udowodnié wypuklosé
chwilowej powierzchni plyniecia.

Kierunek &f; dla wszystkich szybkich drég obciazenia jest ortogonalny do
chwilowej powierzchni plyniecia.

Poniewaz powyzsze uzasadnienie wypuklo$ci chwilowej powierzchni plynigcia
Jest sluszne dla kaidego punktu i dla kazdej drogi w przestrzeni naprezef,
to wynika stad wniosek, Ze powierzchnia plynigcia f= 0 musi by¢ réwniez
wypukla. Prowadzi to z kolei do wniosku, ze wypuklo$é powierzchni plynigcia
nie jest zalezna ani od drogi, ani od czasu.

Podobnej konkluzji nie mozna wypowiedzie¢ odnosnie ortogonalnosci wek-
tora &f;. Wektor &) jest ortogonalny do powierzchni plynigcia tylko dla szyb-
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kich drdg obciazenia. Dla rzeczywistych drég obciazenia kierunek wektora &5
pozostaje kwestig dyskusyjng.

5. Kierunek wektora predkoéci odksztalcenia plastycznego

Rozwazmy obecnie droge¢ obcigZenia w przestrzeni naprezen. Zalézmy, ze
punkt reprezentujacy aktualny stan naprezenia porusza si¢ po tej samej
drodze z réinymi predkodciami. Czasy calego procesu obcigzenia wzdluz
tej samej drogi beda roine, co powoduje réwniez inne efekty reologiczne.
Badajac zagadnienie osiggnigcia stanu plastycznego zauwazymy, ze bedzie
sie on realizowal w réznych punktach drogi i bedzie okredlony réznymi powierz-
chniami plynigcia. W wyniku roznych efektéw reologicznych na tej samej
drodze obcigzenia otrzymujemy pewng rodzing powierzchni plynigcia zalezng
od parametru .

W celu uproszczenia rozwazan zaléZmy, ze wszystkie powierzchnie plyniecia
rozwazanej rodziny przechodza przez ten sam punkt, np. punkt 4 na rys. 4.
Wtedy latwo zauwazymy, ze rzeczywisty kierunek wektora predkosci odksztal-
cenia plastycznego moze byé odchylony od kierunku normalnego do chwilowe;j
powierzchni plyniecia i zawiera sie¢ w stozku, ktérego rozwarto$¢ zalezna jest
od wielkosci {¥}k.

Wykorzystujac nieréwnosé (4.4) do rozwazanego obecnie przypadku z rys. 4
i zakladajac, ze dla ¢ = 0 zachodzi réwno$¢ o;; = o wnioskujemy, ze maksy-
malny kat rozwarcia stozka jest funkcja {?’}8‘.

Wplyw efektéw reologicznych na zmiang powierzchni plyniecia prowadzi
do pewnej nieoznaczonosci. Polozenie aktualnej powierzchni plyniecia w prze-
strzeni naprezen nie jest bowiem znane i nie wiadomo, w ktérym punkcie
drogi obcigzenia nastapi uplastycznienie. Kierunek hiperplaszczyzny stycznej
do aktualnej powierzchni plyniecia w rozwazanym punkcie nie jest $cisle okres-
$lony.
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Pelng dyskusje tych kwestii przyniosta praca P. N. Nacupr'eco i S. A.
MurcHa [18].

Autorzy pracy [18] zwrdcili réwniez uwage na pewne wnioski dotyczgce
teorii plastycznoéci nie uwzgledniajacej efektéw reologicznych, ale dopuszcza-
jacej istnienie nieregularnych powierzchni plyniecia. W takiej teorii wektor
predkosei odksztalcenia plastycznego & lezy wewnatrz wachlarza utworzone-
go przez normalne do gladkich powierzchni tworzacych « naroze plastyczne ».
Eksperymentator, ktéry zauwazy, Ze badany wektor przyrostu odksztalcenia
plastycznego ma rézny kierunek od kierunku normalnego do oczekiwanej
powierzchni plynigcia lub ze kierunek ten zmienia si¢ w pewnych granicach,
wyprowadzi w oparciu o klasyczng teori¢ plastyczno$ci wniosek, Ze w rozwa-
zanym punkcie istnieje tzw. «naroze plastyczne», podczas gdy w $wietle teorii
lepkoplastycznoséci powierzchnia plynigcia jest regularna.

6. Zwiazki fizykalne migdzy tensorem naprezenia i tensorem odksztalcenia

Zakladajgc, ze wektor predkosci odksztalcenia plastycznego &f; jest skiero-
wany wzdluz normalnej zewnetrznej do chwilowej powierzchni plynigcia
f =10, P. M. Nacnpr i S. A. MurcH [18] zaproponowali nastgpujacy zwigzek:

of
“p
(6.1) = A

Okredlajac A z warunku f= 0 otrzymamy

ag l\l+ g ﬁ
(6.2) A= — .
¥ o L o (o
ek, 0G,, O c')a
Wprowadzajac oznaczenie
1

(6.3) e —

o o | - f )
el 00, 3x
i biorgc pod uwage kryteria dla obcigzania dostajemy

' 0, jezeli f<0,
6.4 £ = .
(64) ol h<£(&ij)>%, jezeli f—0,

przy czym symbol (x> jest zdefiniowany nastgpujaco:

0, jezeli x <0,
(65) w>={ :

x, Jezei x>0,
W wyprowadzonych zwigzkach (6.4) nie uwzgledniono trudnosci wynika-
Jjacych z nieokreslonodci kierunku wektora &/ do aktualnej powierzchni piynig-
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cia w czasie procesu odksztalcenia. Przyczyng tej nieoznaczonosci jest wplyw
efektéw reologicznych na postaé powierzchni plyniecia.

Efekty te mozna uwzgledni¢ wprowadzajac nastepujgcy zalezno$é (por.
P. M. Nagubot i S. A. Murch, [18]):
(6.6) i = [L%+_Ma—f,%]< L) >
w ktérej funkcja f, jest powierzchnig plyniecia, opisujacy tylko izotropowsa
zmiang warunku plastycznodci, a druga funkcja g okresla takg zmiang kierunku
wektora &, jaka jest dopuszczalna i ktéra wynika z poprzednio dyskutowanych
przyczyn., Wielkosci L i M sa skalarnymi funkcjami zaleznymi od {#)}.

7. Dyskusja i wnioski

Konczae opis metod pierwszego kierunku chcemy zwrécié uwage na kilka
podstawowych zagadnied, wykazaé jego zalety i wady oraz zanalizowaé nie roz-
wigzane do tej pory problemy.

Trzeba zaznaczyé, ze metody opisujgce zachowanie si¢ cial sprezysto—lepko-
plastycznych nie stanowia jeszcze narzedzia, za pomocy ktdrego mozna rozwig-
zywaé praktycznie wazne problemy brzegowe. Kierunek ten postawil sobie
bardzo ogdlne zadanie, wymagajace jeszcze wielu badan i prac. Wiele kwestii
pozostato nie wyjasnionych, niektore sg tylko zasygnalizowane.

Zaletg tego kierunku jest jego gleboka warto§é poznawcza, wskazanie na
podstawowe trudnodci i stworzenie ogdlnie chyba stusznej i konsekwentnej
drogi postgpowania. Jego niezaprzeczalnym sukcesem jest zbudowanie ogdl-
nych podstaw szeroko rozumianych zagadnied lepkoplastycznoéci.

Sledzac rozwdj podstaw tego kierunku widzimy wyraznie, ile probleméw
pozostalo jeszcze do rozwigzania.

Jako zagadnienie podstawowe nalezy wymieni¢ przede wszystkim szczegéto-
wa dyskusje i zbadanie kryterium uplastycznienia cial sprezystolepkich,
sprecyzowanie postaci funkcji reprezentujacej warunek plastycznoscei i pokazanie
jej zalezno$ci od efektéw reologicznych. Z tym zagadnieniem wigze si¢ kwestia
zmiany powierzchni plynigcia w zaleznosci od réznych czaséw trwania drogi
obcigzenia. Rozwiazanie tego zagadnienia usunie nieoznaczono$é, o ktdrej po-
przednio byla mowa. Pelne wyjasnienie i dyskusja kwestii ortogonalnodci wek-
tora przyrostu odksztalcenia plastycznego, zbadanie charakteru réwnan stanu
dla bardziej konkretnych przyktadéw materialéw rzeczywistych — oto dalsze za-
gadnienia.

Do zagadnienn podstawowych zaliczy¢ trzeba réwniez dyskusje stusznosci
podstawowej hipotezy, ktéra wyraza zwiazek (1.1).

Mozna tu réwniez wymienié¢ problemy, ktére pozwolg na rozszerzenie stusz-
nodci rozwazan i wynikéw juz uzyskanych. ‘

Pierwszym z nich bedzie uogdlnienie lub zbadanie na nowo tych samych
probleméw przy zalozeniu odksztalced skonczonych i rozszerzenie rozwazan
na procesy nieizotermiczne.
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Do tej pory nie ma pelnego opracowania podstawowych zagadnienn dotyczg-
cych termodynamiki odksztalced sprezysto-lepkoplastycznych. Wydaje sie,
ze jest to kwestia réwniez podstawowa, gdyz jej rozstrzygniecie pozwoli oprzeé
wszystkie rozwazania natury fenomenologicznej na bardziej $cistych podsta-
wach fizykalnych.

Pozostaje tez otwarta kwestia jednoznacznosci rozwigzania podstawowego
problemu brzegowego lepkoplastycznosci.

Nie opracowano réwniez do tej pory twierdzen wariacyjnych, ktére pozwo-
lityby na konsekwentne stosowanie metod przyblizonych.

II. MATERIAL SPREZYSTO/LEPKOPLASTYCZNY

1. Podstawowe zafozenia

Badania tego kierunku byly zapoczatkowane wczedniej niz badania kierunku
poprzedniego. Ogdlne podstawy rozwoju zagadnien lepkoplastycznych w ra-
mach tego kierunku data praca K. HoHENEMSERA i W. PrAGERA [11] w roku
1932 (patrz réwniez W. PraGrr [31, 32]).

Nie od razu jednak praca ta spotkala sie z pelnym zrozumieniem. Wydaje
sig, ze dtugo byla niedoceniana. Zainteresowano sie nig dopiero w latach 1948-
1950, kiedy to W.W. Soxorowskr [36, 38] a nastepnie L. E. MALVERN
[16] wykazali, Zze w oparciu o zaloZenie K. Hohenemsera 1 W. Pragera mozina
opisaé pewne wilasnoéci dynamiczne materialéw wrazliwych na predkosé od-
ksztalcenia. Dotyczylo to jednak tylko problemdéw jednowymiarowych.

Szersze rozwiniecie idei K. Hohenemsera i W. Pragera przyniosly prace
[26, 27, 29].

Dzigki przyjeciu zaloZenia, ze material posiada cechy lepkie dopiero po
uplastycznieniu, a w obszarach sprezystych cechy te sg nieistotne, podstawowe
koncepcje opisu wiasnodci lepkoplastycznych réznig si¢ od metod kierunku
poprzedniego. .

Zalozymy, ze predkosé odksztalcenia mozna rozlozyé na czg$C sprezysta
1 niesprezysta:

(1.1) by = &5 ef .

Czeéé niesprezysta predkosci odksztalcenia oznaczona przez &); reprezentuje

sprz¢zenie efektéw lepkich i plastycznych.

2. Ogoélne zwigzki fizykalne

Poniewaz w obszarach sprezystych material nie posiada cech lepkich, to
dobdr odpowiedniego kryterium uplastycznienia bedzie znacznie prostszy
niz dla materiatu sprezysto-lepkoplastycznego.

Poczatkowy warunek plastycznodci, ktéry nazwiemy statycznym kryterium
uplastycznienia, nie bedzie sie¢ réznil od znanych kryteriéw plastycznodci w kla-
sycznej teorii plastycznodci.

2 Mechanika Teoretycznal Stosowana
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Aby nasze rozwazania mialy charakter dostatecznie ogélny, wprowadzimy
statycznga funkcje uplastycznienia w nastgpujacej postaci:

2.1) Floy, ) = ﬂ%s@-—l ,

gdzie funkcja f(oy, €f}) zalezy od stanu napreZenia o 1 od stanu odksztal-
cenia plastycznego ef,. Parametr 2 jest zdefiniowany wyrazeniem

fy
2.2) x = 1(W,) = x (of oy dehy)

Wielkoéé ta nazywana jest parametrem wzmocnienia (dokladny opis dwdéch
podstawowych definicji parametru » mozna znalezé w ksigzce R. Hirra [10]
lub w pracy P. M. Nacupr [17]). .

O powierzchni ptynigcia F = 0, rozwazanej w dziewigciowymiarowej przestrze-
ni naprezen, zakladamy, Ze jest regularna i wypukia.

W pracy [29] zaproponowano nastgpujace zwigzki fizykalne opisujgce ma-
terial sprezysto/lepkoplastyczny

by = iy T CB(E)y
o] gy
(2.3)
éll == 3—K6‘" .

Funkcja @ (F) powinna by¢ dobrana na podstawie rezultatéw badan do$wiad-
czalnych, dotyczacych dynamicznych wlasnoéci materialéw. Odpowiedni dobér
funkcji @(F) pozwala na opis wplywu predkosci odksztalcenia na granice
plastycznoéci materiatu. Zagadnienie wyboru funkeji @(F) w oparciu o wyniki
doéwiadczen zostalo szczegdlowo przedyskutowane w pracy [27].

Wygodniej bedzie zapisaé zwiazki fizykalne w troche¢ innej postaci

oy = ity (B 5L,
(2.4) . /
= 3—K&” >
gdzie obecnie y = y%/x oznacza stalg materiatu.

Réwnania stanu (2.4) wprowadzajg zalozenie, ze predkoéé odksztatcenia
niesprezystego jest funkcjg stanu naprezenia bedgcego rdéznicg mie¢dzy stanem
rzeczywistym, a stanem odpowiadajacym statycznemu warunkowi uplastycz-
nienia. Funkcja réznicy stanu naprezenia wytwarza predko$é odksztalcenia nie-
s?r'gz'ystego zgodnie z prawem lepkosci Maxwella. Sprezyste skladowe tensora
odksztalcenia s3 niezalezne od predkosci odksztalcenia.

Zwigzki fizykalne (2.4) opisujg réwniez wzmocnienie materiatu. Dzigki
wprowadzonej funkcji F mozna opisaé wzmocnienie zar6wno izotropowe jak
i anizotropowe,

&y
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Aby daé blizszg dyskusj¢ zwigzku (2.4), rozwazmy tylko niesprezysts czesé
predkosci odksztalcenia:

(2.5) &= y®(F) a‘z -

Po prostych przeksztalceniach z réwnania (2.5) otrzymamy

(2.6) floy, &) = %(W,){1+¢‘1|: (Ii)m (% 5?7]:1 2 )_m]} ’

doy

gdzie I§= %é}}é;’j jest drugim niezmiennikiem niespre¢Zystego tensora pred-
kodci odksztalcenia.

Zwiazek (2.6) przedstawia dynamiczny warunek plastycznosci dla ciala
sprezysto/lepkoplastycznego, ktére wykazuje izotropowe i anizotropowe wzmoc-
nienie. Opisuje jednoczednie zaleznosé kryterium plastycznosci od predkosci
odksztalcenia.

Réwnanie (2.6) okresla zmiane aktualnej powierzchni plyniecia w czasie
dynamicznego procesu odksztalcenia niesprezystego. Zmiana ta jest spowodo-
wana izotropowym i anizotropowym wzmocnieniem materialu oraz wplywem
efektéw reologicznych, ktére w analizowanym przypadku oddzialywajg przez
wplyw predkosci odksztalcenia.

Na podstawie réwnan (2.4) mozna fatwo wykazaé, ze predkoéé odksztalcenia
niesprezystego, traktowana jako wektor w dziewigciowymiarowej przestrzeni
naprezen, jest zawsze skierowana wzdiuz normalnej do aktualnej, dynamicznej
powierzchni plyniecia.

3. Szczegélne przypadki zwiazkow fizykalnych

Zbadamy obecnie kilka przypadkdéw szczegblnych zwiazkéw fizykalnych (2.4).
Jako pierwszy przyklad zanalizujemy relacje opisujace zachowanie sie materialu
sprezysto/lepkoplastycznego wykazujacego wzmocnienie izotropowe. W tym
celu zalézmy, ze funkcja F ma postaé
(3.1) r=1l0) _q,

P
gdzie funkcja f(o;;) zalezy obecnie tylko od stanu napre¢zenia. Jezeli ograniczy-
my nasze rozwazania do warunku plastycznosci Hubera-Misesa, tzn. przyjmiemy
f(oi)) = (J)Y3, gdzie J, jest drugim niezmiennikiem dewiatora naprezenia,
wtedy zwigzki (2.4) daja®

8 Podobng postaé zwigzkéw fizykalnych badal ostatnio S. ‘KALISKI w pracy przygotowanej do
druku. Réznica migdzy réwnaniami (3.2) i zaleznoéciami 5. Kaliskiego polega tylko na definicji
parametru wzmocnienia .

2
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. 1 /7 ) Sij
& = Sy (D —1 I,
(3.2) Ry
& = 3[{' Oy
Zgodnie z (2.6) dypamiczny warunek plastycznosci ma obecnie postaé
— /18
(3.3) VT == (IV,,)I:1+Q5—1(L7~}“—):].

Dla stanu jednowymiarowego réwnania konstytutywne (3.2) prowadzga do nas-
tepujacego prawa:

(3.4) i~ <D[ - },

gdzie y* — 2y /Y3, ¢(e?) = V3 #(W,), ¢ oznacza odksztalcenie, ¢ naprezenie
1 £ modul Younga.
Prawo (3.4) bylo po raz pierwszy wprowadzone przez L. E. MaLVERNA [16].
Wyrazenie (3.3) w przypadku zagadnienia jednowymiarowego daje zwigzek

£P
(3.5) o= (p(ap)[l—}- @—1(%”,
gdzie o = ¢(eP) jest statyczng charakterystyka materialu dla prostego rozcig-
gania.

Jako drugi przypadek zbadamy zwiazki fizykalne opisujgce sprezysto-lepko-
idealnie plastyczny material. Przypadek ten otrzymamy przez wprowadzenie
zatozenia, ze funkcja F nie zalezy od odksztalcen, czyli

F:f(JZaJa)_l’

c

(3.6)

gdzie J; jest trzecim niezmiennikiem dewiatora naprezenia, a ¢ oznacza stalg
materiatu.
Réwnania (2.4) mozna obecnie zapisaé nastepujgco:

p 1 . 2y V3 a
€ =ﬂsi1+7<®liw—l}>.—f-,

3.7) doy
1

11*3K

gdzie y = y°/c. Zwiazki (3.7) byly po raz pierwszy wprowadzone i szczegStowo
zbadane w pracy [26].
Dynamiczny warunek plastycznoéci wynikajacy ze zwigzkéw (3.7) ma postaé

(3.8) fe 1) = ¢ {1+®‘1[W_g (% a?; ai]:j)_%]}'

8 Gil >

Y
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Zaktadajac dalej

_Vh
(3.9) F = kz _1)

otrzymujemy odpowiednio nastepujace réwnania konstytutywne i dynamiczny
warunek plastycznosci (por. [26]):

T 1 Lo ll:/: N _5,-_,'
6;1—‘2'7511 |‘7’<(p|:—k- 1]> V:Z"

~(3.10)
S Y
&ij = 3K Tii s
-
(3.11) Ve = k[u—@—l(%ﬂ.

Kiedy odksztalcenia sprezyste sg male w poréwnaniu z odksztalceniami
niesprezystymi, wtedy réwnania (3.10) dla funkcji liniowej ®(F) = F daja
zwigzki fizykalne zaproponowane przez K. HoHENEMSERA i W. PrRacera [11].

Uwzgledniajge odksztalcenia sprezyste i zakladajac nadal liniows postaé
funkeji @(F) = F otrzymujemy na podstawie réwnari (3.10) réwnania fizykalne,
ktére byly szczegélowo badane przez A. M. FREUDENTHALA [8].

Dla stanéw jednowymiarowych réwnania (3.10) i (3.11) daja odpowiednio
zwigzki

p— 0 o
(3.12) E= 0 +y*<cz>(ao .1) 5,

(3.13) ¢ = ao[1+q§—{ (—;;)]

Zwigzek (3.12) opisuje zaleznodci dynamiczne zachodzace migdzy napreze-
niami i odksztalceniami w materiale sprezysto-lepko-idealnie plastycznym.
Prawo to w przypadku liniowej funkcji [D(o/op)—1] zostalo wykorzystane
przez W. W. SokoLowskIEGo [36, 38] do rozwigzania zagadnienia rozprzestrze-
niania si¢ fal naprezenia w precie.

W. Pracer w ksigzce [32] wykazal, Ze réwnania stanu dla ciata lepko-idealnie-
plastycznego i dla ciala idealnie plastycznego sa wzgledem siebie w takim
samym zwigzku jak réwnania stanu cieczy lepkiej i idealnej.

W pracy [29] przedstawiono ogdlng metode otrzymania réwnari klasycznej
teorii plyniecia z réwnad opisujgcych material sprezysto/lepkoplastyczny.

Aby to wykaza¢ blizej zaléZmy, ze y — co. Fizykalnie zalozenie to oznacza
pozbawienie ciata wilasnodci lepkich. Wtedy zgodnie z réwnaniem (2.6) otrzy-
mujemy '

(3.14) flog,ef)=2% Ilub F=0.

Warunek (3.14) jest klasycznym kryterium plastycznodci w teorii opisujacej
izotropowe i anizotropowe wzmocnienie materiatu, Z warunku (3.14) i na
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podstawie definicji funkcji @(F) [por. réwnania (2.4)] w przypadku granicz-
nym, kiedy y — oo mamy @O(F) — 0. Wtedy iloczyn y@(F) = A jest nie-
okreslonym parametrem i otrzymujemy nastepujacy zwigzek: ’
. oF
(3.15) & = Aéa—u'
Parametr 4 mozna okreélié z warunku, ze punkt, ktéry w przestrzeni napre-
zehh obrazuje aktualny stan obcigZzenia, musi si¢ znajdowa¢ na powierzchni

plyniecia
(3.16) F(oy, ef) = 0.
Stad
. OF .  OF.
(3.17) F = %;GU—'—F{,EU_ 0.

Po uwzglednieniu zwigzku (3.15) i spelnieniu réwnania (3.17) dostajemy
wz6r znany z teorii plyniecia (patrz P. M. Nacup1 [17])
___(0F|d0j)6y
(OF |0ep)(OF |901a)
W przypadku materialu sprezysto/lepko-idealnie plastycznego przez podsta-
wienie rezultatu (3.11) do zwigzkéw fizykalnych (3.10) dostajemy

(3.19 i =yVIE W
( ) 81} l/ 2 ~ ]/I{ .
k|14 01| =
4
Przyjmujgc nastepnie w (3.19) y = o otrzymujemy réwnania stanu
: I
(3.20) i = ng )

opisujace zachowanie si¢ nieéci§liwego materialu idealnie plastycznego (por.
W. Prager [32]). Réwnania (3.20) sg sluszne tylko wtedy, kiedy predkosé
odksztalcenia nie znika.

(3.18) A =)

4. Dynamiczny warunek stateczno$ci dla materialu niesprezystego

Gléwnym celem wyprowadzonych zwigzkéw fizykalnych dla materiatu
sprezysto/lepkoplastycznego byla mozliwo$é opisu pewnych wlasnoécei dynamicz-
nych. Dlatego warto sie zastanowié nad modyfikacjg definicji materiatu sta-
tecznego z uwzglednieniem sit bezwladnosci.

Zagadnienie to rozwigzal D.C. DRUCKER w pracy [7]. Rozszerzona defi-
nicja prowadzi do nastgpujacego warunku (por. z definicjg [I-(3.4)]):

U7
@) [ [ e —iprav}at | [ Lerp—iprarl® >0,
t=0 y 14
gdzie przez o oznaczono gesto$é materiatu.
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Wyraz drugi w nieréwnosci (4.1) jest réznicg wartosci catki objetodciowej
liczonej dla chwili z = #; i dla chwili poczatkowej £ = 0.

Oczywiécie, w kazdym przypadku predko$é #f® dla dowolnego punktu
ciata jest w chwili z = 0 taka sama jak predkos$é #{V, stad drugi wyraz w nieréw-
noéci (4.1) jest nieujemny dla dowolnego czasu ? = ¢,. Dlatego nieréwno$¢
[I-(3.4)] ma wicksze znaczenie.

W konkluzji widaé, ze uwzglednienie sit bezwtadnosci nie wplywa na wnioski
wynikajgce z warunku o materiale statecznym odnosnie zwigzkéw fizykalnych.

5. Wyb6r funkcji D(F) i okreSlenie stalych

Petna analiza doboru funkeji @(F) w zwigzkach fizykalnych sprezysto/lepko-
plastycznych oparta pa podstawie badai doswiadczalnych dotyczacych dy-
namicznych wiasnosci materialu przeprowadzona zostala w pracy [27]. Jed-
noczeénie okreslone zostaly fizykalne stale materiatu.

Zanalizowano szczegétowo pigé réznych funkcji

(5.1) B(F) =
(5.2) . @F)=F

(5.3) ®(F) = exp F—1,

(5.4) B(F) = D A,[expFe—1],
(5.5) B(F) = > B,F".

Trzeba podkresli¢, ze nie prowadzono do$wiadczalnych bada dynamicz-
nych dla zloZonych stanéw naprezenia. Wszystkie dotychczasowe rezultaty
eksperymentalne byly otrzymane przy spelnieniu warunkéw dla stanu jedno-
wymiarowego.

W celu umozliwienia analizy réznych funkcji @(F) [wzory (5.1)-(5.5)]
i okredlenia odpowiednich stalych wprowadzono hipoteze o podoblenstWLe
krzywych o—é& i ]/J2 ]/—

Hipoteza ta pozwolila na okreSlenie stalych w zaleznosciach opisujacych
zloZony stan napre¢zenia w oparciu o wyniki dla prostego rozciagania lub $ciska-
nia,

6. Proces relaksacji dla zlozonego stanu napr¢Zenia

" Aby przedyskutowad proces relaksacji dla zlozonego stanu naprezenia, roz-
wazymy cialo sprezysto/lepkoplastyczne o objetodci V, ograniczone regularng
powierzchnig S. Zbadajmy najpierw proces obcigzania, w ktérym sily powierz-
chniowe T; s3 dane na powierzchni S}, a na pozostalej cze$ci powierzchni
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S, = S—S8; sily powierzchniowe znikaja. Po procesie obciazania nastepuje
proces relaksacji, w ktérym predkosel o; zerujg sig na powierzchni Sy, a sily
powierzchniowe nadal znikaja na pozostalej czesci powierzchni S,.

Aby taki proces mégt dostarczyé pewnych informacji dotyczacych zachowania
sie materialu i mdgl byé pomocny przy analizie zwigzkéw fizykalnych, nalezy
doswiadczalng prébe relaksacyjna przeprowadzié tak, zZeby stan naprezenia
i odksztatcenia byly jednorodne. Tak zdefiniowany proces relaksacji nazywaé
bedziemy A-procesem (patrz [26]).

Zbadajmy tensor I7; zdefiniowany nastepujaco:

(61) Ivi_] = % f(Ti’Uj“Jr‘ Tj‘l),‘)dS .
Podczas A-procesu tensor I znika. Stad
1 1
(6.2) Tij :—z—f(T[‘?)j“Jr Tj?)i)dS = ?f(aiknkvj—}— ajknkv,)dS =

1 . .
= — (Gikekj“l“(fjkaki)dV: 0.

Poniewaz stany naprezenia i odksztalcenia zalozone byly jednorodne, to
mamy

1 . .
(6.3) Y(O'ikekj—{—a'jkﬁk,') =1{.

Warunki (6.3) pozwalaja okresli¢ stan naprezenia w procesie relaksacji jako
funkcje czasu,
Przyjmujac w (6.3) £ =7 dostajemy

(64) O'ijé,'j =0 .
Mnozac réwnanie (6.3) przez g;; mamy warunek
(6.5) Gijo.jkéki — 0 .

Rozwazmy nastepnie prostszy problem brzegowy, w ktérym proces obciqzania
charakteryzuje si¢ danymi silami powierzchniowymi 7} na calej powierzchni S,
podczas gdy w procesie relaksacji predkosci o; znikajg réwniez na calej powierzchni
ciala S. Taki rodzaj procesu relaksacji bedziemy nazywaé B-procesem.

PoniewaZ stany naprezenia i odksztalcenia sg z zalozenia jednorodne, to
otrzymujemy warunek

(6.6) &;=0.

Warunek (6.6) prowadzi do nastepujacych dwéch warunkéw skalarnych
(6.7) sigeiy =0,
(6.8) SijSixey = 0.

Warto podkreslié, ze te dwa warunki sa réwniez stuszne dla 4-proceséw
w materialach niescisliwych.
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W pracy [26] zanalizowano szczegélowo catkowanie réwnan otrzymanych
na podstawie warunkéw (6.3) i (6.6), ktore pozwalajg na okreslenie stanu na-
prezenia w dowolnej chwili podezas procesu relaksacji. W celu blizszego scha-
rakteryzowania metody postepowania zbadamy rdéwnania relaksacyjne dla
drugiego niezmiennika J,.

Podczas A- procesu dla materiatu niedcidliwego lub podczas B-procesu dla
dowolnego materialu mamy w oparciu o zwigzki fizykalne (3.10) nastepujace
réwnanie

. /T, _
(6.9) Jot+4pey® (l,*e;— 1)1/12 = 0.

Zalézmy, ze podczas procesu obcigzania zostal osiggniety pewien stan na-
prezenia of? (lub s i of) taki, ze J{¥ = 5 s{Os{® >k Przyjmijmy nastepnie,
Ze proces relaksacy zaczyna si¢ w chwili t = 0. Wtedy réwnanie rézniczkowe
(6.9) moze by¢ zastapione nieliniowym réwnaniem catkowym Volterry drugiego
rodzaju

t N
— |V
(6.10) J,= Jg"’—4,uyf]/J2(§)(D|:-I$ —1i|d§.
0
. . . — (V7 . .
Zakladajac, ze wyrazenie podcatkowe VJ, ® ! spelnia warunek
Lipschitza

(6.11)

VI & ('/Jz—) VJ;'@('/ )‘<N(,|J2 g,

gdzie N, jest dodatnia stalg, mozna otrzymaé rozwiazanie réwnania (6.10)
za pomocy metody iteracji wykorzystujac nastepujacy wzér rekurencyjny:

(6.12) TP = JO by f Y TP (E) @[’—’Ji)(f) —-1:|d§.
Cd
Mozna latwo wykazaé, Ze szereg
(6.13) TP+ Z.o' [74m2(8) T (1)]
=0
jest absolutnie i jednostajnie zbiezny i jego suma
(6.14) Jt) = lirl;lc.]é") ®)

jest rozwigzaniem réwnania catkowego (6.10), a stad i réwnania rézniczko-
wego (6.9). Oczywiscie rozwigzanie (6.14) jest stuszne tylko w obszarze odksztal-

cenl niesprezystych, to znaczy jezeli J, > k2,
W pracy [26] zbadano rozwigzania réwnan relaksacyjnych dla réinych

funkeji @(F). Udowodniono réwniez, ze nieréwno$é Lipschitza jest spelniona
dla wszystkich funkcji (5.1)-(5.5).
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7. Rozwigzania probleméw brzegowych

Mimo skomplikowanego charakteru zwigzkéw fizykalnych opisujacych
zachowanie si¢ materialu sprezysto/lepkoplastycznego udalo si¢ rozwigzaé
kilka waznych probleméw brzegowych dla zloZzonego stanu napreZenia.

Zagadnieniami jednowymiarowymi zajmowano si¢ wczeéniej i istnieje juz
kilka prac przegladowych, w ktérych mozna znalezé krytyczng ocene wynikéw
(patrz np. [12, 30]).

Nie podamy tu réwniez pelnego przegladu rozwigzan uzyskanych dla zlo-
7onego stanu naprezenia. Przedstawimy tylko pewne wyniki podstawowe.

Pelng dyskusje zagadnienia rozprzestrzeniania si¢ fal naprezenia w osrodku
sprezysto/lepkoplastycznym w oparciu o zwigzki fizykalne (3.10) dla wszystkich
wprowadzonych funkeji @(F), (5.1)-(5.5) podajg prace [24, 25, 28]. Wy-
kazano, ze cztery rodzaje fal: fala sferyczna, cylindryczna fala promieniowa,
cylindryczna fala $cinania i fala plaska w pélprzestrzeni daja si¢ sprowadzié
do jednego zagadnienia matematycznego. Naturalnie metody rozwigzania
tego zagadnienia sg rézne w obszarach sprezystych i w obszarach niesprezystych.

Rozwigzanie problemu rozprzestrzeniania sie sferycznych i cylindrycznych
fal naprezenia w o$rodku opisanym zwigzkami (3.10), ale dla liniowej funkeji
D(F) przedyskutowano w pracach [20, 23]. Podobnym zagadnieniem dla fali
cylindrycznej zajmowal si¢ L. W. NixiTiN [19].

Okazalo sig, ze stosowanie réwnani fizykalnych ciala sprezysto/lepkoplastycz-
nego do zagadniern brzegowych plyt jest zbyt skomplikowane. Nie mozna
uzyskaé rozwigzan, ktére moglyby by¢ wykorzystane w praktyce inZynierskie;j.
Dlatego W. PRAGER zaproponowal w pracy [33] pewng linearyzacje réwnan
stanu, polegajaca na zastgpieniu warunku plastycznosci Hubera-Misesa wa-
runkiem odcinkami liniowym, tzn. warunkiem Treski. Linearyzacja ta dotyczy
przypadku, kiedy

F= VE—I i O(F) = F.

W oparciu o te¢ koncepcj¢ E. J. ApprLeBy 1 W. PRAGER [1] rozwigzali zagadnie-
nie zginania plyty kolowej lepko-sztywnoplastycznej, swobodnie podpartej
na brzegu i réwnomiernie obcigzonej.

Krytyczng oceng wynikéw uzyskanych dla belek w oparciu o model lepko-
sztywnoplastyczny daja prace P. S. Symonpsa i S. R. Bobpnera [4, 5],
w ktérych réwniez poréwnano wyniki teoretyczne z rezultatami do$wiad-
czalnymi.

Rozwigzania innych zagadniedi dynamicznych badZz quasi-statycznych dla
osrodka sprezysto/lepkoplastycznego przyniosty prace, [2, 13,14, 15, 37, 40, 41].

8. Wnioski koncowe

Oceniajac krytycznie dorobek kierunku drugiego chcemy zwrécié uwage
na kilka podstawowych kwestii dyskusyjnych.
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Powazne zastrzezenia budzi podstawowe zaloZenie, ze material w obszarach
nieuplastycznionych nie posiada wiasnodci lepkich. Na obrone tej hipotezy
mozna przytoczy¢é przykiady metali, ktére wykazuja wyrazniejsze wlasnosci
lepkie po uplastycznieniu niz przed uplastycznieniem. Dobrymi przykladami
mogs tu by¢ migkka stal i czyste Zelazo. Nie znaczy to jednak, ze metale te nie
posiadajg zupelnie wilasnosci lepkich w obszarach nieuplastycznionych.

Dalszg kwestig dyskusyjng jest zalozenie, ze wektor predkosci odksztalcenia
niesprezystego & jest ortogonalny do aktualnej powierzchni plyniecia, co
prowadzi w efekcie do koncepcji potencjalu plastycznego. Zalozenie to ogra-
nicza wplyw efektéw reologicznych na warunek plastycznosci.

W rozwoju kierunku drugiego brak opracowan podstaw opartych na termo-
dynamice nieodwracalnych proceséw odksztalcenia lub na fizyce metali. Ostatnie
badania wskazuja, Ze wiele zjawisk dynamicznych mozna wyjaénié na bazie
teorii dyslokacji (por. np. [35]).

Nie zostala réwniez detychczas zbadana jednoznacznosé rozwigzania podsta-
wowego zagadnienia brzegowego dla o$rodka sprezysto/lepkoplastycznego.
Nie ma tez ogblnych opracowann metod przyblizonych opartych o twier-
dzenia wariacyjne. ‘

Zaleta tego kierunku jest oparcie teoretycznych rezultatéw o baze wynikéw
dogwiadczalnych. Przeprowadzona konfrontacja wynikéw wskazuje na mozli-
wos¢ dobrego opisu wielu zjawisk dynamicznych.

Uzyskane juz rozwigzania problemdéw brzegowych stwarzaja perspektywy
zastosowania metod tego kierunku do rozwigzywania wazinych dla praktyki
zagadnien. )
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Peswme
OCHOBHBELIE BOITPOCHI BA3KO-IJACTUUHOCTH

T'raBrO# Henpl0 paGoThl ABMAETCH NPEACTABACHHE OCHOBHAIX HAMpaBJeHHIl DasSBHTHA BsI3KO-
ILTACTHUHOCTH , HOBOH OTPACTH MEXAHHIKH CIUIOIHOMH Cpenbl, MLITAIOMENCH HATh COBMECTHOE OIlil-
.caHMe DEOoJIOTHUCCKHX M IUIaCTHUECKUX CBOMCTB Mmarepuana.

upoxo 08CY)KEEHLI OCHOBBI TEOPHMM, KPHUTEPHH IUIACTHYHOCTH U (PH3MUECKHE 3aBHCHMOCTH
Me)(IY TEeH30pPOM HANPSIKEHHS M TeH30pom medopmauuu.

B nepnoit uacTH JAH AHATH3 CBOWMCTB yNnpyro-BSI3KO-IIJIACTHUECKHUX TEJ, KOTOphIE MIPOARJIAIOT
peonoraueckue a(PSKThI JO M MNOCHE BO3SHHMKHOBEHUs IulacTHUecKkux nedopmanuii.

OBy KOeHo ycoBue IIAaCTHYHOCTH B 3aBHCHMOCTH OT BASKHX CBOICTB 1 HCCNEHOBAHBL KpH-
“TePHH HATPY3KH.

ITyrem BBefeHust mocrymara Hpakepa of ycroifuuBoM MaTepuane IJOKA34HA BBITYKJIOCTE IIO-
BePXHOCTH TEKYWeCTH M BLIBEJIEHBI YCIIOBHS PaspeILAIOLIFe HCCIeZOBATh HANPSDKCHHUA M [e-
<bopmMaMi H BBEIABHTL PA3THYHS BBITEKAIONIHE H3 O{HOBPEMEHHOrO BIHSHMSI PEOJIOTHUECKHX
M macruyeckux g pexros,

Bo Bropoil uacTu paboThi HaH 0630p METOXOB ONMCAHHSI YIIPYro/BASKO-TIIACTHUECKHX Ma-
TEPHANIOB, KOTOPBIC NPOABIAIT ACHO BBIPAYKEHHBIE DEOJIOTHUECKHE CBOMCTBAa TOJIBKO JIHILL
B IUIACTHYECKHX OOTAaCTHAX, 4 TaKke 0630p (eHoMEeHOOrHUeCKUX (PU3UUECKHX 3aBMCHUMOCTEH,
OIHCBIBAIOLIHX BIIMAHHE CKOpOCTH JehOpMaliHK HA MpefesT MIACTHYHOCTH,

OBcy)OeHbI BAHAMHUECKHE YCIOBHA MIEACTHUHOCTH M UCTKO BBIABICH XapaKTep 3aBHCHMOCTH
aTHX ycJoBHH oT cxopocTH Aedopmaruu. IToxazsaHo, uro U3 oBLuX (DUIHUECKHX 3aBHCHMOCTEN,
OMHCHLIBAIOLIMX H3OTPONHOE K AHH30TPOIHOE YPOUHEHHE U BIMAHHE CKOPOCTH Ne(opMariiy, MOMKHO
TIONYYHTh MHOTO HMHTEPECHbBIX YACTHBIX CIyYaeB.

JoxasaHo TakiKe, 9TO B NPEAEIBHOM Clydae, KOrJa NOCTOSHHAS MaTepHaia y—>o0, IIOYyYaIoT-
CHl U3BECTHBIE TEOPHH IUIACTIYECKOTO TEYemHs,

TTopoGHO MpPOaHAIM3HPORAH MPOLIECC PESIAKCALMK JUTA COMKHOrO HANpPSIKEHHOrO COCTOSHHA
¥ NOKA3AHbI METOMbI MHTErPHUPOBAHHA PENIAKCAUHOHHBIX YpaBHEHHH,

B xonme BTOpoii wacTH npoBemeH KparKuiH 0030p pelfeHdi KpaeBbIX 3ajad.

B aamounTensHOM yacTH J8H KDHTHUYECKHI{ aHANM3 OCHOBHBIX YNPOIIAONIX IIOJIOMKEHHIT

U HEPEIIEHHBIX 3aJja4, a TAKXKe OGIMI HaBpOCOXK IEPCHEKTHE NANMBHEHIET0 DasBHTHUA HCCIEHO-
BaHHUI,

Summary

FUNDAMENTAL PROBLEMS IN VISCO-PLASTICITY

The aim of the paper is to show the fundamental trends of visco-plasticity, representing a new
branch of continuous media mechanics, which attempts to describe simultaneously the rheolo-
gical and plastic properties of materials,

Fundamental problems, like the yield criterion and the constitutive equations have been exten-
sively discussed in the paper.
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In the first part of the paper the properties of elasto—visco~plastic bodies are described, the
rheological effects appearing both before and after the yield point, the yield condition depending
on viscous properties is discussed.

Introducing the Drucker postulate concerning stable materials, the convexity of the yield surface
can be proved, and some conditions are derived which enable us to determine the direction of
the rate of plastic deformation vector.

General constitutive equations have been shown, and differences resulting from simultaneous
theological and plastic influences have been stressed.

The second part of the paper presents a review of some properties of elasto/visco—plastic ma-
terials, i.e. materials which reveal explicit rheological properties in the plastic region only.

Phenomenological constitutive equations describing the influence of the strain rate on the
yield limit are given. Dynamical yield conditions are discussed, and their dependence on the strain
rate is emphasized. It has been proved that from the general constitutive equations describing the
isotropic and anisotropic work hardening and the influence of the strain rate, numerous interesting
special cases can be derived. It can be shown, furthermore, that the case, when the material constant
v tends to infinity, corresponds to the well known theory of plastic flow.

Detailed analysis of the relaxation process in the case of a general state of stress is followed by
the demonstration of effective methods of integration of the relaxation equations. A short
review of solutions of the boundary value problems concludes this part of the paper.

Final remarks are devoted to a critical analysis of basic assumptions, to the unsolved problems
of visco-plasticity and to general outlines of the probable future development in this field of me-
chanics,
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1. Wstep

Powloki cienkoscienne, zaréwno otwarte jak i zamknigte, znajdujg szerokie
1 wazne zastosowania w rozmaitych gateziach przemystu, a przede wszystkim
w budownictwie, lotnictwie, przemy$le maszynowym itp.

W literaturze §wiatowej ukazalo si¢ bardzo duzo prac teoretycznych i dogwiad-
czalnych, zajmujacych si¢ analiza statecznosci powlok o réznych ksztattach
geometrycznych, poddanych dzialaniu rozmaitych obcigzed. Do roku 1934
wszystkie prace teoretyczne opieraly si¢ na tzw. teorii klasycznej (liniowej),
przedstawionej przez LovE'A [1.1], u ktdrej podstaw lezy zalozenie, ze wszystkie
sktadowe u, v i w wektora przemieszczenia dowolnego punktu powierzchni
srodkowej powloki sg male w poréwnaniu z jej grubosdcig. Podstawowe réwnania
i zaleznodci teorii klasycznej stanowia jedynie modyfikacje odpowiednich
réwnan i zaleznodci liniowej teoril sprezystosci.

Wyliczone na bazie teorii liniowej wartosci obcigzent krytycznych, ktérych
minima noszg nazweg gérnych obcigzed krytycznych, byly z reguly znacznie
wyZsze niz warto$ci otrzymane na drodze eksperymentalnej. Fakt ten byl
dowodem, ze teoria klasyczna statecznoéci powlok jest niedoskonata i wymaga
daleko idacych korekt i uzupetlnien.

W r. 1934 ukazala si¢ fundamentalna praca L. H. DonNnNELLA [1.2], W ktdrej
przedstawiono podstawy nowej teorii tzw. odksztalceri skoficzonych (t.j. rzedu
grubodci powloki) malowyniostych powlok cienko$ciennych. Od tego czasu
datuje si¢ zywiolowy rozwdj teorii statecznodci powlok, ktérego owocem jest
szereg prac bazujacych na niej, nazywanej réwniez teoriag geometrycznie nie-
liniowg lub krétko mieliniowq, poniewaz podstawowe réwnania tej teoril sg
nieliniowymi réwnaniami rdézniczkowymi czastkowymi. Obliczone w tych
pracach wartodci obciagzefh krytycznych, ktérych minima noszg nazwe dolnych
obcigzen krytycznych, okazaly si¢ w wigkszodci przypadkéw niemal zgodne
z wartodciami otrzymanymi na drodze eksperymentalnej. W ostatnich latach
odbyto sig kilka sympozjéw, poswieconych teorii powtok (Delft 1959, Lwéw 1961,
Amsterdam 1962), na ktérych gléwnz uwage koncentrowano na problemach
stateczno$ci powtok.



32 ZBIGNIEW NowaK I MICHAL ZYCIKOWSKI

Przedstawione na tych sympozjach prace wykazuja, ze w chwili obecnej
duze zainteresowanie wzbudzajg takie stosunkowo mlode dziedziny teorii
statecznodci powlok, jak stateczno$é powlok bimetalicznych, wyboczenie spre-
zysto-plastyczne i pelzajace oraz stateczno$¢ dynamiczna powlok, aczkolwiek
w dalszym ciggu wiecle jeszcze uwagi poswigca si¢ tradycyjnym problemom
statecznodci sprezystej powlok izotropowych i ortotropowych o réZnych ksztat-
tach geometrycznych, poddanych dziatanin obcigzen zlozonych.

Celem niniejszej pracy jest zwiezly ale wyczerpujacy przeglad nowszych
prac, przede wszystkim z zakresu nieliniowej teorii stateczno$ci malowyniostych
powlok cienkosciennych z uwzglednieniem prac cksperymentalnych, wery-
fikujagcych obliczenia teoretyczne, oraz zestawienie najwazniejszych pozycji
bogatej, a malo u nas znanej literatury tego zagadnienia.

Warto nadmienié, ze w ostatnich latach opublikowane zostaly 4 prace prze-
gladowe z dziedziny stateczno$ci powtok, mianowicie A.S. Wormira [1.3],
W. A. Nasaa [1.4], M. O. Acuvmiacco [1.5] i1 . M. Kurszina [1.6].

W pracy [1.3] zamieszczono 174 pozycje literatury i oméwiono obszernie
publikacje traktujace o statecznos$ci plyt i powlok, ktére ukazaty si¢ w latach
1941-1956. Wtlasciwy przeglad poprzedzony jest wstgpem teoretycznym.
Praca wysuwa na pierwszy plan publikacje badaczy radzieckich, aczkolwiek
wiele miejsca podwigca réwniez omodwieniu wazniejszych prac uczonych za-
chodnich.

Publikacja przegladowa [1.4] omawia najwaZniejsze prace teoretyczne
i eksperymentalne, traktujace tylko o statecznosci powlok cienkodciennych,
ktére ukazaty sie do roku 1957. Autor podaje 59 pozycji literatury 1 omawia
gldwnie prace badaczy zachodnich cytujac zaledwie kilka prac uczonych ra-
dzieckich. Prace [1.5 1 1.6] majg charakter specjalny. Pierwsza z nich omawia
jedynie liniowe problemy statecznosci sprezystej i drgan wilasnych powlok
cienkosciennych (156 pozycji literatury), druga zas$ zajmuje sie¢ bardzo obszer-
nie zagadnieniami statecznosci tréjwarstwowych plyt i powlok (277 pozycji
literatury).

Szczegotowy przeglad wielu prac teoretycznych i dodwiadczalnych z bogatej
dziedziny stateczno$ci powlok o réznych ksztaltach geometrycznych, przy
rozmaitych rodzajach obcigzen prostych i zlozonych, mozna znalez¢ w dosko-
nalych, ale trudno dostgpnych monografiach G. Grrarpa i H. BEckera [1.7]
oraz G. GERrArRDA [1.8]. Réwniez stosunkowo niedawno wydane monografie
K. Girgmanna [1.9], A. S. Wormira [1.10], H. M. MuszTarieco i K. Z. Ga-
rivowa [1.11], O. D. Onraszwirieco [1.12] 1 W. Frucceco [1.13] prezentuja
bogaty material teoretyczny i doéwiadczalny z wielu dziedzin statecznoéci
powlok.

Liczba ukazujacych si¢ prac po$wieconych statecznodci powlok jest ostatnio
tak duza, Ze niniejszy przeglad nie moze by¢ pelny. Wystarczy wspomnieé,
ze w pigciu rocznikach czasopisma «Riefieratiwnyj Zurnal», 1957-1961, oméwio-
no Iacznie 298 prac z tego zakresu. Dlatego tez postaramy si¢ omdéwi¢ jedynie
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pozycje wazniejsze, co do ktérych mozna przypuszczaé, ze beda mialy znaczenie
dla dalszego rozwoju teorii statecznosci powlok. Prace polskie bedg przy tym
wyodrebnione w osobnym rozdziale.

2. Podstawy geometrycznie liniowej teorii malowynioslych powlok cicnkoSciennych

Rysunek 1 przedstawia element powierzchni srodkowej matowyniostej
powloki cienkosciennej. Niech x i ¥ beda osiami wspdtrzednych krzywolinio-
wych, pokrywajacymi si¢ z liniami gléwnych krzywizn powierzchni w punkcie M,
a 2z — osig normalng do powierzchni §rodkowej w tym punkcie.

Oznaczymy przez &, & wydluzenia wzgledne w kierunkach stycznych
do osi x i y;y, — odksztalcenie postaciowe powierzchni $rodkowej wywotane
naprezeniami bfonowymi oy, 6y 1 14,5 4, v, w s3 skladowymi wektora prze-
mieszczenia punktu M odpowiednio w kierunkach osi x, v, 2.

M

Ty

Rys. 1

U podstaw nieliniowej teorii malowyniostych powlok cienko$ciennych lezg
nastgpujace relacje [1.10]:

du 1{ 0w\

o = %—kﬂ”i(“ﬂ) ’

v 1{ 0w\

21 =" _ (£,
du dv  Ow Ow

Yo = g T o T e oy

gdzie Ry, k, s3 gléwnymi krzywiznami powierzchni érodkowej powloki w punk-
cie M.

Zmiany krzywizn x,, %, i %,, powierzchni $érodkowej, wywotane momentami
zginajacymi M,, M, i momentem skrecajacym M,, (momenty te odniesione
s3 do jednostek dlugodci linii x, ¥ powierzchni $rodkowej, rys. 2), okresla si¢
w nieliniowej teorii powlok malowyniostych analogicznymi zaleznosciami jak

3 Mechanika Teoretyczna 1 Stospwana
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dla plyt:

0w 0w *w
(2.2) Hx:——agz—’ %y-———'—-——éﬁ’ %xy————ax—ay

Rys. 2

Zwigzki miedzy naprezeniami blonowymi i odksztalceniami liniowymi
powierzchni $§rodkowej ustala uogdlnione prawo Hooke’a, ktére dla powlok
izotropowych mozna przedstawi¢ w postaci:

E
[ ] w(ex-l—ve,) ,

E
(2.3) Oy = —1?1’?(6}'-'—1}6.7:)

=B

xy — 2(1_{_1,) Vxy
gdzie E jest modulem Younga, » wspélczynnikiem Poissona. Podobne zalei-
nosci wigzg momenty zginajace i skrecajgce ze zmianami krzywizn powierz-
chni $rodkowe;j:

-

M, = D(xy+vx,),
(2.4) M, = D(xy+wx,) ,
M,y = D(1—=)stry
gdzie D = Eh3[12(1—?) jest sztywnoscia walcows powloki, a 2 jej gruboscis.
Z réwnari (2.1) otrzymuje sie podstawowe réwnanie zwarto$ci wewnetrznej:
Pey | ey PYuy _( 8w )2_ PwFw _, Pw , Pw
ay® ' Ox®  Oxdy  \ dxdy Rx o 7 oa®.
Wprowadzajgc funkcje naprezen @(x, y) zwigzang z napreZeniami blono-
wymi relacjami

(2.5)

0P o*D oD
(26) O'x—a—yz—, Uy:W’ Tyy = —W,

otrzymujemy z (2.5), przy uwzglednieniu (2.3) i (2.6), pierwsze podstawowe
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réwnanie nieliniowej teorii matowynioslych, izotropowych powlok cienko$cien-
nych:

A%z )2 Pw Pw % gy

1oyr . _ .
2.7) . fVQ“(axay o2 0y2 < gy S

gdzie
o2 2 2
4 - —_— —_— .
v (3x2 + 3y2)
Drugie réwnanie podstawowe, wigzgce funkcje @ i w, otrzymuje sie z réwnan

réwnowagi wewnetrznej elementu powloki. Ma ono postaé:

D, uwdd Fwdd | Fw IO, BD |, o6
28) Vo= e T 57 T 2 axdy axay Treayr g

+ T ’
gdzie g oznacza obcigzenie przypadajace na jednostke pola powierzchni $rod-
kowej.

Dla walcowej powtoki kolistej o promieniu R réwnania (2.7) i (2.8) przyjmuja
forme¢ uproszczony, k., = 0; k, =1/R:

1ar 2w \* 2w Sw 1 &w

29) EV@“HE@)“aE@J*WEFf
D_,  &w dd | Puw &P Fw PP 1 PP g
(210)  FVe=75 9y® + oy* Ox? —2 oxdy Ox0Y TR T

Réwnania (2.7) i (2.8) s3 sluszne dla malowyniostych powlok izotropowych
o idealnym poczgtkowym ksztalcie geometrycznym. W przypadku gdy powloka
posiada tzw. «ugiecia wstepne», opisane funkcja w, (%, y), to przy zatozeniu
W,/ = const, a wiec gdy pierwotna powierzchnia ugigcia odpowiada ugieciom
po wyboczeniu, zamiast (2.1) otrzymujemy uogélnione zwigzki:

o — a _rar X (aw)’

ox

37} ow

11 ,
@) o= bt S5
du dv dw Jw
=y T T e

a réwnania (2.7) i (2.8) przybierajg postaé:

1 2w \2 o Pw Sw Pw
2.12 —_ Vi = —_ — — s
(212) EV? K[( axay) P ay2] ke g

aw
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D_, K+1(&Pw oD  &w 8P Pw PP
(2.13) va— 2 (axz ay? Y2 dx? o dxdy 3x8y +
>P
+ X a a2 —I_ Y a 2 —I_Z’
gdzie
(2.14) K= 1+3;")_° — const.

Sciste rozwigzanie ukladu réwnan (2.7) i (2.8) lub (2.12) i (2.13) wzglgdem
funkcji w i @ nie jest mozliwe. Pozostaja wigc jedynie metody przyblizone
(kolejnych przyblized, réznic skonczonych, malego parametru, energetyczne,
ortogonalizacyjne itp.).

Poniewaz przy analizie statecznosci powlok walcowych kolistych (a czesto
i stozkowych) w oparciu o teori¢ nieliniowa przyjmuje si¢ przyblizona postaé
funkcji ugiecia w (x, y) przy utracie statecznosci, spelniajacg najczesciej jedynie
geometryczne warunki brzegowe, zatem dla okredlenia dolnych obcigzed
krytycznych stosuje si¢ metode Ritza (minimum catkowitej energii uktadu). Idea
przewodnia te] metody jest nastepujaca.

a) Przyjmujemy przyblizona postaé funkcji ugiecia przy utracie stateczno$ci
z reguly w formie wielomianu trygonometrycznego

(2.15) w(, y) = ;‘fmx,y),

gdzie @;(x, y) sa funkcjami trygonometrycznymi, spelniajgcymi geometryczne
warunki brzegowe, a f;( = 1, 2, ..., n) s3 na razie nieokre$lonymi parametrami.
b) Obliczamy catkowity energie odksztalcenia sprezystego powloki

(2.16) o= U+ U—W,

gdzie U, jest energia odksztalcenia zwigzana z naprezeniami blonowymi o,,
Oy, Tyy, U, energia odksztalcenia zwigzang z momentami zginajgcymi M,,
M, 1 skrecajacym M., W praca wszystkich obcigzen dzialajacych na powloke.

W przypadku izotropowych powlok walcowych,. kolistych, o idealnym

ksztalcie wyprowadza si¢ nastepujgce wzory:

Us = e f [ {<V2@>2+2<1+v>[( o0 )2_ ¢D }}dxdy,

X0y ox®  gy?
2
=7 f / { (V) +2(1— )[( o ) a2 azw]}dxdy',
xJy ox? 0y?
gdzie
0<e <L,
{0 <y <27R;

L oznacza dlugosé¢ powloki.



PRZEGLAD NOWSZYCH PRAC Z DZIEDZINY STATECZNOSCI POWELOK 37

¢) Z warunkéw koniecznych istnienia minimum catkowitej energii powloki

0a
of
otrzymuje si¢ ukiad 7z nieliniowych, algebraicznych réwnan, zawierajacych
n niewiadomych f; oraz poszukiwane obcigzenie krytyczne p. Z réwnar tych
okredla si¢ minimalng warto$é ciénienia p, czyli tak zwane dolne ciénienie
krytyczne.

(2.19) =0, i=1,2,..,7,

Uwaga 1. W przypadkach gdy przyjeta przyblizona postaé¢ funkeji ugiecia
przy utracie statecznosci spelnia zaréwno geometryczne jak i statyczne warunki
brzegowe, najczesciej stosowang przy analizie statecznoscei jest metoda Bubno-
wa-Galerkina.

Uwaga 2. Bogaty material teoretyczny dotyczacy teorii nieliniowej
powlok cienko$ciennych oraz przyblizonych metod rozwigzywania nielinio-
wych probleméw statecznodci powtok mozna znaleZé w monografiach [1.10
i 1.11] oraz w pracach specjalnych, podanych w spisie literatury do p.2.

3. Stateczno$¢ statvezna walcowych powlok kolistych w zakresie sprezystym

3.1. Powloki éciskane osiowo. W ostatnim dwudziestoleciu bardzo szeroki krag
badaczy stosowal podstawy nieliniowej teorii do obliczenia obcigzed kry-
tycznych w  izotropowych, sprezystych, jednowarstwowych powlokach
walcowych, poddanych dzialaniu réznych obcigzed przy rozmaitych warunkach
brzegowych. W przypadku $ciskania osiowego réwnomiernie rozioZonego
na brzegach powloki pionierskg byla klasyczna juz dzisiaj praca T. KARMANA
i H.S. Tsiena [3.1]. Rozpatrzyli oni powloke dlugg i przyjeli ‘nastepujgca
przyblizong posta¢ funkcji ugigcia przy utracie statecznosci:

(3.1.1) w(x, ¥) = fotf1 <:os—’;zzi cos[%i—{—fZ cos z%c—f—fa cosz%»

gdzie m, n oznaczajg liczby poétfal odpowiednio w kierunku tworzacych i obwo-
dowym [funkcja (3.1.1) odpowiada rombowej postaci fal]. Zakladajac f, = f,
i m = n (fale kwadratowe) oraz stosujac metode Ritza (wariacja » wzgledem
dwdéch parametréw f; i f,) otrzymali oni warto$é dolnego cisnienia krytycznego

Eh ,
R

wtedy gdy wedlug teorii klasycznej gérne ci$nienie krytyczne wynosi

_Pd - 0,195

- pg = 0,606 %— (przy » =10,3).
Dla m = n obliczenie p, nie bylo mozliwe.

Nastepnie ukazata si¢ praca H.F. MicHiELsENA [3.2], w ktérej przyjeto
przyblizong postaé funkcji =(x, y), analogiczng do zastosowanej w pracy [3.1],
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ale warunki (2.19) ulozono wzgledem czterech parametrdw fy, fo, m i 7. Mi-
CHIELSEN otrzymal p, = 0,194 Ek/R przy m/n = 0,4 (t.j dla przypadku, gdy
fale sg silnie wydluzone wzdtuz obwodu). J. KEmpPNER [3.3] odrzucit zalozenie
fo = f, 1 ulozyl warunek (2.19) w odniesieniu do pieciu parametréw fi, f3, f,
n i m/n. Otrzymat on p, = 0,182 Eg/R przy m[n = 0,362. Bardzo oryginalnie
podszed! do omawianego problemu L. Kirste [3.4]. Przyjal on mianowcie,
ze przy utracie statecznosci powloka przechodzi w wieloscian, ktéry mozna
poréwnaé z powierzchnig rozwijalng. Elementarne obliczenia doprowadzily
do wartodci p; = 0,187 Eh/R.

Problem utraty statecznosci $ciskanej osiowo, zamknietej powloki walcowej
kolistej z uwzglednieniem odksztalceri wstepnych zostal zanalizowany szcze-
gotowo (réwniez, w oparciu o teori¢ nieliniowg) przez L. H. DONNELLA
i C. C. Wana [3.5]. Wykazali oni, ze $ciskane osiowo walcowe powloki koliste
wykazujg duzg wrazliwo$é na ugiecia wstepne. Statecznos$¢ osiowo $ciskanej
powloki walcowej w ujeciu nieliniowym badat réwniez szczegélowo S.W. ALEK-
SANDROWSKI [3.6]. Wreszcie w stosunkowo niedawno opublikowanej pracy
E. D. Govricynskig] [3.7] obliczono warto$é dolnego ci$nienia krytycznego
dla omawiane] powloki stosujac metode wariacyjng W. Z. Wilasowa. Otrzy-
mana warto$é p, = 0,202 ER/R niewiele rézni si¢ od uzyskanych w wyzej
cytowanych pracach. Warto réwniez wspomnieé, ze W. THiLEMANN 1 H. J.
Drever [3.8] stwierdzili istnienie w obszarze pozakrytycznym ($ciskanej
osiowo walcowej powloki kolistej) drugiej postaci réwnowagi, rézniacej sie
znacznie od postaci analizowanej w pracy [3.3].

Przypadek osiowo $ciskanej powloki walcowej o zmiennej grubosci $cianki
rozwigzal metodg malego parametru W. WacNer [3.9].

3.2. Powloki pod ciénieniem zewne¢trznym. Problem statecznoéci zamknigtych walco-
wych powlok kolistych, poddanych dzialaniu wszechstronnego cidnienia
zewnegtrznego, zostal rozwigzany na drodze teoretycznej w oparciu o teorig
nieliniowg prawie réwnoczeénie przez F. S. IsansajEwa [3.10] i W. A. Nasua
[3.11]. Przyjeli oni nastgpujacg postaé przyblizong funkcji ugigcia przy utracie
statecznosci:

(3.2.1) w(x, y) = fy+f, sin ’z—x sin % + fzsinz%x

i stosowali metod¢ Ritza z tym, ze w pracy [3.11] uwzgledniono ponadto
wplyw ugieé wstepnych. NascH wykazal, ze parametr f,, charakteryzujacy réw-
nomierne odksztalcenie promieniowe powloki, wywiera bardzo nieznaczny
wplyw na wielkod¢ dolnego cisnienia krytycznego. Stwierdzit on ponadto, ze
wrazliwo$¢ powloki na odksztalcenia wstepne jest w przypadku wszechstronnego
ciénienia znacznie mniejsza niz przy $ciskaniu osiowym, co zostalo nastgpnie
potwierdzone w pracy L. H. DonnerLa [3.12].°

Omawiany problem byl pézniej podjety przez J. KempnNera, K. A. V. Pan-
DALAI'EGO, S. A. PasTELA i J. CrOUZET-PAscALA (por.[3.13]). Przyjeli oni naste-
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pujaca przyblizona funkcje ugigcia przy utracie statecznosci:

nx Ly 3nx Ty X Inx
w = f, cos Tcos,Ty——{—f2 co'sTcos—}:—{—f3 cos ——+f, cos ——+fo,

gdzie A, oznacza diugo$¢ pétfali w kierunku obwodowym.

W odréznieniu od (3.2.1) tutaj poczatek osix zostal przyjety w $rodku powtoki.
Warunek minimum catkowitej energii ukladu utoZono w odniesieniu do czterech
parametrow (fy, for S35 fo)-

Warto nadmienié, Ze w przypadku wszechstronnego ci$nienia wartosci
dolnych obcigzei krytycznych réznig si¢ stosunkowo niewiele od wartosci
gbrnych ciénien krytycznych (p, = 0,75 p,). Jedynie w pracy [3.13] stwierdzono,
ze w niektérych przypadkach p, = 0,97 p,. E. Wenk, R. C. Srankarp i W. A,
Nasu [3.14] oraz W. A. Nacajgw [3.15] przeprowadzili serie dodwiadczen
nad statecznoscia walcowych powlok kolistych, poddanych dzialaniu wszech-
stronnego ci$nienia. Rezultaty ich badah pokrywaja sie niemal dokladnie z wyni-
kami otrzymanymi w pracach [3.10-3.12]. We wszystkich cytowanych
w tym punkcie pracach teoretycznych zakladano przegubowo-przesuwne
podparcie brzegéw powloki. Nie rozpatrzono dotychczas przypadku brzegéw
utwierdzonych. Tylko W. A, Nasa [3.16] obliczyl warto$¢ gérnego ciénienia
krytycznego walcowej powloki kolistej o brzegach utwierdzonych, poddanej
dzialaniu wszechstronnego cisnienia zewnetrznego. Przyjmujac

w =fsin“‘ﬂcosﬂ

L R

i stosujgc metode Ritza w odniesieniu do parametru f otrzymat on wzdr:

4
7
RO IR G
2 L L/ \R 2\R 2\ [ n\¥]?
4| =] +|=| { R?
[z G
3 (a1 _(x\* 3
ZR(W) +7R(‘L“) IR

Godne uwagi sg stosunkowo niedawno przeprowadzone przez W.E. Mi-
NIEJEWA [3.17] bardzo szczegdélowe badania eksperymentalne nad wplywem
odksztalcent wstepnych na stateczno$¢ walcowych powlok kolistych, poddanych
dzialaniu wszechstronnego $ciskania. Rezultaty jego badan pokrywajg si¢ z wnios-
kami zamieszczonymi w pracach [3.11, 3.12].

3.3. Inne typy obciazed i przypadki zlozone. Utrata statecznodci izotropowych wal-
cowych powlok kolistych przy czystym skrecaniu zostala po raz pierwszy
zanalizowana w oparciu o teori¢ nieliniowa i przy zastosowaniu metody
Ritza przez T. Loo [3.18] i N.J. Kriwoszejewa [3.19], a nastepnie przez
W. A, Nasaa [3.20]. Wszyscy cytowani autorzy uwzglednili wplyw ugieé
wstepnych na wielko$é dolnego naprezenia krytycznego i wykazali, ze walcowa
powloka kolista jest przy skrecaniu mniej wrazliwa na odksztalcenia wstepne

Pr=
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niz w przypadku $ciskania osiowego. W pracach [3.18 i 3.19] przyjeto dla
brzegédw swobodnie podpartych:

(33.1) wis,3) = fusin e sinZHID | i T,

gcizie y jest tangensem kata nachylenia osi fal $rubowych do tworzacej, i wy-
korzystano warunek (2.19) w odniesieniu do dwéch parametréw f; i f;, przy
czym wartosci y 1 m przyjeto w oparciu o teori¢ klasyczng. W pracy [3.20]
natomiast rozpatrzono zaréwno przypadek brzegéw utwierdzonych jak i swobod-
nie podpartych przyjmujac w pierwszym przypadku

wix, ¥) = fot+/fi sinz%“isin?_@%m +f2 sinz%-
w drugim za$
7 ;e X . n —'— X , . X
w(w, y) = fotfi sin - sin _O%z_) T frsine 22

Stosujac metode Ritza Nash ufozyt warunek (2.19) w odniesieniu do wszystkich
parametréw fy, fs, ¥, , a otrzymany uklad nieliniowych réwnan algebraicz-
nych rozwigzal za pomoca maszyny cyfrowej IBM-602A. Ten sam badacz
przeprowadzil serie do$wiadczerr [3.21] nad statecznoscig skrecanych walco-
wych powlok kolistych. Badania te wykazaly zadowalajacg zgodno$é miedzy
teorig a doswiadczeniem. Nieliniowe ujecie statecznos$ci powlok walcowych
przy czystym skrecaniu zawiera réwniez praca Y. YOSHIMURY i J. Nusawy
[3.22]. Przyjeli oni funkcje ugiecia w(x, y) w postaci zblizonej do (3.3.1). Dolne
naprezenie krytyczne wyznaczone w tej pracy wynosilo przy pewnych para-
metrach geometrycznych powloki i okreslonym sposobie przylozenia obcigzenia
809, wartodci napreZenia gérnego.

W  przypadku statecznosci walcowych powlok kolistych przy skrecaniu
istnieje jeszcze jedna dotychczas nieuwzgledniona sprzecznoé;é miedzy teoria
a doswiadczeniem. W pracach teoretycznych zaklada si¢ mianowicie, ze powsta-
jace przy utracie statecznosci fale Srubowe rozciggaja si¢ na caly dlugosé
powloki, podczas gdy badania [3.21] wykazujs, iz ma to miejsce jedynie dla
powlok bardzo krétkich.

Badania teoretyczne przeprowadzone przez H. Loo, H. CraTe’a i E.B.
Scuwartza [3.23] wykazuja, Ze wplyw réwnomiernie rozlozonego ciénienia
wewnetrznego na statecznoéé $ciskanych osiowo cienkoéciennych walcowych
powlok kolistych zalezy przede wszystkim od bezwymiarowego parametru:

7= 2 (&Y,

Tz (h)
gdzie poszczegélne symbole oznaczaja: ¢ natezenie ciénienia wewnetrznego,
E modul Younga, R $redni promieft powloki, 2 gruboéé powloki.
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Cytowani wyzej autorzy stosujac teori¢ nieliniows wykazali, ze osiowe ci$nie-
nie krytyczne powinno wzrastaé¢ od wartosci g, = 0,376 przy g = 0, do wartosci
Pr= 0,606 przy g = 0,169, a po przekroczeniu jej osiowe cisnienie krytyczne
pozostaje stale i réwne p, = 0,606, tj. wartosci gérnego ciénienia krytycznego.
Tymczasem badania do$wiadczalne przeprowadzone przez Y. C. Funca i E.E.
SecHLERA [3.24] na powlokach ze stopéw aluminium wykazaly, Ze ciénienia
krytyczne Py s3 znacznie nizsze niz obliczone na drodze teoretycznej, aczkolwiek
ogdlny charakter zmiennosci p, jest zgodny z przewidywaniami teoretycznymi.
Jezeli jednak sporzadzimy wykres zaleznosci

AP =f(q),

gdzie 4Py = Pr—Pro (Pro wielko$¢ Py przy g = 0), to jak si¢ okazuje, rezultaty
badari doswiadczalnych zgadzaja sie zadowalajaco z wynikami teoretycznymi.

Réwnoczesne dziatanie $ciskania osiowego i poprzecznego ci$nienia zewnetrz-
nego rozpatrzone zostalo w pracach O. N. LexXk1 [3.26] 1 L. R. IsprawNIKOWA
[3.25]. Lenko wybral nastepujacg przyblizong postaé funkcji ugiecia przy
utracie statecznosci:
sin? 2

max
w(x, vy} =fi sin 2% sin 3 ~{—f2 sin? i3 52

i minimalizowa}l calkowita energie odksztalcenia sprezystego wzgledem trzech
parametrow. Ponadto cytowani autorzy badali wplyw sprezystych wregéw
na wielko§¢ dolnego ci$nienia krytycznego, umieszczonych w kilku réwno
oddalonych przekrojach.

Przypadek utraty statecznoéci walcowych powlok kolistych przy réwnoczes-
nym dziataniu skrecania i $ciskania osiowego analizowany byt w cytowanej
juz pracy 'I.'T. Loo [3.18], a takie przez O. I. TierieBuszkg [3.27], przy
czym ten ostatni przeprowadzil serie do$wiadczend weryfikujacych jego rezultaty
teoretyczne.

W 1959 r. ukazata si¢ praca O. 1. TieriEBUszKI [3.27], w ktérej autor w oparciu
o teorig nieliniowg rozwiazal problem statecznosci izotropowej walcowej powloki
kolistej, poddanej. réwnoczesnemu dziataniu $ciskania osiowego, skrecania
i zewnetrznego cisnienia radialnego. W pracy przyjeto przybliZong postaé
funkeji ugiecia przy utracie statecznoscei w postaci:

w = fot+fi sin " M+f2 m—sm +f3s n? Lx

gdzie m oznacza liczbe fal spiralnych w kierunku obwodowym przy utracie
statecznosci przy skrecaniu, n liczbe péifal w kierunku obwodowym przy
utracie statecznosci wywolanej $ciskaniem osiowym Jub ci$nieniem poprzecz-
nym, ¢ liczbe péifal wzdluz tworzacej.

Autor zastosowal do okreslenia dolnego ciénienia krytycznego metode Ritza
minimalizujgc catkowity energie sprezysta ukladu wzgledem 3 parametréw
(fvs fe» f5). Otrzymane nieliniowe réwnania algebraiczne pozwalajg obliczy¢
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ktérekolwiek z trzech naprezed krytycznych przy danych warto$ciach dwéch
pozostalych.

W. M. Dariewskr [3.28], R. 1. Kszniakin [3.29] i W. A. Marin [3.30]
zbadali statecznosé powlok walcowych kolistych przy réwnoczesnym dzialaniu
skrecania i ci$nienia wewnetrznego. MARIN stwierdzil, ze realne wartosci kry-
tycznego momentu skrecajgcego stanowig przy niezbyt duzej wartoéci ci$nienia
wewnetrznego 70-809, wartoéci momentu wyznaczonego na podstawie teorii
klasycznej.

W. M. Darmewskr [3.31] i P.G. BurbpiN [3.32] rozpatrzyli stateczno$é
walcowej powloki kolistej poddanej zginaniu sila lub parg sit. Stwierdzili oni,
ze dla powlok krétkich, zginanych silg, utrata statecznoéci wywolana jest dzia-
laniem naprezen stycznych i ma miejsce w poblizu wlékna neutralnego. Drugi
z cytowanych autoréw przeprowadzit ponadto seri¢ dos§wiadczen nad powtokami
réznej diugo$ci, poddanymi dzialaniu zginania z réwnoczesnym ci$nieniem
zewnetrznym o réznym natezeniu. Przypadek lacznego dzialania zginania,
skrecania i ciénienia wewnetrznego rozpatrzyl W. M. Dariewskr [3.33].

Bardzo ciekawe doéwiadczenia modelowe nad statecznoscig walcowych
powtok kolistych wykonanych z papieru i blony fotograficznej przy rézinych
obcigzeniach przeprowadzili W. M. CzeBanow [3.34] i P. G. BurpiN [3.32].
Wreszcie ¥.> R. IsPrawNIkOW [3.35] przeprowadzil eksperymentalne badanie
stateczno$ci powlok walcowych przy réwnoczesnym $ciskaniu osiowym, skreca-
niu i ci$nieniu poprzecznym. Pokrewny problem stateczno$ci membrany
walcowej, osiowo rozcigganej a radialnie $ciskanej, badali w zakresie ugigé
skoriczonych A. H. CornerwsseN i R.T. SHieLp [3.36].

4. Stateczno§é statyczna powlok kulistych w zakresie sprezystym

Nieliniowa teoria powlok cienkosciennych zostala réwniez z powodzeniem
zastosowana do analizy stateczno$ci sprezystej matowyniostych powtok kulistych
otwartych (tupin kulistych), poddanych dzialaniu ciénienia zewngtrznego
réwnomiernie rozlozonego na powierzchni. Pionierska na tym polu byta praca
K. Friepricusa [4.1] opublikowana w r. 1942. Przyjat on, ze w momencie
utraty stateczno$ci tworzy sie niewielkie osiowo-symetryczne wybrzuszenie
i zalozyl w jego obrebie nastepujacag przyblizong postaé funkcji ugiecia:

4.1 w = Ra(1-—-p%),

gdzie p wyraza stosunek biezacego kata srodkowego do potowy kata $rodkowe-
go, obejmujacego wybrzuszenie, ¢ = a/f. Stosujgc metode¢ Ritza FRIEDRICHS
otrzymal w jednym z wariantéw rozwigzania:

Eh Eh

(po — tzw. naprezenie «réwnowaznych energiin, por. [4.1]) wobec rezultatu
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teorii klasycznej

Eh
Pﬂ = 0,606 —IT *

Przyblizone wyniki dla p, w omawianym przypadku statecznoéci otrzymali
réwniez M. I. Bapiczewa [4.2] i W.I. Ficoposjew [4.3 i 4.4].

Ten sam problem podjeli nastepnie H. M. MuszTarr i S. G. SurRkiN [4.5,
4.6] rozwigzujac go w dwdch wariantach, mianowicie

a) przyjmowali przyblizone postacie funkcji przemieszczenia poludnikowego
u i ugiecia w w obrebie wybrzuszenia, po czym stosowali metode Ritza minima-
lizujagc o wzgledem trzech parametréw (amplitudy, z i w oraz f);

b) przyjmowali pewng «gasngcg» funkcje ugiecia w rozlozonego na calej
powierzchni powloki. Cytowani autorzy otrzymali:

=017, 5 —020 2%,

‘W pézniejszej pracy W. I. Firoposjewa [4.7] przyjeto w obszarze wybrzusze-
nia (p < 1) funkcje ugigcia

w = Ra(1—0?)?,

dla o >1 za$ wykorzystano réwnania zaburzenia brzegowego przy uzyciu
funkcji hiperboliczno-trygonometrycznych. Stosujagc metode Bubnowa—Ga-
lerkina znaleziono p, << 0. H. M. MuszTaRI [4.8] wykazal, Zze przy tym wyborze
funkcji w mozna réwniez otrzymaé p; > 0 pod warunkiem zastosowania réwna-
nia Bubnowa-Galerkina tak, aby odpowiadalo ono zasadzie mozliwych prze-
sunie¢. Ten sam problem rozwigzany zostal nastepnie w pracy U. MasuJt
1 Y. YosHimMury [4.9] (otrzymali oni py = 0,184 E%[R). W 1955 r. problem sta-
tecznofci powloki kulistej pod dziatanjem ciénienia zewnetrznego podjeli A. Ka-
pLaNi Y. C. Funcg [4.10], ktérzy zastosowali metodg matego parametru do rozwia-
zania nieliniowych réwnan stateczno$ci. Za pomoca tej metody otrzymali
oni warto$¢ dolnego ci$nienia krytycznego, zgodng z ich wlasnymi doswiadcze-
niami dla bardzo malowyniostych powlok kulistych o brzegach utwierdzo-
nych. Nast¢pnie R. R. ArcHER [4.11] rozszerzyl te badania na powloki kuliste
o0 wiekszej wyniosloéci. Ten sam problem zostal réwniez rozwigzany przy
uzyciu szeregéw potegowych z nastgpnym wykorzystaniem maszyn cyfrowych
przez E.L. Reissa, H.J. GreenBerca i H.B. Kreirera [4.12]. Otrzymali
oni wartoéci ci$nieft krytycznych zgodne z danymi do$wiadczalnymi dla sze-
rokiego zakresu wartos$ci parametréw geometrycznych powloki.

Wreszcie E. L. Reiss [4.13] przedstawit przybliZone rozwigzanie omawianego
zagadnienia w oparciu o dwie zlinearyzowane odmiany pierwotnych nieli-
niowych réwnan stateczno$ci.

. Wszystkie wymienione wyzej prace dotyczyly statecznodci tupin kulistych
{powlok kulistych otwartych) i zakladaty osiowo-symetryczny stan odksztalcenia
przy utracie statecznosci. Przypadek asymetrycznego wyboczenia takiej powloki
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zostal zbadany przez E. I. GrRicoLuka [4.14], ktéry wykazal mozliwo$¢ takiego
wyboczenia dla pewnych warto$ci parametréw geometrycznych powloki.
Obliczyl on wartos¢ dolnego cidnienia krytycznego rozwigzujac nieliniowe
réwnania statecznosci metodg Bubnowa-Galerkina. Zagadnienie statecznodci
sprezystej zamknigtej powloki kulistej z uwzglednieniem «ugie¢ wstepnychy,
poddanej dzialaniu réwnomiernego ci$nienia zewnetrznego, rozwigzal w oparciu
o teorig¢ nieliniowg L. H. DoNNELL [4.15]. Przeprowadzona przez niego analiza
otrzymanych rezultatéw wykazuje, ze powloka kulista jest stosunkowo bardzo
malo wrazliwa na odksztalcenia wstepne. W. Z. CHieN 1 H. C. Hu [4.16] przed-
stawili pélempiryczng analize statycznej statecznosci malowyniostej powloki
kulistej pod dziataniem koncentrycznie przyloZzonego obcigzenia pierdcienio-
wego, normalnego do powierzchni $rodkowej powloki. D. G. AsHwrLL [4.17]
rozwigzal problem wyboczenia takiej samej powloki, ale obcigzonej sila skupiona
skierowana do $rodka. Wreszcie F. J. Murray i F. W. WrigHT [4.18] podali
analiz¢ statecznosci powloki kulistej rozwigzujac na drodze numerycznej pod-
stawowe réwnania nieliniowej teorii powlok kulistych Idrmdna-Tsiena.

Systematyczne badania eksperymentalne nad statecznoscig tupin kulistych
poddanych dzialaniu normalnego ciénienia zewnetrznego zostaly przeprowadzo-
ne przez P. G. SurkiNa [4.19]. Opracowal on oryginalne metody przygoto-
wania modeli i badania ich utraty stateczno$ci. Inna seria doswiadczen zostala
przeprowadzona przez G.A. GIENJEwa i N. 8. Czausowa [4.20]. Wreszcie
K. KrorpeL i O. JunGBLUTH [4.21] zbadali doswiadczalnie utrate statecznosci
gladkich i wzmocnionych Zebrami powlok kulistych metodg przyspieszonych
zdje¢ filmowych. :

Pokrewny problem statecznosci membrany kulistej w zakresie ugieé skoficzo-
nych i przy uwzglednieniu fizykalnej nieliniowosci materiatu badat Guo Zrone-
HENG [4.22]. Stwierdzono stateczno$é przy ciénieniu wewnetrznym i niesta-
tecznosé przy zewnetrznym.

5. Statecznoé¢ statyczna powlok stozkowych w zakresie sprezystym

Z krétkiego przegladu prac p. 3 i p. 4 widaé, ze teoria nieliniowa moze by¢
z powodzeniem stosowana do analizy statecznosci sprezystej cienkodciennych
powlok zaréwno walcowych, jak i kulistych, poddanych dziataniu réznego
rodzaju obciazen prostych i ztozonych przy rozmaitych warunkach brzegowych.
We wszystkich przypadkach wyniki zastosowania tej teorii pozostajg w lepszej
zgodnosci z danymi doswiadczalnymi anizeli wyniki analiz opartych na teorii
klasycznej. Znacznie gorzej przedstawia si¢ sprawa, jezeli chodzi o stateczno$é
powtok stozkowych w zakresie sprezystym. Olbrzymia wiekszoéé opublikowa-
nych dotychczas na ten temat prac opiera si¢ na teorii klasycznej. Pierwsza
z tej serii wydaje si¢ by¢ praca A. PrLUGERA [5.1]. W pdéniejszej pracy H. M.
"‘MuszTARIEGO | A. W. SaczeNkowA [5.2] okredlono metodg Bubnowa—-Galerkina
warto$¢ gérnego ci$nienia krytycznego dla powloki stozkowej kolistej, poddane;]
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dzialaniu ci$nienia osiowego, réwnomiernie rozlozonego na brzegach powloki
oraz poprzecznego ci$nienia zewngtrznego. Problem statecznosci powloki
stozkowej kolistej, poddanej dziataniu jedynie poprzecznego ci$nienia hydro-
statycznego, zostal rozwigzany w oparciu o teorig klasyczng przez C. E. TAYLORA
[5.3] oraz N. J. HorrA i J. SINGERA [5.4], dla przypadku za$ $ciskania osiowego
przez P. SEIDE'A [5.5]. Pierwszg pracg o statecznosci powlok stozkowych w uje-
ciu geometrycznie nieliniowym jest praca A. W. Saczenkowa [5.6]. Wykazal
on, ze rozwigzanie MICHIELSENA [3.2] dotyczace osiowego Sciskania walcowej
powloki kolistej moze by¢ przeniesione na stozkowg powloke kolists. Wypro-
wadzil on nastgpujacy wzér dla dolnej wartosci krytycznej calkowitej osiowej
sily $ciskajacej:

P, = 0,195-27Eh? cos? v ,

gdzie y jest réwne polowie wierzchotkowego kata stozka.

W pracy [5.7] rozwigzano réwniez w oparciu o teori¢ nieliniowg zagadnienie
statecznosci powloki stozkowej o brzegach utwierdzonych pod dzialaniem
ciénienia zewnegtrznego, réwnomiernie rozlozonego na pobocznicy. Autor
zastosowal metode maltego parametru do rozwigzania nieliniowych réwnan
statecznos$ci. Podobny przypadek statecznosci w ujeciu geometrycznie nielinio-
wym zostal rozpatrzony przez R. K. RiajameTA [5.8]. Doszedt on do wniosku,
ze w przypadku ci$nienia zewnetrznego réznica miedzy gérnym a dolnym
ciénieniern krytycznym jest znacznie mniejsza niz w przypadku $ciskania
osiowego. Ten sam autor -rozpatrzyl réwniez ogdlny przypadek zachowania
si¢ stozkowych powlok kolistych w stanie pozakrytycznym [5.9]. Statecz-
no$¢ powloki stozkowej pelnej pod dzialaniem ci$nienia hydrostatycznego
réwnomiernie roztozonego na pobocznicy rozpatrzyt w ujeciu liniowym I. I. Tra-
piEzIN [5.10]. Ten sam autor okreslil na drodze do$wiadczalnej wielkosci
ci$nier krytycznych dla powlok stozkowych pelnych przy réznych wartosciach
ich parametréw geometrycznych [5.11].

L. M. Bunicz, O. M. PaLij i 1. A. PrskowITINA [5.12] rozwigzali w oparciu
o teorie klasyczng za pomocs metody Ritza zagadnienie statecznosci gladkiej
i wzmocnionej zebrami powloki w ksztalcie stozka scigtego pod dzialaniem
réwnomiernego cisnienia zewnetrznego. Ten sam problem zostal réwniez
rozwigzany w pracach [5.13-5.16]. Oryginalng metod¢ asymptotycznego
calkowania ogdlnych réwnan réwnowagi powloki stozkowej przedstawiono
w pracy [5.17]. Niestety do chwili obecnej nie rozwigzano w oparciu o teori¢
nieliniowg problemu statecznosci stozkowej powtloki kolistej przy obcigzeniu
zloZonym.

Duzg serie badand nad statecznoécig powlok stozkowych ze stopédw aluminium
przeprowadzit W. D. Jorpan [5.18]. W oparciu o wyniki swych do$wiadczen
ustalit on pewng formule empiryczng na wartodci obcigzeni krytycznych, ktéra
wykorzystywana jest z powodzeniem przy projektowaniu i konstruowaniu
powlok stozkowych.
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6. Stateczno§¢ powlok wzmocnionych i anizotropowych

Jednym z zagadnieni o bardzo duzym znaczeniu praktycznym jest przypadek
tzw. «ogdlnej utraty statecznosci» powlok wzmocnionych Zebrami, czyli przy-
padek gdy powloka i zebra usztywniajgce traca stateczno$¢ jednoczednie.
Problem ten dla walcowych powlok kolistych wzmocnionych zebrami pierscie-
niowymi i poddanych dziatlaniu zewnetrznego cisnienia hydrostatycznego
zostal po raz pierwszy rozwigzany w serii trzech prac V. L. SALERNO i B. LEVINE'A
[6.1-6.3]. W oparciu o teori¢ klasyczna obliczyli oni warto$é gérnego ciénienia
krytycznego przy ograniczajacym jednakze zaloZeniu, Ze piercienie usztyw-
niajagce muszg mieé przekroje otwarte (szczegélowo zanalizowano przekrd;
dwuteowy). To samo zagadnienie podjeli nastgpnie H. A. Arrutow [6.4]
i S. Kenprick [6.5] ograniczajac sig do przypadku obcigzenia powloki réwno-
miernym ci$nieniem poprzecznym oraz opierajgc si¢ przy okreslaniu ciénienia
krytycznego réwniez na teorii liniowej. Wartosci ciénien krytycznych wyznaczo-
ne w tej ostatnie] pracy odchylajg si¢ mniej niz o 209% od wynikéw starannie
przeprowadzonych badan eksperymentalnych w David Taylor Model Basin.
Nalezy jednakze zauwazy¢, Ze warunki brzegowe przyjete w pracy [6.5] nie
odpowiadajg sposobowi podparcia powlok w tych badaniach doswiadczalnych.
Jezeli teorie klasyczng zastosowal do warunkéw brzegowych zrealizowanych
we wspomnianych do$wiadczeniach, to okazuje sig, Ze otrzymane teore-
tycznie wartosci cignied krytycznych przekraczajg o 709, wartoéci do§wiadczalne.
Pewnym uogdlnieniem prac [6.1-6.5] jest praca W. A. NasHa [6.6], w ktérej
autor w przeciwienstwie do swych poprzednikéw: 1) przyjmuje funkcje prze-
mieszczen u(x, y), v(x, y) 1 w(x, y) w oparciu o rzeczywisty ksztalt powierzchni
$rodkowej przy utracie statecznodci; 2) wyprowadza nowy, bardziej ogdlny
wzOr na prace sit zewnetrznych; 3) rozpatruje ogdlniejszy przypadek dziatania
ci$énienia hydrostatycznego w kierunku radialnym i osiowym oraz 4) zaklada
dowolny przekréj i ograniczong sztywno$é pierécieni wzmacniajacych.

Teoria liniowa zostala ponadto zastosowana przez K.D. Turgina [6.7]
do analizy statecznosci dlugiej wzmocnionej walcowej powloki kolistej poddane;j
dzialaniu $ciskania osiowego 1 czystego zginania przez S.R. BopbnNErRa [6.8]
do badania ogélnej niestatecznosci walcowych powlok kolistych, usztywnio-
nych zebrami pierécieniowymi, wywotlanej ci$nieniem hydrostatycznym, wresz-
cie przez I. Jao. AMIRo [6.9] do analizy podluznie i poprzecznie zebrowanej
powloki walcowej przy $ciskaniu osiowym. Ogélna utrata statecznosci walco-
wych powlok kolistych wzmocnionych pierscieniami i poddanych dziataniu
ci$nienia osiowego zostala zbadana eksperymentalnie na modelach z mas plas-
tycznych przez J. C. Mc Cova [6.10]. Badania te wykazuja, ze decydujacym
parametrem usztywnienia powloki jest sztywnos$¢ skrecania pierécieni usztyw-
niajacych. P. SEDE [6.11] zastosowal teori¢ klasyczng do analizy statecznosci
sprezystej walcowych powlok kolistych wzmocnionych réwno oddalonymi zebrami
podluznymi i $ciskanych osiowo. Rezultaty tej analizy sq3 w zadowalajacej
zgodno$ci z wynikami serii do$wiadczen, przeprowadzonych przez H.T.
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PonsroRDA [6.12] przy zalozeniu, ze R/h < 335. Wykazuja one ponadto, ze
przy okreslonych parametrach geometrycznych powloki obecno$é zeber pod-
tuznych nie zwigksza wartosci ciénienia krytycznego w poréwnaniu z powlokami
nieusztywnionymi. Cenne badania modelowe nad wzmocnionymi powlokami
walcowymi opisane sg w pracy [6.13].

Duza seria badan do$wiadczalnych nad powlokami kulistymi o duzej krzy-
wiznie, wzmocnionych Zebrami promieniowymi i pierscieniowymi i obcig-
zonych réwnomiernie rozlozonym ciénieniem zewnetrznym, zostala przepro-
wadzona przez K. KroppELA i O. JunGBLUTHA [6.14]. Wreszcie H. EBNER
[6.15] w oparciu o teorig¢ klasyczng wyjasnil zachowanie sie tych modeli, ktére
wybaczaja si¢ osiowo—symetrycznie. Jednakze pewna liczba modeli odksztal-
cila si¢ asymetrycznie, przy czym utrata statecznosci nastagpila tylko w poblizu
brzegow.

Wszystkie cytowane wyzej prace teoretyczne byly oparte na teorii klasyczne;j.
Dopiero w ostatnich latach uczonym radzieckim wudalo sie 2z powodze-
niem zastosowaé teori¢ nieliniows rdwniez i do analizy statecznodci powlok
wzmocnionych.

'O. I. TiEriEBUSZKO [6.16] rozwigzal w oparciu o teori¢ nieliniows zagadnienie
utraty og6lnej statecznosci $ciskanej osiowo zamknigtej powloki walcowej wzmoc-
nionej Zebrami podtuznymi i poprzecznymi. Przeprowadzil on ponadto cickawsa
analiz¢ wspdlpracy powloki z Zebrami. Ten sam autor rozwigzal réwniez na
podstawie teorii nieliniowej problem statecznosci zamknigtej walcowej powtoki
kolistej, $ciskanej.osiowo i usztywnionej zebrami podluznymi i pier§cieniowymi
podajac w zakoriczeniu pracy cenne wytyczne dla projektowania takich powlok
[6.17].

A. B. Korpaszenko [6.18] rozwiazal w oparciu o teorie nieliniowg problem
stateczno$ci powloki o podwdjnej krzywiznie, wzmocnionej zebrami.

Jezeli Zebra podluzne i poprzeczne wzmacniajgce powloke rozlozone sg
bardzo «gesto», to powloke mozina uwazaé w przyblizeniu za ortotropows.
W konsekwencji tego wyniki prac, traktujgcych o statecznosci powlok ortotro-
powych, mozna przenieé¢ na powloki wzmocnione. A oto zestawienie najwazniej-
szych prac z tej dziedziny w ujeciu geometrycznie liniowym.

1. 5. N. Kukupzanow [6.19] rozwiazal zagadnienie statecznodci ortotro-
powej walcowej powloki kolistej poddanej dzialaniu ciénienia zewnetrznego
poprzecznego i rozciggania osiowego oraz skrecania wraz z osiowym rozcigga-
niem.

2. W.M. Dariewskyy i S.N. KukupzaNnow [6.20] rozwigzali problem
statecznosci ortotropowej walcowej powloki kolistej przy skrecaniu i ci$nieniu
zeantrzr;ym poprzecznym,

Podobne zagadnienie rozpatrzy! réwniez W.W. Serpmukow [6.21].

3. E.I. GriGOLUK [6.22] zbadal stateczno$é ortotropowych i wielowarstwo-
wych powlok walcowych i stozkowych poddanych dziataniu $ciskania osiowego
1 zewnetrznego ciénienia normalnego.
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Pierwszym uczonym i jedynym do chwili obecnej, ktéry rozwigzal zagadnie-
nie statecznosci powlok ortotropowych w ujeciu geometrycznie nieliniowym,
jest O. N. LeNko. W pracy [6.23] okredlit on metoda Ritza wartoé¢ dolnego
cisnienia krytycznego dla ortotropowej walcowej tupiny kolistej $ciskanej
osiowo, w pracy za$ [6.24] rozwigzal zagadnienie ortotropowej walcowej powtoki
kolistej, poddanej dzialaniu $ciskania osiowego i zewnegtrznego ci$nienia normal-
nego do powierzchni $rodkowe;.

7. Statecznosé statyczna powlok dwu- i tréjwarstwowych

7 uwagi na bardzo obszerna, cytowang w p. 1 prace przegladowa %. M. Kur-
szina o statecznodci powlok tréjwarstwowych, ograniczymy si¢ ponizej do
zwigzlego omdwienia jedynie najwazniejszych publikacji traktujgcych o tym
zagadnieniu.

Podobnie jak stateczno$é dynamiczna zagadnienie statecznosci statycznej
powlok wielowarstwowych przyciggnelo uwage badaczy stosunkowo niedawno.
W dotychczas opublikowanych pracach autorzy ograniczajg si¢ do analizy sta-
tecznoéci jedynie powlok dwu-lub tréjwarstwowych zakladajgc, ze grubosé
kazdej warstwy jest stala oraz Ze warstwy nie mogg si¢ Slizga¢ po sobie wzdiuz
powierzchni ich styku.

Pierwszym, ktéry przeprowadzil badania statecznosci dwuwarstwowych
powlok walcowych 1 stozkowych, obcigzonych réwnomiernie roztozonym
ci$nieniem zewnetrznym, byt E.I. Gricorvk [7.1-7.2]. W oparciu o teorig
nieliniowg obliczyl on wartoéci cidnied krytycznych przyjmujac jako powierzchnig
odniesienia powierzchnie styku obu warstw. Rewizja tych analiz, w ktérej
powierzchni¢ odniesienia okre§lono przez przyréwnanie do zera momentu
pierwszego stopnia moduléw Younga materialéw obu warstw, zostala przed-
stawiona przez P. P RADKOWSKIEGO [7.3-7.4]. Dla obliczenia cisnieri krytycz-
nych zastosowal on metodg¢ Ritza opierajac sie jednak na teorii klasycznej.
Niestety, do chwili obecnej nie przeprowadzono powazniejszych badani doswiad-
czalnych nad statecznosciz powlok dwuwarstwowych. We wstepie do niniejszej
pracy nadmieniono, Ze w przypadku jednowarstwowych, jednorodnych i izo-
tropowych powlok teoria klasyczna daje wartoéci obcigzed krytycznych na ogét
wyzsze niZz otrzymane z doswiadczeri. Tymczasem w przypadku tréjwarstwo-
wych powlok walcowych kolistych z rdzeniami o malym module Kirchhoffa
teoria klasyczna przewiduje wartodci ci$nied krytycznych niemal zupelnie
dokladnie. Badania teoretyczne nad statecznodcig powlok tréjwarstwowych
zapoczgtkowala seria prac opublikowanych przez C. T. WaNGa i wspélpracow-
nikéw [7.5-7.9], w ktérych rozwigzano problemy statecznosci takich powlok
przy $ciskaniu osiowym, skrecaniu, zginaniu i réwnoczesnym zginaniu i $ciska-
niu osiowym. W pracy [7.10] C. T. Wang i D. F. SaNTO rozwigzali problem
sprezystej statecznodel tréjwarstwowej walcowej powloki kolistej przy réwno-
czesnym dzialaniu $ciskania osiowego, skrecania i zginania. Zastosowali oni



PRZEGLAD NOWSZYCH PRAC Z DZIEDZINY STATECZNOSCI POWLOK 49

metode Bubnowa-Galerkina, wychodzac z uogdlnionego réwnania rézniczko-
wego dsmego rzedu, wyprowadzonego przez L. H. DonNeLLa [7.11]. Stwier-
dzili oni, ze np. dla przypadku $ciskania osiowego ci$nienie krytyczne nie
zalezy od dlugosci fali i wyraza si¢ wzorem

h4-t
o= BHIC:

y

gdzie A oznacza grubo$é rdzenia, ¢ grubo$é okladzin, G, modul Kirchhoffa
dla rdzenia.

Wyniki badan do$wiadczalnych tych autoréw nad statecznoscig powlok
tréjwarstwowych o okladzinach ze stopéw a'uminium i rdzeniach z porowatej
acetylocelulozy potwierdzajg stuszno$¢ podanego wyzej wzoru. W przypadku
obcigzen zlozonych autorzy sporzadzili szereg krzywych we wspélrzednych
bezwymiarowych, z ktérych mozna odczytaé wartoéci obcigzed krytycznych.
W Forest Products Laboratory przeprowadzono doéwiadczalne badania sta-
tecznoéci powlok tréjwarstwowych o okladzinach ortotropowych. Potwierdzily
one analizy teoretyczne wykonane w oparciu o teori¢ nieliniowg dla $ciskania
osiowego [7.12], a w oparciu o teori¢ klasyczna dla przypadku skrecania [7.13]
i réwnomiernie rozlozonego poprzecznego ci$nienia zewnetrznego [7.14].
W pracy [7.15] S.Y. Lu i W. A. NasH rozwiazali na bazie teorii nieliniowej
zagadnienie statecznosci cienkie] powloki walcowej wzmocnionej migkkim
sprezystym rdzeniem, poddanej dziataniu $ciskania osiowego i zginania. Proble-
my stateczno$ci powlok tréjwarstwowych w ujeciu linjowym i nieliniowym
rozwigzane zostaly réwniez w pracach [7.16-7.24].

8. Stateczno$¢ statyczna powlok w zakresie spreZysto—plastycznym

Jakkolwiek dziedzine niesprezystego wyboczenia powlok mozna by uznaé
za stosunkowo mtods, to jednak juz w chwili obecnej obejmuje ona kilkadziesigt
prac. Szczegélowe omdwienie prac opublikowanych do roku 1957 mozna
znalez¢ w rozprawie E.I. GricorLura [8.1], w zwigzku z czym o badaniach
z tego okresu podamy jedynie krétkie wzmianki.

Autorem pierwsze] pracy dotyczacej niesprezystego wyboczenia powlok
(1928 r.) byt J. GeckeLER [8.2]. Badal on $ciskane powloki walcowe. Podobne
problemy rozwazal nieco pézniej W. Kaurmann [8.3, 8.4]. Fundamentalnymi
dla rozwoju teorii statecznoéci powlok w zakresie spreiysto—plastycznym byly
prace A. A. ILiuszina [8.5] i P. P. BijLaarpa [8.6]. Opierajg sie one na teorii
matych odksztalced sprezysto-plastycznych Hencky’ego-Iliuszina. Jakkolwiek
na og6! uwaza sie, ze teoria plyniecia plastycznego Prandtla—Reussa w ogdlnym
przypadku lepiej odpowiada zachowaniu si¢ materialéw konstrukeyjnych,
to jednak przy analizie statecznosci plyt i powlok wielu badaczy stwierdzilo
lepszg zgodnoéé z doswiadczeniami teorii odksztalceniowej niz teorii plyniecia
plastycznego. Niektérzy autorzy (zwlaszcza E.I. GRIGOLUK) rozwigzywali

4 Mechanika Teoretyczna 1 Stosowana
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badane zagadnienia réwnolegle w oparciu o obie teorie nie tylko dla uzyskania
szerszego pogladu na dane zagadnienie, lecz réwniez w celu dostarczenia da-
nych poréwnawczych eksperymentatorom.

Autorem najwiekszej liczby prac z dziedziny niesprezystego wyboczenia
powlok jest E. I. GRIGOLUK. Z jego badainl o charakterze ogélnym wymienimy —
opr6cz wspomnianej juz pracy [8.1] — prace [8.7], ktéra w oparciu o teorie
Prandtla—Reussa analizuje stateczno$é powloki kolistej i walcowej w kilku
najwazniejszych przypadkach, dalej prace [8.8] poswigecong wyprowadzeniu
ogblnych réwnan dla powlok obrotowych w oparciu o obie teorie oraz [8.9]
poruszajgca problem wplywu S$cisliwodci materialu 'na obcigzenie krytyczne
powlok. Ta ostatnia praca poddaje krytyce metode uwzgledniania $cisliwosei
materiatu, zaproponowang przez G. Gerarpa [8.10, 8.11]. Problem skoriczo-
nych ugigé sprezysto—plastycznych po sprezystym wyboczeniu powlok sformu-
lJowal M. F. Jerszow [8.12].

Duig iloéé prac poswigcono powlokom walcowym przy réznych przypadkach
obcigzenia. Wspomniane juz prace W. Kavrmanna [8.3, 8.4] rozwingli
H. NeuBer i G. LANDGRAF [8.13]. Przypadek osiowego $ciskania badali metody
energetyczng A. PucgsLey i M. Macavray [8.14] oraz W. G. ZUBCZANINOW
[8.15], a w ujeciu nieliniowym L. H. N. Lzt [8.16], ktéry rozwigzal problem
w oparciu o obie teorie plastycznosci oraz uzyskal potwierdzenie dodwiadczalne
teorii plyniecia plastycznego. Przypadek cisnienia radialnego lub wszech-
‘stronnego badali N. 8. Ganijew [8.17, 8.18], E.I. Gricorux [8.19] przy
uwzglednieniu Scisliwosci materialu oraz M. E. LuNcaIck [8.20] przy uwzgled-
nieniu uzebrowania. Przypadek skrecania badali w ujeciu nieliniowym L. H. LeE
i C.S. Apes [8.21]. Prace G. GErarpa [8.22], S. RADHAKRISHNANA [8.23,
8.24]1 E. L GRIGOLUKA [8.25] obejmuja przypadki $ciskania osxowego radial-
nego i skregcania oraz przypadki obcigzed zlozonych.

Stateczno$é powlok stozkowych o zmiennej grubosci w zakresie sprezysto-
plastycznym badal A. W. Saczenkow [8.26] stosujac metode Bubnowa-Galer-
kina. _

Sporo uwagi pos$wigcono réwniez sprezysto—plastycznej statecznosci powlok
wielowarstwowych. Ogodlne réwnania dla powlok tréjwarstwowych (sandwiczo-
wych) o dowolnym ksztalcie sformulowal E.I. Gricoruk w pracach [8.27
i 8.28], a dla powlok bimetalicznych w pracy [8.29] w oparciu o obie teorie
plastycznosci. Statecznodci wielowarstwowych powlok walcowych podwie-
cone sg prace N.S. Ganyewa [8.30] (réwnomierne ciénienie zewnetrzne),
L. M. KursziNa [8.31] oraz W. I. KoroLEwa, I. G. SmirnOowA i R. P. StoMmY
[8.32] (4ciskanie osiowe).

Ogélnie biorac nalezy podkreslié, ze jakkolwiek przy anahzxe statecznosci
powlok obcigzenie elementu odbiega zazwyczaj znacznie od obcigzenia prostego
i nalezatoby spodziewal si¢ lepszej zgodnodci z doéwiadczeniami wynikéw
otrzymanych na podstawie teorii Prandtla~Reussa niz Hencky’ego-Iliuszina,
to jednak wigkszo$é dotychezasowych wynikéw doswiadczalnych potwierdza



PRZEGLAD NOWSZYCH PRAC Z DZIEDZINY STATECZNOSCI POWLOK 51

raczej te ostatnig. Problem ten niewstpliwie wymaga jeszcze ostatecznego
wyjasnienia.

9. Statecznosé termiczna i wyboczenie pelzajace powlok

Stosunkowo niedawno opublikowane prace umozliwily obliczenie maksy-
malnej temperatury, do ktérej mozna podgrzaé walcowa powloke kolistg,
zanim nastgpi utrata statecznosci termicznej przy zaloZeniu, ze temperatura
zmienia si¢ tylko w kierunku obwodowym. S.Y. Lu wykazat [9.1], ze decydu-
jacym czynnikiem w tym przypadku jest obwodowy gradient temperatury.
Stwierdzil on jednoczedénie, Ze maksymalna temperatura nie jest jedynym
kryterium stateczno$ci termicznej. Cytowana praca oparta jest na uogdlnieniu
liniowego réwnania rézniczkowego 8 rzedu wyprowadzonego przez L. H. DoN-
NELLA, przy czym Lu do rozwiazania postawionego problemu stosuje metode
Bubnowa—Galerkina. Jednoczed$nie Lu przeprowadzit seri¢ doswiadczen z powlo-
kami mosieznymi, poddanymi dzialaniu zmiennej wzdluz obwodu temperatury
i stwierdzil, ze wyniki pokrywaja si¢ niemal dokladnie z rezultatami jego
analizy teoretycznej dla powlok, w ktérych R/k > 500. Pewnsg modyfikacje
pracy Lu, prowadzaca w przyblizeniu do tych samych wynikéw, przedstawili
D. ABiri S. V. Narpo [9.2]. Nastepnie ABIR i inni [9.3] rozpatrywali statecz-
no$é¢ termiczng powlok stozkowych gladkich i usztywnionych Zebrami. Te
ostatnie byly podgrzewane réwnomiernie, przy czym stwierdzono, Ze czas, po
uplywie ktérego nastgpuje utrata statecznosci, jest dluzszy. niz to przewiduje
teoria klasyczna.

Cytowani autorzy wykazali nastepnie, Ze istnieje bardzo male prawdopodo-
bieristwo utraty statecznosdci termicznej przez nieusztywniona powloke stozko-
wsg, podgrzewana osiowo—symetrycznie przy zaloZeniu, Ze temperatura zmie-
nia sie tylko w kierunku osiowym.

Zagadnienie stateczno$ci termicznej ptyt i matowyniostych powlok w ponad-
dZwieckowym strumieniu gazu zostalo rozwigzane (w ujeciu liniowym i nie-
liniowym) przez W. W. BoroTiNa [9.4]. Statecznosé termiczng tréjwarstwowej
walcowej powloki kolistej rozpatrzono w ujeciu liniowym w pracy [9.5].
Wreszcie J. SINGER [9.6] rozwigzal problem termicznej statecznosci dla stozko-
wej powloki kolistej przy zalozeniu osiowo-symetrycznego pola temperatur.

Jednym z bardzo waznych zagadnien zwiazanych z wplywem temperatury
na zachowanie sie réznych elementéw konstrukcyjnych jest wyboczenie pel-
zajgce. Problem ten mozna réwniez traktowaé odrebnie, poniewaz np. przy

réwnomiernym nagrzaniu wplyw temperatury uwidacznia si¢ tylko poprzez .

zmiane stalych materiatowych (zmniejszenie moduldw pelzania). Z uwagi
na duze trudnodci matematyczne zwigzane z analizg izotropowej walcowe]
powloki kolistej, narazonej na zginanie, udalo si¢ rozwigzaé jedynie problem
wyboczenia pelzajacego dla tréjwarstwowej powloki walcowej w przypadku,
gdy warstwy zewnetrzne poddane sg dzialaniu obcigzenia normalnego, warstwa
wewnetrzna za$ pracuje na $cinanie. Jezeli zastosowa¢ kubiczne prawo pelzania,

4+
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to mozna wyprowadzié rdwnanie, opisujace zmiang ksztattu przekroju poprzecz-
nego w czasie dlugiej walcowej powloki kolistej, poddanej dziataniu réwno-
miernego zewnetrznego ci$nienia poprzecznego. W pracy [9.7] N.J. Horr,
W.E. Jansman i W. NacHBAR przedstawili pelne rozwigzanie podobnego
problemu otrzymujac ponadto zalezno$¢ miedzy czasem krytycznym a amplitudg
poczatkowych ugieé. Praca E. SunpstroMA [9.8] uwzglednia obok ci$nienia
poprzecznego réwniez 1 $ciskanie osiowe, jednakie rozwigzanie otrzymano
w formie uwiklanej. Model powloki tréjwarstwowej lacznie z prawem dwu-
osiowego pelzania zostal niedawno wykorzystany przez F. W. FrReNcHA i S. A.
PaTeLa [9.9] dla analizy osiowo-symetrycznego wyboczenia pelzajacego walco-
wej powtoki kolistej, $ciskanej osiowo. W wyniku badad doswiadczalnych
przeprowadzonych przez E. E. MaTHAUSERA i A. Berkowirsa [9.10] autorzy
ci podali pdlempiryczng metode analizy wyboczenia pelzajagcego walcowych
powlok kolistych, narazonych na czyste zginanie. W pracy [9.11] przedstawiono
rozwigzania pewnych probleméw wyboczenia pelzajacego powlok (oraz plyt)
dciskanych osiowo. G. Lianis [9.12] w oparciu o twierdzenie wariacyjne
Sandersa rozwiazal zagadnienie wyboczenia pelzajgcego otwartych rur cienko-
§ciennych przy skrecaniu. zakladajac nieograniczony wzrost kata skrecania.
Analiza wyboczenia pelzajacego diugich walcowych powlok kolistych pod
dzialaniem wysokiej temperatury i ciénienia zewnetrznego byfa przedmiotem
pracy [9.13]. Ogélne réwnanie wariacyjne dla statecznodci przy pelzaniu powlok
(i ptyt) w oparciu o teorie nieliniowa wyprowadzil I. G. Tierizcurow [9.14].
W pracy - [9.15] fozwigzano zagadnienie utraty stateczno$ci matowynioslej
powloki kulistej z materiatu lepkosprezystego (ujecie nieliniowe).

10. Stateczno$¢ dynamiczna powlok

Zagadnienie utraty statecznosci powlok, poddanych dzialaniu obcigzen
dynamicznych, wzbudzito zainteresowanie dopiero w ostatnich latach. Nalezy
do niego sprawa statecznosci powlok, poddanych dzialaniu obcigzenia uda-
rowego oraz problem statecznosci drgari, wywolanych obcigzeniem okresowo
zmiennym.

W serii badan do$wiadczalnych opisanych w pracy [10.1] nieusztywnione
powloki aluminiowe poddano obciazeniom dynamicznym w procesie ude-zenia .
w kierunku osiowym masg o duzej predkosci poczatkowej. Badania te wykazaly,
ze charakter utraty stateczno$ci jest tutaj nieco odmienny niz w przypadku
obcigzen statycznych, mianowicie ze powierzchnia §rodkowa powloki po utra-
cie statecznosci posiada wprawdzie wybrzuszenia w ksztalcie rombowym
(jak w przypadku statecznodci statycznej), jednakze rozciagaja si¢ one réwno-
miernie na caly powierzchni¢ powloki, przy czym dlugoéci wybrzuszed maleja
wraz ze wzrostem predkosei uderzenia. Ponadto energia pochlonieta w przypadku
wyboczenia dynamicznego jest wigksza niz w przypadku wyboczenia statycz-
nego. .
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Pierwsze badania teoretyczne nad statecznosciag dynamiczna powlok zaréwno
walcowych jak i kulistych przeprowadzit W. W. Bororin [10.2 i 10.9]. Za-
stosowal on teorie¢ klasyczng do okredlenia dynamicznych obcigzeni krytycznych
dla $ciskanej osiowo powloki walcowej i dla powloki kulistej, poddanej dzia-
faniu réwnomiernie rozlozonego okresowo zmiennego ciénienia radialnego.
Dopiero stosunkowo niedawno W.ZL. Acamirow 1 A.S. Wormir [10.3]
rozszerzyli 1 uzupetnili te badania stosujac teori¢ nieliniowa. Wormir [10.4]
rozwigzal ponadto, réwniez w oparciu o teori¢ nieliniowa, problem statecznosci
dynamicznej malowyniostej tupiny walcowe] poddanej dziataniu ciénienia
0slowego.

Nowoczesne ujecie niektérych zagadnieni statecznoséci powlok sprezystych,
poddanych dziataniu obcigzenn dynamicznych, w oparciu o teori¢ nieliniowsa
przy zastosowaniu metody Bubnowa-Galerkina i maszyn matematycznych
przedstawione zostalo w pracy [10.5].

J. C. Yao [10.5] rozwigzal problem statecznosci dynamicznej dla walcowej
powloki kolistej poddanej ci$nieniu poprzecznemu. Zagadnieniu statecznosci
dynamicznej walcowej powloki kolistej znajdujacej sie pod dzialaniem obcig-
zenia ruchomego (rozwigzanie oparte jest na teorii klasycznej) poswigcona
jest praca [10.7]. Wreszcie W. W. BororTin [10.8] rozwigzal zagadnienie
nieustalonego flatteru malowyniostych powlok (i plyt) w strumieniu gazu.
Monografia [10.10] omawia réwniez literatur¢ zagadnienia. Niestety, do chwili
obecnej brak jest dostatecznej liczby badari do$wiadczalnych, aby potwierdzié
stusznosé tej czy innej teorii przyjetej] w wyzej cytowanych pracach.

11. Statystyczne ujecie teorii statecznosci powlok

Przed kilku laty w Zwigzku Radzieckim powstal nowy kierunek w teorii
statecznodci powlok, zwigzany z zastosowaniem metod statystycznych. Pionie-
rem na tym polu byt W. M. Bororin [11.1], ktéry badal wplyw «wstepnych
niedoskonalodci» ksztaltu na stateczno$é powlok rzeczywistych. Idea prze-
wodnia jego pracy jest nastepujaca. Przemieszczenia punktéw powierzchni
érodkowej powlok okresla si¢ za pomoca niewielkiej liczby niezaleznych para-
metréw, przy czym poczatkowe wartosci tych parametréw przyjmuje si¢ jako
wielkodci losowe. Zakladajac, ze znana jest postaé funkcji rozkladu dla tych
wielkodci oraz zalezno$¢ od nich gérnego obcigienia krytycznego, mozna
okresli¢ prawo rozkiadu prawdopodobienstwa dla samego obciazenia krytycznego.
BoroTIN rozpatrzyt konkretny przyklad statecznosci tupiny walcowej $ciskanej
wzdluz tworzacych. Sclarakteryzowal on «wstepne ugiecie» tupiny jednym
parametrem (ugi¢ciem $rodka lupiny), po czym przyjawszy dla tego parametru
normalne prawo rozkladu znalazt funkcje rozktadu dla gérnego cidnienia kry-
tycznego. Mozna réwniez, w ogdlniejszym przypadku, okredli¢ prawdopodo-
bieristwo wystapienia tzw. «stanu niebezpiecznego» lupiny, przy czym przez
to ostatnie rozumiemy albo utrate statecznosci tupin, albo wystapienie maksymal-
nych ugie¢ bez utraty statecznosci. Tym sposobem mozliwe jest uwzglednie-
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nie nie tylko wstepnych niedoskonalosci ksztattu, lecz réwniez i innych czyn-
nikéw, np. warunkdw brzegowych. I.I. Worowricz [11.2, 11.3], rozpatrzyl
inng strong tego problemu przyjawszy w charakterze wielkosci przypadkowe;j
obcigzenie, ktéremu powloka jako element konstrukcyjny poddana jest w okresie
eksploatacji. I w tym przypadku mozna rozwigzal zagadnienie prawdo-
podobiefistwa utraty statecznosci powloki. Cytowany badacz jest réwniez
autorem dwdch nastepnych prac, [11.4, 11.5], analizujacych niektdére inne
problemy nieliniowej teorii statystycznej wyboczenia powlok sprezystych.
Wreszcie w 1962 r. ukazaly si¢ trzy prace W. M. GONCzArENK1, [11.6-11.8],
ktére stanowig réwniez powazny przyczynek do teorii statystycznego ujecia
probleméw statecznosci powlok sprezystych.

12. Prace polskie

Literatura polska z dziedziny stateczno$ci powlok jest stosunkowo uboga.
Przewazajaca wigkszoéé opublikowanych dotychezas prac oparta jest na teorii
klasycznej. Oto najwazniejsze pozycje, oparte na teorii liniowej. A. Lisowskl
[12.1] zbadal metoda réinic skoriczonych wyboczenie kopul obrotowych
pod dzialaniem cigzaru wlasnego i parcia poziomego. S. WiSNirwskr [12.2]
rozwigzal zagadnienie dlugiej, izotropowej walcowej powloki kolistej poddanej
dziataniu $ciskania osiowego i skrgcania. W. Nowackr [12.3] rozpatrzyt problem
statecznoéci walcowej tupiny kolistej o brzegach swobodnie podpartych i utwier-
dzonych, poddanej dzialaniu $ciskania i §cinania. Ten sam autor wraz z Z. OLE-
SIAKIEM [12.4] zbadal stateczno$é walcowej powloki kolistej wzmocnionej
zebrami,

Z. ParszEWSKI [12.5, 12.6] rozwigzal wazne technicznie zagadnienie statecz-
nodci dla zamknigtej ortotropowej walcowej powtoki kolistej, o duzej i $redniej
dlugosci, w przypadku skrecania. Z. Nowak [12.7] okreslit wielko§é gérnego
ciénienia krytycznego dla powloki walcowej o przekroju owalnym, zblizonym
do kolowego, $ciskanej osiowo. M. Zyczxowskr [12.8] zastosowal metode
uogélnionych szeregédw potegowych do okreslenia ilosci péifal, odpowiadajgcych
minimum obcigzenia przy promieniowym §ciskaniu, a nastepnie okreslit mi-
nimalne ciénienie i podal wzory na konieczng grubo$é powltoki w tym przypadku.
J. Leyko [12.9] rozwigzal metodg Galerkina problem statecznosci $ciskanej
ortotropowej powloki stozkowej. K. Borsux [12.10] badal niesymetryczne
postacie wyboczenia powloki walcowej o zmiennej grubosci.

Pierwsza pracyg polsks, traktujaca o statecznoscei walcowych powlok kolistych
W ujeciu geometrycznie nieliniowym, jest praca S. WisNiEwskieco [12.11]
dotyczaca $ciskanej powloki stozkowej. Praca [12.12] podaje wyniki do$wiad-
czalnego sprawdzenia teorii. J. LEYko w pracy [12.13] rozwigzal zagadnienie
statecznosci walcowej lupiny kolistej o brzegach swobodnie podpartych, pod-
danej dzialaniu écinania i ci$nienia zewnetrznego. Autor przyjgl nastepujaca
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przyblizona posta¢ funkcji ugigcia przy utracie statecznosci

2mx sin 2my
a b
gdzie a, b oznaczaja wymiary powloki w kierunku tworzacej i obwodowym.
Do rozwigzania nieliniowych réwnan statecznoéci zastosowal on metode Bub-
nowa—Galerkina. To samo zagadnienie, ale przy uwzglednieniu «ugi¢é wstep-
nychy, rozwigzal, réwniez w ujgciu nieliniowym, A. Jarecxr [12.14].

Wyboczenie pelzajace tupiny walcowej badal Z. Bycuawski, [12.15]. Roz-
wigzal on w ujeciu liniowym i nieliniowym problem osiowo $ciskanej powloki
walcowe] przy zalozeniu, Ze przy utracie statecznodci tworzy sie tylko jedna
péifala zardéwno w kierunku osiowym, jak i obwodowym.

Podstawy teoretyczne i wyniki duzej serii badai modelowych nad statecz-
noscig powlok cienkosSciennych podat w pracach [12.16-12.18] A. LisowskI.

bl

w(x, y) =flsin%sin% + fpsin
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Peawme

OB30P HOBEHMIUINX PABOT TI0 VCTOMUUBOCTH TOHKOCTEHHLIX OBOJIOUEK

B paGoTe nposenera cucreMaTuxa M AaHO ofcyxeHue Gonee 200 nmyGnuiaImit U3 PasIHYHBIX
oSnacreit ycroluuBocTH oBonodek. Ocoboe BHUMAHUE YACNEHO 3HAJIN3Y YCToHUXBOCTH 0GOJIOUEK
B HEJHHEHHON NOCTAHOBKE M B II. 2 NPHBEAGHL! COOTBETCTBYIONIME OCHOBHBIE VPABHEHHSA,

B ocranpHBIX IyHKTax padoThl PaccMOTPEHBI CHEHYIOMiHe BONpOCLI: (3) — CTATMUECKAA
YCTOHUMBOCTE IMIHHAPHYECKHX 000JIOUEK B YIPYroi ofnacrtu, (4) — ycTOUMBOCTE ChHEPUUECKHX
oGosnouex, (5) — yCTORUMBOCTE KOHMUECKUX 000JI0UEK, (6) — YCTOMUHMBOCTE YCHIIEHHBIX H aHM30-
TPONHBIX 060N0YeK, (7) — YCTOWUMBOCTG ABYX~ H TPEXCIOMHBIX oGonouek, (8) — ycrofiumBocTs
06004ex B YIPYrOIIacTHUECKOH obracru, (9) — moTepA yCTOHWABOCTH OT H3MEHEHHA TeMIIepa-
TYPLI M YCTOIMHMBOCTE C yuerom monayuectd, (10) — muHamuyeckas ycroffamBocTs 0GO0JIOUEK,
(11) — craTrcTHYECKMil METON B TEOpHH YCTOWUMBOCTH 000JNIOYeK.

B nocnemuem myuxte (12) maeTca xpaTkmil 0630p nombexux paGoT o yCrofunBoCTH 0BONOUEK.,

Summary

RECENT ACHIEVEMENTS IN THE FIELD OF STABILITY
OF THIN-WALLED SHELLS

More than 200 publications on various problems of shell stability are discussed an systematized,
Particular attention is paid to the non-linear approach to the shell stability, and the corresponding
fundamental equations are given in Sec. 2.

The following problems are discussed in the subsequent sections of the paper: (3) — statical
stability of cylindrical shells; (4) — stability of spherical shells; (5) — stability of conical shells;

5 Mechanika Teoretyczna i Stosowana
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(6) — stability of reinforced and anisotropic shells; (7) — stability of layered shells; (8) — stability
of shells in plastic domain; (9) — thermal stability and creep buckling; (10) — dynamical sta-
bility of shells; (11) — statistical approach to the theory of stability of shells.

Sec. (12) contains a short review of Polish papers dealing with the problems of stability of shells.
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NAPREZENIA CIEPLNE W CIALACH LEPKOSPREZYSTYCH

ELI STERNBERG (PROVIDENCE)

1. Wstep

Wiele przyczyn technicznych zfozylo si¢ w ostatnich latach na wzrost zainte-
resowania zagadnieniami naprezen i odksztalcen w cialach lepkosprezystych.
Praca nasza, poswiecona wylgcznie cialom, ktére wykazujg przy warunkach
izotermicznych i dla odksztalcen infinitezymalnych wlasnosci liniowej lepko-
sprezystosci, ma stuzyé dwom zadaniom. Po pierwsze, zamierzamy podaé
w niej systematyczny przeglad ostatnich wynikéw w tej dziedzinie, a po
drugie — zapoznaé¢ Czytelnika z zagadnieniami szczegélowymi i z literaturg
przedmiotu.

Opracowanie nasze ogranicza sie giéwnie do analizy quasi-statycznych
napre¢zen cieplnych w cialach jednorodnych, izotropowych i wykazujacych
lepkosprezystoéé liniows. Zagadnienia dotyczace cial niejednorodnych i anizo-
tropowych, wplywu sit bezwladnosci i sprz¢zenia termo-mechanicznego s3
jedynie wymienione przy koricu pracy (p. 7).

W pierwszej czesci pracy (p. 2, 3 1 4) omawiamy teori¢ termo-lepkosprezystosci
przy zaloZeniu, ze mechaniczne wiasnoéci materialu nie zaleza od temperatury.
Poniewaz predkosé zachodzenia proceséw lepkosprezystych jest bardzo wrazliwa
na zmiany temperatury, zalozenie to jest dalekie od rzeczywistodci fizykalne;j.
Mimo to teoria materialdw o wlasnodciach niezaleznych od temperatury moze
by¢ uzyteczna jako wstep do bardziej realistycznego potraktowania zagadnie-
nia, tym bardziej ze przy tych zalozeniach otrzymano wiele rozwigzan szczegdl-
nych.

Nastepna czeéé pracy (p. 5 1 6) dotyczy cial lepkosprezystych o wlasnosciach
zaleznych od temperatury, przy czym szczegdlny nacisk polozono na teorig
materialéw o prostych wlasnosciach termo-reologicznych. Teoria ta opiera
si¢ na hipotezie, ze réwnomierna zmiana temperatury catego ciala wplywa
na zmiang¢ jego wlasnoéci mechanicznych powodujac tylko réwnomierne- znie-
ksztalcenie skali czasu. Nalezy zaznaczyé, ze szczuplo$¢ miejsca poswigconego
tu wplywowi wlasnosci mechanicznych zaleznych od temperatury nie oznacza,
ze wplyw ten ma niewielkie znaczenie, lecz ze zagadnienie jest bardziej zfoZone.

Mimo ze w naszych rozwazaniach duzo uwagi po$wigcamy zwigzkom réz-
niczkowym pomiedzy naprezeniami i odksztalceniami, stwierdzié nalezy, ze

b1
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ogdlniejsza od nich catkowa postaé tych zwigzkéw jest odpowiedniejsza w za-
stosowaniu do cial o ciaglym widmie czaséw relaksacji lub opdéZnienia.
Mozna to uzasadni¢ dobrze znanym faktem, ze modele skonczone, podlegajace
operatorowym prawom rozniczkowym (pomimo ich warto$ci poznawczej
i tradycyjnej popularnosci), nie dajg $cistej podstawy do opisania i przewidywan
zachowania sie rzeczywistego ciala lepkosprezystego w znacznym przedziale
czasu lub czestodci. Brak ten jest jeszcze bardziej widoczny dla modeli zaleznych
od temperatury.

Rozwazania nasze dotyczace teorii termo-lepkosprezystosci opierajg sie
w duzym stopniu na wynikach otrzymanych we wczeséniejszej pracy [1], do-
tyczacej teoril izotermicznej. W szczegdlnosci szerokie wykorzystanie wlasnodci
splotu Stieltjesa, o ktérych byla mowa w pracy [1], ulatwia operowanie funk-
cjami nieciaglymi w czasie. W pracy [1] podkresliliémy, ze algebra i rachunek
splotu stanowia najwlasciwsze narzedzie matematyczne w przypadku teorii
liniowej lepkosprezystosci. Natomiast nadmierne poleganie na transformacjach
calkowych powoduje czasami zaciemnienie odno$nych rozwazan.

Wydaje sig, Ze pewne podane w pracy wyniki teoretyczne, mimo Ze posiadajg
charakter elementarny, nie sg jeszcze znane. W tym sensie praca nasza ma
charakter pracy nie tylko przegladowe;j.

2. Mechaniczne wlasno§ci niezaleine od temperatury.
Sformulowanie zagadnienia brzegowego

W przypadku braku efektéw sprzezenia termo-mechanicznego podstawowy
uktad réwnan teorii pola, rzadzacych teorig quasi-statystycznych liniowych
cial lepkosprezystych, sprowadza si¢ do zlinearyzowanych zwiazkéw pomiedzy
odksztalceniami 1 przemieszczeniami, do naprezeniowych réwnan réwnowagi
1 do odpowiednich liniowych praw dziedziczenia. Odniesiemy nasz uklad
réwnani do kartezjafiskiego prostokgtnego uktadu wspélrzednych x; i zastosujemy
zwykla notacje wskaznikows L.

Niech (X, t), &;(X, ), 0;(x,t) beda wartoSciami sktadowych przemiesz-
czenia, infinitezymalnego odksztalcenia oraz naprezenia w punkcie o promieniu
wodzacym X w chwili 2. Wtedy swiqzki pomiedzy przemieszczeniami 1 odksztal-
ceniami przyjmuja postaé

1
(2.1) &y = —Z‘(u:,j +u;0),

natomiast réwnania réwnowagi majg postaé nastepujacy:
(2.2) 0y, +Fi=0, o;=o0y,

przy czym F; sg skladowymi sit masowych.

1 O ile nie bedzie to osobno zaznaczone, wskazniki lacinskie bedg przybieraé wartosci 1, 2 i 3;
stosujemy konwencj¢ sumacyjna wzgledem powtarzajacych sie indekséw, a przecinek poprzedza-
jacy indeks oznacza rdéiniczkowanie czastkowe wzgledem odpowiedniej wspélrzgdnej ukladu
kartezjanskiego.
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W celu uproszczenia réwnan stanu lepkosprezystych cial izotropowych
wprowadzimy skladowe dewiatora odksztalcenia i naprezenia

1

Gij = &y — 7 ‘Sij Ekro

(2.3) 1

Sij = Uu—g‘ﬁuokk >

gdzie d;; jest symbolem Kroneckera. Nastepnie przez T(x, #) oznaczymy lokalng
chwilowg temperature, a przez T, dowolnie przyjeta temperatura odniesienia.
Funkcje @ zdefiniowana zwiazkiem

(2.4) 0 =T—T,,

bedziemy nazywali historia pola temperatury. Wreszcie przez a oznaczymy
wspotezynnik rozszerzalnodci cieplnej zakladajac, Ze jest on staly. Jezeli @ bedzie
funkcjg temperatury, to wszystkie poprzednie rozwazania ulegng zupelnie
elementarnemu uogélnieniu: nalezy wtedy po prostu a zastapié przez o, =
a(Ty), a zwiazek (2.4) przez zalezno$é

T
(2.5) O ty=— [ o(1")dT".
a g,
Odpowiednie liniowe, izotropowe zwigzki dziedziczenia pomiedzy odksztat-
ceniami i naprezeniami w postaci calkowego prawa relaksacji przybiora nastgpu-
jaca postaé:

(2-6) Sij=eij*dG1, Gkk=(ekk——3a@) *ng-

Tutaj G; 1 G, oznaczajg odpowiednie moduly relaksacji dla $ciskania izotro-
powego. Moduly te sg obecnie wylgcznie funkcjami czasu, poniewaz ograni-
czamy si¢ do cial jednorodnych i zakladamy, ze wtasnosci mechaniczne ma-
terialu nie zalezg od temperatury.

Zapisujgc zwiazki (2.6) zastosowaliémy skrécony zapis splotu Stieltjesa,
wprowadzony uprzednio w pracy [1] w zwigzku z teorig izotermiczng. A wigc
jezeli f i g s3 funkcjami polozenia i czasu, to w == f * dg bedzie funkcja zdefi-
niowang przez calke Stieltjesa

@.7) w(x, )= [frdglx, )= [ f(x, t—1)dg(x, )

V=—o
pod warunkiem, ze calka ta ma sens.

Zauwazmy, ze zgodnie ze zwigzkami (2.6) tensor naprezenia w kazdej usta-
lonej chwili jest liniowym, cigglym i izotropowym funkcjonatem calej poprze-
dzajacej lokalnej historii temperatury i odksztalcenia; co wigcej, odwzorowanie
historli temperatury i odksztalcenia na stowarzyszona histori¢ naprezenia
jest niezmiennikiem wzgledem przesunigcia skali czasu oraz posiada te wtasnosé,
ze naprezenia spowodowane swobodnym rozszerzeniem termicznym znikajg
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tozsamosciowo. Mozna wykazaé? (przy odpowiednich zatozeniach o regular-
nosci), ze (2.6) jest najogélniejszym zwigzkiem pomigdzy odksztalceniami
i naprezeniami spelniajgcymi powyzsze wymagania.

Réwnania pola (2.1),(2.2) i (2.6) muszg by¢ spelnione w czaso-przestrzeni®
R X (— o0, o), to znaczy dla wszystkich (x, ¢) takich, Ze X nalezy do otwartego
obszaru R wypelniajacego wnetrze ciata, a ¢ lezy w przedziale (— co, o).
Bez zasadniczego zmniejszenia ogdlno$ci mozemy na powyZsze réwnania
pola nalozyé warunek, aby cialo znajdowalo si¢ pierwotnie w stanie nieza-
burzonym w sensie warunkdéw poczqthowych:

(28) u‘:EijZGij:FiZQZO dla RX ("—' w, O),

gdzie R jest domknieciem R, to znaczy obszarem ¥ wraz z jego brzegiem.
Wreszcie w przypadku zagadnienia z mieszanymi warunkami brzegowymi
mamy nastepujace warunki brzegowe: '

ul:u? na le(_ o0, OO))

(2.9)
S;=oyn; =S8 na B,X(— w0, o).

Tutaj B, i B, s3 dopelniajacymi podzbiorami brzegu B obszaru ¥, n; jest ze-
wnetrzng jednostkowg normalng do B, natomiast #} i S} sa odpowiednio danymi
przemieszczeniami i naprezeniami powierzchniowymi.

W braku wyraznego stwierdzenia Ze jest inaczej, bedziemy odtad zaktadaé,
ze zbiory punktéw R, By, B, nie zalezg od czasu. Bedziemy takze przyjmowaé,
ze R jest ograniczonym regularnym obszarem przestrzeni® oraz ze B; i B,
sg catkowalne.

Tak wigc rozwazany problem polega na wyznaczeniu funkcji u, ¢, o,
ktére dla danych R, B,, B,, znanych G;, G,, « i danych F,, @, u?, S? spel-
niajg réwnania pola (2.1), (2.2), (2.3), (2.6) w R X (— o0, c0) oraz po-
nadto — warunki poczatkowe (2.8) i warunki brzegowe (2.9). Historig pola
temperatury @ mozna w szczegblnodci okresli¢ jako rozwigzanie niezaleznego
zagadnienia przewodnictwa cieplnego.

Wprowadzimy nastepujgca definicje stanu lepkospresystego. Mowimy, ze
uporzqdkowany uklad wielkosct w;, ¢, oy nalezy do klasy standw lepkosprezystych
na R X(— oo, ), odpowiadajqcych danym G,, G,, a, F,, O i zapisujemy
(2.10) (i, &5, 0], €V [Gy, Gy 0, F;, @] na RX(— o0, ),
jezelt

a) Gg(f = 1,2) =znika na (— o, 0), jest dwukrotnie réiniczkowalne w sposob
ciggly na [0, o), oraz Gy (0) >0; '

? Por. [1] p. 2, gdzie przedstawiono odpowiednie wyniki w przypadku teorii izotermicznej.

3 Kartezjanski iloczyn zbioru 4 i zbioru B bedziemy oznaczaé w sposéb konwencjonalny
AXB.

4 Przez «regularny obszar przestrzeni» rozumiemy obszar, ktérego brzeg sklada sie ze skoniczo-
nej liczby nie przecinajgcych si¢ zamknigtych powierzchni regularnych; z kolei ten termin uzyty
jest w sensie podanym przez Kellogga [2].
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b) u, &y. o, Fy, © znikajg na R X (— 0,0) i sq ciggle na R X [0, ).
O jest jednokrotnie, a u;—trzykrotnie roiniczkowalne w sposéb ciggly na R X
[0, o0);

c) réwnania (2.1), (2.2) (2.3), (2.6) sq spelnione w R X (— 0, ). Fezeli
w szczegdlnosci @ = 0 na R X (— o, ), to méwimy, ge stan [u,, &;, o]
Jest tzotermiczny i piszemy

(2.11) [w:, &y, oy] e?ﬂ [Gy, Go, Fy]l ma R X (— o0, o).

Postulaty a), b), c), cho¢ czedciowo si¢ pokrywajg, to s3 jednak niesprzeczne.
Réwniez zalozenia dotyczace gladkosci, zawarte w a), b), moga byé oslabione
(szczegdlnie gdy dotyczy to zaleznosci od czasu) kosztem bardziej wypracowa-
nych hipotez regularnoéci. Jednak takie ulepszenia wymagalyby wprowadzenia
w dalszych twierdzeniach dodatkowych zalozer ubocznych dotyczgcych glad-
koéci, ktore odwiodlyby nas jednak od gléwnego celu naszej pracy.

Nalezy podkresli¢, ze funkcje wystepujgce w poprzedniej definicji stanu
lepkosprezystego moga wykazywaé nieciaglosci o skoficzonym skoku w punkcie
t = 0. Chociaz tego rodzaju osobliwoséci sa fizykalnie nierealne, szczegdlnie
w kontekdcie teorii quasi-statycznej, to — dzigki zasadzie Duhamela — graja
one wazng rol¢ w teorii catkowania podstawowych réwnan pola. Jedng z korzysci
wynikajacych ze sformulowania réwnan stanu (2.6) w postaci splotu Stieltjesa
jest mozliwoéé systematycznego rozpatrzenia wspomnianych niecigglodci
i unikniecia zwyktych, czysto formalnych manipulacji z funkcja delta Diraca.

Jezeli réwnanie (2.10) jest spelnione, to zwigzki pomigdzy naprezeniami 1 od-
ksztatceniami przedstawié¢ mozna w sposéb konwencjonalny za pomocg catki
Riemanna (por. [1], twierdzenie 3.4) waznej dla (x, ¢) z obszaru R X [0, o)

sy (%, 1) = Gy(2) 8y(x) + [ Gy (t— 1) éy(x, ') at’,
(2.12) ° t )
(%, ) = Go(2) [ (%) — 30 O (x)] + [ Galt — ') [, t') — 3B (x, 1')] dt".
0

Zaréwno tu jak i w dalszym ciagu pracy f oznacza pierwsza pochodng czasows
funkcji miejsca i czasu f, natomiast

(2.13) fx) =7(x,0).

Rozpatrzymy teraz przypadek ciala sprezystego. W tym celu zdefiniujemy
jednostkows funkcje Heaviside’a A(t) w sposéb nastepujacy

ht)=0 dla — o<2<0,
(2.14)
A(ty=1 dla <t < 0.

Ze zwigzkéw (2.12) wynika natychmiast, ze gdy przyjmiemy
(2.15) G, =2uh, G,=3Kh,
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gdzie p 1 K sg stalymi, to zwigzki pomiedzy naprezeniami i odksztalceniami
(2.6) przyjma postaé '
(2.16) sy =2uey, oy =3K(ey—3a0).

Uwzgledniajac (2.3) widzimy, Zze réwnania (2.16) s3 réwnowazne prawu
Hooke’a (uzupeinionemu czlonami termicznymi), x jest modulem odksztal-
cenia postaciowego, a K modulem rozszerzalnodci objgtosciowej materiatu
sprezystego. Powyzsza uwaga wskazuje na to, ze klasyczna, quasi-statycsna
teoria sprezystosci jest przypadkiem szczegolnym rozpatrywanej tu ter-
mo-lepkosprezystosci. Podamy nastepujacg definicje quasi—statycznego stanu
spresystego. Jezeli warunek (2.10) jest spelniony, a funkcje relakasacji spelniajq
zwiqzki (2.15), pray czym u oraz K sq stalymi (dodatnimi), to méwimy, ze uklad
[, ,&ij, 0y] malezy do klasy quasi-statyczmych standw sprezystych na R X
X (— o0, w) odpowiadajqcych danym u, K, a, F;,, O i piszemy

(2.17) (i, €y, 0yl €€ [p, K, a, F;, ®] na RX(— oo, o).
Q

Z powyzszej definicji jasno wynika, Ze quasi-statyczny stan sprezysty, ktdry
nie znika toZsamosciowo na ‘¥ X (— co, co), nie moze by¢ niezalezny od czasu
w calej rozwazane]j czasoprzestrzeni. Z (2.17) wynika natomiast, ze u;, &;, o
muszg spetnia¢ warunki poczatkowe (2.8). Poniewaz bedziemy mieli do czynienia
réwniez z rozwigzaniami podstawowych réwnan pola termosprezystego, zalezny-
mi tylko od miejsca, wygodne bedzie wprowadzenie pojecia stacjonarnego
(ustalonego) stanu sprezystego. Mowimy, zZe [u;, &, 0] nalezy do klasy stacjo-
narnych stanéw sprezystych na R, odpowiadajqcych danym p, K, o, F;, 0 i za-
Dbisujemy
(2.18) f[w, 65, 05;1€€ (1, K, ¢, F, ®] na R

gdy:

a) u t K sq stalymi (niekoniecznie rzeczywistymi),

b) u, &, o1, I';, O sq funkcjami miejsca ciqglymi na R, przy czym O jest jedno-
krotnie, a u; — trzykrotnie régniczkowalne w sposéb ciqgly na R,

c) réwnania (2.1), (2.2), (2.3), (2.16) sq speinione w R.

Powéd, dla ktorego w obecnej chwili nie zadamy, aby state u 1 K byly rzeczy-
wiste, wyjasni sie w koricu p. 4. Na razie zauwazmy, ze dla kazdego ustalonego
t w przedziale (— o0, o) z réwnania (2.17) wynika?®

(219) [ui(': t))eij(')t))aij('7t)]e C[,UYK) a, Ft(')t)’@(';t)] na R.

Tak wigc kazdy quasi-statyczny stan sprezysty na RX(— oo, 00) uwazaé
mozna za jednoparametrowg rodzine (z czasem spelniajgcym role parametru)
stacjonarnych stanéw sprezystych na R, odpowiadajacg tym samym stalym
sprezystym oraz odpowiedniej rodzinie sit masowych i rozkladéw temperatury.

& Jezeli f jest funkcja miejsca i czasu zdefiniowana na R X (— o0, ©0), to przez f( -, t) oznacza-
my funkcj¢ miejsca zdefiniowana na R, otrzymang jako wynik odwzorowania f przy ustalonym
czasie z przedzialu (— oo, o).
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Spostrzezenie to odzwierciedla fakt, Ze w quasi-statycznej teorii sprezystosci
czas spelnia tylko role parametru, natomiast quasi-statyczna teoria lepko-
sprezystosci zalezy od czasu w sposdb istotny.

Dotychczas sformulowaliSmy zagadnienia brzegowe w teorii termo-lepko-
sprezystosci w oparciu o prawo relaksacji (2.6). Zakladajac, ze Gy4(f = 1, 2),
gy 1 o0y; spelniajg warunki a) i b) podane w definicji stanu lepkosprezystego,
mozemy odwrdci¢ zwigzki pomigdzy naprezeniami i odksztalceniami (2.6).
Prowadzi to (por. [1], twierdzenie 3.3) do réwnowaznego calkowego prawa
pelzania:

(2.20) e,-j=5;_,-*d]1, Ekk=dkk*dJ2+3a@7
gdzie J, i J, oznaczaja odpowiednio funkcje pelzania przy $cinaniu i przy $ciska-

niu izotropowym. Ponadto dwie pary funkcji Gpi Jp (f = 1, 2) polaczone sg
zwigzkiem

(2.21) Gp#dJy=h na (—co, 0);

stosujac za$ oznaczenia przyjete w [1] (twierdzenie 1.3) dla «odwrotnosci
Stieltjesa» funkcji czasu otrzymujemy

(2.22) Jy=GFt na (— o0, ©).

Z réwnania (2.21) wynika dalej, ze

1
(2.23) Cods() + [Cot—1)Ty()dt' =1 dla 0<i< 0.
0

Z réwnania (2.12) i odpowiadajacego mu wzoru dotyczacego pelzania otrzy-
muje si¢ natychmiast znane fizykalne znaczenie funkcji relaksacji i pelzania.
Tak wiec

(2.24) e;=h na R X (— o0, o0) oznacza, ze §;; =G, na R X (— 0, c0),
(2.25) s;=h na R X (— o0, 00) oznacza, e e; =Jy na RX(— o, ).
Analogiczna interpretacja odnosi si¢ do G, i J,.

Jeieli f jest funkcja miejsca i czasu, posiadajacg transformacje Laplace’a
wzgledem czasu, to fakt ten zapisujemy nastepujaco:

(2.26) Fox) = £4£ 0 0y =[x 2) exp (= D,

gdzie # oznacza parametr transformacji. Przyjmujac, ze Gy i Jp(f = 1,2) s3
rzedu wykladniczego dla ¢t — co, mozemy z (2.23) oraz z twierdzenia o splocie
transformacji Laplace’a wyciggngé nastepujacy wniosek:

(2.27) @M@@=%,ﬁ:LZ

Wreszcie zajmiemy si¢ zwigzkami pomigdzy naprezeniami i odksztatceniami
W postaci réwnan rézniczkowych, noszacych tradycyjnie nazwe operatorowych
praw rézniczkowych liniowej lepkosprezystosci. W tym celu wprowadzimy
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najpierw nastgpujgce oznaczenia. Jezeli f jest (odpowiednio gladks) funkcjs
miejsca i czasu zdefiniowang na R X(— o0, ), to jej n-ta pochodnq czastkows
wzgledem czasu oznaczymy przez

(2.28) fr=Df, n=0,1,2, ...,

gdzie D jest operatorem rézniczkowania wzgledem czasu. Dalej oznaczymy
przez f™ funkcje miejsca zdefiniowang nastgpujgco:

(2.29) f(x) =fm(x,04) dla x w R.
Operatorowe prawo rézniczkowe przyjmie wigc postaé:
(2.30) - P (D)s;; = O:(D)eyj» Po(D)oy = Q2(D)[ex— 30 O],

przy czym Py(D), Op(D) (B =1, 2) s3 liniowymi operatorami rézniczkowymi

Ng
Pﬂ(D) = Zpﬁ:n Dr,
n=0
(2.31)

Np
QB(D>=Z Qﬂ:nD"’ ﬁ=1,2-

n=0

Tutaj Ny(f =1, 2) s3 liczbami naturalnymi, a wspélczynniki ps,,, gp., 3
stalymi parametrami dla danego (niezaleZnego od temperatury) materialu.
Mozemy oczywiscie zatozyé, ze albo pg., # 0, albo g, # 0, gdy n = N,
(=1, 2), tak ze dla ustalonego § co najmniej jeden z operatoréw w (2.31)
jest stopnia Ng. Réwnania rézniczkowe (2.30) posiadajg rozwigzania
w R % (0, o) oraz muszg spetniaé nastepujgce warunki poczgtkowe na R:

N1

Zplnsl(; r)-—2q1ne§_;l r), r=1’27"')N1>

n=r

(2.32)

ZPz 50~ r)—qu [P —3a60"], r=1,2,...,N,.

Z elementarnego uogdlnienia twierdzenia 4.1 w [1] jest oczywiste, ze réwna-
nia (2.30) i (2.32) wynikajg z warunku (2.8) oraz z catkowego prawa relaksacji
(2.6) lub catkowego prawa pelzania (2.20), o ile tylko e, a;; 1 @ s3 dostatecznie
gladkie i podobnie jak funkcje relaksacji i pelzania wykazujq zdegenerowane
charakterystyki skoriczonego widma czaséw relaksacji i opéznienia. W pierwszym
przypadku p,.; 7% 0 dla n = Ny(f = 1, 2), natomiast w drugim przypadku
Gnip 7 0 dla n= Ny(B =1, 2).

Dla przypadku izotermicznego fizykalne znaczenie warunkéw brzegowych
(2.32) zostalo ustalone w pracy [1] (twierdzenie 4.1%).

® Por. réwniez BoLEY i WERNER [3], p. 15.6.
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Przypudémy wigc, ze © znika tozsamosciowo, a X jest ustalone. Wtedy warunki
(2.32) sa konieczne i dostateczne na to, aby kazda para funkcji e;(x, *), oy;(x, -)
ktéra znika na (— oo, 0), spetnia (2.30) na (0, o) i wykazuje nieciaglodci o skon-
czonym skoku w chwili z = 0, byla granicg pary ciagéw, ktére znikaja na (— oo,
‘0), spelniaja te same zwigzki pomigdzy naprezeniami i odksztalceniami (2.30)
i posiadaja pochodne czasowe [ciggle na (— o0,0)] tych samych rzedéw co
réwnania (2.30).

Jezeli prawo catkowe (2.6) daje si¢ sprowadzi¢ do rézniczkowego prawa opera-
torowego (2.30), to wtedy transformacje Laplace’a funkcji relaksacji istnieja,
sg wymierne i wyrazaja si¢ ([1], twierdzenie 4.8) wzorem

(2.33 Gyiy=-2_ 5y 2,

( ) B ("7) 7P, (,'7) p

Przeksztalcajac w podobny sposéb calkowe prawo pelzania (2.20) otrzymujemy
Pp(n)

(2.34 Jy(n) = LML =1,2.

(39 ST AN

Dodatkowe wyniki dotyczace przejécia od operatorowych praw catkowych
do praw rézniczkowych 1 odwrotnie znaleZé mozna w pracy [1] (p. 4).

Poniewaz materialy posiadajace skoriczone widma relaksacji lub opdznienia
przedstawiaé mozna w znany sposéb za pomocamodeli zlozonych z siatki o skon-
czongj liczbie sprezyn i tlumikéw, to w wigkszosci prac z zakresu lepkospre-
Zystodci stosuje sie zwiazki miedzy naprezeniami i odksztalceniami w postaci
rézniczkowej, a nie catkowej. Nalezy jednak pamietaé, ze takie podejscie nie
jest ani uzasadnione wzgledami ogdlnosci, ani usprawiedliwione z punktu
widzenia praktyki, poniewaz $cisly opis zachowania sie rzeczywistych ciat lepko-
sprezystych dla duzych zakreséw czasu (lub czgsto$ci) wymaga zastosowania
operatoréw rézniczkowych stosunkowo wysokiego rzedu.

3. Mechaniczne wlasno§ci materialu niezalezne od temperatury. Zwiazki ogélne

Obecnie zajmiemy sig ogdlnymi wynikami dotyczacymi podstawowych réwnan
teorii pola i zagadnienn brzegowych rozpatrzonych w poprzednim punkcie.
W zwigzku z tym nasze rozwazania ograniczymy do materialéw, ktérymi rzadzi
calkowe prawo relaksacji (2.6); analogiczne wnioski mozna jednak zastosowal
do catkowego prawa pelzania (2.20) oraz do operatorowego prawa rézniczkowego
(2.30).

W celu ulatwienia naszego zadania sformulujemy najpierw zwigzek miedzy
omawiang teorig termo-lepkosprezysto$ci i odpowiednia teoria izotermiczna.
Zwiazek ten wyraza analogia sil masowych. Przypusémy, ze

3.1 (i, &, oy] e V[Gy, Gy, a, F;, @] na R X(— o0, ©)
oras ze
u,=uf’ na le(—w, W),

(3-2) S;=S! na B;X(— 0, o).
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Nastepnie niech iy, &;, G, F, bedq zdefiniowane na RX (— w, ©) w naste-
pujgcy sposéb:

Oy =y, &y, =&,
(3.3) oy = o+ ad; 0 *dG,,
F, = F;—a0,,+dG,;
wiedy
(3.4) [, &; 51,.1561)) [Gy, Gy, F;] na Rx(— 0, ),
oraz
(3.5) i, = u? na By X(— w0, ©),

S, = 8'+an,0%dG, na B, x(— o, ).

Na odwrdt, jezeli © posiada te same wlasnosci jak w definicji stanu lepkospre-
gystego, to wtedy réwnania (3.3), (3.4), (3.5) pociqgajq =za sobg (3.1) i (3.2).

Prawdziwos$é powyzszego twierdzenia mozna latwo stwierdzi¢ wychodzac
z definicji dotyczacych stanu lepkosprezystego oraz izotermicznego lepko-
sprezystego 1 wykorzystujgc znany wynik ([1] twierdzenie 1.6) odnoszacy sie
do przestrzennego rézniczkowania splotéw Stieltjesa. Jako szczegélny przypadek
otrzymamy dobrze znang w termosprezystosci? analogi¢ sit masowych, gdy
funkcje relaksacji spetniaé beda (2.15).

Chociaz rozpatrywana uogélniona analogia sprowadzajaca mieszane zagadnie-
nia brzegowe termo-lepkosprezystosci do zwyktego mieszanego zagadnienia
teorii izotermicznej nie posiada praktycznej wartoéci uzytkowej w przypadku,
gdy poszukujemy konkretnych rozwigzan zagadnienn szczegélowych, to jednak
ma ona powazne znaczenie teoretyczne. Analogia ta pozwala bowiem uogdlnié
twierdzenia znane z teorii izotermicznej na warunki nieizotermiczne. Wykazemy
obecnie pewne wazniejsze wnioski osiggnigte w ten wiadnie sposdb.

Z twierdzenia Volterry [4]® dotyczacego jednoznacznoéci rozwiazania mie-
szanego zagadnienia izotermicznego w zwiazku z powyzsza analogia sil ma-
sowych otrzymujemy natychmiast twierdzenie o jednoznacznosci.

Przypusémy, ze
[uh Eij) O'U]qu [Gl’ G2) a, Fl')@] na RX ('— oo, OO),

3.6

(3-6) (1, &5, 0,;]€ V[Gy, Gy, a, F;,0] na Rx(— 0, o)
oraz niech

(3.7) w; =13 na ByX(— oo, ), S;=.8] na Byx(— o0, ),

7 Por. np. [3], p. 3.3.
8 Por. [1] p. 8; znalezé ram mozna nieco ogélniejsza wersje i bardziej szczegblowy dowdd
wyniku Volterry w szczegdlnym przypadku ciala izotropowego.
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wtedy

(3.8) [wis &5 03] = [24:, &5, 03]+ [w;, 0, 0] na R X (— o0, o0),

pray czym wi =0 na RX(— ,0) orax w; praedstawia (infinitexymalny)
sztywny ruch calego ciala na R [0, «o].

Zgodnie z warunkiem a) w definicji stanu lepkosprezystego funkeje relaksacji
wystepujace w (3.6) powinny spelnia¢ nieréwnosci

(3.9) Gy>0, f=1,2.

Oznacza to, Ze muszg one posiadaé dodatnie wartosci poczatkowe. Interesujace
jest to, ze (oprécz zatozenia o gladkosci) dla zagwarantowania jednoznacznosci
nie potrzeba nakltada¢ zadnych ograniczen na przyszle zachowanie si¢ Gj.

Nastepujace twierdzenie, ktére jest elementarnym wnioskiem z twierdzenia
6.1 w [1]i z analogii o sitach masowych, podaje charakterystyke poczatkowe-
go stanu pola odpowiadajgcego stanowi lepkosprezystemu.

Warunki poczqtkowe. Niech [u;, e;, o] spelnia (2.10). Witedy
(3.10) [us, &5, 01€ € [, K, @, F;, 6] na R,
gdzie

U= % Gy, K =% G,.

W kontekscie teorii termo-lepkosprezystosci wynik powyzszy posiada okreslo-
ng interpretacje fizyczna, jest bowiem réwnowazny znanemu twierdzeniu, ze
w chwili poczatkowej cialo lepkosprezyste zachowuje sig tak jak cialo sprezyste.
Oprécz tego powyzsze twierdzenie pozwala bezposrednio wyznaczyé poczgtkowe
przemieszczenia, naprezenia i odksztalcenia nalezace do rozwigzania miesza-
nego zagadnienia teorii termo-lepkosprezystoéci, z rozwigzania stacjonarnego
zagadnienia termosprezystoscl; z kolei tym zagadnieniem rzadzg poczqtkowe
sily masowe, temperatura i dane powierzchniowe problemu pierwotnego oraz
stale sprezystosei (3.11). Podobnie twierdzenie 6.2 w [1] daje nam analogiczng
charakterystyke poczatkowych (prawostronnych) pochodnych czasowych wszyst-
kich rzedéw nalezacych do poszukiwanego stanu lepkosprezystego. Te poczatko-
we pochodne czasowe #™, &P, ¢iP(n = 1, 2,...) mozna znaleZé bezposrednio
z odpowiednich danych poczatkowych rozwigzujac kolejno ciag stacjonarnych
zagadnien termosprezystych, z ktérych kazde jest réwniez zwigzane ze statymi
sprezystymi okre§lonymi w (3.11). Poniewaz zgodnie z twierdzeniem o jedno-
znacznosci w klasycznej teorii termosprezystosci bez sprzezenia nieréwnosci
u >0, K >0 wystarczaja dla zagwarantowania jednoznaczno$ci odpowiednio
regularnego rozwigzania zagadnienia mieszanego, to kryterium Volterry o jed-
noznacznoéci (3.9) nie stanowi juz niespodzianki.

Dodatkowy wniosek dotyczacy zaleznosci stanéw lepkosprezystych od czasu
1 pozwalajgcy wnosié o gladkosci stanu wzgledem czasu na podstawie odpowied-
niej gtadkoséci funkeji pola i danych powierzchniowych mozna wyprowadzié
z twierdzenia 6.4 w [1].
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Przejdziemy obecnie do twierdzenia wyragajqcego zaleinos¢ standw lepko-
spregystych od miejsca.
Niech uklad [u;, &, oy;] speinia rownante (2.10); przyjmijmy ponadto, ze

(3.12)* V- F=0, VAF=0, V*=0 na ‘RX(— 0, o).
Wiedy w calym R X (— o0, o) spelnione sq réwnania

(3.13) V2(V-u)=0, VX(VAAu)=0,

(3.14) Vig, =0, Vig; =0, Vig;=0.

A wiec tak jak w termosprezystosci wzér (3.12) oznacza, ze dylatacja i rotacja
przemieszczenia sg harmonicznymi, a odksztalcenia biharmonicznymi funkcjami
miejsca. Wszystkie powyzsze funkcje posiadajg ciagle pochodne przestrzenne
dowolnych rzedéw. Twierdzenie powyzsze jest nastgpstwem twierdzenia 6.6
w [1].

Na mocy analogii sit masowych, przeksztalcenia Greena oraz twierdzert
1:211.6 w [1] odpowiednik twierdzenia Bettiego o wzajemnosci w izotermicznej
teorii lepkosprezystosei (por. [1], twierdzenie 7.4) prowadzi do nastgpujgcego
twierdzenia o0 waajemnosc.

Przypusémy, ze .

[wi, €, 041 €V [Gy, Gy, 0, F;, 0]  na R X(— o, ),
(3.15)
[ur, €, 611 eV [Gy, Gp, 0, FI,0'] mna RX(— w0, ),

wtedy na (— oo, 0c0) mamy:

(3.16) [Si*dudA+ [ Fi*duidV+a [ 0 *dei» dG,dV =
B R R
= [ S+ duydA+[Fi* du,dV+a [ 0"+ dey* dG,dV =
B R
= [0y *dsydV+a [ O * dej* dG,dV =
R R

= [deydV+a [0 * dey* dG,dV .
R R

Nalezy podkresli¢, ze zwigzki wzajemnosci otrzymane z powyzszego twierdze-
nia przez przyjecie Gy(f = 1, 2) zgodnie z (2.15) oraz zalozenie ©® = 0 na
RX(— o0, o0) beda sie réznié od quasi-statyczne] wersji zwigzkéw wzajem-
nosci Bettiego w przypadku sprezystosci izotermicznej. Réznica ta znika, gdy
sily masowe i historia pdl temperatury oraz dane powierzchniowe obu stanéw
w (3.15) s3 rozdzielnymi funkcjami miejsca i czasu o wspdlnej zaleznodci od
czasu. W tym szczegélnym przypadku mozna wykaza¢!®, ze sploty wchodzace
do (3.16) (np. S;*du;) redukujz si¢ do zwyklych iloczynéw (tzn. Syui),

? Tutaj i w dalszym ciagu |7 oznacza zwykly, przestrzenny operator gradientu, natomiast V',
V', V? sq odpowiednio diwergencja, rotacja i operatorem Laplace’a.
10 Por. twierdzenie 7.5 w [1].
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a w wyniku otrzymujemy zwigzki wzajemnosci identyczne ze zwigzkami otrzy-
mywanymi z uogélnienia twierdzenia Bettiego na quasi-statyczng teorie termo-
sprezystosci.

Powyzsze twierdzenie o wzajemnosci moze postuzyé do wyprowadzenia
wzoréw na odksztalcenia $rednie (niezalezne od temperatury) wywolane
w ciele lepkosprezystym danymi silami objetosciowymi, historig pola tempera-
tury oraz sitami powierzchniowymi®. Ograniczymy si¢ tu jedynie do podania
wzoru na catkowita zmiang objetosci. Wzér ten mozna wyprowadzié¢ bezposred-
nio z twierdzenia 7.6 w [1] za pomocj analogii sil masowych i twierdzenia
Greena.

Zmiana objetosci. Ze wzoru (2.10), dla t x przedzialu (— oo, o) wynika, ze

(3.17) V(1) = [A*dl] () +3a [O(x, 1)dV,
R

przy cxym J, jest funkcjq pelzania odpowiadajqcq modudowt relaksacyi G,, a po-
nadto

(3.18) AV () = [ en(x, )dV,
(3.19) Aty = [2;8,(x, )dA+ [wF:(x,1)aV.

Trzeba zauwazyé, ze wzoér (3.17) mozna réwniez wyprowadzié 2 wylgcznie
z (3.18), (2.2) i z drugiego ze wzoréw (2.6) bez potrzeby uciekania si¢ do (2.21)
i twierdzen 1.2 oraz 1.6 w pracy [1]. A zatem w=2dr (3.17) jest wazny dla dowoinego
ciala bedgcego w stanie odksztalcer infinitezymalnych, ktorego lepkosprezysta
liniowa dylatacja jest niezalesna od temperatury i to bex wzgledu na charakter
odksztalcert postactowych. Jezeli w szczegélnosci S; =0 na B(— o0, o) oraz
F;=0 na R(— o0, 0), to (3.17) pociagnie za sobg réwnos¢

(3.20) AV () =3a[O(x,)dV dla t w (— o0, w).
R

Ten sam wniosek otrzymal W. Nowackr ([7], Rozdzial XI) opierajac sig
na mniej bezposrednim dowodzie. A wigc w przypadku braku sil powierzchnio-
wych i objetosciowych catkowita zmiana objgtosci jest taka sama jak przy
swobodnym rozszerzeniu sig¢ termicznym. Widaé stad, ze ten dobrze znany
wynik klasycznej termosprezystosci!® pozostaje wazny bez 2zmiany przy
obecnych ogdlniejszych zalozeniach.

Nastepne twierdzenie dotyczace réwniez braku sit powierzchniowych i obje-
todciowych otrzymujemy przez odpowiednie przystosowanie wyniku podanego
w [6] do klasy materialéw lepkosprezystych zaleznych od temperatury.

1 Wyprowadzenie analogicznych wynikéw w izotermicznej teorii cial lepkosprezystych anizo-
tropowych Czytelnik znajdzie w [5]. )

1z Por, [6]. Znalezé tam mozZna takie wyprowadzenie w przypadku szczegélnym, gdy materiat
wykazuje czysto sprezysta dylatacie.

13 Por. np. [3], p. 9.15. Wynik ten otrzymal Hieke [8], ktoéry opari swéj dowdd na uogdlnionym
twierdzeniu Bettiego 0 wzajemnoéci w teorii termosprezystodci.
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Historia beznaprezeniowych pol temperatury. Przyjmijmy, ze réwnanie (2.10)
jest spelnione oraz przypusémy, 2e S; = 0 na BX [0, o), F; = 0na RX [0, ).

Réwnosé a;; = 0 na RX(— oo, 00) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
(3.21) O(x, 1) = a,(t)+a)x; dla (x,2) w R[0, 00),
gdzie ay, a; sq funkcjami cigglymi na [0, o).

Wskazéwka dotyczaca dowodu koniecznosci warunku (3.21) w przypadku,
gdy cialo ma byé swobodne od naprezen, ukazala sig wczesniej od [6] w pracy
HictoNna [9]. Analogiczne twierdzenia dla przypadku dwuwymiarowego,
gdy rozklad temperatury nie wywoluje naprezen termicznych (dla plaskiego
stanu odksztalcenia i uogélnionego plaskiego stanu naprezenia), mozna réwniez
znalezé w pracy [6].

Odpowiednie rezultaty tréjwymiarowej 1 dwuwymiarowej teoril termo-
sprezystosci, wynikajace z rozpatrywanych obecnie twierdzen, znaleZé mozna
w [3], pp- 3.9 1 4.9.

Na zakoficzenie tego rozdzialu wymienimy jeszcze kilka dodatkowych wnios-
kéw wynikajacych z analogii sit masowych. Mozna np. rozszerzy¢ zasade Duha-
mela znang z teorii izotermicznej (por. [1], p. 5) na naprezenia i odksztalcenia
termiczne. Podobnie otrzyma¢ mozna analogiczne uogélnienie zasad wariacyjnych
izotermicznej teorii lepkosprezystosci 4, Wreszcie catkowe przedstawienie za
pomocg funkcji Greena rozwigzari izotermicznych zagadnien brzegowych
podane w [11] mozna w ramach omawianej teorii tatwo uogélni¢ przez uwzgled-
nienie efektow termicznych.

Kilka dalszych wnioskéw z analogii sit masowych spotykamy w p. nastep-
nym, w ktérym zajmiemy si¢ wynikami majgcymi bezposredni zwigzek z roz-
wigzaniami zagadniei brzegowych tego typu co sformulowane w p. 2.

4. Materialy o wlasnoSciach niezaleznych od temperatury.
Metody calkowania, dostepne rozwiazania

W celu odmiennego sformulowania zagadnied brzegowych danych w p. 2
podamy obecnie przemieszczeniowe réwnania réwnowagi i réwnania zgodnoéci
odksztalcen w naprezeniach. Réwnania te mozna otrzymaé z podstawowego
ukladu réwnafi pola przez eliminacje naprezefi i odksztalcen lub przemieszczen
1 odksztalcen. Poszukiwane uogdlnienia réwnan réwnowagi Cauchy’ego i réwnan
Beltramiego—Michella otrzymuje sie natychmiast za pomocg analogii sit ma-
sowych z ich odpowiednikéw w przypadku izotermicznym (twierdzenia 5.5
157 w [1]).

Przemieszczeniowe réwnania réwnowagi. Z réwnania (2.10) wynika na R X
X (— o, o)

(4.1) Ui,y *dG1+—31—uJ, 5 *d(G4-2Gy)+2F, = 200 *dG,

1 Uogélnienie klasycznych zasad wariacyjnych teorii sprezystosci na przypadek teorii lepko-
sprezystodci mozna znalezé w pracy [10].
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lub

1
(4.2) V2u*dG,+ 5 VV-u*d(G,+2Gy)+2F = 20960 *dG, .

Réwnania zgodnosci odksztalcer w naprezeniach. Z réwnania (2.10) wynika
na R X(— o0, )

1
(4‘3) Vzaij*djl"'“ —g—dkk,,-j*d(ZJl—l—Jz) — @U’

gdzie Jy jest funkcjq pelzania odpowiadajgcq Gy (f = 1, 2),
(4‘.4‘) (bu == (Siij’k*dQ—(F,‘,j"‘—Fj‘i)*djl—aé,‘jvga*dGz*d(Q""‘Jl)-a@,U

oraz
(4.5) Q = J *d(J,—Jy) * d(J,+27,) 1.

Zagadnienie mieszane sformulowane wylacznie w przemieszczeniach polega
na znalezieniu rozwigzania réwnania (4.1) na R X(— oo, o) takiego, ze #; = 0
na R X(— o0, 0) i spelniajgcego warunki brzegowe

u; = u! na By X(— 00, ),
1
(4’6) I:—%(u,',j —1—11_’, i)'* dG1+ —§~(5Uuk,k * d(Gz— Gl)—aé,-,-Q * dG2:| ny= S?

na B, X(— co, ),
wynikajace z (2.9) przy uwzglednieniu (2.1), (2.3) i (2.6). Z drugiej strony,
jezeli obszar R jest jednospdjny i B, = B (sily powierzchniowe dane s3 na
calym brzegu), to nie znane naprezenia sg w zupelnosci okreslone wzorami
(2.2), (4.3) i drugim z warunkéw brzegowych (2.9).

Naszym nastepnym zadaniem jest pokazanie rozwigzania szczegdlnego réw-
nania (4.2), odpowiadajacego brakowi sit masowych i danej historii pola tempe-
ratury, droga uogdlnienia znanego potencjalu termosprezystego, ktéry — jak
si¢ zdaje — zostal po raz pierwszy wprowadzony przez BORCHARDTA [12].

Potencjal termo-lepkosprezysty. Niech Ga(f=1,2) i @ spelniajq warunki
a) i b) definicji stanu lepkosprezystego. Praypusémy, Ze O jest dostatecznie gladkq
Junkcja o wartosciach rzeczywistych, zdefiniowanq na ‘R X (— oo, ©) znikajgcq
na X (oo, 0) 7 spelniajacq w ‘KX (— oo, w0) réwnanie

4.7) V20 = 300 *dG,d(2G, 4 G,).
Wtedy w calym obszarze funkcja u zdefiniowana wzorem
4.8) u=Vo

spelnia (4.2), jesli tylko F = 0 na R X (— oo, o).
Aby udowodnié to twierdzenie, nalezy po prostu podstawi¢ (4.8) do (4.2),
zastosowaé (4.7), przeksztalcenia algebraiczne i rachunek splotéw Stieltjesa 9.

¥ Tu i w dalszym ciagu bgdziemy stosowaé oznaczenia na odwrotno$é calki Stieltjesa wpro-
wadzone w [1], twierdzenie 1.3. Por. (2.21) i (2.22).

¥ Rozwigzania szczegblne (4.2) moina znalez¢ w ksiazkach H. Parkusa [13], Rozdzial VI,
i W. Nowackiego [7], Rozdzial XI.

6 Mechanika Teoretyczna i Stosowana
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Odpowiednio regularne rozwigzanie réwnania Poissona (4.7) mozna otrzymaé
z kolei za pomocg potencjalu Newtona. Jest to widoczne z lematu 9.1 w [1].
I rzeczywidcie, jezeli p oznacza prawg strong rownania (4.7), to rozwigzanie
takie dane jest przez

)
(4.9) 0(x,t) = — 4_”R X—E| Ve
dla wszystkich (x, ) w RX (— o0, ).

Ostatnie twierdzenie dostarcza oczywiscie jeszcze innych $rodkéw do spro-
wadzenia zagadnienia brzegowego z p. 2 do zagadnienia mieszanego teorii
izotermicznej. Twierdzenie to w polaczeniu z twierdzeniem 9.2 w [1] prowadzi
do nastgpujacego uogélnienia funkcji Papkowicza~Neubera znanej z klasycznej
teorii sprezystoSci na przypadek teorii termo-lepkosprezystosci.

Uogdlnione rozwigzanie Papkowicza—Neubera. Niech Gy, (= 1,2), 0,0
spelniajq zalogenia poprzedniego twierdzenia oraz niech F spelnia warunek
b) w definicji stanu lepkosprezystego. Praypusémy, ge @ 1 v sq (dostatecznie glad-
kimi) funkcjami zdefiniowanymi na R X(— o, o0), snikajgcymi na ‘R X(— o0, 0)
I spelniajgcymi réwnanie

(4.10) Vip = ——%X-H, 'V2‘I’=—%H,

gdzie

(4.11) H = F* dGi'+d(2G,+Gy)?

w obszarze w KX (— o0, ). Wtedy funkcja w zdefiniowana przex
(4.12) u = V0+V(p+x-9) *d(G,+2G,)—4Y + d(2G,+ Gy)

spelnia réwnanie (4.2) w obszarze KX (— o0, ).

Z uwagi na twierdzenie 9.4 w [1] powyisze rozwigzanie przemieszczenio-
wych réwnan réwnowagi jest zupelne w tym samym sensie, ze kazde odpowied-
nio regularne rozwigzanie (4.2) mozna przedstawié w postaci (4.7), (4.10),
(4.12). Tak wigc wprowadzenie potencjaléw przemieszczenia (funkcji naprezen)
0, @ oraz Y sprowadza mieszane zagadnienie brzegowe do wyznaczenia odpowied-
nich rozwigzan réwnania Poissona. Z drugiej strony, poniewaz sploty Stieltjesa
w réwnaniu (4.12) zawierajg funkcje ¢ i ¢ oraz ze wzgledu na budowe drugiego
z réwnad (4.6), zastosowanie warunkéw brzegowych do funkcji naprezed
prowadzi zwykle do ukladu réwnoczesnych réwnai catkowych.

Przejdziemy obecnie do dobrze znanej zasady odpowiedniosci faczacej liniowe
teorie lepkosprezystosci i sprezystosci. Zasade te, posiadajgca kapitalne znaczenie
dla rozwigzan omawianej klasy zagadnien brzegowych, wyrazi¢ mozna w nastepu-
jacej zwigzle] postaci za pomocy definicji stanu podanych w p. 2.

Zasada odpowiedniosci. Przypusémy, 3e
(4'13) [, €ijs GU]GCV[GI, Gy, o, Fi, 0] na %X(— 0, OO)

oraz

(4.14) u; =uf na Bix(— o, ), S =5 na B;X(— , ).
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Przy]mt]my, ze funkcje Gﬂ(t) (B =1, 2)’ ul(x) t)) EU(X) t)) FI(X> t) oraz
O (x,t) dla wszystkich x w R sq rzedu wykladniczego O(exp (s, t)), gdy
I — o0, pray cxym s, jest stalq (rzeczywistq). Wtedy dla kasdego n takiego, ze
Re(n) > s,, mamy

(415)7 [ (s m)y 00 (-5 ), 0 (5 )] €Clun), K (), o, Fi -, 7), O (-, ) na R,
gdzie

(+16) u) = 20(Gn),  Kn) = -0 Gal)
i ponadto

i, n) = ‘L_‘?(') n) na By,
Si(+,m) = S?('» n) na B,.

Z powyzszego twierdzenia oczywiscie wynika, Ze jezeli na rozwigzaniu termo-
lepkosprezystego zagadnienia opisanego przez (4.13) i (4.14) mozna dokonaé
transformacji Laplace’a, to rozwigzanie to musi by¢ zgodne z odwrotng trans-
formacja rozwigzania jednoparametrowej rodziny stacjonarnych, termo-sprezys-
tych zagadnien brzegowych scharakteryzowanych zwigzkami (4.15), (4.16),
(4.17). Wobec tego zasada odpowiednioéci sprowadza zagadnienie pierwotne
do ustalonego problemu teorii termosprezystosci.

W celu udowodnienia powyzszej zasady nalezy po prostu pozby¢ si¢ zalezno$ci
od czasu w réwnaniach pola i w odpowiednich warunkach brzegowych stanu
lepkosprezystego przez zastosowanie transformacji Laplace’a do (2.1), (2.2),
(2.3), (2.6), (2.9), a nastepnie poréwnaé otrzymany uklad réwnan z réwnaniami
(2.1), 2.2), (2.3), (2.16) 1 (2.9). W szczegdlnoéci, poniewaz ze zwigzkéw pomigdzy
naprezeniami i odksztatceniami (2.6) na mocy (2.8) wynika (2.12), to z twierdze-
nia o splocie transformacji Laplace’a otrzymamy
5(+5 1) = nGi(m)ey (-, 1),

(> 1) = 1Ga() [Ene (-, M) —30O (-, 1)] .
Réwnania te na podstawie (2.16) wyjasniaja znaczenie okreslenia «stale spre-
zysten (4.16).

Przypu$émy obecnie, ze sformulowanie pierwotnego (termo-lepkosprezystego)
zagadnienia brzegowego opiera si¢ na rézniczkowym prawie operatorowym
(2.30) i warunkach brzegowych (2.32), a nie na caltkowym prawie relaksacji
(2.6). W takim przypadku wyniki (4.15) i (4.16) pozostaja w dalszym ciggu
wazne (przy zalozeniu regularnosci rozpatrywanych historii pél), o ile tylko
(4.16) zostanie zastapione przez

(4.17)

(4.18)

1 O\(n) 1 0:(n)
4.19 == Kp) = —
19 “O=75m 3R
zgodnie z (2.33). Bezpoéredni dowdd zasady odpowiednioéci w przypadku
operatorowego prawa rézniczkowego mozna otrzymaé w zupelnie analogiczny

7 Por. odnoénik do wzoru (2.19) i oznaczenia transformacji Laplace’a, wprowadzone we wzorze

(2.26).

6%
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spos6b do nakreslonego powyzej dowodu odnoszgcego sig¢ do przypadku catko-
wego prawa relaksacji. Zauwazmy jednak, ze wykonujac transformacj¢ Laplace’a
na (2.30) otrzymamy

5 () = B2 ),

(4.20)
a1 1) = B (-, 1)—340(-, )]

na R dla wszystkich % o dostatecznie duzej czgsci rzeczywistej pod warunkiem
spelnienia warunkdw poczatkowych (2.32)'8. W ten sposéb réwnania (2.32),
ktérych znaczenie fizykalne oméwiono w p. 2, s3 doktadnie warunkami koniecz-
nymi, uzasadniajgcymi formalne stosowanie transformacji Laplace’a do opera-
torowych praw rozniczkowych. W prawach takich nieciggtodci skokowe oj,
&y (oraz ich odpowiednie pochodne czasowe) w chwili £ = 0 sg albo milczgco
wykluczane, albo réwniez milczaco przyjmuje sie, ze réwnanie (2.32) jest spel-
nione. Kwestia ta zostala najpierw rozpatrzona przez CORNELIUSSENA i LEE [14],
nastepnie wyjaéniona przez BoLEyA i WEINERA [3] w p. 15.6, a $cisle i szcze-
gblowo rozwazona w pracy [1].

Poprzednia analogia pomiedzy zagadnieniami brzegowymi liniowych teorii
lepkosprezystosci 1 sprezystosci zostala zapoczatkowana w pracach Alfreya [15].
Zasada odpowiednio$ci w postaci Alfreya opiera si¢ na rézniczkowym prawie
operatorowym 1 ogranicza si¢ do cial niesciéliwych i warunkéw izotermicznych.
Pewne rozszerzenie analogii Alfreya na przypadek cial scisliwych pochodzi
od Tsiena [16], ktéry zarzucil zaloZenie niescisliwosci postulujac sztuczne
(z punktu widzenia fizyki — nierealne) zwigzki pomiedzy dewiatorowymi
i dylatacyjnymi charakterystykami materiatu.

Transformacje calkowe zastosowat po raz pierwszy do problemu postawionego
w pracy [15] W. T. Reap [17], ktéry za pomocg transformacji Fouriera sprowa-
dzit zagadnienie lepkosprezystosci dla ciala $cisliwego do problemu teorii
sprezystodci. Chociaz zwigzki pomiedzy odksztalceniami i1 naprezeniami za-
stosowane w [17] zawieraja tylko trzy niezaleine operatory rézniczkowe, to
te nieistotne ograniczenia nie wplywaja na ogdlno$¢ rozumowania Reada.
Brurr [18] doszedt do analogicznej zasady odpowiedniosci dla odrodka o ciggtym
widmie czaséw relaksacji za pomocy transformacji Laplace’a opierajac sie
na calkowym prawie relaksacji. W pracy [17] prawo zmiany objetosci jest
(niepotrzebnie) zaloZone jako sprezyste. LEE [19] wyprowadzil odpowiednik
wersji Brulla zasady odpowiednio$ci w przypadku ogélnego operatorowego
prawa rézniczkowego. Hirton, Hassan i Russer [20] uwzglednili w ramach
analogii Alfreya rozszerzalnoéé termiczng!®, natomiast LEE w podobny sposéb
uog6lnit zagadnienie na przypadek teorii termo-lepkosprezystosci.

18 Szczegbly znajdzie Czytelnik w twierdzeniu 4.7 w {1].
¥ Scisle méwiac wiaczenie czlonu zwigzanego z rozszerzalnoscia cieplna nie pozostaje w zgodzie
z zaloZeniem o niedcidliwodci.
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Dalsze wyniki oméwimy pdzniej. Dodatkowo zauwazymy tylko, ze warunki
poczatkowe (2.32), ktére musza uzupelniaé operatorowe prawo rézniczkowe
(2.30), nie s3 wspomniane w [15,16,17,19] ani w [20]; szczegbélne warunki
poczatkowe przyjete w [21] s3 niedciste.

Rozszerzona zasada odpowiednioéci zostata zastosowana w pracy [21] do
rozwigzania szczegélnego przestrzennego zagadnienia brzegowego i odtad
wykorzystywana w quasi-statycznej analizie naprezeri i odksztalcen termicz-
nych dla cial o liniowej lepkosprezystosci i wlasnodciach niezaleznych od tem-
peratury. Przypadki szczegdlne oraz odpowiednie pozycje bibliograficzne mozna
znalezé w [3, 7 1 13]. Monografia W. Nowackieco [7] stanowié moze
przewodnik w dziedzinie ostatnich polskich prac dotyczacych zagadnien typu
sformutowanego w p. 2. Sposéréd nich zacytujemy prace W. NoOwACKIEGO
[22, 23] i M. SoxoLowskIEGo (24]. W obecnym kontekscie nalezy rdwniez
wymieni¢ prace B. W, SuarrFera i M. LeviTskY'EGO [25]. Dodatkowe badania
dotyczgce przede wszystkim dynamicznych efektéw cieplnych w liniowych
cialach lepkosprezystych z wlasno$ciami niezaleznymi od temperatury wymie-
nimy w p. 7.

5. Materialy o wlasno§ciach zaleznych od temperatury. Sformutowanie zagadnien brzegowych
dla cial termo-reologicznie prostych

Z poprzedniego punktu jasno wynika, Ze quasi-statyczna analiza naprezen
i odksztalcen w ramach liniowej teorii jednorodnych izotropowych cial
lepkosprezystych, przy braku sprzezenia termo—mechanicznego, nie przedsta-
wia podstawowych trudnosci, jesli tylko zalozy sig, ze mechaniczne wilasnosci
materiatu nie zalezg od temperatury. Niestety, jak to juz podkreslilismy we
wstepie, tego rodzaju podejscie do zagadnienia jest dalekie od fizykalnej rzeczy-
wistos$ci, chyba ze zakres zmiany temperatury jest niezmiernie maly. Pozostata
czedé naszej pracy dotyczy gléwnie modyfikacji powstajacych w rozpatrywanej
teorii, jezeli modul relaksacji w (2.6), funkcja petzania w (2.20) oraz parametry
okreslajace mechaniczne wihasnosci materiatu w (2.30) i (2.31) zaleig od tem-
peratury.

Waga efektéw, ktére wynikaja z zaleznoéci wlasnosci lepkosprezystych od
temperatury, zostala podkreSlona i zilustrowana do$¢ wczesnie przez FREU-
DENTHALA [26, 27, 28, 29]. Zagadnienia szczegélne dotyczace liniowych
cial lepkosprezystych o wilasnodciach zaleznych od temperatury rozpatrywali
H. H. Hicron, H. A. Hassan i H. G. Russer [20], H. H. Hizton [30], L. Ron-
Gvep [31], J. H. Wemner i H. Mecuanic [32], H. G. Lanpay, J. H. WENER
i E.E. Zwicky [33] oraz B. D. AgGarRwALA [34].

Wszystkie zagadnienia rozpatrzone w wymienionych publikacjach dotycza
albo plyt nieskoficzonych, albo (petnych lub wydrazonych) kul i walcéw koto-
wych, przy czym zagadnienia i warunki brzegowe sg tego rodzaju, Ze nie wyste-
puje w nich wiecej niz jedna wspélrzedna przestrzenna. Zwigzki pomigdzy
naprezeniami i odksztalceniami sg zdegenerowane do operatorowego prawa
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rézniczkowego. W istocie rozpatrywane ciala zachowujg si¢ jak modele Maxwella,
Kelvina lub model standartowy, je$li idzie o $cinanie, natomiast przyjmuje
sig¢, ze zmiany objetodciowe sg albo sprezyste, albo cialo jest niedcisliwe.

W koricu, zaleznosé wlasno$ci materiatu od temperatury we wszystkich przy-
padkach z wyjatkiem [34] ogranicza si¢ do parametréw lepkodci, a ich wybdr
jest zwykle czesciowo kwestia wygody. ' ~

Szczegdlnie interesujgce jest rozwigzanie L. Rongveda [31] (w zamknietej,
elementarnej postaci) zagadnienia nieustalonych naprezen cieplnych w spre-
zyscie $cisliwej kuli z materiatu Maxwella. Rozwigzanie to uwzglednia dowolng
oslowo~-symetryczna historie pola temperatury i nie zaklada zadnych ograni-
czen na zalezno$é lepkosci $cinania od temperatury.

Systematyczne badania uwzgledniajace wplyw temperatury na wlasnosci
ciata lepkosprezystego w analizie naprgzefi termicznych zostaly zapoczatko-
wane przez L. W. Morranpa i E. . Lee [35], ktorzy za podstawe swoich
rozwazah wzieli temperaturowo~czasows hipoteze réwnowaznosci, zapropo-
nowang pierwotnie przez H. LEADERMANA [36], a nastepnie w nieco zmienionej
postaci wprowadzong przez T.D. FErRriEGO [37]. Zgodnie z tym postulatem
réwnomierna zmiana temperatury posiada wplyw na mechaniczne wlasnodet
materialu powodujac jedynie réownomierng zmiang skali czasu; nastgpuje wiec
réwnomierne przyspieszanie lub opdZpianie reakcji materialu w zaleznosci
od wzrostu lub obnizenia sie temperatury.

Materialy spelniajace postulat réwnowazno$ci temperaturowo—czasowej nha-
zywane s «termo-reologicznie prostymi» wedtug terminologii F. Schwarzla
1 A. J. Stavermana [38], ktérzy w swoim przegladowym artykule [39] podaja
do$wiadczenia potwierdzajace ten postulat. Okazuje sig, ze wykazuje on godng
uwagi zgodnos$é z do$wiadczeniami wykonanymi na szeregu polimeréw przy
znacznych zakresach temperatury. Analityczne ujecie zagadnienia rozwinieto
w pracy [35], a nastepnie w [40]. :

Przystapimy obecnie do krétkiego streszczenia teorii termo-reologicznie
prostych ciat lepkosprezystych. W tym celu rozpatrzymy najpierw poszukiwane
uogdlnienie catkowego prawa relaksacji (2.6). Niech wigc odtad Gy(t) (8 = 1, 2)
oznaczaja warto$ci moduldéw relaksacji w chwili # mierzonych przy podstawowe;j
temperaturze T,; oznaczmy ponadto przez Gy, T) odpowiednie wartosci
mierzone przy (ustalonej) temperaturze T. Mamy zatem

(5.1) Gult, T = Gyt), f=1,2.

Hipoteze réwnowaznosci temperaturowo-czasowe] mozna wtedy wyrazié
analitycznie w sposéb nastepujacy:

(5:2)  Gut, T) = Gy(§), t=1tp(T), dla (1, T) w [— o0, 0]X[Ty, To],

gdzie [T, T,] jest zakresem temperatury, dla ktérej hipoteza termo-reologicznie
prostego zachowywania si¢ bedzie spelniona.Tutaj & jest wzredukowanym
czasem», a ¢ przedstawia charakterystyczng «funkcje przesunigcia» materialu
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okreélajgcg skrocenie (lub rozciagnigcie) skali czasu, ktére spowodowane jest
zmiang temperatury T — 7,. Mamy oczywiscie

(5.3) To=1, oT)>0, T,<T<T,,

przy czym ¢ jest funkcjg stale rosngcs.

Obecnie wazno$é réwnania stanu (2.6) jest ograniczona do materialéw, ktére
s3 utrzymywane w réwnomiernej temperaturze T,. W tych warunkach przyj-
mujzc @ = 0 w (2.6), uwzgledniajgce (2.7) oraz wykorzystujac prawo przemien-
nodci splotéw Stieltjesa otrzymujemy

s (X, £) = f Gy(t—1')dey (%, '),
t'=—00

4
o (X, 1) f Gy(t—1")dew (X, ).

t'=—00

Jezeli material jest utrzymywany stale w réwnomiernej temperaturze T, to
zgodnie z (5.2) wielkosci Gy(t—2') w (5.4) nalezy zastapié przez Gy(E—¢&'),
gdzie &' = t'q(T). Jezeli wreszcie materiat znajduje si¢ pod wplywem zmiennego
(zaleznego od czasu i miejsca) rozkladu temperatury T o wartosdciach z przedzialu
* [Ty, T,], to wtedy trzeba wprowadzi¢ do (5.4) dwie dodatkowe poprawki:
1) nalezy w ten sposdb uogdlni¢ definicj¢ czasu zredukowanego £, aby uwzgled-
niata ona wplyw nakladania si¢ kolejnych zmian temperatury; 2) nalezy raz
jeszcze uwzglednié wplyw rozszerzalnosci c1eplneJ Prowadzi to do zmodyfiko-
wanego calkowego prawa relaksacyi

5%, 1) = f Ga(e—&)dey(x,1),

(5.5) au(X, 1) = f(MEEMMxU3af Gy(&,—E)dO(x, "),

t'=—00 t'=—00

gdzie

(5.6)% E=o(xt)=[¢(Tx,t))d', & =o(x1t).

Zauwazmy, Ze temperatura wystepuje w rownaniu (5.5) bezposrednio i przez
& &'. W przeciwienstwie do (2.6) ze zwigzkéw pomiedzy naprezeniami i odksztal-
ceniami (5.5) wynika nieliniowa zaleznog§é lokalnych chwilowych naprezen
od lokalnej historii temperatury. Ze zwigzkéw (5.6) i (5.3) widaé, ze o(x,-)
jest monotonicznie wzrastajacg funkcjg czasu w przedziale (— oo, oo) ktorej
odwrotnos$é oznaczamy prez w(X, ‘). Mamy stad

5.7) = w(x, &).
* Chociaz to uogélnienie czasu zredukowanego wprowadzone w [35] jest oparte na pewnych

podstawach fizykalnych, to jednak brak $cislego wyprowadzenia wzoru (5.5) ze zwigzkéw (5.4)
1 postulatu réwnowaznodci temperaturowo—czasowej.
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Jezeli f jest funkcja miejsca i czasu, to konsekwentnie bedziemy oznaczaé
przez f funkcje
(5.8) Fx, 8 = flx, 0(x, £).

Poddajac zmienng catkowania w (5.5) transformacji ' = w(X, £’) mozna
wyeliminowaé z (5.5) kazda bezpodrednig zalezno$¢ od czasu fizykalnego,
wprowadzajgc czas zredukowany. W ten sposéb stosujac oznaczenia przyjete
w (2.7) i (5.8) i korzystajac raz jeszcze z prawa przemiennosci splotéw Stieltjesa
dochodzimy do nastgpujicej szczegdlnie dogodnej wersji zmodyfikowanego
calkowego prawa relaksacji:

T= & %
(5.9) = .
G = (€ — 300) *dG,.

Wida¢ z (5.8), ze sploty w (5.9) sa obliczane wzgledem czasu zredukowanego,
a nie fizykalnego. Zauwazmy ponadto, ze wzory (5.9) majj te samg strukture
co (2.6).

Dokladnie takie same rozwazania stosuje si¢ do uogdlnienia réwnan (2.20),
co prowadzi ostatecznie do zmodyfikowanego calkowego prawa pelzania w postaci

= S§y*dJy,

(5-10) ékk = O‘kk*d]z—l—3aé.

Zwigzki te mozna réwniez wyprowadzi¢ bezpodrednio z (5.9).

Wreszcie za pomoca uproszczen tego samego typu co stosowane W powyzszym
rozumowaniu, ktére prowadzilo od praw catkowych (2.6) lub (2.20) do zwigzkéw
(2.30), otrzymamy obecnie zmodyfikowane operatorowe prawo rdzniczkowe

Py(D)§;; = Qy(D)éy,
(5.11) Py(D)r = Qu(D) [31x — 3007 .

Tutaj D oznacza pochodng wzgledem czasu zredukowanego, tzn.

LD
(5.12) D=,

natomiast wielomianowe operatory Py, Os(f = 1, 2) zachowuja swoje poprzednie
znaczenie. Do (5.11) nalezy dolaczyé warunki brzegowe (2.32), ktdre nie ulegaja
zmianie.

Odnoszgc (5.11) do czasu fizykalnego ¢ za pomocg (5.6), (5.7) i (5.8) otrzymamy
oczywiscie dwa réwnania rozniczkowe o tej samej strukturze co (2.30) z ta
tylko réznica, Ze poprzednio state parametry pgs. ., ¢p., beda obecnie funkcjami
temperatury. Jest rowniez rzecza jasna, ze funkcje te nie moga byé dane w sposéb
dowolny dla termo-reologicznie prostego ciala lepkosprezystego, poniewaz
cala zaleznoé¢ od temperatury takiego ciala okresla jedna funkcja przesunigcia
¢. Co wigcej, dowolny rozkiad zaleznych od temperatury parametréw w (2.30)
Jjest nie tylko niezgodny z postulatem réwnowaznosci temperaturowo—czasowej,
ale, jak tatwo stwierdzié, niedopuszczalny z powodéw energetycznych.
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Whioski z postulatu réwnowaznosci dla cial sprezystych, cial Maxwella
oraz Kelvina zbadano w pracy [40]. Ze wzoru (2.15) widaé od razu, ze materialy
sprezyste o modufach zaleznych od temperatury nie nalezg do klasy termo-—
reologicznie prostych cial lepkosprezystych. Z drugiej strony, prawo $cinania
dla termo-reologicznie prostego ciata Maxwella przyjmuje postaé

. 1 .
(5.13) Sij Sy = 2péy,

gdzie p i 7 s3 modulem $cinania i czasem relaksacji danego ciala; u pozostaje
stale w obecnej chwili, natomiast 7 spelnia zwigzek

(5.14) (1) =iy (LS T< T, n=xTy,

jest wigc monotonicznie malejgcg funkcja temperatury.

Analogiczne wnioski mozna zastosowaé do prawa dylatacji i do cial typu
Kelvina. Warto zauwazy¢, Ze zaloZenia przyjete do$é dowolnie w pracach
[26] oraz [33] i dotyczace zaleznodci pewnych parametréw od temperatury s3
w rzeczywistosci $cistymi konsekwencjami hipotezy réwnowazno$ci temperaturo-
WO0-Czasowe].

Zanim zakonczymy omawianie tego tematu, zauwazmy za E. H. Lre i T. G.
RogersEm [41], Ze braki operatorowego prawa rézniczkowego (tzn. modeli
o widmie skoficzonym) wyjda jeszcze bardziej na jaw, jesli weZmiemy pod
uwage (termo-reologicznie prostg) zalezno$¢é materiatu od temperatury, a to
z uwagi na towarzyszace skrdécenie skali czasu.

Obecnie jestedmy w stanie rozpatrzeé mieszane zagadnienie brzegowe quasi—
statycznej liniowej teorii termo-reologicznie prostych cial lepkosprezystych.
Sformulowanie oparte na zmodyfikowanym catkowym prawie relaksacji mozna
wyrazié w sposéb nastepujacy: poszukujemy historii pél u;, &y, aiy, ktére dla
danych R, B,, B,, znanych G,, G,, a, Ty, ¢ i danych Fy, T, u? S? spelniajg za-
leznosei (2.1), (2.2), (2.3), (2.4), (5.5), 5.6) na KX (—o0, ) oraz warunki
poczatkowe (2.8) jak i warunki brzegowe (2.9). Zagadnienie to sugeruje wpro-
wadzenie ponizszego uogdlnienia definicji stanu lepkosprezystego wprowa-
dzonego w p. 2.

Termo—-reologicznie prosty stan lepkosprezysty. Méwimy, ze u;, &, oy nalezq
do klasy termo-reologicznie prostych standw lepkosprezystych na RX(— oo, 00)
odpowiadajacych danym Gy, Gy, a, Ty, ¢, Fo, T dla zakresu temperatury [Ty, T,]
i piszemy
(5'15) [uh Eij, G”]Eg[Gl, G2) a, TO! @, F‘) T] na RX(_ 0, OO)
jeselt: '

a) Gy, Gy, uy, &y, 0y oraz Fyspelniajq warunki a), b) definicji stanu lepkosprezys-
tego;

b) funkcja @ jest ciggla na [Ty, T,] i spelnia (5.3);
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¢) funkcja T = Ty, na RX(—0,0) jest ciggla na RX [0, o) orax posiada
wartosci zawarte w przedziale [Ty, T,];

d) réwnania(2.1),(2.2), (2.3), (2.4), (5.5), (5.6) sq spelnione na ‘R x(— 0, o).

Oczywiscie warunek (5.15) w polaczeniu z warunkiem ¢(7) = 1 dla T z prze-
dziatu [Ty, T,] pociaga za sobg zwiazek (2.10), skad wynika, Ze tego rodzaju
ograniczenie funkcji przesuniecia sprowadza obecng teorig do teorii materiatéw
niezaleznych od temperatury, rozpatrywanych poprzednio.

6. Whnioski z termo-reologicznie prostego zachowania sie cial, Zastosowania

Zestawimy teraz kilka ogélnych wnioskdw odnoszacych si¢ do termo-reolo-
gicznie prostych cial lepkosprezystych. Wigkszo$¢ twierdzen, ktére tu podamy,
to uogdlnienia analogicznych tez p. 3; po odpowiednim przyjeciu funkeii
¢ sprowadzajg si¢ one do wymienionych tez.

Twierdzenie o jednoznacznosci. Przypusimy, ze

1) { [wi, €, 0i;]1€T [Gy, Ga, @, To, @, Fi, T] na RX(— 0, ),
[#i, &, 05T [G, Ga, a, Ty, ¢, F;, T] na RX(— 0, ©);

niech ponadto

(6.2) u; = uj na B;X(—o, ©), S;=S5 na ByXx(— 0, ),

wiedy

(6.3) [, €15, 0i;] = [ui, €, a,’j]—f—[w,-; 0, 0] na RX(— 0, ),

gdzie w; = 0 na RX(— o0, 0), a w; prredstawia (infinitezymalny) ruch sztywny
calego ciala na RX [0, ).

Wynik ten jest przypadkiem szczegdlnym twierdzenia o Jednoznacznosm
udowodnionego w [42], ktdre mozna rdwniez stosowal do topmiejacych cial
lepkosprezystych. Warto zauwazyé, Ze oprécz warunku ciaglodci i warunku
(5.3) nie nakfada si¢ w obecnych warunkach na funkcje przesuniecia zadnych
ograniczenn w celu zagwarantowania jednoznacznosci.

Naste¢pne twierdzenie mozna wyprowadzié z definicji stacjonarnego, spre-
Zystego oraz termo-reologicznie prostego stanu lepkosprezystego za pomocg
(5.8), (5.9) i twierdzenia 1.2 w [1].

Warunki poczqtkowe. Niech uklad [u, €, a,j] spelnia warunek (5.15), wtedy

(6.4) (i, 1y, 6y)eC(w, K, o, F, @] na R,
gdzie

1 ° o
(6.5) . ‘L6=7G1, K:'%_GZ.

A zatem stan poczatkowy jest znowu stacjonarnym stanem sprezystym,
ktéry mozna wyznaczy¢ bezposrednio z warunkéw poczatkowych i danych
powierzchniowych.
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Rozpatrzymy obecnie tez¢ wynikajaca z rezultatéw podanych 2 w p. 3.
Zmiana objetosci. Niech uklad [wi, &, o;j] spelmia warunek (5.15) i pray-
pusémy, ze
(6.6) Gy = 3Kh na (— o, o),

gdzie K jest stalq (modulem sprezystosci objetosciowes). Wtedy zmiana objetosci
dana jest wzorami (3.17) 1 (3.19).

Nizej podany wynik zostat wyprowadzony w [6] 1 stanowi uogdlnienie wczes-
niejszego spostrzezenia H. H. Hirtona [9].

Pola historii temperatury wolne od napregen. Przyjmijmy, se (5.15) jest speinione
i praypusémy, ze S; =0 na BX [0, c0) oraz F; =0 na RX [0, ). Réwnos¢
a;j = 0 zachodzi na RX(— oo, ) wiedy i tylko wtedy, gdy

(6.7) O(x, t) = ay(t)+a(t)x; dla (x,t) w RX(0, o0),

gdzie ay, a; sq funkcjami ciqglymi na [0, co).

Pokrewne twierdzenia dotyczgce pol temperaturowych wolnych od naprezen
i zastosowane do plaskiego stanu odksztalcenia oraz uogdlnionego plaskiego
stanu naprezenia znalezé mozna w [6], gdzie zbadano szczegélowo dwuwymia-
rowg teori¢ termo-reologicznie prostych cial lepkosprezystych. Rozwazania
dotyczace przypadkéw dwuwymiarowych w [6] prowadza réwniez do zwigzkéw
pomiedzy rozwigzaniami dla plaskiego stanu odksztalcenia i uogdlnionego
plaskiego stanu naprezenia zwigzanymi z tym samym zagadnieniem 22 plaskim.

Powazne trudnoéci analityczne wynikajgce wskutek wprowadzenia zaleznosci
zachowania si¢ materialu lepkosprezystego od temperatury powstajg przy
rozwigzywaniu rzeczywistych zagadnied brzegowych. Niestety, teorii catkowa-
nia przedstawionej] w p. 4 nie mozna przenie$¢ na przypadek termo-reolo-
gicznie prostych osrodkéw lepkosprezystych. W szczegdlnoéci dotyczy to
waznej zasady odpowiednioéci rozpatrzonej w koricu p. 4, zasady, za pomocg
ktérej zagadnienie lepkosprezystosei (dla ciat z wlasnosdciami zaleznymi od tem-
peratury) -sprowadzié mozna do ustalonego zagadnienia termosprezystosci.
- W celu wykazania trudnosdci, z jakimi -mamy tu do czynienia, zauwazmy
najpierw, ze calki wystepujagce w zmodyfikowanym prawie relaksacji (5.5)
nie sg juz catkami typu splotu. Tym samym zastosowanie transformacji Laplace’a
(wzgledem czasu fizykalnego) do réwnan (5.5) nie doprowadzi juz do zwigzkéw
algebraicznych pomiedzy transformatami naprezed i1 odksztalcer. :

Druga wersja zmodyfikowanego prawa relaksacji (5.9) o wymaganej budowie
w postaci splotéw sugeruje mozliwosé sprowadzenia za pomocg nowych zmien-
nych niezaleznych (X, &) réwniez i pozostatych réwnan pél oraz warunkéw brze-
gowych do takiej postaci, z ktérej — dzigki transformacji Laplace’a — mozna
bedzie wyeliminowaé czas zredukowany. W ogdlnodci tego rodzaju tok po-
stepowania nie powoduje godnego uwagi uproszczenia zagadnienia. Istotnie,

2 Por. odnoénik za wzorem (3.19).
2 Analogiczne zwiazki w przypadku dwuwymiarowej teorii termosprezystosci znalezé mozna
w ksigice Mindlina i Salvadori [43], s. 762.
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zastosujmy do (5.6) i (5.8) proponowang zmiang zmiennych i oznaczmy przez
f.:if odpowiednio pochodng przestrzenng i pochodng wzgledem czasu zredu-

kowanego funkeji f. Wtedy zwigzki pomiedzy przemieszczeniami i odksztal-
ceniami (2.1) przyjma postaé

. 1,. . 1 .. ..
(6.8) &y = 5 (@ H.0) + 5 (0 40,0,
a réwnania réwnowagi (2.2) postaé

(69) 6’,j,j+&,~'jglj+FAi:O, a’ﬂ:a’,-j.

Z powodu wystepowania czlondw zawierajacych ¢, transformacje (6.8)
i (6.9) (wziete wzgledem czasu zredukowanego) nie zachowuja pozadanej budowy
(2.1) i (2.2), chyba ze p; znika. Ze wzoru (5.6) wynika, ze bedzie to mialo
miejsce wtedy, gdy T jest wylgcznie funkcjq czasu. Wobec tego w tym szczegdl-
nym przypadku otrzymujemy wazne uogdlnienie zasady odpowiedniosci.

W celu unikniecia zbytecznie zawilej notacji wprowadzimy nastepujgce
oznaczenie

(6.10) Fexm) = [ F(x & exp(—né)dé

na transformacje Laplace’a funkcji f(Xx, &) wzgledem czasu zredukowanego.
Zasada odpowiedniosci dla historii temperatury zaleznych wylqcznie od czasu.
Przypusémy, ze

(6.11) [uy, ey, 0:]en[Gy, Gy, a, Ty, ¢, F;, T] na RX(—o0, ),
gdzie T jest funkcjq tylko czasu; nastepnie niech
(6.12)  wy=u} na By;X(—o0, 0), S; =S5 na B,X(—o0, ).

Przyimijmy, ze Gy (£) (B = 1, 2), 4;(x, &), e,(x, &), ﬁ‘,-(x, ) oraz T(E) sq rzedu
wykladniczego 0 (exp (s, £)) dla kazdegox w R gdy & — o0, przy czym s, jest sta-
lq (rzeczywistq). Wtedy dla kazdego v, spelniajacego warunek Re(n) > s,, mamy

(6.13) [~ By(rm) (o m))eblum), K@), o Fi(+, )], 6() na R,
gdxzie

(6.14 pa) = 51Ca(a),  Kon) = 37G3(n)
(6.15) it,(-,n) = (-, n) na By. Si(-,7) = S¥(-,7) na B,.

Analogia ta staje si¢ trywialna, gdy B= B,, F;=0 na RX(—o0, )
oraz S; =0 na B X(— o, ). W tym przypadku analogia po prostu po-
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twierdza nasz poprzedni wniosek 2, ze o;; =0 na RX (— o0, ) zgodnie
z dobrze znanym twierdzeniem o polach temperatury wolnych od naprezen
w teorii termosprezystosci ([3], p. 3.9).

Przypuéémy nastepnie, ze dla czaséw nieujemnych temperatura 7" jest funkcjg
tylko miejsca. W tym drugim zdegenerowanym przypadku zmodyfikowane cat-
kowe prawo relaksacji (5.5) mozna znowu zapisa¢ w postaci splotéw wzgledem
czasu fizykalnego, jak to wida¢ z (5.6). Mamy obecnie

(6.16) Sy = Hl*deijy O = Hz*d(Skk—'—:S(l@),
pod warunkiem, Ze
(6.17) Hy(x, t) = Gylto(T (x))) dla  (x, ) w RX [0, ).

Po wykonaniu transformacji Laplace’a na (6.16) otrzymujemy

(618) E“'(X, 7]) = ‘?‘/'L(X) n)é-ij(xx 77) > _

Tu(X, 1) = 3K(x, ) [ew(X, 7)—3aO(X, 7)] -
Wzory te sg wazne dla kaidego ustalonego % o dostatecznie duzej czedci
rzeczywistej 1 dla wszystkich x w R, jezeli

(6.19) ) =B ), K% m) = 5 F, ).

Zwigzki pomiedzy naprezeniami i odksztalceniami w postaci (6.18) odpowia-
dajg niejednorodnemu liniowemu ciatu sprezystemu. W takim razie jegeli tempe-
ratura zalezy tylko od miejsca, to pierwotne zagadnienie brzegowe w teorii termo—
lepkosprezystosci moina sprowadzié do ustalonego zagadnienia termospresystego
dla osrodka niejednorodnego. To uogblnienie zasady odpowiedniosci posiada
niestety bardzo ograniczone znaczenie praktyczne z powodu zlozonodci zagad-
nienia sprowadzonego, ktérego trudnosé jest pordwnywalna z trudnoscig pro-
blemu pierwotnego.

Analogiczne rozszerzenie zasady odpowiednio$ci na przypadek materialéw za-
leznych od temperatury dla operatorowych praw rdzniczkowych zostalo roz-
patrzone wczeéniej przez H. H. Hirtona i H. G. RusseLa w pracy [44] opartej
na poprzednim komunikacie z H. A. Hassanem [20]. Analiza przeprowadzona
w pracy [44] ogranicza si¢ do operatorowych praw rézniczkowych dla materia-
16w o parametrach zaleznych od temperatry i zaklada osrodek o skoriczonym
widmie czaséw relaksacji i opdZnienia,

Analogia wyprowadzona w [44] dla rozkladéw temperatury zaleznych tylko
od czasu jest ograniczona do cial mechanicznie niesci$liwych (aczkolwiek
uwzglednia rozszerzalnos$é cieplng) i jest uogélnieniem ® zasady T. Alfreya [15].

3 Zauwazmy, Ze O spelnia (6.7), poniewaz T nie zalezy obecnie od miejsca.

¥ W zwigzku z tym rozszerzeniem analogii Alfreya autorzy uwazaja, Ze mozna wyznaczyd
oddzielnie wplyw sil masowych i sif powierzchniowych, a nastepnie naloiyé je na otrzymane
naprezenia i odksztalcenia termiczne. Tego rodzaju superpozycja dla materialéw zaleznych od
temperatury nie jest w rzeczywistoséci dopuszczalna. Jak juz wykazano, pole temperatuty zalezne
tylko od czasu przy braku obcigZen zawsze wywoluje zanikajace napresenia cieplne.
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Z drugiej strony, w pracy [44] nie naklada si¢ zadnych ograniczen na liniowo
lepkosprezyste prawo zmiany objetosci w przypadku, gdy pole temperatury
zalezy wylacznie od miejsca; zasada odpowiedniosci otrzymana dla tego przy-
padku jest elementarnym uogélnieniem pracy W.T. Reapa [17] dla teorii
izotermicznej. Wreszcie w pracy [44] podano szkic przyblizonego podejscia
do przypadku ogdlnego, gdy historia pola temperatury zalezy od czasu i miejsca,
oparty na zalozeniu, ze material jest odcinkami niezalezny od temperatury
(w czasie). Zakres, w ktérym taki przyblizony schemat jest rachunkowo wyko-
nalny, pozostaje do oszacowania.

Obecnie rozpatrzymy dostepne zastosowania quasi-statycznej liniowej teorii
termo—reologicznie prostych ciat lepkosprezystych. Jak wspomnieliémy poprzed-
nio, wszystkie (z wyjatkiem jednego) przyktady wymienione na poczatku
p. 5 dotycza modeli lepkosprezystych zaleznych od temperatury i naleza do
omawianej tu kategorii, mimo ze nie zostaly one specjalnic dobrane dla ilustracji
rozpatrywanej teorii ogdlnej.

Postulat réwnowaznodci temperaturowo—czasowej zostal zastosowany przez
L. W. Morranpoa i E. H. Lee [35] do analizy plaskiego stanu odksztalcenia
w niedcisliwym, wydrgzonym walcu kolowym, poddanym dzialaniu promie-
niowego rozkladu temperatury oraz nagle przytozonego, réwnomiernego ci$nie-
nia wewngtrznego.

W pracy [40] rozpatrzono rozklad temperatury zaleiny zaréwno od miejsca
jak 1 czasu; podano tam $ciste rozwigzania dwéch zagadniefi przestrzennych
tego rodzaju. Pierwsze z nich dotyczy swobodnych drgan poprzecznych nie-
skoficzonej plyty przy zalozeniu, ze historia pola temperatury wywotujacego
naprezenia w plycie zmienia si¢ dowolnie ze wspélrzedng grubodci 1 z czasem.
Drugie zagadnienie dotyczy naprezen i odksztalcenn termicznych wywolanych
w kuli dowolnym, chwilowym, promieniowym rozkladem temperatury. Oba
rozwigzania zakladajg dowolng (termo-reologicznie prostg) zalezno$¢é materiatu
od temperatury i stosuja si¢ do cial o ciggltych widmach relaksacji z tym wyjat-
kiem, ze w przypadku drugiego zagadnienia przyjeto sprezyste prawo zmiany
objetodci .,

Powrécimy tu krétko do przyktadu plyty rozpatrzonej w [40], poniewaz
pewne aspekty tego zagadnienia posiadaja szersze znaczenie. Rozpatrzmy
wig¢c nieskoriczong plyte o stalej grubosci 22 i dobierzmy w ten sposéb ukfad
wspolrzednych, aby plaszczyzna x; = 0 pokrywala sie z plaszczyzna $rodkowa
ptyty. Wtedy R bedzie obszarem okre§lonym nieréwnodcia —a <, < g,
a B stanowi¢ beda dwie ograniczajgce plaszczyzny xy = 4 a.

Poszukujemy obecnie termo-reologicznie prostego stanu lepkosprezystego 26
(i, &ij» 0ij] Na RX(— co, ) odpowiadajacego danym G, Gy, a, Ty, @, F;, T

2 Chociaz zalozenie to bardzo rozpowszechnione w analizie naprezen ciat lepkosprezystych
w ogélnodci zgadza sie z do$wiadczeniami, to jednak watepne jakoéciowe dane dotyczace efektbw
lepko$ci objetosciowej wydaja sig niewystarczajace.

20 Zauwazmy, ze w przeciwieistwie do poprzedniego zalozenia R w tym przykladzie nie jest
ograniczone.
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i spelniajacego warunki brzegowe

(6.20) a3 =0 na BX(—~w, ©).
Przyjmiemy dalej, ze T i u; s3 funkcjami tylko (xy, 2) oraz ze
(621) Fi:u1:u2:0 na RX(—OO, OO)

Wprowadzone wyzej zaloZenia ograniczajace sa zgodne z réwnaniami pola
i warunkami brzegowymi, co — jak mozna obecnie latwo stwierdzié® — po-
woduje zalezno$¢ historii pola tylko od (wg, t), natomiast

(6.22) en=2¢6p=10, & =0, i5%j na RX(—o0, ®)

(623) dy1, = Oag, 03320, Gij:O, i#j na Rx(—w, OO)

oraz

(624) &= —£%dG,, 25=(8—3u0)*dG, na RX(—w, ©),

gdzie dla ulatwienia napisaliémy odpowiednio ¢ i & zamiast oy, 1 &gs.

Po eliminacji ¢ z pary réwnad calkowych (6.24) i wykorzystaniu wlasno$ci
splotéw Stieltjesa (p. 1 w [1]) otrzymamy

(6.25) G=—3uA*d® na RxX(— o, ©),
gdzie A4 jest funkcja pomocnicza zdefiniowang nastepujaco:
(6.26) 28 A = G *dG,*d2G-+G)™* na (- o0, ©).

Biorac pod uwage (2.7), (5.6), (5.7), (5.8) i podstawiajgc x; — x dochodzimy
na podstawie (6.25) do wniosku, ze poszukiwane naprezenia @ = 0y; = 0y
przedstawi¢ mozna za pomocg calki '

(6.27)  ofx,f) = —3a | A(E—&)dOx, ¢') dla (v, 1) W RX(— co, o),

gdzie
(6.28) §=ox )= [@(T@ t')dt', & =olx1).
0

Opréez tego stosujac twierdzenia 1.2, 1.3 [1] dla ¢ z przedzialu [0, o) stwier-
dzamy, ze wzér (6.26) jest réwnowazny nastgpujacemu Wzorowi:

(6.29) 2 GAW+ [ Gu—tA@w)dr = L(t),

gdzie

G(1) = 2G,(1)+Gyf),
(6.30) o ! .
L(t) = GG+ [ Gy(t—1")Gy(t)dr.

%7 Szczegbly mozna znalezé w pracy [40).
28 Ta sama funkcja gra decydujaca role w zagadnieniu kuli [40].
2% Przypominamy wzér (2.13).
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Widaé stad, ze 4 spelnia liniowe réwnanie catkowe typu Volterry. Wreszcie,
jezeli odpowiednia transformacja Laplace’a istnigje, to otrzymujemy z (6.29)
i (6.30) zaleznogé

e G)Gin)
(6.31) AW = 3G )+ Guln)

Wzér (6.27) otrzymano w pracy [40] przez zastosowanie transformacji Lapla-
ce’a do pary réwnani catkowych (6.24), a nastepnie odwrdcenie otrzymane;j
w wyniku pary réwnaf algebraicznych. Jak pdzniej zauwazyli LEE i ROGERS
[41] 1 co jest jasne z poprzednich rozwazan, nie ma tu potrzeby wprowadzania
transformacji catkowych.

Podobna uwaga odnosi si¢ do obliczeA numerycznych w rozpatrywanym
rozwigzaniu, ktére wykonano w pracy [40] dla handlowego polimetakrylanu
metylowego opierajac si¢ na dostepnych danych dotyczacych relaksacji i na
pomiarach funkcji przesuniecia p. W zwigzku z tym funkcja pomocnicza 4
zostala wyznaczona z (6.31).

AR)/E )
L Rozwigzanie liczbowe oparte
as bezpasrednio na danych doswiad-
czalnych (Lee i Rogers)
o4 t....godz.
1,-80%
63
Jnterpolacja '
Iiniowa Razwigzanie analityczne oparte
a2 na transformac)i Laplacea [ asym-
protycznych odwrdceniach transformacji

ol

1 L 1 [
425 -2 -1 0 4 2 ] 4 5 Siog 1

Rys. 1 A4(t) dla polimetakrylanu

Wymagajacy duzej pracy tok postepowania zastosowany w pracy [40] polega,
po pierwsze, na dobraniu odpowiedniego przyblizenia analitycznego dla funkcji
relaksacji umozliwiajgeych analityczne obliczenie A, a nastepnie na znalezieniu
poszukiwanych wartodci 4 za pomocg dwdch wzorédw asymptotycznych na
transformacje odwrotne: jednego dla duzych, drugiego dla malych wartosci
czasu.

‘Inaczej postapili E. H. LEE i T. G. RoGers [41] obliczajac 4 przez rozwia-
zanie réwnania catkowego (6.29) wprost na matematycznej maszynie elektro-
nowej. Ich sposéb postgpowania jest bardziej bezpoéredni i okazal si¢ doklad-
niejszy.
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Wartoéci 4 otrzymane za pomocg przedstawionych wyzej dwéch sposobéw
poréwnano na rys. 1, na ktérym przez E oznaczono modut Younga odpowiadajacy
sprezystej reakcji ciata w chwili poczatkowej. Rysunek 2 zaczerpnieto z pracy
[40] 1 przedstawiono na nim zalezno$¢ naprezenia normalnego o w plaszczyZnie
$rodkowej od czasu dla ptyty wykonanej z polimetakrylanu metylowego. W obli-
czeniach przyjeto, ze a?/k = 1 godz., k jest termiczng dyfuzyjnodcig materiatu;
takie zalozenie odpowiada pltycie o grubodci 2a réwnej w przyblizeniu 5,7 cm.
W zadaniu tym historia pola temperatury jest rozwiazaniem elementarnego
zagadnienia przewodnictwa cieplnego: cala plyta znajdowata si¢ w stanie poczat-
kowym w réwnomiernej temperaturze Ty = 80 °C; w chwili # = 0 powierzchnie
plyty zostaly nagle poddane dzialaniu temperatury, 7 = 110 °C, i nastepnie
utrzymane w tej temperaturze.

Krzywa 1 na rys. 2 podaje warto$ci naprezeri otrzymane ze wzoru (6.27).
Krzywa 2 przedstawia zachowanie si¢ materialu w przypadku pominigcia za-

451 7 e —
3
a¥k=1
=] t...
= 1
= 2
X
pa
% g5l 1
1 | | | -
0 05 10 15 20 t

Rys. 2. Zagadnienie plyty. Zalezno$é o od czasu w plaszezyZnie
$rodkowej dla polimetakrynu,
1. Wlasno$ci materiatowe zalezne od temperatury Ty = 80°C,
T, = 110°C, 2. Wlasnoéci materialowe niezaleine od temperatury
oparte na zachowaniu sie¢ w temperaturze 95°C. 3, Wlasnodci
sprezyste oparte na zachowaniu si¢ poczatkowym.

leznodci parametréw fizycznych ciala od temperatury, a cala analiza oparta
jest na danych dotyczacych relaksacji dla $redniej temperatury powierzchni
wynoszacej 95 °C. Wreszcie krzywa 3 podaje wyniki w przypadku, gdy pominie
si¢ wplyw lepkosci i wyznaczy naprezenia o zakladajac czysto sprezyste zacho-
wanie si¢ materialu i przyjmujac stale sprezystosci odpowiadajace stanowi
poczatkowemu ciala lepkosprezystego. Widaé z rysunkéw, ze te trzy krzywe
prawie pokrywaja si¢ w okresie poczatkowym wynoszacym okolo 10 minut,
to znaczy wtedy, gdy «rzeczywistey wlasnosci materialu sg bliskie sprezystym
i dzieki temu s3 niezalezne od temperatury. W przyblizeniu przez pierwszych
20 minut krzywa 2 daje warto$ci naprezefi nieco niZzsze od przewidzianych

7 Mechanika Teoretyczna i Stosowana
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krzywa 1, poniewaz w tym okresie temperatura plaszczyzny srodkowej jest
nizsza od $redniej temperatury 95° a co za tym idzie — rzeczywisty proces
relaksacji jest wolniejszy od nakreslonego krzywa 2. Natomiast péziniej krzywa
2 daje wartosci naprezen stopniowo wigksze od podanych krzywa 1, az po
uplywie 2 godzin naprezenia rzeczywiste stajg si¢ o 15 procent mniejsze od
odpowiednich wartosci danych krzywa 2. Wyniki te wykazujg raz jeszcze nie-
realny charakter takich teorii naprezen cieplnych ciata lepkosprezystego, ktére
nie uwzgledniaja zaleznosci wiasnosci materialu od temperatury.

Wzgledne zalety bezposéredniego numerycznego catkowania réwnaii catkowych
w stosunku do techniki transformacji catkowych w analizie naprezen lepkospre-
zystych zostaly dalej przedyskutowane i zilustrowane w pracy E.H. Lee 1 T. G.
RoGERsA [45]. Poza tym, ze podejécie takie lepiej wykorzystuje dane do$wiadczal-
ne, nie wymaga ono duzych ekstrapolacji czasowych poza przedzialem czasu,
obejmujacym poszukiwane rozwigzanie zagadnienia. Tego rodzaju podejscie
rozszerza ponadto zakres analizy na zagadnienia, do ktérych transformacja
Laplace’a nie daje si¢ zastosowaé. Do takich probleméw naleza zagadnienia
mieszane, w ktérych sily powierzchniowe i przemieszczenia s3 dane na pod-
zbiorach brzegu zaleinych od czasu, oraz zagadnienia, w ktérych sam brzeg
jest funkcjg czasu (powierzchniowe topnienie).

Przyklad liczbowy zagadnienia tego ostatniego rodzaju podaje praca [45],
gdzie rozwigzanie zagadnienia kuli otrzymane w [40] uogdlniono na przypadek
topniejgcego ciala kulistego. Oprécz tego w [45] podano formalne rozwigza-
nie zagadnienia topniejacej powloki kulistej; dla brzegéw utwierdzonych
zagadnienie to rozpatrzono uprzednio [6].

Chociaz dopiero co opisane rozwazania sg obiecujace, to warto zauwazyé,
ze zagadnienia brzegowe rozpatrywanej teorii sprowadzaja si¢ do rozwiazywania
niezaleznych réwnan catkowych tylko w wyjatkowych okoliczno$ciach. Co
wigcej, wszystkie dostepne dzisiaj zastosowania zalezg od mozliwosci rozdzielenia
calkowania wzgledem czasu i przestrzeni. Mimo faktu, Ze pewne bardziej
ogdlne zagadnienia rozwigza¢ mozna obecnie tylko na drodze czysto liczbowe;j,
nie powinno to pomniejszaé potrzeby systematycznego rozwijania teorii catko-
wania.

7. Uwagi koicowe

W naszych poprzednich rozwazaniach przyjmowalidmy, zZe material jest
izotropowy, zaréwno, jesli! chodzi o wlasnosci mechaniczne, jak i termiczne.
W przypadku anizotropowego liniowego materialu lepkosprezystego réwnania
stanu (2.6) przyjmuja postad:

(7.1) oy = (ey— i) xdGiji

gdzie Gijy i a;; sa odpowiednio sktadowymi tensora funkcji relaksacji i tensora
rozszerzenia termicznego. Poza tym zachodzg zwigzki «; = a;; oraz

(7.2) Gy = Gy = Giji -
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Pierwsze réwnanie (7.2) wynika z symetrii tensora naprezenia, a drugie nie
pociaga za sobg zmniejszenia ogdlnodci, gdyz réwniez tensor odksztalcen jest
symetryczny. Poza tym zwykle przyjmuje sie, ze
(7.3) Giju = Gy -

Te ostatnie zwigzki symetrii wynikajg z (7.2) w przypadku szczegdlnym
izotropii i wyrazajg warunek niezalezny. Dostepny teoretyczny dowdd réwnosci
(7.3) opiera si¢ na rozwazaniach termodynamicznych i na zastosowaniu zasady
wzajemnosci Onsagera 0.

Jezeli przyjmiemy, ze warunki (7.3) s3 spelnione, to uogélnienie wigkszoéci
wynikéw teoretycznych rozpatrywanych w naszej pracy na przypadek jedno-
rodnych cial anizotropowych nie przedstawia trudnoéci. Odnosi sie to w szcze-
gélnosci do zasady odpowiedniodci rozpatrzonej w pp. 4 i 6, ktéra w takim
przypadku prowadzi zgodnie z rozwazaniami M. A. Biota [49] do zwigzkéw
pomiedzy liniowymi teoriami cial lepkosprezystych i sprezystych. Rozszerzenie
tej zasady na przypadek niejednorodnych (izotropowych lub anizotropowych)
cial lepkosprezystych jest zupelnie elementarne %, choé¢ ma niewielkie znaczenie
praktyczne. '

Dotychczas rozpatrywaliémy tylko quasi-statyczne napreZenia termiczne
w cialach lepkosprezystych. Wplyw bezwladnodei w termo—lepkosprezystosci
byl w ostatnich czasach przedmiotem wielu badan specjalnych. Sposréd nich
zacytujemy publikacie A. M. Katasonowa [51], W. Nowackiego' [23, 52,
53, 54] i M. Zérawskiego [55, 56, 57, 58]. Trudno tu ocenié fizykalne znacze-
nie tych prac, gdyz niezmiennie zaklada sie w nich, Ze. wlasnoéci materiatu
s3 niezalezne od temperatury, nie podaje si¢ ilo$ciowej analizy wynikéw oraz
zwykle dotycza one tylko naglych zmian temperatury 32.

Dotychczas nie rozpatrywano jeszcze efektéw sprzezenia termo—mechanicz-
nego, ktére jak dotzgd sz konsekwentnie pomijane. Interesujace studium tych
efektéw podal S. C. HUNTER [60], ktérego analiza dotyczy termo-~reologicznie
prostych cial lepkosprezystych. Jak sugeruje bezpretensjonalny tytul pracy
[60], temat ten wymaga dalszych badas.

Nalezy wreszcie jeszcze raz podkre§li¢, ze praca nasza ogranicza si¢ w zasadzie
do analizy liniowych naprezed termicznych w cialach lepkosprezystych. Nie
po$wieciliémy wiec w niej uwagi wplywowi nieliniowych efektéw lepkosci ani
odksztalceniom skoficzonym, ktére nalezy braé pod uwage przy realnym podej-
$ciu do naprezen termicznych w metalach w podwyZszonej temperaturze.

Podziekowanie. Autor jestzobowigzany Panu M. E. GUurTINOWI, ktdéry prze-
czytal rekopis pracy i zglosil szereg uwag krytycznych oraz pomocnych wska-
zéwek. ‘

¥ Por. np. M. A. Bror [46 i 47]. Rozwazania tego rodzaju mozna znalez¢ w komunikacie
T. G. Rogersa i A, C. Pipkina [48] oraz pracy [5]. Zauwazymy, ze odpowiednik warunku (7.3)
w teorii spreZystoéci wynika z istnienia potencjalu sprezystego.

81 W zwiazku z tym wymienimy [20i44] oraz prace H. W. Hiltona i 8. B. Donga [50].

32 Pokrewne badania w teorii termospre¢iystodci (por. np. [59]) wykazuja, Zze rozmiar takich
wplywéw inercyjnych niepomiernie maleje, gdy zarzuci sie fikcje naglego przylozenia temperatury.

Te
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Pesome
TEPMHUYECKHUE HAIIPSDKEHMS B BA3KO-YIIPYIUX TEJIAX

Hacrosawas pa6oTa, 3aHHMAIOIAsICT HMCKIIOYMTENEHO TENaMH, KOTOpbIE B H30MCTPHUCCKIX
YCHOBHAX N s MHDHUHUTEINMAIBHBIX gedopmanuil o0NafgaloT CBOHCTBaMy JIHHEHHOH BASKO-
YIOPYLOCTBIO, IIPECENYeT XBe Lelyd. Bo NepBBIX HaeTCA CHCTEMATHUECCKHI 3CKM3 Pa3BHTHA
AOCTUTHYTOBO B NOCIIEAHEE BPEMS, B TEOPHH, 8 BO BTOPHIX 03HAKOMIIET UHTATENS C IIOAPOCHBIMU
BOHPOCAMH H C COOTBETCTBYIOLIEH JUTepaTypoi,

2Ta paboTa OrPaHMUMBAETCA AHATIM30M KBA3H-CTATHCTHUYECKHX TEPMOYIPYIHMX HAIPSYKEHI it
B OJHOPOAHBIX M30TPOIMBIX TENAX, O0naZalomiMx JIMHEHHOH BA3KO-yNPYrOCTHIO.

B nepsoit wactu paGorsi (§ 2, 3,4) usnaraeTes TeOpHUA TEPMO — BAKO-YIPYTOCTH TeJI PH IIpes-
TIOJIOYKEHHH HE3aBHCHMOCTH WX MEXaHUUeCKHX CBOMCTB OT Temmeparypel. Ilaparpader 5 u 6
KacaloTcsA BA3KO-YIPYLHX Tel, CBOMCTBA KOTOPBIX 3aBUCAT OT TemIepaTyphl, ofpanjas IJIABHOE
BHUMAHUE HA TEODHIO TEPMO-PEONOTHUECKM NPOCTBHIX MATEPUAJIOR.

PeaymbTaThl, MONyUYeHHble B paboTe OMMPAIOTCA, B 3HAUMTELHON CTeNneHy HA OXHY M3 Npejbl-
Ayiux pafoT, Kacarompuxcsa usomerpuuecxody teopun [1]. Inpoxoe ncnonpsopanue cBOCTB
cBepTku CremsTieca, o6seraaeT MaHPATYIIUIO C IPEPEIBHBIME DYHKINAMY BpemeHH. HekoTopbre
TEOPETHUCCKHE PE3YNBTATHI IPUBENEHHEIE B TEKCTe PabOThbl, HE CMOTPS HA HX 3JIEMCHTADHBIA
XapaKTep, BEPOATHO €lle HE MIBECTHBL, '

Summary

ON THE ANALYSIS OF THERMAL STRESSES IN VISCOELASTIC SOLIDS

The present paper, which is devoted exclusively to solids that under isothermal conditions
and for infinitesimal strains exhibit linear viscoelastic behaviour, is intended to serve a dual
purpose.
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First, an attempt is made to sketch a systematic account of relevant recent theoretical develop-
ments, second, it supplies a guide to available specific results and to the literature cn the

subject at hand.

The present treatment is mainly confined to the quasi — static analysis of thermal stresses in
homogeneous and isotropic linear viscoelastic bodies. Sections 5, 6 of the paper deal with tem-
peratute — dependent viscoelastic solids, particular emphasis being placed on the theory of termo-

rheologically simple materials.

BROWN UNIVERSITY, PROVIDENCE, USA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 13 maja 1963 r.
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ANDRZE] WILCZYNSKI (WARSZAWA)
1. Wstep

Praktyczne obliczenia wytrzymatosciowe w olbrzymiej wiekszosci przypad-
kéw wymagaja stosowania pewnego modelu matematycznego rzeczywistego
ciata odksztatcalnego. ’

Jednym 2z najprostszych modeli, stosowanych w klasycznej teorii spre-
zystodci, jest model ciala stalego Hooke’a dajacy sie opisaé réwnaniem

(1.1) a=¢ck

i przedstawiajacy prosta proporcjonalno$é pomigdzy naprezeniem a odksztal-
ceniem. W wiekszosci przypadkéw praktycznych tak prosty zwiazek jest
zupelnie wystarczajacy. W pewnych jednak zagadnieniach szczegélnych, przy
zastosowaniu tworzyw kauczukopodobnych, gdzie mogg wchodzi¢ w gre od-
ksztalcenia rzedu jednosci, odchylenia od prawa Hooke’a sa tak duze, ze nie
moze ono mie¢ zastosowania. W takich przypadkach mozliwe s3 dwa sposoby
postepowania.

Jednym z nich jest doswiadczalne zdjecie charakterystyki «naprezenie—
odksztalcenie», a nastepnie prowadzenie obliczern w konkretnym zagadnieniu
za pomocg rachunku réznicowego. Dla potrzeb techniki jednak zwigzek przy-
blizony w postaci zamknietej jest rzeczag o wiele wygodniejsza niz dokladne,
lecz trudne do dyskusji rozwigzanie tablicowe. Z tego powodu aproksymuje
sie zazwyczaj krzywa do$wiadczalng za pomocs odpowiednio dobranej funkejt
lub wielomianu. Jednak przy takim sposobie postgpowania uzyskuje si¢ prze-
waznie rozwigzanie w postaci zamknietej, lecz obarczone bledem aproksymacji
charakterystyki materialu. Zazwyczaj tez funkcje aproksymujgce, dobierane
przez poszczegdélnych badaczy, réznig sie od siebie w sposéb zasadniczy,
co zmusza czesto do prowadzenia wigkszej liczby badan do$wiadczalnych niz
w przypadku, gdy znana jest dokladna zaleznosé naprezenie-odksztalcenie,
ktérg nalezy poprawié tylko wspélczynnikiem doswiadczalnym.

Innym sposobem postgpowania jest okreslenie zwigzku naprezenie~odksztal-
cenie na drodze teoretycznej w oparciu o metody fizyki statystycznej i budowe
wewnetrzng materiatu, Otrzymuje sie wdwczas rzeczywisty charakter zalez-
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nosci, ktdrej stale dobiera si¢ w sposéb doswiadczalny zmniejszajac réwnoczeénie
iloé¢ potrzebnych badaq.

Znana zalezno$¢ naprezenie—odksztalcenie dla tworzyw o budowie lancu-
chowej w postaci

(1.2) ¢’ = kTL (22—%) ,

gdzie 4 mozna okresli¢ ze zwiazku
(1.3) A=1+e,

uzyskana niezaleznie przez W. Kunna [1]1F. T. Warvra [2] w oparciu o meto-
dy fizyki statystycznej, nie oddaje dostatecznie dokladnie przebiegu odksztat-
cenia, jak to wykazuje np. J. Frory [3] na przykladzie badania kauczuku.

Praca niniejsza jest préba znalezienia zaleznosci naprezenie-odksztalcenie
na drodze teoretycznej w oparciu o metody fizyki statystycznej i budowe
wewnetrzng tworzywa przy zalozenmiach ogdlniejszych niZz stosowane w cy-
towanych pracach Kuhna i Walla.

Stosowany w dalszej czedel zwigzek (2.5) jest asymptotycznym rozkladem
gestosci prawdopodobiefistwa zmiennej x, uzyskanym przez autora w pracy [7],
przy zalozeniu dowolnej zmiany dlugoéci laficucha » czastek, w granicach
[x —1, x4+1], w przypadku dodania do tadcucha czastki #-}-1. Statystyka
Kuhna i Walla natomiast zostala otrzymana przy zalozeniu, Ze w rozwazanym
przypadku dhlugosé laficucha czastek moze wynosié albo x+41, albo x—1.

2. Zalozenia

1. Pod uwage wzigto tworzywo o laidcuchowej budowie czasteczek, ktérego
lanicuchy majg dlugo$é zawarta w przedziale

2.1) I<I<w
o gesto$ci prawdopodobienstwa rozkladu dlugosci danej zwigzkiem
(2.2) 1I(m) = mg"Y1—¢q)*,

uzyskanym przez J. FLory [4], gdzie ¢ oznacza stopient polimeryzacji tworzywa,
a m ciezar czgsteczkowy jednej jego czasteczki. Zalezno$é¢ (2.1) mozna wyrazié
za pomocg cigzaru czgsteczkowego m w postaci

(2.3) 0 <l < o,

gdzie l; oznacza dtugo$é jednego «ogniwan fanicucha czasteczek, czyli «dhugosé»
wigzania chemicznego, podczas gdy » i # zwijzane s3 ze soba zaleZnoscig
(24) m=on,

w ktorej » jest liczbg naturalna, okfeélajch ilogé wigzad chemicznych w two-

rzywie o cigzarze czasteczkowym m = 1 czyli w monomerze.
2. Prawdopodobiefistwo stanu tworzywa przyjeto w postaci

(2.5) f(x, n) = (Jm)‘”%.e"‘""
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zblizonej do proponowanej przez Kunna [1] =zalezno$ci
s, m) = (2n) e,

a bedacej nieco lepszym przyblizeniem, uzyskanym przy ogdlniejszych niz
w pracy [1] zalozeniach [7]. W zwigzku (2.5) x oznacza odleglo$¢ korica
ladcucha n atomoéw od poczatku obranego uktadu.

3. Zmiane energii wewnetrznej tworzywa w procesie odksztalcenia przyjeto,
zgodnie z pracg Hauka i Neumana [5], jako réwng zeru w duzym zakresie
odksztalcen.

4. Zmiang objetosci w procesie odksztalcenia przyjeto réwng zeru, co spro-
wadza si¢ do zwigzku

(2.6) Adgdy =1

lub tez dla materialu makroskopowo izotropowego

2.7) A2 =1,

jezeli przez A;, A, A3 oznaczy¢ wydluzenia wzgledne w trzech prostopadiych
kierunkach 1, 2, 3, co jest sluszne dla wigkszoéci tworzyw o taicuchowej

budowie czgsteczek przynajmniej w pewnym, zazwyczaj dobrym, przybli-
Zeniu.

3. Srednie prawdopodobiefstwo stanu

Traktujac dla dostatecznie duzych n zmienng losows m jako ciaglg i wpro-
wadzajac (2.4) oraz

3.1 p =wllog ql,

a takze biorac pod uwage, Ze stopien polimeryzacji nie moze przekraczaé war-
todci ¢ = 1, mozna zapisaé rozklad (2.2) w postaci

(3.2) A(n) = prne ",

jezeli speiniony jest warunek (2.3) i wprowadzona normalizacja rozkladu.

Zwigzek (2.5) okresla prawdopodobienstwo stanu jednej czasteczki tworzy-
wa w zaleznosci od zmiennych x, n. Powstaje zagadnienie, jaka jest spodziewana
gestodé prawdopodobienistwa stanu, jezeli rozklad zmiennej n dany jest przez
{3.2). Oznaczajac poszukiwana gesto$é prawdopodobienstwa przez f(x) zgodnie
z okredleniem wartoéci spodziewanej mozna napisaé

(3.3) ) = [ fl, myAmydn.
0
‘Wykonujagc catkowanie otrzymuje si¢ [6]

i) =5 VB(+2VB e/

Aby unikngé wartoéci bezwzglednej niewygodnej w operowaniu, zmieniono
umownie przedzial zmiennodci argumentu x ograniczajgc go jedynie do wartosci
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dodatnich. Wéwczas poszukiwany rozklad przybiera postaé

(3-4) f) =VBA+2VBx)eVPx, % >0.
Mozna wreszcie wprowadzié zmienna standaryzowang
(3.5) t=2Vpx;
skad uzyskuje si¢ rozklad standaryzowany
(3.6) ) =~%.(1 et 130,

1]

a5

04

o\

o N

F(t1)

N

a0 10 20 30 . 40 50

01

Rys, 1

W celu zobrazowania réznic pokazano na rys. 1 rozkiad (3.6) oraz rozktad

(2.5) po wprowadzeniu zmiennej standaryzowanej Vn-t =wx.

4. Zmiana entropii w procesie rozciagania

Gesto$é prawdopodobiefistwa stanu nieodksztalconego w przestrzeni tréj-
wymiarowe] mozna okreslié zwiazkiem

(4.1) WS 1, ) = (LA (1) e 6D,

gdzie przez &, 7, ¢ oznaczono zmienne standaryzowane w kierunkach x, y, 2.
Zgodnie z podstawows zalezno$cig termodynamiki statystycznej, wigzacej
entropie z prawdopodobiefstwem stanu,

(4.2) S = klogW+C,

gdzie k oznacza stala Boltzmanna, C pewng stalg addytywna, entropie jednego
laficucha, opisanego prawdopodobiefstwem stanu (4.1), zapisuje si¢ w postaci
(4.3)  S(& m, §) = k[log(1+&)-+log(1+n)+log(1+E)—(é+9+0)]+C .
Przyjmujac zgodnie z (2.7) odksztalcenia w jednocsiowym stanie naprezZenia

przy rozcizeganiu

(4.4) =2, h=l=

1
_,/Z 2
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gdzie kierunki 1, 2; 3 odpowiadajg odpowiednio zmiennym losowym &, #,¢
i wyrazajac przemieszczenia konca laricucha w postaci

E= A& _ 1 ¢ = 1
(4.5) o 7 I/I"?O J V}TCO

uzyskuje si¢ dla gestosci prawdopodobieristwa stanu odksztalconego wzér

1 — - f Vi
(4.6) W&, m, c:)=—8—(1+§)(1+m-’z)(1+¢1//1)e x Vit

Warto$¢ spodziewang entropii jednego fafdcucha w stanie odksztalconym
mozna znalezé w zaleznosci

*.7) Soy = [ [ [ S(&n, OWi(&, n, &) dedndt.
0O 0 o0

Korzystajac ze zwigzkow (4.3), (4.6) i (4.7) mozna wykazaé, ze entropig taficu-
chéw zawartych w 1 cm?® tworzywa okresla zwigzek

(4.8) S(1) = kL[Sl(/l)—i—ZSl( 1/17 )]Jrc,

gdzie L oznacza liczb¢ Loschmidta, a S;(1) dane jest zaleznoscia
1 [, N A
(4.9) S0 =5 [ log(1+8)—¢] (1+7 T dE.
by
Aby okre$li¢ wyrazenie (4.9), wyznaczamy zgodnie z [6] calki
co £

13

1 - 1
Eflog(l—l—é)e ld§=—§ Ez( 2)

5[ st ae i ndm{-4)]

(4.10) °
o [
1 7. 1
ioj‘ Ee df—'é'lz,
L[,
ﬂf fe “dE=1

W powyzszych zwigzkach Ei(x) oznacza wykfadniczg funkcje catkows.
Sumujae uzyskane wyniki (4.10) otrzymujemy:

(4.11) Sy(A) = 1[(2 A)elEz(—A—)—l—l 3/12]
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Na podstawie (4.11) mozna napisaé

|

Zgodnie z (4.8) mozna wyrazi¢ entropi¢ 1 cm?® objetosci tworzywa za pomoca
(4.11) 1 (4.12) w postaci

(4.13) S@)z&%kLPZ_}ﬁiE{__%)+

L

Zaleznosé (4.13) przedstawia zwigzek pomiedzy entropia ukladu a jego odksztal-
ceniem. -

5. ZaleznoS¢ naprezenie—odksztalcenie

W celu uzyskania =zalezno$ci naprezenie—odksztalcenie nalezy powigzaé
ze sobg sile lub naprezenie z entropig ukladu. Mozna do tego celu uzy¢ zwiazku
Helmholtza, wynikajacego z pierwszych dwéch zasad termodynamiki przy
zaloZeniu procesu izotermicznego, w postaci ’

(5.1) dA = dU—TdS,

gdzie A oznacza energi¢ swobodng, U energic wewnetrzna, a T temperaturg
w skali Kelvina. Zgodnie z zalozeniami, inaczej niz w przypadku cial krysta-
licznych, mozna przyjaé dU = 0, skad otrzymuje si¢ obowiazujgcy dla tworzyw
o budowie ladcuchowej zwigzek

(5.2) dA = —Tas .

Jezeli teraz przyréwnal przyrost energii swobodnej ukladu do elementarnej
pracy PdA i podstawi¢ powyzsze do (5.2), to po przeksztalceniach otrzymuje
sie
as
dr’
gdzie P oznacza sil¢ rozciagajgcs objetosé 1 cm?®. Jezeli sita P dziala na szeécian
o krawedzi réwnej 1 cm, to naprezenie wynosi
P
=11 =P
W trakcie odksztalcenia krawedzie szeScianu doznajg wydluzen okre§lonych
zaleznoscig (4.4), wobec czego naprezenie rzeczywiste, odniesione do pola
przekroju odksztalconego, jest réwne
p

(5.4') GzﬁZXP.

Viyi

(5.3) - | P= T
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Kombinujgc zwigzki (5.3) i (5.4) otrzymuje si¢ ostateczny zwigzek pomiedzy
naprezeniem 1 entropig w postaci

(5.5) o= 112
Rézniczkujge zaleznosé¢ (4.13) uzyskuje sie

(5.6) ‘;—f — %kL[6 (1—%)4(1_#) n

2 1y L o 1 1 2 N\ VT4 =
b ) e eracri)
Podstawiajgc (5.6) do (5.5) znajduje si¢ zwigzek miedzy naprezeniem a odksztal-
ceniem w postaci

G7) o= kTL[z (12_%)_(1_]/%ﬂ+

1 + 7
+—2—kTL[(/H—%—1)e‘Ei(—%_)—(7/%+ 21/%—1)eV*Ei(_ \f;)]
Dla celéw praktycznych zalezno$é (5.7) daje si¢ znacznie uproscié. Podstawiajac
wartosci A do zwigzku (5.7) mozna latwo stwierdzié, ze dla wydluzen do 1009,
lub skrécen do 509, pominiecie drugiego czlonu zwigzku (5.7) prowadzi do
bledéw nie przekraczajacych 19.

o/KTL
100

. /

a
&0 : /

40 /

o N

A
T

~80 /
D2 04 05 08 40 42 14 16 418 20
. A

Rys, 2
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Dla matych odksztalcen, przy spetnieniu warunku |e| < 1, mozna za pomoca
(5.8) otrzymaé wyrazenie asymptotyczne. Biorac pod uwage przyblizenia
1 1 1

o _ 2 — ]l — =
3 1 — et-&2, ]/I 1 5¢

znajduje sie prosta zalezno$¢ liniows:
(5.9 o= "75kTLe.

Na rysunku 2 pokazano wykresy funkeji (1.2) i (5.8). Nalezy zaznaczy¢, ze wynik
(5.8) pozostaje w dobrej zgodnodci z rezultatami badaf doswiadczalnych przy-
toczonymi w pracy Flory [3].

6. Whnioski

Uzyskane w niniejszej pracy wyniki i ich zgodnos¢ z eksperymentem $wiadcza
o zastosowaniu modelu matematycznego zjawiska, oddajacego w dobry sposdb
zalezno$¢ pomiedzy naprezeniem a odksztalceniem. W rozwazaniach swoich
Kuun [1] 1 WaLL [2] przyjmowali, Ze tworzywo utworzone jest z aficuchéw
o pewnej $redniej diugosci réwnej lyn,, gdzie 7, jest $rednig iloscig wigzari che-
micznych w makroczasteczce tworzywa. W pracy niniejszej przyjeto, ze dlugosé
poszczegdlnych faficuchéw czasteczek jest rézna i zmienna w granicach

0 <nly < 0,
przy czym iloé¢ laficuchéw o dlugodci zawartej w przedziale
[7, n+dn]

dana jest przez gesto$é prawdopodobienstwa (3.2).

Zgodno$é otrzymanych wynikéw z doswiadeczeniami Flory [3] pozwala
uwazaé, Ze przyjete w pracy niniejszej uproszczenia s3 dopuszczalne i nie wpro-
wadzajg istotnych réznic. .
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Pesmome

3ABHCHUMOCTD HAIIPSDKEHHUE-IEDOPMALIAS
B CJIIYUAE OCEBOI'O PACTSIKEHYVII MATEPUAJIIA
LENDHOTO MOJEKYJISAPHOTO CTPOEHU A

PaGoTa IMOCBSIIEHA TEOPETHUCCKOMY HCCNEAOBAHAIO 3aBMCHMOCTH HanpshreHue—nedopmManus,
He apaomeiica GyHKUneil BpeMeHH, B HHTEPBAJE (BBICOKOH YNPYrocTy IJIS HEKOTOPBLIX Ma-
TEPHAOB C LENHbIM crpocHHeM. Ilomb3ysce (ynxumeil pachnpemesieHns [IuH OTHEIBHBIX
Lenejil yacTuy B maTepuare, umerouleir ¢ropmy

= B2ne—
A = BPne=bn,

A (YHKUUSH REPOATHOCTH BBLINPAMIEHHA OAHOH UEMHOM wacTHubI

1 —xz
fe,m) = ———e~ "
]/7!71
GbLl'IO IIDJIYUZHO YCPEIHEHHOC pacnpenen&ﬂue BEPOATHOCTH BbINPSIMICHH ST HccnegyemMmoro ma-
TepHuaa, KOTOpPOE€ MOXKHO HpCﬂCTaBHTL B BH/JIC

1 1
FE) = FEA+262 me

3aTem NPHMEHAS IMOJIOYKEHUE O HECKUMAEMOCTH MATCPHANA M OCHOBHBIC TCPMOIMHAMUYECKHE
dbopMyabl Gpima NOJy4YsHa NPHOIINKSHHAS 3aBHCHMOCTH HanpsDitenue-Aedopmanust B (opMe

1

0 = kTLRA—A-)—(A—1" 2)],

KOTOpAs JIyUil: UM ADYCHE HM3BECTHLIE 3ABHCHMOCTH IJIf MCCHENYeMOH IpYyINbI MaTepHAaIoR
COrJIACYETCH C ONbBITHLIMH JaHHLIMH.

Summary

STRESS-STRAIN RELATION FOR CHAIN STRUCTURE MOLECULE MATERIALS
IN CASE OF SIMPLE TENSION

The paper presents a theoretical investigation of the statiopary stress-strain relation in the
region of «high elasicity » for certain materials with internal structures of long chain molecules.
Assuming the distribution of lengths of individual chains in the form

A = fEne=bn

and the distribution of probability of straightening of a particular chain molecule — in the form

1 _
flomy = —=e """,
Yan
the mean distribution of probability of straightening of the considered material can be represented
by the formula

) = Br2(1 +2p12x) e~ 2p"x

8 Mechanika Teoretyczna { Stosowana
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Applying furthermore the incompressibility hypothesis and the fundamental laws of thermo-
dynamics, the approximate stress-strain relation can be derived, i.e.

1
o = RTLB3(AE—A"1)~(A—4 2)].

This relation proved to be in a better agreement with experiments than other formulae when
applied to the group of materials under consideration.

POLITECHNIKA WARSZAWSKA
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Wstep

Trwaltosé, lekkoéé i tanio$¢ konstrukeji technicznych mozna osiggnaé tylko
na podstawie wnikliwej analizy rozkladu naprezen i odksztalcen wystepuja-
cych w konstrukcji pod dzialaniem obcigzern. W prostych przypadkach do
wyznaczania naprezen wystarczajg metody nauki o wytrzymalo$ci materiatéw,
oparte na hipotezie liniowego rozkladu naprezed w badanych przekrojach,
ktére pozostajg plaskie réwniez po odksztalceniu elementu [1]. Zalozenia te s3
bliskie rzeczywistosci tylko w takich elementach, w ktérych wymiary prze-
krojéw s3 bardzo male w poréwnaniu z diugoscia elementu, a wiec w zasadzie
metody wytrzymato$ci materialéw mogs byé stosowane tylko do pretéw i belek.
W wigkszodci elementéw konstrukcyjnych rozklad naprezefi nie jest jednak
diniowy, lecz tworzy pole naprezed o skomplikowanej budowie. Wymagania
wspélczesnej techniki nie mogg by¢ wigc zaspokojone metodami wytrzymalodei
materialéw i zmuszajg do szukania scistych rozwigzan opartych na teorii spre¢-
zystodci, ktéra pozwala wyznaczyé rozklad naprezed bardziej zblizony do
rzeczywisto$ci. Dzigki dobrej zgodno$ci teorii ze zjawiskami zachodzgcymi
w rzeczywistych konstrukcjach metody teorii sprezysto$ci mozna stosowaé
do wszelkich elementéw konstrukeyjnych, w ktérych naprezenia nie wywolujg
odksztalcen trwatych. Jezeli jednak nie mozna pomingé faktu powstania odksztal-
cenl trwalych, to nalezy stosowaé metody teorii plastycznosci, znajdujace sig¢
zreszta jeszcze w poczgtkowej fazie swego rozwoju.

Przedmiotem naszych rozwazan bedzie teoria sprezystoéci, ktéra zostala
znakomicie opracowana w czasie swego przeszio stuletniego rozwoju i dzisiaj
stanowi wyprobowane narzedzie do badania rozkladu naprezen i odksztalcend
w elementach konstrukcyjnych o dowolnej postaci. Jednak struktura matematycz-
na teorii sprezystodci, zawierajgca wiele uktadéw réwnan rézniczkowych, jest
bardzo skomplikowana i nastrecza ogromne trudnodci przy rozwigzywaniu
zagadnien praktycznych. Jednym ze sposobdw uproszczenia zagadnienia jest
sprowadzenie go — w miare moznosci — do ukladu plaskiego. Mamy wtedy
do czynienia z dwiema zmiennymi niezaleznymi i, po wprowadzeniu bihar-
monicznej funkcji naprezen, z ukladem trzech réwnan rézniczkowych; jednak
i wtedy bezpodrednie rozwigzanie zagadnien bynajmniej nie jest latwe.

ge
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2. Badanie naprezen i odksztalcen na modelach

Ze wzgledu na trudnoéci matematyczne od dawna stosuje si¢ rézne metody
dodwiadczalne do rozwigzywania zagadnien teorii sprezystosci.

Niewatpliwie najlepiej opracowang metodg badania naprezen na modelach
jest elastooptyka [2, 3], ktéra pozwala na bezposrednie wyznaczanie linii
jednakowego nachylenia osi naprezen gléwnych (izokliny) i linii jednakowej
réznicy naprezen gléwnych (izochromy). Badania elastooptyczne wymagaja
jednak precyzyjnych urzgdzen do obrébki modeli i kosztownej aparatury po-
miarowej, a szczeg6lowe opracowanie wynikéw pochlania duzo czasu i wymaga
personelu o wysokich kwalifikacjach technicznych.

Réwnolegle z metodg elastooptyki (lub czasem niezaleznie od niej) stosuje
sie metody kruchych pokryé, analogii elektrycznej i analogii blonowej. Sposéréd
innych doswiadczalnych metod mozna jeszcze wymieni¢ metode rentgenogra-
ficzng 1 tensometryczng [3].

Znane metody dos$wiadczalne poparte analizg matematyczna pozwalajg na
rozwigzanie wielu zagadnienn teorii sprezystodci, jednak najczesciej kosztem
ogromnego nakladu pracy laboratoryjnej i rachunkowej. W ostatnich czasach
rozpoczeto wiec proby rozwiazywania zagadnien plaskich teorii sprezystosei
za pomocg ukladéw elektrycznych, w ktérych prady’ lub napiecia spelniajg
réwnania biharmoniczne [9, 10].

Uktady elektryczne przystosowane do rozwigzywania réwnafn okreslonego
typu stanowiy wyspecjalizowane maszyny matematyczne wymagajace jednak
spelniania warunkéw brzegowych danego zagadnienia metods kolejnych przy-
blizen. Ze wzgledu na bardzo stabg zbiezno$é szeregéw wyrazajacych warunki
brzegowe funkcji naprezen rozwiazywanie zagadnied plaskich teorii sprezy-
sto$ci nawet przy uzyciu maszyn matematycznych bynajmniej nie jest tatwe.

Trudnoéci do$wiadczalnych metod badania naprezen na modelach wynikajg
najczescie] stad, Zze wytworzenie pewnego pola wielkosci fizycznych, np. pola
pradéw w modelach elektrycznych, analogicznego do pola naprezen, nie pro-
wadzi bezposrednio do wytworzenia warunkéw brzegowych analogicznych
do tych, jakie istnieja w stanie napreZenia oryginatlu. Spelnienie analogii we-
wnatrz modelu nie zapewnia jeszcze istnienia analogii na jego brzegach, czyli
wlasciwie przy kazdym modelowaniu znanymi metodami wystepujg dwa zagad-
nienia: jedno zwigzane z analogig naprezen wewngtrz ciala, a drugie — z ana-
logia naprezed na jego brzegach i tylko réwnoczesne spelnienie tych analogii
umozliwia rozwigzanie zagadnienia.

Nowa metoda modelowania elektrycznego naprezen, opracowana przez
autora w Instytucie Gospodarki Wodnej, pozwala zbudowa¢ taki model elektrycz-
ny stanu naprezcnia, w ktérym analogie obciazenia na brzegach pociagaja za
sobg automatycznie spelnienie analogii naprezed wewnatrz modelu.

3. Prady zmienne wielofazowe w modelowaniu elektrycznym

W modelowaniu elektrycznym tensora naprezeri zastosowane sg uklady
pradéw wielofazowych [11] znanych z teorii pradéw zmiennych. Pewne szcze-
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gbly, ktére sa potrzebne do dalszych rozwazan, wymagaja jednak blizszego
oméwienia.

Przede wszystkim pod ukladem wielofazowych prgdéw zmiennych nalezy
rozumie¢ kazdy uklad wieloprzewodowy odbiornika zasilanego pradami sinu-
soidalnymi przesunigtymi w fazie wzgledem siebie, podczas gdy zwykte znacze-
nie tej nazwy jest zwigzane raczej z ukladem generatora. Niewatpliwie takie
rozumienie terminu «ukiad wielofazowy» pochodzi z silnego zwigzania tego
ukiadu z energetyks, gdyz z reguly w rozdziale energii elektrycznej uktadem
nadrzednym jest uklad generatora, natomiast uklad odbiornika jest uktadem
podporzadkowanym.

W naszej pracy natomiast, w ktorej chodzi o modelowanie elektryczne, ukta-
dem podstawowym jest odbiornik (model), do ktérego powinien byé przysto-
sowany generator. Jezeli np. do modelu doprowadzone s3 trzy prady zmienne,
to powiemy, ze ukfad jest tréjfazowy, chociaz te trzy prady moga®by¢ pobrane
z generatora, ktéry ma cztery lub wiecej faz. W ogdle korzystnie jest mieé do
dyspozycji generator o duzej liczbie faz, np. 36, mozna wéwczas bowiem otrzy-
ma¢ z niego kazdy uklad wielofazowy odbiornika o mniejszej liczbie faz prze-
sunigtych wzgledem siebie o dowolne katy, bedgce wielokrotnodcig 10°. Takim
generatorem moze by¢ np. silnik asynchroniczny z zatrzymanym wirnikiem.
Jezeli wirnik ma 36 ztobkéw, to w polu wirujacym silnika wytwarza sie w kazdym
precie zlobka sita elektromotoryczna przesunieta o 10° wzgledem sily elektro-
motorycznej indukowane] w precie sgsiedniego zlobka.

Mozna réwniez przyja¢ jako generator pradéw wielofazowych dluga linie
péifalows wykonang w postaci taficucha wielu czwérnikéw — w kazdym z ta-
kich czwérnikéw prad i napiecie sg przesuniete wzgledem pradéw i napieé
innych czwérnikéw. Generatorem pradéw wielofazowych moze byé kazidy
uktad elektryczny odpowiedniej mocy, ktéry moze dostarczy¢ danag z géry liczbe
pradéw o znanym natezeniu, przesuni¢tych wzgledem siebie o wyznaczone
katy przesuniecia fazowego.

Wedlug podstawowej wlasnoéci pradéw zmiennych wielofazowych suma
arytmetyczna pradéw chwilowych i suma geometryczna wektoréw przedsta-
wirjacych prady sinusoidalne sg zawsze réwne zeru [5]. Te wlasnoéci majg
réwniez prady m-fazowego odbiornika pobrane z n-fazowego generatora i wobec
tego jest rzeczg oczywistg, ze uklad trzech faz odbiornika doprowadzanych z
generatora czterofazowego mozna traktowaé jako ukiad pradu tréjfazowego.

Konsekwentnie, uktad dwéch faz odbiornika dwuzaciskowego przylgczouny do
generatora wielofazowego, np. tréjfazowego, nalezy nazwaé ukladem pradu
dwufazowego. W literaturze technicznej jednak taki uktad nazywa si¢ zwykle
pradem jednofazowym — prawdopodobnie dlatego, ze stanowi wlasciwie jeden
obwéd. Do pradu jednofazowego w praktycznej elektrotechnice nie jest potrzeb-
na interpretacja wektorowa, gdyz nie ma w nim dostrzegalnego w zastosowaniach
przesunigcia fazowego. ’

W modelowaniu elektrycznym naprezen bedziemy traktowaé obwdd dwu-
biegunowego odbiornika konsekwentnie jako uklad pradu dwufazowego, jak
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réwniez bedziemy stosowali do tego ukfadu interpretacje wektorowa. Prad
dwufazowy przedstawiamy za pomocg dwdch wektoréw réwnych co do wielkosci
lecz o przeciwnych zwrotach. Inaczej méwigc przyjmujemy, ze do jednego
zacisku odbiornika doprowadzamy jeden prad uktadu dwufazowego, a do
drugiego zacisku — drugi taki sam prad, lecz przesunigty w fazie o 180°.

W zwigzku z przedstawieniem pradéw wielofazowych za pomoca wektoréw
nalezy jeszcze zwréci¢ uwage na pewng specyficzng ceche modelu elektrycznego,
ktérej na ogdt nie maja zwykle odbiorniki pradu wielofazowego. Odbiorniki
te sg polaczone wewnatrz w gwiazde lub wielobok, a punkt wezlowy gwiazdy
lub boki wieloboku sg punktami lub liniami, do ktérych doplywajg prady
wszystkich faz uktadu. Wektory reprezentujace prady sg zréwnowazone, a zatem
ich suma jest réwna zeru. Suma momentéw tych wektoréw jest tez réwna zeru,
poniewaz wszystkie wektory lub ich linie dzialania przecinajg sie w jednym
punkcie.

W modelu elektrycznym natomiast wielofazowy ukitad pradéw zmiennych
jest doprowadzony nie do punktu wezlowego, lecz do pewnych miejsc obszaru
plaskiego, w ktorym nastepuje splyw pradéw wszystkich faz. W tym przypadku
odbiornikiem jest caly obszar, ktéry mozna nazwa¢ obszarem wezlowym, a wek-
tory pradéw doprowadzonych do obszaru s3 zwigzane nie z jednym punktem
wezlowym, lecz z punktami przylaczenia pradu do obszaru. Wobec tego powi-
nien by¢ spelniony warunek znikania momentu ukladu wektoréw. Warunek
ten mozna jednak spelnié zawsze, poniewaz wszystkie wektory moga byé obrdco-
ne dokola swych punktéw zaczepienia o taki kat, Zeby ich linie dzialania przeszly
przez jeden punkt. Jak wiadomo, obrét wektoréw pradu nastepuje przy zmianie
poczatku rachuby czasu.

4, Gesto$é pradu

Prad staly w przewodniku jest okreélony przez pole wektorowe gestosci pradu
8 [4,5, 6], czyli wektora, ktorego strumied przez dowolna powierzchnig jest
réwny pradowi I:

I = f &ds.
Zgodnie z t3 definicjg prad staly jest wielkodcig skalarna, a gesto$é pradu

jest wektorem, ktdry ma ten sam kierunek co wektor pola elektrycznego E w prze-
wodniku o przewodnosci wiasciwej y:

5 =9E.
Pole elektryczne pradu stacjonarnego jest polem potencjalnym, tak iz nateze-

nie E tego pola moze byé wyrazone jako gradient potencjatu @:

E= —grad®.

Pojecie gestosci pradu, wprowadzone do rozwazarii nad rozkladem pradu
stacjonarnego w przewodniku, nie daje si¢ bezpoérednio zastosowaé do przy-
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padku pragdu zmiennego. Wynika to chociazby z ukladu réwnan Maxwella
dla pragdéw quasi-stacjonarnych:

rotH=4—nS, rotE_—__iﬂ;
¢ c 0ot
divB = 0, divD = 4-71;0-;
B=/'LH7 D=EE,

gdzie H oznacza natezenie pola magnetycznego, B indukcje magnetyczna,
E natezenie pola elektrycznego, D indukcj¢ elektryczna, & gestoéé pradu,
o gestosé tadunkéw elektrycznych, u przenikalno$é magnetyczng i & przeni-
kalnoéé dielektryczng osrodka.

Przyjmujac istnienie potencjalu wektorowego A pola magnetycznego, B =
rot A, otrzymujemy

1 ¢
rotE = ———C—ErotA,
czyli '

ot

Wyrazenie w nawiasie jest wiec polem bezwirowym o pewnym potencjale ®.
Mozna je przedstawi¢ jako gradient potencjatu
1 2A

E+_—C——5t— = ——grad@ N

rot(E—l—%éé) =0,

skad

1 0A
E = ——grad@——z_-—gt—.

Obecnoé¢ pochodnej potencjalu wektorowego w tym wyrazeniu s$wiadczy
o tym, ze pole elektryczne pradéw quasi-stacjonarnych, a tym samym i po-
le gestosel pradu zmiennego, nie jest polem potencjalnym.

W przypadku pradéw zmiennych gesto§é pradu nie jest wektorem tak jak
w przypadku pradu stalego, lecz wielkoscig fizyczng o innym charakterze,
ktéry wyjasnimy w toku dalszych rozwazan.

Najprostszym przykladem pradu jest prad w precie przewodzacym o stalym
przekroju. Jezeli jest to prad staly, to gesto$¢ pradu é otrzymamy dzielac prad I
przez pole przekroju S prostopadiego do osi preta:

I
0= 5

Tak postepujemy w praktycznej elektrotechnice cheace obliczyé np. gestosé
pradu w przewodach sieci lub maszyn elektrycznych, przy czym zupelnie ginie
wektorowy charakter gestosci pradu. W elektrotechnice teoretycznej natomiast
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wazniejsza jest zalezno$é odwrotna, ktéra pozwala okresli¢ prad I jako iloczyn
skalarny wektora gestodéci pradu i1 wektora powierzchni przekroju
I=5§-S
albo
I = jScosa.

Na rysunku 1 przedstawiono pret wykonany z materiatu przewodzgcego
o przewodnodci wiladciwej znacznie mniejszej niz przewodnos$é metalowych
elektrod przylaczonych do czolowych powierzchni preta. Ze wzgledu na symetrie

S .
/ QS_"S_’ \

Rys. 1

gesto$é pradu 8§ jest wszedzie jednakowa i skierowana wzdluz osi preta. Przez
przekréj prostopadly do jego osi plynie prgd 7 =8-S = 85 cos 0° == §S.

Przez przekrdéj nachylony S’, ktérego normalna tworzy kat a z osig preta,
plynie prad I' = §-8’ = 65’ cosa, ale poniewaz S’ = S/cosa, wiec

cosa =65 =1.

I'=39$ S
c

osa

Wynik ten mozna bylo przewidzie¢ z géry, poniewaz przez dowolny przekrdj
prostopadly lub ukoény plynie ten sam prad I.

W drugim przypadku przedstawionym na rys. 2 do tego samego preta
przylaczony jest prad zmienny dwufazowy I, I,. Jezeli chcemy wyznaczyé
prad w precie w ten sam sposéb jak poprzednio, tj. jako iloczyn gestosci

s l, S _
I )= X ay N Al I
T X ! >, :
7 = PRI ~
Rys. 2

pradu i przekroju, to musimy przyjaé (jak to wykazemy w nastgpnym punkcie),
ze gestos$é pradu jest tensorem, ktdry dzialajgc na wektor powierzchni S
daje wektor I: :
% -S=1I
W przekroju prostopadtym do osi preta (¢ = 0) mamy tylko skladows nor-
malng tensora, ktéry oznaczamy przez d;. W tym przypadku prgd zmienny
moze by¢ wyrazony wzorem

618 - I-
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W przekroju nachylonym S” gestosé pradu powinna by¢ takg wielkoseia, ktéra
pomnozona przez przekrdj daje dwie skladowe pragdu zmiennego I = I,+1,.
Wobec tego w przekroju nachylonym nalezy uwzglednia¢ dwie wartosci gestoscei
pradu: ¢, dla skladowej I, normalnej do przekroju S, oraz gestos¢ pradu §, dla
skiadowej 1, stycznej do przekroju

6,8 =1,, 68 =1I,.
Poniewaz

S

cosa’

187 =

‘In‘ :[ICOSQ, \[,' = Isina’

wige poslugujac sig wartosciami bezwzglednymi otrzymujemy ostatecznie
6, = d,cos’a, &, = d;sinucosa.

Skladowa normalna §, gestosci pradu zmiennego jest najwieksza w prze-
kroju prostopadlym do osi preta, u = 0, gdzie réwna sie §;; warto$é tg mozna
nazwaé wartoscig gléwna gestosci pradu zmiennego. W przekroju réwno-
leglym do osi preta §, = 0, poniewaz « = 90°. Skltadowa styczna gestosci
pradu zmiennego §, staje si¢ réwna zeru dla przekroju prostopadlego, « = 0,
i dla przekroju réwnoleglego, a = 90°, do osi preta. Warto$é najwiekszg skia-
dowa styczna osiaga wtedy, gdy cosa = sing, czyli dla « = 45°.

5. Tensor gestoSci pradu zmiennego

Gestoéé pradu zmiennego jest wielkoécia tensorows. Zeby to wykazaé, roz-
patrujemy gesto$¢ pradu zmiennego w przewodniku plaskim, tj. w takim prze-
wodniku, ktérego jeden wymiar (grubo$é) jest znacznie mniejszy niz dwa
pozostate. Zakladamy, Ze prady zmienne ukladu wielofazowego sa doprowa-
dzone do réinych punktéw obwodu przewodnika plaskiego (plytki), przy
czym wektory pradu zmiennego s3 w stanie réwnowagi, czyli suma ich rzutéw
na dowolng o$ jest réwna zeru i suma momentéw wzgledem dowolnego punktu
jest rowniez réwna zeru. Mozna przyjaé, ze gesto$é w kierunku prostopadiym
do powierzchni plytki jest réwna zeru, tak iz wszystkie kierunki pradéw sg réwno-
legle do powierzchni plytki. Poza tym dla uproszczenia obliczent mozna zatozy¢,
ze grubosé plytki jest réwna jednosci, tak iz do rozwazan wystarcza plaski uklad
wspotrzednych x, y (rys. 3).

Wykonujemy teraz w plytce szczeline wzdluz odcinka O4. Obecnosé szczeliny
spowoduje przerwanie pradu miedzy czedcia plytki zrajdujacy si¢ bezposrednio
pod odcinkiem OA i czescia polozong tuz nad nim. Aby przywrécié pierwotny
stan elektryczny w cz¢sci znajdujgcej sie nad szczeling OA, nalezy przytozy¢
do $cianki szczeliny elektrode i doprowadzié przez nig prad taki sam, jaki
byl w tym miejscu przed wykonaniem szczeliny. O tym pradzie wiadomo
na pewno, ze jest pradem zmiennym sinusoidalnym, poniewaz zostal on wywolany
przez sinusoidalne prady zmienne doprowadzone z zewnatrz, przy czym jego
czestotliwodé jest taka sama jak czestotliwo$é praddw doprowadzonych, a prze-
suniecie fazowe jest funkcjg punktu O szczeliny.
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Rys, 3

Zgodnie z rozwazaniami z poprzedniego punktu przyjmujemy, ze na powierz-
chni szczeliny przy samej elektrodzie istniejg takie skladowe gestosci pradu
zmiennego, normalna §, i styczna §,, ktére pomnozone przez pole przekroju
szczeliny OA daja prad zmienny I '

Rozwazania przeprowadzamy dla nieskoriczenie bliskiego otoczenia punktu O.
Jezell pominiemy wielkoéci nieskoriczenie male wyzszego rzedu, to mozemy
przyjaé, ze gestosé pradu na nieskoniczenie matym odcinku OA (lub raczej na
powierzchni OA4.1) jest wszedzie jednakowa. Mozna wigc tak samo jak w po-
przednim p. wyrazi¢ prad przez gestoéci pradu.

Skiadowa normalna pradu posiada kierunek osi y i odnosi si¢ do odcinka
prostopadlego do osi y:

I,, = 6,,0A.

Sktadowa styczna ma kierunek osi x i odnosi si¢ do odcinka prostopadiego
do osi y

I, = 0,,0A.

Prad zmienny, jaki powinien byé doprowadzony do odcinka OA (prosto-
padlego do osi y), jest sumg tych pradéw skladowych:

I, = Iyy+1xy .

Jezeli wykonamy teraz drugg szczeling OB prostopadle do osi x, to prad,
jaki powinien byé doprowadzony do jej écianki wewnetrznej, bedzie réwny

Ix = Ixx+I)’x M
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Sktadowe tego pradu, otrzymane w sposéb podobny jak sktadowe pradu I,
maja warto$ci wyrazone przez gestosci pragdu zmiennego

I, =0,,0B, I.=34,O0B.

Wykonajmy jeszcze szczeling AB konczge w ten sposéb wyciecie z danej
ptytki prostopadioécianu o podstawie tréjkatnej AOB. Na $ciance AB wyzna-
czamy kierunek normalny x’ i kierunek styczny y’.

Wedlug przyjetej konwencji znakowania wyznaczamy prad zmienny, jaki
nalezy doprowadzi¢ do $cianki AB, aby utrzymaé¢ w wycietym prostopadloscia-
nie pierwotny rozklad praddéw:

Ix/ - Ix'x’+Iy’x’ .
Wyrazamy skladowe pradu I, przez odpowiednie gestodci pradu
lexl _ 6x/xrAB, Iy’x' — 6y1x1AB.

W rezultacie dokonanego wycigcia w plytce otrzymaliSmy nieskoriczenie
maly obszar wezlowy AOB, do ktérego doprowadzony jest prad zmienny trdj-
fazowy I, I,, 1., ... W obszarze tym zostal zachowany taki sam stan elektryczny,
jaki istnial w nim przed dokonaniem wyciecia.

Chcemy teraz wyrazi¢ sktadowe pradu I,, przez skladowe pradéw I, I,.
Niech /, m oznaczaja kosinusy kierunkowe osi x’. Rzutujge wektory na o§x’ otrzy-
mujemy réwnanie wartosci bezwzglednych

Low—I0+1, . m+1,1—1,ym=0,
Ly—1I,.m—1I, I+1,,m—I,l=0.
Podstawiajagc do tych réwnan prady wyrazone przez gestodci pradu zmiennego
otrzymamy
Oy wdAB = 6,,OBl—6,.0OBm—0,,04144,,04m,
8y wAB = §,,0Bm~+6,,0Bl-—-8,,04m—3d,,041.
Jezeli podzielimy te réwnania przez AB i uwzglednimy, ze OA/AB = m

oraz OB/AB = I, to otrzymamy zalezno$ci migdzy gestosciami pragdu zmien-
nego i kosinusami kierunkowymi:

S s = Oy 12— 8, Im~—6,, Im+-0,,m*,
Oy = O, Im 48, 12—8, ,m*+0,,Im’.
Wyrazenia te podaja prawo transformacji skladowych tensora przy przejsciu
z ukladu wspétrzednych x, v do uktadu wspélrzednychx’, y’, ktéry zostat obréco-

ny tak, ze oé x’ tworzy z osiami x, y katy o kosinusach kierunkowych I, m.
Wprowadzajgc nowe oznaczenia

’

’
x:xl) y=x27 l:lln) m——:ZZIH X =mn, y :771

6xx = 611’ 6yx = 6211 (Sxy = 612 > 6)’)‘ = 622 »
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mozemy napisaé powyZsze wzory w ogodlnie przyjetej postaci tensorowej:
Z rn sn >

6:'5 lrn an .

(Sllﬂ =

i H[\ﬂn
M“ i

nn =
r

i
—_
I
—

s

Tensor gestoséci pradu zmiennego jest tensorem symetrycznym, czyli 4, =
= J,,. Dla przeprowadzenia dowodu nalezy uwzgledni¢ oméwiony w poprzed-
nim rozdziale warunek réwnowagi momentéw wektoréw pragdu zmiennego.
Prad zmienny tréjfazowy, doprowadzoy do tréjkatnego prostopadioscianu
AOB (rys. 1) spelnia ten warunek, poniewaz wedlug zalozenia prady zmienne
wielofazowe I, I,,..., I, doprowadzone do obszaru weztowego W majg takie prze-
sunigcia fazowe, Ze suma momentéw wektoréw pradéw zmiennych wzgledem
dowolnego punktu jest réwna zeru.

Poniewaz mozna przyjaé, ze na nieskorniczenie matych $ciankach tréjkatnego
prostopadiodcianu gestoscei pradu sg rozlozone réwnomiernie, to mozna rowniez
zalozyé, ze punkty zaczepienia wektoréw pradu lezg na srodkach bokéw tréjkata.
W tréjkacie prostokgtnym AOB symetralne bokéw OA4 i OB przecinajy si¢
w $rodku trzeciego boku BA. Srodek ten obieramy jako punkt, wzgledem ktérego
obliczamy momenty wektordw pragdu. Przez punkt ten przechodza linie dzia-
lania wszystkich skltadowych normalnych I,,, I,,, I, oraz skladowa styczna
I, a wiec momenty tych czterech sktadowych sz réwne zeru.

Momenty wzgledem $rodka boku AB dajg tylko sktadowe styczne I, i I,
pradéw zmiennych doprowadzonych do bokéw OA i OB. Réwnanie réwno-
wagl momentéw ma postad

5, 0A -9 15 0B 9% —o,
czyli

6;’:}’ = 6}’.\:;

co dowodzi, ze tensor gestosci pradu jest tensorem symetrycznym. Z rachunku
tensorowego wiadomo, Ze tensor symetryczny posiada w przypadku plaskim
dwie ekstremalne wartosci sktadowych normalnych: najwiekszg J, i najmniejszg
B

Wprowadzamy nowy uklad wspélrzednych, w ktérych o§ x ma kierunek
zgodny z kierunkiem wystepowania maksimum gestosci prgdu d;, a o§ y ma
kierunek odpowiadajacy minimum gestoéci pradu 6,. Sktadowe normalne i stycz-
ne gestosci pradu zmiennego w tym ukladzie wspélrzednych sg wyrazone row-
naniami:

b= 0 li+8E, 6, =(6:—b)uls.

Umie$émy w punkcie O (w poczatku ukltadu wspélrzednych) bardzo malg
i bardzo cienka plytke o powierzchni S (mozemy np. wyobrazié sobie, ze caly
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oérodek przewodzacy jest ciecza, a plytka jest wykonana z materiatu o takiej
przewodnodci wladciwej, jaka ma ciecz — wéwcezas obecnosé plytki w naczyniu
nie naruszy stanu elektrycznego osrodka). Jezeli plytka jest prostopadia do osi x,
tzn. kierunki jej normalnej i osi x s3 zgodne, to przez plytke plynie prad
I, = 6,S.

Po ustawieniu plytki prostopadle do osi y plynie przez nig prad zmienny
I, = 6,S przesunigty w fazie o 90°. Przez plytke nachylona dowolnie, ktére;
pnormalna ma kosinusy kierunkowe /; 1 l,, plynie prad zmienny I przesunigty
w fazie o kat na ogdl inny niz kat nachylenia ptytki, lecz zaleiny od tego kata.
Wektor pradu I mozemy rozloiyé na dwie skladowe, normalng I, i styczna I,,
ktérych wartosci bezwzgledne otrzymamy mnozgc réwnania gestosci pradu
przez S:

0,8 = 0, 58S+ 6,25, 6,8 = (6,— )11 1S .
Skiadowe pradu zmiennego I s3 wigc wyrazone wzorami
I, =LE+LE, I =,—1)i,.

Wektor pradu I mozna rozlozyé na kierunki osi & i y. Sktadowe wzdluz
tych osi maja wartosé

I.=11+1l,, I,=11—1]I.

Podstawiajac odpowiednie wielkosci 7, i I, otrzymamy nowe réwnania
I, =, BH1D) (I, — 1)L L1,
I, = (I, B+ LB),—(1,—1,), 1,1,

ktére po uwzglednieniu réwnosdci 2412 = 1 i uproszczeniu przyjmujg postaé
I.= L1, I, = Ll, Z réwnai tych otrzymujemy po wyrugowaniu /, [, réwna-
nie elipsy
L, L _
ETn

Z powyzszych réwnan wynika, ze przy obracaniu plytki S w kazdym jej
polozeniu przeptywa przez nig prad zmienny o takiej wartosci i takim przesunig-
ciu fazy, ze koniec wektora tego pradu zakresla elipse. Réwnanie tej elipsy
mozna réwniez otrzymaé na innej drodze w wyniku rozwazan nad stanem
elektrycznym osrodka przewodzgcego prad zmienny wielofazowy.

Pod wplywem pradéw zmiennych 7, Z,, 73 ukladu wielofazowego, doprowa-
dzonych do plaskiego przewodnika, powstaje w nim zmienne pole elektryczne,
a $cidlej pole pradu elektrycznego. Jezeli czestotliwosé pradéw f = w(2n nie
jest bardzo wielka, to mozna pomina¢ prady przesuni¢cia Maxwella 1 traktowac
pole jako quasi-stacjonarne, ktére w kazdej rozwazanej chwili ¢ jest polem po-
tencjalnym. Potencjal pola w kazdym punkcie przewodnika mozna obliczy¢
stosujagc metode obliczania pojemnoéci wielofazowej linii napowietrznej lub
kablowej, istnieje bowiem $cista analogia miedzy ladunkiem Q = CU w polu
elektrostatycznym a pradem I = yU w polu elektrycznym pradu [5].

+ 1.
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Wobec liniowej zaleznosci potencjalu w danym punkcie od pradéw (tadun-
kéw) mozna — stosujgc zasadg superpozycji — wyrazié potencjal p wzorem

P = a+ai+aziz+ ...,
w ktérym a,, a,, as, ... sa wspélczynnikami zaleznymi tylko od wspdlrzednych
wybranego punktu.

Gradient potencjalu (i proporqonalna do niej gestosé pradu) okreslony
jest pochodng czgstkowy potencjalu w kierunku normalnej z do linii ekwi-
potencjalnej przechodzacej przez punkt M.

Skiadowe gradientu potencjalu w kierunku osi x 1 y majg postaé

grad,p = 8_1) 1—{—

aaz

Z2+

8p aa1

grad,p = 1—{— i+ ....

Podstawiajgc
7, = I sin{wi-+¢,) ,
1, = I, sin(wt+gs;) ,

............

1y = I, sin(wt-+@,)
otrzymamy na grad,p wzér

d
3—1; ( 111008%—!—

2 Iycosgp+.. )sinwt+

+ (—aa%flsin(pl—{— %‘%12Sin(p2+ ...)coswt .

Wyrazenia w nawiasach s3 tylko funkcjami polozenia rozwazanego punktu
M(x, y). Oznaczajac je przez 4,(x,y) i Ay(x, y) mozemy skladowa gradientu
potencjalu na osi x wyrazié réwnaniem

grad,p = A, sinwt+4 4,cos wt.
W podobny sposéb otrzymujemy skladows gradientu w kierunku osi y:
grad,p = B,sinwt+ B, coswt.

Znajac te skladowe mozemy wyznaczyé gradient potencjalu w dowolnym
kierunku tworzagcym z osig x k3t @. Przez pomnozenie obu stron réwnania
przez przewodno$é wlaéciwg y otrzymujemy skladowe gestosci pradu w kie-
runku osi x i y:

0, = yA; sinwi+yA,coswt,
8, = yB; sinwt+yB,coswt.
Po wyrugowaniu zmiennej wt otrzymujemy réwnanie elipsy:

0% (B2 BY)—2(A4,By+ A3 B;) 8, 8,+ 03( A%+ A3 —y2(A,By— A,B,)2 = 0.
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Elipse te mozemy uwazaé za linig, ktérg zakredla koniec wirujgcego wektora
wartoéci chwilowej gestosci pradu. Mozna wykazaé, ze taki wirujacy wektor
jest réwnowazny rozpatrzonemu wyzej tensorowi gestosci pradu.

Tak wiec gesto$é pradu zmiennego w obszarze wezlowym, do ktérego do-
prowadzono prady zmienne wielofazowe, jest tensorem o walencji 2.

Réwnania wigzace ze sobg sktadowe tensora gestoéci prgdu zmiennego
otrzymuje si¢ z rozwazan réwnowagi elektrycznej dla kazdego punktu obszaru
wezlowego. Warunek réwnowagi powinien jednak by¢ spelniony nie tylko
dla punktu, ale i dla kazdego skoriczonego obszaru ograniczonego powierzchnig
zamknieta, obejmujacg badany punkt. Warunek taki podaje prawo Kirchhoffa,
ktére dla obszaru bezirédlowego ma postaé

[[(sas =o.

Na podstawie twierdzenia Gaussa-Ostrogradskiego réwnanie to mozna prze-

ksztatcié:
[/ [ Div(6)do =0
otrzymujac w ten sposoéb bezposrednio
Div(d) = 0.

Réwnanie to napisane w postaci rozwinigtej rozpada si¢ na dwa réwnania
rézniczkowe:

30,
ox

Ly 29,

9y 9y

Na granicy obszaru wezlowego s3 miejsca (powierzchnie) lezgce bezposred-
nio pod elektrodami, przez ktére wprowadza si¢ prady zmienne do obszaru,
oraz miejsca wolne od elektrod. W miejscach powierzchni wolnych od elektrod
prad przeplywaé moze jedynie w kierunku stycznym do granicy obszaru,
sktadowe normalne za$ sa réwne zeru, §, = 0, wobec czego na brzegach obszaru
wolnych od elektrod elipsa gestosci pradu zmiennego degeneruje si¢ do od-
cinka. W miejscach przylozenia elektrod moga natomiast istnieé¢ tak skladowe
normalne gestoéci pradu zmiennego jak i skladowe styczne, a ich wzajemny
stosunek decyduje o réznicy miedzy fazami pradéw zmiennych doprowadzonych
do poszczegdlnych elektrod.

30y,
ox

+ =0.

Prady zmienne doprowadzone do obszaru wezlowego powinny spetniaé
warunek réwnowagi wektoréw, co juz bylo oméwione poprzednio. Wydaje
sig celowe wyrazenie tego warunku w oparciu o fakt, ze suma pragdéw chwilo-
wych ukladu wielofazowego jest zawsze réwna zeru (prawo Kirchhoffa dla
pradéw chwilowych). Skorzystamy w tym celu z rachunku symbolicznego
dla pradéw doprowadzonych do obszaru plaskiego.
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Prady chwilowe majg nastepujgcg posta¢ symboliczng:
i = ]lej(wtw.) ,
i, = Iaej(“”*‘“) ,

Z,, — I"e(Jwrw,,) .

Sumujgc prady chwilowe otrzymujemy
it Gt o b, = (T e Ll - T 1,65%) = ().

Poniewaz ¢/ jest funkcjg czasu, wiec réwne zeru moze byé tylko wyrazenie
zawarte w nawiasie, ktére z kolei bedac wielkoscig zespolong moze byé réwne
zeru tylko wtedy, gdy sa spelnione jednoczeénie dwa réwnania

I, cosqpy+1I,cosqa+ ... I, cosg, =0,

Iising,+Ising,+ ... I, sing, = 0.
Oméwione warunki brzegowe w miejscach przylozenia elektrod 1 w miejscach
wolnych obszaru wezlowego sg spelnione zawsze, gdyz wynikajg z podsta-

wowych praw elektrotechniki.

6. Analogie elektryczne tensora naprezenia

Podstawowym pojeciem teorii sprezystosci jest tensor naprezenia, ktdry
charakteryzuje stan naprezenia w ciele poddanym dzialaniu sit. Tensor napreze-
nia dla zagadnienia plaskiego przedstawi¢ mozna w postaci macierzowej:
{ ax Txy }
T = .
Tyx Oy

Prawo przeksztalcenia sktadowych tensora dla dowolnej $cianki o normalnej
n mozna wyrazié w zwigzlej postaci; np. skladowa normalng przedstawia wzor:

=2 k=2

Tpn = Z Z Tiglinlin -

i=1 k=1
Wiadomo z teorii sprezystoéci, Ze tensor naprezenia jest symetryczny, czyli
Z€ Ty = Ty,. Warunek réwnowagi statycznej (bez uwzglednienia sit masowych)

wyraza rownanie tensorowe

Diver =0,

ktére w postaci rozwinigtej rozpada si¢ na dwa réwnania rézniczkowe:

do . n 0Ty —0, 0Ty + do, —o.

Ox oy ox ay
Uklad sit dziatajgcych na cialo jest w réwnowadze wtedy, gdy suma ich
momentow wzgledem dowolnego punktu jest réwna zeru oraz gdy rzuty ich

na trzy liniowo niezaleine kierunki sg réwne zeru.
Dla uktadu ptaskiego warunek réwnowagi rzutéw wyrazaja réwnania, w kté-
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rych F; oznaczajg sity, a ¢; — katy zawarte miedzy kierunkami ich dzialania
a osig x:

Fycospy4-Fycosps+ ... F,cosq, = 0,
Fysingy-FF,singy+ ... Fosing, = 0.

Z pobieznego zestawienia réwnan obowijzujgcych w  teorii sprezystodci
i poréwnania ich z odpowiednimi réwnaniami z poprzedniego rozdzialu widaé
od razu, Ze istnieje pelna analogia migdzy stanem naprezenia w ciele poddanym
dzialaniu sit a stanem elektrycznym obszaru wezlowego pragdéw zmiennych
wielofazowych. W szczegélnosci silom odpowiadajg pragdy zmienne, a napre-
zeniom — gestosci pradu zmiennego, tak iz analogia jest zachowana nie tylko
wewnatrz obszaréw ale i na brzegach. Dla zbadania stanu naprezen w ciele
obcigzonym mozna wykona¢ geometrycznie podobny model i doprowadzi¢ do
niego prady zmienne o nateZeniu proporcjonalnym do sit i o przesunigciach
fazowych rownych odpowiednim katom nachylenia sit przylozonych do ba-
danego ciata. Mierzac gesto$ci pradu zmiennego w poszczegélnych punktach
modelu znajdujemy wielkosci proporcjonalne do naprezen w odpowiednich
punktach ciala obcigzonego sitami.

W teorii sprezystosci donioste znaczenie ma funkcja naprezen Airy’ego,
ktéra spelnia réwnanie biharmoniczne

Adp = 0.

Yatwo mozna wykazaé, ze analogiem funkcji naprezen jest potencjal wektorowy,
ktéry w przypadku plaskim pradu zmiennego réwniez speinia podobne réwnanie

444 = 0.

Skladowe gestosci pragdu zmiennego mozna wyrazi¢ za pomoca potencjalu
wektorowego

A A 4

xx—‘"_a‘-yz—) yy‘—'"g;g—: xy——mi

a sktadowe tensora naprezenia za pomocg funkcji naprezen:

o oy &
a2’ Py

T T Ty

Oy =

7. Analogia elekiryczna zasady Saint-Venanta

Wedtug zasady Saint-Venanta naprezenia w miejscach oddalonych od punk-
tu przylozenia obciazenia do ciala nie zalezg w sposéb istotny od rozkiadu
tego obcigzenia w bezposérednim otoczeniu punktu, a jedynie od jego wypadko-
wej, wobec czego np. sile skupiong mozina w pewnych przypadkach zastapié
obciazeniem rozlozornym na pewnej niewielkiej powierzchni obejmujgcej punkt
przylozenia sily.

2 Mechanika Teoretyczna { Stosowana
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Funkcje opisujace stan napreZenia nie majg pochodnej w punkcie przylo-
zenia sily skupionej, a same naprezenia w otoczeniu tego punktu sa nieogra-
niczone. Poniewaz jednak z jednej strony rzeczywista struktura materialu nie
pozwala na nieograniczony wzrost naprezen bez zniszczenia elementu, z drugiej
strony praktyka wymaga rozpatrywania uktadéw obcigzonych silami skupio-
nymi, to zasada Saint-Venanta pozwala na rozwazanie takich ukladéw z uwzgled-
nieniem pewnych poprawek w poblizu punktéw przylozenia sil. Zasada Saint—
Venanta nie podaje co prawda zadnego $cistego przepisu, lecz glosi tylko, ze
w miejscach dostatecznie oddalonych od punktéw przylozenia sit poprawki
wniesione w otoczeniu tych punktéw nie prowadzg na ogdét do wypaczenia
rzeczywistego obrazu rozktadu naprezen.

Zasada Saint-Vennata obowigzuje w calej pelni réwniez w elektrotechnice
i chociaz w tej dziedzinie nie zostala oddzielnie sformutowana i nazwana, tym
niemniej jednak jest zawsze uznawana i stosowana jako zrozumiata samo przez
si¢ regula praktyczna. Chodzi o to, ze w rozwazaniach teoretycznych czesto
przyjmujemy istnienie punktowego przytaczenia pradu, lecz jednoczeénie
zdajemy sobie sprawe z tego, ze w takim punkcie gesto$¢ pradu bylaby nie-
skoticzenie wielka, a wiec wydzielajace sie¢ w nim cieplo Joule’a doprowadzitoby
do natychmiastowego wyparowania przewodnika w otoczeniu punktu. Ten
wniosek teoretyczny nie przeszkadza jednak bynajmniej w praktycznej realizacji
takiego ukladu, poniewaz w praktyce zastgpujemy punkt pewna powierzchnig,
do ktérej doprowadzamy prad o gestosci dopuszczalnej ze wzgledu na rodzaj
materiatu, czas dzialania, stopienn chlodzenia i inne warunki, wiedzac przy
tym, ze w miejscach dostatecznie oddalonych od elektrody gestosé pradu bedzie
miala wartodei zgodne z wynikami teoretycznymi.

W zastosowaniu do prgdéw zmiennych wielofazowych zasada analogiczna
do zasady Saint—Venanta wymaga uwzglednienia fazy pradu. Jezeli mamy uktad
teoretyczny, do ktérego jest przylgczony w okreslonym punkcie prgd zmienny
o danej fazie, to punkt ten mozna zastapié¢ jego otoczeniem i do poszczegdl-
nych miejsc tego otoczenia doprowadzié prady o réznych amplitudach i fazach;
suma geometryczna tych pragdéw skladowych powinna byé réwna danemu
pradowi zmiennemu tak co do amplitudy jak i fazy.

Jezeli wiec na modelu elektrycznym chcemy odtworzyé site skupiong, to
najpierw rozkladamy ja na pewne sity skladowe dzialajgce na otoczenie punktu
zgodnie z zasada Saint-Venanta, a nést@pnie modelujemy sity skladowe od-
powiednimi pradami. Zasada Saint-Venanta pozwalajgca na takie rozlozenie
danego pradu pozostawia duzg swobode wyboru liczby pradéw sktadowych,
ich faz, amplitud i miejsc przylgczenia w otoczeniu danego punktu, jednak
w kazdym przypadku warunki graniczne daja pewne wskazéwki, jak nalezy
dokonaé rozkladu.

Dla zilustrowania zastosowania zasady Saint-Venanta rozwazmy teoretycz-
ny przypadek pradu zmiennego wielofazowego doprowadzonego do przewodnika
plaskiego w ksztalcie klina nieskoriczonego. Jedna faza pragdu zmiennego jest
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doprowadzona do wierzcholtka, a pozostate fazy ukladu wielofazowego do-
prowadzone s3 do punktéw klina nieskoriczenie odlegltych. Nalezy wyznaczyé
gestoé¢ pradu zmiennego w kazdym punkcie obszaru klinowego. Zagadnienie
to jest analogiczne do znanego zagadnienia teorii sprezystodci, dotyczacego
wyznaczenia naprezen w nieskoriczonym klinie plaskim, obcigzonym na ostrzu
silg skupiona (rys. 4).

v Rys. 4

Rozwazimy przewodnik plaski w ksztalcie nieograniczonego klina o grubosci
jednostkowej. Do wierzchotka O klina doprowadzamy prad zmienny I, réw-
nomiernie rozlozony na jego grubosdci, tak zZe liniowa gesto$é pradu jest stala
i co do wartodci liczbowej réwna I,

Gdyby prad I, byt pradem stalym, to gestodci pradu w kazdym punkcie
fuku zakred§lonego z punktu O krawgdzi promieniem r bylyby réwne co do
wielko$ci 1 skierowane wzdluz promienia r, co wynika z symetrii ukltadu. Gestosé
pradu wynositaby & = Iyfra. W przypadku pragdu zmiennego gestosé pradu
& bedzie réwniez skierowana wzdluz promienia 7, lecz jej wielkodé bedzie
funkcjg nie tylko promienia 7, ale i kata ¢, jaki tworzy promien z osia symetrii
klina, N

W celu wyznaczenia gestodci pradu zmiennego rozkiadamy prad I, na prady
sktadowe doprowadzone do poszczegdlnych czeéci tuku zakreslonego malym
promieniem dokota krawedzi O klina. Przesuniecie fazy ¢ pradu skladowego
powinno byé réwne katowi ¢ nachylenia wektora pradu wzgledem osi symetrii.
Caly klin mozemy podzieli¢ na kliny elementarne o wspélnym wierzcholku,
w ktérych plyng elementarne prady sktadowe dI. Oznaczajac przez ¢ gestodé
pradu w odleglosci » od krawedzi O w klinie elementarnym dp, odchylonym
od osi symetrii o k3t ¢, mozemy wyznaczy¢ prad skladowy dI, w tym klinie.

Prad dI, jest pradem przesunigtym w fazie wzgledem pradu dI, i jednoczesnie
moze byé potraktowany jako jedna ze sktadowych pradu dI, rozlozonego na

o
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dwa kierunki wzajemnie prostopadle: ¢ 1 ¢—m/2. Taki rozklad zapewnia
symetryczne rozmieszczenie pragdéw w obszarze klinowym 2¢. Mamy wiec
zalezno$é:

dlp = dlycosp.
Wyrazajac prady przez gestoéci pragdu otrzymujemy réwnanie
rdpd = rdpdycosp,
czyli
6 = fycosgp;

d, wyznaczyé mozemy z warunku, ze wypadkows wszystkich pradéw zmiennych
rozkladu jest dany prad I, '

f drdp cosp = I,
0
skad
T 1 1.
féocos<prd<pcos<p = 20, —Za—}—znga =1,
0

i ostatecznie

T

60 Ead '——"0—— .

r(a—l—l—sinZa)
2

Poniewaz za§ 6 = Jdycosg, to

:

v
) K
Iy

Iycosyp
r(a+ —;-sin 2a)

B

Jezeli kat a = =/2 (przypadek nieskon-
czonej polptaszczyzny, rys. 5), to gestosé
pradu wzdluz dowolnego kierunku ¢ wynosi

2l cosp
T omr

é

e —

- ’ W teorii sprezystosci otrzymujemy iden-
Rys. 5 tyczne wzory wyrazajgce naprezenia o,
wzdtuz promieni r tworzacych kat ¢ z osig

klina obcigzonego na wierzchotku silg P.

8. Uklad pomiarowy modelu elektrycznego naprezen

W przypadku plaskiego stanu naprezenia sporzgdzamy model z plaskiego
przewodnika stalego lub plynnego, np. z masy przewodzacej lub elektrolitu.
Nastepnie przymocowujemy do jego brzegéw elektrody i doprowadzamy do
nich prady zmienne wyregulowane w ten sposéb, Zeby ich przesunigcia fazowe
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byty réwne odpowiednim kjtom nachylenia sil, a natezenia (np. amplitudy,
wartoscei skuteczne lub wartosci érednie pradu) byly proporcjonalne do od-
powiednich sit. Za pomocg czujnika o trzech ostrzach ustawionych parami

Rys. 6

prostopadle do siebie badamy teraz poszczegélne punkty modelu. Kazda para
ostrzy czujnika mierzy rézinice potencjaléw miedzy dwoma bardzo bliskimi
punktami, a poniewaz odleglo$¢ miedzy ostrzami jest stata, wicc wielkoscia
mierzong jest gradient potencjalu w punkcie lezacym migdzy ostrzami. Gesto$é
pradu w tym punkcie jest w kazdej chwili proporcjonalna do gradientu potencja-
lu, tak iz ostatecznym wynikiem pomiaru jest gesto$é pradu zmiennego w da-
nym punkcie, a wigc posrednio — naprezenia w odpowiednim punkcie orygi-
nalu. _

Gesto$é¢ pradu w modelu elektrycznym mozna mierzy¢ w réznych ukladach
pomiarowych, jednak najbardziej celowe wydaje si¢ zastosowanie oscylografu

katodowego. Przyklad takiego ukiadu pomiarowego jest przedstawiony sche-
matycznie na rys. 6.
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Zrédlem praddéw zmiennych wielofazowych jest przetwornica fazowa FR
zasilona z sieci przez autotransformatory AT. Na rysunku przedstawiona jest
przetwornica w postaci silnika asynchronicznego z zatrzymanym wirnikiem,
choé¢ oczywisécie Zréodlem pradow wielofazowych moze byé inny odpowiedni
ukiad, np. sztuczna linia dluga péifalowa. Prady kazdej fazy przylaczone;
do modelu M s3 regulowane za pomocy opornikéw A. W badanym punkcie
modelu ustawiony jest czujnik Cz, ktérego dwa skrajne ostrza s3 polaczone
z plytkami odchylenia poziomego i pionowego lampy oscylografu katodowe-
go OK, a ostrze $rodkowe jest polgczone z plytkami uziemionymi lampy. Na
ekranie lampy oscylografu zjawia si¢ elipsa, ktdéra jest obrazem elipsy naprezen
oryginaltu,

Analiza tej elipsy dostarcza waznych informacji o naprezeniach w badanym
punkcie. Osie gléwne elipsy s3 proporcjonalne do naprezen gléwnych oy, oy,
a jej kat nachylenia wzgledem ukladu wspélrzednych prostokatnych, wyzna-
czonego przez trzy ostrza czujnika, jest réwny katowi nachylenia osi elipsy
naprezenn wzgledem tych samych osi zwigzanych z oryginalem.

Ustawiajgc czujnik w réznych punktach modelu otrzymujemy na ekranie
elipsy o réznych ksztaltach, wymiarach i nachyleniach osi. Czujnik mozna
prowadzi¢ po modelu w ten sposéb, aby obydwie pary ostrzy byly zawsze
réwnolegle do ustalonych osi wspélrzednych i aby kat nachylenia osi réznych
elips byt staly; wtedy czujnik zakresli na modelu linig¢ stalego nachylenia na-
prezen gléwnych, a wigc izokling.

Bardzo latwo znaleZé mozna za pomoca czujnika takie punkty, w ktérych
elipsa staje si¢ kolem; sa to punkty, w ktérych w oryginale wystepuja naprezenia
hydrostatyczne.

W ukladzie pomiarowym przewidziane s3 jeszcze prostowniki pozwalajace
zmierzy¢ sume srednich wartosci pradéw dwéch skrajnych ostrzy czujnika.
Suma tych $rednich wartosci jest proporcjonalna do sumy gradientéw potencja-
16w w dwéch wzajemnie prostopadtych kierunkach, przy czym dla kazdego
punktu suma ta jest stala, niezaleina od kierunku osi wspétrzednych czujnika.
Przesuwajac czujnik po modelu mozna znaleZé punkty, w ktdrych suma ta
zachowuje warto$é stala. Jezeli punkty te polaczymy ze sobs, to otrzymamy
lini¢ réwnych wartoéci sumy naprezed normalnych w dwéch wzajemnie
prostopadlych kierunkach, czyli izopache. Jak wiadomo, izopachy sag liniami
ekwipotencjalnymi, poniewaz

A(ox~+0,) =0.
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Peamome
DIIEKTPUUECKASA MOMEJIb TEH30PA HAIIPSXKEHUN

CHHYCONTANBHO NEPEMEHHbINA TOK 7 = sin J((wW!+ @) MOXKHO PACCMATPHBATL KAK BEXTOP Y Ha TUIO-
CKOCTH, BEJIHYHHA KOTOPOro PAaBHAECTCA aMINMTyAe I, a yrosi, Mo OTHOIUEHMIO K HEKOTOPOi Io-
CTOSIHHOM OCH KOOPZHHAT, paBHACTCA ¢ABUrY N0 haze @, Eciu K MpOBONHMKY B (pOpME TOHICONR
[UTACTHHKH, M3TOTOBJIEHHOH M3 MmaTepHasa, oGmajaroiero I0 CPaBHEHMIO C NPOBOANMOCTHIO
METALNA—3HAUUTENBHO MEHBIUCH YACNBLHOH INPOBOJMMOCTEIO NOJBECTH, [OCPEACTBOM TIOH-
COEJJMHEHHDIX K KpalO, METAJUIHUECKHX 3JIEKTPOJ, MepemMeHHBIH MHorodasHblli TOK, TO 4epes
KA)KJI0€ ITPOU3BOJIbBO MAJIOE CEYEHHE, CHEJIAHHOE NMEPIEHANKYIAPHO IJIACTHHKE, IPOXOIHT TOK,
MpE/CTaBICHHBIHN BEKTOPOM, KOTOPBLI Bpall]aéTCA B IJIGCKOCTH, TAK, YTO B TEYEHHE KAMKAGTO
MEPHOJAR KOHEL] BEKTOPA OIMCHIBAET IITHIIC. ABTOp CTATHH JOKA3LIBAET, UTO JUIST OITUCAHMUS ITOTO
daxTa crefyeT NPHHATL, YTO INIOTHOCTE TOKA B NJIACTHHKE ABNAETCA B KaXKJOH TOUKE — TEH-
30pOM, KOTOPhLi AelCTBYA Ha BEKTOp CCYECHHA, 3AKIIKOYAIOLIEIO NAHHYIO TOUYKY, JAET B PE3YJib-
TaTeé BEKTOP MEPEMEHHOIrO TOKAa KAaK IO OTHOIIEHHMIO aMIUTMTYALI, TaK H (asbl, IPOXOIsILIEro
gepe3 paccmaTpmBaemoe ceudeHue. CyLIeCTBYeT CTPOTas aHAJIOTHA MEXAY TEH30POM NepemeH-
HOr0 TOK4 B NPOBOJALICH IIACTHHKE, MOAKIOUEHHOM K MHOrO(hasHOM cxeme H TEH30pPOM Hanpsi-
JKEHHH B yNPYyroi NIacTHHKE, IOABEPIKEHHON MO KOHTYPY, HAEHCTBUIO CHII, BEJIMUUHBI KOTOPBIX
[IPONOPLHOHAILHB! @MIUTHTYaM MHOrohasHbEIX TOKOB, a YIJIbI, 3aKJIOUYAIOILHECA MEMKTY HHMH,
PaBHAIOTCA yrilam cABHUra no ase mMexay Toxamu maorohasHoM cxembl. TloJie TEeH30pa TIOTHOCTH
IIEPEMEHHOTO TOKA MOJKHO OIPENENIMTH HAIpUMED C IOMOLUBIO NPEANIaracMoN B CTAThE IJIEKTPH-
YecKo# cXeMmbl, Jaroilell BO3MOYKHOCTh M3MEPHTb B KAXKAOH TOUKE INIACTHHKM IPagHuEHTBI II0O-
TEHLIHAJIa, NIPOIIOPIIMOHALHDIE [IIOTHOCTH TOKA. ABTOD BBIACHAET, KPOME TOrO, 3HA4YEBHE IIPHII-
nuna Cen-BeHana B 9JEKTPUYECCKOM MONEJIMPOBAHMY TEH30Pa HANPSDKEHWI X, B KauecTBe NpH-
mepa 3 HEKTHBHOCTH METOMR, IPABOJMUT pPEIEHHE IJIEKTPAYeCKHM I[yTeM OZHOro M3 IJIac-
CHYECKHX BOITPOCOR TEOPUH YNPYLOCTH, 8 HMEHHO BOIPOCA, KACAaIOLIErocs pacmpeneneHus Ha-
NpsDOKEHUH B OeCKOHEUYHOM KJIHHE.

Summary

ELECTRICAL MODEL OF THE STRESS TENSOR

Current varying according to the sinusoidal law { = Isin(wz 4-¢) can be regarded as a vector I
on a plane, The absolute value of this vector is equal to the amplitude I, and the angle of inclina-
tion with respect to any arbitrary fixed coordinate axis is equal to the phase shift ¢. If a conductor
having the form of a thin plate, and made of material with a specific conductance which is much
smaller than the conductivity of metal, is fed by a multiphase variable current, through metal
electrodes attached to the boundary of the plate, then through any arbitrary small cross-section
perpendicular to the plate the flow of current is represented by a vector which rotates in the plane
so that during every period the end of the vector traces an ellipse. It is shown in the paper that
in order to describe this fact it should be assumed that the current density at any point of the
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plate is a tensor which being multiplied by the vector of the cross-section containing the given
point yields the vector of variable current fiowing through the cross-section considered, with
the appropriate amplitude and phase. There exists an exact analogy between the tensor of the
variable current in the conductive plate, connected with the multiphase system, and the stress
tensor in an elastic plate subjected to boundary forces, provided the values of the forces are propor-
tional to the amplitudes of the multiphase currents, while the angles between them are equal to
the angles of phase shifts between the currents of the multiphase system. The tensor density field
of variable current can be determined by means of the suggested electrical system which makes
it possible to measure at every point of the plate the potential gradients proportional to the cur-
rent density, Moreover, the author explains the meaning of the Saint-Venant principle in the
electric model of the stress tensor. The method suggested is illustrated by an example of solv ing
in the electrical way the problem of stress distribution in an infinite wedge—that is one of the
classical problems of the theory of elasticity.
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KONKURSY NAUKOWE W ODDZIAELACH PTMTS

Oddzial w Poznaniu

Na posiedzeniu w dniu 14.3.63 r. Sad Konkursowy Oddzialu PTMTS w Poznaniu w skladzie:
prof. dr E. Kara$kiewicz, prof. dr S. Szczeniowskl, prof. dr F. TycHowsKl, mgr inz. J. Czar-
NECKI przyznal nastepujgce nagrody za prace z dziedziny mechaniki teoretycznej i stosowanej:

I nagroda (3.500 zI) dr K. Szymariski, Odérodkowy uszczelniacy rieciowy do celéw obnizenia
strat tarcia mechanizmdéw o wysokich predkosciach wirowania;

I nagroda (3.500 zb) dr T. PucHarka, Araliza dynamicana niektdrych elementéw i ukladéw
elektromechanicznych;

II nagroda (2.000 z1) mgr W. WysrLoucH, Analiza teoretyczna nowego oparcia pudla na wézku
bex belki bujakowej i czopa skretowego;

I nagroda (1.000 zI) mgr B. CrcieLski, Niektdre zagadnienia dotyczace kol zebatych wal-
cowych o lukowej linii zgba.

QOddzial w Warszawie

Na posiedzeniu w dniu 9.12.63 r. Sad XKonkursowy Oddzialu PTMTS w Warszawie w skladzie:
prof. dr J. MUTERMILCH — przewodniczacy, prof. dr Z. Brzoska, prof. dr Z. KAczKowski, prof.
dr J. Naceszkiewicz, prof. dr Z. OLESIAK, prof. dr E. SzCZEPANIAK przyznal nastgpujace nagrody
za prace z dziedziny mechaniki:

I nagroda (5.000 z1) dr Z. Wesorowskr, Powstanie szyjki jako zjawiska utraty statecznoscis

I nagroda (2.500 z1) mgr J. SosiEszczaNski, Wplyw tarcia o podiose na zjawisko samokompen-
sacji cieplnej.
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Ponadto Sad Konkursowy postanowit przyznaé dwa wyrdinienia, a mianowicie:

1. dr E. KRYNICKIEMU i dr Z, MAZURKIEWICZOWI za dwie prace: Pewne rozwiqzanie zagad-
nienia zginania i wyboczenia ram zlozonych z pretdw o zmiennych sztywnoéciach zginania oraz Zgi-
nanie i wyboczenie ustrojéw ramowych zlozonych z pretéw pelnych o zmiennych przekrojach po-
przecznych.

2. mgr M. JANASOW! za pracg Metoda uogdinionych przegubow plastycznych w nosnosci granicznef
powlok.

Na konkurs nadestano ogélem 9 prac, z ktérych jedna nie odpowiadala warunkom formalnym,
poniewaz jej autor nie byl czlonkiem PTMTS.

SYMPOZJA I KONFERENCJE NAUKOWE Z DZIEDZINY MECHANIKI

Sympozjum Naukowe Oddzialu PTMTS w Eodzi

W dniu 25 maja 1963 odbyto si¢ w f.odzi sympozjum poswigcone zagadnieniom statecznosci,
zorganizowane przez Lodzki Oddzial PTMTS. W obradach wziglo udzial 27 pracownikéw nauki.
Przedstawiono nastepujace prace:

1. Guo ZHONG-HENG, Stateczno$é ukladéw niezachowawczych w teorii spreZystodci;

2. S. Zavorski, Maly dodatkowy ruch podstawowy o$rodka hipospre¢Zystego;

3. J. SzMELTER, Zastosowanie elektronowej maszyny matematycznej do rozwiazywania za-
gadnien statecznodci ukladéw sprezystych;

4. Z. WesorowskKl, Plaskie zagadnienie utraty statecznosci przy rozcigganiu;

5. M. RoszkowsKl, Statecznosé kotowej powloki ortotropowej obcigZonej momentem skre-
cajacym;

6. T. Garxiewicz, Nieliniowe zagadnienie skrecanej powloki ortotropowej;

7. M. BanasiAk, Stateczno$c¢ plyt prostokatnych o zmiennej grubosci.

Sympozjum Naukowe Oddzialu PTMTS w Poznaniu

W dniach 13 i 14 wrzeénia 1963 r. odbylo si¢ w Poznaniu zorganizowane przez Oddzial Po-
znanski PTMTS sympozjum naukowe poéwigcone teorii drgafn nieliniowych. Komitet organi-
zacyjny wydat drukiem (technika powielenia) streszczenia referatéw. W sympozjum wziglo udziat
70 o0s6b z wielu Oddziatéw Towarzystwa i z ré6znych osrodkéw naukowych catego kraju. Srednia
liczba dyskutantéw, przypadajaca na jeden referat, wyniosla 4.

W ciggu 2 dni obrad przedstawiono ogétem 29 prac w dwoéch sekcjach:

Sekcja A (analityczna)

. W. Bocusz, Zagadnienie syntezy kinetycznej ukladéw mechanicznych;

. J. M. SkowroNski, Badania strukturalne ukladéw mechanicznych;

. J. Szapkowski, Uwagi o strukturze obszaréw granicznych ukladéw dynamicznych;

. J. Muszviiski, Pewne zagadnienia statecznogci ruchu ukladéw nieliniowych o jednyrri stop-
niu swobody;

-V I N Ty

5. Z. OsiNski, Drgania ukladu o jednym stopniu swobody 2z uwzglednieniem tak zwanego
«tarcia konstrukcyjnegon;

6. L. DorrzaKsKi, Zanikanie drgaf uktadu drgajacego silnie nieliniowego;

7. H. GumiNska i Z. OsiNskl, Nieliniowe drgania uktadu o jednym-stopniu swobody o sile
restytucyjnej zlozonej, sprezysto-grawitacyjnej;

8. W. Bogusz, Stateczno$é charakterystyk czestotliwoéciowych ukiadéw nieliniowych;

9. J. Giercier, Wspéldzialanie ukladu samowzbudnego z ukladem liniowym;

10. R. Kasprzyk i J. GiErGieEL, Wplyw nieliniowoéci tlumienia na amplitude rezonansowsg
w ukladzie o dwéch stopniach swobody;
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11. J. Nizior, O pewnej nowej metodzie znajdowania trajektorii fazowych dla ukladéw nie-
liniowych;

12. S. Sgpziwy, O rozwigzaniach okresowych ukladu réwnan rézniczkowych na plaszczyznie;

13. R. GryBof, Drgania parametryczne w ukladzie o jednym stopniu swobody z nieliniows
bezwladnodcis; .

14, T. Pucuarka, K. RumaTowskl i J. MARTINEK, Problemy sterowania optymalnego uktadéw
automatycznej regulacji w $wietle ogdlnej teorii drgan.

Sekcja B (zastosowania)

15. J. NALESZKIEWICZ, Rozwazania na temat pracy zlamania konstrukcji wagonéw przy zde-
rzeniu;

16. E. KaMiNski, Warunki statecznosci pojazdu jednos$ladowego;

17. R. Mikraszewski, Synchronizacja pewnego typu uktadéw mechanicznych;

18. 'T. Szuckr i Z. OsiNski, Nieliniowe drgania masy utwierdzonej w podwéjnym oporowym
lozysku tocznym;

19. Z. WasiLewskI i Z. OsiNskI, Drgania tlumione nosiwa zawieszonego na linie stalowej
o nieliniowej charakterystyce sprezystej i tlumieniu;

20. W. Bajon, Przekazniki elektromagnetyczne jako nieliniowe mechaniczne uklady drgajace;

21. A. Czusax, Dynamika przenoénika wibracyjnego;

22. Z. ENGEL, Statecznoéé ruchu mechanizmu obiegowo-wodzikowego;

23. E. Karaskiewicz, Drgania subharmoniczne rezonatora Helmholza;

24. Fr. ZEIoLEr, Drgania subharmoniczne ukladu nieliniowego o dwéch stopniach swobody;

25. S. BEDNARzZ, Zastosowanie drgan samowzbudnych do badania sprzezen ciernych;

26. J. Apamczyx, Schemat obliczeniowy drgai wrebiarki weglowej;

27. K. Piszczek, Dynamika wirdwki wiszacej przy wymuszeniu kinematycznym;

28. J. Nizior, Wymuszone drgania belki w ujeciu probabilistycznym;

29. Z. Srojek, Drgania skrecajaco-$cinajace niepryzmatycznego preta.

Podsumowujac dyskusje generalna po sympozjum Przewodniczacy Oddzialu PTMTS w Po-
znanju prof. dr E. Karasgiewicz sformulowal nastepujace postulaty:

1) o potrzebic rozwijania prac eksperymentalnych i matematycznych teorii oszacowania przy-
blizonych rozwigzan,

2) o rozwijaniu wibrotechniki 1 poszukiwaniu nowej tematyki zwiazanej z potrzebami prze-
myshi ciezkiego,

3) o potrzebie rozwijania probleméw syntezy i programowania dynamicznego.

Uczestnicy sympozjum podkreslali w wielu wystapieniach, Ze organizowane przez Oddzia}
w Poznaniu sympozja, pos§wiecone teorii drgani (pierwsze sympozjum odbyto si¢ w 1960 r.), przy-
czyniaja si¢ do oiywienia kontaktéw miedzy poszczegblnymi osrodkami naukowymi i oddziaty-
waja pobudzajaco na rozw6j miodej kadry naukowej. W 2wiazku z tym powzigto uchwale o Zwré-
ceniu sie do Zarzadu Gtéwnego PTMTS z propozycja kontynuowania tych sympozjow w la-
tach nieparzystych. .

Sympozjum Naukowe Oddzialu PTMTS w Krakowie

- W dniach 17-19 paZdziernika odbylo si¢ w Krakowie Sympozjum Mechaniki Gérotworu. Organi-
zatorem sympozjum byt Krakowski Oddziat PTMTS przy wspéludziale Gléwnego Instytutu
Goérnictwa w Katowicach.

Komitet organizacyjny wydal drukiem (technika powielenia) materiaty konferencyjne w jezy-
kach polskim, rosyjskim i niemieckim w postaci broszury «Sympozjum Mechaniki Gérotworu —
streszczenie referatdw», zawierajacej na 78 stronach streszczenia 50 nadeslanych referatéw.

W sympozjum wzigto udzial okolo 100 pracownikéw nauki, a wéréd nich 28 uczestnikéw za-
granjcznych (2 z Bulgarii, 5 z CSRS, 11 z NRD, 4 z NRF, 5 z Wegier i 1 ze ZSRR).

Otworzyl sympozjum i podsumowal dyskusje prof. dr J. LITWINISZYN.
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Sposréd 50 zgloszonych prac przedstawiono w ciagu pigciu sesji nastepujace 42 referaty:

1. W. BucuneiM (Freiberg), Zjawiska obniZenia terenu jako proces dyfuzyjny w szczelinach
skalnych;

2. A. Smovrarskl, W. TrRurwiN (IKrakéw), Osiowo-symetryczny stan przemleszczen w o$rodku
sypkim i jego obliczenie za pomoca analogu elektrycanego;

3. T. Raczyisg1 (Krakéw), Graficzna metoda wyznaczania planu warstwicowego niecki osia-
dania dla poziomych obszaréw eksploatacji.

4. J. Govrrckl, S, Jozkiewicz (Krakéw), Wplyw charakteru splywu czastek gérotworu do
wyrobiska na odksztalcenie gérotwory;

5. R. Ricarer (Miskolc), Wnioski wynikajace z wspélpracy obudowy gérniczej z gérotwo-
rem;

6. R. Ricurer (Miskolc), Okreélenie charakteru skal w miejscu ich zalegania;

7. W. Barkiewicz (KKrakéw), Wplyw ksztaltu frontu eksploatacji gérniczej na zmniejszenie
deformacji gérotworu;

8. B. DzEeN1UK (Krakéw), Zagadnienie przechodzenia niecki w gérotworze wedlug teorii Tade-
usza Kochmanskiego;

9. R, KrrrricH (Ostrawa), Stateczno$é wyrobisk w gérotworze sprezysto-lepkim;

10. I. Mikesga (Ostrawa), Obszar tzw. deformacji gtéwnej (wedtug teorii Mohra);

11. G. Szerer (Krakéw), Stan naprezenia i odksztalcenia gérotworu jako plaski problem teorii
sprezystosci;

12, G. Szerer (Krakéw), Stan naprezenia i odksztalcenia gérotworu przy osiowo-symetrycznej
eksploatacji w $wietle teorii spreZystodci;

13. R. RosLer (Freiberg), O odchyleniach od klasycznego sprgiystego zachowania si¢ skal;

14. Z. Szarka, R. Ricuter (Miskolc), Rozklad napreZen i deformacji w otoczeniu dwdéch wy-
robisk o przekroju kolowym i wynikajgce stad wnioski;

15. G. EverLING (Essen), Doéwiadczenia z modelami odno$nie do wspéldziatania gérotworu
z obudowg gérnicza;

16. A. KipypiNskr (Katowice), Badania reologicznych wlasno$ci skat prowadzone w Gléwnym
Instytucie Goérnictwa;

17. W. Sigora, J. Kwiatek (Katowice), Badania zachowania si¢ wyrobisk korytarzowych
na duzych glebokosciach;

18. M. Boreckr, J. Kwiarex (Katowice), Nowa metoda modelowania gérotworu;

19. J. HorvATH (Budapeszt), Badania stanu napiecia w otoczeniu chodnika na podstawie
okreslenia liczby Poissona i modulu Younga;

20. J. HorvATH (Budapeszt), Nosno&é obudowy murowej pierscieniowej,

21. A. Nemeru (Miskolc), Badania laboratoryjne kotew skalnych;

22. Z. Grreowicz (Wroclaw), Badania laboratoryjne wytrzymatosci o$rodkéw niespoistych
na $cinanie w $wietle problematyki budownictwa podziemnego;

23. F. Scrnurpe (Lipsk), Badania reologiczne whasnosci skat solnych.

24. H. Prorr (Freiberg), Okreslenie tapliwodci skal;

25. J. Voropinov (Ostrawa), w zastepstwic wyglosil inz. Wacr.AWIK, O reologicznych wlasnos-
ciach skal i fizyce procesu ich plynigcia;

26. Z. Strzereckr (Krakéw), Badania laboratoryjne dla okre€lenia fizyko-mechanicznych
wlasnoéci zamrozonych skat dla potrzeb gérniczych;

27. T. Kanrtarex (Krakéw), O reakeji stycznej podloza gérniczego;

28. K. GraX (Krakéw), Zastosowanie analogu fotoelektrycznego do okreslenia deformacji
gérotworu wywolanych eksploatacja gérnicza;

29. J. Gustkiewicz (Krakéw), O pewnym pomiarze deformacji terenu metodami tensometril
oporowej w obszarze eksploatacji gérniczej;

30. H. WorpeLMANN, H, Kénic, T. DériNG (Freiberg), Nowe wyniki pomiaréw i obserwacje
gbrotworu w gérnictwie mansfeldzkich lupkéw miedziono$nych;
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31. L. Sisxa, O. Duzr (Ostrawa), Deformacje w chodnikach écianowych, na $cianie i w prze~
strzeni podsadzonej pokfadu grupy siodfowej z sztywnym stropem w zaglebiu Ostrawa-Karvina;

32. X. H. Horer, E. BertHoLD (Lipsk), Dotychczasowe wyniki pomiaréw obnizeft stropu
w komorach eksploatacyjnych kopalf soli potasowych;

33, A. SiniNskl (Katowice), Mozliwosci przewidywania wielkosci zaciskania wyrobiska w $cia~
nach zawalowych;

34, Z. M. KanpLyBaJEwA (Alma-Ata), Nowe dane o prawidfowosdci przemieszczen gbro--
tworu nad podziemnymi wyrobiskami;

35. M. Boreckl (Katowice), Przeslanki prawidlowej wspdipracy z gérotworem mechanicznej:
obudowy przesuwnej;

36. M. Borecki, A, BirLiksgl (Katowice), Wplyw predkodci wybierania na wielko§é zaciskania.
wyrobisk;

37. G. BrRAURER (Essen), Odksztalcenia warstw lezacych nad wybranymi pokladami w zagle--
biu gérniczym Ruhry oraz proba ich mechanicznego wyjasnienia; ’

38. D. KosiNa (Ostrawa), Wplyw ciénienia gérotworu na chodniki eksploatacyjne i obudowe-
w stromo uwarstwionych pokladach;

39, K. Pawrowicz (Katowice), Metoda oznaczania trwalodci stropdéw pokiadéw weglowych;

40. J. RossmaN (Warszawa), Zagadnienie wplywu wody na ci$nienie gruntéw spoistych na.
obudowe¢ tuneli;

41. A. Lisowskr (Krakdéw), Zastosowanie elektrycanych ukladéw analogowych do obliczania
konstrukeji na terenach gérniczych;

42. J. Szmarovszky (Budapeszt), Studium na temat teorii ugi¢cia ram w plaszczyZnie.

I Sympozjum Elastooptyki Warszawskiego Oddzialu PTMTS
(komunikat wstepny) ’

Zarzad Oddzialu Warszawskiego PTMTS przy wspélpracy Instytutu Podstawowych Proble—
méw Techniki PAN organizuje w dniach 4-7 listopada 1964 r. w Warszawie II Sympozjum Elasto--
optyki z udzialem zaproszonych gosci zagranicznych.

Na sympozjum mozna zglaszaé dotychczas nieopublikowane prace oryginalne iprzegladowe:
(referaty i komunikaty) dotyczace specjalnych metod elastooptyki, pokrewnych optycznych metod
analizy naprezen oraz materialéw elastooptycznych.

Zarzad Oddzialu Warszawskiego PTMTS powotal Komitet Organizacyjny IIgo Sympozjum
w skladzie: prof. dr J. NALESzZKIEWICZ — przewodniczacy, dr R. DoRroszKIEWICZ — wiceprzewodni-~
czacy, mgr B, MicuaLski1 — sekretarz, dr Z, Ogrro$, mgr L. Stowaskr i dr W. SzczepINsk1 —
czlonkowie.

Wszelka korespondencje dotyczacag I Sympozjum nalezy kierowa¢ pod adresem sekretarza
Komitetu Organizacyjnego mgr Bogdana Michalskiego, Zakiad Mechaniki Oérodkéw Ciaglych
IPPT PAN, Warszawa, ul. Swigtokrzyska 21, pokdj 720.

‘W sekretariacie Sympozjum otrzymaé mozna ankiety zgloszeniowe. Komitet Organizacyjny
prosi osoby zainteresowane o przeslanie wypelnionych ankiet do dnia 29 lutego 1964 r. Termin
nadsylania streszczen referatéw uplywa 30 kwietnia 1964 r.

Warszawskie Sympozjum IASS (International Association for Shell Structures)

W dniach 2-5 wrzeénia 1963 r. odbylo sie w Warszawie Sympozjum Miedzynarodowego Stowa-
rzyszenia Konstrukcji Powlokowych (IASS), podwi¢cone nieklasycznym zagadnieniom  teorii
powlok. Na czele komitetu organizacyjnego sympozjum stat prof. dr W. OLszax, wiceprzewodni-
czaey Rady IASS; sprawy naukowe prowadzit doc. dr A. SAwWCZUK, strong organizacyjng kie—
rowal mgr B. KowaLskI.

Zgtaszane prace byly opiniowane przez miedzynarodowy komitet naukowy Sympozjum, w sklad
ktorego wehodzilo 18 uczonych z 14 krajéw i nastgpnie dodatlkowo récenzowane przez 18 uczo-
nych, gléwnie amerykanskich i radzieckich.
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Prace przyjete do przedstawienia na sympozjum podzielono na nast¢pujace grupy tematyczne:

a) zagadnienia termiczne w powtokach sprezystych,

b) problemy powlok lepkosprezystych,

¢) analiza plastyczna powlok,

d) zagadnienia nodnosci granicznej powlok zelbetowych,

e) problemy konstrukcyjne powlok zelbetowych.

W dazeniu do przedstawienia syntezy zagadnien stanowigcych przedmiot poszczegélnych grup
zwrbcono sie do kilku wybitnych uczonych z prosba o opracowanie referatéw generalnych.

Referentami generalnymi poszczegblnych grup tematycznych byli:

W. Nowackr (Polska), w zakresie termosprezystodci,

Ju. N. RapoTnow (ZSRR), w zakresie lepkosprgzystoéei i plastycznosci,

E. T. OnaT (USA), w zakresie teorii konstrukcji plastycznych,

K. W. JouanseN (Dania), w zakresie teorii noénodci granicznej konstrukeji zelbetowych,

Franco Levi (Wlochy), w dziedzinie zagadnien reologicznych konstrukcji inZynierskich.

Referatami generalnymi objetych zostalo 47 prac sposréd 59 zaakceptowanych (z uwagi na
‘to, ze cze¢éé prac nadeslano z opédznieniem).

Organizatorzy sympozjum zatroszczyli si¢ ponadto o uzyskanie prac kierunkowych na temat
-ogélnych réwnan nieliniowej teorii powlok, efektébw geometrycznych i wzmocnienia plastycznego
w powlokach plastycznych oraz na temat teorii pelzania powlok. Prace takie przygotowali:

P.M. Nacupir (USA), w zakresie nieliniowej teorii powlok oraz

P. G. Hooce, Jr (USA) w dziedzinie zagadnien teorii powlok plastycznych,

W dazeniu do ozywienia dyskusji w trakcie Sympozjum zaproszono szereg oséb do przygoto-
wania pisemnych wypowiedzi na temat poszczegdlnych prac. Uzyskano w ten sposéb okolo 50
przyczynkéw dyskusyjnych, ktére wniosty wiele nowego materialu.

Na sympozjum przedstawiono 1gcznie 59 prac oryginalnych, 5 referatéw generalnych i 2 prace
kierunkowe, lacznie 66 prac 81 autoréw z 18 krajéw. Najliczniejsze grupy stanowily prace ze
Stanéw Zjednoczonych A.P. (13 prac), Polski (13 prac) oraz Zwigzku Radzieckiego (10 prac).

W obradach wzigly udzial 144 osoby, w tym 104 uczestnikéw zagranicznych.

Pracownicy naukowi z Polski stanowili grupe bardzo aktywng. Przygotowane prace oryginalne
-spotkaly sie z pozytywnymi ocenami referentéw generalnych. 12 polskich autoréw przedstawito
12 prac oryginalnych oraz 1 referat generalny.

Termosprezystoéci oraz problematyki pél sprzezonych dotyczyly 4 prace (S. KALISKIEGO,
«Cz. WozNiaka, Z. Mazurkiewicza i Z. F. BaczyYNsSKIEGO). Problemy lepkosprezystodci omawiane
byly w 2 pracach (W. Nowackieco, Z. BYCHAWSKIEGO), a zagadnienia powlok plastycznych
w 5 pracach (J. MURZEWSKIEGO, A, SAwCzURA, W. S2CZEPINSKIEGO, Z. MRozA ,]. RYCHLEWSKIEGO).
Noénodé graniczna powlok zelbetowych byla traktowana w pracy M. Janasa. Ponadto do grupy
prac poéwigconych plastycznosci nalezala praca W. Orszaka i R, SANKARANARAYANANA z Indii,
wykonana w Polsce w czasie studiéw specjalistycznych R. SANKARANARAYANANA. Autorzy polscy
pochodzili z Instytutu Podstawowych Probleméw Techniki PAN (10 osob), z Politechniki War-
szawskiej (1 osoba), Politechniki Krakowskiej (1 osoba) i Politechniki Slaskiej (1 osoba).

Sympozjum YUTAM w Thbilisi

W dn. 17-23 wrzeénia odbylo si¢ w Thilisi w Gruzji Sympozjum IUTAM dotyczzce zastosowan
teorii funkeji zmiennych zespolonych w mechanice oérodkéw ciaglych. Przewodniczyl temu sym-
pozjum prof. N, I, MuscreriszwiLL. Obecnych bylo okoto 70 godci z zagranicy i wielu uczestnikdw
z ZSRR. Wygtoszono okoto 60 referatéw o zastosowaniach funkcji analitycznych w teorii sprezy-
stoéci, plastycznoéci i hydromechanice, )

Obrady toczyly si¢ w dwéch sekcjach. Na posiedzeniach plenarnych przedstawiono szesé refe-
ratéw generalnych:

P.R. GarasepiaN (USA), Rozwigzania ogdlne w dziedzinie zmiennej zespolonej jako odpo-
wiedZ na zagadnienia mechaniki;
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R. LecenprE (Francja), Ujednolicenie funkcji analitycznych w celu ich wykorzystania do
badania zagadnien mechaniki;

N. I. MuscuELiszwILI (ZSRR), Zastosowanie teorii funkcji analitycznych w teorii sprezystoéci;

1. N. SneppoN (Anglia), Dualne szeregi i réwnania calkowe w teorii sprezystosci;

M. W. Kerpvsz, L.I. Siepow (ZSRR), Zastosowania teorii funkcji zmiennej zespolonej
w dynamice cieczy i gazéw (przeglad prac szkoly Moskiewskiej);

W. T. Korrer (Holandia), Rozwigzanie pewnych zagadnieri teorii sprezysto$ci metodami
asymptotycznymi.

Polska reprezentowana byla przez profesoréw: W. Orszaka, Z. OLEsiakA i H. ZORSKIEGO
oraz przez dr J. RYCHLEWSKIEGO, Prof. W. OvrszaK i dr J. RyCHLEWSKI przedstawili referat o funk-
cjach biharmonicznych w terii plastycznosci. h

Po sympozjum nasi przedstawiciele zwiedzili na zaproszenie AN ZSRR oérodki naukowe
w Moskwie, Kijowie i Jerewaniu.

Konferencja Naukowa Akademii Nauk CSRS

W dniach 1-4 paZzdziernika 1963 odbyta si¢ w Smolenicach (ok. 60 km od Bratyslawy) konfe-
rencja poswigcona teorii dZwigaréw powierzchniowych, zorganizowana przez Instytut Budownictwa
i Architektury Slowackiej Akademii Nauk. W konferencji wzi¢lo udzial ogétem 86 pracownikéw
nauki w tej liczbie 24 naukowcéw zagranicznych, mianowicie z Polski — 7, ZSRR — 5, NRD — 4,
Rumunii — 3, USA — 2, Izraela — 1, NRF —1 i z Wegier 1.

W sktad polskiej delegacji wchodzili: cz. rzecz. PAN prof. W. Nowacki, czl. rzecz. PAN prof.
W. OLszAk, profesorowie Z. OLEsIAK i M. Zvczrowskl, docenci J. MURZEWSKI i A. SAWCZUK
oraz dr K. Borsuk.

Na konferencji wygloszono osiem 50-minutowych referatéw generalnych;

S. A. AMBarcumiaN (ZSRR), Rozwdj teorii powlok anizotropowych;

1. Banu¥ka (Praga, CSRS), O optymalnym zredukowanju wielowymiarowych zagadnies teorii
sprezystosci do zagadniert o mniejszej liczbie wymiaréw;

J. BriLra (Bratystawa, CSRS), Mieszane warunki brzegowe w plaskim zagadnieniu w przy-
padku anizotropii;

Vi. KoraR (Brno, CSRS), Mechanizacja i automatyzacja analizy liczbowej dla dwu i tréj-
wymiarowych konstrukcji przy zastosowaniu maszyn, liczacych;

W. Nowackr (Polska), Kierunki rozwoju teorii naprezeh cieplnych;

W. Ovrszak i A. Sawczux (Polska), Zagadnienia powlok niesprezystych;

R. S. Rivimv (USA), Podstawowe zwigzki tensorowe w nieliniowej mechanice osrodkéw ciagtych;

Z. SoBoTka (Praga, CSRS), Liniowa i nieliniowa reologia plyt i powlok.

Ponadto na konferencji przedstawiono 54 krétkie 15 minutowe referaty, wygloszone w wigkszoéci
podczas obrad toczacych sie w dwéch sekcjach. Komitet organizacyjny zastosowal podzial na
sekcje wynikajacy z powiazania referatéw w pewne grupy tematyczne, jak np. zagadnienia sta-
tecznoéci, badania elastooptyczne, efekty lepkosprezyste i skurczowe, napreZenia wywolane polem
temperatury, zagadnienia powlok i piyt wielowarstwowych, niejednorodnych, anizotropowych,
o zmiennej grubodci, nieliniowych. Niektére referaty odbiegaly od tematyki konferencji i rozpatry-
waly pewne zagadnienia tréjwymiarowej teorii sprezystosci lub zagadnienia dotyczace kratownic.
Przedstawiono rozwiniecie klasycznych probleméw teorii dZwigaréw powierzchniowych, jak za-
gadnienia nieliniowe, i pewne problemy zwiazane z nowoczesnymi kierunkami rozwoju teorii.
Kilka prac wykonanych przez zespét pracownikéw Politechniki w Brnie dotyczylo analizy za-
gadnien statyki d¢wigaréw powierzchniowych, wykonanej za pomoca maszyn cyfrowych i dopro-
wadzonej do postaci wykreséw.

Polscy uczestnicy konferencji wyglosili dwa wymienione wyzej referaty generalne oraz sze$¢
referatéw na obradach w dwéch sekcjach (w tej liczbie referat nieobecnego na konferencji Z. Ba-
CZYNSKIEGO). '



Brureryn Inrormacyjny PTMTS 145

WIZYTY POLSKICH MECHANIKOW W ZAGRANICZNYCH OSRODKACH
NAUKOWYCH

Prof.dr W. OLszaK w Szwajcarii, Stanach Zjednoczonych i Francji. Dnia 20 wrzeénia 1962.
prof. dr WactAw Ovrszak wyjechal do Szwajcarii, Stanéw Zjednoczonych i Francji. W Zurychu
wzial udzial w Walnym Zebraniu Migdzynarodowego Stowarzyszenia RILEM, na ktérym prze-
dyskutowano i ustalono problematyke naukows i zagadnienia organizacyjne, zwigzane z projekto-
wanymi migdzynarodowymi sympozjami. W czasie tego zebrania prof. W. OLszAk wybrany zostal
prezesem Zarzadu Gléwnego tego Stowarzyszenia.

Celem wyjazdu do Stanéw Zjednoczonych A.P. bylo wziecie udzialu w kongresie «World Con-
ference on Shell Structures» (San Francisco), na ktérym prof. W. Orszak mial powierzony re-

ferat generalny na temat ¢Inelastic Shell Structuresy, opracowany wspélnie z doc. dr. ANTONIM
SAWCZUKIEM. :

Przy tej okazji wyglosil szereg wykladéw na temat wspblczesnej teorii plastycznosdci, miano-
wicie w Yale University (New Haven, 24.IX), w Rensselaer Polytechnic Institute ('Troy, 25.1X),
w Applied Mechanics Division (Schenectady, 26.IX), w Brown University (Providence, 27.IX)
oraz w Massachusetts Institute of Technology (Cambridge, 28.1X),

We Francji wzigl udzial w uroczystoéciach jubileuszowych Uniwersytetu w Tuluzie, ktéry
prof. W. OLszakowI nadal godnoéé doktora honoris causa. Wreczenie insygniéw odbylo sie w ra-
mach tych uroczystosci.

W drodze powrotnej wyglosil wyklady z zakresu teorii plastycznodci na Politechnice w Turynie
(10.X), na Uniwersytetach w Rzymie (12.X) i Neapolu (16.X) oraz na Politechnice w Wiedniu
(19.X).

Prof. dr H. ZORsKI przebywal w Stanach Zjednoczonych w okresie od wrzeénia 1962. do czerwca
1963 r. Gléwnym miejscem jego pobytu byl uniwersytet stanu Kansas w Lawrence (Kansas Univer-
sity) liczacy ok. 11 tys. studentéw. Prof. Zorsk1 prowadzil w ciagu dwoch semestréw wyklady z me-
chaniki ciala stalego oraz seminaria z zakresu termosprezystodei dla doktorantéw i pracownikéw
naukowych uniwersytetu.

Prof. H. Zorsk1 odby!l szereg kilkudniowych wizyt i wyglosil wyklady w nastepujacych uni-
wersytetach i instytutach naukowych USA: University of Cincinnati, Rensselaer Polytechnic,
Evanston University, California Institute of Technology, University of California w Los Angeles,
Berkeley University, Midwest Research Institute oraz cykl wykiadéw dla pracownikéw jedenastu
uniwersytetéw w Oklahoma University. Uczestniczyl ponadto w migdzynarodowym Sympozjum
IUTAM w Brown University, podwigconym zagadnieniu fal niesprezystych w cialach stalych,
gdzie przedstawil swoja prace na temat fal w cienkich plytach i powlokach.

Prof. H. ZorsK!l wzial udzial w charakterze czlonka zalozyciela w pierwszym zebraniu Towa-
rzystwa Filozofii Naturalnej w John Hopkins University. Odwiedzil on poza tym szereg innych
osrodkéw naukowych.

WIZYTY WYBITNYCH MECHANIKOW AMERYKANSKICH W POLSCE

W okresie od lipca do paZdziernika 1963 na zaproszenie PAN odwiedzili Polske czterej uczeni
ze Stanéw Zjednoczonych: profesorowie A.J.A. Morcan, C. A. TruespELL, R. D. MiNDLIN
i R.S. RivLin. Wyglosili oni w Instytucie Podstawowych Probleméw Techniki PAN szereg
ciekawych wykladéw o duzej wadze naukowej. Ponizej podajemy krétka informacje dotyczaca
specjalnoéci uczonych amerykanskich, daty ich wizyt i tematyki wykladéw.

A.J. A. Morgan, 27 lipca-2 sierpnia. Miejsce pracy: Uniwersytet Kalifornijski, Los Angeles.
Specjalista z teorii sprezystosci, opublikowal wiele prac z tej dziedziny oraz z teorii réwnan r6z-
niczkowych. Ostatnio zajmuje si¢ podstawami tgoretycznymi réwnan stanu.

W czasie czterodniowej wizyty - wyglosit wyklad o podstawowych wlasnoéciach réwnan stanu.
Wryklad ten dotyczyl wazinych wlasnosci grupowych, ktére spelniaé musi kazde réwnanie stanu
oérodka cigglego.
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C. A. TRUESDELL, 5-11 wrzesnia. Miejsce pracy: Johns Hopkins University, Baltimore. Jeden
z najwybitniejszych teoretykéw ofrodkéw cigglych na $wiecie. Autor szeregu podstawowych prac
2 tej dziedziny oraz szeregu monografii, m.in. monumentalnej pracy w III tomie Handbuch der
Physik. T'wérca zupelnie nowej szkoly, ktéra zrewidowata i w znacznym stopniu unowoczeénila
cala teorie o$rodkéw ciaglych.

W czasie swej wizyty w Polsce wyglosit dwa wyklady o podstawowych prawach mechaniki
oérodka ciaglego i o rozwigzaniach dynamicznych w nieliniowej teorii sprezystosei.

R. D. MINpLIN, 11-16 wrzeénia, Miejsce pracy: Columbia University, New York. Wybitny
uczony w zakresie klasycznej teorii sprezystosci. Ostatnio napisal cykl prac dotyczacych naprezen
momentowych w liniowych oérodkach ciaglych, ktére posiadaja waine zastosowanie praktyczne.

W Warszawie wyglosil wyklad na ten temat.

R. 8. RivLin, 10-19 pazdziernika. Miejsce pracy: Brown University, Providence. Jeden z twér-
©éw nowoczesnej nieliniowej teorii sprezystodei. Napisat (poczynajac od 1947 r.) wiele prac, w kté-
rych stworzyl podstawy tej teorii oraz podal szereg konkretnych rozwigzati dla cial kauczuko-
podobnych. Obecnie zajmuje sig¢ teoriz ruchu pewnych nowych oérodkéw reologicznych,

Wyglosit u nas dwa wyklady o niezmienniczoéci réwnaf stanu i ich zastosowaniach.



Nastepny zeszyt Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej zawiera prace

S, KavLiskl, Stateczno$é ruchu uktadu oscylatorédw poruszajjcych sig po belce na sprezystym
podlozu
VYeroRunBocTh KBHIKEHHUS CHCTEMBL OCIRIISITOPOR ABMIKYIUIMXCA 10 Gajke Ha yupy-
roM OCHOBAHUH

Stability of the motion of a system of oscillators moving on a beam on elastic
foundation

Z. Oresiak, Przeglad polskich prac dotyczacych zagadnien z mieszanymi warunkami brze-
gowymi w tcorii sprezystosel
O0630p monbekux paboT KACAOIIKMXCST 3a/1aY C NEPEPBIBHLIMKM KPACBBIMU YCIIORH sI-
MU B TEOPHH YIIPYrOCTH

Review of the Polish papers concerning the problems with discontinuous boundary
conditions in the theory of elasticity

Z. Wrsorowskl, Zwiazki fizyczne dla materialu sprgZystego z wigzami geometryczno-ter-
micznymi
Dusnuecrue ypaBHEHHST IS YIPYTOTo TENA ¢ FCOMECTPHUYCCKU-TENIOBbIMI CBA2SIMIT
Constitutive equations for elastic materials with thermo-geometric constraints

W. Szczepivsky, Wyznaczanie naprezen na podstawie pomiaréw tylko jednej skladowej
odksztalcenia
Onpepencune HANPsOKCHUI 1A OCHIOBE 3aMepa OJIHOIL KOMIOHEHTBI jedopmupo-
BAHHOLO COCTOSTHHS

Determining of stresses based on measuring of one strain component only

R. Doroszriewicz, A. Litewka, Doragne wlasnoéci mechanicznych i elastooptycznych
materialéw uzywanych w elastooptyce
Texrymiee HCILITAHHE MCXAHMYCCKAX W (POTOYNPYTHX CBOHCTB MATEPHAJIOB TIPIIME-
HAEMBIX B (hOTOYNPYTOCTH
Testing of mechanical and photoelastic properties of photoelastic materials



Cena zi 36.—

. MECHANIKA TEORETYCZNA I STOSOWANA jest organem Polskiego Towa-
warzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej i ukazuje sig na razie jako wydawni-
clwo ciggle mniej wigcej w odstepach kwartalnych, Czlonkowie PTMTS otrzymujg
poszczegblne zeszyty wydawnictwa ze znizka 50% w Oddzialach Towarzystwa.
MECHANIKE TEORETYCZNA I STOSOWANA mozna nabyé w ksiggar-
niach naukowych Domu Ksiqzki oraz w O$rodku Rozpowszechniania Wydawnictw
Naukowych Polskie; Akademii Nauk (Palac Kultury i Nauki)
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