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OD REDAKCJY

Polskie Towarzystwo Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej (P.T.M.T.S.)
powstalo w marcu 1958 r. z inicjatywy 74 czlonkéw zalozycieli.

Prace organizacyjne zwiazane z powolaniem oémiu Oddzialéw Towarzystwa
w Gliwicach, Gdansku, Krakowie, ¥.odzi, Poznaniu, Szczecinie, Warszawie
i Wroclawiu trwaty de listopada 1958 r. Pod koniec tego roku P.T.M.T.S.
zrzeszalo juz 212 osob pracujgcych twérczo w dziedzinie mechaniki. W 1959
roku liczba cztonkow wzrosta do 283, w 1960 do 318, w 1961 do 341 i w czwartym
kwartale 1962 wynosita 367.

Do korica drugiego kwartatu 1963 r. w Oddzialach Towarzystwa odbylo si¢
ponad 250 zebraii naukowych i 12 ogélnopolskich sympozjéw, na ktérych
przedstawiono lacznie ponad 450 prac.

W tym samym czasie ukazalo si¢ 17 zeszytéw kwartalnego, informacyjnego
Biuletynu P.'T.M.T.S. i 8§ zeszytdw Sprawozdan z zebrari naukowych Oddziatu
Gliwickiego. Zaréwno Biuletyn, jak i Sprawozdania wydawane byly technika
rotaprintows. W Sprawozdaniach opublikowano dotychczas 26 prac a ponadto
12 streszczen referatéw wygloszonych na naukowej konferencji srodowiskowej
Oddzialéw Gliwickiego 1 Wroclawskiego (kwiecied 1961 r.).

Idea wydawania wlasnego kwartalnika naukowego, podnoszonana wszystkich
Zjazdach Delegatéw Towarzystwa, stala si¢ juz od dluiszego czasu realna
potrzebg. Wynika to nie tylko z przytoczonych wyzej danych liczbowych,
charakteryzujgcych rozwéj P.T.M.T.S., lecz przede wszystkim z ilosciowego
i jako$ciowego rozwoju powojennej polskiej szkoly mechaniki teoretyczne]
1 stosowanej, ktéra zdobyiav sobie dobre imi¢ w nauce §wiatowej i umacnia w niej
sWoj3 pozycje z roku na rok.

Czotowe czasopismo polskich mechanikéw Archiwum Mechaniki Stosowanej,
zalozone w 1949 r. jako kwartalnik ukazujacy sie w jezyku polskim, poczawszy
od 1957 roku (t. IX) przeksztalcilo sie¢ w dwumiesigcznik wydawany w jezyku
angielskim. W ciggu ostatnich kilku lat Archiwum Mechaniki Stosowanej stato
si¢ czasopismem naukbwym o charakterze miedzynarodowym, w ktérym obok

polskich autoréw publikuje swoje prace wielu wybitnych uczonych zagranicz-
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nych. Rozszerzyl sie znacznie nie tylko zasigg oddzialywania czasopisma, ale
i jego tematyka, ktéra obejmuje nie tylko podstawowe zagadnienia mechaniki,
lecz takze problemy przenikajace z dyscyplin pokrewnych i lezace na pogra-
niczu mechaniki 1 innych nauk.

W obecnej chwili Archiwum Mechaniki Stosowanej i zalozone pézniej Pro-
ceedings of Vibration Problems s3 czasopismami wyspecjalizowanymi, skierowa-
nymi na zewngtrz. Zajmujac si¢ prezentacjg najcenniejszych prac nie odzwiercie-
dlajg one szerzej nurtu rozwoju mechaniki w Polsce i nie informuj o Zyciu nau-
kowym 1 rozwoju poszczegdlnych osrodkow.

" Réwniez zastuzony kwartalnik Rozprawy Inzynierskie wydawany podobnie
jak Archiwum Mechaniki Stosowanej przez Instytut Podstawowych Proble-
méw Techniki P.A.N. i poswigcony zagadnieniom nowoczesnej teorii konstruk-
¢ji nie moze juz pomiescié wazrastajacej liczby prac.

W wyniku tego stanu rzeczy wiele nieraz bardzo wartosciowych prac ukazuje
si¢ ze znacznym opdznieniem, ze szkoda dla wymiany mys$li naukowej i dla
sprawy priorytetu osiggnie¢ polskich autoréw.

Taka jest w ogolnych zarysach sytuacja, w ktérej P. T.M.T.S. wydaje pierwszy
zeszyt swego czasopisma «Mechanika Teoretyczna i Stosowanay.

Na tres¢ Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej skladaé sie beda:

prace przegladowe,

oryginalne prace naukowe teoretyczne i doswiadczalne,

komunikaty naukowe,

bibliografia, omawianie najwazniejszych pozycji wydawniczych,

Biuletyn P.'T.M.'T.S., sprawozdania z dziatalnosci Towarzystwa, kongreséw,
konferencji i sympozjéw naukowych.

Mechanika Teoretyczna i Stosowana skierowuje zatem swojg dziatalnosé do
wewnatrz, na mozliwie pelne informowanie o aktualnym rozwoju mechaniki
polskiej i naukowej dziatalnosci §rodowisk krajowych.

Istniejgce czasopisma nie mogly zaspokoi¢ wyraznie odczuwanej potrzeby
prac przegladowych omawiajacych postepy w poszczegdlnych dziatach mecha-
niki teoretycznej i stosowanej. Jawnie nie wystarczajaca byla dotychczas réwniez
liczba ukazujacych si¢ prac o charakterze do$wiadczalnym.

T'e dotkliwe braki pragnie przede wszystkim usungé Mechanika Teoretycz-
na i Stosowana realizujgc tym samym wytyczne dzialalnosci Towarzystwa.

Mechanika Teoretyczna i Stosowana wydawana bedzie w jezyku polskim,

ze streszczeniami w jezykach obcych.
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Komitet Redakcyjny Mech. Teoret. Stos. prosi Zarzady Oddzialdw i Komi-
tety organizacyjne juz odbytych i obecnie organizowanych konferencji i sym-
pozjéw naukowych o wykorzystanie posiadanych i naplywajacych materialéw
oraz kontaktéw z autorami do opracowania referatéw przegladowych, syntety-
zujacych dotychczasowe osiggniecia w poszczegdlnych dziedzinach mechaniki,
stanowigcych temat sympozjum.

Komitet Redakcyjny liczy na wspdlprace Zarzadéw Oddziatéw w kierunku
doboru odpowiednich autoréw w celu dokonywania przegladéw referatéw przed-
stawionych na zebraniach naukowych Oddzialéw, stanowigcych zamknigte cykle
tematyczne.

W Mechanice Teoretycznej i Stosowanej powinny si¢ ponadto znalezé prace
nagrodzone na konkursach naukowych, organizowanych przez Oddzialy, oraz
prace doktorskie i habilitacyjne, ktérych autorami sg czlonkowie Towarzystwa.
Redakcja Mech. Teoret. Stos. wyraza nadzieje, ze Zarzgdy Oddzialéw wykazg
troske o wylowienie na swym terenie najbardziej wartosciowych prac i pozyskanie
autoréw dla swego czasopisma.

KOMITET REDAKCYJNY
MECHANIKI TEORETYCZNEJ I STOSOWANEJ
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PRZEGLAD NIELINIOWYCH ROZNICZKOWYCH ROWNAN
DRGAN UKEADOW AUTONOMICZNYCH O JEDNYM STOPNIU SWOBODY

ZBIGNIEW OSINSKI (WARSZAWA)

1. Celem pracy jest podanie w skondensowanej postaci przegladu informacji
o aktualnym stanie badaii nad nieliniowymi réwnaniami rézniczkowymi drgan
ukladéw o jednym stopniu swobody. Ograniczamy si¢ do typowych réwnan
opisujgceych ruch drgajgcy w dotychczasowym rozumieniu, czyli do réwnaf
drugiego rzedu. Réwnania te zostaly podzielone na jedenascie grup. Wewnatrz
grup réwnania sg numerowane kolejno: kazde réwnanie oznaczone jest dwiema
liczbami. Pierwsza liczba oznacza numer grupy, druga numer réwnania w gru-
pie. Réwnania zostaly sklasyfikowane wedlug charakterystyki sprezystej i thu-
mienia oraz wedlug zalozen narzuconych na charakterystyki, a czasem na wa-
runki poczgtkowe. Rozréznia si¢ przy tym zalozenia gwarantujgce istnienie
rozwigzanii okresowych (czyli powstanie drgai samowzbudnych) od zalozen
zapewniajgcych gasniecie rozwigzan z uplywem czasu.
Gdzie to byto mozliwe, réwnania przedstawiono w jednolitej postaci przy
uzyciu nastepujacych oznaczen:
x  przemieszczenie,
%  predkosé,
&  przys$pieszenie (wspétczynnik liczbowy przy # spro-
wadzono do jednosci),
S(x) nielinigwa charakterystyka sprezysta,
w?®  wspdlczynnik liczbowy w przypadku liniowej cha-
rakterystyki sprezyste;j,
R(%) nieliniowa charakterystyka tlumienia,
R(x, %) nieliniowa mieszana charakterystyka ttumienia,
a  wsp6tczynnik liczbowy w przypadku liniowej cha-
rakterystyki tlumienia.
W wielu przypadkach pozostawiamy jednak oznaczenia zgodne z podanymi
w oryginalnych pracach dotyczacych danego réwnania.
Podzial na grupy jest nastepujacy:
1. #4+R(x, #) = 0, réwnania o charakterze ogdélnym;
2. ¥4 R(x, )+ .S(x) = 0, réwnanie o mieszanej nieliniowej charakterystyce
ttumienia i nieliniowej charakterystyce sprezystej przy zalozeniach gwarantu-
jacych gasniecie rozwigzad;
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3. &+ R(x, %)+ S() = 0, jak w p. 2, ale przy zalozeniach gwarantujacych
istnienie rozwigzan okresowych;

4. %4+ R(x, £)+w?(x) = 0, réwnanie o mieszanej nieliniowej charakterystyce
tlumienia i liniowej charakterystyce sprezystej przy zaloZeniach gwarantujg-
cych gasniecie rozwigzan;

5. X+R(x, #)+wi(x) = 0, jak w p. 4, ale przy zaloZeniach gwarantujgcych
istnienie rozwigzan okresowych;

6. X4+ R(%)+S(x) =0, réwnanie z nlehmowz; charakterystykq tlumienia
i nieliniowa charakterystyka sprezysta przy zalozeniach gwarantujacych ga-
éniecie rozwigzan;

7. ¥~R(%)+S(x) =0, jak w p. 6, ale przy zalozeniach gwarantujacych
istnienie rozwigzan okresowych;

8. x—‘,—S(x) = (0, réwnanie z mehmowg charakterystykg spr@zystq bez thu-
mienia;

9. d+ax-}S(x) = 0, réwnanie z l1n1ow2L charakterystykq thumienia 1 n1el1-
mowac charakterystyka sprezysts;

10. ¥4 R(%)+w?c = 0, réwnanie z nlehnlowq charakterystyka tlumienia
i liniowg charakterystyks speZysta przy zalozemach gwarantUchych gasniecie
rozwigzan;

11. x—}—R(x)—i—wzm =0, jak w p. 10, ale przy zaiozemach gwalantujqcych
istnienie rozwigzan okresowych.

Dla kaidego réwnania podajemy podstawowe twierdzenia dotyczace zacho-
wania sie rozwigzan, rozwigzanie Sciste lub przyblizone (jezeli takie s3 znane),
uwagl o wlasnosciach ruchu oraz 0 zastosowaniu réwnania w zagadmenlach
technicznych,

Ogdlnych warunkéw istnienia rozwigzan nie podajemy plzyjmujqc Ze sg
one spelnione i ze istniejg rozwigzania badanych réwnan.

W opisie wlasnosci réwnah wymieniamy nazwiska autoréw, ktérzy podali
odpowiednie rozwigzania badz twierdzenia. Opracowanie oparte jest na biblio-
grafii wydrukowanej na koncu pracy.

2.1. . 4 R(x, #)+SE) =0.

Rownanie powyzsze zostalo zbadane przez S. ZiEmBE w pracy [49] przy
nastepujacych zalozeniach: S(x) i R(x, &) sa funkcjami analitycznymi, S(—=x) =

= —S(x), S(0) = 0, S(x)x > 0 dlax # 0; de(x) >0 dla kazdego x, R(x,0) =0

dlakazdego x; R(—x, &) = R(x, &) dla wszystkich x, #, R(x, —x) —R(x, %)
dlax £ 0, R(x, $)% > 0 dla & > 0, dR(x %) "

> 0 dla kazdego x.
Wykazano, Ze ruch jest ogramczony, a wigc
CE] SV2E() 1 |x| < VEDE(t),

gdzie E(t,) jest energia catkowita w chwili poczqtkowej, al funkc;q okreslajaca
energie potencjalng.
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Ruch jest gasnacy, czyli
) limx() =0, lim&@) =0,

1—00 t—00 _
lim&() = 0, lim E@t) = 0.
t—00 =0

Zbadano charakter punktu osobliwego (0,0). Stwierdzono, Ze w przypadku
h =k > 0, punkt osobliwy jest punktem wezlowym statecznym, a w przypadku
0 <h <k — punktem ogniskowym statecznym. Symbole & i k okreslone sg
z rozwinigé funkeji S(x) i R(x, &) w szeregi potegowe w nastepujacy sposéb:

R(x, %) = nx+42h8+ R, (%, %),
S(x) = k2x4S,(x) ..

W pracy podana zostala analiza przebiegu trajektorii fazowych przez poréwna-
nie ich z trajektoriami réwnan liniowych oraz przyktady badania ruchu za
pomoca metody 4.

2.2. 5&—]—,ukl[1 — cos (arc.tg AT)] sign o’c—&—kl[%‘ —sinarc tg (xT)] =0.

Réwnanie jest podane przez Z. OsigskiEco w pracy [29]; opisuje ono ruch
drgajacy masy poruszajacej sie po prostoliniowej prowadnicy. Sifa sprezysta
pochodzi od rozcigganej sprezyny o stalej k, ktérej punkt zamocowania lezy
poza osig prowadnicy (rys. 1). Rozproszenie energii nastepuje przez tarcie

= suche proporcjonalne do nacisku ma-

sy na prowadnice.
: AR(x, %)
‘\;)0 l/\70
*x=0R& x=0
x
iLO ¥
Rys. 1 Rys. 2

Charakterystyka tlumienia zalezy tylko od znaku predkosci i od wychylenia
w sposéb przedstawiony na rys. 2. Charakterystyka sprezysta jest sztywna

(rys. 3)
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2.3. &+ [% (%)2tg w+ mg cos (xT) tgzp] sign & mg sin (i;—) =0.

Réwnanie zostalo podane przez Z. OsINskiEGO w pracy [29]. Opisuje ono
ruch wahadla matematycznego z uwzglednieniem oporu powietrza i oporu
tarcia suchego w przegubie walcowym proporcjonalnego do nacisku w prze-
gubie (rys. 4). Charakterystyka tlumienia przebiega wedtug rys. 5, charaktery-
styka sprezysta mickka (sinusoidalna) wediug rys. 6.

2.4. ' mi-Ix"%* - kxf = 0
dla m >0, k>0, [ =0, przy zalozeniu, ze
(@) (—&)= —i% (—af = —af, (—zx)=4a.

S. ZiEmBA w pracy [48] poszukuje szczegélnych przypadkéw, dla ktérych
mozna znaleZé réwnanie trajektorii fazowej w zamknietej postaci. Przypadki
takie zachodzg, jezeli istnieja odpo-
wiednie zwigzki migdzy wykladni-
kami.

I}S (x)
k3
Rys. 3
R, %) Asi)
%0 "
—
%=0 N,
X v

Rys. 5 Rys. 6
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Przyjmujac ze wzgledu na zalozenie (a), ze wykladnik « okre$lony jest wzorem

_ 2n4-1
“= 2m--1 "
otrzymamy na f i y wzory
B ZN+1 _ Cm41)2NA4T) - 2n+1)(N+M4-1)
oM+1 Y CM+1)2m+1) ’

Suma N+M powinna byé liczba nieparzysts.
Dla takich wykladnikéw otrzymujemy réwnania trajektorii @(x,x) =0
w postaci

x4 [CHexp Fy(u)2 = 0,

gdzie
du
Folw) = f‘auu(ﬁ+1)u+b
oraz
u(x) =82x~ PV v =0a/2, a=-—2m, b=-—2kim.

2.5. mi-+1xr5 4 pd - ka? = 0
dlam>0,120,p >0, k>0 i przy zalozeniu, ze

(—d) = =, (—a) = =4,
(a) (_xﬁ)___: _xﬂ’ (~x)6:__x5'

S. Ziemsa w pracy [48] poszukuje szczegdlnych przypadkéw, w ktérych
mozna znalezé réwnanie trajektorii fazowej w zamknietej postaci. Przypadki
takie zachodzs, jezeli istniejg odpowiednie zwigzki mi¢dzy wykladnikami a,
B,y 1i6.

Jezeli przyjmiemy ze wzgledu na zalozenie (a), ze wyktadnik a okreslony jest
wzorem

2n+1
“= 2m+1"

to otrzymamy na 3, y i 6 wzory:

IN+1 _ 2N+1

P= T 0T MR
_ @m+ )N~ 2n+ 1) (N+M+1)
- 2M+1)2m+1) '

Suma M-+N powinna byé nieparzysta. Dla takich wykiadnikéw réwnanie
trajektorii
D(%,x) = 0
ma postaé

K24 [C+expFy(u)]? = 0,
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gdzie .
 du
Fa(w) :f aw’+cu'— (-1 u+b
oraz
u(x) = &2~V -y =2, r=96/2, a= —2llm, b= —2k/m;
c= —2p/m. :
3.1 E+flx, X)x+g(x) = 0.

Dla réwnania tego N. LEviNsoN i O. K. SmITH w pracy [18] podaja nastepujace
twierdzenie o istnieniu rozwigzan okresowych

Jezeli funkcja g(x) jest okreslona i ciggla w przedziale (— co, 4 c0); xg(x) > 0
dla x 5~ 0; funkcja f(x, v) jest c1qg{a dla wszystkich x, % oraz spelnia warunki

-Lipschitza dla wszystkich v; fg(x)dux = o 1 f(0,0) < 0 oraz istnieje takle

X9 >0, ze f(x,v) =0dla |x >x0, istnieje takie M, ze dla |x| <, jest
Jflx,0) = —M i takie x, >x,, ze

[ f(w, v)dx > 10 Mx,,
Xy '

gdzie v = v(x) jest dowolng dodatnia funkcja malejgcg, to réwnanie (3.1) ma
co najmniej jedno rozwigzanie okresowe.

A.D. DraciLEw [12] podaje, Ze zamiast stalej 101VIx0 mozna wzigé 4Mx,+a,
gdzie a jest dowolng staly dodatnig.

Tam tez znajduje si¢ nastepujgce twierdzenie: jezeli réwnanie (3.1) ma
rozwigzanie okresowe, to takze réwnanie _

&4 f¥(x, K)o4-g(x) = 0,

gdzie f(x, X) > f*(x, ®), ma rozwigzanie okresowe.

Temu samemu zagadnieniu po$wigcona jest takze praca A. DB CASTRO [71.

Niektérym szczegdlnym zagadnieniom po§wiccone sg prace E. i H. CARTANOW
[4] oraz A. A. ANproNowa [1] i R. Reissica [32].

3.2, 4 fx)x+g(x) = 0.

Jest to uogdlnione réwnanie Lienarda. Dla réwnania tego typu Lienarda
w pracy [19] podaje kryteria istnienia jednego statecznego rozwigzania, ktére
podajemy w ujeciu Babakowa [2]:

1) f(x) powinno byt funkecjg parzysta, a g(x) — nieparzysta;

2) f(0) < 0;

3) xg(x) > 0 dla wszystkich x;

4) F(x) = Hﬂwﬂngxﬁw

5) funkcja F(x) ma jedno miejsce zerowe w punkCIe # =a >0 i monoto-
nicznie ro$nie dla x > a.
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W pracy A. F. FiLirowa [13] znajduje si¢ twierdzenie o istnieniu granicznego
cyklu dla powyzszego réwnania.

Réwnanie ma stateczny cykl graniczny, jezeli funkeje f(x) 1 g(x) sa ciagtle,
+w

g(x) ma znak w», | g(x)dx = oo i jezeli po zmianie zmiennych
0
x x
dla x>0 [gO)dt =) 1 [Bd=FE) = F(),

X x
adlax<0 g 2(8)dE = zy(x) i g F(&)dE = F(x) = Fy(z,),
funkcje F, i F, spelniajg warunki nastepujace:
a) przy malych z (2 < 9)
Fi(2) < Fy(z) 1 nie wszedzie  Fi(z) = Fy(2),
Fi(2) < afz, Fy2) > —ayz dla  a <8

b) istnieje taka wartosé z,, Ze
Ko
| [Fi(z)—Fy(2)]dz > 0
0

i przy & > 2, Fi(z) = Fy(3), Fu(z) > —aV/z, Fy(z) < ayz, gdie a <)/8
W pracy A. W. DrRaGILEWA [12] znajduje si¢ twierdzenie nastgpujace:
Jezeli réwnanie powyzsze ma rozwigzanie okresowe, to réwniez réwnanie

E+F(x)+x =0, w ktérym F(u) = ff(x)dx, ma rozwigzanie okresowe.

0
Tym samym réwnaniem zajmuje si¢ réwniez W.S. Iwanow [15], I. L
Massera [23] oraz G. SANSONE [36].
4.1. E+P(x)P(x)+x = 0.
Réwnanie zostalo zbadane przez S. ZIEMBE w pracy [47] przy zalozeniach
Y(—x) =¥ =0 dla wszystkich x;
O(—x) = —B(x), DO)=0, @) >0 da=z>0;
dla 0 < &, < %, jest W(x) D(%,) > V(%) P(%,) =0, a
dla 0 < [a;] < [#g|  Jest 0 < [P(xq) P(R)] < |¥(e) D(#)].

Charakter funkeji W(x) i @(%), zgodny z powyzszymi zalozeniami, przedsta-
wiony jest na rysunkach 7 1 8.

Réwnanie to znajduje zastosowanie do opisania ruchu mechanicznego modelu
ciala stalego niesprezystego. W cytowanej pracy podano wykreslny sposéb
wyznaczenia trajektorii fazowych.

Przy podanych zalozeniach ruch jest gasnacy i punkt ruchomy zmierza do
polozenia réwnowagi, gdy 7 — .
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Zbadano charakter punktu osobliwego i wysnuto wnioski o naprzemiennosci

ruchu:

1) jezeli [¥(0)@'(0)] < 2, to punkt osobliwy jest punktem ogniskowym

statecznym,;

2) jesli [P(0)D'(0)] = 2, to punkt osobliwy jest punktem wezlowym sta-

tecznym.

L¥ix)

4

4\ $(%)

><V

Rys. 7

<y

Rys. 8

W przypadku pierwszym trajektorie majg w otoczeniu punktu osobliwego
ksztalt spirali i ruch jest ruchem naprzemiennym (liczba miejsc zerowych jest
nieograniczenie wielka). W przypadku drugim punkt od pewnej chwili zmierza

¥

R

N

N
g

-~
>
\ o
'~

\

\

Rys. 9

ol |

asymptotycznie do polozenia 1éwnowagi nie
przechodzac przez polozenie zerowe, czyli
ruch jest nienaprzemienny.

Przeprowadzono poréwnanie trajektorii fa-
zowych omawianego réwnania z trajektoria-
mi w przypadku tlumienia wiskotycznego.

Jak widaé z rys. 9, trajektorie te sg silniej
zakrzywione ku $rodkowi, czyli Ze ruch jest
silniej tlumiony niz w przypadku: thumienia
wiskotycznego. W pracy [47] przedyskuto-
wano takze 'kierunki elementéw liniowych

. na plaszczyZnie fazowe;j.

42, S p(@)p(#) + ot = 0.

Réwnanie jest podane przez S. ZIEMBE W pracy [47]. Przez zamiang zmiennej
niezaleznej T = wt otrzymamy réwnanie analogiczne- do (4.1): "

d2x d L
d—;+w(x)¢(d—f)+gf= 0.
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43. Ag [ B+ (%)) B+ F(%))%-Cx = 0.

Réwnanie powyzsze nalezy do typu 4.1. Zanalizowal jeS. Ziemsa w [47] przy
zaloZeniach:
‘ A>0, C=>0, B>=0, p=0;
Y(—x)=¥(x) > 0 dla wszystkich x;  ¥(x)) < P(x,) dla |x1| < %] 3
F(—x) = F(%) > 0 dla wszystkich x.
W pracy zbadano zagadnienie naprzemiennoéci ruchu. W przypadku
) FO) =0 i F(&x)<F(x) dla 0<x <x,,
czyli w przypadku analogicznym do tlumienia sztywnego przy ttumieniu czysto
wiskotycznym stwierdzamy, ze przy f2B® < 4A4C ruch jest naprzemienny
(liczba miejsc zerowych jest nieskoriczenie wielka), a przy f2B* =4 AC punkt
przechodzi co najwyzej raz przez polozenie réwnowagi i od tego miejsca jest
nienaprzemienny niezaleznie od warunkdéw poczatkowych.

W przypadku

2) F(0) >0 1 F(x) > F(%) dla 0<x <x,,
czyli w przypadku analogicznym do tlumienia migkkiego przy thumieniu czysto
wiskotycznym stwierdzamy, ze jezeli BB > 2)/AC, to rozwizzanie ma co
najwyzej jedno miejsce zerowe,

Jezeli B4+F(0) < 2)/AC, to ruch jest naprzemienny (rozwigzanie ma nie-
skonczenie wiele miejsc zerowych).

Jezeh fB < 2y AC < B[B+F(0)],to rozwigzanie ma skoficzong liczbe miejsc
zerowych, niezalezng od warunkéw poczatkowych i od pewnej chwili ruch
jest nienaprzemienny.

4'4‘ AR(X)X.)

} +Fx=0 da xx >0,
mé-tkx { —Fyx=0 dla ax <0.
Réwnanie to podal Z. OSINskI R\ ¥
w pracy [29]. Opisuje ono ruch drga- " a xx=0 Li{
jacy masy przy tarciu suchym (Cou- - XA = -
Jomba) proporcjonalnym do przemie-  **=0 o | ey Sy

szczenia x, Opor taki wystepuje przy "y
drganiach masy na spr¢zynie wielo-
pierécieniowej 1 na resorze piérowym.
Podobny charakter matarciec w prze- :
gubach dZwigni obcigzonej masg drga- Rys. 10
jaca 1 podpartej sprezyscie. .

Charakterystyka tlumienia przebiega wedlug rys. 10. Charakterystyka spre-
Zysta jest liniowa. C : :

Rozwiazanie réwnania dla ruchu od polozenia réwnowagi:

x = (4 cos w -4 Cysin w,t.
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Dla ruchu do polozenia réwnowagi
x = Cj cos wyt+ C,sin wgt,
gdzie
. R+Fy

, k—F,
W= ——=, w3= .
m m

Wtasno$ci ruchu. 1. Przemieszczenie x(f) ma co najwyzej jedno
miejsce zerowe przy k < F, lub nieskoriczenie wiele miejsc zerowych przy
k> F,.

2. Kolejne amplitudy zmieniajg si¢ wedlug postgpu geometrycznego.

3. Przesuniecie $rodka drgan nie wystepuje.

4. Ruch ukladu przy %k > F, ustaje po uplywie nieograniczenie dlugiego
czasu.

5. Okres drgan jest staly i rézny od okresu drgai bez tarcia:

2 { o w —
T= (2w1 +Z:’;) przy o = Vklm

4.5, Etaxx?t-bx = 0.
Réwnanie powyzsze zostato podane w zbiorze E. Kamxeco [16], s. 553
Przez podstawienie p(x) = %(f) otrzymujemy réwnanie Bernoulliego

pp'taxp®t-bx = 0.
4.6. Ztxk—x4ax =0, a>0.

Réwnanie to i jego rozwigzanie podaje P. PAINLEVE. Cytujemy je za E. KAMKEM
[16] (s. 548).

Rozwigzanie ma postaé:

a (w12, Cy)
3 P, 12, Gy

t /a
| =7 l/?—i-C a-

5.1. £+ wF(x) & 4wl = 0.

Réwnanie Llenarda z liniowy charakterystyka sprezysta. Dla réwnania tego
G. SansonNe [35, 38] podaje kryteria istnienia rozwigzan okresowych.

Na charakterystyke ttumienia nalozone s3 warunki: F(x) jest funkcja ciagla
w przedziale (—co, 0); istnieja dwie takie liczby _

0, <<016,>0, ze Flx) <0 dla é_; < x <9y,
F(xy> 0 dla x < 3_,, x > 6_, oraz F(é_;) = F(é;) = 0.

gdzie

Powyisze zalozenia okreélajg charakter funkcp F(x), ktérej wykres przed-
stawiono na rys. 11,
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Mozliwe sg nastepujgce przypadki:
1. Jezeli obok zalozeri (a) spelniony jest jeszeze dla kazdego x warunek
xP(x) < 0, gdzie @ (x) = fF(s)ds, to réwnanie nie ma rozwigzania okresowego.
0

2. Jezeli obok zalozenia (a) spelnione s3 jeszcze warunki: istnieje takie
X > 0y, ze ANxg+4N? < [D(x)—D(6,)P, gdzie N = |D(8)|+|P(6_1)|;
istnieje %y << 0_;, takie ze 4N|wy|+4N? < [D(xy) <P, lim P(x) = o

Xx—>®W0
oraz lim |®(x)| = oo, to réwnanie ma co najmniej jedno rozwigzanie okresowe.

X—>—0
G. Sansone i I. L. Massera podali takze twierdzenie o istnieniu jedynego
rozwigzania okresowego [37, 22]:

AFix)

N p
S~

Rys. 11

3. Jezeli spelnione sg zatozenia (a) i funkcja F(x) nie jest rosngca w 'przedziale
(—o0, 0) oraz nie jest malejaca w (0, c0), to réwnanie ma jedno i tylko jedno
rozwigzanie okresowe.

5.2. F—p(l —a)a+x = 0.

Jest to réwnanie Van DEr Pora [30, 31]. Réwnanie nalezy do typu réwnania
Lienarda (5.1) i spetnia zalozenia zapewniajgce istnienie jedynego statecznego
rozwigzania okresowego.

Réwnanie rozwigzuje si¢ za pomocg metody malego parametru (u jest przyj-
mowane jako maly parametr). Podajemy rozwigzanie w drugim przyblizeniu
uzyskane metoda Krylowa~Bogoliubowa [3]:

uad .
x = acos (wt+0)— 35 sin 3(wt+0),
gdzie
0 ag exp (ut/2) 2
- N o=1-"
Vitag (exp ut—1)j4 16

2 Mechanika teoretyczna
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Rozwigzanie okresowe otrzymujemy dla a = 2. Ma ono postaé

% = 2 cos (wt46) — £sin 3(wt) +6).

5.3. E—A(l—a)n4+x =0 przy 1 - .

Réwnanie ma postaé réwnania drgan relaksacyjnych. Badaniem wlasnosci
takiego réwnania przy bardzo duzych oraz rosnacych nieograniczenie wartoséciach
A zajmowali si¢ w szczegdélnosci A. A. Doropnicyn [11] i M. L. CARTWIGHT

} [5]. Podajg oni przyblizone wzory na
Y , . ,
okres drgari. Podajemy wzor na ok-
| res drgan wedlug pracy BocorriuBowa
& i MirroroLskiEGO [3]:

T = 1,613706 14+7,01432 A~3 —

_ 2
9 2

W przypadku bardzo duzych wartosci
A mozna po zamianie zmiennych x =
= Ay, t = ¢7, przej$¢ do réwnania

+0,0087A2 40 (A~%3).

=
Q"

.1
— - iP—n = 0.
Py / (@ ===

Analiza ruchu na plaszczyznie fazo-

wej wskazuje na istnienie w tym przy-

Rys. 12 padku cyklu granicznego o specjalnym

charakterze, rys. 12. Krzywa [ jest okre-

$lona réwnaniem (a). Cykl graniczny sklada si¢ z dwdch odcinkéw krzywej
PP, i PP, oraz z dwéch odcinkéw pionowych P,P; i P,P,.

6.1. B+ R(%)+S) = 0.

Pewne wlasnosci tego réwnania zostaly zbadane przez S. ZIEMBE w pracy
[48]. Poczynione zostaly przy tym zaloZenia dodatniej dysypacji w przedziale

nieograniczonym. Zalozenia te sg nastgpujace: R(%) = —R(%), R(#)x > 0 dla
x>0, d]figcx) >0, R(0)=0 oraz S(—x)= S(x), S(x)x >0 dla x >0,
dS(x) e '
g 0, S(0) = 0.

Charakterystyka tlumienia jest wi¢c asymetryczna i ma pochodng stale
rosnacy. Podobne wilasnodci ma charakterystyka sprezysta. Przy tych zatozeniach
wykazano ograniczono$é ruchu, mianowicie:

B0 <VE®), |=()] < FAE®)],
gdzie F(x) jest funkcja okreslajaca energi¢ potencjalna ukladu, a E(z,) calko-
witg energie poczatkowa.
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Wykazano tez, Ze rozwigzanie ma charakter gasngcy, to znaczy, ze

lim [E()] = 0, lim [x()] = 0,

t—0

lim [#(2)] =0, lim [#2(¢)] = 0.
1= 1~>
W tejze pracy przedyskutowano charakter punktu osobliwego. Punkt oso-
bliwy jest punktem wezlowym statecznym, jezell 2 = ¢ > 0, a punktem ogni-
skowym statecznym, jezeli 0 <k <a, gdzie 2k jest wspotczynnikiem przy linio-
wym wyrazie w rozwinieciu funkcji R(x) na szereg potegowy, a a®jest wspél-
czynnikiem przy liniowym wyrazie w rozwinigciu funkcji S(x)na szereg po-
tegowy.
Przedyskutowano kierunki elementéw liniowych na plaszezyznie fazowe]
oraz podano metode wykreslng przyblizonego wyznaczenia trajektorii fazowych.
Zagadnienia naprzemiennosci omodwiono w zwigzku z rownaniem (6.2).
Zagadnienie to zostalo takze zbadane przez Z. OsINSKIEGO w pracy [26].
Zaktadamy, ze charakterystyki mozna przedstawié w postaci

R(%) = ax+4p(x), S) = o%4f(x)
przy o >0, o* > 0 oraz

R(x)% >0

R(0)=0

(a) S(x)x >0

S0y =20
Charakterystyki majg postaé przedstawiong na rys. 13 i 14. Postaé ta ograni-
czona jest tylko warunkiem cigglosei i zaloZeniami (a) w ograniczonym przedziale.

} w przedziale (—Vq, +V,),

} w przedziale (—X;, +X,).

AR() AS)

Rys. 13 Rys. 14
Postaé charakterystyk poza okre§lonym przedzialem nie jest istotna dla ruchu
rozpoczynajacego sig przy odpowiednio ograniczonych warunkach poczatko-

wych.

2



20 Z. OsiNsKI.

W tych warunkach przemieszczenie x(#) ma nieskonczong liczbe miejsc ze-
rowych, gdy a < 2m, oraz skofczong liczbe miegjsc zerowych, gdy a = 2w.
W tym drugim przypadku moze istnieé co najmnicj jedno miejsce zerowe nie-
zaleznie od warunkéw poczitkowych lub skoriczona liczba miejsc zerowych,
zalezna od warunkéw poczatkowych.

W pracy podano geometryczne kryterium oceny liczby miejsc zerowych
w postaci tzw. «prostej krytycznej» oraz «prostej pomocniczej» Zastosowanie
tego kryterium pozwala ocenié liczbe miejsc zerowych bezposrednio z postaci
charakterystyk, ktére mogg by¢ dane w postaci wykreslnej (np. z doswiadczeri)-

AZ A [B+q(x) 2]+ [C+f(x)]x = 0,
A>0, B=0, C=0.

Réwnanie nalezy do typu (6.1). Przy spelnieniu zaloZzen podanych tamze
ogblne whasnogci réwnania (6.1) sg zachowane (ograniczonosé, gasniecie, cha-
rakter punktu osobliwego). W pracy [48] S. ZiEmBa podaje analize zagadnienia
naprzemienno$ci powyzszego réwnania.

Okreslono charakterystyke sprezysta jako sztywna (rys. 15), jezeli

f(—=x)=fx)>0 dla x#0, f0)=0,
fx) >0 dla x>0, limfx)= o

—> 0

6.2.

AF(x) AFix)

e

Rys. 15 Rys. 16
i jako migkka (rys. 16), jezeli
f=x)=f(x) >0 dla «x+0, f(0) >0,
flx) <0 dla x>0, limf(x)=0.

—> G0

Podobnie charakterystyka tlumienia jest sztywna, jezeli
p(—x%) =) >0 dla %+*0, ¢@0)=0,¢(0)=0,
P'(#) >0 7 dla &>0, lims= oo '

X000
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oraz miekka, jezeli

P(— ) = p(#) Al ££0, @0) >0,

¢0)=0, ¢ * <0 dla &>0, Ilim/[p&)]=0.

Zanalizowano 1 ustalono kryteria naprzemiennosci w czterech przypadkach
skojarzenia charakterystyki:

1) migkka sprezysta, sztywna tlumienia;

2) sztywna sprezysta, migkka thumienia;

3) sztywna sprezysta, sztywna tlumienia;

4) migkka sprezysta, migkka tlumienia.

Stwierdza sig, ze zaleznie od postaci charakterystyk i ich skojarzenia mozemy
ustali¢ nastepujgce przypadki ruchu:

1. Ruch z jednym co najwyzej miejscem zerowym. Przy odpowiednim do-
borze warunkéw poczatkowych punkt ruchomy nie przechodzi w ogéle przez
polozenie réwnowagi (rys. 17). ‘

2. Ruch ze skoniczong liczba miejsc zerowych. Punkt, zaleznie od warunkdéw
poczatkowych, moze przej$¢ skoriczong liczbe razy przez polozenie réwnowagi,
przy czym od pewnej chwili dalszy ruch jest nienaprzemienny (rys. 18).

X{\ X“
VAN ' .
\/ N————"__ 1
Rys. 17 Rys; 18

3. Ruch z nieskoriczong liczbg miejsc zerowych, czyli ruch naprzemienny
(rys. 19).

4. Ruch nienaprzemienny przez pewien skoiiczony okres czasu, a nastepnie
ruch naprzemienny z nieskoficzong liczbg miejsc zerowych (rys. 20).

P

Rys. 19 Rys. 20

6.3. mitlet+hs? =0, m>0, k>0, [1>=0.

. S. Z1EMBA w pracy [48] poszukuje szczegélnych przypadkéw, w ktérych
mozna znalezé réwnanie trajektorii w postaci zamknigtej. Przypadki takie za-
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chodzg, jezeli istnieje odpowiedni zwigzek miedzy wykladnikami a i f. Jezeli
przyjmiemy, ze wzgledu na antysymetrig¢ charakterystyki, ze wykladnik a ma
postaé:
o 2n-+1
T 2m+1°

gdzie n, m oznaczajg liczby naturalne lub zero, to wykladnik f powinien mieé¢
postaé:
2n+1

ﬂ=m, m >nf2.

Dla takich wyktadnikéw réwnanie trajektorii @(%,x) = 0 ma postaé

x2 4 [CHexp Fo(u)]2 =0,
gdzie
du v—fi .
Fow) = [ ul) =),
au’ - utb

r—1

przy oznaczeniach @ = ——:Zl/m-, b= —2kim,» = a/2.

6.4. Z4-axxt-bxd = 0.

Réwnanie podane przez E. KamMxeco [16] (s. 551).
Przez podstawienie

2(t) =x*7), v=lInx,
sprowadzimy réwnanie to do réwnania
att-+-2u? +au-+b = 0,

ktérego rozwigzanie mozna wyrazié za pomocg kwadratury
: udu
T —f 202 +au+-b +Cu.

6.5. &+ (3a+x) % —x3+ax?+2a% = 0.

Réwnanie zostalo podane przez P. PAINLEVE; cytujemy je za E. KAMKEM
[16] (s. 548). Rozwigzanie ma postaé,

—at+yp'(u, 0,1)
p(%, 0, 1)

x = Cye
gdzie
J —%e“"—}—(}z dla a # O,.

U =
I Cyt+C,  dla  a=0.
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6.6. . &4 axt+bsinx = 0,

Réwnanie wahadla matematycznego z oporem proporcjonalnym do kwadratu
predkoéci ( o stalym kierunku) zostalo zbadane przez F. A. WiLLERsA [45]. Po-
dajemy je za E. KaMKEM [16]. Rozwigzanie mozna przedstawié za pomocs
kwadratury

d
tz:f / z; G-
+ V C,e* TETT (soc x—2a sinx)

6.7. &-+ak|&|+bsiny = 0.

Réwnanie wahadla matematycznego z uwzglednieniem oporu powietrza
byto badane przez F. A: WiLLERsA [45]. Podajemy je za E. Kamgem [16].
Rozwigzanie mozna otrzymaé przez zloZenie rozwigzani dwéch réwnan
itax?+bsine=0 dla x>0
oraz
—axtt+bsinx =0 dla x <0

(por. réwnanie 6.6.).

7.1. #LR(#)+S() = 0.

- Réwnanie to zostalo zbadane pod katem widzenia istnienia rozwigzan okre-
sowych przez R. REeissica w pracy [33]. :
Zalozenia s3 nastepujace:

1) R(%) i S(x) ciagle wraz ze swymi pochodnymi,
R'(%) i 8'(x) dla wszystkich wartodci x i «.

2) R(®)x <0 dla |% <U>0,
R(®)x >0 dla | =V >Uz>0,
R#)=6=>0 dla x=7V.

3) S(x)x >0 dla x£0,

Sx)=—f+06 dla x»=2X=>0,
Sx) <—F—¢ dla x»<—X,
gdzie
£ = max R(x) >0 ) i ]
F— min R(#) <0 }w.przedzxale zamknigtym || < V.

x
4) Funkcja J(x) = [ S(s)ds rosnie silnie monotonicznie. Charakterystyka
0

tlumienia ma postaé pokazang na rys. 21.

Udowodniono, ze istnieje mozliwo$¢é ustalenia si¢ drgan okresowych (sa-
mowzbudnych) oraz podano konstrukcje¢ pierécienia, wewnatrz ktérego wszyst-
kie trajektorie badz s3 zamkniete, badZ asymptotycznie zmierzaja do trajektorii
zamknigte;j.
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7.2. Ftax|x|— gxtx—p2x® = 0,

. Réwnaniem tym zzgmowah si¢ G. BraLL [17] i J. Ceccon [8, 9]. Przy do-
statec7n1e malych g > 01 p >0 réwnanie ma co najmniej jedno rozwigzanie
okresowe. .

8.1, i —}—S(x) =0

Rozwiagzanie sprowadza sie do kwadratur (por. np. [2, 7])
. :f Codx —10,
L)/ —2[ S()dz+C,
{\R(x)

N

Rys. 21

Zalozymy, ze warunki poczatkowe sg nastqpujqce dlaz=0,0=x,1 % =0
jezeli przy tym réwnanie

ﬂzfs dx+01—0

ma pierwiastki pOJedyncze %, 1xy, to dla x; <x, <, ruch jest okresowy
o okresie

fV ZfS(x Ydx+C,

Ze wzgledu na trudnosci z wykonaniem catkowania stosuje si¢ czesto metody
przyblizone, polegajace na przedstawieniu S(x) w postaci szeregu Taylora 1 roz-
wigzanie réwnan metodg malego parametru.

8.2. F+wlsinx =0, o?=g/L

Jest to réwnanie wahadla. Jego rozwigzanie sprowadza si¢ do kwadratur
(por. réwnanie 8.1) i moze by¢ przedstawione [16] w postaci

du
f =) (L —Fad) 10
d ) 'Z‘Sln2
gdzie
1 . i)
— sin— 2 gin2 L
ku = sin 5% k? = sin a+4g
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oraz
a=2x(l), [ =2%().

Przyblizone rozwigzanie uzyskuje si¢ za pomocy roztozenia sinx w szereg
Taylora 1 zachowania pierwszych dwdch lub trzech wyrazéw (por. réwnanie 8.3).

a3 x

. g 8

Przyblizone réwnanie opisuje ruch wahadla. Rozwigzanie wyznaczono meto-
dg Krylowa-Bogoliubowa w drugim przyblizeniu [3]:

—acos ¥ — 2 {143 g2} cos 34 55 _cos 5
X = acos — Tgi —+ aa cos —+ -z—mcos ,
gdzie o
' g a? at
Yj:wt—!—@, (l):'T 1—1—6+—m).

- Wielkosci a 1 6 okresla si¢ z warunkéw poczgtkowych. Okres drgan jest zalezny
jak widaé, od amplitudy.

8.4. E+Ax+2Bx3 = 0.

Badaniem powyZszego réwnania zajmowat si¢ H. Scrovrz [40]. Autor podaje
kryteria, kiedy réwnanie powyzsze, przy. warunkach poczatkowych

2(0) =5,  %(0) = %,

moze by¢ rozwigzane przez odpowiednie funkeje specjalne.

Zatozenia: x, £ 0, %, £ 0, A i B stale dowolne, B 3~ 0.

Jezeli przy oznaczeniu D? = (4-+2Bxk)?+4Bx%,

1) 0 # D # A, to rozwigzanie wyraza si¢ przez funkcje eliptyczne;

2) D=0, 4 #0 lub D= A4 +# 0, to rozwigzanie wyraza si¢ przez funkcje
wykladnicze;

3) D= A =10, to rozwigzanie wyraza si¢ przez funkcje wymierne.

H. Scuorz podaje rozwigzanie dla tych przypadkéw.

9.1. mié+-2hx+a*p(x) =0, h>0, a®>0.

Pewne wlasnosci powyZszego réwnania zostaly zbadane w pracy R. GuTow-
SKIEGO [14]. Zalozenia dotyczace charakterystyki sprezystej sg nastgpujace:
@(x) jest funkcja ciggla, monotoniczna, rosnaca i analityczng w przedziale
(— oo, ©); p(—x) = - @), p(0) =0, lim ¢p(x) = + 0.

x—Ftw
Przyjeto nastepujace kryteria istnienia nieskoriczenie wielu miejsc zerowych:
1. Przy charakterystyce «sztywnej dla prawie wszystkich x», to jest speinia-
jacej warunek

(a) &—ox) <0

z wyjatkiem co najwyzej pewnego skoriczonego otoczenia punktu x = 0, wa-
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runkiem istnienia nieskoniczonej liczby miejsc zerowych jest
¢'(0) > (h/a)®.

2. Przy charakterystyce «absolutnie sztywnej», to znaczy spelniajgcej wa-
runek (a) dla dowolnych x z przedziatu (0, c0), warunkiem istnienia nieskon-
czonej liczby rozwigzan jest

hla <1
Warunek ten jest analogiczny do odpowiedniego warunku dla réwnowaznego
réwnania liniowego.

3. Dla charakterystyki «absolutme migkkiej», to znaczy spelniajgcej warunek

(b) x—g(x) =0
dla wszystkich x z przedziatu (0, ) oraz dla charakterystyki «mickkiej dla
prawie wszystkich x», to znaczy spelniajacej warunek (b) z wyjatkiem co naj-
wyzej skoficzonego otoczenia punktu x = 0, warunkiem istnienia nieskorniczonej
liczby rozwigzan jest istnienie takiej prostej y == fx, ktéra lezy calkowicie
ponizej @(x) dla x > 0, przy czym

. h 2 _‘
B = (7) < 1.
W pracy powyzszej podano takze oszacowanie odleglosci miejsc zerowych,

pewne wnioski dotyczace zanikania wychyled oraz przyblizong metod¢ rozwig-
zania przez przeksztalcenie go w réwnanie calkowe typu Volterry.

9.2, it-axtsinx—B =0, a=0, S=0.

Réwnanie wystepuje w szeregu zagadnien dynamiki i elektrotechniki. Jakoscio-
wa analiza réwnania (kryteria istnienia rozwigzari okresowych) oraz biblio-
grafia znajduje si¢ w pracy [39].

10.1. &+ R(#)+wix = 0.

Przy zalozeniu, ze R(%)x >0 i R(0) =0 w przedziale (—V, + V) ograni-
czonym lub nieograniczonym, niektére wlasnosci réwnania zostaly zbadane
przez Z. OsiNskiEGO [28]. Praca ta jest rozszerzeniem prac G. SANSONEGO
i 8. ZiemsY (36wnanie 10.2).

Jezeli charakterystyke ttumienia przedstawimy w postaci

R(%) = ax+o(),
to, niezaleznie od znaku (),

1) dla @ < 2@ ruch ma nieskoriczenie wiele miejsc zerowych,

2) dla a > 2w ruch ma skonfczong liczbe miejsc zerowych.

Jezeli p(x)% > 0, to.przemieszczenie ma co najwyzej jedno miejsce zerowe
niezaleznie -od warunkéw poczatkowych.

Jezeli p(%)% < 0 w calym przedziale lub w jego czeém to przemleszczeme
moze mieé wiecej niz jedno miejsce zerowe. Ocene liczby miejsc zerowych mo-
ze ulatwi¢ podane przez autora krytenum geornetryczne w postac1 tzw. «pro-
stéj krytycznej». Co ‘
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Jest to przypadek szczegdélny réwnania 6.1,

10.2. A+ [B+F(#)]¢+Cx = 0.

Wiasnoéci powyzszego réwnania zostaly zbadane przez W. E. MiLNE'A [24]
i G. SansoNeco [31] przy zalozeniach

A>0, B=0, C>0;
F0)=0, F(—%)=F@®), F® >0 da z>0.

Zalozenia odnosnie F(%) odpowiadaja sztywnej charakterystyce tlumienia

(rys. 22 i 23).

t
3f 2
N
5 \ /
T -
Rys. 22 Rys. 23

. 'Wazniejsze wlasnosci réwnania podajemy za G. SANSONEM:
1. Funkcje x, %, & s3 ograniczone w przedziale (%, o).
2. W skonczonym przedziale funkcje x(t), #(f) nie moga mieé punktéw
przegiecia.
3. Migdzy dwoma miejscami zerowymi predkoscei #(2) jest tylko jeden punkt
zerowy x(2).
4. %(t) nie moze byé réwne zeru w zadnym przedziale.
5. Rozwiazanie jest gasnace, czyli
limE® =0, limx() =0, limx()=0.
t—c0 t—co L0
Dla B2—44C = 0:
6. Funkcja x(t) ma tylko jedno miejsce zerowe w przedziale swego istnienia.
7. Funkcja x(2) 1 jej pochodne poczynajac od pewnego ¢ s3 monotoniczne
i dazg do zera, gdy t — co.
Dla B*—4A4C < 0:
8. x(t) ma nieskorniczenie wiele miejsc zerowych.
9. Miedzy dwoma miejscami zerowymi przemieszczenia x(f) istnieje tylko
jedno miejsce zerowe ().
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Tym samym réwnaniem zajmuje si¢ G. SESTINL. w pracy [41], w ktérej podaje
oszacowanie rozwigzan w przypadkach B®*—44C >0, B2—44C =0
oraz B?—4A4C < 0. o
. S. ZiemBA w pracy [46] zbadai powyzsze rownanie dla pewnej klasy miekkich
charakterystyk tlumienia.

Zakladajac, ze F(0) >0 (rys. 24) 1 ze spelnione s3 pozostale zaloZenia, G. San-
soNE dowodzi, ze wlasnosci 1-5 zachodzg i w tym przypadku.

Odnosnie zagadnienia naprzemiennosci mozliwe s cztery przypadki:

1. Dla B > 2)/AC istnieje co najwyzej jedno miejsce zerowe przemieszczenia
niezaleznie od wartosci F(0).

2. Dla 0 < F(0) <2y AC oraz B+F(0) < 2)/AC istnieje meskonczeme
wiele miejsc zerowych przemieszczenia.

AF(%) §R(x)

x-v

Rys. 24 Rys. 25
3. Dla 0 < F(0) < 2y/AC oraz 0 < 2/ AC—F(0) < B < 2y AC, a takie
dla F(0) = 2}/ AC oraz 0 < B < 2 J/AC istnieje mozliwosé, ze- ruch ma skoni-
czong, wigkszg od jednosci liczbe miejsc zerowych. .

10.3. ' I+ R(%)+-Kx = 0.

Réwnanie- zostalo zbadane przez IX. SzPUNARA w pracy [47], przy zalozZeniu,
ze charakterystyka tlumienia jest nieliniows, nieparzystq funkeja predkoder,
ktéra mozna przedstawi¢ w postaci

R(%) = 2 b %] <i R,

gdzie
by =0 1 by ; 20, n=0,1,2, ...,
oraz ze K >0. ’ ‘
Charakterystyka tlumienia jest wiec sztywna (rys. 25).
Autor szuka rozwigzania w postaci szeregu potegowego (w otoczeniu punktu

osobliwego) w postaci
C
t = L n+1
2 S PG,
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gdzie p = . Badajac wlasnosci tego szeregu autor dochodzi do nastepujgcych
wnioskéw: jezeli bi—4K < 0, to rozwigzanic ma charakter oscylacyjny (naprze-
mienny), a jezeli b3—4K >0, to rozwigzanie ma charakter nicoscylacyjny.
Whioski sg analogiczne do wnioskéw uzys-

kanych przez E. MILNE'a [24] i G. San- R(%)
SONEGO [34].

Jezeli rozwigzanie jest oscylacyjne, to
przedzial czasu migdzy dwoma kolejnymi
kranicowymi wychyleniami zmierza do war-
tosci granicznej okreslonej wzorem ——

x
t—=0 bl
Vx -(%)

10.4. E+R()+x = 0. Rys. 26

Réwnaniem takim zajmowal si¢ G. MALGARINI w pracy [21] przy ponizszych
zalozeniach:

lim RS_:C) — w0, R@i>0, ##0, RO =0;
&0
R(%) jest funkcjg ciagly dla — o0 < & < o0, R'(%) > 0 oraz aR" (%) < 0.
Charakterystyka taka zostala nazwana subwiskotyczng (rys. 26). Konsekwencja
tych zalozen jest, ze
R(%)

Jim __R(.x)_: k=0 i lim =k, = 0.
x—r— D X-»00

MaLGARINI dowodzi, ze jezell &y > 21 ky 2> 2, to ruch nie ma miejsc zerowych
niezaleznie od warunkéw poczatkowych, a jezeli 0 <k <2, 0 <<k, < 2,
to ruch jest podobny do ruchu przy tarciu suchym i liczba miejsc zerowych
) zalezy od warunkéw poczgtkowych. Ist-
AR(%) niej f dobnie jal
je  «martwa strefa», podobnle jak

przy tarciu suchym.
10.5.  &42¢l" lita = 0
]{a dla 0 <m<1.

x-¥

0 G. MaLcarINI w pracy [21] podaje
a{ uwagi dotyczace zachowania sie trajek-
torii powyzszego réwnania na podsta-
wie ogdlnego twierdzenia dotyczgcego
réwnania 10.4.

Rys. 27
i 10.6.  &-+asign x+owi = 0.

Drgania tlumione tarciem suchym o charakterystyce tlumienia przedstawionej
na rys. 27 podajemy za I. M. BaBAKowEM [2].
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Rozwigzanie réwnania: dla ®# < 0 mamy & = a+C, coswi+C,sinwt, a dla
® > 0 mamy x = —a+C, cos wt+C, sin wl.

Wiasnodci ruchu. 1. Ruch jest okresowy o okresie T = 2n/w nie-
zaleznym od sily tarcia.

2. Srodek drgah przemieszcza si¢ o wielko$é a w strone dodatnich x, gdy
&% < 0, w strone ujemnych x, gdy & > 0.

3. Amplituda maleje w postepie arytmetycznym za kazdym wahnigciem o 2a,

4. Drgania wygasaja po skoriczonej liczbie wahnigé.

10.7. i+ 5 p x251gr1 Z+w?x = 0.

Drgania tlumione sg oporem powietrza lub plynu w warunkach przeplywu
burzliwego. Réwnanie zostalo zbadane przez W. E. MiLNE'A [24]. Rozwigzu-
je si¢ je w kwadraturach [20]:

t :f i +021

2
+ ]/ cle#x+2‘ﬁ%(iﬂx+1)

Znaki gorne odpowiedajg ruchowi z predkoscig dodatnig, % > 0, a dolne
ruchowi z predkoscig ujemng, ¥ < 0. Kolejne maksymalne amphtudy mozna
wyznaczy¢ za pomocg wykresu (rys. 28).

&4 &g
&5 £q

=Bx
) p=Inft+E)-&

r

Rys. 28

Okres drgani zalezny jest od amplitudy poczatkowej. Wyznaczamy go za
pomocg metody malego parametru. Pélokres ruchu, hczony dla warunkéw
poczatkowych x, > 0, £ = 0, wynosi

T_n 1 0
?—z(”ﬁﬂxo)- |
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10.8. X4-3ax—2x34-2a% = 0.

Badaniem tego rdéwnania zajmowal si¢ PAINLEVE. Podajemy rozwigzanie
za E. Kamkem [16] (s. 548):

x = 1aCie™%snu__,(Cre™ "+ C,).

10.9. %4-S5ax—6x24-6a%x = 0.

Badaniem rdwnania .zajmowal si¢ PAINLEVE. Podajemy rozwigzanie za
E. Ramkem [16] (s. 547):

x = g2C%e ¥ (Ce~ "+ (4, 0, —1).

10.10. dtax|x|+bx+cx =0, a>0, b=0, ¢=>0.

Drgania tlumione oporem wiskotycznym 1 oporem powietrza omdwione
zostaly przez KamMigEGo [16] (s. 552).
10.11 #taxtpittox=0, >0, pf>=>0 lub S <«O0.

Réwnanie to zbadal Z. osiNskr w pracy [27]. Podano rozwigzanie metodg
malego parametru (f — maly parametr) w II przyblizeniu.
Rozwigzanie w I przyblizeniu ma postaé

aoe——alzt

3
l/l —7 %a%(e‘“’— 1)

gdzie a, i 0 sg amplidudg i fazg poczatkowy, a 4 = ]/wz—az/dr.

Zanalizowano wplyw nieliniowego parametru B na dekrement tlumienia
oraz na okres drgani (to ostatnie na podstawie II przyblizenia, gdyz w I przy-
blizeniu wplyw powyzszy nie jest dostrze-
galny).

Xy =

cos (1t4-0),

R(x)

11.1. E—Ax4-Bi*+wx = 0.

Jest to réwnanie Rayleigha, ktére droga

zamiany zmiennych /
T = ot, y=w]/i§fxdr

przeksztalcamy w réwnanie Van der Pola 5.2.

11.2. X+ (ax)2d-bx = 0.

—P—
X

Rys. 29

Réwnanie ruchu ukladu z liniows charakterystyka sprezystg oraz parzystg
charakterystyks «tlumienia» przedstawiajaca site proporcjonalng do kwadratu
predkodci o stalym kierunku, niezaleznie od kierunku predkodcei (rys. 29).

Réwnanie to mozna rozwigzaé przez kwadrature [16], co prowadzi do

dy

t=0C
1+ f > i
Coe™ 2% - —— (1 —2ax)

242
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K. SzruNAR w pracy [43] przeprowadza badanie tego réwnania w kierunku
ustalenia zaleznosci oscylacyjnego charakteru rozwigzan od warunkéw poczatko-

wych.

Jezeli réwnanie sprowadzimy do réwnania na plaszezyZnie fazowe;]

gdzie u = p,
Jezeliuy >

du

b
& —p(z +u),

to rozwigzanie jest nieoscylacyjne.
Dla uy = —b/2a otrzymujemy ruch nieoscylacyjny ze stala predkoscia.
W odniesieniu do oznaczen réwnania wyjsciowego obszar warunkéw po-

AU

p = %, to charakter krzywych calkowych przedstawia rys. 30.
—b/2a, to rozwigzanie jest oscylacyjne i okresowe. Jezeli u, < b/2a,

—Po

\ﬂ_ oA

Rys. 30

Xog

Rys. 31

czatkowych xy, %, dla ktérych istniejg rozwigzania oscylacyjne i okresowe,
zostal zakreskowany na rys. 31. Rozwigzania nicoscylacyjne odpowiadajg obszaro-
wi niezakreskowanemu oraz punktowi (0,0) (rozwigzanie trywialne).

Na zakonczenie przedstawiamy krotki, syntetyczny przeglad réwnan w po-
staci tablicy 1 z podkres§leniem probleméw zbadanych i takmh ktére — zdaniem
autora — nalezaloby zbadaé.

Tabela 1

Typ réwnania

Wlasnosci zbadane

Wilasnoéci, ktére nalezaloby zbadaé

1. % +R(x, &) =

2.8 +R(x, ) +S(x) =0
RG
(Rozwigzanie gasnace)

Ograniczono$é, charakter punktu oso-

bliwego dla charakterystyk rosnacych

wraz z x i % 1 antysymetrycznych.
Réwnania trajektorii fazowych w po-
staci zamkmetej dla szczegélnych przy-
padkdw, -

Whplyw funkeji R(x, %) na charakter
rozwiazan. I{ryteria odpowiadajace ru-
chom okresowym, gasngcym itp.
Ograniczonoéé i naprzemiennoéé dia
innych charakterystyk.



Typ réwnania

Wiasno$ci zbadanc

Wiasnoéci, ktére nalezaloby zbadaé

3.8 +R(x,2) +8(x) =0

RO

(Rozwigzanie okresowe)

4. % +R(x, %) +o'x =0

RG

5.8 +R(x, %) +o'x = 0

RO

6.% +TR(2)+S(x) =0

RG

7.2 +R()+8(x) =0

1

1

RO

L %+Sx) =0

o

-

¥+ax +S(x) =0

LEHRE) +o'x =0

RG

. B+RE) o'y =0

RO

Sformulowano réwnania ruchu
w szczegblnych przypadkach ruchu
wahadla i ruchu po prowadnicy.

Gdy R(x, %) = f(x, )%, twierdzenie
o istnieniu co najmniej jednego roz-
wiazania okresowego; gdy R(x, %) =
= f(x, %), twierdzenie o istnieniu je-
dnego rozwigzania okresowego.

Dla R(x, &) + P(x)®(%) charakter punk-
téw osobliwych oraz zagadnienia na-
przemiennos$ci dla charakterystyk szty-
wnych. Rozwiazano przypadek szcze-
gblny tarcia suchego proporcjonalnego
do przemieszczenia. Niektére szczegdl-
ne przypadki majq rozwiszanie Sciste.

Dla funkcji R(x, &) = oF(x)x krytcria
istnienia jedynego rozwigzanie okreso-
wego,

Zbadano szczegbélowo metodami przy-
blizonymi réwnanie Van der Pola oraz
réwnania drgan relaksacyinych.

Zbadano ograniczono$é i gasniccie roz-
wigqzarh oraz naprzemienno$é przy cha-
rakterystykach mickkich i sztywnych.
Szczegdlne przypadki, gdy trajektorie
fazowe dadza sie przedstawié w za-
mkniete] postaci. Sciste rozwiazania
niektérych przypadkéw szezegdinych,

Mbozliwoéé istnienia rozwiazah okre-
sowych,

Rozwiazania przez kwadratury prowa-
dzqce do calek eliptycznych. Rozwig-
zania §cisle (przez kwadratury) i przy-
blizone szczegdlnych przypadkéw.

Naprzemicnno§é rozwiazan.

Ograniczono$é rozwiazan. Kryteria na-
przemiennoéci. Analiza pewnych typéw
charakterystyk oporu.

Kryteria istnienia rozwiazan okreso-
wych. Analiza szczegélnych przypad-
kéw,

Rozwiszanie réwnai ruchu i analiza
przypadkéw majacych zastosowanie
techniczne.

Warunki istnicnia rozwiazan okreso-
wrych w przypadku, gdy funkcja R(x, %)
ma inng postaé.

Analiza  jakodciowa w przypadku
ozdlnieiszych zalozed dla R(x, %). Na-
przemienno§¢ przy innych charaktery-
stykach. Rozwiqzanie w szczegdlnych
przypadkach majacych =zastosowanie
techniczne.

Zbadanic jakoéciowe dla inncj postaci
funkcji R(x, £) oraz zbadanie przy-
padkéw, gdy moze byé wiccej
winzann okresowych niz jedno.

roz-

Badania jako$ciowe dla szczcgélnych
postaci charakterystyk R(x), S(x).

Ze wzgledu na liczne zastosowania
techniczne celowe jest poszukiwanie
rozwiazarn przybliZonych lub nu-
merycznych dla pewnych postaci
charakterystyk R(x) i S(x).

XKryteria istnienia jednego Jub wiecej
cykléw w przypadku ogélnym oraz dla
szczegblnych postaci charakterystyk.
Rozwigzania przyblizone w przypad-
kach szczegdlnych majacych znaczenie
techniczne.

Badanie szczegélnych przypadkéw dla
réznych charakterystyk sily spreiystej.
a szczegdlnie obliczenie okresu drgan.

Badanie szczegdlnych przypadkéw dla
réznych charakterystyk S(x), a szcze-
gblnie obliczenie okresu drgan i de-
krementu.

Rozwiazanie przyblizone dla réznych
charakterystyk R(x%) przedstawiajacych
rézne opory. Obliczenie dekrementu.

Kryteria istnienia rozwiazadi okreso-
wych dla réznych charakterystyk.
Rozwigzania przyblizone dla réznych
charakterystyk.

[33]
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Peamowme.

OB30P HEIUHENHEIX TUDDEPEHIIUAILHEIX VPABHEHUN KOJIEBAHWIT
ABTOHOMHBIX CHUCTEM C OOHOW CTENEHBIO CBOBOIBI

B paGore maerca 0630p COBPEMEHHOTO COCTOSHMUSA MCCJCHOBaHMi B ofnacTH HeNHHERHBIX
nuddepenmantabix ypaBHeHNH KoneGaHUH aBTOHMOMHLIX CUCTEM C OJHOH CTCIEHBIO CBO~
Gomur. OG3op ocHoBan Ha aHanuae 50-m Gubiuorpa@uuecKMX HCTOUHMKOB,  YKAasaHHBIX
B paGoTe. Ypapuenus paspeiebl Ha 11 rpymr, nopuyem paszien Ha TPYONBLL BBLITEKAET W3
TIPEATIONONKEHHH, KACAIOMINXCA YNPYrod XapaKTePHCTHKH M XapaKTePUCTHKM 3aTyXaHus. Pac-
CMaTPHBAYOTCA HPEHNTIOJIOKEHHA, TAPAHTAPYIOUIME CYNIECTBOBAHHC AaBTOKOJeGanMil W mpen-
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NOJIOYKEHIFL, FAPAHTHPYIONINE 3aTyXanue pelleHuit. Ananusupyercst 37 ypaBHeHuH MWJIM HSONML
ypaBHEHHH.

s xa)egoro Talla ypaBHeHHH JAFOTCA OCHOBHBIC T€0PEMBI, KAcAIOIHECs IOBCACHUS PENICHHI,
TOUHDLIE PEUIEHHA ¥ MPHOMIDKEHHBIE DELUSHHs, ECIIM TAKOBbLI W3BECTHLI, 3aMEYaHHS O CBOHCT-
BAX ABIDKSHHA M O NMPHMSHEHMAX K TEXHHUECKHM 3afadyam, B Ka)kJoM Cciayuae yKasaHbl HEPBO-
HCTOUHHKHM.

B sarinodenune DPUBOXHUICA TaONHUA € KPaTKUM CHHTETHYECKHM 0030POM [PYMIL YPABHEHHI,
rfie NOQUEPKUBAIOTCA YIKe HCCIeNOBAHNbIE 3ajaul, a4 TAIOKE TC, KOTOPbIe HeoBXOAHMO HcCieno-
BATL.

Summary

SURVEY ON NON-LINEAR DIFFERENTIAL EQUATIONS OF THE VIBRATIONS
OF AUTONOMOUS SYSTEMS WITH ONE DEGREE OF FREDOM

A survey is given of the recent investigations cencerned with non-linear differential equa-
tions of vibrations of autonomous systems with one degree of freedom. Fifty papers from
the relevant literature of the subject are reported. The equations considered are subdivided
into eleven groups according to the assumptions concerning the elastic and damping character-
istics. Also the assumption assuring the existence of selfexcited vibrations is distinguished
from those assuring the attenuation of the solutions. In all, 37 equations of various types
are analysed.

The fundamental theorems concerning the behaviour of the solutions, the exact solutions or
the approximate ones, remarks on the properties of motion and on the application in technical
problems are given for each type of the equations.

The table at the end of the paper contains a short synthetic survey of the groups of differential
equations, special emphasis being laid on such problems as have already been investigated; problems
to be tackled have also been mentioned.

Praca zostala zlofona w Redakeji dnia 2 patdziernika 1962 r.
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ZAGADNIENIA POWLOK NIESPREZYSTYCH!

ANTONI SAWCZUXK, WACLAW OLSZAK (WARSZAWA)

i, Wprowadzenie

Wobec rozszerzajacego sig zakresu zastosowan konstrukeji tupinowych we
wspélezesnej technice klasyczna teoria powlok, postulujgca fizykalng liniowosé
i niezaleznod§¢ mechanicznych wiasnodci materialéw od czasu, przestaje by¢
wystarczajgca dla celéw racjonalnego projektowania tych konstrukeji. Z tego po-
wodu obserwuje si¢ obecnie intensywny rozwdj badan teoretycznych 1 doswiad-
czalnych, dotyczgeych probleméw niesprezystego zachowywania si¢ powlok.

Aby matematycznie przewidzieé niesprezyste zachowanie sig konstrukeji,
wymagana jest znajomos$¢ rdwnanta stanu (zwigzku fizycznego) matcrialu,
z ktorego konstrukcja jest wykonana. To réwnanie stanu powinno byé przed-
stawione w takiej postaci, ktéra bedac fizykalnie poprawna jest réwnoczednie
matematycznie latwa do operowania. Fizykalna poprawno$¢ zwigzkéw podsta-
wowych dla materialu polega na takim uogdlnieniu dos$wiadczalnych zjawisk
niesprezystych (jak np. pelzanie, relaksacja czy plastyczne plynigcie), ktdre
laczy rzeczywiscie wielkoéci dynamiczne z niezmienniczymi wielkosciami kine-
matycznymi w sposéb odzwierciedlajacy zjawiska rzeczywiste.

Procesom odksztalcen niesprezystych towarzyszy rozpraszanie —energii.
Przyczyna tej dysypacji energii mechaniczne] moze stanowié¢ podstawe do
pewnej uzytecznej klasyfikacji osrodkéw niesprezystych na osrodki spregysto-
lepkie i sprezysto—plastyczne. W przypadku lepko-sprezystosci rozpraszanie
energii nastepuje wskutek lepkiego plyniecia, podezas gdy dysypacja w oérod-
kach plastycznych moze byé wymodelowana przez suche tarcie. Kazda z tych
grup materialéw wymaga wiec odmiennych metod analizy.

Teoria powlok dla scharakteryzowania stanu naprezenia i odksztalcenia
poshuguje sie sitami wewnetrznymi i odksztalceniami powierzchni $rodkowe;j.
Wskutek tego réwniez zwiazki fizyczne dla powlok niesprezystych wymagajg
przedstawienia ich w postaci zaleznosci miedzy sitami wewnetrznymi i odksztal-
ceniami powierzchni $rodkowej. Spelnienie tego zgdania zwigzane jest z od-
powiednig transformacjg réwnar fizycznych materialu do wiasnej przestrzeni
powloki. W niniejszej pracy przedstawione zostana takie transformacje.

* Tekst referatu generalnego ¢Inelastic shell problems® na Swiatcwej Konferencj
Konstrukecji Powlokowych, San Francisco, 1-5 pazdziernika 1962 r., opublikowanego
w skréconej wersji w «Prcceedingsy tej konferencji,
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Celem pracy jest dokonanie przegladu aktualnego stanu badad z zakresu
powlok niesprezystych. 7 uwagi na wielorakos¢ probleméw ukrytych pod nazwsa
powloki niespresyste, przedstawienie przegladu wyczerpujgcego zagadnienie nie
bylo uwazane za wlasciwy cel. Zdecydowano si¢ skoncentrowaé uwage na za-
gadnieniach formulowania podstawowych zwiqzkéw fizycznych oraz na scha-
rakteryzowaniu metod analizy gléwnych typéw powlok niesprezystych z poda-
niem informacji o wazniejszych rozwigzaniach probleméw szczegélowych. Takie
podejécie pozwala zwrécié uwage na analogie i réznice w stosunku do kla-
sycznej (liniowo-sprezystej) teorii powlok.

Obecny przeglad nie obejmuje takich zagadnien, jak nieliniowo$é geome-
tryczna, wyboczenie sprezysto—plastyczne i procesy technologiczne ksztatto-
wania powlok. Nie sg réwniez uwzglednione zagadnienia drgan i rozprzestrze-
niania sie fal w powlokach niespre¢zystych. Rozwazania prowadzone sa w zalo-
zeniu, ze odksztalcenia sa male, a wiec wszystkie zwiazki mogg byé¢ zapisane
w ukladzie odniesienia dotyczacego nieodksztalcanej powloki. Jesli chodzi
o réwnania fizyczne, to praca ogranicza si¢ do czysto fenomenologicznego
opisu bez wchodzenia w przyczyny zjawisk niesprezystych i termodynamike
proceséw nieodwracalnych odksztatcen.

2. Zwiazki fizyczne

1.2. Zachowywanie si¢ materialu w procesie jego obcigzania zalezy od mecha-
nicznych wlasnosci tego o$rodka. Dla opisania jakiegokolwiek procesu odksztat-
cenia niezbedna jest znajomos$¢ aktualnego prawa fizycznego (réwnania stanu)
materiatu, a wige rdwnania tensorowego

(2.1) floy, 6, Gijy ey Bigy Eijy 814y o0y Tty =0, 7,7=1,2,3,
wigzacego naprezenia o;;, odksztalcenia ¢, ich pochodne czasowe, tempera-
ture T oraz czas ¢, je§li wymagane jest uwzglednienie historii procesu explicite
(por. A. M. FreUDENTHAL i H. GEIRINGER [36a], 1. I. GOLDENBLAT [42a].

Podstawowe modele matematyczne opisujgce odksztalcenie osrodkéw nie-
sprezystych mozna podzielié na dwie grupy dotyczace odpowiednio lepkiego
badZ plastycznego zachowywania si¢ materiatu. W przypadlu materiatu lepko-
sprezgystego wspblczynniki wystepujace w (2.1) przy skladowych tensoréw
dynamicznych i kinematycznych sa stalymi materialowymi, tzn. s3 niezmien-
nicze wzgledem zmian intensywnosci wielkoéci dynamicznych i kinematycznych.
Oznacza to, ze dowolnie malemu naprezeniu o$rodka towarzyszg zawsze zja-
wiska lepko-sprezyste.

Zachowanie si¢ materiatu spregysto—plastycznego jest odmienne. Moze on
przenie$é naprezenie o pewnej intensywnoéci bez wystgpienia odksztalcen nie-
odwracalnych (plastycznych). Warunkiem koniecznym do pojawienia si¢ nie-
odwracalnych odksztalcenr jest spelnienie warunku plastycznosct

(2.2) ®(a;;) = k,
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bedacego dla materialéw izotropowych funkeja skalarng tensora naprezenia.
Wystepujaca w (2.2) stala k jest modulem plastycznosci osrodka i definiuje jego
(skalarng) cechg¢ plastycznosci. Dla materialdw idealnie plastycznych zachodzi
ponadto @ = 0, podczas gdy materialy charakteryzujace si¢ wzmocnieniem
plastycznym majg @ > 0. Skoro dla materiatu plastycznego spetniony byé musi
warunek (2.2), to staje si¢ oczywiste, Ze wspdlczynniki pojawiajgce sie przy
skltadowych tensoréw wchodzacych do prawa fizykalnego (2.1) nie mogg juz
by¢ statymi materiatowymi.

2.2. W zagadnieniach lepko—sprezystosct wyrdinia si¢ teorie iniowe i nieliniowe
w zaleznosci od tego, czy skladowe odpowiednich tensoréw wystgpujacych
w (2.1) pojawiajg si¢ tam w liniowej czy tez nieliniowej postaci. Za ogdlnie
obowigzujacy zasade przyjmuje si¢ «lepka» niedcidliwosé osrodka, a wiec brak
zjawiska lepkosci objetosciowej, tzn. &) = 0.

Ogdlna postaé prawa fizykalnego dla niowe; lepko—sprezystosci zapisywana
jest w nastepujgcej postaci [36a]

(2.3) PG“ == ZG QS,J+%‘(3KP'—'2GQ)8’(’(6U—'3aKP Tél.l’
gdzie P oraz Q sg liniowymi operatorami rézniczkowymi:

0 a" 0 o
(2.4) P= a°+a13_t+ +5—t"’ Q= b0‘|‘b1W‘|‘ cee bma—t"‘

Wspétezynniki @;, b; wystepujace w (2.4) sg okreslonymi kombinacjami rzeczy-
wistych stalych materiatowych, G oraz K z réwnania (2.3) przedstawiajg moduty
dcinania 1 odksztalcenia objetodciowego, 7 oznacza przyrost temperatury
wzgledem temperatury odniesienia, a natomiast jest wspdélezynnikiem roz-
szerzalnosci cieplnej.

Ograniczajac sie do szczegbélnych ‘form operatoréw (2.4) uzyskuje sie od-
powiednie prostsze modele cial liniowo-lepko-sprezystych. Najprostszymi
modelami sg te, ktére zawieraja jedynie tensory naprezenia i odksztalcenia
oraz ich pierwsze pochodne wzgledem czasu. Tak np. gdy

(2.5) P=1, Q=[1+(x/G)d/a],

otrzymuje si¢ najprostszy model ciala charakteryzujacego si¢ opdéEnientem
sprezystym (model Kelvina). Wystepujaca w (2.5) wielkos¢ # jest cechg materia-
tows, mianowiciec modutem lepkoséci postaciowej ($cinania). Analogicznie
najprostszy model ciala wykazujgcego pelzanie Iniowe 1 relaksacje (model
Maxwella) otrzymuje si¢ przy nastepujjcej postaci operatorédw (2.4)

(2.6) P = (Glg+dat), Q = dét.

2.3. Zwigzki liniowej lepko-sprezystosci pozwalaja na uwzglednienie w aktu-
alnie rozpatrywanym procesie odksztalcenia tych zjawisk, ktérych konstrukecja
byla poddana w przeszlodci. Jesli np. w chwili v obcigzenie wywolalo okredlone
odksztatcenie, to w chwili ¢ > 7 konstrukcja wchodzi do nowego procesu
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odksztalcenia «pamigtajgc» proces poprzedni. Tak wige dla opisania aktualnego
procesu odksztalcenia nalezy znaé funkcje okreslajaca pamieé materialu, ktéra
moze byé odmienna dla $cinania i ci$nienia hydrostatycznego. Stan odksztal-
cenia lub naprezenia w czasie f, wywotany naglymi, niezaleznymi oddziaty-
waniami w chwilach 7, moze by¢ przedstawiony w postaci calki obejmujace;j
wszystkie chwilowe przyrosty. Otrzymuje sie wéwczas tzw, zwzqzkz Boltz-
manna, ktére dla odksztalcen (pelzania) majg postaé

¢ ¢
(2.7) 2Gey; = [ pu(t—r)oydr+0y [ py(t—)ondr,

gdzie ¢, @, oznaczajg funkcje pamieci (dziedziczenia). Analogiczne zwiazki
otrzymuje si¢ dla naprezen (relaksacji) (por. Ju. N. RaBotNnow [99a], A. M.
FreUDENTHAL [36a], R. BLAND [12a]). Zalezno$ci typu (2.7) s3 réwnowazne
przedstawieniu ciala lepko-sprezystego w postaci (2.3). Funkeje pamiccei s3 w tym
przypadku odpowiednio zalezne od wspélczynnikéw w operatorach (2.4).

Zaleznodci typu (2.7) moga by¢ traktowane jako zwigzki definiujace pelzanie
1 relaksacj¢ réwniez dla zjawisk nieliniowych.

Istnieje kilka uproszczonych teorii pelzania wykorzystujagcych koncepcje
funkcji pamigci. Uproszezenia dotycza gléwnie matematycznej postaci funkeji
@1, o 1 ich liczby. W teorii, ktérej prawo fizykalne ma postaé

L
_ 1t o D c .fiKl_
(28) Ejj = E(t) Oij E(t) GI:A(SU J Oij g (K1+I\2) 31—]—(5,-Jt o Gkde ,

lo

gdzie

1
Ky(r, 1) = f‘*’(p(r’ ), Kyr,t)= % +r29(7, 1),

1, ¥ 83 zas wspolczynnikami Poissona odpowiednio dla odksztalcen sprezystych
i odksztalceri pelzania, E jest modulem Younga; tylko jedna funkcja pamieci
@ okreéla odksztalcenic ogrodka (N. CH. ARUTUNIAN [6a].) Funkeje te dla betonu
przyjmuje si¢ zwykle w nastepujacej postaci:

p(z, ) = (Co+Af)[1—e7¢77],

gdzie Cy, A oraz y sg stalymi materialowymi, okreslonymi na podstawie od-
powiednich doswiadczen (por. N. CH. ARUTUNIAN [6a], A. R. RzanNicyn [106a],
I. I. GoLDENBLAT [42a]),

Rozwigzywanie konkretnych probleméw brzegowych w teorii liniowej lepko-
sprezystoscei jest utatwione przez mozliwo$é wyeliminowania zaleznosci zwigzkéw
(2.3) od czasu na drodze transformacji Laplace’a. Rozwizzanie problemu lepko-
sprezystego otrzymuje si¢ wéwcezas w zaleznosci od rozwigzania analogicznego
problemu brzegowego liniowej sprezystosci (por. T. ALFrEY [4a], E. H. LEE
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[70a]). Analogia spresysto—lepko—sprezysta prowadzi ponadto do praktycznie
waznego wniosku, ze naprezZenia lepko-spreZyste sg rowne zeru tam, gdzie sg
one réwne zeru w zadaniu liniowo-sprezystym. Analogiczny wniosek odnosi
sie réwniez do pél przemieszczen. Oznacza to, ze w Ronstrukcji Liniowo—lepko—
sprezystej (przy ustalonym obcigzeniu) nie zachodzi redystrybucja naprezen.
Ten oczywisty wniosek wynikajacy zreszty bezposrednio z (2.3) jest szczegdlnie
wazny dla zastosowan.

2.4.8 Poniewaz wigkszo$¢ materialéw konstrukeyjnych nie spelnia postulatéw
liniowej teorii lepko-sprezystose, zostaly sformulowane teorie nieliniowe; lepko-
spresystosci. Najprostsze z tych teorii zachowujg w réwnaniu (2.1) tylko na-
prezenia i szybkosci odksztatcen, tzn. przedstawiajg pelzanie materialu w postaci

(2.9) &= flow), &= &+
1 83 teoriami plyniecia, poniewaz zawicrajg explicite tylko naprezenia i predkosé
odksztalcenia. W wickszosci zagadnien praktycznych odksztalcenia sprezyste
moga by¢ uwazanc za male w poréwnaniu z catkowitymi odksztalceniami petzania.
W zaleznosci od szybkodci narastania odksztalcen pcelzania w czasie wyréz-
nia si¢ procesy pelzania nieustalonego, ustalonego (stacjonarnego) i pelzania
przyspiessonego, zakonczonego zniszczeniem elementu. Jesli niczmienniczg
wiclko$¢ @ = ¢;; ¢;; przyjaé jako charakterystyczng wielko$é dla pelzania
w zaloZonym procesic napre¢zenia, to wymicnione trzy typy pelzania zdefinio-
wane s3 kolejno zaleznosciami

az S] Y E o~y
(2.10) gt.?(’:‘ij Eij){;J 0, &=0, &=0.

Skalarna funkcja @ = g;; ¢;; okredlana jest do$wiadczalnie (por. R. W. BaiLy
[92], F. K. G. Opevist [81a, b], I. Finmiz [33a], F. K. G. OpqvisT i J. HuLt
[82a]).

2.5. Wigkszo$¢ studiéw analitycznych odnoszacych sie do nieliniowej lepko—
sprezystosel dotyczy zagadnien pelzania ustalonego. Wobec zalozenia o lepkicj
niesci$liwosci prawo fizyczne stacjonarnego pelzania (por. I'. K. G. ObpqQvisT
[81a]) mozemy zapisaé w nastgpujacej postaci:

(2.11) &= floi;) sij, Sy = a1, —(1/3) o645,
gdzie f(oy;) jest skalarng funkcjg skiadowych stanu naprezenia. Wsréd teoril
stacjonarnego pelzania duzg popularnosé zdobyla wykladnicza zaleinos¢ & =
= ko! (w jednowymiarowym stanie naprezenia). Najprostszg niezmienniczg
postacig tej zaleznosci uogdlnionej na zlozone stany naprezenia jest zwigzek
(2.12) (Gig &)Y = Blsij 58, & = 0.
Przy takiej zaleznoscl Iniezmienniczej miedzy dewiatorami prawo fizyczne
(2.11) przybiera nastepujaca postaé:

n—13
(2.13) &y = B(3k13k1)=2_’3u‘,
gdzie B oraz n sg stalymi materialowymi, przy czym = jest dodatnig liczbg
calkowita, a B moze zalezeé¢ od czasu. Miedzy zwigzkami teorii ustalonego



42 A, Sawezuo,W. OLszak

pelzania a zalezZnosciami nieliniowej sprezystosci wystgpuje oczywista analogia.
Ta analogia «pelzanie — nieliniowa spresystosé» (N. J. Horr [54a]) jest przydatna
przy poszukiwaniu przyblizonych rozwigzan, poniewaz udostgpnia do stosowa-
nia odpowiednio zmodyfikowane twierdzenia wariacyjne nieliniowej sprezy-
stosci.

Nieliniowo$¢é zwigzkdw fizykalnych (2.13) stanowi powazng przeszkode w uzy-
skiwaniu zamknietych rozwigzani zagadnien pelzania. Aby czesciowo te trudnosci
obejsé, zaproponowano prawa fizyczne w postaci zwiazkéw miedzy najwickszymi
naprezeniami stycznymi a przyrostami odksztalcern postaciowych. Otrzymuje
sie wowczas zaleznosci typu &—& = f(o,—a;)(ae;—oy)", (£, =1,2,3), co
pozwala na korzystanie z metod odcinkowo-liniowej plastycznodci do zagad-
nien stacjonarnego ipelzania (por. A. M. W. WanL [124a], W. I. RozensLUM
[102b1).

2.6. Z problemami nieliniowego pelzania zwigzane jest zjawisko wyboczenia
wpelzajqcegor. Charakteryzuje si¢ ono tym, ze w skoniczonym czasie predkosci
odksztatcen wzrastaja nieograniczenie (przy ustalonym obcigzeniu). Odpowiednia
warto$é czasu okreélana jest jako czas krytyczny. Omawiane zjawisko wyboczenia
jest odmienne od klasycznych zjawisk utraty statecznosci. Nie moze ono wy-
stagpi¢ w przypadku lepko-sprezystosci liniowej, gdyz spelnienie warunku
€;; — o0 nie jest mozliwe w skoniczonym okresie czasu.

2.7. Wéréd nieliniowych teorii lepko-sprezystosci wyrézni¢ mozna réwniez
takie, ktére postuluja bezpoérednia zaleznos$¢ miedzy naprezeniami i odksztalce-
niami a czasem explicite, tzn. g; = ef+fi(0y;, t), przy czym zwykle przyjmuje
si¢ f(oy;, t) = F(@)(S;;Sij)". Powaznym zastrzezeniem teoretycznym w stosunku
do tych proporcji jest wiasnie ich jawna zaleznoé¢ od czasu, wzgledem ktérego
zwiazki fizykalne powinny byé niezmiennicze.

N. Cu. ARUTUNIAN [6a] rozwingl nieliniowq teorig dziedziczenia, analogiczng
do przedstawionej réwnaniem (2.8), lecz uwzgledniajgca dodatkowo okreslone
niezmiennicze zwigzki miedzy dewiatorami naprezenia i odksztalcenia,

2.8. W grupie teorii dotyczacych plastycznego zachowywania sie materialéw
rozréznié nalezy dwie giéwne tendencje. W jednej z nich prawo fizyczne sfor-
mutowane jest jako bezposrednia zalezno$¢ miedzy naprezeniami a odksztalce-
niami. Teorie postugujace si¢ zaleznosciami tego typu znane sa jako teorie
(matych) odksztalcert sprezysto—plastycamych («teorie odksztatceniowe»). Druga
tendencja zapisywania prawa fizykalnego o$rodka plastycznego w postaci
zalezno$ci miedzy naprezeniami a przyrostami odksztalcen uwidacznia sie
W teoriach plastycznego plynigcia («teorie przyrostowe»). W obydwu przypadkach
musi by¢ spelniony dodatkowo warunek (2.2), jesli ma si¢ pojawi¢ nieodwra-
calne odksztatcenie &f; (por. R. HiLr, [47a], W. Pracer i P. G. HopGE [97a]).

2.9. Rownanie fizyczne teorii malych odksztalcen spresysto-plastycznych
wigze bezposrednio dewiatory naprezenia i odksztalcenia. Dla procesu obcig-
zania odpowiednie zaleznosci majg postaé (por. A. A. ILiuszin [58d]

(2.14) §ij = ZG(].'—‘(]Q/ZG)EU, ;0 — 3K(£,‘i—‘3aT),
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a odcigzanie odbywa sig¢ czysto liniowo-sprezyscic. Wystepujace w (2.14)
¢ oznacza skalarng funkcje wspéirzednych fizycznych, przy czym ¢ > 0 w pro-
cesie obcigzania oraz ¢ = 0 przy odcigzaniu. Postaé tej funkcji zalezy od aktu-
alnie obowigzujacego warunku plastycznosci (2.2). Poprzez ¢ warunek plastycz-
nosci wchodzi do prawa odksztalcenia. Tak wiec, gdy @ (s;;) = s, 8 = 2k2
(gdzie k oznacza granicg plastycznosci przy czystym scinaniu), to ¢ = 2G—
—2kle;; e;;)V®. Poniewaz g jest funkcja skalarng, réwnanie tensorowe (2.14)
narzuca wspdlosiowodé dewiatoréw naprezenia i odksztalcenia w ciagu calego
procesu odksztatcen plastycznych. Stad wniosek, Ze poslugujac sie prawem
fizycznym (2.14) (réwnania Hencky’ego-Iliuszina), otrzymaé¢ mozna rozwigzanie
problemu brzegowego, jesli proces obcigZenia zapewnia niezmienno$é kierunkéw
gltéwnych. W zagadnieniach powlok warunek ten moze by¢ spelniony tylko w wy-
jatkowych przypadkach, gdyz dopuszcza on tylko taka redystrybucje sil wewne-
trznych, ktéra nie zmienia kierunkéw gléwnych naprezen i odksztatcen.

2.10. Réwnanie fizyczne teorii plastycznego plymiecia wiaze bezposrednio
sktadowe tensora naprezenia i tensora przyrostéw (predkoscei) odksztalcen,
a mianowicie

(215) é,j = }.S,’j"*f—.s.','j/ZG, 81’; = 0, gy = SKE,',.

Wystepujaca w (2.15) 4 jest funkecjg skalarng podlegajacg wyznaczeniu z wa-
runku plastycznodei (2.2). Jesli rozpatrywaé material sztywno-plastyczny, tzn.
gdy odksztalcenia sprezyste mogg byé uwazane za male w poréwnaniu z pla-

stycznymi, to zachodzi &; =0, a odpowiednie prawo fizyczne nazywane
prawem plyniecia przyjmuje postad
(2.16) &y = 25ij,

okreslana jako zwiazki Levy’ego-Misesa. Formalnie przypominajg one réwnania
nieliniowego pelzania, przedstawione zwigzkami (2.13). Reprezentujg one je-
dnak zupelnie odmienne zjawiska, poniewaz dla materialu plastycznego
dodatkowo zachodzi warunek plastycznosci (2.2). Jesli np. @ = si5; = 2k%,
to A= (&;&;/2kR*)'%, a tym samym réznica pomiedzy zaleznodciami (2.13)
i (2.16) jest widoczna.

2.11. Zwigzki teorii plastycznego plyniecia stanowig podstawe teorii nos-
nosci granicznej konstrukcji (por. W. Pracer [96 a, b], P. G. HonGe [49 f]
oraz [111 a]) i teorii optymalnego ksztaltowania konstrukeji plastycznych.

Przez odpowiednie kombinacje zwigzkéw fizycznych dla osrodkéw sprezys-
tych, lepkich i plastycznych otrzymuje sie bardziej zlozone modele cial niespre-
zystych. Takie zlozone modele nie byly jednak jeszcze stosowane do analizy
zagadnien naprezenia i odksztalcenia powlok.

3. Zaloienia teorit powlok

3.1. Dla kompletnosci przedstawienia omawianych zagadnien wydaje sie
niezbedne przytoczenie podstawowych zalozen teorii cienkich powlok (por.
[34a]). Przypusémy, ze poczatek prostokatnego uktadu wspdirzednych x;,
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(f =1, 2, 3) umieszczony jest na $rodkowej powierzchni powloki w ten spo-
s6b, ze ¥, jest skierowana wzdluz zewnetrznej normalnej do tej powierzchni.
Przy zatozeniu o3 = 0, stan naprezenia w powloce zostaje jednoznacznie okres-
lony przez pi¢é skladowych tensora naprezenia, mianowicie o, 1 0,9 (af = 1, 2).
Jedli grubosé 2H powloki jest mata w poréwnaniu do jej gléwnych promieni
krzywizny (tzn. 2H /o, < 1), to stan naprezenia moze byé okreslony w zalez-
nosci od naprezer wypadkowych, zdefiniowanych nastgpujgco:

H H o
(3.1) Ny = f Oupdity, My = J CupXydx;, O, = j Gosdy.
“H ~H ~H

Przedstawiajag one odpowiedni tensor sil blonowych N,,, tensor momentéw
M, oraz wektor sit poprzecznych O;. W ten sposéb stan naprezenia w powtoce
o okreslonej grubosci zostal sprowadzony do stanu wypadkowego, odniesionego
do érodkowej powierzchni powloki nieodksztatconej.

3.2. Jedli wydluzenia i krzywizny powierzchni $rodkowej oznaczyé odpo-
wiednio przez A,p 1 ., to stosowane w teorii powlok zalozenie o prostych nor-
malnych pozwala okredlié stan ‘odksztatcenia dowolne] warstwy w zaleZnosci
od 2 i 2., Odpowiednie zwigzki maja postaé

(32) Eqp = 2aﬂ+x3%aﬂ) Euy = 0.

Wielkosci Aqp 1 %, Wyrazajg sie z kolei przez przemieszczenia stosownie do zna-
nych zwigzkéw miedzy przemieszezeniami a odksztalceniami. Warunek g, =0
oznacza, ze nie s3 dopuszczone odksztaicenia wywolane sitami poprzecznymi.
Poniewaz uklad odniesienia jest zwiazany z nieodksztalcona powierzchnig
¢rodkows, a wiec niezmienny w czasie, to przez odpowiednie rézniczkowanie
wzgledem czasu z réwnania (3.2) otrzymuje sig analogiczne zwiazki réwniez
migdzy predkosciami. Stosownie do przytoczonych zatoZend teorii cienkich po-
wlok wyrazenie na energie odksztalcenia redukuje si¢ do nastepujacej postaci:

H
; 1 1
(33) VZ? fcr,-jeijdx3 =7(.Na/])tal}+Mal]%aﬂ).
~H

Podobnie jednostkowe rozpraszanie energii wyraza sig¢ w zaleznoéci od sit
wewnetrznych 1 predkosci odksztalcenia powierzchni $rodkowej powloki.

3.3. Wobec postugiwania sie wielko$ciami (3.1) réwniez zwigzek fizykalny
dla powlok powinien wyrazaé sie w zaleznoéci od Mg, Nop, Q. 0raz s.p, Aup, Eu
i ich pochodnych wzgledem czasu. Odpowiednia dla powlok postaé zwigzku
(2.1) jest wiec nastepujgca:

(3.4) F(Nag, Nugy ooy Miupy ooy Dy ooy %apy ooy Ty 8) = 0.

Dla materialéw wykazujacych ceche plastycznosci nalezy réwniez odpowied-
nio przeksztalcié réwnania plastycznoser (2.2) do postaci

(3.5) F(Nyp, M,;) = const,
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jesli pomingé¢ wplyw sil poprzecznych na uplastycznienie elementu powloki.
Jak widaé z poréwnania zalezno$ci (2.2) i (3.1), sprowadzenie warunku plastycz-
noéci do postaci (3.5) nastepuje na drodze pewnej transformacji catkowej, zwig-
zanej ze zmiang wymiardw przestrzeni.

4. Liniowa lepko-sprezysto§é

4.1. W zwiazku z zalozeniem o plaskim stanie naprezenia warstw powloki
i wobec g, = 0 réwnanie fizykalne (2.3) przy pominieciu czlonu termicznego
sprowadza si¢ do nastepujacej postaci

3KP—2GQ

(4‘.1) P(Taﬂ = ZGQ[Eaﬂ+ ﬁ‘msﬂ.éaﬂ], a, ﬁ = 1, 2,

gdzie operatory P i Q sg okreslone zaleznosciami (2.4). Wykorzystujac w (4.1)
zalozenie o prostych normalnych otrzymuje sie

(4.2) Py = 2GQ [yt ¥s2unt AL+ 8y%ap) 0ap] »

gdzie A = (3xP —2GQ)/(3%P + 4GQ). Jesli ponadto wprowadzi¢ de-
finicje sit wewnetrznych (3.1) oraz wzig¢ pod uwage niezalezno$é operatoréw
P i Q od wspélrzednych przestrzeni fizycznej, to otrzymuje si¢ nastepujacg po-
staé zwigzkéw miedzy silami wewnetrznymi a odksztalceniami powierzchni
$rodkowej powloki:

(4.3) PN,y = 4HGQ (gt Aly, bog)s

(4.4) P M.y = = HGQrpt Ay, ).

Z powyzszych zaleznosci widaé, Ze sily blonowe powoduja w materiale li-
nowo lepko—spregystym tylko wydiuZzenia powierzchni $rodkowej, a momenty
wywolujg tylko jej zakrzywienia. Tak wiec rozklad naprezen po grubosci ulega
jedynie zmianie w czasie, nie nast¢puje natomiast Zadna redystrybucja sil pomie-
dzy momentami i silami blonowymi.

4.2. Zalezno$¢ zwigzkow (4.3) i (4.4) od czasu moze by¢ usunigta poprzez
zastosowani» transformacji Laplace’a.

w*(x,s) = [ e=u(x, t)dt, (por. np. [36a], [12a]).
0
Woéwezas otrzymuje sie

(4.5) N2y = 4HGQ(s) P~ (5) M2+ A (5)25, 6ug],

(4.6 Mty = 2 HGQUP ()t A5 b



46 A. Sawczuk, W. OLszak

pod warunkiem, ze dla ¢ = 0 powloka znajduje sie w spoczynku. Zwiazki
(4.5) i (4.6) sg formalnie identyczne z odpowiednimi zaleznosciami dla powlok
liniowo sprezystych. Réznica sprowadza si¢ do «talych» materialowych, ktére
w przypadku lepko-sprezystosci zostaja sprowadzone do tzw. «towarsyszonych
moduldw» (por. P. M. Nacupr i W. C. ORTHWEIN [77a]).

Jesli poddaé transformacji réwniez pozostale réwnania (tzn. dynamiczne
i kinematyczne oraz warunki brzegowe), to zagadnienie analizy rozpatrywanych
powlok lepko-sprezystych sprowadza si¢ do rozwigzania odpowiedniego
problemu sprezystosci liniowej. Tak wiec gdziekolwiek znane jest rozwigzanie
stowarzyszonego zadania spreZystego, wynika tylko problem dokonania trans-
formacji odwrotnej, co jednak na ogdl nie jest latwe.

Liczba dotychczas dostgpnych rozwigzan konkretnych zagadnien teorii
powlok lepko-sprezystych jest niewielka. P. M. Nacupr 1 W. C. ORTHWEIN
[77a) analizowali zachowanie si¢ plaskiej powloki kulistej poddanej dzialaniu
obrotowo symetrycznego obcigzenia dowolnie zmieniajacego sie w czasie.
Dla uzyskania rozwigzan odnoszacych si¢ zaréwno do powlok wykazujgcych opdz-
nienie sprezyste, jak 1 wykazujacych liniowe pelzanie zastosowali oni podwdjng
transformacje (tzn. Laplace’a z nastepujgca po niej transformacja Hankela),
co pozwolito na odwrdcenie otrzymanych zwigzkéw. Podano szczegdlowe wy-
niki odnoszgce sig do obciazenia impulsem ciénienia.

4.3. Analiza traktujaca o zagadnieniach powlok dla ogélnego modelu ciata
nie moze byé na ogét przedstawiona w takiej postaci, ktéra pozwolitaby inzy-
nierowi na ilo§ciowg oceng zjawisk, Dla tych celéw warto przeprowadzié
rozwazania odnoszjce si¢ do najprostszych modeli cial liniowo-lepko-sprezy-
stych.

Rozpatrzmy powloke wykonang z materiatu wykazujgcego opdsmienie spre-
gyste, a poddang dzialaniu ustalonego obcigzenia. Dla takiego oérodka operatory
P, Q majg postaé (2.5). Przy ustalonym obciazeniu prowadzi to do zwigzku
fizykalnego s,; = 2Ge;;-+2ne;;, podezas gdy zmiana objgtosci jest natychmiasto-
wa 1 czysto sprezysta, &; = 0;4/3K. Catkowanie prawa odksztalcenia przy
zerowych warunkach poczatkowych dla dewiatoréw odksztalcenia prowadzi
do wyniku e;; = (1—e™"C)(s;;/2G). Jedli te zaleznosé przedstawié w postaci
wiadciwej powlokom, otrzymuje si¢ zwigzek

' 1 » 1 1
(4‘7) Eup = —2?(1 —e lfIG) (Uaﬂ_ '3—0'” (Sal})—'—ﬁaw 5(1/3 ,

a po wykorzystaniu definicji sit wewnetrznych (3.1) nastepujaca postaé zalez-
nodci fizycznej:

1 1 1
(4‘.8) ZH/’{ap = ﬁ (1 —e~"!/G) (Nap - ?Nﬂ, 5#})"— '3—]Z.NW 5,11;

i analogiczng laczaca tensory momentéw i krzywizn.
Jest widoczne, Ze z wyjatkiem czysto sprezystego odksztatcenia objetoscio-
wego wszystkie sktadowe tensora odksztalcenia wzrastajs dazgc do wartosci
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odpowiadajgcych powlokom sprezystym. Dla materialéw niescidliwych a wy-
kazujacych opéznienia sprezyste na $cinanie otrzymuje si¢ nastepujace wyrazenia
na skladowa promieniowsg i skfadowe styczne wektora przemieszczen:

w J ] —l’I/G
(+9) oL Jomeo
Analogicznie dla powlok z nieécisliwego materialu wykazujgcego Lniowe pel-
zanie otrzymuje si¢ odpowiednio

(10 =Ll b 5

przy czym wF uf oznaczaja cze$¢ sprezysty przemieszczenia. Zaleznosei typu
(4.10) postuzyly do sformulowania przyblizonych teorii pelzania konstrukeji
betonowych i zelbetowych (W.H. GranviLriE [41a]). Teorie te zakladajg,
ze czasowo zalezna cze$¢ pdl naprezen i odksztalcen ma te samg konfiguracje
przestrzenng co i odpowiednie wielko$ci sprezyste, tzn. w przypadku powlok
otrzymuje sie zaleznosci M,z = MEp(2), u, = uip(?) itd (por. H. MUGURUMA
[76a]).

Ogdlne zaleznosci miedzy wielkosciami dynamicznymi a kinematycznymi
dla powlok lepko-sprezystych analizowali I. I. GOLDENBEAT 1 N. A. NIKOLA-
1ENKO [43a, b], W. Nowackr [80a], a dla ortotropii I. E. ProkorowICZ [98a].
E. TuncGL [122a] rozpatrzyla problem «przeskoku» dla ptaskiej powloki lepko-
sprezystej wykazujacej pelzanie i opéznienie sprezyste (model ¢standardowy »).
Uwzglednienie geometryczne] nieliniowosci zwigzkéw pomiedzy odksztalceniami
a przemieszczeniami prowadzi do efektu przeskoku, ktéry dla materialu o ce-
chach lepkich pojawia si¢ przy mniejszych intensywnosciach nagle przylozonego
ciénienia niz dla powloki idealnie sprezystej. Problem przeskoku dla elementu
powloki walcowej rozpatrywat Z. BycHawski [l4a].

4.4, Wéréd teoril postulujacych prawo fizyczne w postaci (2.7) najszersze
zastosowanie znalazla teoria postugujaca si¢ funkcjg pamieci ¢ = (Co+4/[7)x
x[1—e=""9], postulujaca ponadto liniowg proporcjonalnosé¢ pomiedzy od-
ksztalceniami podluZnymi i poprzecznymi w calym procesie pelzania (N. Ch.
ARUTUNIAN [6a]}). :

W przypadku teorii dziedziczenia zwigzek miedzy naprezeniami a odksztal-
ceniami w kazdej warstwie powloki przyjmuje nastepujacy postaé:

O ¥ Oq Y
(#11)  ep= o2y, 5 fK ( 2 _ a'waap)dr,

gdzie K = —3aK, /at, co w konsekwencji zalozeri teorii powlok prowadzi do réw-
nania

t
(4.12) —Z-H%,, M My, Sap — f K(t,7) (ﬂ —y Mo 50:11)‘171'-

3 2G E 2G E
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Analogiczng zalezno$¢ do wigzacej momenty z krzywiznami otrzymuje sie
dla sit blonowych i wydluzed. W przypadku niezmiennych obcigzed, jesli
ponadto E = const, v = const, pelzanie okreslone jest przez proste zaleznosci

(+13) P )

ua o

przy czym ¢(¢, 7) jest funkcjg pamigci danego materiatu.

Jesli postugiwaé si¢ zwigzkami (2.8) bez upraszczajgcego zatozenia, ze K, =
= K, to zawarta w (4.13) analogia pomiedzy pelzaniem a odksztalceniami
sprezystymi nie obowigzuje. Dla takiego ogélnego przypadku odpowiedni
ukiad réwnai rézniczkowo-catkowych problemu pelzania przytoczony jest
w pracy [43a]. Dotychczas jednak nie sg znane zadne rozwiazania probleméw
spelniajacych takie zwigzki fizykalne.

Zaleznos¢ (4.13) moze stuzyé do przyblizonego okreslania odksztalcen
pelzania, jesli znana jest funkcja pamigci dla jednoosiowego stanu naprezenia
oraz znane jest rozwigzanie problemu sprezystego. Tego typu wyniki odnoszace
si¢ do powlok walcowych znaleZé mozna w pracach I. I. GoLDENBLATA 1 N. A.
NIroraJENKI [43b] oraz E. A. Davisa [20a].

Zachowanie si¢ malo wynioslej powloki kulistej analizowat M. R. FrLoman
[31a]. Przypadek nieliniowo$ci zwigzkéw kinematycznych dla tego typu kon-
strukeji studiowany jest w pracy M. I. EstriNa [29a]; G. S. GRIGORIAN [44a]
rozpatrywal pelzanie powloki zelbetowej w dazeniu do uzyskania zwigzkéw
okredlajacych redystrybucje sil miedzy betonem i stala w procesie pelzania.
Mimo rozpowszechnienia teorii dziedziczenia liczba opracowarl dotyczgcych
powlok jest niewielka.

4.5. Poniewaz temperatura wplywa zardwno na stale materialowe, jak i na
zwigzki pomig¢dzy naprezeniami a odksztalceniami, wspdlczesnie obserwuje
si¢ tendencje do analizy konstrukeji powierzchniowych z uwzglednieniem
gjawisk termo-lepko—sprezystych dla proceséw statycznych 1 dynamicznych.
M. Z6rawsKI [128a] rozpatrywal zamknieta powloke kulista poddang obcigzeniu
impulsem cieplnym. Inne prace z tego zakresu dotycza efektéw termicznych
w powlokach grubosciennych [la], [7a, b], [48a], [103a, b]. M. A. ZaDp0jaN
[125a] rozpatrywat petzanie walca w sformutowaniu liniowej teorii dziedziczenia
traktujgc jadro odpowiedniego réwnania catkowego problemu jako zalezne
od temperatury w nastepujacy sposdb:

4 0
K(t) T, T) = EoeV ;4T"aT [(P(T, t)euT]
(7, u 0znaczajg state materialowe, E, modul sprezystosci w temperaturze odnie-
sienia).
5. Pelzanie ustalone
5.1. W zakresie zagadnieni nieliniowej lepko—sprezystosci uwaga koncentruje

si¢ dotychczas gldwnie na problemach pelzania stacjonarnego. Daje ono bowiem
mozliwo$é zbadania takich specyficznych cech niesprezystego zachowywania
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si¢ konstrukeji jak redystrybucja napreger w stosunku do stanu sprezystego
oraz wyboczenie «pelzajqce».

Liczba proponowanych zwigzkéw miedzy naprezeniami a predkosciami
odksztalcen pelzania jest znaczna. Istnieje szereg opracowan przegladowych
traktujacych o tych zwigzkach fizycznych (F. K. G. Opqvist [81a], 1. FinNIE
[33a]), o wyboczeniu przy pelzaniu (N.]. Horr [54b]) oraz monografie
(L. M. Kaczanow [63c], F. K. G. OpqQvist i J. HuLt [82a]), omawiajace
zagadnienia od strony postaci funkeji (2.2) dla pelzania, a zaleznosci (2.11)
dla stacjonarnego pelzania.

Dla celéw analizy pelzania powlok niezbedne jest okreslenie bezpo$rednich
zwigzkéw miedzy wielko$ciami dynamicznymi a kinematycznymi. Najbardzie;j
rozpowszechnione prawo pelzania & = k(£)¢", uogdlnione na przestrzenny stan
naprezenia, przyjmuje w zadaniu plaskim nastepujaca postaé:

1—1

(5.1) bup = Bsyisu) ® [0a(1f3) 0pdus], by = —by.
Po odwroceniu zwigzkéw (5.1) otrzymuje si¢ zaleznoéci
n—1
(5.2) Oap = (EaptEy; 0ap) [ B" (15 €:5) 2
Wobec zalozonej niesci$liwosci &, = 0, kwadratowy niezmiennik stanu od-

ksztalcenia wystepujacy w (5.2) moze byé przedstawiony jako &;&; =
=&, 5,5+ Exatpp, @ po Wyprowadzeniu zalozenia o prostych normalnych przyjmuje
on nastgpujacg postaé:

(5-3') éijéij - }.aﬂj.aﬁ—l_iaaiﬂﬁ—'l_ ZxS(j.aﬂkaﬂ—*_iaakﬂ[})+x‘§)(”.‘}aﬁkaﬁ+;’£da7‘5ﬂﬂ) -

= Py +4-2x3Pg+x3Py = P.
W powyzszym wzorze przez Pr, Pry, Py oznaczono odpowiednie niezmiennicze
wielko$ci tensoréw kinematycznych powierzchni drodkowej. Wykorzystujac

zwigzki (5.3) w zalezno$ciach (3.1) otrzymuje si¢ nastepujace wyrazenia na
sily wewnetrzne:

(5.4) Nag = (Qap+ Ay Oup) Lot (Rap-7yy Oap) Lo«
(5.5) Mg = (haptdyy Oup) Lo (%ap—+2ap Oap) Is,
gdzie

H
(5.6) Is=-l%f%dxa, s=1,2,3,

ktére to wielko$ci mozna interpretowaé kolejno jako uogdlnione pole, moment
statyczny 1 moment bezwladnosci przekroju powtoki.

Jest bezposrednio widoczne z powyiszych zaleznosci, ze wszystkie wielkosci
dynamiczne i kinematyczne sq w ustalonym pelzaniu wzajemnie zwiqzane. Zalez-
noéci te sg bardziej ztozone, niz by to wynikalo z prostej superpozycji stanu
blonowego i gietnego. Sily blonowe s3 polaczone zaréwno z wydluzeniami

4 Mechanika teoretyczna
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jak i zakrzywieniami powierzchni $rodkowej. Nie istnieje wigc mozliwosé oddziel-
nego rozpatrywania stanéw membranowego i zgieciowego z wyjatkiem bardzo
szczegbélnych problemdéw brzegowych.

Z uwagi na postaé zwigzkéw (5.4)-(5.6) rozwigzanie problemdéw brzegowych
pelzania w zamknigtej postaci jest mozliwe tylko w nielicznych szczegdlnych
przypadkach. Na ogél stosuje si¢ metody numeryczne i wariacyjne.

Nieliniowoé¢ zwigzkéw (5.1) powoduje istotne réznice w polu sit pomiedzy
rozwiazaniem dla liniowej sprezystosci a rozwigzaniem zagadnienia pelzania.
Réznice sy tym bardzie] wyraine, im «wyZsza» jest nieliniowo$¢ réwnania
fizycznego. Réznice obejmujg réwniez, co jest zrozumiale, zaleznos$é miedzy
obcigzeniem a przemieszczeniem powloki.

5.2. Badaniu wplywu nieliniowosci zwigzku fizycznego na pole sit wewnetrz-
nych w powloce poswigcona jest praca M. P. BiENka i A. M. FREUDENTHALA
[11a]. Analiza przebiegu sil wewngetrznych w poblizu brzegu powtoki walcowe;j
wykazala, Zze szczyt momentu zostaje (w poréwnaniu do rozwizzania liniowo-
sprezystego) znacznie zmniejszony 1 zmienia sie¢ charakter wspélpracy sit
blonowych i momentéw przy przenoszeniu obcigzer. W. I. RozensLum [102a]
zastosowal metode wariacyjng do badania zalezno$ci pomigdzy ci$nieniem
a przemieszczeniem promieniowym dla powloki walcowej. C. R. CALLADINE
[15a] wyznaczyl dla pét-nieskonczonej powloki walcowej na drodze catkowania
numerycznego zasi¢g I przebieg «efektu brzegowego». Zagadnieniom redy-
strybucji sit w powlokach po$wigcona jest praca H. PoriTskY’EGo [95a].

Wyznaczeniem przemieszczen powlok walcowych znajdujacych sie w stanie
ustalonego pelzania zajmowal si¢ A. E. Gemma [37a, b], a dla powlok obrotowo-
symetrycznych L. M. Kaczanow [63b, c]. A. E. Gemma 1 J. T. WAaRFIELD
[38a] wyznaczyli zalezno$é miedzy ciénieniem a przemieszczeniem promienio-
wym dla zamknietej elipsoidy.

5.3. Zamkniegtg postaé rozwigzani probleméw pelzania mozna uzyskaé przez
zastosowanie prawa fizycznego w «zlinearyzowanej» postaci. Linearyzacja jest
tu jednak dosy¢ szczegélna i polega w zasadzie na uogdlnieniu zwigzku
& = ko” na zlozony stan naprezenia nie w postaci ;€; = B%(s;s;;)", lecz w po-
staci &;—& = B(o;—0;)" (i,7=1,2,3). Réinica tych podejéé tlumaczy si¢
tak, jak réznica pomig¢dzy warunkiem plastycznosci Hubera—Misesa a warunkiem
najwigkszego naprezenia stycznego (por. A. M. Wanr [124a], W. I. Rozen-
BLUM [102c], por. réwniez C. R. Carrapine i D. C. Drucker [16a]).

Tego typu podejscie zastosowali E. T. Onat i H. YUKsSEL [87a] do analizy
pelzania powlok walcowych, uzyskujac zamkniets postaé zwigzku na przemiesz-
czenia, oraz W. I. RoziNBLUM [102e] przy rozpatrywaniu pelzania powlok
znajdujacych sie¢ w blonowym stanie naprezenia.

5.4. Zaleznoé¢ (5.1) mozna wykorzystaé do poszukiwania grubosci powlok
znajdujgcych sie w stanie bfonowym, a charakteryzujacych sie jednakows
predkoscig pelzania we wszystkich punktach powloki (tzw. powloki «dwno-
miernego pelzania» por. [63c]). Wiéwezas zachodzié musi &;€; = const,
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co z kolei stosownie do (2.12) jest réwnowazne warunkowi s;s; = const.
Wykorzystujac definicje sil blonowych otrzymuje sie zaleznosé

(5.7) NogNoyp— (4[9) Ny Ny = 4H2¢,

gdzie ¢ jest dang stalg. Poniewaz w stanie blonowym N, jest okreslone z réwnan
réwnowagi, zalezno$é (5.7) podaje zmiang grubosci powloki.

5.5. Jedna z charakterystycznych cech nieliniowej lepko-sprezystosci jest
zjawisko wyboczenia «pelzajqcegon. Okazuje sig, ze po uplywie dostatecznie
dlugiego okresu czasu predkosci odksztalcert nieogrvaniczenie wzrastajq, a tym sa-
mym proces odksztalcenia staje si¢ niestateczny dla kazdej wartosci obcigzenia
(por. N. J. HorF [56b, c], Ju. N. RaBotnow [99c¢], S. A. Szesterixow [120a]).
Tak np. dla preta $ciskanego osiowo, a charakteryzujacego si¢ odchylka od stanu
idealnego, istnieje czas krytyczny . skorficzony taki, przy ktérym predkosé
narastania odksztalcen staje si¢ nieskoriczona. Zagadnienia niestatecznosci
pelzania — podstawy i analiza wyboczenia prostych konstrukeji omawianc
sg w pracach przegladowych N. J. Horra [54b], Ju. N. RaBorNowa i 8. A.
SzrsTERIKOWA [100a], B. F. pE VEUBECKE [123a] oraz w monografii [82a]
(por. tez [39a]).

Niestateczno$é procesu pelzania powlok walcowych poddanych dziataniu
osiowego sciskania i ci$nienia wewngtrznego pierwszy analizowal E. Sunp-
stroM [118a]. N. J. Horr, W. E. Jasuman 1 W. Nacusar [55a] rozpatrzyli
stateczno$é walcowej powloki sandwiczowej przy poprzecznym ci$nieniu
(por. tez. A. P. Kuzniecow i L. M. Kurszin [69a]). Zagadnieti z pogranicza
wyboczenia przy pelzaniu dotyczy praca C. R. CALLADINE A [15b] rozpatru-
jaca rozprzestrzenianie sie faldy w powloce walcowe;j.

5.6. Nieliniowe pelzanie zamkniete] kuli na gruncie nieliniowej teorii dziedzi-
czenia rozpatrywali N. Cu. Arutunian i M. M. Manukian [7b]. Wplyw tempe-
ratury na stateczno$é i zniszczenie powlok analizowany jest przez Wan TEIN
i R. Kirxa [121a]. Praca ta zawiera dane do$wiadczalne odnoszace sie do
przyspieszonego pelzania powlok walcowych. J. P. ELLINGTON [27a] rozpatrywal
pelzanie powloki walcowej stosujac prawo fizyczne zawierajgce czas explicite.
Stosujgc zaleznodei nieliniowej toeril dziedziczenia i nieliniowe zwiazki kine-

matyczne M. I. Rozowskr [103b] analizowat pelzanie powlokt kulistej. Zagadnien
zblizonych do stacjonarnego pelzania powlok dotyczg ponadto prace [33b],
[9a], [127a].

6. Teoria malych odksztalcen sprezysto-plastycznych

6.1. Stosownie do zalozeri «odksztalceniowej» teorii plastycznosci odksztal-
cenie objgtodciowe jest czysto sprezyste, a prawo odksztalcenia postaciowego
postuluje proporcjonalnogé dewiatoréw naprezenia i calkowitego odksztatce-
nia. W przypadku powlok odpowiedni zwigzek przybiera postaé
(6.1) Oup = Aeupt6,,008), a,f=1,2,
gdzie A = [sys;/eey]?  i,j=1,2,3.

4+
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Jak to bylo juz podkreélane uprzednio, do analizy progeséw malych odksztal-
cen plastycznych niezbedna jest znajomodé réwniez warunku plastycznosde.
Zalézmy, ze warunek plastycznosci podany jest w postaci regularnej funkeji
niezmiennikéw stanu naprezenia. Najprostsza postacig takiej funkeji (niezalez-
nej od cidnienia hydrostatycznego) jest warunek plastycznosci Hubera-Misesa,
reprezentujacy krytyczng (dla danego materiafu izotropowego)’ wartogé
jednostkowej energii odksztalcenia postaciowego. Poniewaz gesto$¢ energii
odksztalcenia postaciowego okreslona jest kwadratowym niezmiennikiem de-

. . . . 2 .
wiatora naprezenia, omawiany warunek ma postaé D = g;s;; :763’ gdzie

g, oznacza granicg plastycznosci w jednoosiowyin stanie naprezenia. W plaskim
stanie naprezenia otrzymuje si¢ odpowiednio @(o,) = 30ap0us — 0oe0pp— 205 = 0,
Dla materiatu idealnie plastycznego zachodzi @ = 0, a wiec warunek plastycz-
nosci nie zmienia si¢ w procesie odksztalcenia plastycznego, podczas gdy dla
materiatu wykazujacego wzmocnienie plastyczne @ > 0. Przypadek @ < 0
odpowiada odcigZzeniu, ktére w mys! zalozZen teorii odksztalceniowej jest czysto
sprezyste.

6.2. Prawo fizyczne teorii malych odksztalcen sprezysto-plastycznych dla
omoéwionego warunku plastyczno$ci przyjmuje nastgpujacg postaé:
(6.2) Top = 0o(2[3eij€i;) " (eapt2yy Oup),
a wigc naprezenia s3 jednoznacznie okres$lone przez odksztalcenia i modut
plastyczno$ci materialu o, Na podstawie zaleznodci (3.1) i (3.2) otrzymuje sie
bezposrednie zwiqzki miedzy silami wewngtrznymi a odksztalceniami powierzchni
Srodkowej, mianowicie

(6.3) ' Nog = (AaptAyy Oup) Ly + (sapt%y Oup) Loy
(6.4) M, = (}“aﬁ"f“ﬂ'vy Oup) Lot (Haptryy Oup) L3,
gdzie
b4
(6.5) L= 0y(2)3) [ (579 (ee)¥2dny, s=1,2,3.
-H

Dla materialu ze wzmocnieniem oczywidcie o, wystepuje pod znakiem calki.
Wyrazenia (6.5) mozna interpretowaé kolejno jako zredukowane pole, moment
statyczny i moment bezwladnoéci przekroju powloki. Poniewaz e;;e; dla
powlok wyraza si¢ poprzez niezmiennik ee.p+¢,,650, ktéry wobec zatozenia
(3.2) jest wielomianem drugiego stopnia wzgledem x,, to catki (6.5) dajg sie
wyznaczyé i zwigzki (6.3) oraz (6.4) otrzymuje si¢ w postaci zamknigte;.

6.3. Wyrazenia (6.3) do (6.5) wraz z warunkami réwnowagi i zwigzkami
geometrycznymi, lgczacymi Ay, x,; ze skladowymi o, u, (« ='1,2) wektora
przemieszczenia, przedstawiajg uklad réwnan teorii powlok sprezysto—plastycz-
nych, ktéry wymaga rozwigzania dla aktualnych warunkéw brzegowych.
Z zaleznosci tych widaé, ze elementy stanu zgieciowego i blonowego wcho-
dzg do obydwu réwnan definiujacych sity wewngtrzne. Wynika stad wniosek,
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ze w ogélnym przypadku nie jest mozliwe rozdzielenie rdéwnan teorii powlok
plastycznych na grupy dotyczace odpowiednio stanu zgieciowego i stanu blo-
nowego, jak to ma micjsce w tcorii powlok sprezystych (por. [34a]). Fakt ten
wskazuje na odmienno$¢ zagadnien powlok plastycznych w poréwnaniu ze
sprezystymi. Rozdzielenie stanu momentowego od stanu blonowego naste-
puje jedynie dla szczegdinych przypadkéw odksztalcenia, takich mianowicie
gdy I, = 0 (co oznacza, ze wyrazenie ¢;e;; jest symetryczne wzgledem po-
wierzchni $rodkowe;j).

Bezposrednie catkowanie réwnan teorii powlok sprezysto—plastycznych
nie jest w ogblnym przypadku mozliwe. W dazeniu do rozwigzania problemdéw
brzegowych stosuje si¢ wiec metody przyblizone, ktére mozna podzielié na
metody wariacyjne i metode rozwiazan sprezystych (A. A. Iriuszin [58a]).

64. W mefodzie rozwigzan spreiystych stosuje si¢ droge kolejnych przy-
blizen. Jako zerowe przyblizenie traktuje sie¢ rozwigzanie liniowo-sprezyste
danego problemu brzegowego. Znajac pole przemieszczenn wyznacza sig e,
co z kolei pozwala na obliczenie wiclkosci (6.5), a tym samym na przedstawienie
sil wewnetrznych w zalezno$ci od przemieszczen. Podstawienie tych zwigzkéw
do réwnan réwnowagi prowadzi do zaleznoéci rézniczkowych na przemiesz-
czenia. Z uwagi na nicliniowo$¢é prawa fizycznego tak otrzymane réwnania
réznig si¢ od zwigzkow dla powlok sprezystych o pewne dodatkowe czlony,
ktére moga by¢ interpretowane jako odpowiednia zmiana obcigzen (np. jako
specyficzne pole sil cigzkosci). Réwnania przemieszczeniowe wymagaja teraz
rozwigzania dla «zmodyfikowanych» obcigzef przy niezmienionych warunkach
brzegowych. W rezultacie tego kroku otrzymuje si¢ nowe pole przemieszczen.
Postgpowanie powtarza si¢ az do chwili, kiedy réznice pomiedzy rezultatami
dwoéch kolejnych przyblizenn mogg by¢ uznane za dostatecznie mate (por. [58d]).
Jak widaé, sposéb postepowania moze byé uciazliwy. Zbieznoéé metody roz-
wigzan sprezystych badat W. M. Panrrrow [90a], jednak przedstawiony dowdd
zbieznosci nie moze byé uwazany za dostateczny (por. [8a]).

Oméwiong metode kolejnych przyblize zastosowano do rozwigzania kilku
prostszych przypadkéw powtok. Odksztalcenia powloki walcowej pod dzialaniem
obrotowo symetrycznych obciazen rozpatrywane sg w pracach A. A. ILIUSZINA
[58b, ¢, d] i innych [5a], [92a]. I. S. CurkOW analizowal t3 metodg odksztalcenie
malo wyniostej powloki kulistej [18b] oraz przypadek «efektu brzegowe-
go» w powloce walcowej [18a,d,e] réwniez dla powloki ortotropowej *[18c].
R. A. MiEzrumIAN podal réwnania sprezysto-plastycznych odksztalcen cienko-
$ciennych profili otwartych [72a-d].

6.5. Metody wariacyjne stosowane w teorii malych odksztalced sprezysto—
plastycznych oparte sg na zalozeniu, ze wariacja catkowitej energii odksztalcenia
W jest réwna pracy L wykonanej przez obcigzenia zewnetrzne na przyrostach
przemieszczen du; spowodowanych zgodna z wiezami wariacjg stanu odksztal--
cenia, a wiec '

(6.6) 6 [ wav = [ T.suds,
14 s
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jesli poming¢ sily masowe. Na wielkos¢ W sklada si¢ zaréwno energia odksztal-
cenia objgtosciowego, proporcjonalna do niezmiennika g, jak 1 energia od-
ksztalcenia postaciowego, ktéra dla prawa fizycznego (2.14) zalezy od wyraze-

e;i
nia fj Ae;jde;;, gdzie A jest odpowiednig dla przyjetego warunku plastycznosci

1]
skalarnag funkcjg okreslajacg modut odksztalcenia [podobnie jak w (6.1)]. Tego
typu podejscie stosowal A. A. Iiruszin [58b], zas W. M. Panrerow [90b]
rozpatrywal problem doboru najwlasciwszych funkcji na przemieszczenia.
I. 8. Gerasimow [40a] zastosowal metod¢ wariacyjng doanalizy wspétdziatania
sprezysto—plastycznej plyty ze sprezysta powloka w naczyniu ciénieniowym.

6.7 Metody teorii matych odksatalcen sprezysto-plastycznych, gléwnie
metoda rozwigzann sprezysto—plastycznych majg praktyczne znaczenie dla
studiowania poczqtku procesu odksztalcenn plastycznych. W szczegdlnosci ta
teoria moze dostarczyé interesujacych ze stanowiska technicznego informacji
na temat odksztalcen w pierwszej fazie procesu nieodwracalnego. Woéwczas
zalozenie o niezmienno$ci kierunkéw gldwnych tensoréw odksztalcenia i na-
prezenia moze byé zaakceptowane (jesli rozpatrywaé problem ze stanowiska tech-
nicznego, nie matematycznego). Jesli natomiast chodzi o wyznaczenie stopnia
bezpieczenstwa konstrukcji na zniszczenie, to metoda rozwiazan sprezystych
przedstawia niewielka warto§¢ z uwagi na pracochlonno$é obliczen. Ponadto
otrzymane rozwigzania sa przyblizone bez mozliwosci okreslenia bezwzglednego
stopnia doktadnodci wyznaczenia np. obcigzenia granicznego dla powlok. Z tych
wzgledéw obserwuje sie obecnie spadek zainteresowania teorig matych odksztat-
cen sprezysto—plastycznych, szczegdlnie w zastosowaniu do zagadnien teorii kon-
strukcji. Wypierana jest ora w zagadnieniach no$noéci granicznej przez formalnie
poprawniejszg 1 technicznie bardziej efektywng teori¢ plastycznego plynigcia.

7. No§no§é graniczna

7.1. W zachowaniu si¢ konstrukeji wykonanej z materialu idealnie sprezysto—
plastycznego (bez wzmocnienia) mozna w procesie jej obciazania wyodrebnié
dwie fazy, mianowicie: a) stan uzytkowy, b) stan wyczerpania nosnosci. W pierw-
szym przypadku zachodzi przy narastajacych obciaZeniach wzajemnie jedno-
znaczna zalezno$¢ miedzy naprezeniami a odksztalceniami, podczas gdy dru-
giemu sposréd wymienionych stanéw odpowiada niekontrolowany przyrost
.odksztalcen przy ustalonej intensywnosci obcigzenia. Odpowiednia wielko$é
obcigzZenia jest definiowana jako obcigsenie graniczne (nosno$¢ graniczna) kon-
strukeji, ktéremu towarzyszy przeksztalcenie konstrukcji w mechanizm o jed-
nym co najmniej stopniu swobody (mechanizm zniszczenia). Przeksztalcenie
ste konstrukcji w mechanizm zwigzane jest z osiggnieciem przez naprezenia
warunku plastycznosci w okreslonej liczbie obszardw, kontynuacja za$ procesu
odksztalcenia si¢ plastycznego nastepuje bez zmiany liczby i geometrii tych
uplastycznionych obszaréw. Wielko§¢ obcigzenia granicznego moze byé wy-
znaczona na drodze $ledzenia calego procesu obcigzenia konstrukcji od stanu
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sprezystego poprzez sprezysto-plastyczny az do stanu granicznego. Istnieje
tez mozliwos$é bezposredniego wyznaczenia intensywnosci obcigzenia granicz-
nego przez zastosowanie takich metod analizy, ktdre ograniczajg sig¢ do roz-
patrzenia wylgcznie stanu wyczerpania noénosci. W tym drugim przypadku
podstawa analizy jest sztywno-plastyczny model odksztalcania sie materiatu.
Obcigzenie graniczne zwiazane jest przy tym podejsciu z rozpoczeciem sie
procesu odksztalcen plastycznych (por. A. A. GwozpiEw [45a,b], R. HiLL
[47b], W. PRAGER [96a]).

7.2. Analiza stanu granicznej noénosci konstrukcji wymaga wyspecyfikowa-
nia warunku plastycznosei, ktéry nalezy przedstawié¢ w zaleznosci od sit we-
wnetrznych, a wigc dla powlok w postaci F(IN,,, M) = 0, jak to podaje
zalezno$é (3.5). Warunek plastycznoéci tworzy w przestrzeni sit wewnetrznych
N.g, M,; zamknietg hiperpowierzchnig, zawierajacg poczatek przyjetego (karte-
zjanskiego) ukladu odniesienia. Ta hiperpowierzchnia definiowana jest jako
powierzchnia graniczna (powierzchnia plastycznosci). Dla okreélenia ruchu
mechanizmu zniszczenia, oprécz wyspecyfikowania warunku (3.5), potrzebna
jest znajomo$¢ odpowiedniego prawa ruchu, a wigc zwigzku fizykalnego (3.4).
Ruch osérodka (niesztywny) jest okreslony, jesli znany jest zwiazek miedzy
naprezeniami a predkosciami odksztalcen. Poniewaz takimi relacjami postuguje
si¢ teoria plastycznego plyniecia, stanowi ona podstawe teorii no$nosci gra-
nicznej. Teoria plastycznego plynigcia postuguje sie pojeciem stowarzyszonego
prawa plynigcia &; = 199D [doy;; przyjmuje sig, ze warunek plastycznosci D jest
potencjalem dla predkosci odksztalcert plastycznych lub w przypadku nie-
regularnej powierachni granicznej tzw. uogdlnionym potencjalem (W. KoITER
[68a]).

Mozna wykazaé (por. A. Sawczuk, J. RycHLEwskl [114a], M. Save [108a]),
ze o ile zachodzi stowarzyszome prawo plyniecia w przestrzeni naprezen, to
zaleznodci

. oF . oF

(7.1) Jap = vm, Hyp = vém’
opisuja chwilowy ruch tych punktéw powierzchni srodkowej, w ktérych
F(N.p, M.5) = 0. Wielko$ci dynamiczne wystepujgce w réwnaniu powierzchni
granicznej oraz wielkodci kinematyczne Jqp, #.5 oOkreslajg predkosc roxprasza-
nia energii wewnetrznej (ogblnie wyrazajacej sie skalarem d = ¢j; &;), miano-
wicie d = M,px.p+Nopleg na jednostke powierzchni $rodkowej powtloki.
Poniewaz proces plastycznego plyni¢cia jest nieodwracalny, zachodzi d > 0.
Przy wypuklodci powierzchni granicznej fakt ten lacznie z postulatem sta-
tecznodci 0y6; > 0 sluzy do uzasadnienia stusznosci stowarzyszonego prawa
plyniecia (por. [21Dh], [96¢]).

7.3. Sprecyzowanie réwnania powierzchni granicznej jest jednym z podsta-
wowych problemdw teorii no$nosci granicznej, gdyz znajac je okreslamy réwno-
cze$nie kryterium uplastycznienia, jak i na podstawie (7.1) ruch tworzacego
si¢ (w stanie wyczerpania nos$noéci) mechanizmu zniszczenia. W zakresie

vy =0
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formulowania réwnan powierzchni granicznej wyodrebnié mozna dwa podejscia.
Jedno z nich polega na transformacji warunku plastycznosci F(o;) = 0 z prze-
strzeni naprezen do przestrzeni sit wewnetrznych (3.1), drugie natomiast
formuluje bezposrednio zaleznos¢ F(N,,;, M,s) = 0, nie troszczac sie o postaé
warunku plastycznosci «w naprezeniach ». Przewage ma jednak podejécie pierwsze.

Dla zilustrowania tej metody otrzymywania réwnania powierzchni gra-
nicznej dla powlok dokonajmy wymaganej transformacji w przypadku warunku
plastycznosci Hubera—Misesa, tzn.

(72) D = 30’130’.,,3*‘0‘“0’/;”—20'(2) = 0.
Stowarzyszone prawo plynigcia zastosowane do (7.2) prowadzi dla materiatu

niedcidliwego do nastepujacych zwigzkéw miedzy naprezeniami a predkodciami
odksztalcen plastycznych:

1,. . . .
(7.3) Oop = g(gan—i—ﬁw Oap)y  Ean = —&yy.

Podstawienie (7.3) do (7.2) dostarcza zwigzku okreslajgcego parametr v,
mianowicie:

1
7.4 = — .a .a "aa g
(7.4) v /6 (EaplaptEaatpp)

Z poréwnania zaleznosci (7.3) i (7.4) wynika, Ze dla warunku plastycznosci
Hubera-Misesa predkos¢ odksztalcenia plastycznego jednoznacznie okresla
stan naprezenia. W teorii matych odksztalcen sprezysto—plastycznych zachodzity
odpowiednie zwigzki (6.2) miedzy naprezeniami a odksztalccniami. Jedli za-
leznosel (7.2) 1 (7.3) wykorzystaé w réwnaniach definiujgeych sily wewngtrzne,
otrzymuje si¢ nastgpujacy uktad réwnan:

(7.5) Nop = 06(AaptAyy Oap) Li+00(#apt%y; Oap) I,
(7.6) Mop = 00(daptAyy Sup) Lo~ 0o(Fapt 2oy ) L,
gdzie
H
(7.7) I = (1300 [ (&5 p)des, s=1,2,3.
—-H

Poniewaz z (3.2) 1 (7.4) wynika, Ze » jest wielomianem drugiego stopnia
wzgledem x3, to calki (7.7) mozna wyznaczyé. Réwnania (7.4) i (7.5) przed-
stawiajg parametryczng postaé hiperpowierschni granmicznej w przestrzeni sit
wewnetrznych N5, M,s. Eliminujgc niezaleine parametry dochodzi si¢
do bezpodredniego zwigzku F(N,p, M,s) = 0, ktéry jednak w ogélnym przy-
padku nie daje si¢ przedstawi¢ w postaci zamknietej. Natomiast dla powlok
sandwiczowych otrzymuje si¢ nastepujacy uklad réwnan:

(7.8) 3upTiap+3MapMap~— MegMpg—Nogtipy = 2,
(7.9 31aptep~— Maangy = 0,

gdzie mgp, n,p oznaczajag odpowiednie bezwymiarowe wielko§ci momentéw
i sif btonowych (por. [114a]).
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Réwnanie powierzchni granicznej typu (7.5)-(7.6) podal A. A. ILiuszIN
[58¢c] wychodzac ze zwiazkéw teorii odksztalceniowej, a w nieco innej para-
metryzacji zaleznosci te uzyskat nastepnie P. G. Hopce [49k], (por. tez prace:
W. W. RozpziesTwieNskl [104a], W.I. Jercmow [28a, c], a dla przypadku
uwzglednienia $cinania G. S. SrAPIRO [115a]). A. Sawczuk i J. RYCHLEWSKI
[114a] oprécz podania zwigzkéw (7.4)-(7.5) badali geometryczng strukture
hiperpowierzchni plastycznoéci wykazujgc, ze powierzchnie graniczne dla
szczegolnych przypadkéw geometrii powlok i kinematyki ich plastycznego
odksztaicenia otrzymuje si¢ badZ przez odpowiednie przeciecia, badZz przez
rzutowanie ogélnej hiperpowierzchni do odpowiednich podprzestrzeni.

7.4. W przypadku odcinkowo-Liniowych warunkdow plastycznosci bezposrednie
otrzymanie réwnania powierzchni granicznej w podany wyZej sposéb nie jest
mozliwe. Ponadto dla liniowych warunkow plastycznosci powierzchnie graniczne
nie koniecznie s3 liniowe (w przestrzeni sit wewnetrznych). Dla warunku
Coulomba—-Treski réwnania powierzchni granicznej w przypadku obrotowo-
symetrycznych powlok podali E.T. OnaT i W. Prager [86a], E. T. ONAT
[85a] oraz P. G. HopnGE [49 a, b], a dla szczegblnego przypadku powloki walco-
wej D. C. DrUCKER w pionierskiej pracy z zakresu teorii nosnosci granicznej
powlok [21a], (por. tez [49d, e, f,]). Dla powlok sandwiczowych réwnania po-
wierzchni granicznej sa odcinkowo liniowe (por. P. G. HobpGe [44a, i, 1]),
W. Prager [96d)]).

Nieliniowos¢ zwigzkéw F(N,p, M) = 0 prowadzi w  konsekwencji do
nieliniowych rézniczkowych réwnan problemdéw no$nosci granicznej powlok,
a tym samym ogranicza powaznie klas¢ zamknigtych rozwigzan. Linearyzacje
réwnan mozna uzyskaé przez linearyzacj¢ powierzchni granicznej, co osiaga
sle np. przez zastqpienie rzeczywistej powloki odpowiednim modelem sandwi-
czowym (por. Ju. N. RaBotnow [99b], W. I. RozensrLum [102b]).

7.5. W daieniu do uzyskania zamknigtej postaci rozwigzan probleméw
brzegowych stosowang praktyks jest uzywanie zamiast «dokladnych» réwnan
hiperpowierzchni granicznych (otrzymywanych przez transformacje aktualnie
stosowanego warunku plastycznodci) pewnych ich przyblizen. Nastgpuje to
np. badZ przez pominiecie wplywu niektérych sil wewnetrznych (D. C. DRUCKER
i R. T. SHI1ELD [24a)], [117a]), badZ rozdzielenie w warunku plastycznosct wplywu
zginanmia 1 stanu blonowego (tzn. zamiast np. F(N., M,) = 1 stosuje sig¢
Fi(Ny) = C}, Fo(My) = C%, Ci+Ct =1). (W.I. RozensLum [102b,d]).
Do tej ostaniej grupy nalezy propozycja P.G. Hopcr'a [49j], przyjmujaca
Cy = Cy =1, a wiec postulujgca brak wspétdzialania momentéw i sil bto-
nowych, podobnie jak dla szczegélnego przypadku powloki walcowe] przyjat
to D. C. Drucker [21a].

Odrebng grupe powierzchni granicznych stanowia zaleznosci odnoszace
si¢ do stanu granicznego powlok zelbetowych (por. Z. Mréz [75a], A. SAawczuk
i W. Ouszak [113a], a réwniez [109d] i [112a]). Traktowane one moga by¢ jako
powierzchnie graniczne dla warunkéw najwiekszego naprg¢zenia normalnego,
a tym samym jako przyblizenia (z nadmiarem) odpowiednich zaleinosci
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granicznych dla warunku Coulomba-Treski. Dla powlok z materialéw o od-
miennych granicach plastycznosei na rozcigganie i $ciskanie zagadnienie powierz-
chni granicznych studiowali W. PRAGER [96d] oraz R. SANKARANARAYANAN
i W. Orszax [107a] (por. tez M. Zyczkowski [1292], jesli chodzi o ogélne
kryteria wytezenia konstrukeji, w tym i powlok).

Nalezy zaznaczy¢, ze stosowanie przyblizonych powierzchni granicznych
w dazeniu do uzyskania zamknigtej postaci rozwigzan probleméw nosnosci

granicznej ma swoje teoretyczne uzasadnienie w podstawowych twierdzeniach
omawianej tu teorii, ktére zostang przytoczone dalej.

7.6. Znajac podstawowe wiqzk teorii nosnosci graniczsnej, a wigc powierzchnie
graniczng, prawo plyniecia, rdwnania statyczne i1 kinematyczne mozna staral
sig¢ rozwigzywac konkretne problemy brzegowe. Na zupelne rozwiazanie pro-
blemu brzegowego sklada sie okreslenie intensywnosci obcigzenia granicznego,
stowarzyszonego z nim pola sit wewngtrznych oraz ruchu konstrukcji towa-
rzyszacego granicznej intensywnosci obciazenia. Uzyskano dotychczas szereg
rozwigzan zupelnych dotyczgcych powlok obrotowo-symetrycznych, przy
czym odnoszg si¢ one prawie wylgcznie do przyblizonych powierzchni gra-
nicznych i stowarzyszonego z nimi prawa odksztalcenia.

7.1. Zagadnienia brzegowe dla powlok walcowych obcigzonych poprzecznie
byly pierwszymi rozwigzywanymi problemami nosnosci granicznej powlok.
Réwnania dynamiczne i kinematyczne sg tu rozdzielone, a wigc zagadnienie
jest «statycznie wyznaczalne», jedli chodzi o wyznaczenie obcigZenia granicznego
i pola sit wewnetrznych. Rozdzielenie zwigzkéw ulatwia vzyskanie efektywnych
rozwigzan (A. A. Irioszin [58a], D.C. Drucker [21a], E.T. OwnaT [83a],
P. G. HobGe [49a,b]. G. EasoN [25a], G. Eason i R. T. SHIELD [26a], A. R.
Rzanicyw [106c]). Poréwnanie warunkéw plastycznosci dla tego typu kon-
strukcji i wynikajace stagd wnioski odnoszace sie do klasycznego w teorii powlok
sprezystych «efektu brzegowego» podali A. Sawczuk i P. G. Hopge [110a].
W. Ovuszsk i A, Sawczuk [83b] przeprowadzili analiz¢ wplywu warunku pla-
stycznoéci na no$nos$é powlok walcowych obcigzonych liniowo zmieniajgcym
sig ciSnieniem. Analizie odksztalcen tego typu konstrukeji sprezysto-plastycznych
pos$wieconych jest szereg prac (m. in. A.A. ILiuszin [58d], A. N. ANANINA
[5a], P. G. HopGE [49b], P. KLEMENT [66a], J. A. Kbn1G [67a]). Zagadnienia
jednoczesnego dziatania obcigzenn podluznych i poprzecznych analizowali
E. T. OnaT i W. PrRAGER [86a], P. G. HoDGE [49a, i, 1], H. Conen i R. T.
SuieLp [17a], P. G. HopoGe i J. PanareLLr [52a], a uwzgledniajgc zjawiska
statecznoéci B. Paur [91a], B. PauL 1 P. G. HopGe [92a].

Dla powlok obrotowo symetrycznych réwnania taczgce sily i te wiazgce wiel-
kosci kinematyczne sg, ogélnie biorgc, sprzezone. Pierwsze roswiagzanie odno-
szgce si¢ do plaskiej powtoki kulistej podat 5. M. FeynBerG [30b]. P. G. HopGE
uzyskat rozwigzania dla powlok kulistych rozprzegajagc te rédwnania przez
uproszczenie warunku plastycznodci [49g]. E. T. Onat [85¢c] 1 P. G. HODGE
[49h] podali rozwigzanie dla powloki stozkowej obcigzonej- sila skupions.
T'. NAKAMURA [78a] uzyskal szereg rozwiazan odnoszgcych si¢ do powtok stozko-
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wych i kulistych. Wszystkie rozwigzania korzystajg z powierzchni granicznej
dla materialu Coulomba-Treski, ewentualnie z jej przyblizen.

7.8. Z inzynierskiego stanowiska najbardziej interesujaca wiclkoscia, ktérej
dostarcza analiza nodno$ci granicznej, jest obcigsenie gramiczme. Znajomosé
obcigzenia granicznego pozwala ocenié stopiert bezpiecxenstwa konstrukcji na
zniszczenie, stad tez jego szczegdlne znaczenie, podczas gdy pole sit wewnetrz-
nych i mechanizm zniszczenia konstrukeji sg dla tego celu mniej istotne. Ponadto,
jak to wynika z uzyskanych dotychczas rozwigzan i analiz ([491], [78a], [110a]),
réwnanie powierzchni granicznej nie wplywa na wielko$é obcigZenia granicznego
w sposéb istotny, mimo iz réznice w polu sil i szybkodciach przemieszczen
mogg byé zasadnicze. Oszacowanie intensywnosci obcigzenia granicznego
bez koniecznodci podawania zupelnego rozwigzania problemu brzegowego
teorii noénosci granicznej jest mozliwe dzicki dwu pedstawowym twierdzeniom
nosnosct granicznej. Znaczenie tych twierdzen polega na dostarczeniu metod
okredlania granic przedzialu, w ktérym zawiera sie rzeczywista no$no$é¢ kon-
strukeji. Te twierdzenia o «granicach obciqienia miszcsqcegon zostaly sformulo-
wane przez A. A. GwozplEwA [45a] 1 nastgpnie udowodnione przez
D. C. Druckera, W. Pragera 1 H. J. GreenserGa [22a], [23a] dla materialéw
sprezysto-plastycznych oraz R. Hirra [47b] (por. tez. W. KoITer [68b]).

Twierdzenie o dolnej gramicy nosnosci. Konstrukecja sztywno-plastyczna nie
ulega zniszczeniu, co najwyzej znajduje si¢ w stanie réwnowagl granicznej
pod dzialaniem obcigzenia p;, jesli moze by¢ znalezione jakiekolwiek pole sit
wewnetrznych, bedace w réwnowadze z dzialajgcym obcigzeniem, a nie pro-
wadzgce do przekroczenia réwnania powierzchni granicznej.

Twierdzenie o gdrnej granicy nosnosci. Konstrukcja sztywno—plastyczna ulega
niszczeniu pod dziataniem obcigzenia p,, jesli moze byé znaleziony taki mecha-
nizm zniszczenia, dla ktérego predkodé wprowadzania energii zewnetrznej
nie jest mniejsza od predkosei rozpraszania energii wewnetrznej.

Przy obcigzeniach p = up, narastajacych proporcjonalnie do jednego para-
metru u (p, oznacza obcigZenia jednostkowe) oszacowanie no$nosci konstrukeji
od dotu odpowiada wyznaczeniu statycznie dopuszczalnego mnoznika pg,
przy czym p; = p.pe. Aby wyznaczyé u, nalezy znaleZé takie pole sil wewnetrz-
nych M(uPy), N&(uspo), ktére czyni zado$é rézniczkowym rédwnaniom
réwnowagi i statycznym warunkom brzegowym zadania, a réwnoczesnie spelnia
postulat F(Ngg, M2) < K, tzn. nie przekracza warunku plastycznosci. Jesli
F jest jednorodng funkcjg (stopnia a) skladowych stanu naprezenia, to wobec
liniowo$ci M,s, Ny wzgledem up, warunek nieprzekroczenia powierzchni
plastycznosdci ‘'ma postaé

(7.10) USF(Ng, M) < K.
Najlepsza dolng granice nosnosci daje

K

7.11 ' a - .
(7.1 B R N 7 N
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Warto zaznaczy¢, ze wprowadzenie do (7.10) pola sit wewngtrznych, wynikajz-
Cego z rozwigzania problemu brzegowego teorii sprezystosci, prowadzi do okre-
$lenia jednego ze statycznie dopuszczalnych mnoinika obcigzenia u,. Problemy
zwigzane z wyznaczeniem najlepszych statycznie dopuszczalnych mnoznikdw
obcigzenia granicznego analizowal 5. M. FrynBerG [30a].

Oszacowanie nosnosci granicznej od géry, tzn. wyznaczenie kinematycznie
dopuszczalnego mnoznika obcigzenia u, (przy jednoparametrowych obcigze-
niach Py = uupy), n2stepujc przez rozpatrzenie bilansu wprowadzonej do
ukladu i rozproszonej tam energii. Poniewaz kazdy wirtualny mechanizm
spetnia warunki kinematyczne natozone na mechanizm zniszczenia, to zasada
przygotowanych predkosci staje si¢ narz¢dziem do oceny gérnych granic nosno-
gci. Jesli wiec i* jest wirtualnym polem predkosci przemieszczania si¢ (nie-
sztywnego) konstrukeji, to z odpowiednich zwigzkéw mi¢dzy przemieszczeniami
a odksztalceniami otrzymuje si¢ A% oraz 2. Drugie twierdzenie teorii no$nosci
granicznej daje zalezno$é

(7.12) | poiiFdA = [ (Mbak+ NSl dA,
A

przy czym catkowanie obejmuje caly obszar A powierzchni srodkowej powloki.
W obszarach, gdzie nastgpuje rozpraszanie energii wewnetrznej, MY i Nk
speiniaja odpowiednie réwnanie powierzchni granicznej. Najlepsza ocene
nosnosci powloki od géry okresla nastgpujace wyrazenie:

£ (M i+ N5A%)

(7.13) M = min s
I posiitdA
4

Konieczno$¢ znajomosci aktualnych zwigzkéw F(Ngp, M) = K w obszarach
odksztaltcajgcych si¢ plastycznie utrudnia bezposrednie korzystanie z zaleznodcl
(7.13) w praktycznych obliczeniach. Jegli natomiast dla konstrukcji izotro-
powej skladowe tensoréw sil wewnetrznych zastgpié wielkosciami M, =
= M8ap, Nap = Nybus, to dla wyznaczenia kinematycznego mnoznika obcig-
zenia otrzymujemy zalezno$é

(7.14) = M, g x| dA+No{1 2] dAl/L ponufdA.

W zasadzie M, i N, powinny byé tak dobrane, aby réwnania My0,5 1 Nydas
opisywaly rzeczywista powierzchnie¢ graniczng, a wodwczas (7.14) prowadzi
do oceny nosnoéct granicznej od gory.

Powyzsza zaleznoéé stanowi podstawe kinematycznej (energelycznej) metody
wyznaczama obciqzemia granicznego. Je$li wirtualny mechanizm zniszczenia
konstrukeji sktada sie ze sztywnych ogniw polgczonych obszarami uplastycznio-
nymi (np. liniowe przeguby plastyczne), to wartos$¢ licznika w (7.4) otrzymuje
si¢ przez calkowanie dotyczace tych obszaréw.

Jezelt wielkodci w1 py znane saz (7.11) i (7.13), to z twierdzen o no$noéci grani-
cznej wynika, Ze rzeczywiste obcigzenie graniczne pg = ugp,y, scharakteryzo-.
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wane przez mnozZnik obcigzenia pug, zawarte jest w przedziale okreslonym przez

(7.15) He < e < e

7.9. Twierdzenia o granicach obcigzenia wykorzystane zostaly do oceny
obcigzenia granicznego dla powlok kulistych po raz pierwszy przez E. T. OnaTa
i W. Pracera [86a], P. G. HopGe [49e, g] za§ uzyskal na tej drodze szereg
rozwigzan odnoszacych sie¢ do kopul kulistych. W. 1. RozensLum [102b] okre-
§lit granice przedzialu nosnosci powloki stoikowej obcigzonej réwnomiernym
ci$nieniem. Z. MRréz [75a], D. C. Drucker i R. T, SmieLp [24c¢, 117a)], P. G.
HobcE [49e, f], T. NakaMURA [78a] oraz P. G. HopGE i C. LAKSHMIKANTHAM
[S0a] oszacowali nos$no$¢ w kilku innych przypadkach geometrii i obcigzenia
powlok obrotowo—symetrycznych (por. tez [10F5a]). Problem no$noéci przekrycia
walcowego studiowal na tej drodze N. M. FiaLxov [32a]; K. Szmopits [119a]
oraz T. NAKAMURA [78b] zajmowali si¢ obciaZeniem granicznym powlok o ujem-
nej krzywiinie.

A. R. RZaNICYN zaproponowal uproszczong metode oceny nosnosci granicznef
powlok malo wynioslych o dowolnej geometrii [106b]. Kilka przyktadéw w oparciu
o t¢ metode postugujacy si¢ pojeciem «skupionych odksztatced» (bedacych
w zasadzie niecigglosciami w krzywiznach i wydluzeniach powierzchni $rodko-
wej powloki) podano w pracach [106d, e, f, g]. '

Uzyskanie rozwiazan zupelnych dla powlok przy nieobrotowo-symetrycznych

warunkach brzegowych zwigzane jest z koniecznoscig rozpatrzenia mieszanego
zagadnienia dynamiczno-kinematycznego, tzn. zwigzki odnoszgce si¢ do pola
sit nie dajg si¢ odlaczyé od zaleznodci dotyczgcych mechanizmu zniszczenia.
W tych warunkach tylko postugiwanie si¢ metodami przybliZonymi wydaje
sie jedynie wlasciwym podejéciem do oceny nosnosei takich konstrukeji. Dla
mechanizmdéw zniszczenia skladajacych sie ze sztywnych platéw polaczonych
wzdluz uplastycznionych linii A. Sawczux [109d] podal odpowiedniy postaéd
zaleznosci (7.14), odnoszgcy sie do powlok walcowych o dowolnej wynio-
stodci. W tym podejsciu rozpraszanie energii koncentruje si¢ na liniach wuogdl-
nionych przegubdw plastycznych, podobnie jak w teorii linii zaloméw plyt,
z tym ze w przypadku powlok przeguby plastyczne z zasady sa krzywoliniowe.
Nos$nos$é graniczng przekrycia walcowego oszacowal na tej drodze M. Janas
6la].
[7.1]0. Odr¢bna grupe stanowia zagadnienia noénosci granicznej powlok
zelbctowych, przy czym wyrdézni¢ tu nalezy dwie tendencje. Jedna z nich
charakteryzuje si¢ daZeniem do uzyskania rozwigzan zupelnych w oparciu
o wlasciwe dla zelbetu réwnania powicrzchni granicznej, podczas gdy drugi
kierunek ogranicza sie wylacznie do analizy energetycznej wedlug zaleznosci
(7.12). Sformutowania réwnaii powierzchni granicznej dla zelbetowych powlok
dotyczg prace Z. Mroza [75a], A. Sawczuka i W. Ouszaxa [113a] oraz A.
Sawczuka i J. A. Koni6a [112a]. W pracach [112a], [113a] podane sa odpo-
wiednie uzupelnienia rozwigzania probleméw nognoéci granicznej zbiornikéw
i siloséw walcowych.
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Grupa przyblizonych rozwiqzan odnoszacych sie do powlok zelbetowych jest
znacznie obszerniejsza. I. MENYHARD [71a] podal gérng granice no$nosci zbior-
nika walcowego. 3. KaLIszKy [64a] rozpatrywal nosnosé¢ stozkowej powloki
zelbetowej. Szereg rozwigzan odnoszgcych sie do powlok kulistych podali
N. W. ACHWLEDIANI [2a, b, ¢], N. W. AcHwLEDIANI i W. I. SzajszMELASZWILI
[3a, b], G. 1. CuazaLia [46a], A. M. OwitczxIN [89a, b]. Cecha charaktery-
styczng wymienionej tu grupy prac jest ich eksperymentalno-teoretyczny
charakter. Obcigzenie graniczne oblicza sig tu dla mechanizméw zniszczenia
zaobserwowanych do$wiadczalnie. Szczegdlnie duzg liczbe dodwiadczen z za-
kresu nos$nosci graniczne] koput zelbetowych zawiera praca [89b]. Doswiadcze-
nia nad zachowaniem si¢ przekryé walcowych opisuja: A. L. L. Baker [10a, b],
P.B. Morice [74a], A. L. Bouma i in. [13a, 101a], K. HruBaN [56a], A. Saw-
czuk [109d]. Badania te wskazujg na stosowalno$¢ metod analizy graniczne;
do zagadniet powlok zelbetowych 1 to nawet w uproszczonej postaci (por.
[62a], [65a]), jesli nic ingerujy zjawiska statecznosci. '

711, Wéréd zagadnien analizy plastyczne) konstrukeji wyodrebnil sig spe-
cjalny kicrunck dotyczgcy zasad optymalnego projektowania. Zastosowanie
teorii projektowania konstrukeji plastycznych na minimum cigzaru (D. C.
Drucker 1 R.T. SuieLp [24a, b], R.T. SmizLp [116a], Z. Mr6z [75b]) do
zagadniefi powlok walcowych dotycza prace E. T. OnaTa i W. PRAGERA [86b],
'W. FrEIBERGERA [35a, b] oraz R.T. SHiLpa [116b]. W tym podejéciu kry-
terium minimum cieZaru zwigzane jest z zadaniem, aby funkcja okreslajaca
jednostkowe rozpraszanie energii przybierala stala warto$§¢ w kazdym punk-
cie powierzchni $rodkowej powloki tzn. D(K,p, A,) = const. Zagadnienia
optymalnego projektowania powlok plastycznych dotycza prace W. Orszaxa
1 A. Sawczuxa [83a], H. Z1eGLErA [126a] 1 H. ISLERA [59a], traktujace problem
optymalnego projektowania badZ od strony doboru niejednorodnosci, badz — jak
to ma miejsce w dwdch ostatnich pracach — doboru grubosci zapewniajgcych

zrealizowanie si¢ wymaganego stanu naprezenia.
712. PoniewaZz rzeczywiste materialy wykazujg wzmacnianie si¢ w miare

narastania odksztalcen plastycznych, ocena nosnosci granicznej, przyjmujgca
za punkt wyjécia idealnie plastyczny model odksztalcenia, nie zawsze jest
wystarczajaca. Jesli rozpatrywaé geometrycznie wzmacnianie si¢ materialu,
to oznacza ono, ogolnie biorgc, zwickszanie sig 1 przemieszczanie powierzchni
granicznej w przestrzeni naprezen Nos, My, tzn.  F(Neg, M) = C(ng,
Aegr @) (o, p=1,2), (=1, ..,8). W tym ogdlnym zapisie wyrédzni¢ mozna
dwa najprostsze typy wzmocnienia: izotropowe, gdy C = C(ssg, Ae), o0raz
kinematyczne, gdy F = C = const. W pierszym przypadku powierzchnia
graniczna réwnomiernie si¢ zwieksza. Natomiast wzmocnienie kinematyczne
(W. PraGer [96b], A. Ju. IszrLinskI [60a]) charakteryzuje si¢ wylacznie trans-
lacjg powierzchni granicznej w przestrzeni naprezen o wektor a; Analizy
walcowych powlok plastycznych po przekroczeniu obcigZenia powodujgcego
plastyczne plyniecie dotycza prace P. G. Hope’a [49¢], P. G. HopGE'A i 5. V.
Narpo, [51a], P. G. Hooce’a i F. A. Romano, [53a], N. PerroNE’'a [93a],
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N. PerroNE’A i P. G. HoDGE'A [944a, b]. Zachowywanie si¢ powlok obrotowo-—
symetrycznych przy kinematycznym modelu wzmocnienia badal E. T. OnAT

[85b]. Zagadniern wzmocnienia w obecnosci pola temperatury dotyczy praca
CH. Hwanega [57a].

7.13. Odrebng grupe mato zbadanych jeszcze zagadnien stanowig problemy
nosnosci granicznej przy obecnosci blonowych sit sciskajacych, a wiec problemy
z pogranicza nosnoSci granicznej 1 wyboczenia. W przypadku powlok walcowych
zagadnienie nodnoséci przy jednoczesnym zginaniu i $ciskaniu rozpatrywali
B. PauL i P. G. HobpGE [92a] oraz B. PauL [91a]. Systematyczne przedstawienie
omawianego problemu zawarte jest w monografii [49f]. ’

7.14. Zjawiska anizotropii plastycznej, 1 to zaréwno strukturalnej (zwiazanej z we-
wnetrzng budows materiatu), jak konstrukcyjnej (wywolanej przez odpowiednie
kombinacje materialéw o odmiennych wlasnosciach plastycznych), znalazly réw-
niez odbicie w teorii powlok. M. Sz. MikELADZE [73a, -€] rozpatrywal powloki
sandwiczowe z ortotropowego materialu Misesa (por. [47a]). A. Sawczux
w oparciu o wprowadzony odcinkowo-liniowy warunek dla cial anizotropowych
podal réwnanie powierzchni granicznej dla powlok obrotowo symetrycznych
[109a]. W przypadku anizotropowego materiafu no$noé¢ graniczna konstrukeji
zalezy od wzajemnej orientacji gléwnych kierunkéw anizotropii i gldwnych
kierunkéw krzywizn odksztalconej powloki. Zwigzki ogdlnej teorii powlok
anizotropowych dla warunku plastycznosci @ = A4, 0i00,—1 =0 (W. OrL-
szak, W. URBANOWSKI [84a]) podat A. Sawczuk [109b, c]. Réwnanie powierzchni
granicznej dla powlok sandwiczowych, odpowiadajace zwigzkom (7.8)-(7.9),
ma w przypadku anizotropii postaé '

(716) Aal}yé (maﬂmy6+naﬂn76) == 1) Aaﬁy& (ma/?n?5+nﬂ/7mvt5) - O’

gdzie d.p.5 (a, f,y, 6 = 1,2) jest tensorem ‘moduléw plastycznosdci o szeéciu
niezaleznych skladowych (czterech w przypadku plaskiej ortotropii por. [47a]).
Z (7.16) widaé, w jaki sposdb anizotropia deformuje powierzchni¢ graniczna.
No$noséé graniczng ortotropowej powloki walcowej analizowal D.NIEPOSTYN
[79a], 2 W. Orszak i A. Sawczuk [83b, c] podali rozwigzanie odnoszace sie
do czedciowego zniszczenia zbiornika ortotropowego. Zagadnienie «efektu
brzegowego» dla walcowych powlok ortotropowych rozpatrywal M. Sz. Mi-
KELADZE [73b] jak tez zagadnienia optymalnego ksztaltowania tego typu kon-
strukeji [73e, f].

7.15. Ostatnio obserwuje sie tendencje do studiowania wplywu pola temperatury
na mnosno$¢ granicznq komstrukcji. Dotychczasowe prace dotyczace powlok
rozpatrujg jedynie przypadki, gdy wiasnodci plastyczne materialu s3 niezalezne
od temperatury, ktéra tym samym ma charakter obcigzenia. W. 5. CZERNINA
[19a] podala rozklad sit wewnetrznych w poblizu polgczenia dwdéch powtok
walcowych z materialdw o odmiennych wiasnoéciach termicznych i plastycznych.
E. T. ONaT i S. YAMANTURK analizowali stan graniczny powloki walcowe]
pod dzialaniem duzych gradientdw temperatury [88a]. Sposrdd zagadnien
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nieobjetych niniejszym omdéwieniem nalezy wspomnieé o dynamicznej nodnosci
konstrukeji. :

8. Uwagi koncowe

Niniejsza praca podajac przeglad rozwijajacych si¢ dyscyplin z zakresu powlok
niesprezystych wymaga uzupelnienia pewnego rodzaju syntezs, wskazujacy
przewidywane kierunki badai. Oprécz dostarczania nowych rozwiazan proble-
méw brzegowych odnoszacych sie do zagadnien bezposrednio oméwionych,
rozwdj badan bedzie musial objaé zagadnienia dostosowywania sie powlok spre-
systo-plastycanych do zmiemmych programow obcigiania. Odejscie od jedno-
parametrycznego obciaZenia pociaga za sobg koniecznos¢ innego zdefiniowania
nos$noscl granicznej konstrukeji.

Uwzglednienic zmian w geometrii konstrukcji wskutek odksztalcenia sie
plastycznego prowadzi do badania statecznosci procesu odksztalcert plastycznych.
Pojecie statecznosei zastypi w przyszlosci dotychczas stosowane pojecie ob-
cigzenia granicznego. Nosnos¢ graniczna zwijzana z pojawieniem si¢ plas-
tycznego ruchu konstrukeji nie moze stanowié podstawy do oceny stopnia
bezpicczenstwa konstrukeji w przypadku zaawansowanych odksztalcen (w za-
kresie w jakim konstrukcja moze je przeniesé). Pojecie statecznosci procesu
odksztalcenia pozwoli przesledzi¢ wspdldziatanie efektéw zmian geometrii
powloki i wzmocnienia materialu.

Odrebng grupe zagadniern w ramach klasycznych zalozen sztywno-plastycz-
nos$ci stanowia problemy dynamicznych obcigger cidnieniem, masgi temperatura,
Réwniez zagadnienia niejednorodnosci plastycznej spowodowanej zmiang whas-
nosci materialéw wskutek dziatai cieplnych, strumienia neutrondéw, wymagaja
analizy na konkretnych przykladach.

Wreszcie zagadnienia zachowywania si¢ powlok wykonanych z materialéw
sprezysto—lepko~plastycznych oczekuje podjecia badan tak teoretycznych, jak
t doswiadczalnych.

Rozwdj tych kierunkéw obejmujacych bardzo ztozone problemy jest z jedne]
strony pobudzany przez potrzeby techniki, z drugiej strony ma doniosle
znaczenie poznawcze,
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Peawome

BOITPOCHI HEVIIPYTUX OBOJIOYEK

PaGora siBaseTc 0G30pOM CNABHBIX HanpaBieHuil HecnenosaHuil B ofnacTH Heynpyrux obo-
nouex. IlpecTaris OCHOBHbBIE ypPaBHEHHUS A HEylNPYyruX Tejl, aBTOPhI NPOBOAAT IHCKYCCHIO,
KacalolyIOCH IJIABHBIX MOAENEH BA3KMX M IUIACTHYECKHX Ten. PaccMaTpuBalOTCA NuHERHO-
BSI3KO-ynpyrue obonouku., B cinyuae nenmmpeiHOM BA3SKO-YNPYroCTH DPAacCMaTPHBAIOTCA CTENH-
AJIPHO BOIPOCHI CTALHOHAPHOI noy3yuectn. B ganeHefiieM aBTOpbI 06CYIKAAIOT TEOPHIO YIIPYro—
nacTRYecKo! gecdopmanuy. B 3arIrOUeHHe pacCMaTPHBAIOTCHA 3a[jauH, KacaloujHecs HecyuweH
CriocoGHOCTH M [POEKTHPOBaHUE OBOJIOUEK Ha NPERESIBHYIO HATrPY3KY.

TIpuBoANTCA OBIMPHBIN NepeYyeHb JTHIEpaTyphl.
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Summary

INELASTIC SHELL PROBLEMS

An attempt is made to survey the main trends in the field of inelastic shells, After the funda-
mental equations for inelastic solids being recalled, the main types of viscous and plastic response
are analysed. Linearly viscoelastic shells are discussed. In nonlinear visco—elasticity special atten-
tion is paid to steady creep problems. Further, the theory of elastic—plastic deformation is discus-
sed. Finally, the problems of limit analysis and limit design of shells are considered. Relevant
reference to the literature is given.

ZAKELAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGLYCH
IPPT PAN

Praca zostala zlogona w Redakcji dnia 14 grudnia 1962 r.
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1. Oznaczenia

amplituda drgan,

funkcja rozktadu wiasnosci czasowych,

stale,

wielko$é stalego naprezenia,

stala materialowa,

stale,

predkodé narastania naprezenia,

stala materiatlowa,

stale,

amplituda naprezenia umownego,

stale,

modul Younga,

sila obcigZajgca laricuch czgstek,

zaleznoéé pomiedzy odksztalceniem a obcigzeniem nie-
zalezna od czasu, . :

stale,

liczba naturalna > 1, wielokrotnoéé xy, = #x w rozkla-
dzie Gaussa, :

zmodyfikowana funkcja Bessela rzedu =,

stata Boltzmanna, '

liczba Loschmidta,

liczba stopni swobody uktfadu,

liczba zwigzkéw doswiadczalnych,

liczba aktywnych lafcuchéw czasteczek,

liczba jednostek monomeru w czgsteczce tworzywa,
czesto$é obserwowana,

czestodé teoretyczna,

érednia liczba wigzan chemicznych w czgsteczce,

- czesto$é zmiany obcigZenia,

prawdopodobiesistwo odchylenia przypadkowego,
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q = 1— MM, stopiett polimeryzacji, gdzie M oznacza liczbe jednostek

*
Ko MR

Xi

2, By, B
siy,ciy
Ty oo

a

H(x)

7 (n)

#(t)

DR

spolimeryzowanych, a M, ogdlng liczbe czastek przed
polimeryzacjg,

blad $redni, blad przypadkowy,

temperatura w skali Kelvina,

czas,

warto§¢ spodziewana zmiennej |x],

zmienna standaryzowana,

amplituda drgan tlumionych,

sinus 1 kosinus catkowy wielkosci y.

pochodna rzedu j wzgledem zmiennej ¢,

stala czasowa materialu, odwrotnos¢ czasu sprezystego
nastepstwa,

modul logarytmu stopnia polimeryzacji,

.miara tlumienia,

stala Eulera,

przesunigcie fazowe,

catkowite odksztalcenie jednostkowe,

odksztalcenie petzania,

odksztalcenie natychmiastowe,

odksztalcenie umowne, natychmiastowe,

wspblezynnik tlumienia,

wspdlczynnik lepkosci,

prawdopodobienstwo pekniecia faricucha czasteczek,
czas,

wielokrotnosé, ilo§é wigzan chemicznych w jednostce
monomert,

wspélczynnik,

gestoéé prawdopodobienstwa rozkladu wlasnodci cza-
sowych,

wydtuzenie wzgledne,

miara rozrzutu,

odchylenie $érednie,

rozklad gestoéci prawdopodobienstwa zmiennej x,
rozktad gestosci prawdopodobienstwa zmiennej cigglej #,
gesto$é prawdopodobienistwa niepeknigcia,

okres drgan ttumionych,

naprezenie rzeczywiste,

naprezenie umowne,

catka prawdopodobienstwa,

funkcja historii obciazenia,

logarytmiczny dekrement tlumienia,

pole powierzchni.
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2. Wstep

Okres ubieglych trzydziestu lat charakteryzuje znaczne wzbogacenie asor-
tymentu materialéw konstrukcyjnych. Réznorodne i powszechne zastosowanie
w wielu dziedzinach techniki zyskuja materialy o szczegdélnych wlasnosciach
fizykalnych i mechanicznych, odmiennych czgsto od wiasnosci klasycznych
materialéw konstrukcyjnych. Szereg cech indywidualnych wyodrebnia wéréd
tych materialéw grupe tworzyw o laficuchowej budowie czasteczek. Celem
naszej pracy jest przeprowadzenie proby okreslenia pewnych wlasnosei tych
tworzyw na drodze teoretycznej.

Jednym ze sposobdéw okreélenia wlasciwosci badanego materiatu jest podanie
analogii pomigdzy zachowaniem si¢ tego materialu a zachowaniem si¢ innego
znanego materiatu lub ukfadu, wykazujacego podobne wiadciwosci. Jest kwestig
umowy, jakie zwigzki ma odtwarzal tego rodzaju model mechaniczny. Dla
przyktadu M. REINER [1] podaje zwiazki zaréwno pomiedzy tensorem naprezenia
i odksztatcenia, jak i pomiedzy dewiatorami tych wielkodci, traktujgc je jako
prawa réwnorzedne. A. R. RZaNtcyN [2] rozwaza zwigzki pomi¢dzy naprezeniem
a odksztalceniem, podczas gdy ALFREY [3] bada jedynie zaleznosci pomiedzy
dewiatorami naprezenia 1 odksztalcenia 1 uzasadnia fizycznie stusznoéé takiego
postepowania. O ile jednak w trdjosiowym stanie obcigzenia moze byé kwestig
dyskusji, ze wzgledu na brak danych do$wiadczalnych, jakie zwiazki powinny
odtwarzaé¢ modele mechaniczne, to w jednoosiowym stanie obcigzenia chodzi
zawsze 0 zwigzki pomiedzy naprezeniem i odksztalceniem, co do czego sg zgodni
autorzy cytowanych prac [1, 2, 3],

W pracy postaramy si¢ ustali¢ na drodze teoretycznej zalezno$¢ pomigdzy
napre¢zeniem, odksztalceniem i czasem przyjmujac do rozwazan przestanki,
wynikajgce ze struktury fizycznej tworzyw o laficuchowej budowie czasteczek
oraz z pewnego ukladu modeli mechanicznych ciala stalego.

W pracy uzywaé bedziemy terminu «sprezyste nastgpstwo» okrelajac nim
zjawiska, wywolane wplywem czasu badZ na obcigzenie, bgdz tez na odksztatce-
nie, czyli zjawiska relaksacji i opdznienia sprezystego.

W czeéci koricowej pracy dokonane zostanie poréwnani€ wynikéw teore-
tycznych z do$wiadczalnymi, wykazujace stosowalnoéé proponowanych zalez-
nosci 1 wyrywkowo sprawdzajgce sfusznoéé teorii.

3. Zaleino$ci podstawowe. Modele mechaniczne ciala stalego

Modelem mechanicznym nazywamy ukiad pewnej liczby elementéw pola-
czonych w odpowiedni sposéb, obrazujacych wlasnoéci sprezystodci, lepkoscei
i plastycznosci. Ze wzgledu na specyfike rozwazanych materialéw ograniczono
si¢. w pracy do modeli nie wykazujgcych zjawisk plastycznosci. Uzyskane
wyniki koficowe odpowiadaja pewnemu nieliniowemu modelowi ciata lepko-
sprezystego.
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Najbardziej ogdlng zaleznosé reologiczng pomiedzy obcigzeniem a odksztal-
ceniem w jednoosiowym stanie obcigzenia mozna przedstawi¢ w postaci:

(3.1) Zai_a;.,...,!G:ija}iy"’)tg'
i-0 =0

Jezeli wielkodci a;, b; sg funkcjami zaleznymi jedynie od czasu lub statymi,
réwnanie (3.1) jest liniowe, natomiast jezeli zaleza one réwniez od naprezenia
lub odksztalcenia, réwnanie staje si¢ nieliniowe. Zazwyczaj jednak wielkoscei
a;, b; traktuje sie jako stale materiatowe, a co za tym idzie, réwnanie (3.1) jest
liniowe. Nalezy jednak zaznaczyé, ze réownanie (3.1)! nawet w przypadku
stalych wspélczynnikéw a;, b; jest jedynie asymptotycznie liniowe dla & — 0.
Wynika to z faktu, Ze naprezenie rzeczywiste o, odniesione do odksztalconego
pola przekroju, jest funkcja
_ o = R(oy,8),
spelniajgeg warunek

lim R(ox, €) = 0Oy,
20

wobec czego dla & = 0 wspolezynniki @y, b5 s3 w wyniku zalezne od odksztal-
cenia.

Modelami mechanicznymi rzadza zaleznoéci analogiczne do (3.1), jednak
wskazniki przybierajg skoficzone wartodci: 2,7 = 0,1, ..., k; ze wazgleddw
praktycznych przyjmuje sie zazwycza] k < 2.

Pewnym dalszym uogélnieniem zagadnienia jest zasada superpozycji Boltz-
manna, ktéra mozna zapisaé w postaci

(3.2) s(t) = e(0) + | (@) W(t—B) dd
0

przy zalozeniu, ze material zostal obcigzony w chwili ¢ = 0. Nalezy tu wyraznie
zaznaczy¢, ze zwigzek (3.2) nawet w przypadku funkcji liniowej (o) jest jedynie
asymptotycznie liniowy z powodéw oméwionych w uwagach do réwnania
(3.1). Funkcje ¥ okreéla si¢ jako funkcje historii obciazenia.

W przypadku szczegdlnym dla

Pt 9) = st

zaleznoéé (3.2) przedstawia zachowanie si¢ modelu standardowego ciata statego
pod wplywem obcigzenia 0. Wielko$é a jest tu odwrotnoscig czasu sprezystego
nastepstwa; okresla si¢ jg jako stosunek modutu Younga do wspélczynnika
lepkoséci elementéw wystepujacych w modelu mechanicznym. Przypadkowi
ogdlniejszemu odpowiada funkcja historii obcigZzenia w postaci

w
(3.3) P(—9) = D aemt=9,

i=1

gdzie a; s3 dowolnymi wspélczynnikami.
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Jak' wykazal Rzanicyn ' [2], zalezno$¢ (3.2) z funkejg historii obcigzenia
w postaci (3.3) spelnia réwnanie (3.1). W przypadku szczegélnym, jezeli funkcja
¢(o) jest funkcjg liniows, to réwnanie (3.2) okazuje sie réwnowazne réwnaniu
(3.1) ze stalymi (dla & —» 0) wspéiczynpikami.

Interpretacja mechaniczng réwnania (3.2) jest model zaproponowany przez
T. ALrreva [3], skladajacy si¢ z niesKorczonej liczby polgczonych szeregowo
modeli standardowych ciata stalego.

Badania przeprowadzone przez ALFREYA [3] i wielu innych badaczy wykazaty,
ze nie mozna dokladnie odtworzyé whasnosci cial rzeczywistych za pomoca
pojedynczego modelu. Jest to zreszta intuicyjnie oczywiste. Celem dalszych
poszukiwad moze by¢ wiec jedynie model mechaniczny skladajacy sie z pewnej,
najlepiej nieprzeliczalnej liczby modeli elementarnych, z ktérych kazdy wykazuje
pewne wilasnosci ciala badanego.

Przyblizajge wyrazenie (3.3) za pomoca calki mozemy napisaé

P(t—9) = [ A()e -9 da.
0

Mozna tez przedstawié funkeje (3.3) inaczej, co w obliczeniach praktycznych
okazuje si¢ dogodniejsze. Majac mianowicie pewien rozklad prawdopodobieri-
stwa wystgpowania stalych spreiystego nastepstwa w materiale tworzywa
A(a), mozna poszukiwaé funkeji historii obcigzenia jako wartoéci spodziewa-
nej wyrazenia ’ ~

ie_“("‘q)

wzgledem. funkcji rozkiédu_ prawdopodobieristwa A(a) Otrzymuje si¢ w takim
przypadku

(3.4) Y/(t—ﬁ)"= %f A(a)ae.’“(‘—s)da'
Q

Zwigzek (3.4) jeko kombinacja’ linjowa funkeji- exp [—a(t—)] ma takie
same wlasnosci jak zwiazek (3.3), to znaczy, zalezno$é (3.2) z funkejg historii
obciazenia (3.4) spelnia réwnanie (3.1). Wyrazenie funkcji historii obcigzenia
w postaci (3.4) uzywane bedzie w dalszych rozwazaniach.

Pozostaje do wyjasnienia interpretacja fizyczna zaleznosci (3.2). Zgodnie
z ALFREYEM [3] omawiana zaleznoéé po wprowadzeniu funkcji historii obcig-
zenia, podanej zwigzkiem (3.4), przedstawia zachowanie si¢ nieprzeliczalnego
zbioru modeli mechanicznych ciala statego pod obcigzeniem o. Z kolei jeden
model mechaniczny, jak to wyraznie wykazuje ALFREY [3], odpowiada przyjeciu
pewnego prawa plynigcia materiatu, ktérego najprostszym przykladem jest
model cieczy Newtona, skladajacy sie z liniowego tlumika hydraulicznego.
Wobec tego wzér (3.2) z funkcja historii obcigzenia podang przez (3.4) przed-
stawia plyniecie materiahi utworzonego z nieprzeliczalnej iloSci elementéw,
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ktérych plyniecie jest okreélone prawem wynikajacym z wlasnoéci fizycznych
modelu standardowego. Moina wigc stwierdzié, Ze wzér (3.2) z funkejg historii
obcigzenia (3.4) oddaje zachowanie sie ciala rzeczywistego z taka dokladnoscis,
z jaka model standardowy przedstawia prawo ptynigcia rozwazanych tworzyw.

Badajgc réwnowage jednego lancucha czastek tworzywa pod stalym obcig-
zeniem sila Fy 1 zakladajac jego powolny ruch w otaczajacym osrodku liniowo
lepkim o wspétezynniku lepkosci 7, oraz wprowadzajac liniows zaleznosé po-
miedzy odksztalceniem i sila otrzymuje sie zwigzek

Fy = eE+nydc.

Przez E, oznaczono tu wspétczynnik sprezystosci tancucha czgstek. Wprowa-
dzajgc liczbe taficuchéw wystepujacych w jednostce powierzchni 1 wyrazajac
sile przez naprezenie mozna napisaé

(3.5) Gy = eEg+n,0,6.

Zwigzek (3.5) jest identyczny ze zwigzkiem opisujacym zachowanie si¢ modelu
standardowego pod dzialaniem stalego obcigzenia. Na tej podstawie mozna
stwierdzié, ze model standardowy ciala statego dobrze przedstawia odksztalcenie
tworzyw o dlugich i poplatanych laficuchach czastek; moina wigc przypuszczaé,
ze z podobng dokladnodcia zalezno$é (3.2) z funkcjg historii (3.4) przedstawia
zachowanie si¢ tworzywa rzeczywistego pod warunkiem takiego dobrania
funkcji A(a) i &(a), aby odpowiadaly one zwiazkom rzeczywiscie wystepujacym
w materiale. Trzeba wiec okredlié funkcje A(a) i (o) stosownie do budowy
fizycznej materiatu.

Przy zalozeniu niesci$liwosci materiatu i po pewnych dalszych uproszczeniach
fizycznych mozna funkcje ¢(o), przedstawiajaca czes$¢ sprezysta odksztalcepia
calkowitego i niezalezng od czasu, fatwo otrzymaé z zaleznosci W. Kuhna [4]
w postaci

(3.6) o(e) = RTL (12—— —I}—),
gdaie funkcja a(e) jest funkcjg odwrotng wzgledem funkciji e(a).

Zaleznod$é (3.6), jakkolwiek uzyskana przy do$é duzych uproszczeniach
fizycznych, jest — jak wykazuje do$wiadczenie —w znacznej mierze zgodna
z rzeczywistodcig nawet dla wydluzed wiekszych niz 100%, jesli tylko wydtu-
zenia takie moga wystapié w rozwazanym materiale.

Oznaczajac kTL = E/3, mozina otrzymaé funkcje odwrotng wzgledem
(3.6) w postaci

1 1 a 3 1/2}1/3 1 1 (o‘ 371/2)1/3
on o fr ol T
W przypadku bardzo matych obcigzen zamiast zaleznodci (3.6) przyjmuje

sie¢ zwigzek liniowy
(3.8) a(e) = 3kT Le.
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Definiujgc odksztalcenie zalezne od czasu jako

(3.9) e = [ o(9P(t—9) a0
0

mozna dla malych obcigzen uzyskaé zaleinosé prazyblizong przyjmujac, Ze na-
prezenie rzeczywiste jest réwne napreZeniu umownemu '

(3.10) o(8) = 0,(D)

bez zadnych dalszych zalozen i uproszczen. Dla obcigzen, przy ktérych zwigzek
(3.10) nie moze by¢ stosowany, nalezy w oparciu o budowe fizyczng rozwaza-
nego materialu okreslié naprezenie rzeczywiste w zaleznosci od naprezenia
umownego, czyli ustali¢ funkcje

(3.11) a(®) = R(a).

W pierwszym przyblizeniu mozna przyjaé nieamienno$é objetodci tworzywa
w czasie odksztalcenia, co prowadzi do zwigzku

(3.12) a(8) = Aoy (D).

Przy wyprowadzaniu wzoru (3.12) nie ma potrzeby postulowania czegokol-
wiek o budowie wewnetranej rozwazanego materiatu. W' dalszej czeéci pracy
ustalona zostanie zaleznosé (3.11) bez zalozenia stalej objetosci materialu w cza-
sie odksztalcenia.

4. Podstawy fizyczne doboru modelu

4.1. Rozklad prawdopodobienstwa wlasnoéci czasowych tworzyw o budowie lancuchowej.
Wychodzimy z zaleznosci Flory [5], okreslajgcej prawdopodobiefistwo powstania
tarficucha sktadajacego sie z n czlonéw w postaci

II(n) = neg" V(1 —g)

Definiujemy nastepnie wielko$é stalej B jako modul logarytmu stopnia poli-
meryzacji, pomnozony przez liczb¢ wigzan chemicznych w monomerze two-
rzZywa ¢ :

f=|logglte przy ¢ <1.

Wprowadzajgc teraz warunek normalizacji rozkladu prawdopodobiefistwa
otrzymuje sie dla dostatecznie duzych z funkcje aproksymujacy gesto$é prawdo-
podobienstwa diugo$ci taficucha czgstek w postaci prawdopodobienstwa o roz-
kladzie ciggtym '

(4.1 A(n) = fne=rn.

W celu uzyskania zwigzku pomiedzy diugodcig laricucha, okreslong liczbg =
jego czlonéw oraz wlasno$ciami lepkimi roztworu takich czasteczek tancu-
chéw, mozna przyjaé zaleznoé¢ Hugginsa [6] obowiazujacg dla niezbyt malych
n W postaci

6 Mechanika teoretyczna
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4.2) 7 = 3Cn.

Definiujgc wreszcie modul Younga jako warto$é¢ wyrazenia podanego przez

R. Houwinka [7]

(4.3) E(A) = kTL

2
24 &
2
w punkcie 4 = 1, otrzymuje si¢ wyrazenie na modul Younga w postaci

E = 3kTL.

Wzér ten jest stuszny dla L elementéw tworzgeych jednostke objetosci. Nato-
miast dla jednego elementu modul Younga wynosi

(4.4) E, = 3kT.

Za pomocg zaleznosci (4.2) i (4.4) otrzymuje si¢ wartosé stalej czasowej roz-
wazanego tworzywa w postaci

(4.5) o = 8T

_ %
==
Jest ona réwna, wedtug znanych wzoréw, podanych np. w pracy Alfreya [3],
odwrotnosci czasu sprezystego nastepstwa w prostym modelu mechanicznym
ciala stalego.

Nastepnie, korzystajac z zaleznodci (4.1) i (4.5), mozina okre§li¢ funkcje
(3.4) jako

(4.6) Pt —9) =ﬁ2%f exp[—ﬁn—%(t——e‘})]dn.
°%

Tutaj przyjeto warto$¢ spodziewang wzgledem rozkladu prawdopodobierdstwa
(4.1) dla uproszczenia nie wprowadzajac wyrazenia (4.5) do (4.1).

4.2. Naprezenie rzeczywiste w tworzywach sztucznych o budowie lancuchowej. Znajqc
naprezenie umowne mozna wyznaczy¢é warto$¢ napreZenia rzeczywistego
bez wprowadzenia warunku stalej objeto$ci materialu w czasie odksztalcenia.
Wystarczy w tym celu okreélié naprezenie dzialajagce w materiale nie w od-
niesieniu do pola przekroju, lecz do liczby taficuchéw bioracych udzial w od-
ksztalceniu i znajdujgcych si¢ w jednostce pola przekroju obcigZonego.

W celu wyznaczenia liczby aktywnych laricuchéw mozna si¢ postuzyé ge-
stoécig prawdopodobienstwa = rozkladu diugosci poszczegdlnych tancuchéw
w stanie wydluZzonym, podang przez Kunna [4] w postaci

By = L G
(4.7) S = b= ().

Tutaj wprowadzono oznaczenie
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przy czym n, jest $rednig liczbg czlonéw (wigzan) w jednej czgsteczce tworzywa.
Rozklad (4.7) jest oczywiscie rozkladem Gaussa.

‘W czasie odksztalcenia najbardziej narazone na peknigcie sg faiicuchy naj-
silniej wyprostowane. Stad prawdopodobiedstwo pekniecia poddanej odksztai-
ceniu prébki mozna okredlié jako

(4.8) 0(2) = 2 [ E(x)dx.

W zwigzku (4.8) wielko$¢ x, oznacza pewng dlugo$¢ ladcucha, powyzej
ktdrej latwo moze nastgpi¢ peknigcie. Jako pewne przybliZzenie tej wielkosci
mozna przyjaé wielokrotno$é wielkosci spodziewanej |x| wzgledem rozkladu
(4.7) wiedzgc, ze zgodnie z rozkladem Gaussa tylko niewielka liczba fadicuchéw
moze mieé dlugod$é wigksza od tak zdefiniowanej dlugosdci ix,.

Wykonujac dzialanie w (4.8) otrzymuje si¢ za pomocy catki prawdopodo-
biefistwa wynik

(4.9) 0(2) = 1—(1)(’“7").
Zaleznosé (4.9), jakkolwiek dokladna, jednak ze wazgledu na swéj charakter
nie nadaje si¢ do stosowania w praktyce. Z tego powodu nalezy ustali¢ zalez-
noé¢ przyblizong.

Prawdopodobieristwo niepgkniecia materiatu okresla wzér

(4.10) II(3) =1—6(2) = @(”T").
Przy wzrodcie wydluzenia o dA zmiana tego prawdopodobienistwa wynosi
(4.11) () = — 0,9 (%’)%dl.

Dla dostatecznie duzych x, oraz wielkosci A niezbyt odbiegajacych od jednosci
mozna przyja¢ zamiast (4.11) warto$¢ przyblizona

G

v

(4.12) AIT(A) = — —dA,

w ktérej wprowadzono oznaczenie

4.13) G— %]/%ex;,[—(h;ff )]

Nastepnie, zgodnie z prawem wielkich liczb Bernoulliego, zmiana liczby tari-
cuchéw przenoszacych obcigzenie przy zmianie wydluZenia na podstawie (4.12)

Wynosi:
(4.14) dN = —GN

dA
"F-

6*
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Calkowanie réwnania (4.14) daje

¢
2

(4.15) N = Ce”

Dla niezbyt wielkich odksztalcen, przy A < 2, rozwinigcie 2-! w szereg
i zachowanie dwéch wyrazéw tego rozwinigcia prowadzi przy warunku
poczatkowym N(0) = N,, do zaleznosci
(4.16) N = Nye=Ge=.

Przyjmujac w (4.16) podobnie jak przy wyprowadzaniu zwiazku (3.5)
plyniecie liniowe

dey = nog(t)dt

otrzymuje si¢ ostatecznic zaleino$é

(4.17) N = N,ye= ",
gdzie przez o, oznaczono catke
(4.18) 0= [ ou(t)dt.

Wychodzac nastepnie z warunku réwnowagi

otrzymuje si¢ dla naprezenia rzeczywistego wzor

(4.19) 0(t) = o, (2)eCrov,

w ktérym, korzystajac z (4.2) i (4.13), wprowadzono oznaczenie
2C - B2,

(4.20) Gy = — ?exp[—( gy )]

W ten sposé6b ustalono zwigzek typu (3.11), pozwalajgcy ostatecznie utworzyé
zaleznosé rzadzaca obranym modelem mechanicznym za pomocg wzordw
(3.2), (3.7), (4.6) 1 (4.19). Biorgc pod uwagg fakt, ze naprezenie ¢, odniesione
do jednostki pola powierzchni, pozostaje do napre¢zenia Yo, obcigzajgcego jeden
laficuch czgsteczek w tym samym stosunku co odpowiednie moduly sprezys-
tosci E 1 E, zalezno$é ta przybiera postal

R
(4.21) &= s(a)—}—ﬁz%f {a(z?) exp [—ﬁn—— %(t——ﬂ-)] dnd?d,
0 0
po jednokrotnym catkowaniu otrzymujemy

422) &= s(a)+2% f o(8)[Co(t — KL [2 Y Cof (E—B)] 49

W praktyce jednak okazuje sie dogodnlejsze catkowanie najpierw Wzgl@dem
¥, a nastepnie wzgledem n, :
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5. Zastosowanie techniczne

5.1. Technicznie wazne rodzaje obciazenia. W rozwazaniach technicznych wystepuja
zazwyczaj obcigZenia dajgce sig wyrazié lub przynajmniej aproksymowad
prostymi fukcjami. Najczesciej wystepuja obciazenia typu

(5.1) L0, =a,
(5.2) Oy = bt,
(5.3) ' Oy = C COS Pt

lub tez kombinacje tych funkcji. W przypadku gdy mozna przyjaé zaleznosé
(3.10), daje si¢ takZe zcstosowaé zcsada superpozycji 1 wystarczy poszukiwad
rozwigzan oddzielnie dla poszczegdlnych rodzajéw obcigzen, a nastepnic je
sumowaé. Postepowanie takie ma jedynie sens w przypadku szczegdlnym
dla ¢ = 0. _

Drugie ograniczenie zwigzane jest z funkejg ¢(o). Dla dostatecznie malych
odksztalceri mozna wprawdzie obliczyé wiclkosé ¢, lecz sumujac jg z odksztal-
ceniem #(¢) nalezy to ostatnie obliczyé bez stosowania zasady superpozycji
lub tez zastapi¢ ¢(o) przez zaleznosé liniowa, odwrotng do (3.8). Gdy napre-
zenie rzeczywiste rézni si¢ w sposéb istotny od umownego, nalezy korzystaé
z zalezno$ci (4.19) bez stosowania zasady superpozycji. Zaleznoéé (4.19) wpro-
wadzona do réwnania (3.9) nie daje si¢ scalkowaé bez pewnych upreszczes.

Przy poszukiwaniu naprezenia rzeczywistego mozna wykorzysta¢ fakt,
se G, < 1. Pozwala to na ograniczenie si¢ do pierwszych wyrazéw rozwinigcia
(4.19) w szereg.

Dla obciazenia (5.1) otrzymuje si¢ w ten sposéb po wykonaniu dzialan wzér

(5.4 o(t) = a(1+G,at).

Postepujge podobnie z obcigZzeniem okreslonym przez (5.2) otrzymamy

(5.5) o(t) = bt(l +% G, bt2).

Wreszcie dla obcigzenia (5.3) po wykonaniu catkowania w (4.18) i uwzgled-
nieniu jedynie pierwszych dwdch wyrazéw rozwiniecia otrzymuje sig

(5.6) a(t) = ccos pt<1 + _G;:_c sin pt) .

5.2. Mate obcigzenia. Zalozymy obecnie, Ze przez termin «nale obcigZenia«
rozumieé bedziemy przypadki, gdy zachodzi zwigzek (3.10).

Dla odksztalceri natychmiastowych (tak okreslamy odksztalcenia, ktére —
z pominieciem skoriczonej predkoéci rozchodzenia sig¢ zaburzenia w tworzywie
— mozna uwazaé za niezalezne od czasu) wystarczy do spelnienia (3.10)
przyjaé, ze obcigzenia sg male zgodnie z (3.12). Przy uwzglednieniu wplywu
czasu na wielko$¢ odksztalcenia nalezy dodatkowo zadaé, aby czas badania
zjawiska byl dostatecznie maly. Ogdlnie stwierdzié¢ mozna, ze o tym, czy czas
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trwania zjawiska jest dostatecznie maly, decyduje wielko$é iloczynu Cypt.
Konkretne wartosci graniczne iloczynu Cft zostang podane przy weryfikacji
doswiadczalnej wynikéw pracy. Przy powyzszych zalozeniach mozna wprowa-
dzajac zwigzek (4.6) do (3.9) dla obcigzen (5.1), (5.2) i (5.3) okresli¢ wiel-
ko8¢ ey

Dla obcigzenia okreslonego przez (5.1) otrzymuje sig

a -
(5.7) ex = 5 [1—2(Cut)Ky(2 YV Cut)],
gdzie ‘wprowadzono oznaczenie
(5.8) C, = Cp.
Dla obcigzenia okreslonego zaleznoscig (5.2) otrzymujemy
(5.9) ey = —b—{t 2N —(Cxt)* Ky (2]/0*15)]},
E Cy

gdzie jak poprzednio wprowadzono oznaczenie (5.8).
Postepujac w analogiczny sposéb dla obcigzenia (5.3) nie mozna okresli¢
wielkodci &, w sposéb scisty. Otrzymuje sie warto$¢ przyblizong w postaci

(5.10) ex = Ay sinpt-+ B, cos pt— %(O*t) K2V Cyt),

gdzie wprowadzono oznaczenia
Cicl.. (€ Oyl , [Cy) .. (C
(S]‘]‘)] A* = —E‘;—:[Cl (T*) cos (—P—*) :+SI (‘—P—*') sin (T*)])

o 5=t (Sl o3

Fatwo zauwazyé, Ze ostatni wyraz w zwigzku (5.10) dla dostatecznie duzych
czaséw staje sie¢ pomijalny.

5.3. Wyrazenie lasymptotyczne 'dla! malych [obcigzen. IBiorgc pod uwage zaleznosé
(5.7) oraz przyjmujac wyrazenie asymptotyczne na funkcje K,(2)/Cyt) przy
t — o, otrzymuje si¢ dla duzych czaséw

(5.13) er = 5 (L= V/7(Cyt)e=2/C].

W podobny sposéb mozna zamiast (5.8) otrzyma¢ stuszng dla duzych czaséw
zaleznos$é

b 2 1 - —
(5.14) &y = f{t_ C—*l:l_7]/n(c*t)3/4e—2l/c.:]}_

Wreszcie dla dostatecznie duzych czaséw zamiast zaleznodci (5.10) mozna
przyjac
(515) Cp = A?: CO0S (_pt—a*) — % ]/;(C* t)3/4e—2-]/C—¥t’
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gdzie wprowadzono oznaczenia

(5.16) 4 =AVBY,  tgo, = 5.
%

Latwo zauwazyé, ze zgodnie z zaleznoScia (5.7), dla z = 0 takze i g, = 0,
natomiast predkodé odksztalcenia dana jest przez wzér

aC,
E

dien = 22 (CL)2K,(2 1/ Cyt);

prowadzi ona do zwigzku asymptotycznego dla £ - 0 w postaci

aCly

(5.17) biee = 2

Wyrazenie asymptotyczne uzyskane ze zwigzku (5.9) daje dla matych czaséw
(5.18) =—.
Za pomocyg zaleznosdci (5.10) mozna otrzymaé zwigzek obowigzujacy dla

matych wartoéci £ w postaci

c

(5.19) ex = AF cos (pt——d*)——E—.

Korzystajagc ze zwigzkéw (5.16) 1 wyrazenn asymptotycznych na funkcje
wystepujace w zaleznoéciach (5.11) i (5.12) mozna otrzymaé dla p > 1 wzér

C
o) 1+ her S
(5.20) tg by = —* - ,
P 1 gy Cr
C3 57
a dla p € 1 prostg zaleznoéé
(5.21) tg 0y = tg&.

P

5.4, Duze obcigzenia. Przez okreflenie «stan duzych obciazen» rozumiemy
taki stan naprezenia 1 odksztalcenia, w ktérym nie [mozna stosowaé zaleznosci
(3.10); w takim przypadku nalezy we wzorze (3.9) zastosowaé zwigzki (5.4),
(5.5) i (5.6) zamiast (5.1), (5.2) i (5.3) oraz wprowadzi¢ zaleznos¢ (4.6). Otrzy-
muje si¢ wtedy zamiast (5.7) zalezno$é

(5.22)

£y = %[1 —2(Ce K, (2V Cyt)+ Gya {t - Ci[l —(Cut)2K32Y 53)]}] .
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Podobnie zamiast (5.9) otrzymujemy

L
5

|6 & l1-catms@vTa)+ 52 [(Cor—s(Catir

(5.23) &y =

36can [T corrmiy T

Dla obcigzenia (5.6) nie udaje si¢, W ogélnym wypadku, otrzymaé wyniku
zamknietego. Mozna jednak postepujac podobnie jak przy rozwazaniu matych
obcigzert podaé wyrazenie przyblizone w postaci
(5.24) ep= A*siﬁ pt+ B, cos ;pt.—}—D,,g sin 2pt —E, cos 2pt —

2 2G, _
—fc(Csz(Zx/ Cyt)+ ECC (C K42 Cyt) .

Tutaj wprowadzono oznaczenia

C2G,c? C, fc,? Cy C,\
5259 Do= GEsE o G e (’z?*)*s (5 [55]]

- G [l ol ()
Ey = — 8Ep3 [C‘* C(Zp sin % ~+-si o7 cos %

5.5. Wyrazenia asymptotyczne dla duzych obciazen. VVprowadzajqc Wyrazenla asym-
ptotyczne dla zmodyfikowanych funkeji Bessela przy ¢ — oo otrzymujemy
zamiast (5 22) zwigzek w postaci

(5. 26) T gy = f[l — l/n(C* t)3l4e—21/CT+

—}—G*a{t —_Ci*[l — %]/7—:(0*1‘)5’%‘2 m]}],

Postepujac analogicznie zamiast (5.23) otrzymujemy
— 2 _2 1~ 84 p—2VCit
(527)  ex= 3 [t c—*{l — o V(Cyt)™e +

L bGy

-+ 2—0’2.({(0*1)3_6(0*:)2_}_36'(C* 1)—148 [1 — 714‘]/7—5(0*1‘)”"“9‘2 m]}] .

Rozwazajac (5.24) nalezy, przyjmujac dostatecznie duze wartosci ¢, pomingé
odksztalcenia nieokresowe. Przy takim zaloZeniu znajdujemy

(5.28) gy = Ay cos (pt— 6*)+B;‘° sin (2pt—v,),
gdzie wprowadzono oznaczenia
(5.29) By =Y DiA B, tgya=pt

*

Wynik (5.28) mozna tez przedstawi¢ w postaci wzoru
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ex = Fy(p, t) cos [pt—d(p, )],
jednak ziozona budowa funkeji Fy(p,t) i §(p, t) uniemozliwia jego zastosowanie.
Zalezno$é funkeji tgy, od czgstosei drgan mozna otrzymaé dla dostatecznie
duzych czestosci przy Cy/2p < 1 w postaci
(5.30) - —— P
2P i0—~|—1——loggiy
Ck 2p

oraz dla malych czestotliwosci drgan przy Cy/2p > 1

*
2p
5.6. Pole petli histerezy mechanicznej. Pole petli histerezy, okreslone zwigzkami
(5.3) 1 (5.28), podzieli¢ mozna na dwie czesci zalezne odpowiednio od amplitud
oo 1 o2}
v 1 Bg.

Dla czedci zaleznej od amplitudy Ay, zgodnie z [2], moZzna napisaé

(5.31) | ' tgyy = tg

(5.32) 0, = ncAZsindg.
Uwzgledniajgc (5.16) otrzymuje sig
(5.33) Q) = medy.

Dla czedci pola petli histerezy uzaleznionej od amplidudy Bg mozna znalezé

wyrazenie

8

3
Dla wyprowadzenia tej zaleznodci wychodzimy ze wzoréw (5.5) i (5.28)

zapisanych w postaci

(5.34) Q, =~ ¢D,.

0= g,co8 wt,
e = g;sin (2wt —§).
Z pierwszego z tych wzordw okresla si¢ funkcje
/T T e 2
sin 2wt = 2—0— ]/1 - (i) oraz  cos2wt = 2 (i) —1,
Oy ay ag

ktére, wprowadzone w druga z podanych zaleznosci wyjsciowych, pozwalaja
uzyska¢ krzywa petli histerezy w postaci
& o a\? a\
— =2— 1——(——) cosé—[Z(———) —l]siné.
& Oy a0y ‘ 0o/
Uzywajgc dla uproszczenia zmiennych bezwymiarowych
y=i, x::i, smd =a, cosd=2~0,
&g . Go
réwnanie krzywej petli histerezy mozna przedstawi¢ w postaci

y = (1—2x2) a-2b 1/x2(1—x?).
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Krzywa ta zostala pokazana na rys. 1, na ktérym wprowadzono oznaczenia

145 1—b 1—b 14-b
NV A A Y
I Wykonujac catkowanie otrzymuje sie
s pole powierzchni zamknigte] krzywa
8
D= §l)800'0.

Wzér ten po uwzglednieniu wartosci
wsp6lczynnikéw b, g, i a, prowadzi

» 4 _do (5.34). Stad za pomocy (5.33)
X1 X2 3 X X 1(5.34) catkowite pole petli histere-
Zy Wynosi

(5.35) Q = c(nAﬂL%D,,,).

W celu lepszego zobrazowania wy-
= niku mozna zalezno$¢ (5.35) przed-
stawi¢ w postaci

(5.36) R = we+w,cd,

Rys. 1

przy oznaczeniach

: ™ 8D,

(5.3 7) w() - c ) wl* 302 ’

zgodnie ze zwigzkami (5.11) i (5.25). Korzystajgc ze wzoréw (5.11) i (5.25)
mozna tez okredlié zalezno$é pola petli histerezy od czestoéci drgai. Dla nie-

zbyt matych czestosci czyli‘dla Cylp € 1, otrzymujemy

cav o= G G (G Tt G oer 55 (5]

5.7. Tlumienie drgan w tworzywach o ladcuchowej budowie czasteczek. Wychodzac
ze znanego dla rozwazanego materialu pola powierzchni petli histerezy
mozna w sposéb przyblizony wyznaczyé logarytmiczny dekrement tlumie-
nia drgan,

W przypadku drgan tlumionych przy wzglednie slabych zalozeniach wy-
chylenie mozna przedstawi¢é w postaci

& = Ae~cos (pt—6),
co pozwala prazy ograniczeniu si¢ do przebiegéw cigglych znaleZ¢é zmiang ampli-
tudy drgani dla pewnego ustalonego f, i w jego otoczeniu jako
(5.39) 2= g,
gdzie £ = 3,f(¢¥).

Z kolei przez analogie do tlumienia liniowego logarytmiczny dekrement

thumienia przybiera postaé

(5.40) y= /(T
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lub

(5.41) 7= log—=

Fsr1

gdzie 2, okresla amplitude s-tego cyklu drgan w otoczeniu punktu ¢ = ¢,.
Nastepnie, definiujac miarg tlumienia jako

2 2
(5.42) £ T 0erL
1 postugujac sie zwiagzkami (5.39), (5.40) i (5.42), znajdujemy zaleinos$é pomiedzy
miarg tlumienia a logarytmicznym dekrementem tlumienia
§=1—e2x

Przyjmujac nastepnie dla dostatecznie malych wartoéci y jako przyblizenie
funkcji wyktadniczej dwa pierwsze wyrazy jej rozwinigecia w szereg

e =1-2y} ..
otrzymuje sig¢
1
(5.43) X = 72—5 .

Z kolei, przyjmujac proporcjonalnoé pracy do kwadratu amplitudy, mozna
napisaé
(5.44) 22—z, = xQ,
gdzie Q jest okreslone przez (5.36), a x oznacza pewien wspélczynnik. Zaleznosé
(5.37) nalezy traktowaé jako przyblizong biorgc pod uwage fakt, Ze w procesie
tlumienia drgad swobodnych wykres tych drgai ma postaé pewnej spirali,
ktdra jest jedynie zblizona do petli histerezy drgan wymuszonych.

Uzywajac zaleznoéci (5.42), (5.43) i (5.44) oraz przyjmujac %, = ¢ uzyskuje
si¢ ostatecznie

(5.45) 7 = tyt+u,c,
przy oznaczeniach
(5.46) Ug = KWy, Uy = AWy,
gdzie w, 7 w; okre§lone s3 odpowiednio zwigzkami (5.37).

Korzystajagc z poprzednio otrzymanych wynikéw [podanych zwigzkiem
(5.38)] i z oznaczed (5.46), otrzymujemy w podobny sposéb dla Cy/p < 1
zalezno$é dekrementu ttumienia od czesto$ci drgan w postaci

Cix C Gc C,  [C\°
547) 5= Ca% {[1 Cs ()] *[1 ,Cx (..)]}
( ) X Ep? g')’P+ ? +3P ogy 2P+ 2p

Pamieta¢ jednak nalezy, Ze tylko w otoczeniu punktu ¢ = #, mozna uznac
logarytmiczny dekrement tlumienia za staly. W rzeczywistosci jest on wyraZnie
zalezny od czasu.
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6. Weryfikacja doSwiadczalna

6.1. Dobér stalych materialowych. W celu sprawdzenia przydatnosgei otrzymanych
wynikéw do zastosowan praktycznych wykorzystano do$wiadczenia przeprowa-
dzone przez ALFREYA i wspdlpracownikéw, opublikowane w pracy [11].

Do weryfikacji wybrano préby przeprowadzone na technicznym nylonie
66, o cigzarze wlasciwym 1.08-1.14 G/ecm® i o wilgotnosci wzglednej 309
w temperaturze 36.0°C, poddanym uprzednio réznorodnej obrébce mechanicz-
nej, a co za tym idzie, o réznych wladciwodciach fizycznych. Préby petzania
prowadzone byly przy réznych obcigzeniach w aparacie umozliwiajgcym zacho-
wanie stalego napiecia, niezaleznie od wielkosci odksztatcenia.

Opublikowane wyniki sa $rednig arytmetyczna danych, uzyskanych dla
poszczegdlnych punktéw z kilkudziesigciu prébek. _

Zastosowana technika laboratoryjna i aparatura pomiarowa pozwolily prak-
tycznie uwolni¢ si¢ od bledéw samego pomiaru. Pozostal wigc jedynie biad
niejednorodnosci préobek, btad nie do uniknigcia przy uzyciu widkien technicz-
nych w badaniach naukowych.

Przyjmujemy nastepujace wartosci stalych materialowych, wystepujacych
we wzorze (6.1).

Tablica 1
o 455 kGJem? 910 kG/cm? 1370 kG /cm?
E 22200 38200 20300
Cy 0.5 0,25 2,5
G, 0,019 0,0101 _ 0,028
€0 1,07 - 102 2,6 - 102 4,29 - 102

W obliczeniach zastosowano wzér roboczy nadajacy sig do uzytku praktycz-
nego w postaci

(6.1) £ = so—l——g,—[l—Z(C'*t)Kz(Z VCeD)+-Gyat].

Wynika on z (5.22) przez pomini¢cie w nim wyrazéw matych wyzszego
rzedu. Na podstawie danych do§wiadczalnych stwierdzamy, ze dla
(6.2) Cyt <15,

zamiast zaleznosci (5.22) mozna stosowaé zwiazek (5.7).
Przy dobieraniu stalych w zaleznoéciach (5.7), (5.13), (5.22) i (5.26) bardzo
pomocne s3 wykresy funkeji (rys. 2)

y = 1-2tK,(2/9)
oraz funkcji

y=1—1,77 "% exp [—2V1].
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W praktyce najfatwiej jest dobieraé¢ poszukiwane stale w sposéb graficzny,
przy czym najdogodniej jest nanosi¢ dane do$wiadczalne na wykres funkgji:

y = 1-2tK,(2/1).

Z powodu charakteru proponowanej zaleznosci nie jest rzecza mozliwg roz-
wiklanie jej ze wzgledu na . Jednak zastosowanie metody kolejnych przy-

A a

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 © # 12 A

=%
N g4 ]

@ /‘V
=N a1 /

0 Q2 03 04 G5 06 Q7 08 Q9 10 {1 12 t

Rys. 2

blized przy poczatkowym zalozeniu C, = 1 prowadzi do$¢ predko do celu.
Dla czaséw okreslonych nieréwnoscig
(6.3) Cxt =8
mozna stosowaé wyrazenie (5.13) wzglednie, jesli nieréwnosé (6.2) nie jest
spetniona, wyrazenie (5.26).
Przyjecie wzoru przyblizonego (6.1) prowadz1 w praktyce do bledéw duzo
mniejszych od 1%. Poréwnujgc wyniki do$wiadczalne z wynikami obliczonymi
z tego wzoru znajdujemy wartoéé bledu $redniego

F=147%.

W celu lepszego poréwnania wynikéw do$wiadczalnych z wynikami wynikajg-
cymi z proponowanej zaleznosci przeprowadzono test y% Pearsona sprawdzajac,
czy rozktad bledu jest zgodny z rozkladem normalnym Gaussa. Chodzilo
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przy tym o sprawdzenie przydatnosci proponowanego wzoru, a nie o sprawdze-
nie poprawnos$ci doboru stalych w poszczegélnych przypadkach. Zakladajac
jednakows rzetelnoé¢ wykonania trzech rozwazanych zbioréw do$wiadczen jak
réwniez jednakowg rzetelnoéé doboru wszystkich stalych z tablicy ‘1, potraktowa-
no bledy wystepujace w tych do$§wiadczeniach jako nalezgce do jednego zbioru.

Przeprowadzony test 3 stwierdzil przydatno$é¢ proponowanej zaleznosci
do opisania wynikéw doswiadczen oraz okreslit prawdopodobienstwo uzyskania
odchylenia wiekszego niz %® na

(3 D) =11,3%.

W tablicy 2 zestawiono (w lewych kolumnach) wyniki uzyskane przez
ALFREYA 1 wspdipracownikéw [11] dla kaidego z obcigzen oraz (w prawych
kolumnach) odpowiednie wyniki uzyskane ze zwigzku (6.1) przy uzyciu wspéi-
czynnikéw wedlug tablicy 1. W celu uproszczenia zapisu wyniki pomnozono
przez 104

Tablica 2
o kG/em? 455 910 1370
¢ min &4 & &y & &4 &
0.1 108 108 261 272 430 435
0.25 113 110 286 288 450 444
0.5 115 113 306 305 460 456
1.0 121 118 323 325 476 470
2.25 130 127 339 347 484 485
4.25 135 136 348 358 494 493
8.0 144 146 359 361 500 496
15.0 © 152 156 365 363 506 498
30.0 163 162 373 365 514 501
60.0 169 168 379 371 518 507
120.0 179 178 386 382 518 519
180.0 185 189 388 392 524 531

W tablicy 3 podano bledy wzgledne, okre§lone zaleznoscia

Eg—E&,

r=100

P

i uszeregowane w siedmiu klasach bledéw.

Tablica 3
—00-0.5 0.5-1.0 1.0-1.5 1.5-2.0 2.0-2.5 2.5-3.0 3.0-00
0.00 0.54 1.05 1.58 2.10 2.53 3.25
0.19 0.55 1.05 1.74 212 262 4.20
0.20 0.56 1.16 2.14 2.65
0.20 0.59 1.26 2.16 2,90

0.61 1.33 2.31
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c.d. tablicy 3

—00-0.5 0.5-1.0  1.0-1.5 1.5-2.0 2.0-2.5 2.5-3.0 3.0-00
0.62 1.33 2.36
0.70 1.39 2.48
0.74
0.80
0.87
0.59 6.58 8.57 3.32 20.67 10.70 7.45

Na podstawie powyzszej tablicy obliczono biad $redni 7 = 1,47 9.
Tablica 4 stuzy do obliczenia wielkosci ¥

Tablica 4
7i ri—7 (ri—7)? 4 P(x) = n; (ri—m)?
oo =T Poo=36P) M T
1. 0.25 —1.22 1.49 00-—0.915 0.1802 6,48 4 0.947
2. 0.75 —0.72 0.52 —0°915-—0.443 0.1487 5.35 10 3.85
3. 1.25 —0.22 0.048 —0.443-0.028 0.1823 6.56 7 0.03
4, 1.75 0.28 0.078 0.028-0.5 0.1803 6.48 2 3.08
S. 2.25 0.78 0.61 0.5-0.97 0.1425 5.13 7 0.68
6. 2,75 1.28 1.54 0.97-1.44 0.0911 3.28 4 0.16
7. 3.25 1.78 3.16 1.44-00 0.0749 2.69 2 0.176
7.446 1.0000 36 8.923

Opracowano ja wedlug pracy W. Romanowskiego [12].

Na jej podstawie uzyskano wielkoéé odchylenia sredniego » = 1,06 oraz
2% = 8,923,

Liczba stopni swobody rozkladu wynosi /= 7—2 =15, gdyz utworzono
dwa zwiazki okreslajgce 7 i » na podstawie danych do$wiadczalnych.

Kryterium réznic nieistotnych miedzy rozkladem Gaussa a rozkladem
empirycznym jest, wedhug [12],

*—1
V21

Podstawiajgc dane liczbowe otrzymujemy

< 3.

2__
il Y

V2l

6.2. Dyskusja uzyskanych wynikéw. Wychodzac z najogdlniejszych zaleznosci
reologicznych i budowy fizycznej tworzyw sztucznych o budowie laicuchowej
\‘;yprowadzilis’my w pracy nowe zaleznodci, okre$lajgce zachowanie si¢ wspo-
mnianych tworzyw pod prostym obcigzeniem jednoosiowym réznych technicz-
nie waznych typéw. Nalezy tu zaznaczy¢, ze — jak to wykazuje ALFREY [3] —
spos6b utozenia laficuchéw czgsteczek w przestrzeni nie ma decydujgcego wplywu
na wlasnosci sprezyste i lepkie tworzywa. Wobec tego zwigzki podane w pracy
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powinny byé obowigzujgce dla wszystkich tworzyw o budowie laficuchowej,
nie wykazujacych zjawiska wzmocnienia.

Biorgc pod uwage dwa rodzaje bledéw dominujacych przy poréwnywaniu
wynikéw teoretycznych i do$wiadczalnych, mianowicie biad wynikajacy z nie-
jednorodnosci prébek oraz btad doboru stalych, nalezy wyniki podane w po-
przednim punkcie uznaé za pozytywne i zupelnie zadowalajgce.

Zastosowany test y* stwierdza oczywidcie jedynie dobrg zgodno$é propono-
wanych zaleznosci z danymi do$wiadczalnymi, uzyskanymi w konkretnym
przypadku. Jezeli dalsze wielokrotne badania potwierdza przydatno$é pro-
ponowanej teorii, to nalezy przypuszczaé, ze zwigzki uzyskane w pracy mogs
znalez¢ duze zastosowanie w opisywaniu wiasnosci mechanicznych tworzyw
o laficuchowej budowie czgsteczek.

Dla konkretnego dos$wiadczenia, to znaczy dla nylonu 66 poddanego prdébie
pelzania przy rozciaganiu w czasie do 3 godzin, mozna stwierdzi¢ dodatkowo,
Ze przy czasach

(6.4) Cyut > 15

mozna zastosowaé zalezno$é pelzania

2
(6.5) o= gy Ont
w postaci analogicznej do proponowanej przez wielu badaczy zjawiska pelzania
zaleznodci empirycznej,

(6.6) e = ¥4 Ca™t,
ktéra daje zupelnie dobrg zgodnosé z doswiadczeniem.

Dla czaséw nie spetniajacych warunku (6.4), szczegélnie (6.3), nalezy sto-
sowaé zalezno$¢ (6.1). Charakter jej powoduje niestety konieczno$é poszuki-
wania funkcji aproksymujacej, lepiej nadajgcej sie do obliczen. Zwigzek (6.1)
nie pozwala, w celu szukania parametréw funkcji aproksymujgcej, na zasto-
sowanie ani metody najmniejszych kwadratéw, ani metod pokrewnych. Funkcje
aproksymujacg uzyskaé jednak mozna w sposéb przyblizony. Proponujemy
stosowaé tutaj do obliczen funkcje przyblizong

(6.6) e = eot+ 2-{exp[— (Cot)"*2 +Glyat},

bardziej odpowiadajaca potrzebom technicznym i dajaca niewielkie btedy.

Na uwage zastuguje wreszcie fakt, ze zgodnie z zaleznodcia (5.35) pole
powierzchni petli histerezy mechaniczne] roénie wraz z trzecia potggg ampli-
tudy obcigZenia, co réwniez wydaje si¢ wskazywaé na poprawno§é uzyska-
nych wynikéw.

Na zakorczenie nalezy zaznaczy¢, ze dalszym etapem w badaniu tworzyw
sztucznych o budowie laficuchowej powinno byé poréwnanie na podstawie
dostatecznie duzej liczby przypadkéw wynikéw doswiadczalnych z wynikami
uzyskanymi z proponowanych zwigzkéw. Konieczne bedzie takze wyznaczenie
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szeregu stalych na drodze teoretycznej i pordwnanie ich z wynikami doswiadczen,
gdyz obecnie stale te wyznacza si¢ dla kazdego konkretnego przypadku oddziel-
nie. :

Nastgpnym krokiem do poznania wlasnosci tworzyw sztucznych byloby
poszukiwanie teoretyczne 1 dod$wiadczalne sprawdzenie prawa, rzadzacego
zmiang objgtosci; jest to konieczne przy badaniu przestrzennego stanu odksztal-
cenia. Do zagadnienia tego autor ma zamiar powrdcié w swoich dalszych bada-
niach.

Wreszcie wydaje sig konieczne znalezienie funkcji odwrotnej do (4.22) w opar-
ciu o metody badan réwnan catkowych.
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Peswome

WCCJIEMOBAHUSA MEXAHWYECKWX CBONCTB HEKOTOPBIX TIJIACTMACC

PaGoTa nOCBANIEHA ONpESIEHAI0 TEOPETHUECKHM IIYTEM 3aBHCHMOCTH HaNpsoKenne — gedop-
MalUst I HEKOTODOTO TMIIA IJIACTMACC, B CJIyYae OCEBOrO PACTSIKCHHA.

3HauUTENHbIE 3ATPYNHEHUS MATEMATHYECKOTO XaPAKTEPa CONYTCTBYIOLME MIONBITKAM ONMHUCAHHS
MaKPOCKONMUSCKMX SBJICHUI MPOMCXOJAIUX B MaTEPHAle HAa OCHOBE H3BECTHONH MHUKPOCTPYKTYPbI
3aCTABJIAIOT HMCCAEADBATENEH MPUMEHATh aHAmoruu. Ilpu mMccneoBaHHM MEXaHHMUYECKHX CBOHCTE
pPeayipHBIX MATEPHAJIOB TAKHMH 3HAJOTMAMM ABJUIIOTCH MEXAHMYECKHE MOJETM TBEPHOro TeJa.
B aroft paGoTe aBTOPOM BbIOPAHA MEXAHHUECKAs MOMLENb TBEPAOIO TEJIA, XAPAKTEPM3YHOLLAIC
HENpepsrIBHOH (DYyHKUmel ynpyroro nocieneicTeust. OTa (pyHKUMA Oblya BEIBEJECHZ IyTEM pac-
CY>KJAEHMH OCHOBAHHBIX HA U3BECTHOM BHyTpeHHEH CTPYKTYPE ILUTacTMAcChl, TAK YTOOLI MOJYYATEL
3aBHCHMOCTb BO3MOXKHO MNPHUBIMKEHHYIO K NeHCTBUTEIbHOH.

7 WMechanika teorelyczna
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IOnsa monyueHus: cooTBeTCTRIlIONLEH 3aBUCHMOCTH aBTOP BOCIIOJIL30BANCA 3aKoHomM DPitopu Be-
DOSITHOTO PACTIPCAESICHHS MOJIEKYIAPHOIO BECA IIACCTMACh] (CBOASILMMCSA I pACKIpenencHuIo )
1 (bopmynoit XUITHHCA CBASBLIBAIOLICH MONEKYJIAPHBIHA BEC NJACTMACCHI C €€ BSI3KOCTLIO, B pesyts-
Tate ObEIA MOJYUYEHA 3aBHCHMOCTH MEKAY HanpsbKeduem, aedopmaumeii m BpemeHem B BHAE

3

¢ — e(0)+2 C];* j () [C(t— 2 K2 Y Tyt — 031D,
0

rae K, (1) obosnauaor dhynxuao Max Jonansaa, a C, M E ABAAIOTCS KOHCTAHTAMM MaTEpHaNa.
B paGore npuBeneHsl Taloke 3aBHCHUMOCTI onpepachsaioilye gedopMauiy O 4acTO BCTpeualo-
IIUXCST Ha NPAKTHKE HArPy30K H 3aBHCHMMOCTH MEX(Y TEXHUYECKMMH HANpPAYKeHUEM (OTHeCeH-
HBIM K CEUEHHIO 00pasla B HAuasjbHLIT MOMEHT HArpysKH), BPEMEHEM H JEeHCIBUTENLHBIM Ha-
NPSDKEHHACM JICHCTBYIOLIMM HAa HCCHEAVEMbIA 3JIEMEHT B IPOH3BOJIBHLI MOMEHT HarpysKH.
TTonyueHyble Pe3yNLTATHL ObLIH CBEPEHLI C ONLITHLIMHM JJIFI CIYJYad MPOCTOrO MOJI3AHUS [IPHUEM
ObII0 OOHAPYIKEHO YNOBJICTBOPHTEJILHOE COOTBETCTBME JAHIBLIX, B CBABH C YCM BLIBEACHHDLIE
B paloTe 3aBHCHMOCTH MOYKHO CUHTATh NPHrONHLIMH JJNA NPUMEHEHHST HA NPaKTHKe.

Summary

INVESTIGATION OF MECHANICAL PROPERTIES
OF CERTAIN TYPES OF PLASTICS

This paper is aimed at determining by theoretical consideration the stress—strain relation for
a certain type of plastics in the case of axial tension.

Since the attempts of describing the macroscopic phenomena which occur in the material,
on the basis of the known microstructure, encounter considerable mathematical difficulties,
the corresponding investigations are mostly carried out by employing analogies. In the case of
mechanical properties of actual materials such analogies are represented by mechanical models
of solids. The author selected a mechanical model of the solid body which is characterized by
a continuous function of the elastic aftereffect. This function has been deduced from the known
internal structure of the plastic so that the relation obtained might as well as possible approximatc
the actual conditions.

In order to obtain the relevant relation there have been used Flory’s law of probability distri-
bution of the molecular weight of the plastic (which reduces to the £ distribution)and the Huggins
relation connecting the molecular weight of the plastic with its viscosity. In conclusion of
the paper the author obtained the relation between the stress, the strain and the time in the

form
t

& = e0)+2 Sx. [ o@IC.t— DK 2 YT,
0

where K;(u) denotes the Mac Donald function, while Cy and E are material constants. Also the
relations determining the strain produced by loadings which are most frequently encountered
in practice have been obtained as well as the relations between the technical stress (related to the
cross-section of the test piece at the beginning of loading), the time and the actual stress which
acts on the tested element at an arbitrary moment of loading. The results obtained having been
confronted with experiments for the case of simple tension creep showed a satisfactory compati-
bility, thus the relations derived in the paper can be used in practical applications.

POLITECHNIKA WARSZAWSKA

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 4 pagdziernika 1962 7.
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1. W dniach od 2 do 13 wrzesnia 1962 roku odbytla si¢ w Krynicy tradycyjna juz (siédma z kolei)
konferencja naukowa Zakladu Mechaniki Osrodkéw Cisglych IPPT PAN. Zgrupowala ona,
jak zwylle, wigkszosé polskich pracownikéw nauki i inZynieréw zainteresowanych problematyka
mechaniki o$rodkéw cigglych, w szczegdlnosci teoria sprezystosci, plastycznosci i wytrzymalosci
materialéw. W programie konferencji znalazla si¢ takZe pokaZna liczba referatéw poswigconych
wybranym zagadnieniom teorii konstrukeji. Wérdd uczestnikéw konferencji ponad 509, stanowill
pracownicy nauki z Instytutu Podstawowych Probleméw Techniki PAN, na resztg zas zloiylo
sig¢ kilkudziesieciu zaproszonych gosci ze szkSl wyzszych i instytutéw podleglych Ministerstwu
Szlkdl Wyzszych, z instytutbw resortowych oraz dziesigciu gosci zagranicznych (z USA, W. Bry-
tanii, CSRS, Rumunii i NRD).

Ocena naukowych rezultatéw konferencji, wobec jej nader obszernej i bogatej tematyki,
wykracza poza ramy naszego przegladu. W zwigzku z tym ograniczymy si¢ tutaj do krétkiego
oméwienia przedstawionych w Krynicy referatéw kladac nacisk na pracc—naszym zdaniem — bad#%
to najbardziej interesujace, badZ tez najbardziej charakterystyczne dla dzialalnosci réznych osrodkdw
1 grup naukowych. W ten sposéb nasze opracowanie nie bgdac w stanie daé glebokiej i krytycznej
analizy dorobku naukowego konferencji krynickiej stanowié moze material informacyjny, charakte-
ryzujacy kierunki badan i stopiefi ich zaawansowania w poszczegblnych osrodkach naukowych
w Polsce.

Dla ulatwienia orientacji w bogatym materiale konferencji podzielono siedemdziesigt wygtlo-
szonych na niej referatéw na kilka mniejlub bardziej luzno ze sobg powigzanych grup tematycz-
nych. Do pierwszej grupy zaliczono prace z zakresu klasycznej teorii sprgzystosci, termospregzys-
tosci, zagadnien nieliniowych teorii sprezystosci oraz fizyki ciala stalego. Grupa ta byla powigzana
$cisle z druga grupa, w ktérej umieszczono prace z zakresu zagadnien podstawowych fizyki oérodka
ciaglego ze szczegdlnym uwzglednieniem zagadnienia pol sprz¢zonych.

Nastepna grupa obejmowala zagadnienia podstawowe reologii, teorii pelzania i plastycznosci;
poprzez zastosowania metody no$noéci granicznej w obliczanju konstrukcji wigzala si¢ ona tema-
tycznie z grupa nastepna, ktéra dotyczyla bezpoérednich zastosowan wynikéw badan podstaw owych
w zagadnieniach technicznych i konstrukcyjnych. Grupa ta obejmowala wybrane zagadnienia z za-
kresu teorii konstrukcji dZwigaréw powierzchniowych i ukladéw pretowych, spreZystych i spre-
zysto—plastycznych. Przeglad zamykala skromna objetoéciowo grupa prac eksperymentalnych
w bad aniach wytrzymaloéciowych.

2. Grupe referatéw poéwigconych teorii sprezystosci, termosprezystosci i fizyki ciala stalego
otwierala praca G. C. MoisiLa (Rumunia), dotyczqca plaskich zagadnient teorii spreZystosci cial
anizotropowych. Prace dwéch amerykanskich uczestnikéw konferencji, E. SaiBELA 1 W. A. NasHa
dotyczyly duzych sprezystych ugieé plyt cienkich oraz dynamicznej statecznosci cienkich powlok
sprezystych. E. JERABEK (CSRS) w swym przegladowym referacie oméwil pewne osiggnigcia uczo-
nych czechoslowackich, dotyczace badania rozprzestrzeniania si¢ fal uderzeniowych w kon
strukcjach.

i
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Jesli chodzi o autorédw polskich, to J. Ienaczak (Warszawa) wyglosil referat omawiajacy kwestie
zupelnosci naprezeniowych réwnan ruchu (Beltramiego—Mitchcella) liniowej teorii sprezystosci.

W programie konferencji krynickiej znalazly si¢ takie zagadnienia w minimalnym tylko stopniu
reprezentowane na poprzednich konferencjach. Naleza do nich zagadnienia zwiazane z teorig
skonczonych odksztalcent sprezystych. Na fakt ten wplynglo bezsprzecznie systematyczne zajmo-
wanie si¢ tymi zagadnieniami w Zakladzie Mechaniki Osrodkéw Ciaglych IPPT PAN, a takse
zwiekszone zainteresowanic sie ta problematyka w innych osrodkach naukowych.

Zagadnieniem statecznodci cial sprezystych poddanych wstegpnym odksztalceniom skonczonym
zajelo sie kilku autordw. W swojej pracy przegladowej W, UrBanowskr (Warszawa) podial zadanie
pelnego przedstawienia probleméw statecznosdci poczawszy od pierwszych prac A. E. Greena,
R. S. Rivlina, R. T. Shielda, E. W. Wilkesa, A. J. M. Spencera i innych, az do ostatnich wynikéw
uzyskanych w kraju. Zagadnienie statecznosci rozwazano nakladajac na cialo, poddane wstegpnym
odksztalceniom skoticzonym, pewne dodatkowe male odksztalcenia i rozwigzujac nastgpnie od-
powiedni problem brzegowy. Dla ukladéw zachowawczych sposéb ten umozliwia obliczenie kry-
tycznych wartosci parametréw, przy ktérych nie jest juz mozliwa trwala réwnowaga ciala wst¢pnic
odksztalconego. Na drodze tej rozwigzano zagadnienia statecznosci rozcigganej i skrgcanej rury
lkolowej, walcow i plyt rozciaganych lub dciskanych na swoich obwodach, statecznosci pasma roz-
cigganego itp.

W tej samej grupie tematycznej przedstawiono réwniez dwie oryginalne prace poswigcone
zagadnieniom statecznosci. W pierwszej z nich pt. «Wariowane stany duzych odksztalcenn membran»
GUuo-ZHONG-HENG (Warszawa), w oparciu o zaloZenia teorii membran, okreslil stan bliski stanowi
odksztalcenia membrany wyznaczajgc pierwsze wariacje wszystkich wielkosci charakteryzujacych
jej odksztalcenie. W ten sposob zagadnienie stateczno$ci sprowadzone zostalo do rozwiazania ukladu
réwnari liniowych z trzema niewiadomymi skladowymi wariacji wektora polozenia.

Nastgpna praca przedstawiona. przez Z. WEsorowskizGo (Warszawa) rozwigzuje zagadnienie
statecznosci walca kolowego poddanego skoficzonemu rozcigganiu w kierunku osi. Dla walca
wykonanego z materialu nieliniowo sprezystego i niedcisliwego okre§lono stan naprezenia,
a nastgpnie nalozono na niego dodatkowy uklad matych odksztatcen niejednorodnych sprowa-
dzajae w ten sposéb zagadnienie do problemu brzegowego, ktérego wartosci wlasne s3 poszukiwa-
nymi wydluZzeniami krytycznymi. Rozwigzanie uzyskano korzystajgc z szeregéw trygonome-
trycznych; szczegbélowa dyskusja przeprowadzona zostala na konkretnym przykladzie liczbowym.

S. Zanorskr (Warszawa) zajgl sig¢ zbudowaniem réwnan teorii duzych odksztatcenn sprezystych
w powigzaniu z geometria ciala nieodksztalconego. Przedstawiony przez autora sposoéb rozwiazy-
wania zagadnienia brzegowego znajduje zastosowanie w takich przypadkach, w ktérych nie udaje
si¢ przewidzieé a priori geometrii ciata odksztalconego nawet z doktadno$cig do pewnych dowolnych
funkeji lub parametréw. Okre$lono warunki réwnowagi i warunki brzegowe, warunek niescisli-
wosci, pracg przygotowana i réwnania fizyczne oraz wykazano ich powigzanie z zaleznosciami
stosowanymi w metodach odwrotnych i pdlodwrotnych,

Druga praca Guo—ZHONG-HENGA dotyczyla pochodnej czasowej tensoréw w mechanice konti-
nuum. Autor poddal w niej krytycznej analizie rézne definicje pochodnych czasowych, wprowa-
dzanych gléwnie przy formulowaniu réwnan konstytutywnych o§rodkéw reologicznych. Opie-
rajgc si¢ na pewnych szesciu wlasnodciach, jakimi — zdaniem autora — powi.nna charaktery-
zowad si¢ pochodna czasowa tensora, oraz eliminujac cze$é bierng danego tensora, pochodzjcy
od obrotu czgstki kontinuum, zdefiniowano og6lng pochodna czasowy tensora wzgled nego,
tzw. pochodng konstytutywna. W szczegdlnych przypadkach definicja ta pokrywa sie z definicja

Zaremby i Jaumanna. ]
Cz. WozN1ak (Gliwice) w pracy pt. «Odksztalcenia skonczone osrodka cigglego w ujeciu teorii

grup» rozwazal sposéb opisu duzych odksztalcen osrodka ciaglego, otwierajacy nowe mozliwosci.
Zamiast odwzorowan punktowo-punktowych przestrzeni za punkt wyjécia przyjeto odpowiednie
przeksztalcenia tensor6w metrycznych dla oérodka odksztalconego i nieodksztalconego. Przy usta-
lonej metryce osrodka nieodksztalconego przeksztalcenia takie tworzg grupg otrzymywana na drodze
holomorficznego odwzorowania pewnej grupy afinoréw nieosobliwych. Rozkladajac petng grupe
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liniowsg otrzymano trzy podgrupy przeksztalcen anizometrycznych, okreslajyce odksztalcenia réwno—
objetosciowe i odksztalcenia zachowujace katy miedzy liniami wspéirzednych. Proponowany
opis odksztalcenia zastosowano w przykiadzie duiych odksztalcen powloki cienkosciennej.

Tematem pracy P. WILpEGo (Gdansk) bvly skonczone odksztaleenia termiczne w cienkich
plytach o zerowej sztywnoéci zginania. Stan napr¢zenia w plycie wyznaczono z warunku, aby —nie-
zaleznie od zmiany tensora metrycznego powierzchni ogrzanej plvty — powicrzchnia plyty po-
zostala euklidesowa. W ogblnym przypadku powierzchnia plvty stalaby si¢ powierzchnig Riemanna.
W szczegolnosei dla plyt kolowo-symetrycznych i pasm plytowyeh zanalizowano zagadniente
odprowadzenia ciepla z powierzchni oraz rozwazono rozwigzania uwzgledniajgce wylaeznie efekty
drugiego rzedu.

Bardziej klasyczny kierunek tcrmosprezystosci reprezentowala praca S. ZiELINSKIEGO (1.6dZ),
ktory zajal si¢ zagadnieniem statecznosci plyty kolowej o brzegach swobodnych, poddanej dziala-
niu pola temperatury. Zrédlo ciepla umieszezone wewnatrz plyty kolowej moze, przy okreslonej
wydajnosci, spowodowac wyboczenie takiej plvty. Autor zajmowal si¢ dyskusja mozliwych po-
staci takiego wyboczenia.

Osobng grupe stanowily cztery referaty M. MATCZYNSKIEGO, Z. OLESIAKA, M. SOKOLOWSKIEGO
(wszyscy z Warszawy) i G. SzerERA (I{rakéw). Dotyczyly one stanu naprezenia, w szczegdlnosci
koncentracji naprezen, zwigzanych z niecigglymi warunkami brzegowymi w teorii sprezystosci.
Autorzy zastosowali tu dwie rézne metody rozwigzywania problemu. M. MAarczyNskt 1 M. SoKko-
LowsKkI rozwazali zagadnienia sciskania pasm tarczowych czeéciowo utwierdzonych, czgsciowo
za$ swobodnych na krawedziach. Zagadnienia tego rodzaju dajy si¢ sprowadzié cdo réwnania cal-
kowego (zazwyczaj osobliwego) lub do ukladu takich réwnari. W tym przypadku autorzy poszli
inna droga i omijajac rownania catkowe rozwiagzali réwnowazne réwnania typu Wienera—Hopfa.
Zastosowano przy tym wersj¢ przyblizona metody Wienera—Hopfa, co pozwolilo autorom otrzy-
maé efektywne 1 wzglednie proste rozwigzanie ukladu réwnan calkowych. Zastosowana przez
autordw metoda okazuje sie szczegdlnie uzyteczna wtedy, gdy sztywnos$é podpér nie jest nieskon-
czona (podpory typu winklerowskiego), tj. gdy réwnowazne réwnania calkowe Fredholma sg
drugiego rodzaju.

Nieco inaczej podeszli do zagadnienia Z. OLEesiak i G. SziFER. Rozwazali oni zagadnienia
osiowo-symetryczne. Pierwsze z nich — to problem szczeliny kolowej w nieograniczonej prze-
strzeni zlozonej z dwoéch osrodkdéw sprezystych o réznych charakterystykach mechanicznych
i termicznych. Drugi problem dotyczyl nieograniczonej warstwy sprezystej opartej dolna po-
wierzchnig na niepodatnym podiozu z wyjatkiem obszaru kolowego, w ktérym powicrzchnia
ta byla swobodna od naprezen. Zagadnienie to stanowi wyidealizowany model mogacy znalezé
zastosowanie przy budowie kopali i tuneli.

Oba wymienione zagadnienia przez zastosowanie calkowej transformacji Hankela sprowadzone
zostaly do uktadéw dualnych réwnan catkowych. Réwnania tego rodzaju przy dostatecznie prostej
budowie dajg si¢ rozwigzaé w sposéb $cisty. W przypadku pracy G. SZEFERA zastosowano pewng
metode przyblizong. W pracy Z. Olesiaka z powodu otrzymania ukladu dwéch par dualnych
réwnan catkowych zagadnienie okazalo sie bardziej zloZzone.

Przeglad prac pierwszej grupy tematycznej koricza referaty M. ZORAWSKIEGO (Warszawa)
i Z. MossakOwsKIE] (Warszawa). M. Z6RAwsKI omawial problem doboru najwlagciwszej geometrii
kontinuum, stuzacej do opisu defektéw siatki krystalicznej (np. dyslokacji}. W literaturze dotyczg-
cej tego tematu brak dotad jednomysinosci w tym wzgledzie i dlatego autor podjal probe przedy-
skutowania w tym aspekcie przydatno$ci réZznych geometrii, w szczegélnosci geometrii Riemanna
i geometrii przestrzeni ze skreceniem. Analiza stanu dyslokacji, bedacego ciagly funkcjg polozenias
oparta zostala na pojeciu wektora Burgersa.

Z. Mossakowska w krotkim komunikacie omawiala pewne aspekty zagadnienia statecznosdci
walca pod wplywem naprezenn wlasnych przy zaloZeniu duzych odksztaleen. Asumpt do tych
rozwazan daly pewne zjawiska zwigzane z krystalizacja roztopionych metali,

3. Oméwienie zagadnienia pdl sprzezonych w mechanice oérodka ciaglego, ktére zaliczylismy
do drugiej grupy tematycznej, rozpoczal veferat W, Nowackieco (Warszawa) zatytulowany « Za-
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gadnienia magneto-termosprezystoscin. Autor oméwil w nim wyniki swych badan teoretycznych
nad efektem sprzeZenia w cialach statych trzech pél: pola elektromagnetycznego, termicznego
oraz pola odksztalcen spreiystych.

Zlozonosd efektéw plynacych z tego sprzezenia nie zezwala na otrzymanie rozwigzan efektyw-
nych, dotyczacych bardziej zlozonych ukladéw. Autor ograniczy! si¢ zatem do oméwienia pewnych
probleméw jedno- i dwuwymiarowych ze szczegblnym uwzglednieniem zagadnienia rozchodzenia
sie fali plaskiej w warstwie nieograniczonej.

W swym pierwszym referacie S. IKaLiskr (Warszawa) omoéwit cykl prac, w ktérych rozpatruje
si¢ promieniowanie typu Czerenkowa w dielektrykach i przewodnikach przy uwzglednieniu sprze-
zonych efektéw magneto-mechanicznych.

Zjawisko promieniowania elektronu poruszajgcego si¢ w osrodku z predkoécia nadswietlng,
wykryte doswiadczalnie przez P. A. CztrReEwkowa w 1934 r. i uzasadnione teoretycznie przez
I. A, TamMa oraz I. M. FrRanka w 1937 r., znalazlo w ostatnich latach szereg zastosowan prak-
tycznych nie tylko w fizyce czgstek o duzej energii, ale réwniez w radiotechnice wysokich czestosci,
astrofizyce i innych dziafach fizyki.

W omawianym cyklu prac rozwazajycych promieniowanie Czerenkowa na gruncie fenomeno-
logicznej teorii polaczonych pél magneto-mechanicznych wykryto nowe jakosciowo zjawiska,
bedace skutkiem sprzgzenia pél magnetycznych i mechanicznych.

Ustalono, ze czjstka naladowana, poruszajgca si¢ w cieczy dielektrycznej w polu magnetycznym
z predkoéeig nadéwietlng, emituje dwa stozki promieniowania: jeden znany uprzednio i drugi —
sprzezony z polem mechanicznym, tj. ze stozkiem fali akustycznej. Stwierdzono, Ze promienio-
wanie typu Czerenkowa pojawia si¢ réwniez, gdy ladunek porusza si¢ w ofrodku z prgdkosceia
podéwietlng, ale naddZwickowa; powstaje wéwczas jeden stozek $wiecenia zwigzany ze sprze-
zeniem akustycznym. Zrédlem takiego promieniowania moze byé takze poruszajacy sie z predkoscia
naddzwiekowa lub nad$wietlng impuls mechaniczny.

7 prac S. Kaliskiego wynika réwniez,' ze w dielektryku sprezystym umieszczonym w polu
magnetvcznym }adunek poruszajacy si¢ z prgdkoscia naddwietlng emituje trzy stozki promienio-
wania: jeden znany z prac dotychczasowych oraz dwa nie znane dotad, zwigzane ze stozkami fal
sprezystych podluznych 1 poprzecznych.

Podobne efekty uzyskano rozwazajac doskonaly przewodnik spreZysty w polu magnetycznym.
Okazalo sie przy tym, ze wielkosé efektu promieniowania w doskonatym przewodniku, wywolanego
przez impuls mechaniczny poruszajacy si¢ z predkoscia naddZwigkows, moze byé znacznie wiekszy
od klasycznie znanego i dlatego nabiera praktycznej wartosci,

W nastepnym referacie S. IKaALISKI wyprowadzil réwnania magneto—sprezystych drgan pretéw,
plyt i powtok cylindrycznych. Dzigki zaloZeniu doskonalej przewodnosct oraz zastosowaniu zasady
plaskich przekrojéw otrzymano réwnania ruchu 1 pola elektromagnetycznego w materiale
we wspélrzednych wektora przemieszczenia oraz wspélrzednych powierzchniowych tensoréw napigé
Maxwella, ktére wyrazaja oddzialywanie pola na uktad drgajacy w prézni lub gazie. Uzyskano
w ten spos6b istotne uproszczenie postaci rébwnan.

Zagadnienia te maja szerokie zastosowanie w teorii plazmotroméw, plazmowoddéw oraz w teorii
aero—-magneto—flatteru rur przewodzgcych ciecz zjonizowans.

W ostatniej swej pracy S. IKaLIsKI przedstawit model oérodka ciaglego, w ktérym — na skutek
wprowadzenia bezwladnosci obrotowej punktéw — wystepuje szesé lokalnych stopni swobody
oraz istotnie niesymetryczny tensor napie¢ mechanicznych.

Praca referowana przez L. SoLarza (Warszawa), a wykonana wespdl z S. KALISKIM, jest konty-
nuacja uprzednich prac autoréw, w ktérych rozpatrywano flatter plyty ‘oplywanej gazem o do-
Skonalej przewodnosci elektrycznej w pierwotnym polu magnetycznym. W referowanej pracy
uwzgledniajacej skohczona przewodno$é elektryczng gazu rozwazono w dalszym ciggu drgania
plyty oplywanej w przypadku, gdy pole magnetyczne jest skierowane prostopadle do plaszczyzny
plyty Z przeprowadzonej analizy liczbowej bardzo zlozonego réwnania czestosci wynika, Ze
skoticzona przewodnogé gazu nie ma w tym przypadku istotnego wplywu na charakter drgan;
pozostja one nadaal tlumione przy dowolnie duzych predkosciach oplywu.
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Uzyskanc wyniki znaleZé mogg zastosowanie w tcorii plazmowodéw i innych ukladéw sprezy-
stych oplywanych zjonizowanym gazem.

Z. Divcapro (Warszawa) zreferowal prace rozpatrujaca drgania samowzbudne powloki wal-
cowej oplywanej gazem. Powloka ta jest wycinkiem zamknietego walca kolowego, ktéry na po-
zostalej czesci obwodu jest nieodksztalcalny. W takim przypadku wystepuje sprzezenie migdzy
drganiami powloki 1 oplywem nie tylko w kierunku osiowym, pokrywajgcym sig¢ z kierunkiem
oplywu, lecz réwniez w kierunku obwodowym (sprze¢zenie poprzeczne).

W pracy tej zbadano wplyw sprzeienia poprzecznego na postaé drgan oraz na wartosé para-
metréw krytycznych stosujac $cisla (zlinearyzowana) teori¢ oplywu. Uzyskane wyniki poréwnano
z zaleznosciarni otrzymanymi po Zzastosowaniu asymptotycznego wyraZzenia na réznice ciénien
(przyblizenie tlokowe), nie uwzgledniajycego sprz¢zenia poprzecznego. Stwierdzono, Zc sprzezenie
to ma istotny wplyw na parametry krytyczne przy umiarkowanych wartosciach liczby Macha.

W pracy przedstawionej przez J. KAcprzyNskieco (Warszawa) podano metode rozwijzania
dynamicznego problemu $cigtego stozka sprezystego. Rozwigzanie uzyskano metoda perturbacyjng
traktujac obszar stozka jako obszar walcowy z malym zaburzeniem. Otrzymuje si¢ w ten sposéb
rozwigzanie w postaci nieskonczonego szeregu funkcji wlasnych obszaru niezaburzonego. Wspél-
czynniki tego szeregu wyznacza si¢ droga rozwigzania nieskonczonego ukladu liniowych réwnan
algebraicznych. Podano przykiad rozwiagzania problemu brzegowego z warunkami przemieszcze-
niowymi typu Sommerfelda, a uzyskane wyniki poréwnano z wynikami otrzymanymi inetods
perturbacyjna.

4. Posréd tradycyjnej juz tematyki prac pos$wieconych teovii plastycznoéei i teorii osrodkdw
sprezysto—lepkich gléwne miejsce zajela praca W. Orszaka (Warszawa) | Z. BYCHAWSKIEGO
(Krakdw), dotyczaca kryterium zniszczenia w takich oérodkach. Kryterium to umozliwia prze=-
widywanie wytrzymatosci czasowej lub czasu zniszczenia materiatéw lepko—sprezystych. Kon-
cepcja M. REINERA uplastycznienia materialéw sprezystych przy maksymalne) wielko$ci energij
sprezystej nagromadzonej w ciele nie obejmuje wielu przypadkéw cial bardziej zlozonych. Na
przykltad w warunkach pelzania zniszczenie materialu obserwuje si¢ po uplywie dostatecznie
duzcgo czasu juz przy naprgzeniach nizszych od granicy sprezystosci. Biorge pod uwage catko-
witg ilo$é energii doprowadzonej do ciala autorzy przyjeli, ze zniszczenie w warunkach pelzania
nastgpuje przy okreslonej granicznej warto$ci pewnej kombinacji energii sprezystej i energii
rozproszonej. W oparciu o to zalozenie sformutowano kryterium zniszczenia materialéw sprezysto—
lepkich i zastosowano je do rdznych przypadkéw modeli reologicznych.

Z. Mréz (Warszawa) w pracy pt. «Niestowarzyszone prawa plynigcia plastycznego» odstapit
od powszechnie przyjmowanego, stowarzyszonego z warunkiem plastycznoéci prawa plynigcia,
nie potwierdzonego w zupelnosci przez badania doswiadczalne. Opierajac sie¢ na twierdzeniu
o jednoznacznoéci rozwiazania zagadnienia brzegowego przy danych predkosciach sil powierzchnio-
wych 1 przemieszczen na powierzchni ograniczajgcej cialo zbadano mozliwo$é zbudowania praw
plyniecia, w ktérych wektor plastycznego plynigcia zmienia swoj kierunek przy zmianie kierunku
wektora predkodci naprezenia. Dla cial ze wzmocnieniem odstapiono od zasady prostopadlosci
wektora predkosci odksztalcenia do powierzchni plyniecia i rozwazono przypadek prawa plynig-
cia, w ktérym «potencjal plastyczny » nie pokrywa sie z warunkiem plastycznosci. Zbadano problem,
dla jakich funkcji wzmocnienia mozna stosowaé warunki plystyczno$ci Coulomba—Treski oraz
prawa plyniecia wynikajace z warunku Hubera-Misesa, okreslajacego potencjal plastyczny.

J. RYcHLEWSKI zaja! sie rozwigzaniem za pomocy szeregdw potegowych zagadnienia brzegowego
Cauchy’ego dla hiperbolicznego ukladu réwnan réwnowagi plastycznej osrodka niejednorodnego,
znajdujacego sie w plaskim stanie odksztalcenia. W pracy tej rozwazono réwniez przypadek nie-
jednorodnosci nieanalitycznej. Proponowana metode zastosowano do zagadnien granicznej nie-
jednorodnego osrodka sypkiego.

Quasi—statyczny problem dla kuli grubosdciennej wykonanej z materialu sprezysto-lepko—
plastycznego byl tematem pracy T. WiErzsickiEGo (Warszawa). Autor przyjal za podstawe uogbl-
niony, czteroparametrowy model ciala Binghama i wykorzystal z2wigzki fizyczne wyprowadzone
przez FREUDENTHALA. Rozpatrzono przypadki, gdy na wewnetrznej powierzchni kuli dane jest
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cisnienie lub przemieszezenie; zbadano wplyw czasu oraz lepkosci sprezystej i plastycznej na
przebieg naprezef i przemieszczen.

Z. Bvcruawski (Krakow) rozpatrzyl zagadnienic wyboczenia powloki walcowej wykonanej
z materialu posiadajacego wlasnosci sprezysto-lepkie, obcigzonej jednostajnie rozloZzonymi silami
4ciskajgcymi, dzialyjacymi w kierunku tworzacych. Przy zaloZeniu, Ze ugigcia powloki sa duze
w poréwnaniu z jej gruboscig, wyprowadzono uktad dwéch réwnan rézniczkowych czwartego
rzedu, ktéry — lgcznie z warunkami brzegowymi — okresla funkcje ugiecia i funkej¢ naprezen.
Rozwigzanie tego ukladu réwnan uzyskano stosujac metode Galerkina.

Problemom teorii plastycznosci i reologii poswigcone byly referaty trzech gosci zagranicznych
konferencji. N. Cristescu (Rumunia) méwil o drganiach strun wykonanych z materialu sprezysto—
plastycznego. Referat Z. Sorotki (CSRS) dotyczyl reologii materiatéw nieliniowych ze zmiennymi
parametrami, a tematem pracy M. PREDELEANU (Rumunia) byto calkowanie dynamicznych réw-
nan cial lepko—spr@iystych.I

Nieco odrebng tematyke reprezentowal referat J. LitwiniszyNa (J{rakow). Autor, kontynuujac
prowadzaone od wielu lat badania nad mechaniksg asrodkdéw sypkich, przedstawil prace omawiajacy
pewne zagadnienia nieliniowe zwigzane z takimi osrodkami.

5. Grupeg prac z dziedziny teorii plastycznosci, po§wigcona zagadnieniom nos$nosci granicznej,
zapoczatkowal na konferencji Ju. R, LErik (Estoriska SRR) praca pt. «Nosnosé graniczna
niejednorodnych plyt i powlok»s. Zakladajac niejednorodnosé typu warstwowego lub cigglego
wzdluz grubosdci powloki autor wyrazit wszystkie sity uogélnione za pomoca parametréw charak-
teryzujgeych niejednorodnosé oraz zbudowal odpowiednie warunki utraty nosnoéci granicziej.

A, Sawczuk (Warszawa) i M. Duszex (Warszawa) podjeli prébe zbadania wplywu sil poprzecz-
nych na noénosé graniczng sztywno-plastycznych plyt kolowych. W pracy tej przedyskutowano
jakoéciowy wplyw sil poprzecznych na no$no$é graniczna plyt stosujac graniczng powierzchnig
tzw. ograniczonego wspéldziatania naprezen normalnych i stycznych. Korzystajagc nastepnie ze
stowarzyszonego prawa plynigcia zbudowano powierzchnig graniczng dla plyt z materialu Hubera~
Misesa, Pracg zilustrowano wykresami przedstawiajacymi wplyw sil poprzecznych na nos$nosé
graniczng w zalezno$ci od geometrycznych parametréw plyty.

Jedno z nielicznych efektywnych rozwigzan w teorii powlok plastycznych uzyskal J. Rycn-
LEWSKI (Warszawa) w pracy pt. ¢Nodnoéé graniczna powlok helikoidalnych». Autor rozwazyl
powloke o ksztalcie prostej helikoidy (powierzchni §rubowej) przy zalozeniu, Ze obcigZzenie dziata
prostopadle do powtloki i zalezy tylko od odlegtodci od osi. Przedyskutowano zwiazki fizyczne dla
powlok plastycznych odniesione do dowolnej niekrzywiznowej parametryzacji. Zlinearyzowana
w przestrzeni sil powierzchnia graniczna pozwolila autorowi uzyskaé rozwiazania w postaci za-
mknigtej.

Z. MROz 1 Suy Biv—je (Warszawa) zaproponowali nowa metodg okreélania nosnosci granicznej
plaskich powlok osiowo—-symetrycznych. Opierajac sic na warunku Coulomba—Treski dla powtok
plaskich autorzy otrzymali réwnanie powierzchni plyniecia, ktéra dla pewnych stanéw naprezen
pokrywa si¢ z powierzchnia ptyni¢eia dla powlok osiowo—symetrycznych, w pozostatym zag obsza-
rze leZy na zewnstrz tej powierzchni, Uzyskano kompletne rozwigzanie dla kilku typéw powlok
kulistych, obcigzonych ciénieniem promieniowym lub sitami skupionymi. Dla powlok plaskich
otrzymano rozwigzanie $cisle, zaé¢ w pozostalych przypadkach oceniono gbrna i dolna granice
wartoéci nosnoéci granicznej. .

W pracy pt. «Stan sprezysto-plastyczny powloki walcowej przy obcigzeniu pierscieniem sit»
A. Konic (Warszawa) postawil sobie za cel okreglenie odksztalcen powloki oraz zasiggu strefy
uplastycznionej dla obcigzenia mniejszego niz graniczne. Rozwigzanie otrzymano dla materialu
idealnie sprezysto-plastycznego, spelniajgcego warunek plastycznosci Hubera-Misesa. Dla przy-
padku powloki warstwowej zbudowano zamknigta postaé wyrazen na sity wewnetrzne i odksztal-
cenia. Przedyskutowano takze wplyw wzmocnienia izotropowego na zwigzki miedzy odksztalce-
niami i przemieszczeniami powloki.

Ostatnig pracg dotyczacy teorii powlok z materialéw sprezysto—plastycznych byla praca
J. Murzewskieco (Krakéw) pt. «Wplyw zatoméw plastycznych na statecznosé ogdlng zebrowa-
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nych powlok walcowych przy zginaniu», Autor rozwazyl pewien mozliwy mechanizm zniszczenia
powloki walcowej usztywnionej poprzecznymi zebrami i $ciskanej osiowo, polegajacy na utworze-
niu si¢ uplastycznionego zalomu. Wyniki tej analizy zostaly skonfrontowane z wynikami, jakie
otrzymuje si¢ w tym przypadku na drodze energetycznej przy odksztalceniach czysto sprezystych.

6. Nastepna grupa prac przedstawionych na konferencji krynickiej dotyczyla zagadnien statyki
I dynamiki ukiaddéw pretowych.

G. LoBeL (NRD) zajal sie okreséleniem ksztaltu pierwotnego belek przy danej z géry linii skoa-
czonych ugigé sprezystych. Pomijajac wplyw scinania belki na ksztalt tej linii ngiecia autor za-
proponowai polgraficzny metode wyznaczania wspdlrzednych osi belki nieodksztalcongj.

Z. WaszczvszyN oraz J. Orxisz (Krakdw) w swoich pracach zaproponowali nowe metody
obliczania belek poddanych duzym ugi¢ciom sprezysto—plastycznym. Pierwsza praca dotyczyla
obliczania belek o osi odksztalcalnej, opartych na podporach nieprzesuwnych. Referat J. Orkisza
dotyczyl obliczania duzych ugigé belek o dowolnych przekrojach poprzecznych za pomoca wla-
sciwego dobierania zaproponowanych przez autora tzw. wielopunktowych przekrojéw zastepczych.
Réwnania skoriczonych ugieé sprezysto-plastycznych sg w przypadku przekrojéow wielopunkto-
wych liniowe wzgledem momentu zginajacego i sily podtuznej, ale oczywidcie stajg sie¢ nieliniowe
po podstawieniu efektywnych wzoré6w na moment zginajacy. Stopieri trudnosci ich rozwigzania
jest taki sam jak przy analizie ugigé sprezystych, co stanowi zasadnicze osiggnigcie pracy.

Problemowi ztozonych obcigZen pretéw poswiecono dwie prace. ST. PrecHN1k (IKrakéw) przed-
stawit prace «ZtoZone obciazenia pretéw w teoril pelzania». Praca ta zostala w wigkszej czedci
wykonana w Sztokholmie pod kierunkiem prof. OpqvisTa. W oparciu o prawo pelzania Odqvista
wyprowadzono w niej ogélne przemieszczeniowe roéwnanie réZniczkowe zagadnienia, obejmu-
jace jednoczesnie zginanie, skrg¢canie i rozcigganie pretéw. Podano kilka rozwigzar uzyskanych
metoda malego parametru przy zalozeniu matego udzialu zginania wobec skregcania, malego
udzialu skr¢cania wobec rozciggania itd.

M. Wnuk (Krakéw) w referacie pt. «Skrecanie i rozcigganie pretdbw w zakresie sprezysto-
plastycznym i przy pelzaniu» rozpatrywal prety o dowolnym przekroju. Metodaz malego para-
metru rozwigzal on przypadek sprezysto—plastyczny i wyznaczyl granice miedzystrefowsy; przy-
padek nieliniowego pelzania zostal rozwigzany wspélnie z St. PrecHNIKIEM. Krzywe graniczne
oszacowano nastepnie w oparciu o twierdzenia wariacyjne teorii plastycznosci. Zwrécono réwniez
uwage na sprezysto-plastyczne wyboczenie pretdow jednoczesnie Sciskanych i skrecanych.

M. Krajewska (Krakéw) w pracy «Sprezysto—plastyczne zginanie pretow zakrzywionych o prze-
kroju dwuteowym jako zagadnienie dwuwymiarowes podaje przybliZong metodg¢ analizy takich
pretébw w zakresie sprezystym i plastycznym. Stan naprezenia w $rodniku potraktowano juko
zagadnienie plaskie, powierzchni¢ pélek skupiono w érodku ich ciezkodci, przy czym w zakresie
sprezystym uwzgledniono redukcje szerokodci wspélpracujacej w oparciu o techniczng teorig
powlok. Po$wigcono uwage ksztaltowaniu przekroju ze wzgledu na najwigksza nosnosé przy
danej powierzchni przekroju i danym promieniu krzywizny osi.

7. Poza pracami zajmujacymi si¢ ksztaltowaniem i obliczaniem ukladéw pretowych w zakresie
sprezysto—plastycznym przedstawiono na konferencji takze kilka referatéw dotyczacych czysto
sprezystych ukladéw pretowych oraz powlok sprezystych.

Praca M. Zvczkowskiico (Krakéw) «Statecznosé $cianek spiralnych wymiennikoéw ciepla»
dotyczyla statecznosci powlok walcowych wzmocnionych punktowo kotkami rozporowymi. Celem
pracy bylo ustalenie optymalnego rozkladu kotkdw, zapewniajgcego ich minimum przy danym
ci$nieniu krytycznym. Z uwagi na mala zmienno$é krzywizny spirali w obrebie zwoju wykorzy-
stano teori¢ statecznoéci walcowych powlok kolowych. Zasadniczym obciaZeniem powloki jest
ci$nienie promieniowo—$ciskajace. Poniewaz w tym przypadku réinice mi¢dzy gbérnym a dolnym
ci$nieniem krytycznym (liniows i nieliniows teorig statcczno$ci) nie sg zbyt wielkie, wykorzystano
wige prostszg teorie liniowa zwigkszajac odpowiednio wspdlezynnik bezpieczenstwa. Zbada-
no trzy mozliwe schematy zniszczenia i podano wzory na najlepszy i «okalnie najgorszy» roz-

klad kolkéw. Podano réwniez bezpodrednie wzory na grubo$é powloki przy danym rozktadzie
kotkbw.
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M. Zvezrkowskl i W. Krzvs w referacie pt. (Ksztaltowanie pretéw skrecanych i zginanych
przy uwzglednieniu warunkéw statecznosci» podali po przeprowadzeniu pewnej ogdlnej klasy-
fikacji problemdéw ksztaltowania wytrzymalosciowego metode optymalnego «ksztaltowania pa-
rametrycznego». Terminem tym okreslono problem posredni migdzy ksztaltowaniem i wymiaro-
waniem, mianowicie dobér ksztaltu przez ustalenie optymalnej wartosci skoriczonej liczby para-
metréw. Jest to problem minimum funkeji kilku zmiennych z warunkami pobocznymi w postaci
nierdwnosci slabych. Podano dwa przyklady dotyczace cienkosciennych prgtéw o przekroju skrzyn-
kowym. Problemy te rozwigzano w zakresie sprezystym 1 sprezysto-plastycznym.

W. K. Nowackr i S. Woroszyr. (Warszawa) przedstawili prace omawiajacg problem drgan
wymuszonych belki skladanej z uwzglednieniem cfektéw nieliniowych, pochodzacych od luzéw
w zlaczach. Zagadnienie to rozwigzano w oparciu o metodg Rayleigha z liniowo i nieliniowo okre-
$long postacig drgan. Tak postawiony problem prowadzi do liniowego réwnania rézniczkowego
ruchu o zmiennych wspélczynnikach. Podano réwnanie na obliczenie wspélczynnika dla obu
przypadkéw z liniowo i nieliniowo okredlong postacia drgan. W przykladach przedstawiono
wplyw luzédw na wspélczynnik dynamiczny belki.

W. Gurrowski (Warszawa) w referacie pt. «Wybrane zagadnienia segmentowych uktadéw
pretowych» stosujac metody rachunku réznicowego zajal sig statyka 1 statecznoscia pewnych
typoéw przestrzennych uktadéw pretowych, takich jak ruszty przestrzenne, maszty itp. Praktyczne
wykorzystanie wynikéw pracy uzaleznione jest od technicznych mozliwosci rozwigzywania ukladéw
rownan o duzej liczbie niewiadomych.

Praca Z. TERrRESZKOWSKIEGO (Warszawa) dotyczyla zagadnienia zwichrzenia belki pod dowolnym
obciazeniem przy zalozeniu, ze jedna z krawedzi belki, dzigki czesciowemu przytwierdzeniu jej
do podloza, nie ma mozliwodci przesuwu w kierunku prostopadiym do plaszczyzny obciaZenia.

Grupe prac poswieconych teorii i metodom obliczania powlok sprezystych otwiera R. DABROW~
skt (Gdansk) dwoma referatami, zatytulowanymi «Réwnanie typu Donnella dla ortofrropowych
powlok walcowo—kolistychs oraz «Obliczanie sklepiet walcowo—kolistych wedlug przybliZenia
Schorera». W pierwszej pracy autor zajal sie obliczaniem powlok walcowych o ortotropii technicz-
nej, wynikajacej z gestego uzebrowaria. Majac na uwadze w szczegdlnosci powloki stosowane
przy zamknigciach wodnych, autor — w oparciu o zalozenia Donnella — wyprowadza przybli~
zone réwnanie rézniczkowe takich powlok i przeprowadza dyskusje ich rozwigzania za pomoca
szeregdw nieskoriczonych.

W drugiej pracy, tematycznie zblizonej do poprzedniej, autor uzasadnia przydatnoéé do celdw
praktycznych malo u nas znanej metodylobliczania sklepien walcowych, opartej na przyblizeniu
Schorera. W celu ulatwienia do$¢ zmudnych operacji liczbowych, zwiazanych z ta metoda, autor
opracowal zbiér tablic pomocniczych.

W pracy pt. ¢Analiza przecinajacych si¢ powlok walcowych» J. SosreszczaNsgr (Warszawa)
zajgl sig zagadnieniem wplywu zaloméw na stan odksztalcen i naprezen w powlokach. Proponowany
przez autora sposob postepowania, oparty na metodzie kollokacji, wymaga — ze wzgledu na cha-
rakter obliczen -— stosowania matematycznych maszyn cyfrowych.

S. Lukasiewicz (Warszawa) w swoim referacie podal wyprowadzenia réwnan teorii powlok
o podwdjnej krzywiznie, ktére posiadajg budowe podobng do réwnan technicznej teorii Wiasowa
rozniac si¢ od nich jedynie uwzglednieniem pewnego wspdlczynnika zaleznego od promieni krzy-
wizny. Dokladnoéé tych réwnan sprawdzono poréwnujac je z réwnaniami Fliiggego dla powtoki
walcowej. Okazuje sie, ze dokiadnoéé ta jest lepsza niz w przypadku stosowania rdéwnan teorii
technicznej Wiasowa, zwlaszcza dla powlok silnie zakrzywionych.

H. Fracriewicz (Warszawa) przedstawil analize modeli ortotropii konstrukcyjnej powlok
cylindrycznych, a nastepnie wyprowadzit réwnanie dla takich powlok o ortotropii ciaglej. Na
podstawie analizy pierwiastkéw réwnania charakterystycznego okreslit on obszary stosowalnodci
uzyskanych réwnar i przeprowadzil poréwnanie z réwnaniami podanymi przez innych autoréw.

J. Karxowskr (Warszawa) rozwazal od strony teoretycznej zagadnienie ksztaltowania tarcz
plaskich, znajdujgcych si¢ w plaskim stanie naprezenia, na réwnomierng wytrzymalo$é, sprowa-
pzajac ten problem do rozwigzania pewnych ukladéw réwnan rézniczkowych. Bardziej szczegdlo-
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wym zagadnieniem zajal si¢ J. Stupnickr (Warszawa) rozwaZajae sposob uproszczony obliczania
wytrzymato$ci  kolnierzy rur cliptyeznych.

8. Na zakonczenie przejdziemy do oméwienia prac o charakterze badZ to czysto doswiadczalnym,
badZ tez w znacznej mierze opartych na badaniach eksperymentalnych. '

Werod prac doswiadezalnych z zakresu teorii plastycznosci nalezy wymienié prace W. Szczk-
PINSKIEGO (Warszawa), poswigcona doswiadezalnej analizie wplywu wstepnych odksztalcen pla-
stycznych na warunek plastycznosci. Autor poddawal plaskie prébki ze stopu aluminium rozcia-
ganiu w réznych kierunkach. Prébki te poddano uprzednio wstgpnym, doéé znacznym odksztat-
ceniom trwalym. Wyniki badan wykazaly, Zze granica proporcjonalnodci materialu wstepnie od-
ksztalconego jest silnie anizotropowa. Anizotropia ta jednak szybko si¢ zmniejsza po dodatlkowych,
matych odksztalceniach plastycznych prébki. Praca objeta rowniez doswiadczalne sprawdzenie
istnienia tzw. ¢rogu» w powicrzchni plastycznos$ci; otrzymano odpowiedZ negatywna.

W kolejnej pracy J. Kiepaczko i J. LitoNskr (Warszawa) zbadali do$wiadczalnie wplyw od-
ksztalcen plastycznych przy jednoosiowym rozeigganiu na wlasnosci sprezyste mosigdzu i stali.
Stwierdzono m.in., ze wzglgdne zmiany moduléw sprezystosci podluznej dla mosiadzu nie prze-~
kraczajg 2,5%. Poréwnano otrzymane wyniki z wynikami innych badaczy.

Z. MenDERA i J. Murzewskr (Krakéw) zaproponowali pétempiryczng metode okreélania po-
wierzchni granicznych dla stali i innych materialéw elasto-plastycznych. Na podstawie analizy
licznych danych dodwiadczalnych i teoretycznych w zakresie naprezen granicznych stali 1 Zeliwa
autorzy zbudowali nowe \vz'ory interpolacyjne na powierzchnie plastycznosci stali i Zeliwa. Okres-
lono odpowiednic wartosci wspblczynnikéw empirycznych.

Nieco odmienng tematyke reprezentowaly prace przedstawione przez M. L. Wirriamsa (USA)
i Z. Pawrowskicgo (Warszawa). Pierwszy z tych autoréw omawial wyniki oryginalnych badan
przeprowadzonych w laboratoriach Kalifornijskiego Instytutu Technologicznego nad mechanizmem
zniszczenia materialéw lepko—sprezystych o charakterze polimerdéw. Z. PAWELOWSKI zajal si¢ inte-
resujacym zagadnieniem wspdlzaleznodci miedzy wspédlczynnikiem tlumienia drgad wysokiej
czestotliwoédei w niektérych metalach a pewnymi parametrami mechanicznymi, takimi jak np.
wytrzymalo$é zmeczeniowa, napreZenie itp. Na podstawie referatu wydaje sig, Ze pomiar wspot-
czynnika tlumienia moze istotnie dostarczyé w pewnych przypadkach interesujacych informacji
na temat sil wewnetrznych i wytrzymalosci materialdéw konstrukeyjnych.

Problemowi doéwiadczalne] analizy naprezen poswigcone byly trzy prace. Z. ORLo$ (Warszawa)
zajmuje sie od pewnego czasu stosowaniem tzw. péltrepanacyjnej metody badania naprezen,
polegajacej na czesciowym nacinaniu elementu konstrukeyjnego, znajdujgcego si¢ w stanie na-
prezenia, i na tensometrycznym pomiarze powstajacych przy tym dodatkowych odksztatcefi. Na
konferencji krynickiej autor omawial zastosowanie tej metody do badania stanu napreZen wlasnych.

Dwaj ostatni autorzy, R. Doroszkiewicz i B. MicHaLskl (Warszawa), zajmuja si¢ metodami
elasto—optycznymi. Pierwszy z nich omawial zastosowanie zZelu Zelatynowego 1 Zywic epoksy-
dowych w elasto~optyce na podstawie przeprowadzonych przez siebie badan. Referat zawieral
dyskusje pewnych trudnodci technologicznych zwigzanych ze stosowaniem tych materiatéw oraz
sposobem ich uniknigcia, jak réwniez wyniki badaf stanu naprezenia w zaporze typu grawita-
cyjnego. B. MICHALSKI zaproponowal w swoim referacie pewng nowsa metode ekstrapolacji wy-
nikéw pomiaréw elasto—optycznych z krawedzi do punktéw wewngtrznych modelu.
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SYMPOZIJUM NA TEMAT ELASTOOPTYKI X JEJ ZASTOSOWAN

WOJCIECH SZCZEPINSKI (WARSZAWA)

W dniach od 29 listopada do 1 grudnia 1962 odbylo si¢ w Warszawie ogélnokrajowe sympozjum
na temat: «Elastooptyka i jej zastosowanian, zorganizowane przez Oddzial Warszawski Polskiego
Towarzystwa Mechaniki Teoretycznej i Stosowanej. Zadaniem sympozjum byl przeglad stanu
badan elastooptycznych w Polsce i perspektyw ich dalszego rozwoju, przedstawienie wlasnych
osiagnigé przez poszczegblne osrodki krajowe oraz wymiana do$wiadczen. Jednym z gléwnych
celéw bylo réwniez zwrbcenie uwagi na efekty, jakie mogloby przyniesé gospodarce narodowej
szersze niz obecnie korzystanie z metody elastooptycznej w praktyce konstrukeyjnej. Mimo tego
bowiem, Ze ostatnio zanotowaé mozna pewien wzrost zainteresowania przemyslu ta metods, co
znalazlo swéj wyraz w szeregu prac przedstawionych na sympozjum, zainteresowanie to jest jeszcze
zbyt male.

Pozytywnym zjawiskiem jest rozwdj badan elastooptycznych réwniez w kilku osrodkach poza
Warszawy. Na ogding liczbe 23 referatdw szed$d przedstawil osrodek krakowski, dwa gdanski
i jeden szczeciniski. Tematyka referatéw byla nastepujaca: wygloszono cztery referaty przegladowe,
osiem poswi¢cono bezposrednim zastosowaniom praktycznym, a dwa — badaniom nad nowymi
materialami na modele elastooptyczne. Pozostale prace poswiecone zostaly réznym badaniom pod-
stawowym.

Z dwdch referatéw wstgpnych wygloszonych przez R. DoroszkiEwicza (Warszawa) pierwszy
po$wiecony byt oméwieniu rozwoju metody elastooptycznej i jej podstaw, w drugim dokonano
przegladu prac prowadzonych w Laboratorium Analizy Naprezen Instytutu Podstawowych
Probleméw Techniki PAN. Oméwiono w nich badania modelowe z uwzglednieniem ci¢zaru
wlasnego oraz badania nad zastosowaniem migkkich zywic epoksydowych jako materialu na
modele. W pozostalych dwéch pracach przegladowych T. KaBaT (Szczecin) oméwit prace prowa-
dzone w Laboratorium Elastooptyki Politechniki Szczecinskiej, a S. Bepnarczyk (Gdansk) i S.
Mackiewicz (Gdansk) — prace jugostowianskiego Instytutu Jaroslav Cerni, poswigcone zastoso-

aniu elastooptyki w budownictwie wodnym.

W grupie prac réznych J. NaLEszkiEwicz (Warszawa) i J. Lierz (Warszawa) przedstawili
ciekawe zastosowanie elastooptyki do badan mechanizmu pekania przy uzyciu lamp blyskowych.
J. HavLaunBrenNER (Krakéw) oméwila interesujgcy prace dotyczaca oporu, powstajacego przy tocze-
niu szklanego walca po walcu z migkkiej Zywicy epoksydowej, .obserwowanym w $wietle spolaryzo-
wanym. Otrzymane wyniki przedstawiajg silny wplyw predkosci i powstawania przy duzych
predkosdeiach pewnego rodzaju efektu naskérkowego. Przykladem mozliwoscei zastosowan elasto-
optyki do badah zagadniert mechaniki gérotworu byia praca T. Juszkiewicza (Krakow). Pewne
wlasne wyniki dotyczace naklejanych tensometréw elastooptycznych przedstawil B. MICHALSKI
(Warszawa). Badania nad efektami obciaZenia termicznego byly tematem pracy Z. DyrLaca (War-
szawa) i1 Z. Oreosta (Warszawa).

Ze szczegélnym uznaniem nalezy powitaé prace nad wytwarzaniem materialow, ktoére dotych-
czas importowano, na modele elastooptyczne. J. SLowikowskas (Warszawa) przedstawila wynik
swych prac nad otrzymywaniem zZywic elastooptycznych o réznych wlasnosciach optycznych
i mechanicznych. R. DoRroszKIEWICZ oméwil wstepne badania przeprowadzone nad otrzymaniem
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zywic epoksydowych o duzej czulosci elastooptycznej, przeznaczonych do badan modelowych
z uwzglednieniem cigzaru wlasnego.

W grupie zastosowan praktycznych przedstawiono prace poswigcone zaréwno zagadnieniom
z zakresu budowy maszyn jak i budownictwa lgdowego 1 wodnego. Obejmowaly one m.in. badanje
zap6ér wodnych i elementéw budynkéw wielkoplytowych, dynamiczne badanie kol zgbatych,
analize nawijanych zbiornikéw ci$nieniowych, wirnikéw generatoréw elektrycznych duzej mocy itp.

Na zakonczenie podjeto uchwale, w ktérej sprecyzowano $rodki, jakie nalezy podjaé w celu
spopularyzowania metod elastooptycznych w zastosowaniach praktycznych. Uznano za celowe
organizowanie co dwa lata sympozjum po$wigconego elastooptyce.
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