a z punktu A, prostopadiy DA do promie-
nia CA; bedzie prostopadia ta styczng Za-
dang (4 ).

2re. Jezeli punkt A iest za kolem, wte-
dy zlaczywszy ten punkt ze Srodkiem C
kola danego, liniig CA, dziel¢ ig w pun-
keie O na dwie rowne czesci; z punktu O
iako srodka, promieniem OC krésle okrag,
przecinaigey okrag danego kola w pun-
ktach B}, D, i prowadz¢ liniia AD, ktéra
begdzie styczna Zadana.

Bo poprowadziwszy liniiag CD, bedzie
kat CDA w  pélkolu prosty (7. wn. 3),
zatem liniia AD iest prostopadiy z Kkonca
D promienia CD wyprowadzona, wige iest
styczng (5).

ROZDZI1A%L® VL

0O MIERZENIU POWIERZCHNTI,
Opisania.

I. Do mierzenia powierzchni uzywa sie
zwyczaynie kwadratu, ktory, gdy ma bok
ieden réwny dlugosci sa%nia, Iokcia, sto-
py, cala it d.nazywa si¢ sazniem kwa-
dratowym, Tokcicm kwadratowym , stopa
kwadratowq, calem kwadratowym i t. d.

Mierzyé zatem iakakolwiek powierzch-
nia, iestto dochodzié ile razy miesci sie
w niey kwadrat za miare czyli iednosé
wiziety. :

Fg25. 1. Wysokoscia réwnolegtoboku ABCD,
albo tréykata ABD, nazywa sie prosto-
padia BE, z wierzcholka ktéregokolwiek
kata B, na bok przeciwlegly AD, przediu-
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zony iezeli tego potrzeba, spuszezona. Ten
hok AD zowie si¢ podstewa réwnoleglo-
hoku, albo tréykata. :

II. W prostokycie, bok iego iest raze
wysoh oscia. _ :

IV. Wysokoscia trapeza ADBC, nazywarig.2
sie prostopadla DE, spuszezona z wierz-
cholka ktéregokolwiek iego kata D, na
hok przeciwlegly AC zwany podstawa.

V. Dwie figury, rézne co do ksztaltu,
Jecz ro6wne sobie co do powierzchni, na-
 zywaig si¢ figurami rownowainemi. 1 tak,
kolo moze byé réwnewazne kwadratowi,
troykatowi, prostokatowi, it. d.

Nazywaé zas bedziemy zawsze figura-
mi réwnemi te tylko, ktére polozone, ic-
dna na drugiey, przystaia do siebic we
wszystkich swoich punktach: takiemi figu-
rami sa np. dwa troykaty maiace trzy bo-
ki odpowiednie rowne, dwa kola réwnych
promieni, i t. d.

20. Twierdzenie.

Dwa réwnolegloboki ABCD, ABEF, ma-Fig27-
iace, tez samq podstuwe AB, i spolng wy-
sokos¢ ‘DX, sa rownowaine. =

Bo w réwnolegiobokach ABCD, ABEF,
iest bok AD=CB,bokAF=BE(roz.IV.op.3),
nadto iest bok DC=AB i bok EF =AB,
zatem hok DC=EF (pew. 1); gdy zas od
linii DE, odeymiemy kazda z liniy DC,
FE, pozostanie liniia CE=DF (pew. III):
dwa wiec troykaty DAF, CBE, maigce trzy
hoki odpowiednie réwne trzem bokom, sy
réwne sobie (1, 9). AZe gdy od czworo-
kata ABED, odeymiemy troykat CBE, po-
zostanie réwnoleglobok ABED; i gdy od
tegoZ czworokata ABED, odeymiemy tréy-

6
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kat DAF, pozostanie réwnoleglobok ABEF,
rowny co dopowierzchni réwnolegloboko-
wi ABCD (pew. IIL); wiec dwa réwnole-
globoki, iedney podstawy, i iedney wyso-
kosci, sa réwnowazne.

Whniosek 1. Kazdy réwnoleglobok AC
(fig. 27 bis.), iest léwnowanny prostoka-
towi AE, maiacemu tez samgy z nim pod-
stawe AB, i teZ samg wysokosé AF.

Whiosek 1. Dwa prostokaty rdvwney pod-
stawy i wysokosci, s3 réwne sobie.

21. Twierdzenie.

Fig2s.  Kazdy tréykat ABC, iest polowq réwno-
legloboku ADBC, maiacego = mm ‘te sama
podstawe AC, ¢ wyso}soec spélng B

JakoZ z natury réwnolegloboku AB, . iest
bok DB==AC, hok AD=BC; zatem dwa
troykaty ADB, ACB, maiace nadto bok
spolny AB, sg réwne sobie (1,9): a%e te
troykaty razem waziete, skiadm‘q réwno-
legiobok caly AB; wiee kazdy z tréykag-
tow ADB, AUB, iest polows 16wnolegiu-
boku AB.

Whiosek 1. Troykat ABC, iest polowsy
prostokata EC, maiacego z nim t¢ samg
podstawe AC, i spélna wysokosé AE; gdyz
prostokat EC iest réwnowazny 1'6wnoie-
globokowi AB (20. whnio. 1).

Whniosek 11. PoniewaZ réwnolegtoboki
maiace teZz sama podstawe, i wysokosé,
sa réwnowazne (20); a troykaty tey sa-
mey podstawy i wysokosei, co i réwno-
legloboeki, sg ich polowami ; wige wszyst-
kie fm';;{afgk maiace rowne podstawy, i
réwune wysokosci, sa rownowazine.



22. Twierdzenie.
Powierschnia iakiegokolwiek prostokatarig2.

ABCD, iest réwna iloczynow: % iego pod-

stawy BC, przexz wysokos¢ AB.
Przypusémy naprzyklad, Ze lokieé
wziety za iednosé liniiowa, miesci sie 4
razy w podstawie BC, a 3 razy w wyso-
kosci AB, prostokata AC. Przez punkta
podzialéw E, G, poprowadZzmy wzgledem
BC, liniie réwnolegle EF, GH; te podzie-
la prostokat AC na trzy prostokaty AF,
EH, GC, réowne (20. win. 2): przez pun-.
kta znowu podzialow I, L, N, poprowadz-
my wuzgledem wysokosci AB, liniie roé-
whnolegle I, LM, NO; te podziela kazdy
z prostokatéw AF, EH, GC, na tyle lok-
ci kwadratowych, ile iest podzialéw w pod-
stawie BC, toiest na 4. Aze dla otrzyma-
nia liczby kwadratéw zawartych w ca-
iym prostokacie AC, potrzeba liczh¢ kwa-
dratéw zamknietych w iednym prostoka-
cie GC, powtdrzyé tyle razy,.ile iest po-
dzialow w wysekosci AB, toiest razy 3;
zatem powierzchnia prostokata AC, zamy-
kaé¢ bedzie 4 lokcie kwadratowe wzigte
razy 3, czyli 12 lokei kwadratowych:
wice taz powierzchnia wyrazi sie ogoblnie

przez iloczyn z BCXAB (%)

(") Méwi sig'tylko przez skrécenie, ze powierzchnia pro_
stokgta iest réwna iloczynowi z iego podstawy przez
wysokosé: gdyZ whasciwie nalezaloby powielziec,
Ze powierzchnia prostokata iest rowna pewney
liczbie kwadratéw réwnych ustawionych na ie-
go podstawie, albo na wysokosei, tyle razy wzig-
tych, ile razy mieéci sig bok iednego z tych

* kwadratéw w wysokoici, albo w podstawie pro-
stokata. '

1£
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Uwaga. Tensam sposéb dowodzenia slu-
Zy i na przypadek, w ktorym iednosé za
miare wzigta nie miesci siq, fa-ll[yctnie
w podstawie, ‘albo w wysokosci prosto-
kata. Bo daymy np. Ze ta iednosé miesci
‘sie w podstawie BC, razy 3}, a w wysoko-
gci AB, razy 4. Poprowadziwszy réwno-
legte wzgledem BC 1 AB; prostokat AC po-
dzieli si¢ na 12 kwadratow réwnych, i 4
prostokaty EK, FL, GM, HC, ktére sy ro-
wne miedzy sokba: gdyz kazdy z tych pro-
stokagtéw ma podstaw¢ réwna bokowi EF
kwadratu, a wysoko$é =ED=%; te4 pro-
stokaty razem wziete, sa réwne iednemu
kwadratowi maigcemu za bhok EF; wiec
prostokat AC zawieraé bedzie 13 réwny ch
kwadratéw, toiest liczhe taka, iaka wy-
pada z pomnozenia 4. przez 31

Whiosek 1. Jezeli prostokat AC iest kwa-
dratem, toiest, ieZeli podstawa BC iest
réwna wysokosci AB, wtedy powierzch-
nia tego prostokata bedzie rdwna iloczyno-
wi z BCX BC=B(2.

Whiosek 11. Powierzchnia iakiegokolwiel:
rownolegloboku AC (fig. 27. bis), réwna
test tloczynowi z iego podstawy AB, przex
wysokos¢ AF. Bo réwnaleglobok AC iest
réwnowazny prostokatowi FB, maiacemu
t¢ sama z nim podstawe AB ispélna wy-
sokosé AF (20. wn. 1); aze ten prostokat
iest rowny ABXAF, zatem hedzie i réwno-
leglobok AC=ABXAF.

Fig28.  Wniosek 1. Powierzchnia iakiegokol-
wiek troykata ABC, iest réwna tloczyno-
we z podstawy AC, przex polowe wysoko-
sci BX troykata. Bo troykat ABC iest po-
fowa réwnolegloboku BA, tey samey # nim



odstawy, i wysokosci (21); aZe réwnole-
globok BA=ACX BX, wiec bedzie tréy--
kat ABC= 3 XACXBX=AC X BX.

2

WhniosekIV. Oznaczywszy powierzchnie
dwdch réwnoleglobokéw przez R, r, pod--
stawy przez P, p, wysokosci przez W, w;
bedzie R=PX W, r=pX w; czyli R: r=
PX W:ipXw. Ztey proporcyi, przypusci-
wszy w niey P=p i podzieliwszy drugi
stosunek przez P, wypada Rir="W: w;
toiest, ze rownolegloboki maigce rowne
podstawy, maiq sic do siebie iak ich wy-
sokosci. Z tey samey proporeyi, przypu-.
sciwszy w niey W=w i podzieliwszy dru-
gi stosunek przez W, wypada R:r=—=P: p;
toiest: e rownolegloboki rowney wysokosci
~maiq si¢ do siebic iak ich podstawy.

Whniosek V. Poniewaz tréykaty sa po-
fowami réwnoleglobokéw, tey samey znie-
mi podstawy i wysokosci; a polowy sa do
siebie wtym samym stosunku, co ich' calo-
sei: wigc troykaty rowney podsiawy, maiq .
sic do siebie ak wysokosci; a troykaty
rownych wysokosct, maiq sie do siebie iak
ich podstawy.

23. Twierdzenie.

Powierzchnia trapeza ABDC, iest ro-Fig:30
wna iloczynow?i = iego wysokosci AF, przex
polowe sumany bokéw AB, CD rownoleglych;
albo rowne iloczynowi = tey Samey wyso-
kosci, przez liniigq Tgezqcq srodki dwach
‘bokéw AC, BD nierownoleglych.

Bo 146d. poprowadziwszy przckatna AD,
ta podzieli trapez na dwa troykaty ABD,
ACD, z ktérych pierwszy iest=—=ABXAF

(22. wn. 3), a drugi= CDXAF; satem sum-



ma tych dwéch tréykatow, cryli powiery.
chnia trapeza ABDC iest = AB X AF 4

2.

CD X AF = AF X(AB + CD).

2. 2.

2re. przez Srodek O, boku BD, poprowadz.-
my GK réwnolegla do AC, i przecinaigcy
przediuZzony bok AB w punkcie G; nadto
poprowadzmy LO réwnolegla do CD: beda
czworokaty ALOG, LCKO, réwnoiegloboka-
mi (I, 20.wn.2). AZe, zréwnosci dwoch tréy-
katéw BOG, KOD, maiacych bok BO=0D
z wykréslenia, katy przy O wierzcholkiem
przeciwlegle rowne, i katy GBO, ODK na-
przemianlegie réwne, wypada (I, 4), bok
BG=KD, 0G=0K, a w réwnoleglobokach
AO,LK,iest 0G=Ad.,i OK=LC; zatem AL=
LC (pew.1). Wiec liniia LO przechodzi przez
srodki dwden hokéw AC,KG réwnolegltych.
A poniewa? taz liniia LO=AG=—CK; zatem
LO=AG+CK=AB+4BG+4CK=AB+-CD,

2

2, 2, 2.
gdyz BG =KD. Okazali$my zas, Ze po-
wierzchnia trapeza ABDC=AFX(AB+-CD),

przeto taz powierzchnia wyrazi si¢ ie-
szcze przez AF X LO; toiest, przez iloczyn
z wysokosci trapeza, przez liniig laczaca
srodki dwéch iego hokéw nieréwnoleglych.
Uwaga. Cheac doy$é powierzchni wie-
lokata o iakieykolwiek liczbie bokéw, na-
lezy go poduzielié na troykaty, praez prae-
katne, albo przez liniie poprowadzene od
punktu wewnatrz wielokata obranego, do
wierzcholkéw wszystkich iego katéw, i
doys¢ powierzchni kazdego z tych tréyka-
téw; a wzieta summa powierzchni tréykatéw
wszystkich, bedzie szukana powierzehnia
wiclokata danego. ' S
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24. Twierdzenie,

Powierzchnia- wielokata foremnegorig 31.
ABCDE, iest réwna iloczynowi ziego ob-
wodu, przez polowe prostopadiey OH,
spuszczoney ze Srodka O wielokata, na hok
iego ktorykolwiek BC.

Bo troykat BOC:BC}(OH (22. wnio. 3);
troykat COD== CDXOI& aze prostopadla

0l=0K (10), wiec summa tych dwéch troy-
kqtuw ht;limc—‘(BC-f-CD)XOH Wynay-

dziemy podobnie pmvmuchme troykatow
DOE, EOA, AOB. A zatem summa troy-
k.;tuw sldatlchych wielokatcaly ABCDEA,
czyli iego pewierzchnia ma: za miarg

(BC + CD+DE+EA 4 AB) X QH toiest,

réwna sie 1louynow 7 obworlu vywlnkqh,
przes polowe prostopadiey spuszezoney zie-
ge srodka na bok wielokata ktorykolwiek.

Whniosek 1. Powierzchnia . kol vdwna
iest ztncnjnawa z iego oirrgu przez pofo-
we promienia. Bo Kolo uwazaé moZna za
wielokat foremmy o nieskoniczoney licz-
bie malych bokéw (11. Uwaga). AZe w ta-
kim wielokgcie prostopadia spuszczona
z iego $rodka, na bok iego ktérykolwiek,
nie rézni sie od promienia, a obwd6d od
okregu kola; wige powierzchnia kola ma
 za miare iloczyn z okregu przez poiowe
promienia. ;

Whiesek 1. Powierichnia wycinke ho-
lowego, rowna iest ilcezynowi = Tk stu-
zacego 114 pmfetawl’ wycinkowt , przex ;m-
fowe promienia hota. Bo wycinek uwazaé
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mozna iako ztoZony z nieskonczoney licy.
by troykatéw, maigcych za podstawy 1.
ki wycinka, a za wysokosé pmmleﬂ ie-
go kola.

Fig23. Uwage. Gdy od wiadomey powierzch-
ni wycinka AOBG odeymiemy powiersch.
nig troykata AOB, otrzymamy powierzcl-
nig odcinka AGB.

25. Zagadnienie.
Dany wielokqt zamienic na troykat i
miu ’JON)?&OW&'«"”GJ

rig32. Niech naprzykiad, danym wiclokytem
bedzie pieciokat ABCDE. Poprowadzmy
przekatng EC, a przez wierzcholek D tréy-
kata DEC, liniia DF réwnolegla wugle-
dem podstawy EC, i przecinaigca prze-
dluzony bok AE w punkcie F: dwa troy-
katy FEC, DEC, maiace sp6lna wysokosé,
i te samg podstawe, beda réwnowa-
zne (21. wnio.2). Do kazdego z tych trdy-
katow, dodawszy czworokat ABCE, be-
dzie czworokat ABCF réwnowazny pie-
ciokatowi ABCDE (pew. 2). Jezeli znowu
poprowadzimy przekatna BF, i zrobimy
wykréslenic podobne popuedzang(,emu,
okaZemy tym sdmym sposohem, ze try-
kat GFC iest lownow(u,ny czworokato-
wi ABCF, a zatem i pigeiokgtowi ABCDE.
Stosuiac to samo rozumowanie do iakie-
gokolwiek wielokata, i za kaZzdem wy-
krésleniem liczbe iego bokéw zmnieysza-
ige 1erlnym, przyydziemy do tréykata ré-
wnowaznego wielokatowi.

Przykiady.
1. Znales¢ powicrzchnia prostokata ma-

iacego podstawe=21, 37 lok. a wyso-
kos$é =9, 24 fok.
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Powierzchnia szukana bhedzie=21,37X .
9, 24 =197,4588 lokei kw. (22).

II. Znalesé powicrzehnia tréykata ma-
igeego podstawe=43 iok.a wysolose=3 k.

Powierzehnia szukana bedzie = X4z =
7 lok. kw. (22. wn. 3).

III. Znalesé¢ powierzchniy réwnoleglo-
bokuy ktérego podstawa ma 6 syzni, 4 stdp,
5 cali 1 6 liniy; a wysokosé¢ zawiera 4
saznie, 5 stop, 8 cali i 9 liniy.

Poniewaz sazen kw. ma 36 stop kw.,
Stopa kw. zamyka 144 cali kw.

Cal kw. ma 144 liniy kw.

Liniia kw. zawiera 144 punk. kw. it.d.

Wiec wysokos$é 4 sazni, b stop, 8 calii9 li-
niy wyrazona w'liniiach, bedzie 4281

Podstawa 6 sazni, 4 stop,

5 cali, 6 liniy,wyrazonaw lin. 5826
Stad iloczyn . . . 24941100 lin. kw.

Podzieliwszy ten iloczyn przez 144, wypa-
dnie na iloraz 173202 cali kw. i 18 lin, kw.

Podzieliwszy znowu 173202 przez 144,
wypadnie 1202 stop kw. i'114 cali kw.

Podzieliwszy nakoniec 1202 przez 36,
wypadnie 33 saZni kw.i 14 stép kw. Zatem
szukana powierzchnia réwnolegloboku iest
rowna 33 sazni kw. 14 stop kw. 114 cali
kw. i 18 liniy kw.

KONIEC XIEGI DRUGIEY.



