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O pis a ni a.

I. Przez ieden punkt, iako też przez ie-
dną liniią prostą, można poprowadzić nie-
skończoną liczbę płaszczyzn. ......

II. Liniia iest prostopadła do ptaśzc%y-
xny> 6<ty iest prostopadła do wszystkich
liniy prpstych przez iey spodek na płasz-
czyźnie poprowadzonych: naodwróti płasz-
czyzna iest w tym razie prostopadła do
linii. Spodek p/ostopadłey iest punkt,
w którym ta liniia spotyka płaszczyznę.

III. Liniia iest równolegta do płaszczy-
zny, albo dwie płaszczyzny są równolegte
względem siebie; gdy liniia nie spotyka
nigdy płaszczyzny, albo gdy płaszczyzny
naydftley będąc przedłużone zeyść się
z sobą nie mogą.

IV. Dowiedziemy (twier. J), ze spólnem
przecięciem dwóch płaszczyzn z sobą spo-
tykaiących się, iest liniia prosta; nachy-

T»b.v.lenie się zatem ku sobie dwóch plasz-
Ftg. i-czyżn MN, PQ, oznacza się kątem ABC,

zawartym dwiema prostopadłemi AB, BC,



— Io3 —

do s polnego tych płaszczyzn przecięcia
PN, z jednego punktu B, na dwóch piasz-
czyanach, poprowadzsnemi.

V. Kąt bryłowy, iest przestrzeń kąto-ftr- 3-
wa S, zawarta więcey niż dwiema płasz-
czyznami ASB, BSĆ, CSD, DSA, w ie-
Anym s«;hodza_cemi się punkcie

1. Twierdzenie.
Przecięcie sie spólne dwóch płaszczyzn

iest Unita prosta.
Bo liniia prosta przechodząca przez

dwa punkta spólncgo przecięcia dwóch
płaszczyzn, iest razem na iedney i dru-
giey płaszczyźnie, więc taż liniia"pro-
sta musi być spólnem przecięciem tych
płaszczyzn.

2. Twierdzenie,
Jeżeli Unita, prosta AP, iest prostopa-Ftg. J.

dta do dwóch Hniy PIJ, PC, praecinaią-
cych sie w iey spodku P, na pfaszczyznie
MN; /Jedzie tai liniia AP, prostopadfa
i do płaszczyzny MN,

Obrawszy bowiem na liniiach PC, PB,
dwa iakiekolwiek punkta C, B, i połączy-
wszy ie liniia prostą CB; a od środka Q
tey linii, poprowadziwszy d o P , liniia
QP, nadto od punktu A do B, Q, C,
liniie AB, AQ, AC, Ponieważ w tróy-
kącie PBC, podstawa BC "iest podzie-
lona w punkcie Q, na dwie równe czę-
ści, będzie liC4+BP2=2PQ2-f2QC2( IiI,22);
podobnie__w tróykącie BAC, iest AC* +
AB2 = 2AQa + 2QC2;więc, odżywszy pierw-
szą równość od drugiey, i łiwazaiijCjżetróy-
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kąty APC, APB prostokątnejirzy P, rlaią
A C * — Ć P 2 — A P 2 , A > -m2=AP°jm,i7.w.2)]
będzie AP* + AP* = 2AP*=:2AQ2 —2PQ*;
a podzieliwszy obie ^trony przez 2, otrzy-
mamy APa = AQ2— PQ2; ci'ylij_dodawSzy
do obu stron, RCl8, wypadnie AP*+PQ a =
AQ2; zatem tróykat APQ iest prostokątny
(III, 17, vvn. 1), przy P; więc liniia AP iest
prostopadła do PQ: podobnie można oka-
zać" ze liniia AP iest prostopała do kaź-
dey linii prostey przez punkt P, na
płaszczyźnie MN. poprowadzoney; zatem
liniia AP będzie prostopadła i do płasz-
czyzny MN (opis. II).

3. Twierdzenie.
tig. 4. Dwie liniie proste AB\ AC, przecina-

iace sif % sobay są na iedney pfaszczyznie
i oznaczaią iey połażenie.

Bo przez liniicj AB, wystawiwszy so-
bie poprowadzony płaszczyznę, i obraca-
iijci} się około tey linii poty, póki nic-
trafi na punkt C, wtedy, ponieważ liniia
AC, mieć będzie dwa punkta na tey płasz-
czyźnie, więc cała na niey znaydować
się będzie; położenie zatem . tey płasz-
czyzny będzie tem saipem oznaczone, że
znayduią się na niey dwie liniie proste
AB, AC, przecinające się z sobą.

Wniosek 1. Tróykąt ABC, czyli trzy
punkta A, B, C, nie w linii pros tey bę-
dące, oznaczają położenie płaszczyzny.

Fig. 5 Wniosek II. Dwie liniie równoległe
AB, CD, oznaczaią położenie płaszczyzny;
bo przeciąwszy te liniie, trzecią liniia EF,
będzie płaszczyzna dwóch liniy prostych
AE, EF, płaszczyzną liniy równoległych
AB, CD.
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4. Twierdzenie.
Liniie pochyte AD, AB... poprowadzo-^s- o.

ne od punktu A do ptaszczyzny MN, ie-
zeli są równo oddalone od prostopadtey
AP, do teyźe ptaszczyzny, będą równe sobie;
a % dwóch pochytych AE,C AB 'nierówno
oddalonych od prostopadtey AP, liniia AE
miecey oddalona, iest dtuższa od AB.

Bo lód. iezeli lintiy pochyłych odległości
DP, PC, PB, od linii AP, są równej tróykąty
prostokątne APD, APC, APB, maiące nadto
bok AP spoiny, będą równe sobie (1.3): za- .
tem pochyłe AD,'AC, AB, równo oddalo-
ne od prostopadłey sąmiędziy sobą równe.

2re. ieźeli odległość PE pochyłey AE,
Jest większa od odległości PB pochyłey
AB, będłde ( i , 13) pochyła AE, większa
od AB, a zatem i od AC.

Wniosę!;. Spodek P prostopadłey AP,
iest środkiem koła zakreślonego na płasz-
czyźnie MN, z punktu A promieniem
większym od AP; własność ta podaie spo-
sób prowadzenia prostopadłey do płasz-
czyzny, z punktu nad nią wziętego.

5. Twierdzenie.
Jeżeli przez spodek P, prostopadtey

do ptas,zczi/zny .MN, <poprowadzimy pro-
stopadfą PT), do linii BC leźącey na tey-
ze ptaszczyznie, i koniec D tey prostopa-
dtey, ztączymy z punktem- iahiiiikolwiek A
pnostopadfcij pierwszey, liniia AD; będzie
ta liniia AD prostopadła do BC.

Wziąwszy bowiem BD = DC, i popro-
wadziwszy liniie PB, PC, AB, AC. Po-
niewaw liniia PD iest prostopadła do BC,

14
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i odległość BD = DC, więc pochyła
PC (1, 13); aze znowu względem prosto-
stopadtey AP, odległość PB = PC, Batem
pochyła AB —AC ( 4 ) ; liniia więc AD
ma dwa punkta A i 1), równo oddalone
od końców B i C, linii BC, zatem iest
prostopadła do teyże linii.

Wniosek. Wypada stąd, Że liniia BC iest
prostopadła do płaszczyzny APD (2); bo
ta liniia iest razem prostopadła do dwóch
liniy prostych AD, PD, przecinających się
w iey spodku D.

6. Twierdzenie.
Fi,. 8. Jeżeli liniia AP, iest prostopadła do

płaszczyzny MN, wszelka liniia ED1 ró-
wnolegfa do linii AP, będzie prostopadta
do teyze płaszczyzny.

Boprzezłiniio równoległe AP, ED, popro-
wadziwszy płaszczyznę APDE przocinaią-
ćą się z płas«c»yżną MN, w linii PD,
a na płaszczyźnie MN poprowadziwszy
liniia BC prostopadłą do PD, i punkta
A i D złączywszy liniia AD; podług wnio-
sku twierdzenia poprzodzaiącego, liniia
BC będzie prostopadła do płaszczyzny
APDE, zatem kąt BDE iest prosty; aze
kąt EDP iest także prosty (.], W), bo
liniia AP równoległa do DE, iest % za-
łożenia prostopadła do PD•; zatem liniia
DE iest prostopadła do dwóch liniy PD,
BC, przecinających się w iey spodku D,
więc iest prostopadła i do ich płaszczyz-
ny MN (2).

Wniosek. Wypada stąd naodwrót, ze ie-
źeli dwie Hniie proste AP, ED, są pro-
stopadłe do iedney płaszczyzny MN, te
dwie liniie są do siebie równoległe; bo
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połączywszy spodki tych prostopadłych
liniią PD, na płaszczyźnie MN, będą lini-
ie APj ED prostopadłe do linii PD (op>s. II),
a zatem będą, względem siebie równole-
głe (1, 17).

Wniosek II. Dwie liniie AB, CD, ró-WM*.
wnoległe do linii trzeciey EF, na odmien-
ney z niena płaszczyźnie położoney, są
równoległe względem siebie. Bo wyobra-
ziwszy sobie płaszczyznę prostopadłą do

•linii E F , każda z liniy.AB, CD, będąc
równoległa do linii EF, będzie prostopa-
dła do tey płaszczyzny; a Katem podług
wniosku poprzedzającego liniie AB, CD,
będą względem siebie równoległe.

7. Twierdzenie.

Jeżeli liniia prosta Ali, iest równolegiafig. o-,
do linii CD. lezącey na płaszczyźnie MN,
będzie liniia AB równoległa i do tey
płaszczyzny.

Bo gdyby liniia AB nie była równo-
legła do płaszczyzny MN, więc spotyka-
łaby razem tę płaszczyznę, i położoną na
niey liniią CD; ażc liniia AB nie może
spotykać linii CD, bo iest do niey z za-
łożenia równoległą, przeto taż liniia nie
może spotkać i płaszczyzny MN; zatem
iest do niey równoległa (opis. l i t ) .

8. Twierdzenie.
Dwie ,ptaszc%yzny , Q, p p

doliniiprosteyAB,sq do siebie równoległe.
Gdyby bowiem te płaszczyzny przedłu-

żone spotkały się z sobą w linii DC,
wtedy, objąwszy na tey linii punkt 0, i
poprowadziwszy liniie BO, AO; ponieważ



— 108 r -

liniia AB iest prostopadła do płaszczyzny
MN, więc. iest prostopadła i do linii A0
poprowadzonej' przez iey spodek na tey
płaszczy/nie (opis. II.); 'Ha tey samey
przyczyny, i linii a AB iest prostopadła
do BO; zatem byłyby dwie prostopadłe
BO, AO spuszczone z iednego punktu 0,
na łiniią AB, co być nie może; nie mogą
przeto dwie płaszczyzny MN, PQ, spot-
kać się z sobą; są więc równoległe.

9. Twierdzenie.

Jeżeli dwie płaszczyzny równoległe MN,
Q, są przecięte trzecia płaszczyzna ABCD,

ich przecięcia AB, CD] będą względem sie-
bie równolegle.

Bo gdyby liniie AB, CD leżące na ie-
dney płaszczyźnie ABĆD,nie były równo-
ległe, więc przedłużono zbiegłyby się z so-
bą, a zaten, zesztyby się i płaszczyzny
MN, PQ, na których one znayduią się; aźe
te płaszczyzny schodzić się nie moga_, bę-
dąc z założenia równoległe; zatem i liniie
AB, CD muszą być względem siebie ró-
wnoległe.

10. Twierdzenie.
M Liniia AB prostopadła do płaszczyzny

MN, iest prostopadła i do pfaszezyzny P(l,
równolegfey do MN.

Bo na płaszczyźnie PQ, pociągnąwszy
łowolnie liniią BC, i przez dwie liniie

ABjBCpoprowadzuyszypłaszczyznęABCD,
przecinającą się /.płaszczyzną MN, w li-
nii AD, będzie to przecięcie AD równo-
ległe do BC (9)) aźe liniia AB iest pro-
stopadła do płaszczyzny MN, a zatem
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iest i do linii AD leża,cey na tey płasz-
czyźnie (opis. II); jest zaś liniia BC ró-
wnoległa do AD,, więc liniia AB iest
prostopadła i do linii BC (I, 19. wn.); po-
dobnie okazać można, ze taż liniia AB
iest prostopadła do każdey1 Unii przecho-
rtzącey przez iey spodek na płaszczyźnie
PQ, Katem liniia AB iest prostopadła do
płaszczyzny PQ.

11. Twierdzenie.
Dwie liniie równolegte AB, CD,

miedzy dwiema pfaszcztjznami. MN,
rówiiolegfemi, są równe sobie.

Gdyż przez liniie równoległe AB, CD>
poprowadziwszy płaszczyznę ABDC; prze-
cięcia AC, BD , tey płaszczyzny, z dwie-
ma płaszczyznami MN, PQ, będą wzglę-
dom siebie równoległe (9), zatem figura
ABDC iest równoległobokiem; więc liniia
AB = CD.

12. Twierdzenie.
Jeżeli dwa kąty CAE, DBF/nie leźąceFig.u.

na iedney ptaszczyznie, maia ramiona
AC i BD, AE i. BF, względem siebie ró-
wnolegfe, i skierowane w iedną stronę;
będą te kąty równe, a ich płaszczyzny
równolegte.

Wżywszy bowiem AC=BD, AE=:BF,
' i poprowadziwszy liniie CE, DF, AB, CD,

EF. Ponieważ liniia AC iest równa i równo-
legła do GV>, będzie i liniia CD równa i
równoległa do AB (I, 20. w.l).Dlapodobney
przyczynyi liniia E F iest. rćwna i równo-
legła do linii AB; dwie 'zatem liniie CD,
EF, Vówno i równolegle względem linii



~ 110 —

trzeciey AB, położonej na inney z niemi
płaszczyźnie, są równe i równoległe wzglę.
dem siebie (6. w.2); zatem i Jiniia DF iest
równa i równoległa do CE; więc dwa trój-
kąty ACE, EDF, maiące trzy boki odpowie-
dnie równe trzem bokom, są równe sobie
(1,9); a zatem iest; kąt CAE=DBF, Nadto,
ponieważ trzy boki tróykąta ACE, są ró-
wnoległe względem trzech Loków tróyką-
ta BDF, więc i płaszczyzny tych tróyką-
tów są do siebie równoległe.

13. Twierdzenie.
Fig-i5. Jeżeli dwie liniie proste AB, CD, prze-

cięte są trzema płaszczyznami równole-
gfemi 3iN, PQ, RS, przecięte będą pro-
porcyonalnie.

Niech lihiia AB, spotyka płaszczyzny
dane w punktach A, E , B; liniia CD,
w punktach C, F, D; powiadam, źe, ma
się AE: EB=CF: FD.

Bo poprowadziwszy liniią AD, spoty-
kaiącą płaszczyznę PQ w punkcie G; i
nadto liniie AC. EG, G F , BD. Ponie-
waż przecięcia EG, JBD, płaszczyzn ró-
wnoległych PQ, RŚ, z płaszczyzną ABD,
są do siebie równolegle (9) ; więc w tróy-
kącie ABD,ma sięAE:EB=AG: GD (111,1).
Podobnie dla przecięć AC, GF, równole-
głych, w tróykącie ADC, iest AG: GD=
CF: FD, więc, z przyczyny spólnego sto-
sunku AG: GD, będzie AE: EB—CF: FD.

14. Twierdzenie.
Fig.ro. Jeżeli liniia AP iest prostopadła do

j>laszc%ymy MJY, wszelka< ptąszczyzna APB
przechodząca przez liniia AP, będzie
prostopadfd do jpfaszczi/zny MN.
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Niech liniia BC, wyraża spólne przecię-
cie dwóch płaszczyzn APB i MN. Naplasz-
czyznie MN, poprowadźmy przez punkt P,
liniiąDE prostopadłą do BC; liniia APiako
prostopadła do płaszczyzny MN, iest pro-
stopadła do kaźdey z dwóch liniy BC, DE
na tey płaszczyźnie poprowadzonych(opi.II),
więc kąt AP£> iest prosty; aże ten kąt za-
warty dwiema prostopadłeini PA, PD, do
spólnego przecięcia BC, mierzy nachyle-
nie się ku sobie dwóch płaszczyzn APB,
MN (opis.IV); więc dwie te płaszczyzny
są do siebie prostopadłe.

WniosęJŁ. Wypada stąd, że ieźeli dAvie
płaszczyzny są prostopadłe do trzeciey,
będzie i spólne przecięcie tych dwóch
ptaszczy/n prostopadłe do płaszczyzny
trzeciey.

15. Twierdzenie.
Jeżeli kąt brytowy S, zawarty iesttrze-jr'&-17'

snu katami pfaskiemi ASB, ASC, CSB,
będzie ,snninia dwóch ktarychkolwiefc z nich,
większa, od kąta trzeciego.

Niech kąt ASB, będzie większy od każ-
dego z kątów, ASC, B/SC; powiadam ze kąt
ASB.<ASC+BSC. •

Bo na płaszczyźnie A/SB, wykreśliwszy
kąt DSB=CSB, wziąwszy SD=SC i popro-
wadziwszy liniie ADB, AC, CB: ponieważ
dwa boki BS, SD są równe dwóm bokom
BS, SC, i kąty BSD, BSC między temi boka-
mi zawarte są równe, więc dwa tróykąty
BSD,,BSC są równe sobie, zatem BD=BC.
Aze. AB<AC+BC (1,5), więc, odiąwszy
z iedney strony BD, z drugiey BC, będzis
AD<AC. Lecz dwa boki AS, SD są ró-
wne dwóm bokom AS, SC, a bok trzeci
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AD iest ninieyszy od AC, zatem kąt
ASD<ASC (1, 8); dodawszy spoinie kąt
BSD—BSC, będzie kąt ASD+BSD,czyli U
ASB<ASC+BSC

16. Twierdzenie.
. Summa kątów płaskich zawieraiących kąt
bryfowy, iest 'tnnieysza od czterech kątów
prostych.

Brzetniymy kąt bryłowy S, Jakąkolwiek
płaszczyzną ABCDE, i z punktu O wzię-
tego na tey płaszczyźnie, do wszystkich
kątów wielokąta ABCDE, podrowadźmy
liniic OA, OB, OE i, t. d. Będzie summa
kątów w tróykątacli ASB, BSC . . . inaią-
cych wierzchołki w S, równa summie
.kątów podobńeyźe liczby tróykątów AOB,
BOC . . maiąeych wierzchołki w O. Aźe
przy |)unkcie B, kąty ABO, OBC, razem
wzięte czynią kąt ABC<ABS+SBC (15);po
dobnic przy punkcie C,- iest kąt BCO + OCD
^BCS-f-SCD, i toź samo iest ze wszyst-
kierai kątami wielokąta AD; zatem w tróy-
kątacli, których wierzchołkiem iest punkt 0,
summa k^tów przy,podstawie, iest mrriey-
sza od sunimy kątów przy podstawie w tróy-
kątach , których wierzchołkiem iest punkt
S; więc naodwrót summa kątów utworzo-
nych przy punkcie O,iest większa od suinmy
kątów przy punkcie S; aze summa kątów
przy O, iest równa czterem kątom prostym
(l,%uwag.);' zatem summa kątów pła-
skich ASB, BSC.,. zawieraiącycJi kąt bryło-
wy S, iest mrieysza od czterech kątów
prostych,


