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a z punktu A, prostopadłą DA do promie-
nia CA; będzie prostopadła ta styczną żą-
daną (4 )•• • • i, :>: ::• • •:

2re. Jeżeli punkt A iest za kołem, wte-
dy złączywszy ten punkt ze środkiem C
koła danego, liniią CA, dzielę ią w pun-
kcie O na dwie równe części; z punktu 0
iako środka, promieniem OC kreślę okrąg,
przecinający okrąg danego koła w pun-
ktach W„'D,i prowadzę liniią AD, która
będzie styczną żądaną.

Bo poprowadziwszy liniią CD, będzie
kąt CD A w półkolu prosty (7. wn. 3 ) ,
zatem liniią AD iest prostopadłą z końca
D promienia CD wyprowadzona, więc iest
styczną (5).

R O Z D Z I A Ł VI.
0 MIERZENIU POWIERZCHNI.

Op i s a n i a.

I. Do mierzenia powierzchni używa się
zwyczaynie kwadratu, który, gdy ma bok
i eden równy długości sążnia, łokcia, sto-
py, cala i t. cl. nazywa się sążniem kwa-
dratowym, łokciem kwadratowym, stopą
kwadratową, calem kwadratowym i t. d.

Mierzyć "zatem iakąkolwiek powierzch-
nią, iestto dochodzić ile razy mieści się
w nifiy • kwadrat za miarę czyli iedność
wzięty.

ftg.25. U. Wysokością równoległoboku ABCD,
albo tróykąta ABD, nazywa się prosto-
padła BE, z wierzchołka któregokolwiek
kąta B, na bok przeciwległy AD, przedłu-
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żonyieżeli tego potrze<ba, spuszczona. Ten
bok AD zowie się podstawą równoległo-
boku, albo tióykąta.

III. W prostokącie, bok iego iest razem
wysokością.

IV. Wysokością trapeza ADBC, nazywa*V£.2o
się prostopadła DE, spuszczona z wierz-
chołka któregokolwiek iego k ą t a D , na
bok przeciwległy AC zwany podstawą.

V. Dwje figury, różne co do kształtu,
lecz równe sobie co do powierzchni, na-
zywaią się figurami równoważne tni. 1 tak,
koło może być równoważne kwadratowi,
tróykątowi, prostokątowi, i t. d.

Nazywać zaś będziemy zawsze figura-
mi równemi te tylko, które położone, ic-
dna na drugiey, przystaią do siebie we
wszystkich swoich punktach: lakierni figu-
rami są np. dwa tróykątj' inaiące trzy bo-
ki odpowiednie równe, dwa koła równych
promieni, i t. d.

20. Twierdzenie. '
Dwa rótimolegfoioki ABCD, ABEF, m

iace, tez sarna podstawę AB, i spoina wv~
sokosc DX, są równoważne.

Bo w równoległobokach ABCD, ABEFj
iest bok AD=CB,bokAF=BE(roz.IV.op.3),
nadto iest bok DC = AB i bok E F = A B ,
zatem bok D C = Ę F (pew. 1); gdy zaś od
linii DE, odeymiemy każdą z liniy DC,
FE, pozostanie Jiniia C E = D F (pew. III):
dwa więc tróykąty DAF, CBE, maiące trzy
boki odpowiednie rÓAyne trzem bokom, są
równe sobie (1, 9). Aie gdy od czworo-
kąta ABED, odeymiemy t r ó ^ ą t CBE, po-
zostanie równołegłobok ABĘJ); i gdy od
tegoż czworokąta ABED, odeymiemy tróy-

0
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kąt DAF, pozostanie równoległobuk ABEF,
równy co do powierzchni równolegloboko-
wi ABCD (pew. III.)'; więc dwa równole-
głoboki, iedney podstawy, i iedney wyso-
kości, są równoważne.

Wniosek I. Każdy równoleglobok AC
(fig. 27 bis.), icst równoważny prostoką-
towi AE, mającemu tęż samą z nim pod-
stawę AB, i też samą wysokość AF.

Wniosek II. Dwa prostokąty równey pod-
stawy i wysokości, są równe sobie.

21c Twierdzenie.
łVj.28. Każdy tróykąt ABC, iest potowa równo-

ległoboku ADBC, mażącego z nim te samą
podstawę AC, i wysokość spoina B%

Jakoż z natury równolegloboku AB, iest
bok DB==AC, bok AD=BC; zatem dwa
tróykąty ADB, ACB, maiącc nadto bok
spoiny AB, są równe sobie (I, 9): axe te
tróykąty razem wzięte, sktadaią równo-
legtobok cały AB; więc każdy z tróyką-
tów ADB, ACB, iest polową równoległo-
boku AB.

Wniosek I. Tróykąt ABC, iest polową
prostokąta EC, maiącego ss nim tę samą
podstawę AC, i spoiną wysokość AE; gdyż
prostokąt EC iest równoważny równole-
głobokowi AB (20. wnio. 1).

Wniosek II. Ponieważ równolegloboki
maiące tęż samą podstawę, i wysokość,
są równoważne (20); a tróykąty tey sa-
mey podstawy i wysokości, co i rówho-
legtoboki, są ich połowami; więc wszyst-
kie tróykąty maiące równe podstawy, i
równe wysokości, s"ą równoważne:
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22. Twierdzenie.
Powierzchnia iakiegoholwiek prostokataFig.lv-

ABCJ), iest równa iloczynowi % iego pod-
stawy BC, przez wysokość AB.

Przypuśćmy naprzykład, że łokieć
wzięty za iedność liniiową, mieści się 4
razy w podstawie BC, a 3 razy w wyso-
kości AB, prostokąta AC. Przez punkta
podziałów E, G, poprowadźmy względem
BC, liniie równoległe EF, GH; te podzie-
lą prostokąt AC na trzy prostokąty AF,
E H , GC, równe (20. wn. 2): przez pun-.
kta znowu podziałów I, L, N, poprowadź-
my względem wysokości AB, liniie ró-
wnoległe Iff, LM, NO; te podzielą każdy
Z prostokątów AF, EH, GC, na tyle łok-
ci kwadratowych, ile iest podziałów w pod-
stawie BC, toiest na 4. Aże dla otrzyma-
nia liczby kwadratów zawartych w ca-
łym prostokącie AC, potrzeba liczbę kwa-
dratów zamkniętych w iednym prostoką-
cie GC, powtórzyć tyle razy, ile iest po-
działów w wysokości AB, toiest razy 3;
zatem powierzchnia prostokąta AC, zamy-
kać będzie 4 łokcie kwadratowe wzięte
razy 3 , czyli 12 łokci kwadratowych:
więc taż powierzchnia wyrazi się ogólnie
przez iloczyn z BCXAB (*).

(*) Mówi sictylko przez skrócenie, źe powierzchnia pro.
stokąta iest równa iloczynowi z iego podstawy ;>r*ez
wysokość: gdyż właściwie należałoby powiedzieć,
ze powierzchnia prostokąta iest równa pewney
liczbie kwadratów równych ustawionych na ie-
go podstawie, albo na wysokości, tyle razy wzię-
tych, ile razy mieści się bok iednego z tych

•' kwadratów w wysokpści, albo w podstawie pro-
stokąta.
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Uwaga. Ten sam sposób dowodzenia słu-
ży i na przypadek, w którym iedność za
miarę wzięta nie mieści się zupełnie
w podstawie, 'albo w wysokości prosto-
kąta. Bo daymy np. że ta Jedność mieści
się w podstawie BC, razy 3|, a w wysoko-
ści AB, razy 4. Poprowadziwszy równo-
ległe względem BC i AB; prostokąt AC po-
dzieli się na 12 kwadratów równych, i 4
prostokąty EK, FL, GM, HC, które są ró-
wne między sobą: gdyż każdy z tych pro-
stokątów ma podstawę równą bokowi EF
kwadratu, a wysokość = E D = | ; te 4 pro-
stokąty razem wzięte, są równe iednemii
kwadratowi raaiącemu za bok EF; więc
prostokąt AC zawierać będzie 13 równych
kwadratów, toiest liczbę taką, iaka wy-
pada z pomnożenia 4 przez 3£.

Wniosek I. Jeżeli prostokąt AC iest kwa-
dratem, toiest, ieżeli podstawa BC iest
równa wysokości AB, wtedy powierzch-
nia tego prostokąta będzie równa iloczyno-
wi z BCX BC—BC2.
. Wniosek II. P owierzchnia iakiegokolwiek

równolegfoboku AC (fig. 27. bis), równa
iest iloczynowi z iego podstawy A:ti, przez
wysokość AF. Bo równoiegtobok h& iest
równoważny prostokątowi FB, maiącenm
tę samą z nim podstawę AB i spoiną wy-
sokość AF (20. wn. 1); aże' ten prostokąt
iest równy ABXAF, zatem będzie i równo-
ległobok AC=ABXAP.

Fig.i&. Wniosek III. Powierzchnia iakiegokol-
wiek ttóykąta ABC, iest równa iloczyno-
wi z podstawy AC, przez potowe wysoko-
ści BX tróykata. Bo tróykąt ABC iest po-

^ łową równolegloboku BA, tey samey z nim



podstawy, i wysokości (21); aze równole-
gtobok BA—ACXBX, więc będzie tróy-
kąt A B C X A C X B X ACXBX

• 2

Wniosek IV. Oznaczywszy powierzchnie
dwóch równolegtoboków przez Ił, r, pod-
stawy przez P, p, wysokości przez W, w;
będzie R—PXW, r = pXw; czyli R:r =
P X W ! P X W > Z tey proporcyi, przypuści-
wszy w niey P = p i podzieliwszy drugi
stosunek przez P, wypada R:-r>3=s1̂ ; w;
toiest, ze równolegfoó.oki rnaiące równe
podstaivy, irtaią sie do siebie iah ich wy-
sokości. Z tey sarhey proporcyi, przypu-.,
ściwszy w niey W = w i podzieliwszy dru-
gi stosunek przez W, wypada R : r = P : p;
toiest: ze róicnolegfof/oki równey wysokości
maią sie do siebie iah ich podstawy.

Wniosek V. Ponieważ tróyk($ty są po-
iowamirównolegioboków, tey samey % nie-
mi podstawy i wysokości; a potowy są do
siebie w tym samym stosunku, co ich cało-
ści: więc tróykąty róuney jiodstawy, maią ,
sie do siebie iak wysokości; a tróykąty
równych wysokości, maią sie'do siebie iak
ich podstawy.

23. Twierdzenie.
Powierzchnia trapeza ABDC, iest ró-W

wna iloczynowi % iego wysokości AJF, przez
potowe sumuiy boków AB, CD równoległych;
albo równa iloczynowi z tey samey wyso-
kości, przez Unita taczaca środki dwóch
boków AC, BD nierównolegfych.

Bo lód. poprowadziwszy przekątną AD,
ta podzieli trapez na dwa tróykąty ABD,
ACD, z których pierwszy iest —ABXAF

(22. wn. 3), a drugi = CI>XAF; zatem sum-
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ma tych dwóch tróykątów, czyli powierz-
chnia trapeza ABDC iest = ĄB X AF -j-

CDXAF = AF X(AB + CD).
2. ; » 2.

2re. przez środek O, boku BD, poprowadź-
my GK równoległą do AC, i przecinającą
przedłużony bok AB w punkcie G; nadto
poprowadźmy LO równoległą do CD: będą
czworokąty ALOG, LCKO, ró wnoiegłoboka-
mi (I, ao.wn.a). Aźe, zrówności dwóch tróy-
kątów BOG, KOD, maiących bok BO=OD
z wykreślenia, kąty przy O wierzchołkiem
przeciwległe równe, i kąty GB O, ODK na-
przemianlegte równe, wypada (I, 4), bok
BG=KD, OG=OK, a w równoległobokach
AO,LK,iest OG=AŁ,i OK=ŁC; zatem AL—
LC (pew.l). Więc liniiaLO przechodzi przez
środki dwócii boków AC,KG równoległych.
A ponieważ taż liniia LO=AG=CK; zatem
L O A G C B C AB+XD,

2. a. 2.
gdyż BG = KD. Okazaliśmy zaś, że po-
wierzchniątrapeza ABDC=AFX(AB+CD),

•2.

przeto taż powierzchnia wyrazi się ic-
szcze przez AFX LO; toiest, przez iloczyn
z wysokości trapeza, przez liniią łączącą
środki dwóch iego boków nierównoleyłych.

Uwaga. Chcąc doyść powierzchni wie-
lokąta o iakieykolwiek liczbie boków, na-
leży go podzielić' na tróykąty, przez prze-
kątne, albo przez liniie poprowadzone od
punktu wewnątrz wielokąta obranego, do
wierzchołków wszystkich jego kątów, i
doyśc powierzchni każdego z tych tróyką-
tów; a wzięta summa powierzchni tróykątów
wszystkich, będzie szukaną powierzchnią
wielokąta danego.
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. %i. Twierdzenie^
Powierzchnia- wiełokata foremnego?^ 31.

ABCDE, iest równa iloczynowi A iego ob-
wodu, przez połowę prostopadłey Olł,
spuszczoney ze środka O wielokąta, na bok
iego którykolwiek BC.

Bo tróykąt BOC=BCXOH (22. wnio. 3);
• • • " % . "

tróykąt CQD=CDXOK; aże prostopadła
'2.

OH"OK (10), więc summa tych dwóch tróy-
będzie= (BC+CD) X0H. Wynay-

dziemy podobnie powierzchnie tróykątów
DOE, EOA, AOB. A zatem summa tróy-
kątów składaiących wielokątcały ABCDEA,
czyli iego prtwierzchnta ma* za miarę
(BĆ + C D + D E + E A + AB)XQH; toiest,

2.
równa się iloczynowi z. obwodu wielokąta,
przc'j połowę prostopadłey spuszczoney z ie-
go środka na bok wielokąta którykolwiek.

Wniosek I. Powierzchnia . kota równa
iest iloczynowi % iego okręgu przez pofo-
tve promienia. Bo koło uważać można za
wielokąt foremny o nieskończońey licz-
bie małych boków (II. Uwaga). Aże w ta-
kim wielokącie prostopadła spuszczona
z iego środka, na bok iego którykolwiek,
nie różni się od promienia, a obwód od
okręgu koła; więc powierzchnia koła mą
za miarę iloczyn z okręgu przez połowę
promienia.

Wniosek U. Powierzchnia wycinka ką-
towego, równa iest iloczynowi z f/rkn sfti-
źącego za podstawę wycinkowi , przez po-
towe promienia hofa. Bo wycinek uważać
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można iako złożony z nieskończoney
by tróykątów, maiących za podstawy łu.
ki wycinka, a za wysokość promień ie-
go koła.
. Uwaga. Gdy od wiadomey powierzch-
ni wycinka AOBG odeymiemy powierzch-
nią tróykąta AOB, otrzymamy powierzch-
nią odcinka AGB.

25. Zagadnienie.
Dany wielokat zamienić na tróykat ie-

mu równoważny.
. Niech naprzykład, danym wielokątem
będzie pięciokąt ABCDE. Poprowadźmy
przekątną EC, a przez; wierzchołek D tróy-
kąta DEC, liniią D.F równoległą wzglę-
dem podstawy E C j i przecinaiącą prze-
dłużony bok AE w punkcie F: dwa tróy-
kąty FEC, DEC, maiące spoiną wysokość,
i tę samą podstawę, będą równowa-
żne (21. wnio.2). Do każdego z tych tróy-
kątów, dodawszy czworokąt ABCE, bę-
dzie czworokąt ABCF równoważny pię-
ciokątowi ABCDE (pew. 2). Jeżeli znowu
poprowadzimy przekątną BF > i zrobimy
wykreślenie podobne poprżedzaiącemu,
okażemy tym samym sposobem, że tróy-
kąt GFC iest równoważny czworokąto-
wi ABCF, a zatem i pięciokątowi ABCDE.
Stosuiąc ta samo rozumowanie do ialiie-
gokolwiek wielokąta, i za każdem wy-
ki^śleniem liczbę iego boków zmnieysza-
iąc iednym, przyydziemy do tróykąta ró-
wnoważnego wielokątowi.

Przyktady.
1. Znales'ć powit rzchnią prostokąta ma-

iącego podstawę = 21, 37 tok. a wyso-
k ś = a, 24,tok.
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Powierzchnia szukana będzie —21,37X
9,24 = 197,4588 łokci kw. (22).

II. Znaleść powierzchnią tróykatn ma-
i ącego podstawt;==4§ tok.a svysokoś<=3 lok.

Powierzchnia szukana bidzie =±|X4f =
7 lok. kw. (22. wn. 3).

III. Znaleść powierzchnią równoleglo-
boku,vktórego podstawa ma 6 sążni, 4 stóp,
5 cali i 6 liniy; a wysokość zawiera 4
sążnie, 5 stóp, 8 cali i 9 liniy.
Ponieważ sążeń. kw. ma 36 stóp kw.
Stopa kw. zamyka 144 cali kw.
Cal kw. ma 144 liniy kw.
Liniiakw. zawiera 144 punk. kw. it.d.

Więc wysokość 4 sążni, 5 stóp, 8 cali i 9 li-
niy wyrażona w liniiacli, będzie 4281

Podstawa 6 sążni, 4 stóp,
5 cali, 6 liniy,wyrażona w lin. 5826

Stąd iloczyn . . . 24941100 lin. kw.
Podzieliwszy ten iloczyn przez 144, wypa-

dnie na iloraz 173202 cali kw. i 18 lin. kw.
Podzieliwszy znowu 173202 przez 144,

wypadnie 1202 stóp kw. i 114 cali kw.
Podzieliwszy nakoniec 1202 przez 36,

wypadnie 33 sążni kw. i 14 stóp kw. Zatem
szukana powierzchnia równolegtoboku iest
równa 33 sążni kw. 14 stóp kw. 114 cali
kw. i 18 liniy kw.

KONIEC XIEGI DRUGIEY.


