
R O Z D Z I A Ł II.
O RÓWNOŚCI TROYKATOW.

Opis a n i a,

I. Płaszczyzna trzema liniiami zamknię-
ta zowie się tróykalem.

II. Tróykąt, uważany co flo boków, na-
zywa się równoboczny, gdy ma trzy boki
równe (fig. 10); równoramienny, gdy ma
dwa boki równe (fig. 9 ) ; róznoboc»ny, >
gdy ma trzy boki nierówne (fig. 11).

III. Tróykąt, uważany co do kątów, na-
zywa się prostokątny gdy ma kąt i eden
prosty; ostrokntny, gdy ma trzy kąty ostre;
rozwartokatny, gdy ma kąt icden rozwarty.

W tróykącie prostokątnym, bok AC prze-
ciwległy kątowi prostemu zowie się prze-
wwprostokątną (fig. 11).

3, Twierdzenie.
Dwa tróykaty ABC, DEF są równa so-Fig.vz.

bin, gdy mai a dwa boki odpowiednie raione,
i kąty zawarte- temi bokami równe; toiest,
gdy bok AI1=DE, A€=T>F,i kąt A=I),
będzie tróykąt ABC—DEF.

Bor wystawiwszy sobie tróykąt ABC po-
ioźony na tróykącie DEF, tak, aby punkt
A padł na punkt I), i bok AB poszedł po
boku DE, padnie K punkt B na punkt E,
gdyż boIv'AĘ=?DE z założenia; i bok AC
padnie na bok DF, gdyż kąt A=I); nad-
to, ponieważ bok DF=AC, więc punkt C
padnie na punkt F/ a zatem i Jiniia pro-
sta BC przystanie dx> linii EF (opis. V),
i cnly króykąt ABC przystanie do tróykąt a
DEF-i będzie mu równy (pcw VI).



Wniosek. Z tego, że trzy rzeczy w dwóch
tróykątach są równe, toiest, ze kąt A.=aD,'
bok AB=DE, i bok AC==DF, wypada: że
trzy inne także są. równe sobie, toiest, kąt
B=E, kąt C ^ F , i bok BC=EF.

4. Twierdzenie.
JFVg.i2. Dwa tróykaty ABC,DEF,inaiącc po ied-

nym boku równym, i po dwa kąty przy-
ległe temu bokowi, odpowiednie równe, są
równe sobie: toiest, gdy boli BC — EF\
kąt B = E, a kąt C=JP;' będzie tróykąt
ABC DEF "':

Bo, przeniósłszy tróykąt ABC na tróykąt
DEF,tak, aby punkt B padł na punkt E, a
bokBC poszedł po bokuEF,; aduie i punkt
C na punkt F, gdyż bok BC—EF; nadto,
ponieważ kąt B=E, więc bok AB weźmie
kierunek DE, tak, że punkt A znaydżie się
w Jakimkolwiek punkcie linii ED. Podo-
bnie, dla równości kąta C z kątem F, liniia
CA weźmie kierunek FD, i punkt A znay-
<lzie się w którymkolwiek punkcie boku

• '/2< CA; punkt więc A, znayduiąc się razem
na dwóch liniiach ED, DF, znaydować
się musi na ich spólnem przecięciu D,
zatem dwa tióykąty ABC, DEF, przysta-
ną do siebie i będą sobie równe (pew. VI).

Wniosek. Z tego, że w dwóch tróyką-
tach trzy rzeczy są równe, toiest, że
BC=EF, B = E, C = F , wypada, że trzy
inne są także równe, toiest bok AB = DE,
AC = DF, kąt D—A.

, 5. Twierdzenie.
jFVg.i2. W każdym iróykacie ABC, bok mory-

' liolwiek flC,icst mnieyszy od mmmy dioóch
innych boków AB, AC.
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Bo bok BC, iest naykrótszą odlegiościij.
punktu B od punktu C (opis. III); więc
bok BC iest mnieys/y od BA+AC.

6. Twierdzenie.
Jeżeli % jmnkUi O, obranego wetonątrzFig.n.

tróykata ABC, poprowadzone są do koń-
ców iednego boku BC, dwie liniie proste
OB, OC; będzie minima tych Uniy rnniey-
sxa od Sitnitny dwóch innych boków AB, A.C.

Bo przedłużywszy bok BO, do spotka-
nia się z bokiem AC w punkcie D, będzie
liniia OC<;O.D+DC (twicr. 5 ) ; do tycli
ilości nierównych dodawszy spoinie BO,
będzie BO+OĆ<OD-|-DC+OB (pew.IV.)5
czyli BO + O C < B D + D C . Dla podobney
przyczyny, będzie BD<AB+AD; dodawszy
spoinie DC, będzie B D + D C < B A + AC.
Aze okazaliśmy, źe BO + OC<BD + DC,
więc tem bardziey iest BO +OC<BA+AC.

7. Twierdzenie.
. Jeżeli dtva boki Ali, AC tróykata ABC,Fig.u.

są rów/iw dwóm bokom DE, El? tróykata
EDF, i ieśeli kąt BAG" zawarty mied%y
pierwszemi bokami, iest większy od kąta
DEF zawartego miedzy bołtami drugiemi;
mówię, ze i bok trzeci BC pierwszego tróy-
kątu, będzie większy od boku trzeciego DF
tróykata drugiego.

Bo położywszy tróykąt DEF na tróyJkąt
ABC, tak, aby bok,EF przystał do bpkii
AC, zdarzyć się moie, źe punkt D pa-
dnie wewnątrz tróykata ABC, albo na bok-
iego BC, lub zewnątra trójkąta ABC:

W lym przypadku, gdy punki D pada we-iAg.u.
wnątrz trcykij-la ABC, będzie podług twier-
dzenia po przed żalącego AD+I)C<AB4-BC;

2
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ofliąwszy,55 redney strony AD, z drugiey
AB=AD, pozostanie bok DC, czyii równy
mu DF<BC (pew. V).

FiS.\5. \V 2gim przypadku, gdy punkt D pacia
na bok BC, icst oczywista, ze BC >
D C = D F .

Fig.io. \v 3cim przypadku, gdy punkt D pada
zewnątrz tróykąta ABC; będzie AB <
BO+0A (twier. 5), i D C < D 0 + 0 C ; zatem
AB + DC<BC + DA. Odiąwszy z iedney
strony AB, z drilgiey DA=AB, pozostanie
DC<BC (pow. V).

8. Twierdzenie odwrotne.
Fig.it' Jeżeli dtva boki AB, AC tróykąta ABC,

są równa dwóm bokom DE^ĘF tróykąta
11DF, lecz bok trzeci BC j)ierwszego tróy-
hątw, iest większy od boku trzeciego DF
drugiego tróykąta; będzie i kąt BAC pr%e-
ciwlegiy bokowi BC, ^większy od kąta DBF
jwzeciwhgfego bokowi DF.

Bo gdyby nie był kąt BAC>DEF, byłby
kąt BAC—DEF, lub BAC<DEF; w pier-
wszym więc razie, byłby bok BC — D F
(twier. 3), w drugim zaś razie, byłby bok
BC<DF (twier. 7 ) ; aźe jedno i drugie
sprzeciwiałoby się założeniu, zatem kąt
BAODEF.

9. Twierdzenie.
Fig.n. Dtva tróykąty ABC, DEF, rndiące trzy

boki odpowiednie rótcne trzem, bokom, są
równe sobie: toiest, gdy bok AB=ZDE\
AC — DF i BC = EF, będzie kąt A = D,
B=E, C==F, itróykąt cafy ABC—DEF.

Bo gdyby byl kąt A>od kąta D, ponieważ
bok AB=DE, AC — DF, byłby więc bok
.BC>EF (tw. 7); podobnie, gdyby był kąt
A<od kąta D, byłby bok BC<EF; aże
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bok B C = E F z założenia, więc kąt A nie
może być ani większy, ani mnieysz)r od
kąta D, iest więc iemu równy. Podobnym
sposobem okazać można, ze kąt B = E, i
kąt C—F; zatem będzie tróykąt ABC=DEF.

Uwaga. Widzimy tli, że kąty równe A i D,
leżą na przeciw boków równych BC, EF.

10. Zagadnienie.
Daną liniią prostą AB, podzielić naFigM

dwie równe części.
c

Z końców linii AB, promieniem wię-
kszym o(t połowy linii AB, kreślę dwa łuki
przecinaiące się w punkcie C, tudzież dwa
drugie łuki przecinaiące się w punkcie.D,
i prowadzę liniią CD«, która podzieli liniią
AB, na dwie równe części w punkcie F.
Gdyż poprowadziwszy liniie AC, CB, AD,
DB; dwa tróykąty ACD, CDB, maiące bok
AC=CB, bok AD=DB z wykreślenia, i bok
CD spoiny, są równe sobie (twier. 9), za-
tem kąt ACD—DCB. Dwa więc tróykąty
ACF, BCF, maiące bok AC=CB, bok CF
spoiny, i kąty równe przy C, są równe
sobie (twier. 3), zatem iest bok A F = F B ;
więc liniią AB, w punkcie F podzielona
iest na dwie równe części

11. Zagadnienie.
Z punktu D danego na linii prostey AB,Vig.\%.

wyprowadzić do tey linii prostopadfą.
Biorę D F = D B , i z punktów B i F, tym

samym promieniem, kreślę dwa łuki prze-
cinaiące się w punkcie C; punkt C z pun-
ktem D łączę liniią CD, która będzje pro-
stopadłą żądaną.1 Bo poprowadziwszy liniie
CB, CF; dwa tróykąty CDB, CDF, maiące
bok CD spoiny, bok D B — D F , i bok
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BC = CF z wykreślenia, są równa sobie
(twier. 9), a zatem kąt ĆDB—CDF; te zaś
kąty są przyległe, więc liniia CD iest pro-
stopadła do linii AB. (opis. XV).

12. Zagadnienie.
j'ig.19. Z punktu C danego %a liniia AB, ąm-

ścić prostopadtą do tey linii.
Z punktu C, kreślę. luk przecinaiący li-

niią, AB w punktach B i F, z punktów B
i F, tym samym promieniem zakreślam
dwa łuki przecinające się w punkcie G;
punkta € i G iączę liniią CG, która bę-
dzie prostopadłą żądaną. Bo poprowadziw-
szy liniie F C , CB, F G , BG; tróykąty
FCG, BCG, roaiące bok CG spoiny, bok
CF=CB, i FG—GB z wykreślenia, są ró-
wne sobie (twier. 9); zatem kątFCD—DCB.
Dwa więc tróykąty CDF, CDB, maiące
bok CD spoiny, bok CF = CB, i kąty ró-
wne przy C, są równe sobie (twier. 3), a
w szczególności kąt FDC=BDC; te zaś
kąty są przyległe, zatem liniia CD iest
prostopadła do linii AB (opis. XV).

13. Twierdzenie,

Fig.20.' Jeżeli z punktu A wziętego za, liniią
J)E, poproioadzirny do niey prostopadtą
AB, tudzież pochyle AE, AC, AD, do róż-
nych punktów teyze Unii: będzie lód pro-
stopadła AB krótsza od kaldey pochytey;
Ire dwie pochyle AC, AE, poprowadzone
z dwóch stron prostopadfey AB, iv odle-
gtościach BC, BE róivnych, są równe sobie;
3cie z dwóch któryc/ikólwiek pochjtych
AC i AD, lub AE i AD, fa będzie dłuż-
sza, która iest bardziey od prostopadtey
oddalona.
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Bo lód przedłużywszy prostopadłą AB
tak, aby było BF=AB, i poprowadziwszy
liniie FC, DF; dwa tróykąty ABC, CBF,
maiące bok CB spoiny, bok AB—BF, i ką-
ty przy B prosto , są równe sobie (twier. 3),
a w szczególności bok AC — C F . Aże
linii a prosta ABF iest krótsza od ziarna-
ney ACF (twier. 5); zatem AB połowa ABF,
iest krótsza od AC połowy ACF; więc
prostopadła AB iest krótsza od kazdey
linii pochyłey.

2re Założywszy że BE=BC, ponieważ
dwa tróykąty ABE, ABC maią nadto bok
AB spoiny, i kąt. ABE = ABC, są zatem
równe sobie (twier. 3), więc AE—AC; prze-
to dwie pochyłe* równo oddalone od pro-
stopadley są między sobą równe.

3e Ponieważ summa boków AC, CF
tróykąta ACF, iest mnieysza od summy
boków AD, DF tróykąta ADF (twier. 6),
więc AC potowa ACF, iest krótsza od AD
połowy ADF; zatem pochyłe naybardziey
oddalone od prostopadłej' są naydluższe'.

Wniosek I. Prostopadła AB będąc krót-
szą od kaźdey pocliyłey, iest: prawdziwą
odległością punktu A od linii DE,

Wniosek II. Z piłnktll A wziętego za li-
niią D E , iedną tylko prostopadłą do tey
linii poprowadzić można, gdy/; przez dwa
punkta A i-B iedua tylko linia prosta prze-
chodzić może.

Wniosek UL Jeżeli liniia prosta CD,
środka linii AD poprowadzona, iest dc tey-
że linii prostopadła; wtedy każdy punkt
O wzięty na linii, pierwszey, iest równo
oddalony od końców A i B linii drugiey.



u
WnioseJi IV. Wszelki punkt E wzięty

za prostopadłą CD, nie iest równo odda-
lony od końców A i B linii AB. Bo popro-
wadziwszy liniie EB, EA, i punkt O prze-
cięcia się linii AE z prostopadłą, z pun-
ktem B złączywszy liniią OB; j)orueważ
punkt O iest równo oddalony od punktów
A, B, (wnio. 3), będzie AO=OB; aże w
tróykącie EOB, iest BE<OE + BO, więc
BE<OE-f-OA, czyli BE<AE.

14. Twierdzenie.
. Dwa tróykąty prostokątne ABC, EDF,
są równe sobie, gdy maia przeciwprosto-
Jtątne BC, DF, równe, i bok którykolwiek
AB=DB; albo, gdy tnaia przeciwprosto-
kątne BC, DJF, równe, i kat którykolwiek

W pierwszym przypadku,; rown ość dwóch
tróykątów byłaby widoczna, gdyby bok
trzeci AC był równy bokowi tr/ecieimi
EF. Lecz przypuśćmy, że te boki nie są
równe, i ze naprzykład bok AC>EF; na
boku AC odciąwsssy AG!=EF i poprowa-
dziwszy BG; dwa tróykąty ABG, EDF,
maiące bok AB = DE z założenia, bok
AG=EF z wykreślenia, i kąt prosty A = E ,
są równe sobie (twier. 3), a w szczegól-
ności bok BG — DF; aże DF = BC z za-
łożenia, więc BG=BC (pew. I ) : toiest po-
chyła bliższa proslopadley AB, ieśt równa
pochyłey bardziey oddaloney od tey pro-
stopadłey, co być nie może (twier. 13);
nie może zatem być, aby liniia AC była
większa od EF; okazać można podobnie,
że nie może być od niey mnieysza, iest
więc iey równa.

W 2gim przypadku, położywszy tróykąt
DEF na tróyką't ABC, tak, aby punkt F
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padł na punkt C, a bok E F poszedł po
boku AC; dla równości kątów F, C,
bok DF pójdzie po boku BC, i punktD
padnie na punkt B, bo DF—BC z założe-
nia: gdyby więc bok DE nie przystał do
boku AB, Jęcz wziął inne położenie, iak
iest BG; wtedy z punktu B, możnaby by-
ło wyprowadzić dwie prostopadle do linii
AC, co być nic może (twier. 13, wnio. 2);
przystanie więc bok DE do boku AB, i
będzie mu rówriy; zatem podług pierwszey
części tego twierdzenia, iest tróykąt ABC
równy tróykątowi DEF.

15. Twierdzenie.
W tróyhącie równoramiennym AOB, ką-Fig

ty AiB,przeciwległe bokom OB, OA, rów-
nym,, są sobie równe', i naodwrót, ieżeli
kat A=.B, będzie bok OB—OA.

Bo lód. 7, punktu O spuściwszy prosto-
padłą OC na bok AB; dwa tróykąty pro-
stokątne AOC, OCB, maiące przeciwprosto-
kątnc AO, BO równe, i bok spoiny OC, są
równe sobie (twier. 14), zatem kąt A=B.

2re. Założywszy ze kąt A—B, będzie bok ,
OB=OA. Bo ieżeli te boki nie są równe,
przypuśćmy że bok AO>OB; odciąwszy
na AO bok AE=OB, i poprowadziwszy
liniią EB; dwa tróykąty AEB, AOB, maią-
ce bok AB spoiny, bok AE = OB z wy-
kreślenia, i kąty A, B, między temi bo-
kami zawarte róyyne z założenia, są so-
bie równe (twier. 3); zatem tróykąt AEB
mnieyszy, byłby równy tróykątowi AOB
większemu, co być nie może; nie iest prze-
to bok AO wjększy od boku OB; poka-
żemy podobnie, że nie iest od niego mniey-
szy, więc iest mii równy: a zatem tróy-
kąt AOB iest równoramienny.
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16. Twierdzenie,
. Jeżeli z dwóch boków AE, EB tróykąta
AEB, bok AE iest większy od boku Eli, "bę-
dzie i kątBprzeciwległy bokowi AJEt większy
od kąta A przeciwległego bokowi EB; i na-
odwrótf iezcli kąt ABE iest większy od kąta
A, będzie bok AE większy ód*boku Eti.

Bo lód ze środka ,Ć linii AB, wyprowa-
dziwszy do niey prostopadły DC, i punkt 0,
przecięcia się tey prostopadley ż liniią AE,
złączywszy z punktem B liniią OB; dwa
'tróykąty AOC, OCB, maiące bok OC spoi-
ny, bok AC=CB z wykreślenia, i kąt pro-
sty ACO—OCB, są równe sobie (twicr. 3),
zatem kąt A—OBC; aże kąt EBA iest wię-
kszy od kąta OBC, a zatem i od kąta A=OBC;
więc w tróykącie AEB, kąt większy prze-
ciwległy iest bokowi większemu.

2re Załóżmy źe kąt ABE iest większy
od kąta A; gdyby bok AE nie był więk-
szy od boku EB, byłby bok AE<EB, albo
bok AE=EB; więc w pierwszym razie, na
mocy pierwszey części tego twierdzenia
byłby kąt B<A; w drugim, kąt A=B (tw.15);
co iedno i drugie sprzeciwiało by się za-
łożeniu: zatem iest bok AE>EB.

R O Z D Z I A Ł l i t
- O LINIIACH RÓWNOLEGŁYCH.

Opisanie.
Dwie liniie l proste nazywaią się rów-

nolegte, gdy położone na tey samey płasz-
czyźnie, i w obie strony iak naydaley
przedłużone, zeyść się z sobą z żadney
strony nie mogą.


