XIEGA IV.
__,R_o;:zip Z0AA o X

'O PLASZCZYZNACH PRZECINAIACYCH S5IE,
I LINIIACH PROSTYCH PRZECIETYCH
- PEASZCZYZNAMI.

Opisania.

I. Przéz ieden punkt, iako tez przez ie-
dng liniig prosta, mozna poprowadzié nie-
skonczony liczbe plaszezyzn.

II. Liniia iest prostopadia do plaszczy-
any, gdy .iest prostopadia do wszystkich
liniy prostych przez iey spodek na plasz-
czyznie poprowadzonych: naodwroti plasz-
czyzna iest w tym razie prostopadia do
linii. Spedek pxostopadiey iest punkt,
w ktérym ta liniia spotyka plaszczyzne.

III. Liniia iest rownolegla do plaszexy-
zny, albo dwie plaszczyzny sg rownolegle
wzgledem siebie; gdy liniia nie spotyka
nigdy plaszczyzny, albo gdy plaszezyzny
naydaley bedac przedluzone zeydé sie
z soba nie moga.

IV. Dawiedziemy (twier. 1), zZe spélnem
przecigeiem dwoch plaszezyzn zsobg spo-
tykaigcych sig, iest liniia prosta; nachy-

Tsb.V.lenie si¢ zatem ku sobie dwdéch plasz-
Fig. 1.czyzn MN, PQ, oznacza si¢ katem ABC,
zawartym dwiema prostopadiemi AB, BC,
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do spélnego tych plaszczyzn przecigcia
PN, z iednego punktu B, na dwéch plasz-
czyznach, poprowadzenemi.

V. Kat brylowy, iest’ przestrzen kato-¥e.2.
wa S, zawarta wiecey niz dwiema plasz-
czyznami ASB, BSC, CSD, DSA, w ie-
dnym schodzacemi si¢ punkcie

1. Twierdzenie.

Prreciciie sie spolne dwick plaszexywn
iest lintia prosta.

Bo liniia prosta przechodzaca przex
dwa - punkta spélnego przecigcia dwoch
plaszczyzn, iest razem na iedney i dru-
giey plaszczyznie, wigc taz liniia’ pro-
sta musi by¢ spélnem przecigciem tych
plaszczyzn.

2 Twierdzenie.

Jezeli linita prosta AP, iest prostopa-rg.3.
die do dweéch linty PB, PC, przecinaio-
cych sie w iey spodku P, na plaszczynie
MN; bedzie taz liniia AP, prostopadia
¢ do plaszczyzny MN. _

Obrawszy bowiem na liniiach PC, PB,
dwa iakiekolwiek punkta C, B, i polaczy-
wszy ie liniig prostg CB; a od srédka Q
tey linii, poprowadziwszy do P, liniig
QP, nadto -od punktu A do B, Q, C,
liniie AB, AQ, AC. Poniewaz w troy-
kacie PBC, podstawa BC Jiest poduzie-
lona w punkcie Q, na dwie réwne cze-
fci, bedzie PC*4BP?=2PQ*+-2QC* (111,22);
podobnie w troykacie BAC, iest AC*+
AB2 =2AQ* + 2QC%wiee, odigwszy pierw-
sza Townos$é od drugiey, i uwazaiye, ze tréy-
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katy APC, APB prostokatne przy P, daiy
AC2—CP2=AP2,AB* —@243’_(_111, 17.\".2);
bedzie AP? 4 AP2==2AP*=2AQ% —2PQ%;
a podzieliwszy obic strony przez 2, otrzy-
mamy AP?=AQ*—PQ? cryli; dodawszy
do obu stron, PQ?, wypadnie AP24-PQ2=
AQ®; zatem troykat APQ iest prostokatny
(I, 17, wn. 1), przy P; wiec liniia AP ijest
prostopadia do PQ: podobnie moZna oka-
zaé 7ze liniia AP iest prostopala do kaz-
dey linii prostey przez punkt P, na
plaszczyznie MN. poprowadzoney; zatem
liniia AP bedzie prostopadia i do plasz-
czyzny MN (opis. II). ~

3. Twierdzenie.

Fig. . Dwie liniie proste AB, AC, przecina-
tace sie z soba, sq na iedney pieszozyxnie
'{ oznacraig iey polozenie. '

Bo przez linily AB, wystawiwszy so-
bie poprowadzonyg plaszczyzne, i obraca-
igeg sic okolo tey linii poty, péki nie-
trafi na punkt C, wtedy, poniewaz liniia
AC, micé bedzie dwa punkta na tey plasz-
czyznie, wiec cata na wniey znaydowaé
si¢ bedzie; poloZenic zatem _tey plasz-
czyzny bedzie tem samein oznaczone, 7Ze
znayduia si¢ na niey dwie liniie proste

» AC, przecinaigce si¢ z soba.

Wniosek 1. Tréykat ABC, czyli trzy
punkta A, B, C, ni¢ w linii prostey be-
dace, oznaczaig polozenie plaszczyzny.

Fig. 5 MWhniosek II. Dwie liniie réwnolegle
AB, CD, oznaczaiy poloZenie plaszczyzny;
bo przecigwszy te liniic, trzecig liniia EF,
hedzie plaszezyzna dwéch liniy prostych

AE, ET, plaszczyazna liniy réwnoleglych
AB, CD. ‘ i



— 105 —

4. Twierdzenie.

Liniie pochyle AD, AB... poprowadzo-Fig. 6.
ne od punkiu A do plaszczyzny MN, ie-
zeli sa rowno . oddulone od prostopadiey
AP, do teyze plaszczyzny, beda rowne sobie;
@ » dwéch pochylych AE,” AB wieréwno
oddalonych od prostopadiey AP, liniia AE
wiecey oddalona, iest diuzsza od AB.

Bo 16d. iezeli liniy pochylych odleglosci
DP, PC, PB, od linii AP, sg réwne; troykaty
prostokatne APD, APC, APB, maigce nadto
bok AP spélny, beda réwne sobie (1.3): za- .
tem pochyle AD,” AC, AB, réwno oddalo-
ne od prostopadley sa miedzy soby rowne.

2re. iezeli odleglosé¢ PE pochyley AE,
Jdest wieksza od odleglosci PB pochyley
AB, bedzie (1, 13) pochyla AE, wieksza
od AB, a zatem i od AC,

Whniosek. Spodek P prostopadiey AP,
iest Srodkiem kola zakreslonego na plasz-
czyznie MN, z punktu A promieniem
wiekszym od AP; wlasnosé ta podaie spo-
sob prowadzenia prostopadiey do plasa-
czyzny, % punktu nad niag wzigtego.

5. Twicrdzenie.

Jezeli przez spodek P, prostopadiey ADP>Fig-7.
do plaszczyzmy MN, -poprowadzimy pro-
stopadia PD, do linii BC leiqcey na tey-
se pluszczyxnie, i koniec D tey prostopa-
diey, zlaczymy = punktem- iakiinkohwies A
prostopadiey pierwszey, liniig AD; bedzie
ta liniia AD prostopadia do BC.
~ Wuzigwszy bowiem BD=DC, i popro-
wadziwszy liniie - PR, PC, AB, AC. Po-
niewa# liniia PD iest prostopadla do BC,

id
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i odlegltos¢ BD=DC, wigc pochyla PB=
PC (1, 13); aZe znowu wzgledem prosto-
stopadley AP, odleglosé P_B_:PC,_ vatein
pochylta AB==AC (4); liniia wigec AD
ma dwa punkta A i D, réwno oddalone
od koficow B i C, linii BC, zatem iest
prostopadia do teyze linii. -

Whiosek. Wypada stad, Ze liniia BC jest
prostopadia do plaszezyzny APD (2); bo
ta liniia iest razem prostopadla do dwdch
liniy prostych AD, PD, przecinaigeych sig
w iey spodku D.

6. Twierdzenie.

pg.s. Jezeli liniia AP, diest prostopadia do
plaszozyzny MN, wszelka liniia ED' ro-
wnolegla do linii AP, bedxie prostopadia
do teyze plaszczyzny.

Bo przezliniic réwnolegle AP, ED, popro-
wadziwszy plaszezyzine APDE przecinaig-
¢y si¢ z plaszemyzng MN, w linii PD,
a na plaszezyznie MN poprowadziwszy
liniia BC prostepadia do PD, i punlkta
A i D zlyezywszy liniia AD; podlug wnio-
sku twierdzenia poprzedzaigcego, liniia
BC bedzie prostopadta do , plaszezyzny
APDE, zatem kgt BDE iest prosty; aZe
kgt EDP iest takze prosty (1, 19), ho
liniia AP réwnoleglta do DE,  iest z za-
ToZenia prostopadia do PD; zatem liniia
DE iest prostopadia do dwoch liniy PD,
BC, przecinaiacych si¢ w iey spodku D,
wige iest prostopadia i do ich plaszezyz-
ny MN (2).

iff'nfose&. Wypada stad naodwrét, Ze ie-
zeli dwie liniie proste AP, ED, sg pro-
sm].}adif: do iedney plaszezyzny MN, te
dwie liniie s3 do siebie réwnolegte; ho



— 107 —

polaczywszy spodki tych prostopadiych
liniig PD, na plaszezyznie MN, heda lini-
ie AP; ED prostopadie do linii PD (opis. II),
a zatem beda wzgledem siebie réwnole-
gle (1, 17). '

Whniesek 1I. Dwie liniie AB, CD, ré-Fgis
whnolegle do linii trzeciey EF, na odmien-
ney 7 niemd plaszczyznie poloZoney, sg
rownolegle wzgledem siebie. Bo wyobra-
-ziwszy sobie plaszezyzng prostopadia do
-linii EF, kazda z liniy.AB, CD, bedac
réwnolegla do linii EX, bedzie prostopa-
dla do tey plaszczyzny; a zatem podiug
whniosku poprzedzaigoego liniie AB, CD,
beda wzgledem siebie réwnolegle.

7. Twierdzenie.

Jezeli liniia prosta AB, iest rownoleglarig. 9.
do linii CD, lezacey na plaszczyznie MN,
bedzie lindia AB  rownolegia i do tey
P?ﬂs :czyxny.

Bo gdyby liniia AB nie byla réswno-
legla do plaszezyzny MN, wiec spotyka-
laby razem te plaszczyzne, i poloZzong na
niey liniia CD; azZe liniia AB nie moze
spetykaé linii CD, bo iest do niey z za-
{ozenia réwnolegla, przeto taz liniia nie
moze spotkaé i plaszezyzny MN; zatem
iest do niey réwnolegla (opis. IIL).

8. Twierdzenie.

Divie plaszczyzny MN, PQ, prostopadleriy.1o.
do linii prostey AB, sq do siebic réwnolegle.

Gdyby bowiem te plaszezyzny przediu-
zone spotkaly sie z soba w linii DC,
wtedy, obrawszy na tey linii punkt O, i
poprowadziwszy liniie BO, AO; poniewaZ
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liniia AB iest prostopadia do plaszezyzny
MN, wiec. iest prostopadla i do linii AQ
poprowadzoney przez iey spodek na tey
plaszezyznie (opis. IL); dla tey samey
przyczyny, i liniia AB iest prostopadia
do BO; zatem bylyby dwie prostopadie
BO, AO spuszczone 7 iednego punktu O,
na liniig AB, co by¢ nie moze; nie mogy,
przeto dwie plaszezyzny MN, PQ, spot-
kaé sie #z soba; sy wiec réwnolegle.

9, Twierdzenie.

Fign1. Jezeli dwie plaszczyzny rownolegle MN,
PQ, saprzeciete trzeciq plaszcxyzng ABCD,
ich prieciecia AB, CD, beda wzgledem sie-
bie rownolegle. :

Bo gdyby liniie, AB, CD leZace na ie-
dney plaszezyznie ABCD,nie byly réwno-
legle, wiec przedluzone zbieglyby sie z so-
ba, a zatem zeszlyby sie 1 plaszezyzny
MN, PQ, na ktérych one znayduiy si¢; aZe
te plaszezyzny schodzié sie nie moga, be-
dac z zaloZenia réwnolegle; zatemi liniie
AB, CD musza byé wazgledem siebie ro-
wnolegle,

10. Twierdzenie.

Fg12  Liniie AB prostopadiu do plaszezyiny
MN, iest prostopadlu i do piaszczyiny PQ,
rownolegiey do MN.
~ Bo pa plaszezyznie PQ, pociggnawsuy
Jdowolnie liniiy BC, i przez dwie liniie
AB,BCpoprowadziwszy plaszczyzneABCD,
przecinaigea sie z plaszezyzna MN, w li-
nii AD, bedzie to przecigeie AD réwno-
legle do BC (9); aZe liniia AB iest pro-
stopadia  do plaszezyzny MN, a zatem
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jest i do linii AD leZycey na tey plasz-
esyznie (opis. II); iest za$ liniia BC ré-
wnolegla do AD, wiec liniia AB iest
prostopadia ide linii BC (I, 19. wn.); po-
dobnie okazaé mozna, Ze taz liniia AB
jest prostopadia do kazdey' linii przecho-
dzycey przez iey spodek na plaszezyznie
PQ, #atem liniia AB iest prostopadia do
plaszezyzny PQ.

; 11. Twierdzenie.

Dwie liniie rownolegle AB, CD, rzawarte™s13:
miedzy dwiema plaszozyznami. MN, PQ,
rownoleglemi, sq rowne sobie.

Gdyz przez liniie réwnolegie AB, CD»
poprowadziwszy plaszczyzng ABDC; prze-
cigcia AC, BD, tey plaszczyzny, z dwie-
ma plaszcezyznami MN, PQ, beda wazgle-
dem sichie réwnolegle (9), zatem figura
ABDC iest rownoleglobokiem; wiec liniia
AB = CD. '

12. Twicrdzenie.

~

Jezeli dwa katy CAE, DBE, nie lezaceriga.

na iedney plaszczyznie, maeia ramiona
AC i BD, AE i BF, wzgledem siebic ro-
- wnolegle, ¢ skierowane w iedny strone;
“beda te katy rowne, a ich plaszcxyzny
rownolegie.

Wzjgwszy bowiem AC=BD, AE=BF,
i poprowadziwszy liniie CE, DF, AB, CD,
EF.Poniewazliniia AC iestréwna i réwno-
Teglta do BD, bedzie i liniia CD véwna i
réwnolegia do AB (I, 20. w.1). Dla podobney
przyezynyi liniia EF iest réwna i réwno-
legla do linii-AB; dwie zatem liniie CD,
EF, réwne i rownolegle wzgledem linii
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trzeciey AB, poloZoney na inney z nienj
plaszezyznie, sa réwne i réwnolegle wagle.
dem siebie (6.w.2); zatem i liniia DF jegt
réwna iréwnolegla do CE; wige dwa triy.
katy ACE, BDF, maigce trzy boki odpowie.
dnie réwne trzem bokom, s3 réwne sobie
(1,9); a zatem iest kat CAE=DBF. Nadto,
poniewaz trzy boki troykata ACE, sy ré-
wnolegie wzgledem trzech Lokow troyky-
ta BDF, wiec i plaszezyzny tych troyka-
tow sy do siebie rownolegle. -

13. Twierdzenie. _

Fig1s.  Jezeli dwie linite proste AB, CD, prze-
ciete sa trzema plaszczyznami rdwnole-
glemi f?fN, Pq, RS, przecz’gte 6{;(1@ pro-
porcyonalnie.

Niech liniia AB, spotyka plaszezyzny
dane w punktach A, K, B; liniia CD,
w punktach C, F, D; powiadam, Ze, ma
sie¢ AE: EB=CF: FD.

Bo poprowadziwszy liniia AD, spoty-
kaiacy plaszezyzne PQ w punkcie G i

" nadto liniie AC. EG, GF, BD. Ponie-
waz przeciecia EG, BD, plaszezyzn ré-
whnoleglych PQ, RS, z plaszezyzna ABD,
sq do siebie réwnolegle (9); wige w trdy-
kacie ABD,ma si¢ AE: EB=AG: GD (I, 1).
Podobnie dla przecig¢ AC, GF, ré6wnole-
glych, w tréykacie ADC, iest AG: GD=
CF: FD, wiec, z przyczyny spélnego sto-
sunku AG: GD, bedzie AE: EB=CF: FD.

14, Twierdzenie.

rigao.  Jezeli lLiniia AP iest prostopadic do
plaszczyzny MN, wszelha plaszezyzne APB
przechodzaca  przez liniia AP, bed=ie

prostopadic do’ plaszczyzny MA.
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Niech liniias BC, wyraZa spélne przecie-
cie dwoch plaszezyzn APB i MN. Naptasz-
cxyznie MN, poprowadzmy przez punkt P,
liniia DE prostopadia do BC; liniia AP iako
prostopadia do plaszezyzny MN, iest pro-
stopariia do kazdey z dwdch liniy BC, DE
natey plaszezyznie poprowadzonych(opi.ll),
wiec kat AP iest prosty; aze ten kat za-
warty dwiema prostopadiemi PA, PD, do
spolnego przecigecia BC, mierzy nachyle-
nie sie ku sobie dwdch plaszezyzn APB,
MN (opis.IV); wiee dwie te plaszezyzny
sg do siebie prostopadle.

Wioseh. Wypada stad, Ze iezeli dwie
plaszczyzny sy prostopadie do trzeciey,
bedzie i spoélne przecigeie tych dwoch
plaszezyzn  prostepadic do plaszezyzny
trzecie}’.

15. Twierdzenie.

Jezeli- kat brylowy S, zewarty iest trze-Fig17T-
ma katame plaskiemi ASB, ASC, CSB,
bedzic summa dwoch ktorychholwick = nich,
tffifl:sza od kata trzeciego. -

Nicch Kat ASB, bedzie wiekszy od kaz-
dego z katow, ASC, BSC; powiadam Ze kat
ASB <ANC+4-BSC.

Bo na plaszczyznie ASB, wykvesliwszy
kat DSB=CSB, wziawszy SD=8C i popro-
wadziwszy liniie ADB, AC, CB: poniewaz
dwa Loki BS, SD sa réwne dwom bokom
BS, SC, i katy BSD, BSC mig¢dzy temi boka-
mi zawarte sj roéwne, wiec dwa troykaty
BSD, BSC sg réwne sobie, zatem BD=BC.
Aze. AB<AC+H+BC (1,5), wige, odigwszy
z iedney strony BD, z drugiey BC, bedzie
AD<AC. Lecz dwa hoki AS, SD sy r6-
wne dwém bokom AS, SC, a hok trzeci
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AD .iest mnieyszy od AC, zatem kit
ASD<ASC (1, 8); dodawszy spélnie kat
BSD=BSC, bedzie kyt ASD+BSD,czyli kat
ASB<ASC+BSC. -
16. Twierdzenie.
Summa katow pi’as}buﬁ mwaemsacgc& kat

brylowy , jest mnivysia od cztefrecﬁ }‘ﬂtﬂw
prostych.

Rrzetniymy kat hlyion y S, Jal\qkolwwk
plaszczyzng ABCDE, iz punI\tu 0 wazie-

~tego na tey plasmsryznu, do wszystkich

katéw wiclokata ABCDE, podrowadzmy
liniic OA, OB, OE i, t. d. Bedzie summa
kytéw w tréykqt;mh ASB, BSC... maia-
cych wierzchotki w 8§, réwna summie
katow podobneyze liczhy troykatéw AOB,
BOC . . maigeych wierzeholki w O. Aze
przy punkcie B, katy ABO, OBC, razem
wazigte czynia kqt ABC<ABS+SBC (15);po
dobnie przy punkeie C; iest kat BCO-+0CD
<BCS4SCD, i toz samo iest ze wszyst-
kiemi katami wielokata AD;zatem w tréy-
katach, ktérych wlemchoﬂ.iem lestpunkt(}
summa katéw przy podstawie, iest mniey-
sza od summy katow przy podstawiew troy-
katach, ktérych wierzcholkiem iest punkt
S; wice naodwrdt summa Katéw utworzo-
lel,h przy punkeie O,iest wieksza od summy
katbw przy punl\ue S; aze summa katow
przy O, iest réwna czterem katom prostym
(1,2.awag.); zatem summa katow pla-
skich ASB, BSC.,.zawieraiacych kat hrylo-

wy 8, iest mrieysza od czterech katbw
prostych,



