XTEGA V.
ROZDZILIAELE XV
POCZATKI

TRYGONOMETRYI PROSTOKRESLNEY.

1. Kazda figure prostokreslna moZna za-
mieni¢ na troykat (11, 25); znaige zatem
‘wlasno$ci i sposéb mierzenia tréykatéw,
przyydziemy iatwo do poznania wlasno-
Sci i sposobu wymierzenia iakieykolwiek
figury prostokreslney.

2. W troykacie kaZdym iest szesc¢ rze-
czy do uwazania: trzy boki i trzy Kkaty;
z tych szesciu, wynalezienie przez rachu-
nek trzech rzeczy, za pomocy trzech wia-
domych, micdzy ktéremi znaydowadé sie
powinien przynaymniey ieden bok, przed-
‘miotem iest Trygonometryi prostokresiney.

3. Lecz aby z trzech 1zeczy danych
trdykata, wynales¢ przez proporeyq trzy
inne, potrzeba wielkodci w skiad troy-
kata' wchodzgee porévwnywaé z sobag, to-
iest bok z bokiem, a kat z kytem, iako
rzeczy iednego 7z soba gatunku; Zz tege
‘poréwnania’ wypada stosunek bokéw, 1
stosunek katéw; Ze za$ z takowych dwéch
stosunkéw nie mozna zlozyé proporeyi; bo
w tréykacie hoki nie sq proporcyonalne
wzgledem katéw im przeciwleglych, ani
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wzgledem lukow m_ierm,c_wzh te katy; iak
sie o tem naylatwiey mozna przekonad
na troykacie prostokatnym réwnoramien-
nym; w Ktérym lubo Kkazdy z kytéw o-
strych iest polowsy Kata prostego, boki
iednak przeciwlegle Katom ostrym, wigk-
sze sa od polowy przeciwprostokatney :
z tegod powodu, starano si¢ \"131;0‘1’&(]2]6
inne liniie praste na mieysce katéw, pro-
porcyonalne o bokéw troykata, i te. na-
zwano liniiami #rygonometrycznemi. Trze-
ba wiee naprzéd poznaé liniie trygono-
‘metryczne, i wekazaé sposéb wyrachowa-
nia ich wazno$ci w liczbach na katy czy-
li luki kola; potem oznaczyé stosunki
tych :liniy do hokéw tréykata, za pomo-
cy ktérych, z trzech danych rzeczy troy-
kata wynaydziemy, trzy inne, co nazy-
waé sie zwyklo rexwigzaniem ireykata.
ta.vie 4. Dla poznania liniy trygonometrycz-
Fig.1.nych, wezmy iakikolwiek luk AB mmicy-
szy od .czwartey czgsci okregu kola,
Prostopadla BE, spuszczona z iednego kon-
ca hiku AB, na promiefr AC przechodzycy
przez drugi Koniec tego luku, nazywa sie
wstewa luku AB, albo kata ACB maig-
cego ten luk za miare. Podobnie liniia
BG icst wstawy Iuku BF, lub kata RCF.
5. Liniia AE, czyli cz¢$¢ promienia AC,
zawarta miedzy koncem luku AB, a iege
wstawy BE, iest wstawa odwrotng luku AB,
albo kata ACB. Podobnie liniia FG iest
wstawy odwrotng fuku BF, 1ab kata BCF.
6. Prostopadia AD, do promienia. AC
przechodzacego przez ieden koniec luku
AB, z konca iego wyprowadzona az do
przecigcia si¢ z promieniem BC przedlu-
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zonyni, przechodzgeym przez drugi kenieg
tegoz luku, iest styczng Iuku AB, albe ka-
ta ACB; liniia FJ iest takZe styczna lu-
ku BF, "albo kata BCF.

7. Liniia CD, czyli promiei BC prze-
dluZony a% do spotk.nna sie z styczng AD,.
iest sieczng laku AB, albo kata- ACB. L
niia CJ iest takZe sicezng Iuku BF, lub.
kata BCF.

8. Gdy kat ACF iest prosty, th BCKF
bedzie dopeinieniem kata ACB do kata.
prostego, i wted'y,

BG nazywe sie wsz‘awa dopel-\

nienia, lub dostawaq
FG iest wstawa adwrotna do- A )

pelnienia; oxyli dostawa od- ‘lu!\u AE:

wrotna’ albo:
FJ iest styozna dopeﬁzwma, rdfm kataACR..
dostyczng
€J iest sieczna f?bpcf'menm,af&b
dosieczng

Wulmmy podobnie, ze - ponlewal Kat*
ACB iest nawzaicm dopelnieniem kata
BCF, przeto. wstawa, wstawa odwrotna,
8tycona, i:sieczna kata ACB, iest dostaws,.
dostawa ‘odwrotna, t!ostymna, i dosiecani
lu!.ta B(/F (*)

9. Gdy punkt B, hcdme sie- zblizat’ do-
pllnktu F, czyli gdy tuk AR bedzie coraz
wazrastal, wstawa *iego- BE bfdme sif;
takze coraz powickszadéy  tak dalece; Ze-

(*)Dla ‘$kréeenia- pisaé bedziemy, Wst. * wst.odw. s'y*
sie. “dost) dost,0div;i+ dosty.' +dosig, 'na- mieysbw
wstawa,, watawa; odwrotna; stydzno, sicczna, -do-,
stawa, dostawa odwrotna, dostyezna,, i daimcmnn



— 164 —

gdy punkt B padnie na punkt F, wstawa
BE zeydzie si¢ z promicniem FC i be-
dzic mu rowna. Wi¢c promien iest wsta-
wa kata prostego. -Niekiedy promien na-
sywa si¢ wslewq cala.

rig.2. W tréykacie prostokatnym ACB, ieZeli
przeciwprostokatng CB wezmiemy za pro-
mien, kaZde z ramion Kkata prostego be-
dzie wstawa kata przeciwleglego temu
ramieniowi, toiest AC bedzie wstawa k-
ta B, AB wstawa kata C.

Fig.1. 10, Z poprzedzaiacego opisania wstawy
widzimy , ze wstewa BE luku iakicgokol-
wieh AB, iest polowg cicciwy Tulku pod-
woynego wigledem AB. s

Bo przediuzywszy BE do punktu O, pro-
mien CA prostopadly do cieciwy BO,
dzieli ig i luk BAO na dwie réwne czg-
dci (11,5); wice BE wstawa Tuku AB iest
polows cieciwy iuku BAO dwa razy wiek-
szego od luku AB; zetem wstewe i t. d.

11. Wige 16d. wstawae 30° iest polowq
promienia. N

Jakoz, wstawa 30° iest polowg cieciwy Tu-
kudwa razy wiekszego, czyli iesiz ciqciﬁrg
tuku 60°. AZe cigciwa luku 60°, czyli bok
szesciokata foremnego (I1,11), iest réwny
promieniowi kola; wicc wstawa 30° iest

rewna polowie promienia.

12. Wige 2ve. wstewa kate . rozwartego
BCK, iest ta sama co wstawe BE iego
spelnienic BCA. (*) N

Bo liniia BO, bedae cigciwg luku BAO
podwéynego wzgledem luku BA, iest oraz
cieciwag fuku BKO podwoéynego wzgledem

(*) Kat BCA, spelniaizgey kat BCK do dwdch katow
_prostych, nazywa sig iego spelnieniein.




— 165 -

luku BK; zatem BE polowa tey cieciwy, czy-
li wstawa kata BCA,iest takze wstawa kata
BCK; w'z'f'c wstawa f“rzm rozwartego, ¢ 1. d.

13. Szl;cdrm 45° jest réwna promieniows,

Bo w tréykycie prostokatnyia DAC, gdy
kat DCA=45°, bedzic takze i kat D=45°,
zatem bok AD = CA (1, 15); wiec sty-
czne 45° 1t (.

14. Gdy kat DCA iest wiekszy od 45°,
styczna iego AD bedzie wieksza od pro-
mienia; a {,dv tenze kat iest prosty, stycz-
na iego bedzie réwnolegla wugledem
sieczney CD, a zatem nigdy sie z nig
nie zeydzie: i dlatego méwi si¢ Ze sty-
czna kata prostego iest nieskonezona,
W troykacie prostokgtnym BAC, gdy CAFg.2.
iedno z ramion I\qta prostego \\«eﬁnuem}r
za promierl, ramie drugie AB bedzie sty-
czng kata C przyleglego ramieniowi pier-
wszemu, a przeciw prestokatna CB sieczng
tegoZ L4ta Podobnie gdy AB wezmiemy
za prmmen, CA bedzie styczna kata B,
a CB icgo sieczng.

Jezeli teraz wystawimy schie promien
podzielony na 10,000,000,000 czesci ro-
wnych, widoczna iest, iz wstawa 30° za-
mykaé hedzie takich czesei 5000,000,600,
a wstawy lukow wigkszych Tub mnieyszch
od 30°, zamykaé bedy wiecey lub mniey
tychze czesei; niemniey dostawy, styczne,
it.d. tych réznych lukéw zawieraé beda
pewny liczbe czesci promienia. Staray-
my sie wiec poznaé sposob wyrachmvama
w liczbach wstaw, dostaw, i t. d.

15. Naprzéd z wiadomey wstawy BE Fig.1.
luku AB, wynaydziemy latwo iego do-
stawe. Jest howmm BG dostawa luku AB
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réowna EC, Aze troykat prostokatny BCE,
daie BC2=BE2}-EC?, skad EC2=BC*—BE?,
czyli EC=VBC*—BE?, albo dostAB =
VP —wsi? AB; wiec dostawa iakiegokol-
wiek tuku rowna sie pierwiasthowt kwa-
dretowemu u-'yt_:irggnfmwmu % réznicy mig-
dzy kwadratem = promienia, a hwadra-
tem ze wstawy' tegoz Fukw. :

16. Poniewaz AE=CA—CE, czyli wst.
odw, AB =P —doSt AB; wicc wstawa
odwrotna iakiegokolwiek Tuku, rowna
ste roznicy miedzy promieniem a dosta-
wa tegoz luku. :

‘Fig.3. 17, Wiemy iuZ Ze wstawa 300 iest rj-
wna polowie promienia (11 ); otrzyma-
my wiee wstawe 15°, i nast¢pnie wsta-
wy 7° 30, 3° 456, i t. d; gdy z wiado-
mey wstawy BE luku BDA, i iego wsta-
wy odwrotney AE, wynaydziemy wstavve
Be tuku BD, ktéry iest potowa danego
tuku BDA. Jakoz, poniewaz proinien CD
iest prostopadly do BA; bedzie Be=BA

! ey 7
(11, 5). Aze BA?=BL*+EAz, skad BA—
\/EE"—{»PE‘, zatem BA=1VBE2+EA%, czyli
1 ) :
wst BDA:&VWSF ﬁDA-I—wst odw?z BDA;
2 . :
wiee, wstawa Tukn dwe razy mnieyszego
od Tuku danego, iest réwna polfowie pier-
wiesthu  kwadratowego wyciggnionego x
summy z kwadratu wstawy, i kwadratu
wstawy odwrotney danego Tuku.
1_8._ Potrafimy nadto wyrachowaé wsta-
wy i dostawy wiekszey liczby iakich-
kelwick ill[k()\v, iezcli  zmaiac zesobma
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wstawe i dostawe dwoch Tnkéw, wynay-
dziemy wstawe' i dostawe summy tychze
fukow, :

Zalozmy wiec sobi¢ z wiadomey wsta- Fig-4.
wy BE i dostawy CE, fuku AB, tudziez
wstawy DG i dostawy CG, fuku BD; wy-
nalesé wstawe DP, i dostawe CP tuku
AD=AB+-BD. Na ten koniec, z punktu G,
w_ktérym cieciwa KD spotyka promien
CB do niey prostopadly, spusémy prosto-
padla GJ na promien . CA, i poprowadz-
my GM réownolegta wzgledem AC. To zalo-
zywszy, bedzie DP=MP-+DM=GJ+DM.
Trzeba wiee tylko wynalesé z osobna waz-
nosé na GJ, i na DM; ktére latwo otrzy-
mamy: bo tréykaty podobne CBE, CGJ,
daig BC: CG=BE: GJ, czyli P: dost BD=
wst AB: GJ, zatem GJ =wst ABXdost BD.

P

Troykaty takze CBE, DGM, mnaiye boki
do siebie prostopadle sa podobne, i da-
ig CB: DG=CE: DM, czyli P: wst BD=
dost AB: DM, stad DM==wst BDXdost AB;

P
zatem GJ+4DM, czyli wst (AB4-BD)==
wst AB X dost BD 4 wst BD X dost AB
P 3
ce pokazuic: ze z wiadomych wstaw i do-
staw dwdch Tukéw , aby wynalesé wstawe
fukw réwnego summie fulkéw danych, trze-
ba wziad dwa iloczyny: lszy ze wstawy
Tukwu iednego przex dostawe Tuku dru-
giego; 2gi ze wstawy Tuke drugiego przez
wstawe Tukn pierwszego, ¢ summe tych ilo-
zynow poduielic przex promien.

AZe CP, dostawa (AB+BD)=CJ—JP=

CJ—GM; pozostaic wigc ieszcze Wwyna-
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le$é osobno waznoesé na CJ, i na GM.
Jakoz troykaty -podobne CBE, CGJ, da.
in CB: CG=CE: CJ, czyli P: dost BD=
dost AB: CJ; stad CJ=dost ABXdost BD.
j I). i
Troykaty znowu podobne CBE, DGM,
daiz CB: DG=BE: GM, czyli P: wst BD=—
wst AB: GM; wige GM=wst ABXwst BD);

3 P
a zatem CJ—GM, czyli dost (AB4-BD)=
dost ABX dost BD — wst AB X wst BD.
19. Znaydziemy podobnie, Ze wst(AB—BD)
=wst AB X dost BD —avst BD X dost ARB;
P

a dost (AB—BD) =

dost ABXdost BD + wst AB Y wst BD.
1)

20. Na mecy prawd dotad wyloZonych,
nietrudno  hedzie wyrachowad wstawy
i dostawy fukéw. GdyZz maiye windoma,
wstawe Tuku 30° (11 ), wynaydziemy
iego dostawe (15 ): a podiug sposobu
wskazanego pod liczhy (17 ), szukaige
nastgpnie wstawy Iuku dwa razy mniey-
szego od iuku danego, wynaydziemy
wstawy fukow zawartych w szeregu ma-
leinoup e i30° 8007 30° 300 " 30e
efqyn_.. 9 I+ 4?.1_6'55
30° 300 30° . _

61 ‘P To8° 356 ¢ it d. AZe luki bardzo
male nie réznia si¢. prawie od swoich
wstaw; mozna wiegc takie Tuki uwazZaé
za proporeyonalne do ich wstaw; a zatem
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wstawe 1 otrzymamy 1z tey jroporeyi
- wst 30°

300 + 0° 1 =g wst0° 1. .

256, ,

Zeby znowu otrzymaé wstawy Iukow
2,3,4, dosyé iest nastgpnie pomnoZyé
wstawe 1’ przez 2, 3, 4. A dla wyracho-
wania wstaw i dostaw lukéw wiekszych
cd 4, uzyiemy prawidla pod liezba 18,
stuzacego do wynalezienia wstaw i do-
staw sucnmy dwéch Iukéw ; i tak np.
snaigc wstawe i dostawe 4', tudziez wsta-
we 1 dostawe 1', wynaydziemy ‘waZznogé
na wstawe 1 dostawe 5’ =41

21. Maigec wiadomg wstawg i <dostawemi. 1.
kata, mozna wynalesé iego styczng i dosty-
czna. Bo 16d z podobienstwa tréykatéw
CBE, CDA, mamy CE: BE=CA: AD, czy-
li dost ACB:wst ACB=P: sty ACB; stad
sty ACB=PXwst ACB.

dost ACB. ;

2re z podobienstwa twréykatéow CBG,
CJF, iest CG: BG=CF: F!; aze wst BE
kata ACB iest rowna CG; wige wst ACB:
dost ACB=P: dosty ACB;stad dostyACB=
PXdost ACH.

wst ACB.

22, MoZzna nakoniec wynale$é sieczny
i dosieczna kata, ktérego wiadoma iest
wstawa i dostawa.

Bo 16d tréykaty podobne CRE, CDA
daia CE: CB=CA: CD, czyli dost ACB:
P=P: sie BCA; wi¢c sie ACB=__ P*

' : dost ACB
22
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2re. z troykatéw podobnych CBG, CJF,
mamy CG: CB=CF: CJ, czyli wst ACB:
P=P: dosie ACB; wiec dosieA CB=  P*
. wst ACB.
. 23. Gdy liniie trygonometryczne w cze-
$ciach promienia zostaly wyrachewane;
dla skrocenia dzialan % liczbami wyraza-
igcemi te liniie, wzigto liczb tych loga-
rytmy, i uloZono ie w tablice albo ra-
zem 7 liniiami trygonometrycznemi, piszac
naprzod luki, potem liniie trygonometry-
czne, nast¢pnie logarytmy tych liniy; albo
iak bywa nayczesciey, liniie trygoneme-
tryczne opuszczaia sie, i klada sie tylko
Tuki, a obok nich logarytmy liniy trygono-
metryeznych, tychze Tukéw. Rzadko ktére
tablice obeymuia fogarytmy weszystkich li-
niy trygonometrycznyeh, nayczesciey za-
wieraig logarytmy tylko wstaw i stycznych,
a temn samem dostaw i dostycznyeh. Uklad
iuzycie tych logarytméw, zwyczaynie pray
ich tablicach opisany bywa,

ROZDZI AL XVI

TWIERDZENIA OKAZUJACE STOSUNKI MIE-
DZY LINIAMI TRYGONOMETRYCZNEMI
A BOKAML TROYKATA,

- Twierdzenie 1,

24. W kazdym tréykacic ABC, beki tak
sie. maiq do sicbie, iak wstawy hatéw
przeciwleglych tym bokom ; toiest bedxie
BC: AC: AB=wst A:wst Biwst €. *



