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ROZDZIAEL VIL '

Zastésowanie rachunku réZniczkowego i cal-

kowego, do obrachowywania powierzchni

krzywych, bryl, ktére liniie krzywe okolo"

swoich osiéw obracane tworzz, i do wynay-

dywania obigtoéci czyli brylowatodci takichze
samych bry?.

§. 157. Zagadnienie. Jak znale¢ réiniczke
powierzchni krzywéy, mkleykolwiek bryty, kidra
. liniia krzywa okolo swoiéy osi nleruchoméy obracana;
tworzy?

Rozwigzanie. Niech 4 B (F. 2) wystawia nam
uk iakiéykolwiek krzywéy linii, ktoréy osig iest AL,
a-tak obracaigc luk 4 B okolo nieruchoméy. osi 4L,
naokolo, utworzy sig pewna bryla, ktéréy powierz.
chnig luk 4B zakrebli, i tey to powierzchni, bez
wzglgdu do iakiéy linii uk 4 B naleZy, mamy analesé
roiniczkg. A Ze i tutay wspdlustawione mogg bydz
lub prostopadle lub pochyle wzglqdem siebie; przeto
rzeczona réZniczka dwoiako 5::; wynaydule.

1) Niech bedzie ten sam tuk A B, i iego wspol-
ustawione: A D—x, DB.._)', do siebie prostopadfe.
Powigkszmy tuk 4 B on:eoznaczouy przyrostek: BdC,
natenczas & powigkszy si¢ 0o DE=BH=Az, a y,
o HC=Ay. PoprowadZmy daléy przez punkta C, B
liniig prosta, ktdra przedtuZona, niech sig z osig prze:
dluZzong, w punkcie G przetnie. A 1ak obracaige
caly figur¢ okelo nierucheméy linii GE, troykaty
prostokgthe GEC, GD B zakrefly dwa ostrokrggi
proste, z ktérych pierwszego osig iest liniia GE, a
promieniem podstawnim E(; drugiego za$.osig liniia
' GD, apromieniem podstawnim DB. Nadto trapes



174

D BCE zakrefli ostrokrag Scigty prosty, ktorego osig
jestliniia DE. A Ze powierzchnia ostrokrega prostes
go wynayduie sig, mnoZac obwdd kola podstawniego
\przez. polowg boku; przeto, nazywaiac liczbg siésun.
kowg $rednicy do obwodu iak pospolicie sig nazywa:
w, bedzie powierzchnia krzywa ostrokrgga prostego

GEC=m. aEC,? =, EC. GC; powierzchnia' za§

krzywa ostrokrgga prostego GD B=—=m 2 D B. I%E' =l

—

7. DB.GB; azatem powierzchnia krzywa ostrokrgga
écigtego prostego DBCE=m. EC, GC—7.DB.GB
=mn(EC GC—DB. GB)

A Ze:

EC=EH+HC=y-+ Ay,

GC=GB+BC, zroykatéwza§ podobnych GDB;
BHG, taka proporcya ma mieysce: GB: BD=BC: CH,
czyli: GB: y=BGC: Ay i z troykata prostokatnego
BHC, BC=|/(BH? 4-HC?) =1/ ( Ax*4A¥y?),
dlaczego: GB:y=]/(Ax*+Ay*): Ay, a témsamém
GB=y 1/ (Ax*+ Ay?), przeto: GC=GB+BC=

Ay
=Y I/(Ax‘z- Ay?) -V (Ax*4Ay*), daley:
y
DB =y; a zatem kladac w powierzchni uatroquga
dcigtego prostego wy2éy stoigcéy, zamiast tam quq,-
_ eych wyrazéw, ich wynalezione wartosci, begdzie taZ

powierzchnia, ktérg dla krotkodci U nazywam, takie
mieé réwnanie:

Uz {(y+Ay) (VAR e ray)
—_—yt Xt 'ﬁ_y_—.}
Y. ~"Q—W }|
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_.....'rr.{)’ % -Qi-i-?‘-”—h vV (B + 45"+

+y. 1/ (A +Ay )+ Ay V (A +Ay?) =

s o AAX =AY
Ve }

:ﬂr-{e y._l/(Ax’+Ay‘f)+6Y-_l/(Ax’+A y')}.

“"27r.y|/(Ax Ay + 7 Ay V(A +Ay*)

Blorqc za§ Az, a tém sameém Ay, za ciggle sig 7mmey—
szaigce, wtedy takZe wyraz drugi ostatniego réwnania
zmnieysza si¢ i predzey od pierwszego. Wzigwszy
nakoniec Az za nieskoriczenie mate, w ktéTym razie
Ay, takZe nieskoriczenie malém begdzie, wtedy wyraz:
oAy V (Az* 4 Ay?*)=o sig staie; albowiem iest
nieskoniczenic maly ilodcig drugiego rzedus wyraz zaé
2w/ (Az® +Ay*) iest pieskoriczenie malym pier
wszego 1zgdu. (8,37, §,29). A tak zostaie:

U=13my)/ (dz*+dy*), co iest powierzchnig
ktéra nieskoficzenie maly tuk BG zakreflit. Nazy-
waigc wige powierzchnia, l:to;q tuk caly A B zakreélit,
W wypnda. !

dW=2gm.y\/ (dz* 4 dy*), co iest szukang ré-
2Zniczka kazdey powierzchoi krzywéy, przy prostopa~ .
dlych wspolustawionych, (§.34).

2) Mleymy tuk AB (F.4), 1ego'wap61ustawione
AD=—=z i DB =y pochyle. Spuéémy z punkiu B
prostopadlg ‘na of, nazywaigc ia BM==y; liniia za§
A M —=a'niech bedzie. A tak nazywaiac powierzchnig
krzywa, ktorg luk AB okolo nieruchoméy osi obra,
cany, zakresla, itutay W, bgdzie:



176

. dW=2a my.V/ (dz*® 4+ dy*). A Ze luk AB 14
wnie przy prostopadlych, iak pray pochylych wspol
ustawionych, , wyZey wymienionym. sposobem, teZ
samgy, powierzchnig krzywa zakrefla, ktorey iest w oby-
dwoch razach taZsama réZniczka, to iest powierzchnia
krzywa zakreflona nieskonczenie malym lukiem BC;
przeto powyisza réiniczka naleZy takze do puwue:
zchni W przy pochylych wspolustawionych, tylko
potrzeba w téy roZniczce wyrazy wspotustawionych
prostopadtych, - przez wyrazy ‘wspolustawionych po-
chy_lych, oznaczyé. I tak nazywaigc kat BDE g,
podaie sig z troykgta prostokgtnego DBM, co na-
stgpuie: '

y=y.Ws.q,

DM=y.Dos.q, stad:

x'=x-y.Dos.q. Daléy bgdaie:

dy'=dy.Ws.q

dx'=dx-dy.Dosq; przeto.

dy”?=dy* Ws.q%,

dx?=dx* +2.dx.dy.Dos.q+dy? Dos.q’.
Kladge tedy w réiniczce: 2, y.1/ (dx'2+dy"?), za-
miast niepotrzebnych wyrazéw, ich wartoici wynale-
gione, wypada:

dW=2w, y.Ws.q.}” (dx! + 2dx,dy. Dosq +

+dy: Dosq®* +dy® Wsq*)

=,y Weeq L/ddx® + 2dx.dy. Doeq +

+dy? (Wsq* + Dosq® )} :
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Nakoniee, Wsq* 4 Dosg* =1, podlug zasad try-
gonometryi, biorac 1 za promieri, a zatém:

dW=2 m.y.Weq.1/ (dx* 4~ 2dx.dy. Dosq +
+dy?), '

ktéry wyraz iest szukang réZniczka powierzchni krzy-
wéy, zakre$lonéy iakimkolwiek tukiem, sposobem
wyZéy powiedzisnym, przy wspotustawionych po-
chytych,

§. 158. - Wniosek. Cheac tedy znaleéé powierz-
chnig krzywaq iakiéykolwiek bryly, utworzonéy przez.
obracanie linii krzywéy okolo swoiéy osi nierucho-
méy, bierze sig rownanie linii krzywéy, kiéra bryle,
a tém sameém powierzchnia krzywa zakre$lita, i ie.
Zeli rownanie iest do wspélustawionych do siebie
prostopadtych, roZniczkuie si¢ i zmienia potrzebnie
aby si¢ w niem rozniczka pewierzchni krzywéy z pro-
stopadiemi wspolustawionemi na icduéy stronie u-
(worzyla, iedeli za§ réwnanie ma wspdlustawione
pochyte, roiniczkuiac ie, ‘odmienia si¢ potém
tak, aby na iednéy swonie rézZniczka powierzchni
krzyweéy, do pochytych wspétustawionych, wypadia.
W obydwdch potém razach, nadaie sig réownaniu
taki kszalt, aby sig dato. catkowaé, a wynaleziona
catkowa, iako prawdziwa funkcya r6Zniczki powierz-
chni krzywéy, daie ézukanq powierzehuig krzywa,
Chege daléy szukang powierzchnig mieé wyraZong
przez samo x, wtedy wyraza sig y i dy przez x i
dx wrownaniu réZniczkowém; iako teZ chcac cal.
kowa mieé wyraZona przez samo y, wtedy z idz
wyraza sig¢ przez y i dy. —

§. 159 Waiosek. Mieymy troykat prosta. .
katny ADB (Fig.13.) i obroémy go ckelo iednego

[12]
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z bokéw zawieraigeych kat prosty, n.p.okolo boku
DB; a tak zakrefli sig ostrokrag prosty, ‘ktory tu
figura wystawia. O tego ostrokrgga wystawia nam li-
niia DB, a promiefi podstawnego kola, liniia A D.
PoprowadZzmy daléy przez iakikolwiek punkt E, bo-
ku AB, roéwnolegla do AD, nazywaige ig EF i
wetmy AD—=a, DB=f, BF=xz i EF=y. A
tak z tréykatow prostokatnych EBF i ABD po-
dlug twierdzenia Pytagmesa, podaig sig takie ro-
wnania:

EB*=EI*+4-FB*—y*4-x*,

AB*=AD*4DB*=a*4 {33, st§d.

EB=)/(y2+x3),

AB=V (a*+4p?).
Z podobiefistwa za$ troykatow EBF i ABD, ka
proporcya wypada:

BEF:EB=BD:AB, czyli:

x:)/(xF -y =B:)7 (a*+4-32); stad:

%/ (a*4+p) =L/ (x*+y?); a tém samém:

X% (a2 4B =2 (x*4y?), albo:

}f‘+x‘:x’(az+|33); przeto:

p*
YRR (a2 ) —x3 =x* (a7 ) — B2x%;
B = B
to iest:
}rz‘___azx"q-{-}‘«' x?—[32%2 a%x?

= =

Wqugaqc za$§ z ostatniego rdwnania pcerwmstek
kwadraowy, wypada:
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y=ax; stadi

B
dy=adx; ‘przelol
2
; az. dx?

2 —
dy = ‘jlz
Dndaiq'c zaé do 6hvdw6::h stton da?, dla utworze:
nia na iednéy stronie téZniceki pow:erzchm kizywey;
bedzie:

2 dx2

tiy*'-i-‘-dx": e e dx?

‘a? dx3=p2dx?
p*

_ P pdx

3= 3 awiec :

V (dyd sy =SULEHPD. | 4 pagin:
2my.dx.}/(a* +p%)
l3 1

czyli: bierae zawmiast y, warto§é wyZéy stoigea:

.‘iﬁ.‘y-.l/(dy"—]-:'dxa):

Saia . dx
—_—

27y, )/ (dy*® ;deﬁ)'—- i —1/(@* +£°),
Calkuoigc nakoniec vstitnie féwnanie, wypada:

ﬁ ?fayfV(dX +d}'=)—'-——;—i;-,.,———:|/’(a +ﬁ2 )+CODB{

=T e e Gonst

[12%]
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Dia znalezienia iloéci Const,, weZzmy x=o0, dlacze.

go bedzie takZe cala powierzehnia =o, i wynale-
ziona catkowa, ilako maigca x za czynnik, begdzie
takZe Zerem; a przeto i Const.—o. A tak wyraz:

7, a x*
p*
rac w ostatnim wyrazie, to iest w calkowéy, x=f,
odcinek réwny osi, 1 nazywaige caly powierzchnig
krzywy, ostrokrggu, ktéra wtedy do a nalezy, P;
wtedy z powyZszéy calkowéy wypada:

=}/ (a* %), iestzupelny calkowy. Bio-

7. a3
B
=ma)/ (a*4£7)
— m.a)/.AB?,
—n.aAB,

P= A @A),

=7 22— To iest powierze¢hnia krzywa o-

strokrggu prostego znayduie sig, mnoZac obwod ko-
la podstawnego przez potowg boku.  Zupelnie toi-
samo co iest znanem z Solidometryi elementarnéy.

§. 160. Zagadnienie. Jak obrachowat iaka-
kolwiek czedé powierzchni krzywéy kuli, naleZacg do
WSpéluatawmnych od wierzehotka, do siebie prosto-
padiych?

Rozwigzanic. Nazywaiac promien kola wiel-
kiego kuli @, wtedy mamy takie rownanie na koto
. od wierzcholka  przy prostopadlych wspolustawio-
nych:
y’=2ax —~x*, stad:

aydy=2adx—axdx, to iest:
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ydy=adx—xdx, albo:
y.dy=(a—x)dx; przeto:
dy=(a—x).dx
T
~a nastgpnie:
dy*=(a—x)? dx°.

7

y
Biorac za§ zamiast y*®, wartoé iego wyZéy stoigca,
i dodaiac do obydwdch stron da*, dla wprowadzenia
roZniczki powierzchni krzywéy, bedzie:

e _(a—x)? dx’
2axX—

dy?id X Fdxe

a’d\ —oax.dx?® 4-x?dx? +(2 ax —x?).dx*
2ax—x?

i >
a?dx?*—sgax.dx?*-px3dx242ax.dx>—x* dx*

. 22 X ~=X?
a? dx* i -
Sgex—g35 BREFIO
Ldx

V{dx“-l-dy )__.‘/' [na 2) y czyli biorage war-
to§é zamiast wyrazu \/(2ax— x*) z réwnania wy—
2¢éy stoiacego, wypada:

V(dx24-dy*)= E—;E-t-——, zatém:

27,3,/ (dx? +<I-.~)—s 7.y 33.3‘

:Qa‘.adx; a wige:

2 7.y. [}/ (dx*+dy*)= 27.ax, kira to cal-
kowa iuZ iest zupelng: albowiem biorac a=0, po-
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wierzchnia cala, 1 calkowa wynaleziona, iako mnoza.
na przez x, 83 Zeramis a zatem takZe ilodé Consi=o,

§. 161, Wniasek. Bioragec w calkowéy prze-
sztego §fu, x=2.a, w ktérym razie cala powierzchnia
krzywa kuli do rakiego.x nalezy, i nazywaiae ' tgZ po-
wierzchnig P, bedziemy mieli 1akie rownanie: '

P—ama2a—4ma?;

A Ze powierzchnia wielkiego kota kuli —ma*; prze-
to powierzchnia kuli wyréwnywa powierzchni czterech
kot wielkich. TozZsamo co iz elementarnéy Solido-
metryi bylo znaném.

§. 162. Zagadnienie. Jak z ogélnego rdwna.
Dia na przecigcia ostrokrgguwe, obrachowaé powierz.
chnig krzywa, kidregokolwiek z rzeczonych _prze:
cigé?

Rozwigzanie. Réwnanie ogblne na kaide
przecigeie ostrokrgua, od wierzchotka wzigte, przy
prostopadlych wspotustawionych iest tos

4 =p? . < 5 o
Y =px+——, gdzie p miarg, = ilo¢ zas$ a, of

oznacza. £ rownania tego wy_padn;
‘2y.dy= -p ?;.'"z—p—x)dx- stad :

dy= (p ¥ '-1 ) dx; czyli, biorgc zamiast

2y
¥ - wartoéé:



dy :CPT%—E) dx; przeto:
zi/(plﬁ Ei‘,_)

::(pq: Eél()? dx?; wigc:

G

d:::'—‘+dy==_(p-f--;\—f)'ﬂd:l:’+-:!I:r:z

_(p_._2p dx’+4(px+p )dx‘
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4 (px
}.dxn

P

4
e

—2DX
=G
={§E'_'Li_1'1_fi§l + _%_(ap{__rp x) } dxz

—L.@pxF px?)

={(pF2p 0 k4 Fpx)xt;

PN CY ey,
a tém samem

l/(d»’—i—t!)"‘):dtv{(am px)* +4a(ap:~+9x“)}

s o e
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a zatém:
2 m.y.)/(dx? fedy )=
—=an.y. dxl/{(a pTi px)*~-4a(apxFp x’)}-
l/{4a (apx4px? )}

Biorgc za$ na prawéy stronie ostatniego réwnania,
zamiast y, warto$é z réwnania wyZéy sloigcego, be-
dzie:

27y |/ (d x4 y?)=

—amy () *"‘-V{capszxr +1ac«px+_px=>}

Vi{4a. GpxFpx)

=oam, {a(apx +Px')} dx. V{(ap+sz)’ + 4a (apx+F +P‘°);

a

ﬂ/{ Lapxwx‘J}

axT P, i
=—2—a-dx-l/{(a pF2px)*+44alapx+ px‘)}

dx
==-’5~— V{(ap F2px)® -+ 4a.(apxF px'f)}

a zatém:
2 Y. f) /(A3 gdy?) T2 _Z.f; I8 dx.V{(a PF 2px)® 4
+4a(apx¥px°)}-

Cheae za§ ostatniego rdwnania prawa, strong rzeczy-
wifcie calkowaé, potrzeba w mieysce niewymierne-
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go pierwiastka wzigéé wymierng wartoéé, przez co sig
ostatnie réwnanie na inne zamieni. Inne rownanie
sig potém catkuie, i naodwrét w mieysce przybras
nych wartoci, poczatkowe si¢ klada, a wynalezio-
na calkowa begdzie szukang powierzchnig krzywa ka.
Zdego przecigeia osirokrgga, ogolnie wyrazong.
Cheae nakoniec 2 ogolnego wyrazu wynale$é pow:erz-
chmg krzywa, ktoregokolwiek w szczegdlnoser prze-
cuqu ia, warunki szczegdlnego przecigeia wprowadza-
ia si¢ w ogolng calkowa, a tym spososobem szeze-
golna calkowa wypadaigca, daie powierzchnig krzy-
wa do szczegdlnego przecigeia naleZaca, |

§. 163. Wniosek Cheac parabolaidy po-
wierzchnig krzywa obrachowaé za pomoca rownania
iey od wierzcholka z prostopadiemi wspolustawionemi,
postepuiemy tak: Réwnanie wspomnione i€st takies

y*=px, stad:

2ydy =pdx, a nastepnie:

dx = Elpdy; przeto:

2 2
dgtie= ‘J‘.l’p_:’Y_’ a tém gsameém:

Jx2 +d)a_.4}'p —-|-d}

—4y? dy’ 4 pt dy*
p* '

= (4y +p’); a zatem:

11‘

d
V (@x* 4 dy*) =—p’:- V @y +p*)
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MnoZac za$ obydwie strony przez 2 wy, dla utworze.
nia na iednéy stronie’ mimmk: powierzehni krzywéy,
bedzie:

v.d “
ar g )/ (dx? + dy’)r-—-gf%l-vmy*-!—p‘)

ﬂBY -3 :
St Y\ (4y*4+p )

gdzie dlatego sig licznik i mianownik przez 4 pomno.
Zyt, aby latwiey niewymiernoé pierwiastka znieé,
Koncem tego, niech bedzie:

4y?+p* =u?, dlaczego)l/ (4y*+p*)=u, stad:
8§ydy= 2udu; a tak powyZsze rownanie daie

takie;
. 7~ .
2 ay— s
e y)/ (dx?+4dy*) = i 2 u.flu.tnx_ 2pu t du,
Galkuigc za$ ostatnie réwnanie, ivypada;

a1, f‘/’(d‘i +dy? )...,. l +(."nn5t.

Biorac za$ zamlaat u’, zrownania wyZey stoigcego,
jego warto§é napowrét, -gdzie u? = 4y*+p?; a
u=\"(4y*-+p?), atem samém: '

w =y +p?) @y e = 4y? + 92,
natenczas calkowa wypada taka;

27 [/ (@ +dy) = gy 4 4 Const.

Dla wynalezienia calkowéy, bierzemy xz—o, a tak
y=o, iakoteZ cala powierzchnia = o0;- a wigc rakie
rowunanie sie podaie:



-.'1 87

T

0-=L-I- +p“) ~ Const,;
n s G .
=Ep’ pF 4 _?nst.,

4
=55 p? + Const.; przeto;

. m.p3 T
Const, == — _.b,-ll:_._, a zatem, nazywaiac powlerz.

chnia krzyw:* parabolidy P, zupelna calkowa jest

taka:
W :

% ktérey to formuly z latwodcig i)owierzc]:hia szukana
wynaleziong, bydz moZe, '

- § 164, Uwaga, 'I'ak iak sig w przesziym §fie
postapito z pierwiastkiem mewymlernym, wszedzie-
w podobnych zdarzeniach podobnie slq Ppostgpuie.
Atoli wartodci, kidre przybieramy, co sig samo rozu-
mie, wedlug rgZnoéci okolicznosel, réZne bydz musza.
Wyklad zupelay postapienia sobie w kaZzdém sczegol-
ném zdarzeniu, kiedy w funkcyach rdZoiczkowych
pisrwiastki sa niewymierne i kiedy szereg nieskori-
czouy z nich ytworzony, mehy!by predko sig zbiega-
igcym, I_lalr.'iy tylko do obszernego dziela o rachunku
catkowym, dlaczego tutay, tylko sig o nim wzmianka
czy}u ToZsamo ¢o si¢ zrobilo z pierwiasikiem nie-
wymigrnym w §. 104, rozumialo sig takZze o niewy-
miernym pierwiastku w §. 163.

§ 165. Wniosck. Biorac rownanje Cyssoidy
od wicrzchotka . z prostopadlemi wspotustawionemi,
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ktdre iest: y*= S i roZniczkuiac ie, fvyp‘ad;:

gy, dy = 3.x%(2a—x). dx+x3 dx, (§- 524);
: (2a—x)?

='{3x’“ (2a—x) + x’} dx,

(22—x)*

= (bax*—2x?).dx; stad:
(sa—x)>"

y-dy = (3ax*—x%) dx; przeto:
(a—x)*

dy = (3ax*—x*) dx; cayli:
V@

dy=(3ax*—x?). dx; awigec:

V(:z.f—- x)' (sa—x)?

dy?=(3ax*—x3)? dx*;

e —— e 4
e (2a—x)

=(ga*x*—6ax®+xf). dx?;
: X' .
Fa—x (1

= (ga*x—b6ax® + x*), dx*; a zatem:
(2a—x)* ~
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dx?+dy? = (9a*x—6ax® 4+ x*) dx* + dx?,
© (2a—x)®

' —-(ga x--6n’+x3)dx"+(gas—lqa x+ﬁax‘—x3) dxs
(2a—x)’

=(ga’—32°x) dx*, -
(Ra—x)"

Wyciagaige za$ pierwiastek kwadratowy, bgdzie:

2 N (3a*—3a’x) dx* .
Vx4 dyy = {BEEER O]

:V{(Sa—— 3x). a* d x? }: adx v 8a—3x);

(2a—x)% (3a—x) 2a—x ,9a—X
stad:

I 0 a—3x
qar. y.\/(dx’ +dy?)= Qﬂ'_yaﬁ_ Vv (§_ 3

2a—x 28~
( adx CS&——-gx
il 2a—-x)2a—-x saa—x)
—hmoax.dx. X V(Sa-—gx)
 @a—xt Ga—x). Tie=

—amax.dx. /x V. 8:1—-31);

(23-—::)% Ad =X

a Zatem:

; #
g M.ax” dx 8a—3x
27 y. [}/ (dx? +-dy?) = = }
y S Vo y Jr{ (Qawx)% (23 x

Wynalazlszy catkows naznaczong, ta daie powierz-
chnia krzywg Cyssoidy.



