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si¢ w rachunku znayduie. Rdwnie potrzebne sy przy
krzywych liniiach, co iuZz w nastgpuiacym rozdziale
sig pokaZze. Logarytmy te nazywaig sig inaczéy hy-
perboliczne, dlatego 2Ze kwadrowanie hyperboli ré-
wnoramiennéey na nich sie zasadza, o czém wlasnie w'
przystym rozdziale,

2) Logaarylmy Neppera, o ktétych iednak ilodci
zasadowéy memamy zupelnéy pewnoéci.  Kaestner
bierze za nia liczbe: 999999oooco00s5. Astrom
T.9.p. 68. Sa ieszcze oprocz tego logarytmy para-
boliczne, podaiagce sig z hyperbolieznych, kiérych
atoli uZytek do tad nieznany, W ogdlnoéci systema-
16w logarytmow moglibyémy tworzyé tyle, ileby nam
sig podobato, co iest widoczném z tego co sie o
nich powiedzialo, atoli rzeczywiécie potrzebne sg
tylko pospolite i naturalne,

ROZDZIAER VL

Zastbsowanie rachunku rézniczkowego i cal

kowego do odwrotnéy teoryi stycznych, do

prostowania liniy krzywych i do wynaydowa-
nia ich powierzchni,

§. 118. Definicya. Sposéb wynaydowania li.
niy krzywych naleZacych do danych pewnych wiadno.
§ci tychZe, to iest do wartoéci podsty cznych, styeznych,
podnormalnych i normalnych, nazywa sig odwrotng
teorya stycznych; gdyZ tu sig¢ odwrotnie postepuie,
wzgledem tego, iak sig pestgpowalo szukaize do krzys
wych liniy rzeczonych prostych,
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§.119. Zagadnienie. Jaksig wogélnoici .
piia kizywa to test iéy réwnanie, 2z danéy wartoéci
- podstyéznéy; lub styezney; lub podnormalnéy; lub
pakoniec normaluéy, wynayduie?

Rozwigzanie. Maiac ktoréykolwiek z wymie.
nionych liniy, warto$é, do pewnéy kizywéy nalezg.
3, dang; wtedy bierze sig ogdlna warlodé teyZe sa
méy linii pmstéy. przy wspoluszawmnych prosto-
paui)l,h icZzeli dana wartosé lest przy takich; lub
przy wspolustawionych pochytych, ieZeli dana war-
. tosé iest przy pochylyeh, (§. 71. §.81.) po czém, u.
tworzenemnu rowoaniu roZniczkowemu, daie sig
, kszialt przyzwouty i toz sig catkuie, a wyna!ezinna.
ca:knwa, iako pmwdznwa funkeya utworzonego rd-
wiania rdimczkowr—ho, bedzie zat,danem rownaniem
Tinii krzywéy.  Kilka przykladéw sig przytacza dla
wylaénienia 1zeczy, : o

y
m-+x
dziemy liniia krzywa do ktoréy dana podstyczna nale-
zy tym sposobem: biore ogdlng wartoéé podstyczuéy,
przy wspolustawwnych pmampadlych, gdyZ dana war-
toéé, iako niemaigca ilofci trygonometryeznych iest
naleZac do’takich wapolustawxonych Ta warto§é iest
. 2

S:?gj;—f (§.71), a tak: yf . mﬁ_—x stad; da=

1) Mieymy dana podstyczng: » A znay-

1?1:}' » aprzeto: mda+ada=ydy. Calkuige za§

: 1 ' .
rownanie, bedzie: mm-}--——:c’:_l—y"-l-,Cor;st. Dla

wynalezienia ilosci €onst., bierzemy wspolustawione
od wierzchotka i x=0, a tak takie y=—=o, a zatém °

Const,=o, stad rownanie ma:—l——a—.:r:‘:—‘-*y= iest

zupelng calkowg; mnoZgc ie za$ przez 2, wypada:
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yi=ama+a?, czyli biorac dm=a, y’——'az-ls:::'i, <0
iest rownaniem hyperboli réwnoramiennéy od w:er-
zcholka (znane z Jeometryi #nalitycznéy). A vak liniia
do danéy podstyu,ney nalezjca, iest hyperbola rdwno-
ramienna.

9) Maize dang wattodé normalnéy taka:

—1—1/(m=-|i4y=), zna‘yduiemy do niéy liniig krzywg
tak iak wyZéy. Podtug §: 71. bgdaie: yl/( s ):

= —Q—V(mz-!é.gy'-‘), a zatém ‘wynoszie réwnanié do
kwadratu: Y~ 5’ : +yr= —+y-, eoyis I* ﬂ:
—-:l, wyciggaiac za§ pierwiastek kwadratowy : y )'

.-_l:_., a tém samém; ydy_..—da:. Calkuige daléy;

ostatnie réwnanie, .wypadz- —-—}'“:—R- z + Consr;

Biorac tutay z==0, bedzie takze dla powyszéy przy-
tzyny, y=o, a zatém takZe Const-'=o,  stad réwna-

'nie—:—y 2 :i;—o: iest zupelna catkows, ktére, noZaé

ie przez 2, i biorgc m=p, daie: y*=—px, réwna-
nie paraboli. A tak linua krzywa do danéy normals
néy nalezgca, iest parabola, co takZe §.74 sprawdza;

§. 120. Zagadnienie. Jak znale$é réZniczkg
luku, iakiéykolwiek krzywéy linii?

Rozwigzanie, Pohiewaz funkeya kizywey li-
nii mozZe mie¢ wspotustawione lub prostopadie do sie
bie lub teZ pochyle; przeto Zadana réZniczka dwoiaka
bydZ moze:



126

1) Niech 4B (F, 1.) oznacza luk iakidykolwiek
krzywéy linii ktdry nazywam R, iego wspolustawio-
ne do siebie prostopadle sa: AD ==z, i DB=y,
Poclqs__ iiymy rownolegla od D B, przeziakikolwick
punkt C krzywéy, kidra niech bedzie CE, iako (e
poprowadZmny rownolegla od AE, przez punkt B,
ktéra ‘niech sie nazywa BH., A tak BH=DE=—
Az, HC= Ay, BdC=AR. Nadto: poniewaZ
wielkoéé lukn R zawisla i w ten sposob od wielko-
4ci wspolustawionych x iy, iak wielko$é tuku R+
AR od 2+ Ax iy+Ay (co iest widoezném przy ka-
zudéy linii) przeto R u:n.r funke yi a1y i taka sammg
(mwnan% w puwdl r), lal\k R—!—AR e8¢ ?[m(nnyth
a+Ax iy+ Ay Daiéy pociggngwszy cigeiwg B G,
!)-'E;,(]?.ie w :16)'Licir prastokatnym:s BC*=Az* +Ay3
atémsamém: BO=V (Aa?+ Ay*), pwybllza:azc
7a$ ciagle ECkuy, wtedy Az, Ay, AR cigciwa
BC ciggle sig zmnieyszaig, iako te2 wezystkie pun.
kta cieciwy B G clagle si¢ ku punktom luku AR
Pwyhhia:a& Biorac na ostatek EC za nieskonezée-
nie bliskie od y, w kidrym razie ,5:1., Qy, AR icig.
ciwa B ( nieskoriczenie sig mateni staig, wtedy mie-
dzy tukiem AR acigeiwg B € Zadnéy linii wysawié
sobie niémoZna, kiéraby wzgledem nich mzuak byla i
polole;ne nieodmienne m:ah, dlaleg,o Ze punkta
tuku i cigciwy sy od siebie nieskonficzenie hi[sLie, a
wigg wtc.dyQR._BC sig staie, iako swoiéy granicy.
A wak, w takim razie. QR..._V(Q:L +Ay?), cayli:
dR= V(da, -|-d5") (8. 3;1 1o wiadnie iest Zadng
rnznlcsz przy wspolusta\vlunxuh do a:ebxe _ proeto-
padiych,

2) Niech do tuku 4 B=y. (F. 4.), wspdélustawios
neAD=ziDB=y ljt;,dz; pochyle, pmbmpatila zpun.
ki B do 4 E niech sig¢ nazywa BAM =y' i odcinek
AM=3a', A tak podiug przesziego szczegotu iest:
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dR=}/ (dx'24dy'?) Lecz z tréykata pro-
stokatnego D B M, ktorego kat ostry BD M=gq, '\;}y-
pada: y'=y. Ws.q, DM=y. Dos.q. (2 zasad trygo-
nometryl prostéy), a tém samém: a'=ax-+y, Dos.g,
aprzeto  dy'—=dy. Wsq., dz’' 2= dz+dy, Dosg.; a wigc
dy'? —~ dyf Wsq.2, do'* = dz* 4 2dx. dy. Dosgq. +
dy? Dos.q*  Kladac tedy wroZniezke. dR=) (da'*+
+dy'% ), zamiast dx'* i dy", warlosu wynalezmne,
bedzie:

dR=)/ (dx*+2dx.dy.Dosq+dy? Dosq+dy* Wsq2)=
=/ (dx=+2dx.dy.Dosq+dy2(Doéq’+Wﬂllz))-.

A Ze z trygonometryi wiadomém iest, iZ: Dosg.? -
+ Wsq* =1, przeto wypada:

dR =)}/ (dx* + adxdy. Dosq+dy?),
co iest Zgdang réZniczky iakiegokolwick luku przy

pochyfych ch wspolustawionych,

§. 121, Wniosek. ~Chcac iakgkolwiek krzywa
liniig, prostowaé, to iest wynale$é iey wielkoéé przez
rachunek, potrzeba maigc dang funkcya teyZe linii,
te2 funkeya roZniczkowad i réwnaniu réZniczkowemu
taki ksztalt da¢, aby na iedney stronie sama rdéZniczka
luku zostalay dawszy potem drugiey stronie formeg
potizebna do catkowania, réwnanie sig catkuie, awy-
padia calkowa drugiéy strony, iako prawdziwa funkcya
rozniczki tyku, daie tuk Zzdany.

§. 122, Zagadnienie. Jak sprostowaé, to iest
przerz rachunek wynalesé luk kota, do danego odcinka
nalezacy, przy danym promieniup

Rozwigzanie. Niech promieri kota nazywa sig
a; odeinek zas od frodka x; a tak rownanie na kolo



128

od $rodka; iest takie: y‘:a;—x‘ Roimc?kma‘c to
rownanie, bgdzie: 2y dy_—-s; zdx,czyli: ydy=—adzx,

awige: dy ——= i;l_“_’. Diley ostatniemu rownanid
'_daié sig taka forma; aby na iednéy stronie rézniczka
tuku wypadla, dlaczego wynosi si¢ nayprzod do kwa-
— a'

dratd, 2 tak: dy*= » czyli; bioric fa y?2
-2
Wakto$t: dy* —-f-- dodalagt za§ na obydwdch

'atxbnach' dx?; hqdme:

Hy’+dx= x__dnx_+d 2 5 dx’-l-a’ dx2—x2dx2 =
a? — x®

a2dx?
"'a! “xl’
4 tém samém :

d. dK ._'_ a.dx

[—

Vo (dx*4dy?) = :
l/{il (a e, xz) z

=a.dx (a’—‘—x*}ix.

—~1
Maigc tedy iuZ: |/ (dx’+dy1)_.adx(a=—x‘) 2 (4
jest takie rownanie, w ktorém na u:dney stronie 1est
réZniczka tuku, % kidrego sig podaie: [ V(dx +dy?)=

—I
= [ ddx. (a*—x?) 2 cala rzecz tyILo idzie o rze-
czywiste W)rnalezleme catkowéy prawéy suony, kto:d

aby byta Wynalezmhd, wprzédy wyraz: (a“—x’) =-
zamienia sig na szereg nieskoriczony, podiug bmd-
mium (§. 70,) Szeregu tego forma iest ta:
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=i —5 x4 -6
(ae_xn)u=a-:+' a—3x? + 3.a477 X 3:5.a _73(

2.4 2. 4.0
? 5_7____ —-5 x8 3:57-9 —_11 70
1.[.}3,' +2403wd'x 7+
579 —13 412
68 a X “eae

Kladac teraz w puwyisze rownanie: |/ (dxz? +u'y )-—-
=13
=adx(a®~—a*) 2, wmieysce wyrazu (a® —z* )

wynaleziony szereg, wypada:
L

V(dx? - dy? )"""l!x+—-—-— a—’x’dx+ ‘:(4{]"{ +

3. 5a70x dx 3.5. 7.0 xBd 1 '
+.:.;,u _ _+ ;.74..o.3Y
5 70.a"°x'°dx 3.5.7.0.71.a1% x1
_-.a}.u,hlo . ‘40810.12
it d.

Catkuigc nakoéniec, bhgdzie:

> ! a—2x? q.a—4x5
Vdx*4-dy?*)=x 2 . .
fl/( ~4-dy?)=x- 23 o e

. 3:5.a7°x7  3.5,7.a7"x°
7 2.4.6.7 7 2.4.0.8. 9

—12 13
5. 7.0, 11, 077X Tbidis

e 3+ 507 Q.aT0xT
" 2.4.6. 8.10. 11

3
+2.4. b.8.10.14.15

ktéra to calkowa icst zupelna; albowiem wzigwszy
x—=a, luk takie =0 bedzie, a tém samém Const=o,
A tak wyraziliémy iuZ luk przez odcinek iego ze §rod-
ka, ktory sig teraz da obrochowaé biorac szczegélne
wartodci na z i a;

[9]
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§. 123 Wnniosek, Bima‘cﬂ._.ls -3:*%-:7};

luk zaé kola do rzeczouych iloéei naleZgey nazywa-
iac R, natenczas podlug przeszlego §fu bedzie:

Y PRI (0N
R= + )QL}S() 2.4. 6
3 5.7 i i e
+..,41)89 ) 21081011( )+
3.5.7.9. 11 g
+2103L0.12!"() T

Dodaige za§ wszystkie ulamki do siebie, zamienione
wprzody na dziesiatne, wypada:

T
— = 0,500000000 . ...

a

1 yiey"
T.(T)=o,oeoass.333 Sy
3./
z._.(_-2_):0;,00'313‘}'50 :
51\
.—3..3..6_4 T 0,0003-43??‘2-.....
105 ./ 1Y°
v ) = 0,000058334 4.
45 ) s
._ﬁ_:%o_(—i—) = 0,000010966:..,..

#10395 ./ 1
(-—-—) = 0,000002118......

599040 2
9% 0!5ﬁ3597273 LEE I R N

a
1o iest:

R=0,523597273.
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A Ze do odcinka ze drodka rownego polowie
promienia naleZacy tuk, zawiera stopni 30 (gdyZ ta-
ki odeinek iest wstawg kata naleZgcego do luku, iZe
iest potowa promienia, s@d kit srodkowy i iego tuk,
to iest wzigty duk zawieraia po 30 stopni) przeto zna-
leziony luk iest dwunasty czgécig calego okregu, bio-
rac za promien 1. MuoZyze wige znaleziony luk
przez 12, co.czyni: 0,233167276, mamy caly ob-
wotl kota do promienia 1; a zatém sidsunek pro-,
mienia.do obwodu, w icdoém, a (ém samém w ka.
zdem kole (znane z Jeometryi elementarnéy) iest
nastgpuiacy’:

I1:6,38310672%6—.

Stdsunek tu wynaleziony, iako wypadly z szeregu
nieskoficzonego, iest tylko przybliZony do prawdzi-
wego,  Atoli uwaZaige go tak 1k w sie wynalazl,
nawet biorge w zwyczaynieyszych vobotach tylko
pierwszu czlery micysca dziesigine, bgdzie réZnica
wynalezionego wypadku wzglgdem prawdziwego, tyl-
ko baudzo malym ulamkiem. Dla astronomicznych
robot, gdzie dokladno$é daleko wigksza powinna byd#z
zachowana, moZna go wyloZonym sposobem tak da-
leko posungé, iak sig komu podoba, lub iak potrze-
ba. Jest nawer teraz do 150 1ieysc dziesigtuych
iuz wyrachowanym.

§. 124. Wniosek, Poniewaz réZniczka tuku
zawsse iest: )/ (da® +dy*), czyliréwnanie przy
prostopadlych wspolustawionych weZmiemy od $rod-
ka, lub od wierzchiotka lub teZ od innego iakiego
punktu; gdyz przeciwne znaki iloSci dx i dy w kwa-
dracie, Zadnéy réZnicy w znakach nie robiag; przeta
maiac kolo (F. 8.) w niem érednicg A B; ze §rodka E,
prostopadly EF do B A4; ustawiong od Srodka CD=y
i odcinek CE=ux, bgdzie taz sama rézZniczka zupel-

[9*1
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. nie do Iuku F O, co-i do luku A D, zta tylko réZni-
¢y Ze tuk F'D rosngcy ma & rosngee a y maleigce;
luk za$ DA ma!em‘cy ma y maleizee a = rosnace.
Biorae daléy véwnanie ma koto od érodka znane:
y*=a*—a*, w kiorém y=CD, a=CE, a=EF,
widzimy Ze do tego rownania dwa fuki naleZg, to iest:
do rosngcego & valeZy iuk F'Drosngey; do m']lel;&cego
za$ y tluk DA maleiacy; a przeto roZniczkuize ie i
na iednéy sronie robige, roiniczkg tuku, bedzie mo-
gla mie¢ calkowa drugiéy strony, dwoiakg warlo§é
to iest lub da wartoéé tuku FD, lub tez tuku 4 D.
JeZeli druga strona wyrazona przez szereg nieskon-
czony, bedzie szta podlug potgg ilosci z, wtedy cal-
kowa téy strony bedze ta, ktdra sig powieksza po-
wigkszaige x, io iest tuk DF, tak iakeSmy uwazali
w §fie przeszlym. - JeZeli przeciwnie szereg nieskoni-
czony bedzie wyraZony przez same potegi ilodci y,
wiedy calkowa iego begdzie ta ktora rod y zawisla,
czyli kiora sig¢ powmnieysza lub powigksza kiedy sig
¥ pomnieysza lub powigksza, 1o iest luk A4 D,
Chege tedy rzeczony szereg mieé wyraZony przez
same potegi ilodei y, aby wynaleé¢ wartoéé luku
-AD, postgpuie 'sig¢ w ten sposdh: z réwna-
nia: y*=a?—2x?; wypada 3ydy =—2zdux,
ezyli: ydy=—axdz, a przcto: —da='"Y y’ stad:

i YAy o ‘ y e
dx e Biorag zaé warto$é zax®, z mwnnma
kola, bgdzie: da*= uy' d_y}:‘z_
bydwoch stron dy*, dla wiworzenia réZniczki luku,
wypada:

. Dodaige daléy do o-

vad

dx’+dy":-—;—_,—'—_:%— + dy?, czyli:

T . Vidvigea®dy? —y2dy? a?dy?
cdxf4edyt= a‘__za ) = ae_};z )




a wigce:

a. tf\'

FaE=y")’

alho:

V(dx? 4-dy* )=

V(dx* 4-dy?)=a.dy(a? — )_—5

—_—T
Tworzae nakoniec z wyrazu (a®—y?) % szereg nie-
skoniczony meZug binoniumn, bgdzie:

] aT*ytd
M/ (dx?+dy? )——dy—[-—-a—’y’dy-i- L e

2. 4.
353 vfdy 3.5.7a7 %y dy
- 2.4.0 2.4.0. 8 b5
5.7 0.a7°ydy - 3.5.7.9.11a %y *d
35T dy, 35790y ey

2. 4.6 5. 10 20 4e 0.8 10412
Calkuigc zaé szereg, bedzie:

a-—a?s '.33-_*}" 'Z 9 Y
2

IJ kDA'_‘ ...-._._._. . .
+3‘5'7a_-‘3’ U g.g.g QuaTtey It
2'4'6'5‘9 ‘_-’--4-0-5;10,“"' L

kiora calkowa iuZ iest zupelna; gdyZ biorac y=o,
takZze bedzte fuk—o, a zatém i Const.=—o0. A tak
wypadl nam ten sam szereg, iak w przeszlym §fie,
wyiagwszy Ze tutay wszgdzie y stoi, gdzie ram 2 stalo.
Ten wypadek sprawdza ‘takZe przynaymniéy w ogdl-

nofci, Ze biorac :c:%:% y» W ktorym razie y be-

dzie wstawg do kata maiacego 60°, a tém samém
y>1a czyli y<Zw, iz luk znaleziony przez ostatni sze-
reg, musi bydz wigkszy od luku z przeszlego §fu,
czyli Ze tym tukiem nie D Flecz A D iest. Co do
réwnania od wierzcholka samo przez sig rozumie sie,
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iz czyli luk wyraZony bedzie przez x, lub przez g,
zawsze taz sama warto$é czyli ten sam tuk wypada,

§. 125, Wniosek. Chege luk kola obracho-
waé za pomocg rozniczki |/ (da® 4-2d @ dy. Dos. g 4
dy*), naleZacéy do wspolustawionych do siebie nie-
prostopadlych, bierze sie réwnanie kota z pochyle.
mi wspolustawionemi, toz sie roZniczkuie, daie mu
sig taka forma zby naiednéy stronie wypadla roZniczka
luku, a przygotowawszy druga strong do calkowania,
i znalazlszy rzeczywiécie idy catkowy, calkowa ta daie
tuk Zadany.

§. 126. Zagadnienié. Jak obrachowaé tuk
paraboli do danych wspélustawionych do siebie pro-
stopadiych nalezacy?

Rozwigzanie. Rownanie paraboli od wierz.
cholka 'przy prostopadlych wspdlustawionych iest,
y*=pax, stad: 2ydy=pda. Chegc redy mieé tuk
obrachowany, n.p. przez sama funkeyay, robi sig
daley tak: zrownania ostatniego wypada:

1
0% e i‘%l, a nastgpnie:

- AVEdyS

dx? = -—P—;-—', przt'-to:
2 :_iq_Y_:___dy_z =y d}'I+P": fTY‘
| s o P )
czyli:

dx? +dy=:(4p}:+ 1) dy?, a zatem:

V@ payy=dy ) (Mo ),
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zamienia si¢ na szereg

Daley wyraz i/(! -~ 41?:

nieskoticzony podlug binomium, co daie:

ayd ! &
V (1+*~)——1+Py. - e
_-IOYs quIO
p* pre S

a preeto:

V dx+dy)=dy. |/ (1.;.

4y? =
o)=Lk

ny2 4 )
+ 'Y“-dy — =1 ay %.dy -

Calkuigc za$ szcreg:
ARG +dyJ‘“f dy. V(:+i-”~)—-y+

3 a, 3 0. 1ix
DA Y_‘_ﬁﬁ}' -

:i-——-z— -['-
5:p 7p°  9.p® Inp°”

10

ktora to calkowa iuZ iest zupeing, bo biorae y=o,
takze luk = o0, a wigc i Gonst. = o0. Biorgc tedy
w mieysce y, iego szczegdlng wartosé, da sig zawsze
luk do téy wartoéci szczegdlnéy na y wzigtéy, lub
z rownania wynalezioney, za pomoca wynalezwnego
szeregu, ‘obrachowaé.

§. 127 Wniosek. Chege mieé powyiszy sze-
881 rpries funkeya, = wyraiuny, klada sig wszqdzne
w tymZe szeregu, zamiast y i poteg y, ich Wauoscl,
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ktdre sig z rownania paraboli podaig. I tak y* = pa,
stad y=)/px it d. A tak wypadnie taki szereg:

WA Fayt) =Jrp %i;-l/ri

2.p? x*

—RPE oy AR px—
5. p*
__lo. p*x?
9- p*

: %X 2. pix* 4. p’x?
=Vpx< +3 p iz 5. p4 +7. ps

ro. p* x*
e

o ux 2.x* 4.x° 10.X%
=V px(l + 3"1" 5 pa ?.. p.i 9 p_‘ ...).

l/px Y L

§. 128. Wniosek, Chcac mieé Iuk paraboli
obrachowany za pomoca wspotustawionych pochylych,
postepuie sig tulay i przy innych wszystkich krzywych
Tinitach, (ak iak sig w ogdlnoéei w §. 125 powiedziato,
Pospolicie atoli wszelakie krzywe liniie obrachowywuia
sig biorac wspdlustawione prostopadle; albowiem ra-
chunek wtedy iest daleke pro§cieyszym, aniZeli kiedy
wsp6tustawione sa pochyle. Dla tey tedy przyczyny
nadal, przy prostowaniu liniy krzywych, niebedzie sig
czynié wzmianka o wspolustawionych pochylych, co
tylko wlaéciwie do obszernego dziela naleZy.

§. 129, Zagadnienie. Jak oBrachowa_é fuk
"Elipsy, naleZacy do prostopadlych do siebie wspot-
. ‘ustawionych ?
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Rozwigzanie, WeZmy réwnaunie na elipsg od
§rodka, nazywaiac 0§ wigkszg a, odcinek z, a usta-
wiona, iak zwyczaynie, y. Rownanie to (znane z Jeo-
melryi analitycznéy), iest takie:

SERN T Lo RGPt S p e
y._z}ap' e e 8 e —
d
' ;
— a"-—-x‘); stad :
et
3ydy =2 pxr?x; czyli:

ydy = — pxaclx; a wiec: dy :_.E_’iif

ay

Wynoszge za$ ostatnie réwnanie do kwadratu i doda-
igc do obydwach stron dx?, aby w nie réZniczke luku
wprowadzié, wypada:

pxdx

dy? - dx* = —+-dx?;

czyli, biorac warto$§¢ w mieysce y*:

“dy=+dx=-" 5 SR AL e
(—-—n’—x’) . ap (—;a*—x’)
albo: _
dyt +de =D gpedan (D N
Ta’-—- ax? Ta’— ax?
a przeto:

V(dx’+dy°)-—-dx l/( — -+ r)
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‘Dla catkowania ostatniego rdwnania, wyraz:

_._.a I ax2.

px? : T ¥ ,
‘/( + 1), zamienia si¢ na szereg

nieskoficzony poding binomium, Szcreg atoli tu wy-
'patlaqcy pou.rcbum pewnych sposobow, aby byl cal
kowany, ktore sig tu wy{nzyo niedadzy, a tak obra-
chunek luku Elipsy, tylko sig w ogdlnoici pokazuie. ¥)

§. 130. Zagadnienie. Jak obrachowaé luk
hyperholi, maige dane wspolustawione, do siebie
prostopadie?

"Rozwigzanie. Bierzemy réwnznic hyperboli
od wierzcholka, ktore iest:

WPE . g
I g px s stad :
sydy :(p+b2_-}_{§)dx; przeto:
» . ’ a

dy:.(p-l—-';'_[l.*f) dx; a tém samem

dy'—~<p+2 px> 43t = (p-}-—zp;c) dx?
4(px+px2)

¥) Uwaga Obrachunek lukiw Elipsy. i Hyperboli podlug
tego co dotgd iest inaném w Matematyce, odbywa sie po-
spohme przez przyblizeme, kidre od ma |lema1}cmcy dcistodci
iest dalekie. Pochodzi to stad, iZ szeregi ktdrychby tu mo-
#na uzywaé, cz¢écia sic wolno bardzo schodza, czgfeig zad
83 zbyt trudne do calkewania,
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Dodaige zaé do obydwdch stron ostatniego réwnania
dz?, dla wprowadzenia réZuiczki, bgdzie:

dx*4dy* = (P+?—Z—x—)=' dx: -+ dx?,
PX
4([1-‘“!-*‘“—)
apx\°
(r+225)
1 (px4+25)

(G

~+ 1 fodx®;

przcto:

V(dstdy)=dz /1> —2L 4 L
px* H
l(p).'{-
a zatém:
(oo i8)

LV [@x*+dy) =Ldep{ e L +1 Y,

P2

ey

§. 131, Zagadnienie, Jak obrachowaé Cys.
soide przy danych wspélustawionych do sichie prosto-
padlych.

Rozwigzanie. WeZmy réwnanie Cyssoidy od
3 . x3
wierzcholka, ktére iest: y? S (znane z Jeome-

tryi analitycznéy), a tak bedzie:

(2 "!--—x)'-;x1 dx+x3dx
(2a—x)*

aydy = (6. 52),



