
i39
Dodaiąc zaś do obydwóch stron ostatniego równania
cLx*, dla wprowadzenia różniczki, będzie: .

dx= di-•

h
przeto;

a zatem:

J. 131. Z a g a d n i e n i e . Jak obrachować Cys-
soidę przy danych współustawionych do siebie prosto-
padłych. 7

Rozwiązanie. Weźmy równanie Cyssoidy od
x 3

wierzchołka, które iest: y2 ~ (znane z Jeome-

tryi analityczney), a tak będzie:

. (2aiyd,=>
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czyli:

gydy = J0a—x). 3 x5 + x J | . dx.

Wykonywuiąc zaś mnożenie w nawiasie zaznaczone,
obędzie:

? y dy s (6ax 2 — s x ! ) dx.
(9 a— x) 2

Dzieląc daley cale równanie przez 2y, wypada.' ,

' dy = (3nxa — x 3 ) d x ; etq.cl:
y .(«a—x) 2

d y a ~ ( 3 a x a — x J ) a
i d x s , czyli biorąc wartość

yl'(.aa—x)+

na y* , z równania cyssoidy:

d y a ~ ( 6

(~ — ) (2a—x)ł ——. (ga—x)«
%-a—y-J . aa—x

(aa-— x)3

.Adodaia^c do obydwóch stron dx*, będzie:

dxa + dya = (9a'x—6ax ł + xJ). dx2 + dx 2 ,
(*a~x) 3

czyli, wyniósłszy mianownik do naznaczoney potęgi,
i pomnożywszy przez niego dx'1:

d x a + d y 2 «=s ( 9 a g x - - 6 a x ' + x J ). dx* +
( 2 a - x ; 3

+ (8a3 — x a aa x + 6 ax° — x3 ). dxs =
( u - x ) a

a !'x) dx* = aa.(Sa —
)' (aa—x
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przeto:

a. dx
d d ' )

a,

§. 132. Zagadnienie . Jak obrachować liniiaj
logarytmiczną?

Rozwiązanie. Wziąwszy równanie linii loga-.

, d x /«••*
rytmiczney y -3— s a (5. 101), z tego siq pouaie:
1 a dv . . . o2 rfy2

<ix ~ — Ł
t stąd: a as ~ ~—--f—, przeto:

dx2 +dy= = — [ — + dy 1, czyli:

dx2 + d y2 = C£.+;yl) d y2 5 więc:

a zatem:

W sysiemacie zaś logarytinów naturalnych, gdzie a—I,

będzie: / . V ( d x 2 - 4 - d y 2 ) = / , ^

§. 133. Zagadnienie , Jak znaleśź różniczkę,
powierzchni, zawartey tnie_dzy dwiema wjpółuBtawio-
ńemi i łukiem iakieykolwiek krzywey linii?
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R o z w i a, z a n i e. Ponieważ współu9tawione
mogą bydź raz .do siebie prostopadłe, a drugi raz po-
chyłe, przeto dwa przypadki mamy szukania rzeczo-
ney różniczki.

l) Mieymy(F. 2.) powierzchnią A 13 D, zawarty
miedzy lukiem A B, iakieykolwiek kraywey, i współ-
ustawionemi AD=x, DB=y do siebie prostopadłe-
mu a różniczkę iey znaydzietny tym sposobem.
Weźmy iakikolwiek przyrostek nieoznaczony łuku AJ3,
np.BDC; z punktu G poprowadźmy równoległą, do
JBJ), to itst CE, i z punktu B równoległy do AE,
nazywaia.c.i$ BIL Atak BII—DE=Ax, 6'H—Ay>
Nadto widocznern iest, że powierzchnia ABD zawi-
sła i tym samym sposobem od AL) i DB, iak po-
wierzclinia A CE o d ^ £ ; i EG, a tem sarnem, źe po-
wierzchnia ABD iest tą. snmą funkcyą ilości x i y,
laką, powierzchnia A CE iloścri-fA* i y + Ay- Oaley
powierzchnia prostokąta DBHE-zz: DBXD'E s s
y.j\x; f/owierzchnia zaś tróykijta BHC=. A x- A y«

Atak, nazywaią.c powierachtiia A BD, S, w którym
razie przyrostkiem nieoznaczonym ilości S, iest figura
DBdCE, będzie:

Przybliżając wreszcie CE ciągle ku BI), powierzchie

"y-A^ł "• \ ' • i BdCm ciągle się zmmeyszaia.,

Biorą.c zaś CE za nieskończenie bliskie od B D ,
dlaczego A^ ' Ay bądfy nieskończenie małej a łut
BdC cięciwę ii C pokryie, wtedy w równaniu

A S=y A x+^M+Sd Crń,,• wyrazy ^•'
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obydwa, są. tylko iednym wyrazem •?-, i ten

wyraz, to iest •• • —«•» iako nieskończenie mały

drugiego rzędu względem y/\x, który iest nieskoń-
czenie małym pierwszego rzędu, staie się równym
Zeru (§ 29.) będące tu za stosunkiem; a więc wy-;
pada: AS=yAa;, czyli: dS = y</;r (§. 34.) co ieat
żądaną, różniczką do prostopadłych współustawionych.

2) Maiąc powierzchnią, ABD (F.4.); łuk Iakiey-
kolwiek krzywey AB; współustawione AlD = x,
BD=y, pochyłe. A tak poprowadziwszy CE ró-
wnoległą do B D i BL równoległy do AE, nadto,
z punktu B spuściwszy prostopadłą na A E, kióra
niech się nazywa B M, utworzy się równoległobo'k
DBLE, który będzie, nważai^c CE za nieskończe-'
nie bliakie od BD, różniczką, powierzchni ABD,
dla tey samey pi-zyczyny iak wyźey. A że prosto-
padła BM=y. Wsq (§. 120), dlaczego powierzchnia
równoległoboku DB LE ~ DE. B M=dx.y Ws.g;
przeto nazywając powierzchnią AB D, także S, iak
wyźey wypada:

dS = DBLErrdx,y.Wsq.
To iest żądana różniczka do pochyłych współusta-
wionych ifcst: Ws,q,y.dx,

§.134. Wniosek. Chcąc tedy znaleść powier-
zchnią iakieykolwiek linii' krzywey, którey równa-
nie czyli funkcya iest znana, różniczkuie się rze-
czone równanie, daie mu się potrzebna forma 1 aby
na iedney stronie sama różniczka powierzchni stalą;
i potem, przygotowawszy drug^ stronę do całkowa-
nia, całkuie się, a całkowa drugiey strony, iako
prawdziwa funkcya różniczki powierzchni, daie po-
wierzchnią, iądaną, to iest do danych współustawio-
nych. i
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§. 135. Z a g a d n i e n i e . Jak znalość część po-
wierzchni koła, między wspókistawionerni od środka,'
do siebie prosiopadłemi łukiem i promieniem, za-
wartą.? •

l B o z w i ą z a n i e . M;eymy koło ( F . 8 ) w któ-
rem: CEz=x, CDzzy, promień EF lub DE~a.
Marny tu znaleść powierzchnią CDFE, co się ro.
bi tym sposobem: Bierzemy równanie koła od środ-
ka, toiest; f-=a*—x2, a lein samem:yzz\/(a* -^xs),

a więc: y.dx~dx, \/ (a 2—a; 2) a= dx(a* — x*y,

Maią,c tedy iuż wyraz : d x ( a* — x* )* równy różni-
czce daney powierzchni (^. 133.), zamieniamy go na
B*ereg nieskończony, za pomocą binomium, aby go
moclz całkoivać. • A tak

= a - 4 - . a.- X3

4
1. a

_5 „(i

1, -a. 3 1. 3. 3- 4

3 2

czyli:

3 a 8 a1

a i x 1 0 ;•'•
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u więc: .

a zatem i

/.ydxi=

x? d x
a a

2ix 1 0 dx
7*8 a'

xs

ax 1—a

S! I X 1 1

x 4 dx
8 a 3 i *

• * 1. . .§. . . . • • -

5.8a J

. x s d x Ł 5 x 8 d x
i 6 a s is?&a'~

7.i6a5 g. i28a r ""

która to całkowa iuź iest zupełną; albowiem biorąc
x=O, takie powierzchnia cała'bidzie Zerem iako
teź wszystkie wyrazy wynalezionćy całkowey, gdyż
w nie x wchodzi, bijdą Żerami > a żalem i ilość
Const.—żo. Biorąc tutay promień, to iest a = i,
powyższy szereg zamienia się na taki:

y.y x _ x 3 ^ —• ^ ^ — ^ ^

~ i i , 7 6 3 . . i : - ' : ' *-: '• *:••••* ' ' , * •.

Całkowe powyższe, bżtiaczywszy wartość na x, obra-
rachowane przyzwoicie za pomocy ułamków dziesię-
tnych j daią Żądana, powierzchnią.

§f 136. Wniosek. Żachówuiąc a = i, i bio-
rąć także x==a=rl, natenczas z powyższych ostatni
szereg, zamienia się na taki:
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czyli ;

, , , Y __ T L _ J L ^ J 5

To test, pod wzmiankowanymi warunkami, czwarta
część powierzchni koła, albot .

I 1 T 5- 2t

§. 137. W n i o s e k . Część powierzchni koła
(Fig. 8.) CDFE można także zupełnie bez wyższey
analizy obrachowac iedynie za pomocą liniy trygono-
metrycznych maiąc tylko łuk DF znany, który niech
się tu nazywa tfi. I tak rzeczona część koła składa
się z wycinka DEF i prostokątnego tióyk^ta CDE',
a przeto 1

Nazywaiąć zaś promień, to iest DJS, a, i wiedząc ie
CJ5=:x iest WsiaWą, łuku hi; CD=±y iest
Ifiku m; wtedy wypada;

, 5. 138. W n i o s e k . 'Biorąc współustawionfe od
wierzchołka,, to leat (Fig* 8 ) AC=x, C>D = yj
natenczas częśż powierzchni kołn ADC moie bydź
.znaleziony," z równania od Wierzchołka. Nazywa,
î c promień iak dot<j.ela, równanie koła od wierzchoł-
ka Jest takie: y2.rz2a;c — £*., sfąd: y=J/'(2aa;-r-as)j
a więc y ^^^^^^^/(saa;—a;2 j . Wyraz dx\/Cia±—x2)
iest iuź Wprawdzie potrzebną, różniczką powierzchni,
którey szukamy, atoli tęd wyraz W.formie iak.]. ma,
całkowanym bydź nierrioźe, ledz mtisi bydź. wprzódy
do całkowania przygotowanym. To robimy tak;



w
(a a.x.~xs) 3 ix. [ a — ~ x J -, st$d:

JDaley wyrazf a---—x J żamieniatny. ha szereg nie*

bkończohy zd potnoćą binotńiufrt. A tak:

L i i r - — x - a — T - a . i ' — - 1 - — - a . £ • v*w
\, . ..•«•; J • * ' .* ' - 4 ' ' 4 .

ii. a.

H •. ., . 8 ' 1 6 ' 1 6

i- «• 3 1.3,3.4

32 • 32
• i i • i i i. i 1 1

f a— — x ) = g l / a — • •. - — -• . • i. -ss

i«s. afj/a 2 04 8.a3. l/.«

» l/a

«rt»1 ia j ^ ; 3 ^ r-*^Y x y '



143

. ( a—\x y

czyli:

.a* l/a
xi

3S-32-8at l/a y ?atem>'

d x 5 x ^ dx.
ia8..a* l/a ao48.a» l/a

3?.3a.3.a4. l/a ^

4 więc:

'
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7. 3 ia . l/a 9.
ii

11. • 3048a* l/.<

33..38.8.a4. J/ a
• >

która to całkowa iuź iest zupełny; albowiem biorąc
x=0% każdy wyraz całkowey w którym iest x, iako
też cała powierzchnia będzie równa Zeru; a więc i
ilość Consf —o. Biorąc a z i , powyższy szereg za«
mienia się na taki; ,

3 5. 4 • 7» 3* 9-

g ^ 5 X a 7* Y

11.* 3 0 4 8 " 1 3 - ' 3««3«>8 ' " ' ' , •

Obrachowywuią.c powyższe szeregi przyzwoicie, za
pomocą ułamków dziesiętnych, oznaczywszy wprzo'.
dy ilość x, znayduiemy powierzchnią. ADC»

§. i3g. W n i o s e k . Z tego co się dot^d powie-
działo o obrachunku koła, pokazuie siei że każdy
•wycinek iako też pdcipek koła może bydź łatwo wy-
rachowany nawet bez użycia stosunku średnicy do
obwodu maią.c tyl!;o kąt środkowy, do nich należący
znany i promień oznaczony. I tak (Fig. 8) mieymy
wycinek GEJB dany do obrachowania, którego kąt
środkowy q iest znany. A tak poprowadziwszy z G
prostopadłą n a - £ J 3 1 nazywai^c ią Gil, będzie
HG wstawą kąta q, a JEH iego dostawą, pod pro-
mieniem JE.B = a; stąd ich wielkość'da się wyrazić
przez wstawę i dostawę kąta q z "tablic,- maiąc pro-



jnien a oznaczony (z Trygonometrii znane). Ą ie
EHzzx, a GH~y, przeto wziąwszy równanie od
środka, tlą B\% Z niego łuk ii G wynaleśc, wyrażaiąc
tylko szereg nieskończony przez funkcye y, (§. 124),
a zatem wycinek GJEB sie znąyduie, mnożąc poło.
we wynalezionego łuku GB, przez promuń. Chcąc
m:eć za^ odcinek G m i J r obrachowany, wynayduie
się trygonometrycznie powierzchnia trdykąta GEB%

naąiijjCpiJO, dwa, boki to iest promienie,-i kąt c znane,
ą odciągnąwszy powierzchnią rzeczonego tióykątą,
pd' powierzchni wycinka G E\B r, • resztą daie po-
wierzchnią odcinka GmBr..

• • : . ' ' . : ' • - . ' k •• : ''•

§ 140. Z a g a d n i e n i a , Jak obrachować po-
. wierzchnią paraboli, zawartą między wspólustawio-

nemi do siebit piostopadłemi, od wierzchołka wzî -.
tęmi, 1 iey łukiein ? _ •

R o z w i ą z a n i e . Mieymy parabalą pospolitą
(Fig, 9(.)>' -^-E, łuk iey A C•, współustawioną od wier-
zchołka do siebie prostopadłe, AB~x i J3C==3;»
Mamy tą obrachować powierzchnią ABC, co si^ ro-
bi tym sposobem: Równanie paraboli od wierzchoł-
ka, przy prostopadłych wspó.łustąwiońych iest: y1~px l l

. * _" J * ' ' '

/x.==i/p.(x^ prze(p;
y,dx==|/p(x:i dx), ą zatem:

/,ydx-:|/p. 0- , X1\hConst. ==-?-l/p.(x.xf ) +•

•+Const, = ~ x. | / p. \/ x •+• Cpnst. 23

2 a
=—x.t/px-^ Const, ą—x.y+Const.
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— łydy
p

f.ydx-

i

z~P-x>

, a tem

2 y 3

T'~p

stąd: gyrfyis

samem: ydi——

a '

, — + Const z : —
P 3

pdx,
ytdy
P

y* y
p H

przeto:

Caikuiąc

h Const :

-x,y-+- Const.
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dx=

zaś:

Toż samo iak wprzódy, Biorąc tu x~a, w którym
razie cała powierzchnia bidzie równa Zeru, bidzie

2

także ilość Consf^zo, ą zatem: /ycfa;zr-̂ —a;y iest zu-

pełną, całkową. To iest powierzchnia paraboli ABCtz

==—j;,y, wynayduie się biorąc -— prostokąta do-
kończonego na współustawionych. Toźsamo iesttak^
i& wiadomeni zjeometryi analityczney,

§. 141. Wniosek. Biorąc równanie nayogól-
nieysze paraboli, to ieat służące wszystkim gatunkom
parabąi, ktpre ąest;: y* ~p'7cJCC (znane z Jeometryi

t e

analitycznly), z tego wypada; y~z.\/y^^tf rsz
e—c c

' ,**.., przeto; ,.
»—G.- ,C- '. '

=:p ." xe. dx, a ^atemj

P ' X- ^ Cons(.

Lecz i tutay ilość Const., dla tey samey .przyczyny
iak wyżey iest równa Zeru, a przeto:
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-—

iest zupełny całkową, którą daie kaźdey paraboli po-
wierzchnią, zawartą miedzy łukiem iey i współustat
wionemi do siebie prostopadłemj, od wierzchołka
•wzię_terrii,- Chcąc powyższe nayogólnieysze równa,
ńie, do pospolitey paraboli zastosować, wtedy bę-
dzie: e = a, <:==!, a talc wypadek ostatni: fydx==.

c . 1
SS -x y, zaraiepia się̂  na taki: f.ydx=z—a,y,

c -t- e 3 *
To iest toźsaiuo co wyiey wypadło.

§. 145. Wniosek. Chć^p znaleśó powierzchnią
BCED ( F . 9), zawarty rni^dzy liniiami _C£, DĘ
prostopadłemi do osi AJD, jako też łukjern paraboli
CE i częścią linii odcinków, to iest linii$ BJ), i to,
chcąc ią bezpośrednio wynaleść, czyli nieodciągai^c
od AĘD powierzchni ABC, po podług poprzedzaj,
cego da się_ta.kie zrobić, wtedy bierzemy równanie
paraboli pospojitey (o którey tu iest jnowa), które iest
od wierzchołka: y*~px. Biorą/ć tu BD~x *a od-
cinek; DJ£~y za ustawioną, w którym razie liniia
AB niezrnienną niech, się paaywą m, naówczas po-
wyższe równanie zamienia &\% pa takie; y2^p (m+a:)r:
~pm + pxt ą przeto;

yi=l/(pm-j-px). Robi^czaś: | / (p jn -)-px)~u,
z czego:

pni + px = u?, stąd:
p d x ~ a u d u , przetok
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8 u d u

= | / (P

s u d u.

P

a więc;

m + p x ) . dx 2E 9 u. d u.

2 u* d u

P
Ą tak; " . ,

• . J 3 . 3«P 3-P r

Wziąwszy zaś zamiast u2 i u , pd^rotnie wartości
2ey itoi^ce, bidzie;

/y. d x = ; —-. (pm + px),^/(pm-|-px)-f-Corist,,
d«P

— — • , ( m - ( . x ) , | / ( p m t p x ) rj- Const,

Dla wynalezienia tutay ilości Const,, bierze s ięa;—o,
>v którym razie całą j>owier?chnia fiCJED staie się
także równa Zeru. Lecz źe wyrazy całkowey nie
wszystkie mai^ w spbie cc, dlaczego chociaż cała cał-
kowa jest Zerern, to iest zbiorem dpdatnych i uie-
mnych równych, jednak poiedyncze wyrazy nie wszy-
stkie są Zerami, przeto także ilość Corist, niebędzie
tu równa Zeru. Atoli równanie ostatnie, skoro a'=Q
siq bierze, zainienja sitj, na tafcie;

• 2 '

p zz -—rr (rn-|-o). \/ (pm + o) -f Const.
o

C5 —n m. l / p m -j-Const., przetos

2 '
C o n s t . — —. in. l / p r n , a więc:



f.y. dx = - l . (

j e s t z u p e j n ^ c a ł k o w y , ą t e m s a m e m ;

P o w i e r z c h n i ą JS CĘJ) = = - ^ - p

. • • • ' • • "• a ; "

Oznaczywszy tedy ilości f, ty, x, powierzchnią
rzeczoną łatwo bardzp z p.stątniego wyrazu podaie się.

§, 143. W n i o s e k , Podług §. 4p \yiadomem
jest, ie powierzchnia paraboli ACED (F. 9.) z takie-
go wyrazu: r^r-ĄD.. JD Ęt ~ T — <C. y się wynayduie,

D ' i)

tedy reszty dokończonego prostokąta na
Ą O i D.0, leżącą, zą parabol^, n. p, M; wtedy

JM = — i.y. A że tróykąta A JD £ powierzchnia

A. T) 1
r = — — . DEzz—x. y, przeto powierzchnia odcinka
parabolicznego, czyli: ĄCE, =? 4 C£X> -r- 4.E£> = ;

2- " i 4 3 r

To łeBt powierzchnią odcinka parabolicznego zawiera

T^- powierzchni prostokąta dokończonego na wspali

ustawionych do siebie prostopadłych, a tęm satnetn
z współustawionych rzeczonych daie si^ latwę bardża
wynalfcść.

§• ^ ł * Z a g a d n i p ń ł e . Jak obrachować część
powierzchni Elipsy, zawari<| między współuśtawione-
mi od środka do siebie prostopadłemi, połowy osi
pinieyszey i łukiem Elipsy?


