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$. i6G. Z a g a d n i e n i e , jak znaleść różniczką
bryłowatości, czyli oboiętości iakieykolwiek bryły j
Utworzoney przez obrócenie linii krzyweyj około
swey osi nieruchotnśy i*

R o z w i ą z a n i e * Ponieważ tutay także wspólti-
Stawione mogą, bydź lub prostopadłe do siebie, lub
pochyłe; przeto wynaydywania rztczoney różniczki,
mamy równie iak różniczek łuków., powierzchni na
płaszczyźnie, i powierzchni krzywych t tożsama
d w a p r z y p a d k i i '••>•'.

i ) : Weźmy współustawione do siebie prostopa^
dłe. A tak uwaiatąc figu):^ NrOi 2. wtem,Sajnem
znaczeniiij W iakiern była użyta w §. Itf t widzimyj
ie obracając i^ około swey oai GJĘ, tworzą się dwa
ositukręgi całe proste, ieden ostrokrąg ścięty prosty
i bryła z powierzchnią takie krzywą,( zakrtśloni
łukiem A B, którey różność od różności
Juku zawisła i którey tu. różniczki szukać inamyi
Z ostrokręgów rzeczonych iedetl tworzy się troyką-
temGEC, maiąc za oś GE, a za promień pod-
stawnego koła, EC; drugi tróykątem GDB, ma-
iąc za oś GB, ą ?-a promień podstawy DB> ścię*
ty zaś ostrokrąg prosty, zakreśla się trapezerri
DBĆE. A ie bryłowatość ostrokręga prostego wy.
nayduie się mnożąc powierzchhią Łoła podstawnego
przez trzecią część osi; przeto łiazywaiąc bryłowatuść
ostrokręga ściętego prostego, tutay trapezem JDBCE
zakreślonego, n. p. M, a liczbę stosunkową przez"
którą pomnożona średnica daie obwód iak pospolicie
7f», podaie nam się takie równanie;

M — Tt.E-C?!ŻB - 7f. DB?9L^..
., 3 3

^ = Ł ( E C * GE — D B * GD.).
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Daley potrzeba nam się starać, dla doyścia do zamie-
rzonego celu, wszystkie wyrazy stoią.ce w nawiasie,
w ostatniem równaniu, przez same współustawione
i ich przyrostki, wyrazić. I tak:

EC=EH-l-,HC=:y-f-Ay, ^d:

•E.ca==(y+Ay)a=ya+sy Ay+Ay*;

A.źe z podobieństwa tróyk^tów GBD, i BHC ta-
ka proporcya ma mieysce:

G D : D < B = B H ; H C ) czyli:

:y = A x : Ayt zktórey:
A x^ y . ^ - ; przeto, będzie.

=y. A -^+Ax. Nadto:

D B = y ; st^d:

Biorąc tedy zamiast wyźey wspomnionych wyrazów,
stoiących w nawiasie, ich wynaleziony wartości, two-
rzy się nam takie równanie:

v J^JLl
y" AyJ
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.y. Ax.Ay-f-* Ax.Ay*«

Nazywaią.c. dla dalszego obiętość bryły, znalezione/
łukiem AB i współusfawionemi AD, DB, n. p. Z%
obiętość bryłki zakreśloney przyrostkami łuku i współ-
ustawionych, to iest zakre-śloney figurką JBDCm,
n.p. w, widócznetn iest iź:

7 r y a A x + tf. y • Ąx, Ąy + ^. Ą x. Ą y ł Hh w,

' 3 • : •

Zmnieyszaiąc zaś ciągle Ax> a tóm samem Ay«
się wartość 1\Z do wartości, Tf.y2 A xi przybliża.
Biorą/, nakoniec^a;, a tem samem Ay z a nieskoń-
czenie małe,, wtedy wyrazy 7ry,Ąi.Ąy i K- Ąx. Ąy ł ,

3
z kfórych pierwszy stale się nieskończenie małym
drugiego rzędu, a drugi nieskończenie małym, trze.
ciego rzędu, względem wyrazu rt.y1. Ąx, nieskoń-
ezenie małego pierwszego rzędu, stalą się Zerami.
(§.57, §. 39,). . Równie ilość w Btaie się w takim ra-
zie Zerem, albowiem wtedy łuk BdC, zamienia się
na cięciwę i? mC, A tak z wszelaką, matematyczny
ścisłością wypada: •

'dZ,=«. y^ d x,

To iest różniczka obiętosci kazdey bryły, zakreślo-
ney łukiem iakieykolwiek krzywey linii, obróconym
około osi nieruchomey, przy prostopadłych współu-
Btawionych, "iest taka: tC. y.adaj.

8) Chcąc znaleść różniczkę bryłowatości przy
współustawionych pochyłych, trzeba wprzódy wie-
dzieć, i e tworząc bryły przez obracanie liniy krzy-



Wych bkołó Swoich bśiowk tym bryłom za podstawy
daiemy i w takim razie koła* dlaczego, biorą-c flgu».
rę 4H> w tćiii samem znaczeniu > iak \v §. i 57 ^ i óbra5-
fcaiąć 'liniią krzywą AB około ijwey osi AJE1,- nie pł£i
śćżyzna -4 /i £) > w któtey Wsbółiistawiohe 15̂  bothy-
le, letz płaaczyzha ABISi, toktóriey wspi5łuakawiohfe Bą
brośtopadłe, bryłę do linii A B nalej:a.cć£, zakreśla: A
tak różniczka obiątości rzecżonóy bryły^ taż Partia tti
b^rfzie pr^y pocb.yłyth Wsftółuśtawioriyćh^ (eo:i;przy
prostopadłych. Cała rzecz idzie tylko otó> abyśmy
współuśtawione prostopadłe bęilące w różniczce^
przez to&ptłłustawiohe pochyłe wyrazili* Nażywai^c
i lutay bryłowatość czyli obictość bryły zakreśloney
płasczyżn^ ABM-, obracah^ około niertichomey osi
AM, ti,\>,Z, biorąc nadto:

= y', AM — \', BD = yj AD~=x, będzie:

dŻ=7r.y'2 dx< i ^ ź e y ' ~ y . Wsq r a x'==

Ć±x4-y-Dosq (§. 157)5 przeto!
, ' • ) • , • • i ' -

y^rrry^ Ws.tjS iako tei i

dx.'==dk-fdyiDoS.q; a żatemt

(dx4-dy.t>osij>.

To ie&t różniczka t)bie_tości bryły iakieykolwiek, spo*
sbbem wyźóy wymienionym , utworżoney> ,przy po-
chyłych współUsiawionych, czyli przea pochyłe
Współuśtawione wyrażona > iesttakai

fr.y^ Wsą^ (d3Ł-ł-dy. Dosq)

$.167. W n i o s e k . Znaią.c iuź różniczkę ob«
lętości kaźdey bryły, tak przy prostopadłych, iako tei
pochyłych współustawionych, iesteśmy tera samem
W stariie óbrachoWać obiętość kaidey bryły* Robi
się to W ogólności tym sposobem: Biewe się równa-

Cl 3 1
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nie linii Jcrzywey która bryłę zakreśliła i to się ?&
źniczlcuie, daiąc mu potem taki kształt, aby różni-
czka objętości, z powyższego §fu znana, na iednśy
jstronie utworzoną została, i to należąca do współu*
stawionych, prostopadłych, ieżeli równanie iest z ta*
kiemi współustawionemij lub do współustawionych.
pochyłych j ieieli równanie nia pochyłe wspdłustawio-
ue* Potem równanie różniczkowe całkuie się w ka-
żdym razie, a całkowa wynaleziona, iako prawdzie
y/a funkcya różniczki obictości, daie obiętość szukany
Całkową, można i tutay wyrazić lub przez funkcyą xt

wyrażaiąc w równaniu róźniczkowem, y i dy, przez
x\dx; lub też przez funkcyą y, wyrażane w równa*
niu różniczkowem a; i 4x, przez y i rfy. —

"•-' §, t68; W n i o s e k . Chcąc (fig. 4.) żnaleść ob»
ie,tość bryły, którą płasczyzna ABD obracana oko-
ło swey osi tworzy, wtedy szukamy wprzódy obicto-
ĉi bryły zakreśloney płasczyzna AB M, sposobem

wyżey wymienionym, potem znayduiemy obi^tośó
OBtrokr̂ ga prostego, tróykątem. DBM prostokątnym
zakreślonego, ri odciągnąwszy drugą obie^tość od
pierwszey, reszta daie oczy wyście obię.tość bryły za-
kreśloney płasczyzna ABD. Nazywając zaś rze-
czóną obictość OBtrolcrejga prostego, tróykątem DBM
JtakreślohegO n.p/JR, ta się z następującego równa-
Aiapodaie."

3

MB

r-

\ DM
3

Vsq^

Wsą1!

y.Dosq

; DosqV
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g. t6g...; W n i o s e k . Maiąc oątrokrąg. prosty,
(i?ig. 13.) w nim mamy iui z §. 159. znane równanie,
które iesf:

? dx-r_i——— a żatertii

tz '^ która to całkowi Już lest

pełriąj albowiem bior|c izrOj Wtisdy cała óblętóśś
ś r ó , i całkowi wynaleziona, iako mnoźrtną przez x,
także fówna iZeirn; a zatem i ilość Ćon&t, = 0 . l)wa-
źaiąt i e wtałkowey Virynależioney a: == (3, to iestj
biorąc Bś la odcinek, i nazyWai^c obi^tość całego
ostrokrięgat• która do takiego a! naleźyj n-.p. ś$f'
Wtedy powyższe równanje zamienia się na takiet

Ś : *t"o Jest obifetośo bstrokręga pro-

atego \vynayduie się, mnoźa_c powierzchnią koła
podslawniego przez trzecią część osi. Go Sui iest zna-
Bern z Solidometryi elementarney,

' • • . ' • • " • ' • . • • • • •

$. 170* W n i o s e k , liiorąc równanie koła od
wierzchołka, którte ieat: y2=:lłaa:—xi, w którera
a, ptornień oznacza, możemy bardzo łatwo obic-
tość kaźdey części kuli odciętiśy iedną. płasczyzną, to
iest kołem, wynaleźć. I tak z równania wziętego,
wypada: : •

[13*]



196

Kv%. dx=i?t f ax. d x — JT X? dx, azat&ms

, 2ffaX 7TX
^ dx = - — — + Const,

_-f- Const*

Dla wynalezienia całkowey, weźmy x = o, w któ-
rym razie cała obictość, iako też obydwa wytazy cał-
kowey, dlatego że się ninożć£ przez J : , są Zerami}
stąd, ' ilość Const, ~ o. A. tak wyr^Z wynaleziony:

i r a x s — • — , iest zupełny całkową, daią.cą, ob*

ie_tość każdey części kuli, kołem odcictey. Biorąc
zaś w wynalezjioney całkowey xpna, \a iest pro-
mień za odcinek, i nazywaiąc obi^tość półkuli, która

K !

do takiego odcinka należy n. p . — , na ów czas wy-

naleziona całkowa podaie nam takie równanie:

2

3 ; . .

•ss—,7fa 3; a zatein :

ó

1?o iest bryłowatość kuli wynayduie się mnożąc i^y
powierzchnią. ( § . x.6.1.) czyli co iedno powierzchnią
iey cstterech kół wielkich, przez trzecią część pro-
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mienia. To takie iest iuź znane z Solidometryi eta
tnentarney. .

§. 171. Z a g a d n i e n i e . Jak ogólnie znaleść
wyraz na obiętość bryły, zakreśloney iakiemkolwiek.
przecięciem ostrokręga?

Rozwiązanie . Weźmy równanie ogólne na
Icaide przecięcie ostrpkręga od wierzchołka, która
jest:

w którem />, rniarę, ilość zaśfl, oś (w paraboli nie.
pkończenie wielką) oznacza, A tak z wziętego ró-

podaie się:

, , — it. p x2. d x .
— ?rfpx,dx + 1—t̂ - ,

/. it. y3 dxz: — , p xa •.+ "—?.. p x3 rt- Const.,

która to całkowa iest ogólnym lecz nieoznaczonym
wyrazem bryłowatości czyli obiętości'kald^y bryły,
ząkreśloney iakiemkolwiek przecięciem ostrokręga.

§. 172. Wniosek. Chcąc z cąłkowey prze-
szłego $fu nieoznaczoney, wynaleść obiętość bryły
zakreśloney parabolą, kiórą moina nazwać parabo-

'loidą, potrzebą warunki paraboli, w rzeczony cał-
kową włożyć. Te warunki są tylko iednym warun-
kiem, to iest w paraboli oś czyli ossfiGą Va zitem
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nazywane objętość paraboli Źź, będzie podług wynale*'
zionęy nięoznaczoney całko wey ($.171), takie równanie;

' Z = = — • P ^ " ^ T ^ T * P x 3 •+• c P n «t ' . . ta ie«; •'

5Z==—-;px*-ł-Const; albowiem ~+~-.—-pjcJ^o.

Biorąc zaś a: = o, wtedy będzie Z^zo, iako te£:

~-px2 = o, więc i ilość Const. 510; ą zateip wy-

pada na zupełną, całlcowi].:

Ą ie w paraboli: p ' x 2 y ^ j przęjp^

Wystawiai^c nakoniec na podstawie paraboloidy *ja»
lec, który wtedy za promień koła ppcisiawnego będzie
miały, i-daiac mu za wysokość a;, tp, iest odcinek,
będziemy mieli na bryłowatość iego nazywając ią. np
,W» tafcie równanie:

"W ==7t. y.2x

(znine z Solidemetryi elementarn^y);

a zatem:

Z : W.~-^-.jc y
s :ar.xya. czyli?

Z: W k i , ij albo

Z: W = i : 3 t



T o iest walec maiący za promień podstawny ustawiony
paraboloidy, a za wysokość iey odcinek, ma bryło wa-
tość od bryło watości paraboloidy, dwa razy i k y

§. 173. W n i o s e k , Biorąc całkową z. §. 171 n»
obiętość ellipsy, nazywaiąc tęi obiętoiść takie iak wy-
iey Z, i uważai^c że cc=:a, w którym razie Z rjale-
Źące do a: przyiqtego, daie bryłowatość caJey ellipsDł-
dy, wtedy tworzy się takie równanie;

- ^ p a 3 — — . p a 3 + Const.,a ^a r '

7K it
£ż — . p. a2 -1 . p aa + Const,

A że i tutay dla tey same"y przyczyny, iak wjfie prze-
szłym przy paraboloidzie, ilość Const. ZZ o; przeto:'

Zs=' p,a.* iest zupełną całkową. To iest obiętość

ellipsoidy znayduie się mnożąc powierzchnią koła za-
kreślonego ' całą osią większą przez szóstą część
miary. Nazywaiąc zaś promień kuli, np. r, bryło-
watość kuli nazwana K (§. 170), miała takie równanie:

K = — it r*, gdzie biorąc r= -^-, to iest:
3 • . . " • . •

biorąc połowę osi większey ellipsy za promień kuli,
będzie:



K — JL —
" ^ 3 " 8

rf-. •'.

= T- a8< •

A tal? podąie nam «ic taką propofcyąr

Z : K = 3 -j— p. a ; —7-, a ;

O - ' • •' v ~~ ' •

CJByli 1

/i; ±\ s2? P ' a«
c 1

A ie p ~ — , gdzie c oś poprzeczną ejlipsy p
(znane z; wyobrażenia p osiach i mierze ellipsy W Jeo>
metry? ąnalityczney); przeto b.ę_dzie"r

Z: K r ; a, a tem samem;

' Z : K = c a i a!

To iest, biorąc w kuli 05 większą eljipsy za Jrcdni(?cJ
bryłowatość ellipsy ma się̂  dp bryłowatości takiey Iciili,
iak się, ma kwadrat osi poprzęczney ellipsy, do kwą*

•dratu iey psi większey.

§. 174. W n i o s e k . ISiorąp wcalkowey:

—-. px ? + -T^" PS Hh Const. (§. 171.).!s • 3 a

^rugi wyraz, z dodatnym znakiem, wtedy całkowa tą
daie bryłowatość hyperbploidy, co się_ z równania
hyperboli od wierzchołka ppkazuie. Ą tak nazywając
t§ bryłowatość hyperboloidy Z, będzie '•

. p X 4 . P



gdzie się ilolć Const, piedodaiej albowfenr leąt i twtay
gerem dla tych samych przyczyn, iaję w poTvyJ;gzycb,
dwóch paragrafach.

Biorąc zaś ź^a, wtedy bidzie;

pa ' ,

;

— 3 ar.
6 ••"

= 5 *> P- a* •
6

W równoraipięnpęy pakonipcjiyperbpjoidzie,- tlórą.
zakreśla równorarriienpą hyperbola« i' w którey j)~a
tryłowatość nazwana także .Zj takie ma równanie:

Z fS

^ biorąc i tutay x~a, będzie":

§• J75t Wnipsek. Równanie linii
pznęy było ($. ipi):

dx

gdzie, CL iest podstyczną.?



m
dx =B tf. ay* d y ,

Y
zzitay. d y , a zatemt

w y * d 3f r = — . a y* -f- Const.

a y i c tutay obie_tość bryły zakreśloney linłi^
logarytmiczną; B, i biorąc x — o, a tem samem yzzi,
(§• 94r)» wtedy R, zaczynai^ce się, gdzie się cc^o
paczypa, iest tąMe Zerenj. A tak, wypada:

o=5-p ay*

Const..S"*
«

W

o n

ay

9f

st.

' ;

a

; dlaczego;

zatem?

R^-.ay^-.ł,

a?r

= T - Cf - ! ) -
Biorąc przeciwnie y = o, to iest y nieskończenie
Łie od ilości zasądowey, którą ustawiona do x~: t f

•wyraża ($• 94)) > uważaiąc że się R tam zaczyna, gdzie
iest y=oy ,( c z eS° także równanie linii logarytmiczney
dozwala), wtedy, JR = o się Btaie, a tem samem w po-

wyższem równaniu: /.- ?F- yz. dx ^-—-. ay s + Cons.

ilość Cons.zzo; a zatem obiijtość R , pod wymienio-
nym warunkiem ma takie równanie--

= f ay*



Biorąc nakoniec w walcu za promień podstawy ?J—t

a za wysokość 2a, to iest za promień podstawy połowę
ustawioney linii logarytmicznej1-, a za wysokość iey
podwoioną podstyczną, i nazywane obi^tość iego
HP. 3 , będziemy mieli takie równanie:

~ . ŷ  aa,

To iest bryłowatość Unii logarytmtczn^y, czyli obic-
f:ość bryły zakreśloriey liniią. logarytmiczną, zaczyna^
iącćy się gdziey^ro.,, iest rqwną ohictości walca pod,
wyroienionymi warunkami,

R G Z D Z I A Ł VIII,
Zastosowanie rachunku różniczkowego i caJ?

Jiowegq 4 P ilości trygonometrycznych.

§. 176. T w i e r d z e n i e . Różniczką wsta wy
Jtąta ą tem samenł wsta wy luku, iest vówna iloczyno-
wi z różniczki tegoż łuku, przez iego dostawę, r*- ,

D o w o d z e n i e , Mieymy czwartą część iakiego-
Jcolwiek koła (Fig. 15.) ACB; promień AB zz.
~BĘ==BC-:i; iakikolwiek łuk A E = q;
iego nieoznaczony przyrostek Eg = Ąc. Z pun-
ktu Ę, spuśćmy dwie prostopadłe, iednę na
AB, drugą na BC, nazywaiąc pierwszą JED., a
druga i-K. A tak DE=BK iest wstawą łuku
q; a ER —Dli iest dostawą tegoż luku, czyli:


