105

ne i skoriczone, bedzie ogdlne réwnanie na kada la.
: . R ydax
garytmiczna liniig takie: _d_}’ =4

§ 102. Twierdzenie, Nazywaigc iakakol.
wiek liczbg y, iéy logarytm &, natatenczas w ka.
Zdym systemacie takie rownanie ma mieysce: =

= (%)

Dowodzenie. Bioragc réwnanie ogdlne na
kazda liniia logarytmiczna, a tém samém na kaZdy

. y.dx w
systemat logaryiniczny, W:a, w kiorém y

lest ustawiong, a x do-dzx nalezace, odcinkiem usta-
wionéy y, a tém samém y liczba, a x logaryunem
iakiegokolwiek systematu, do y naleZzacym (§. 94),
widzimy Ze z tego rownania wypada takie: yda=ady,

a przeto dx = a, %f-», Calkuige za$ astatnie rowna-
nie, bgdzie: z=a.f. (%), kidre stuiy kazdemu

: ;  da .
systematowi; gdyz y—aza, z ktorego przeszle wy-

padlo, stuZy kaZdemu,

§. 103, Wniosek, Z poprzedzaigcego §., po-
kazalo sie, Ze do kazdéy liczby, w iakimkolwick sy-

. ¥ . 3
stemacie, zpayduie si¢ logarytm, mnoZac r;g_ﬂggﬁ_f‘_a;,

d .
wazu ~—-y—, przez podstyczng tegoZ systematu f kiora
' bi il

to podstyczna bedzie oznaczona, skoro syslgm, o
iest iloéé zasadowa bedzie oznaczona (§. 98.), iako teZ
“ilosé zasadowa, a 1ém samém system beda oznaczone,g
kiedy sig na a pewna warto§é wezmie (§. 100 §. TO1).
Cala rzecz tedy idzie, chege rzeczywidcie znalesé lo-
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garytm do pewngy liczby, w pewnym systemacie, g
umienie znaleéé catkowey ogolnéy, do ogélnego wy.

d Sy :
razu -5-’}1. Zastanawiaige sig nad rzeczonym wyrazem,

widzimy Ze tak, iak lest, niemoZpa go catkowa(;
gdyZ nie ma ksztalu zuanego roZniczek, to iest, nie
jest ani zbiorem poiedynczych yoZniezek, ani rézni.
czky potegi losci y. A tak chege go calkowaé
trzeba mu inny ksztalt padaé, a w szcegalnodei taki,
aby ge za zbior poiedynezych rozniczek uwazaé mo-
2na, ztad trzcba go na szereg nieskoriczony zamie.
ni¢, Koricem tego, aby z dzielenia szereg nieskor
czony wypadt, bierze sig iakiekolwiek y=1+ w"
dlaczego x==log, y=log. (14w), gdzie takie w

iakakolwiek iloscia bedzie, a tak réwnanie .:::af.(iyy“)

. dy. .. ; — dw
czyli dm....a—y—-, zamieni sig na takie: d.:r:_._am_.' _

_ Dnech tutay tak daleko dw, przez 14w, iak chee.
my, wynaydnem‘y SZEerey i mt:slumczunego tyle wy-
razow ile nam s_u;_ poduha. Szereg ten iest nas
Blgpuigey:

dy=a(dw—w.dw+w2dw =widw+w!dw—
— w3 dw....)
calkuiac zaé (§. go.) bedzie:

w3 wa ws w

' . 2 6
x:a(w»—lv——-{-' —_——— —— ...+Const.)

Dla wynalezienia tutay ilosci Const,,” weZmy w =0,
a tak Bedzie, y=r+4w=1, przeto z=0, (logarytm
iednodai z algebry iest Zero) a przeto ilodé (Jol)sl:c‘z
stad powyZsza calkowa bez iloci Const. iest zus
pedna.  Pokazuie sig tutay widocznie z ksztaliu sze-
yegu, Ze aby sig 1eg0 wyraz.y predko schodzity,, mu-
8ibydZ w<_1, a tém samém y<<2 dlaczego ten sze-
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reg, biorge ilakiekolwiek y ieszecze mnie iest zu.
pelnie dogodny; glyZ potizeba podiug niega
wielu wyrazéw szukad. Biorge 228 y = 1 —
gdzie =z = log. (1-— w), bgdzie, 2z réwna’

N w=a. (%Z-), czyli: d;;u—ji, takze yé.
wnanic: doz=— —f—f—_t . Dazielae tu —dw, przez
1—w, tak daleko iak chcemy, wynaydziemy szere-
gu nieskonczonego tyle wyrazdw, ile nam sig bedzie
podobag, gdzie atoli z kilku wynalezionych, nasigp.
stwo wszystkich dalszych, rtak iak wyiéy, pokazuie
sig. Szereg ten iest taki:

dx=a (—dw—w.dw—w2dw — widw—w*dw..),

catkuiae go za$ bedzie:

P a(—W‘—' Lw?-___._r__ wi—._x;. “f"l._-.-;l—wi"“)
2 3 4 5 :

gdzie iloé¢ Const,, dla téy saméy przyczyny iak wy-

Zéy iest Zero, a tém samém wynalezipna catkowa zu-
peina,

. § 104, Wniosek. Z przeszlego § wiadomém .
iest, Ze: '

log. (1+w)=a Cw_—- %- wit % Wi —:— wh 4

L 5!"!! -

iako teZ:,

: 1 1 1
log. (1—w)=a (-—-—w—_-———- Wham — Wi — — wi—

b
.- ‘[ -“;5., DRI ).-
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A ie dzielge dwie liczby logarytmy ich sig odciggaig,
ktorych roznica daie logarymm ilorazu (co z algebry
jest znaném); przeto z powyzszych dwoch szere.
gow, wworzy sig takiz

log. (H' “) —a (2w+ —wig —w5+ —-w‘f+

I—w

Szeregu tego wyrazy daleko pr{;dzéy sig przybliZaig
do wartodci prawdziwéy, aniZeli w §. 103; albo-
wiem tutay ilo§é w, tylko w nieparzystych potggach
posigpuie. Nadto, kaZda liczbg moZna wyrazié przez
(v:—_'-{__—;j-r , 1 zawsze na w, wypadnie ulamek wla-
Sciwy (uo sig zaraz okaZe); przeto ostatni szereg iest
zupetuie dogodnym do szukania logarytmu, iakiéy-
kolwiek danéy lLczby, w iakimkolwiek systemacie,
skoro tylko iloéé a, podstyczna systemalu iest ozna-
czona.

§: 105, Nazywaiac iakakolwiek liczbg B, na ten-

€zas zawsze 2 rownania B::I_% da sig¢ w wyna-
T

lesé, albowiem w nigm, tylko iedna nieznana, to iest

w, bedzie.  Szukaigc tedy ilolodci w, z powyZszego

rownania, beidzte; B—Bw=1-4-w, a(ém sameém

B—1=Bw-+w, czyli; B—1=(B+41).w, aza

i —_B—r1 . o
tem: w — ——— ktora lo warto$é jest zawsze ulam-
B4 -



109

kiem wladciwym (bo sig mnieysza przez wigksza dzie-
1i). Atak podlug szeregn przesztego (§. 104) da sie rze-
czywiécie, do kazdéy liczbyy w kaZdym syvstemacie, lo-
garytm wynalesé, pray oznaczonéy podstycznéy, w}r.

raZaige liczbg przez :+t:;, wynayduige wario§é na

w, i kadacig w mieysce w, wszereg.  Szereg ten,
bedac w ‘zawsze ulamkiem wiasciwym, predko sig
zbiega, lecz iednak tém predzéy im w mnieysze,

§. 106. Wniosek. Wiedzgc iuZz Ze kaZdy li-

5 ” 1f-1v .
czbg moZna wyrazié przez: ——— i Ze z niéy war-
toéé na w oznaczona sig podaie (§. to5), moZna take
“tatwo wynaleé¢é podstyczng a, do systematu Brygga,
to iest do takiego systematu w ktorym liczba 1o iest

iloscig zasadowa, czyli w ktorym, log:i0=1 (§.94.).

- . _I4w ) ] 10t o
I tak bedzie tu: 10= e przeto: w=— e
L (§.105). Wiedze tedy Ze log ( ! i‘::)._

-—-log lo=1; szereg znany (§. 104) zamienia sig na
taki:

9 9 q‘ - g'f . 99 . 9‘[?“-
:l...._saa( 1—113 Apfg T apTet gpeg -11‘.’1.1)’
a przeto:

; 1
a= o7
+1T3 _+_l-l_7}‘+ u? 1“11 )_

=0,43429448100325I827 v« +essas it d.

Liczba ta iest podstyczng niezmienng systematu Brige
ga ¥) ktéréy wartoéé iest ta podlug Eulera:

) Uwaga. Liczhg te iak stoi wypisana, obrachowalem sam
az do 18 mieyse dzesigtnych i zpalaztem ai do tych mieyse
zgodnosé z Eulerem,
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6,4342944819032578270511289....
Maiac zaé podsiyczng systematu Brigga iuZ znang, i
two birdzo podiug znanego iuZ dobrze szeregu, wy.
naydzie sig logarytm do kaZdéy liczby < tymie sy
stemacie: Szukaige n. p. logarytmu do liczby 13, w sy

1 el
Btemacie wymienionym; wtedy 3=+ = o T A zaem:

o tgEsnec1g . 6 . 5w W
w _Hﬂ _3—1_7 , iakotez log. ([___w:)_lug.lg,
a tak szereg znany (§. vo4) diie taki:

/ : 6 7 69
Iog.ig_—:ﬂac—g—-l—'-—-!- : +6 + =

3 777" 779
Bt g
+rn +7‘.-313"')'

Kladac tu zamiast ¢, wynaleziong wyZey wartoéé,
ulamki w nawiasie bgdace na dziesigtne zamieniaige; .
i razem prayzwoicie dodaige; iako teZ przez ilodé 2,
i wartoé¢ na a mnoZgc; wypada:
log:s 13==1;1139433% : .+ « & & &

Logarytmiéw atoli do wielkich liczh tym sposobem
rzadko kiedy sig s:ruka, albotwwiem (rzebaby wiele wy:
razow szefegu brat, a tém samém, mozolnie ie wy-
naydywac. Nayczqﬁcney wigksze liczby da:g sie¢ na
ezynniki cale lub tdmane rozioZyé, a logarytmy czyn-
nikow dodane razem daig, logarytm iloczynu (znane
z Algebry), czyli liczby danéy. N.p. szukaiac loga-
fytmu do liczby 95, uwaZaigc; Ze logarytmy riiiszych

liczb iuZ sg Znane, bedzie 25=6. 4. %, przemm_'(f; .
=i Zatem: 25_6. 4..12 o

wigc logarytmy liczb 6, 4; —f—% i % dodane; daig, lo:
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garytm liczby 25, Podobnie z wield ihrendi daleko
wigkszemi liczbami, da sig czgsto postapié. Pokaznie
sig tu nareszcie, Ze ukladaige system iakichkolwiek !
logarytméw, skréconym sposobem, potrzeba mieé
nayprzod logaryiny, do liczb od 1 aZ do 10, nale-
Zace, wyrachowanes

§. 107, Whiosek. Biorac szereg 2§, 104, to iest:

WY ( wi o owh o owT w9 )
=2a{w-4 —-4+— e e
( T T S
widzimy, Ze Iakie moZna z niego przy znanéy pod-
stycznéy a, ilodé zasadows, to iest ¢, wynales‘é, i to
+W

w kaZzdym systemacie. I tak bgdzie tutay: ==

iako teZ: log.!_(ll ti:) — log. ¢ = 1., a pizelo po-

mieniony szereg zamieni siq na taki:

1——2a(w+ -....+-__ );
stad:
' T wy . ow®. w?
W — e — o — . s
2a 3 5 + 7
a tém samém:
1 w? w®  w?
e L A K e e B M Wwos =0
2a 3 5 7

A tak utworzylo nam sig¢ réwnanie sprowadzone do
Zera, w ktorém iakimkolwiek sposobem moZna znas
ledé wartoéé na w, a nastgpnie zréwnania powy2szego:
o IEw

=} s
Lecz zastanawiaigc sig had wspomhioném rowmamem;
odkrywamy daley Ze w niém ilo§é nieznana w, postes
puie bez korica iake potgga Z coraz wigkszym wyklas

= warto$¢ na c, to iest codmy powiedzielis
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dnikiem; a przeto na w, znayduie si¢ nieskoriczona
liczba wartoéci.  Z wartosci tych iedna iest dodatna’
gdyz sig znayduie iedna przemiana znakow, ta doda.
tna iest oraz prawdziwa; gdyZ przywrociwszy réwna-
nie do pierwszéy formy szeregu, szereg wyraza odci-
nek do iakieykolwiek ustawiovéy wigkszéy od iedno-
§ci, ktory to odcinek, a zatem i iedna warroéé, na w
iest dodatna i prawdziwa (§. 94). Lecz wszysikie inne
wartodci 83 uiemfie, lub uroione.  Gdyby byly uie-
mne, wszystkie potegi iloSci w, w szeregu, lako nie.
parzyste, bylyby takZe uiemne, a zatem w rownaniu
bylyby dodatne. Co Ze nie iest, wszystkie inne war.
toéci na w, uiemne bydZ niemoga; a zatem wszysikie
inne wartosci na w, kvérych iest nieskoficzéna liczba,

= I w : )
s3 uroione. A Zec =_1_+_E*; stad takZe ¢, ma tylko

iedne wartoéé prawdziwg, a nieskonczenie wiele uroio-
nych, Wreszcie cx—=y, a wigc i kaZde y, a tém samém
loz. y, toiest logarvim kaddey liczby, w kaZidym syste.
macie ma tylko iedng warto$é prawdziwg, a nieskon-
czenie wiele, uroionych. Ta warto$cia iedng praw-
dziwg na Logarytn, iest tylko odcmek linii logarytmi-
cznéy, nalezacy do ustawioney rownéy liczbie, do
ktérey logarytm naleiy. '

§. 108. Zagadnienie. Jak maise dany loga-
rytm, wyrazic liczbg do niego naleZycy przez szereg
nieskoficzony, kidregoby wyrazami potegi logarytmu
byly, to iest, iak do danego logarytmu szukaé liczby
nieznanéy, do niego nalezacéy, za pomocy szeregu
nieskonczonego.

Rozwigzanie. Dany logarytm niech sig nazy.
wa 2, liczba do niego naleZaca y, a tak potrzeba y,
wyrazié przez x. A Ze y=1-4w, stad dosyé iest
tylko wynales¢ w. Koricem tego biorac rownanie
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z§. 103, d:c___‘-li;, z tego wypada' dm+wd:_._adw, '
czyli: dw—-‘%z & w:’x ktére nazywam 4, Chcaé

tutay w, wyrazié przez x, potrzeba koniecznie nay-
przod w, bed:ice na prawey stronie, wyrazié czgicig
przez x, czglcia przez ewng niezna g, powtoie ta
pewna nieznana musi znowu bydZ wyraZona czgécig
przez x; cz(zsug za§ przez dalszg niéznana; co sig
tak dlugo robi, przerabiaige zawsze réwnania z 4 wy-
padaigce, dopoki sig ksztaltu szeregu Zadanego dokia-
dnie meodkryae, w ktorym rane, rzecz skoriczona.
Zastdnawiaigc sig dlatego nad réwnaniem 4; widzi-

: o o S dx
iy Ze pierwszym wyrazem na prawey stronie iest o
& ek v . . v e -
ktérego catkowa -0 2 tak mozZe bydZ: w =—+p,

gdzie p iest iloécig hieznana, zastgpulaca wyraz: I-:—I;

i mnieys?'a od w. K?adgc tedy w réwnanie 4, zamiast
Wy iego wartos¢ wypada:

dw—--—+( + ) 1L enylis

dw=2t 243 +Pd“”‘

= , ktére to réwna-

hie n1zywam B. Calkuiac zaé rowninie B; | kladge
zaraz zamiast w; iego wartodé; bedzie:

'T+ p_. B + +px, i tém samém:?
L -x3 | rx el e A B
P=rmt T gdzie dla przyczy wyzZey wy+
St L e PXe 4
tilienioney; biorac: =9 wypadd:

(8]
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2

X
P

= + q, 1iiloééq nieznana iest mniey.
2a

sz od p, a tem hardziejr od w. Kladac daley w r6-
wnanie B, zamiastp, iego warto$é, wypada:

dx xdx dx
_dw._.-;--_l- a2 + (2‘;5"‘ j)

1 1x xE.dx dx
dw:(—g- - +-—2—a—; + q =i

i to niech siec nazywa €. Catkuiac daley rdwnanie
C, i kladac zaraz zamiast w, i w niém bedacego p,
warto$é, bgdzie:

£ ax2 o ST S x3 qx

_— —— ] = —

a+2'a=+1_ a+2a +32a3 +

tém samém:  q= X + X czyli, - biorac

a tém : q—S-‘-‘--as =5 yliy gc:
9 —y ¢ sEhs o sdzie znown  iloéé
S = ' : Z iloéé r
a 1 I 3. 2.3 » 5 ’

nieznana, iest mnieysza od ¢, a tem haniziéy od p,
a iescze bardziey odw. Kladge nasigpnie w réwnanie
*C, zamiast ¢, fego warlodé,. wypada-

I e
dw_'-?-f+mx+-}-—)'+ T )dx

a2 2al
czyli: J ;
dx  xdx  x%Tdx W x¥dx r. dx
dw:'_' + — : —y
T a a 2 a? ' 3.2.a? a

kiére rownanie, cheac iéé ieszcze daldy, nazywam D,
Caiku:q rownanie 1D, i w niém w mieysce w i iego czg-
sci p,g, klade wartoéei, a tak wypada:



Lo B n X b 5 X "ok
w__;1_+p_'a+2d=+q—a a=+
x3 i d x= x‘ x4 5
ke i I — ——
+3.2a3+ a + gﬂai 20+ +
TX
+ _"-.;
a
’ ¥ x4 rx . ’ 11
Y = ——— io rags: ==
atéem sameém: T 4'3.2&4-!— = biorgc za$ a__g’

. X4
bedzie r =

ey + s, gdzie o ilodci s, If);‘isamu sig

rozumie co wyzéy o p, g, r. Kladg wreszcie w réwna-

nie D, zamiast 1, iego warto$¢: a tak wypada:

dx  xdx  x? dx  x3? f"{ dx

d“"——-!“-— g Qi —l"" 1 —
2.a 3ae a* 4.3 aa“ a

czylit

v

dx =xdx  x* dx  x3dx x‘*’dx sdx
dw= +-—~ R e : T e ]
2.2 3.2.2% " j5.3.2.25° a

kiére to rownanie inZ zupelnie ksztalt szeregn szuka-
nego pokazuies; albowiem robiae z ilodeig s, i wszy-
stkiemi dalszemi coraz muoieyszemi nieznanemi, toZ
gamo, co si¢ wyzey zilodciawi, p, q, r, robild, za-
wsze wypadaiy wyrazy szeregu, coraz dalsze, wtym -
samym porzadku iak dotad, A tak.ogélna forma sze-
regu nieskonczonego, szukanego iest:

4 —dx  xdx +x‘. dx x8dx x4dx _ x%.dx
W | —_— L "
L a a* | 2.a% 3,2a% "4.3.2a% ' 54.3.2a°

Catkuigc zad szereg, bedzie:

: x 52 x3 x4 x5 I
W= +§T-'¢+ T +4.3.2a‘_‘ +5 4'3'2?.....-!-(:0::9&

[8*]
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Dla wynalezienia tutay iloéci Const.; weZmy w=6&;
a tak bgdzie: y=14+w=1, stad log. y==a=log. i=o0;
" awige takze ilo§¢ Gunst, =o. To iest:

L XA x3 _
w=rg + 2_;+3.i a? 23 4:3.2.a% + 5.4,5:3.a° +
. xﬁ.

iest zupelng calkowsz, Pokazalo sig tedy, Ze zawsze

x*$ g
ERTTRN IR PO

y"'1+ +“; ,a,+

§. 109. Wniosek. Z poprzedzaijcego §fu po-
kazuie sig iasno, iak moZna wynale$é ustawiony, do
odcinka réwnego podstycznéy, w iakimkolwiek syste:
macie. Itk ustawiona ta niech sig nazywa M, a tak:
M=y=1+w, odcinek zas iey x=d¢; a przeto szereg
powyZszy (§. 108) zamienid si¢ na taki:

33 +214 '+a$
qa T 332 ' 4:3.22% ° §geg.2a’

M=r1+— +

czyli: i
1 L

M=1+1 —i
+_+ + R Wy

;"l

Co wykonane przyzwuicie, za pomoca utamkdéw dzie:
sigtnych, daie:

M=2,7182818284500452353606466. : & .

A Ze M wkaidym systemaeie, zawsze si¢ z tego sa.
mego ogélnego szeregu (§. 10§) wynayduie; gdzie
znoszac sig podstyczna, zawszé na M 1aZ sama war-
t0$é wypada; przeto widzimy Ze M, to iest usiawiona,
ktoréy odcinkiem iest podstyczna, we wszystkich lini
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iach logarytmicznych, a tém samém we wszystkich
systematach logarytmicznych, iakie sobie tylko wysta-
wié moZna, iest zawsze iako liczba, taZzsama *), Beg-
dziemy odtgd tg ustawiong wszystkim systematdm
wspolng , .zglosky M nazywag,

§. 110. Defipicya. Logarytmy naturalne, to
iest: system logarytméw naturalnych, iest ten, wkto-
rym podstyczna, czyliilosé a=1.

§. 111. Wniosek. PoniewaZ ilodcig zasadows
w kazdym systemgcie, iest ustawiona, ktoréy logarytm,
czyli odcinek, to iest z=1 (§. 94.); przeto w systema-
cie logarytmdw naturalnych, iestiloscig zasadows, to
iest ustawiona naleZacg do odcinka rownego iednoéci,
a tém sameém de odcinka réwnego podstycznéy (§.110)
nieodmienna we wszystkich systematach ustawiona,

czyli ilo§¢ M (§. 109.)

§. 113, A tak uwaZaigc 2e BC=BD =1, (F7),
i DF=M; witedy liniia logarytmiczna CF; wysla-,
wia nam system logarytmow naturalnych; ‘gdyZ kazda
inna ustawiona do odcinka réwnego poedstycznéy po-
prowadzona iako réwna ustawionéy M (§. 109.) musi
z wyobrazenia o linii logarytmicznéy (§. 99.) z tego sa-
mego punktn I, wychodzié, dlaczego BD=1=a
iest. (9. 110.). '

§. 113, Wniosek., Wiedzag iuZ oo sg logary-

tmy naturalvoe, i mafac szereg do szukania logarymmow
we wszelakich systematach (§. 104) naleZagych do liczb

%) Uwaga, Te ustawiona niezmienna obrachowalem sam,
i zualaztem ia takp, iaka tu stol, W Eulerze na eg mieyscu
stoi hiczba . Mnic zawsze 9 pol kilku - razowey robocie

wypadio.
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danych, potrafimy z tatwoécia znaledé do kaZdéy liczby
iéy logarytm naturalny. I tak szukaige logarytmu na-

turalnego do liczby 2, bedzie: 2 _]—4-—% a tém sa-
; 2—1 1 . 14w

: w——— =—=—, iako teZ | =log i

mem T y 1ako teZ log 2 o:,(l_w)

atak, biorgc szereg znany 1 w nim zamiast iloéci a,

w, i log. ({—i-%) wartodci, .wypada:

1
37 57 379 3"11"'

Podobnie postgpuige znayduiemy' logarytmy natural.
ne do liczb, 3, 3, 5+, 64 748, gs [0y itudey, kio-
rych szeregi s nastgpuigce

Iog 2 ==12

n E T T
lo =% — —— et —— ke
83 = ( + 3+255+2:7+2:9+2;‘l[1+
£ -
+2='31_30l0| El
Tk el o 9
log 4 =2 ——+—~ e 3 3 g3
2 ( 5‘.5'*" 5Ty gt
312 _3'1; \
Fomth g )‘
a 23 g! 9'1' 2°
’°85=*'(§‘+?3+?5+§?7+??g w
g1t 0Y3
+3_',_‘Il+ﬁ13"“);



r ] 2T " ey
logb=2a.( 2 4 2 + 2 I N
o8 e P R S A P
ST
oy o )
= 3; 3".“ 3, '
1 = L = i ol e
ogir= 2( 45 l?+4‘9+
4,3“—&-4,.,!3....),
7 7! 5 7'." ) 79
1 =l e e — ~
og 8 2(9+ ?3+9}+g?7+ :,9-!-
1T * 13
z'_ +7_1' . bl

gjx 9r3 i
& 11‘_‘1»1+. TELST RO b

Wykonywaiac wszystko przyzwoicie co szeregi wska-
zuia, za pomocg ulamkéw dziesigtnych, wypada:



log. 2=0,6931471805599453093 ...,
iog, 3__=1,U_98612233653‘!0969l2 care
log. 4;1%336agl4361:198_906_1_36...,
log. 5=1,60043791%43410057244 ...
log'. 0=1,79175946922305500006 +...,
log. 7==1,9459101371707443148 ...,
log. 8=2,0794415416798359280
log. 9=2,1972245773362193825....
logi10=2,30258§ 50929940456337...

§' r14. Twierdzenie. Logarytmy réén}ch
ayatematdw, do iednéy llczby nalezace, maﬂ% sig do
siebic iak podstyczne ich systematow,

Dowodzenit;. Niech pndstyczm iednego sy-
stematu nazywa si¢ a, dru&,tego a'; iloé¢ zasadowa
pierwszego ¢, drugiego ¢’ liczba w obydWmh ¥s3
logarytn pieryszego 4, 3 drugiego z. A tak trze-

ba dowie¢ e x:2'z=a:a". Cala rzecz tedy idzie o
!

z .z
okazanie Ze ulamki, = i —r 53 sobie réwne; ho z

réwnoéci tych ulamkow wypada zaloi.cma Propnrc}n.
Chcac za$ dowie§é Ze rzeczoné ulamki 83 sobie rowne,
potrzeba koniecznie z danych warunkéw wynaledé
dwie potegi xéwne, ziednego pierwias stka powstaiace,
maigce rzeczone uldmki za wykladniki, co robimy
tym sposobem : y=etw iednym systemacie, iako teZ:

¥y =c w drugim (§. 94), 2 przeto: c“:c‘x A Ze:
=M {5 109 §.94 ), iako rez dla 1éy saméy puv-

czyny: .__M przeto z pierwszego bedzie: ‘—M“

a tém samém: c<=M" ; z drugiego za$: c=M_“'
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' x!
3 tém gamém: ¢*=M . Biorac tedy w rGwnaniu
powyZszem: r_;*::;f*‘,_ zamiast ¢*i ¢, wynalezione
=l

wartoéci, wypada' M“ —'M“' wyiéywspommonepoi
I 2’
nzebne potqgl a przelo: -;a—..-—,_ =) a tqn}_ Isgmem-‘

x:x'=a:d, toiest, co si¢ powiedzialo.

§. 115. Wniosek. Nazywaize iakgkolwiek lie
czbe y, iéy Iogqrytm naturalny Log. y, logarytm za$
stuczny n.p. Brigga téy sameéy liczby log.y, a pod-
g1yczng systematu Brigga, a, mnatenczas podtug prze-
szlego wypada: Logy: h)’l'y_.l a (. 110.); a prze-
to: log. y= Log. y.a, iako teZz: a= %‘%—; Bio-
rac za$ y=10, w kiérym razie w systemacie Brigga,
logy= Iogw'—'l wypada, wtedy powyZsze réwnauie:
a__ng); zamienia sig na takie: a_'LogI 5
iest: logarytm Brigga znayduie sig do kaidéy liczby,

mnozac logarytm naturalny teyZe liczby, przes pod-
gtyczng systematu Brigga, podstycezna zad systematu
Brigga, znayduie sig, dzielac iednoéé przez logarytm
na[uraln}' liczby 10, —

Tq.

§. 116, Uwaga, Dwoiakim tedy spﬂsnbem,
pkazahémy szukanie do danéy liczby ]ogarytmu Rrig-
ga, ipodstyeznéy tegoZ systematu: raz w . 106, a
drugt raz w §.-przeszlym.  Atoli obydwa te sposeby
tylko s3 co do sléw réZne; co do istoty rzeczy za§, . (o
iést co do caley roboty, ieden a drug sposob ueat
wsayslho toZ samo, dlaczego ieden od drugiego nie iest
ani krotszym anj dluiszym, 0 czém u;dmk Lorenz Ps o
574, §. 370 i §. 377 zdaie sig falszywe mieé wyobraZe-
‘nie. L tak z §. 106 wypadlo:
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k
& 0 PV e O O N
(__+1133+11 s |l'—’7+ 11? g+11’.‘1: ’
gdzie caly mianownik iest logarytmem natnralnym li-
¢czby 10, (§- 113); a wige znayduie sig tu podstyczna
a, dzielac iedno$é przez logarytm naturalny liczby

10, a tém samém zupetnie toZsamo, co W §. 115
Takze z §. 106 wypadlo:

Gy . 6% . 6
log. 13=23(—-+ Pt 7.7+—~——+

62 1, B3
+“—?—::1—;I+-?-—1:-“3......> z

w systemacie Brigga, gdzie caly nawias pomnoZony
przez 2, daie logarytm naturalny liczby 13 (§. 113),
a wige znayduie sig tu logarytm Brigga, mnoZgc loga=
Tytm naturalﬁy hcxby 13, przez podstyczng a, &ivste-
matu Brigga, 2 1ém samém zupelnie toZsamo co'w
§. 115. Dlatego przy tych dwoch sposobach, ktore sa,
tylko iednym, niemoZna mysleé Ze ieden od drugie-
go wrachunku iest dogodnieyszym, co w wyiéy Wspo=
mnioném mieyscu Lorenz mniemal,

§. 117. Uwaga: Znanych systematow logary-
tmicznych mamy dotad trzy,

1) Logarytmy pospolite czyli Brigga ktdrych ila-
§cig zasadowg iest liczba 1o. Logarytmy te s3 nie-
zmiernie uZyteczne w caléy matematyce do skracania
dzialait, co z algebry wiadomém bydZ powinno,

2) Logarytmy natyralne, = ktérych podstyczng
iest iednoé. UZytek tyeh logarytmow chociaZ nie slu-
2y do skrocenia rachunku iak pospolite, iest iednak

wielki n. p. w wyZszéy mechanice gdzie wyraz-—%’-’-—'—

k:orego catkowa iest logarytm naturalny do 'y, czesto
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si¢ w rachunku znayduie. Rdwnie potrzebne sy przy
krzywych liniiach, co iuZz w nastgpuiacym rozdziale
sig pokaZze. Logarytmy te nazywaig sig inaczéy hy-
perboliczne, dlatego 2Ze kwadrowanie hyperboli ré-
wnoramiennéey na nich sie zasadza, o czém wlasnie w'
przystym rozdziale,

2) Logaarylmy Neppera, o ktétych iednak ilodci
zasadowéy memamy zupelnéy pewnoéci.  Kaestner
bierze za nia liczbe: 999999oooco00s5. Astrom
T.9.p. 68. Sa ieszcze oprocz tego logarytmy para-
boliczne, podaiagce sig z hyperbolieznych, kiérych
atoli uZytek do tad nieznany, W ogdlnoéci systema-
16w logarytmow moglibyémy tworzyé tyle, ileby nam
sig podobato, co iest widoczném z tego co sie o
nich powiedzialo, atoli rzeczywiécie potrzebne sg
tylko pospolite i naturalne,

ROZDZIAER VL

Zastbsowanie rachunku rézniczkowego i cal

kowego do odwrotnéy teoryi stycznych, do

prostowania liniy krzywych i do wynaydowa-
nia ich powierzchni,

§. 118. Definicya. Sposéb wynaydowania li.
niy krzywych naleZacych do danych pewnych wiadno.
§ci tychZe, to iest do wartoéci podsty cznych, styeznych,
podnormalnych i normalnych, nazywa sig odwrotng
teorya stycznych; gdyZ tu sig¢ odwrotnie postepuie,
wzgledem tego, iak sig pestgpowalo szukaize do krzys
wych liniy rzeczonych prostych,



