
łnaczey kładąc w wyraz Ąyrta/^fc, zamiast A^*
Wypada a A x + a A * x które iest równe ż
ilości /^y? Kładąc zaś w wyraz /\y r~j

a A x ł z a m ' i a s ' A*• s a u ł Pr/'yr()StfeIc A 2 ^» wypa-
dnie a A i x > co lest.równe ilości A*y> a zatetni przy-
kład sprawdza to, co Ostatnie dwa szczegóły z ior-
toy szeregów ogólnie pokazuj.

& O Z D 2 I A Ł III.
Zasady rachunku różniczkowego.

j . 44. D e f i n i c y a . Z wyobrażenia o ilości, 0
czetn iuź siq i wyżey powiedziało, wiadomem iest, ie j

kazd^ ilość ttioźna ciągle powiększać lub porHnieyszpć,
dlaczego ilości fiayujękazefy równie iak naymnieyszey
niemasz i bydi nienioie. kiedy ilość pewna o ten Bain,
lub o co raz większy przyrostek ciągle się powiększa*
wtedy mówi się, źe ilość nieskończenie rośnie. Kie-
dy ilość pewna, o co rasS mnieyszy przyrostek ciągle
poninieysza się, wtedy mdwi się, że się ilość nieskoń-
czenie zmnieysz?. Ilość, która od każdey, choćby
bardzo wielkiey skońc»oney większą bydź może, nazy-
wa sic> nifrsk<ińc>-ehie Wielką* Ni p, każda ź równo-
ległych, wystawiając ią sobip z całym postępem ukoń-
cźiin\tti, równie niedostyczna (assimp(ota) krZywźy li-
tiiij iest ni(-skonczenie wielką; bo rnoźe bydź większą
od ka/.dey linii choćby bardzo wielkiey, która się iuź
daley nieprzedłuźa, czyli która i< st skończoną^ Ilość,
która bydź rnoźe rnnieysza, od każdey, choćby bardzo
irifiłey skońćzoney, to iest takieyj ttórey wartość da
iitj, oznaczyć, nazywa się nieskończenie małą, jtf/p.
niech będzie koło M ( F i ) , w nie"m średnica A B , U-
euwioneCDi £ F j liniia CG niech oznacza styczną*



przez punkt C, prżecinaiącij się ż średnicą, przedłużo-
ną, w punkcie G. Połączmy pUnktaCj E, lini| pro-
sty i przedłużmy tęź lihiA aż do przecięcia sięzprżedłu.
ioną średnicy; nazywając ich przecięcie K, oraz pbprb-
wadźmy z C, równoległy do A fe przecinaią,c.ą. się
z E F j w punkcie H. A ta.k troykąty C H E , KDC
są podobne; a więc: C H: H E r r K D: DC. Daley,
lirzybliiaymy fci^gle w tnyśli E F ku C D ; dlabźego'
się,, iak figura pbkaźiiie, C K ku C G przybliżać będzie,
a tern salnierh liniie, CH, M E , KG, będą. się ciągle
źirtnieyszać. VV reszcie wystawiając sobie źe E F iest
tak bliska C D, iż iiey oddalenie C l i , a tern samem,
E H j K (i bydź rhog^ oćl kaidey ilości luóra się da
bznaczyć, czyli od kaidey skońcżoney, choćby bar-.
Idżo małey; thnieysźe, w którym razie KG dodana do.
śkońrźoney ilości GD, ilości GD nieodmienia, dla^
czego się stosunek CD: DK , naCDilJG zamienia, a
następnie CH: HEiirGD: DC wypada, wjakim razie
mó'vię, ilości GH, H E 4$ nieskończenie małe. Wła-
Sciwie ilości nieskończthie się pbwięksżai^ce, a t^rn
samem nieskończenie wielkie, nie riiaią. żadnych granicf

hiy atoli wystawiarriy sobie te ilości ź ibh ukończony-
mi postępami (prbgressus) i to, tylko wmyślii za ich
granice bierzemy. Ilości niieśkońeżenie się -zmicySżaj
î .cey, czyli ttź nieskończenie maley *) iest granica
Zero (ó) do ktdrr-go , clioć się ilość bardzo mała skon-
czoria, na nieskońcżeriife małij, zaitiienii taż nieskońi
czenie rnałaj iako taka, łligdy niedoichodźi. A tak
ilość nieskończenie wielka, iako nieskończenie wiel-

•)' Uwaga. Ilość nioŚkóHćzenie się pówiękssaiąci; :ł' :ńie«
lki>nrżenie wielka, iest ioi samo co do istoty. Tylko ie
w pibiwsżey hieskbiić2bnbśd tyczy się bezpośrednio postępuj
i nieskończoność ilości iest skiiłkiem jjierwsiey nieskoń-
czoności, W dzugiey za3 iest przeciwnie; Toisarho się ro-
Łiihlih b ńicskolicieilie tiiAeiĄcey i ineśkoiitŁeiiib iiuiłey:

C2*J
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ka, nie ieat naywiększą, równie nieskończenie riia-
ł a , iako nieskończenie mała nie iest nayttinieysźą;
Znak ilościnieskończenie wielkiey iest taki: Q0 » *
nieskończenie inałey taki: i .

00

§, stj. W n i o s e k . Z powyższych wyobrażeń
Wypada. i}Odciągaiąfc od ilości nieskończenie wielkieyi
iakąkolwiek. skończoną; lub dzieląc ią przez iakąkol-
wiek skończoną; lub w reszcie wyćiągaiąc z niey pier-
wiastek skończonego stopnia, nieskończenie wielka^
zostaie nieskończenie wielką, i tak odciągając od niei-
dnstyczney choćby bardzo wielką skończoną ilość, i
niedostyćzna i po t6m zmnieyszeniii, iest tem frteai
była wprzódy, iest od każdey 6kończońey większą, a
zatetn.nieskończenie Wielką. Dzieląc ouśkończtnie
wielką, przez iakąkolwiek skończoną ilość u p- a, i ilo-
raz nażyWaiąc y, będzie 00 S ' Ł yj a wjęc a(y+ijj>» QÓ .
Gdyby Więc y była ilość ukończona, wredy iloczyn
z dwóch skończonych; to iesr ilość skończona byiany
większą, od ilości. nieskończenie wielkiey* co by«ź
niemoźe podług §. 24., a więc y ieśt ilość ńitskończe-

niewielka. Maiąc 'y 1 CÓrry, a zatetn OD s y ^ j
dlaczego y " " + i j > OD, natenczas, gdyby ilość y była
skończoną, potęga skończona byłaby większą od
ilości nieskbńczonie wielkiey, co bydź nie nloźe dla
tey samey przyczyny iak wyiey, a Zatem pierwiastek y
iest także nieskończenie wielki. a) Nieskończenie
mała, mnożona iakąkolwiek, nawet bardzo Wielką
skończoną, daie iloczyn takźa nieskończenie mały.

i s=x, 2 czego 2 L ~ _ I _ ' a następnie
-••'•, a 0 0

<_!_, Wtedy, gdyby iloczyn* t był Hkóńctq-
GO
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nym, musiałby iloraz z ilości skończonych, czyli
ilość skończona, bydź mnieyszą od nieskończenie
malcy, co bydź nie móźe podług $,24., a zatem ilo-
czyn x iest takie nieskończenie mały. 3) Ilość
nieskończenie rnnła ma tylko w stosunku Bwoie pra-
wdziwe znaczenie i rnoźe dać tego stpsuaku wykła-
dnik skończony; za stosunkiem zaś, iako iadnego

ą skończone ilości niemąiijca, iest ilością, ni-
iest Zerem ialco wielkość. I tak w proporcyi

E H : H C = CD: DK (Fi.) biorąc E H , HC a iern sa-
mem GE za nieskończenie małe, nie moina iadn< go
z pierwszych dwó.ch wyrazów opuścić,, boby wmieyscu
ppuĘCZonegpbyło zero bezwzględne, a więcby pierwszy
stosunek zniknął; w wyrazie zaś DK , składaiącytnsicz

^ElG ilości skończoney i GK. nieskończenie mąłey, nie
będącey w stosunku, opus/xzą sie. GK, iako niemo-
gąca ilości DG powiększyć, czyli, iąkp znacząca Zero
co do wielkości, i dla tego to powyższa proporeya za-
niienia sie_ na taką,: E H : H C z D C : D G , z klórey

E H _ s DC, to iest gjdzie wykładnik stosunku dwóch
" U cT D<T ,
nieskończenie małych, ieat skończoną, ilością,. — Tu
się nadto pokazuie iź dodaiąc lub odciągaiąc ilość
nieskończenie małą., od iakieykolwiek skończoney,
tylko samą skończoną się zawsze uważa.

$. 26. Wniosek. Często ijości nieskończone
tąk s^ z sobą połączone, ie. kiedy iedna iest nieskoń-
czenie wielką,, druga musi bydi nieskończenie małą i
przeciwnie. N, p. mieymy proporcyą 1: t n r p : y , .
wtey biorąc y za nieskończenie wielką, x musi bydź
nieskpńczenie małą; a biorąc x za nieskończenie wiel-
ką, y będzie nieskończenie małą. Z powyźszey pro*
porcyi pokazuie się także ie Ilość nieskończona ż
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bydt takźę w stosunku z ilością skończonij, w JętĄryrn,
razie dale wykładnik także nieskończony.
. ' §. 27. D ę f i n i c y a . Ilości nieskończenie wieł*
kie, rpwnie iak nieskończenie małe s$ różne. Ró-
wność tą tyczy 1 się, raźnego ich postępu w nie-
fikończpnpści. To iest rnaiąc dwie ilości nicskończo^
ne, iedną mole nieskończenie prędzey, lub •wolniey
swóy pos.tęp odbywać, i.ik drugą. I tak, niieymy ró-
wnanie: y 2 ~ r n x , dlaczego :_yj?_irx, w którem niech

in

ilość y będzie nieskończenie wielką.; a tak iloś£ x, obok
którey dzielnik rn, ilości y2, nieodinienia(§. 25.), będzie
riieskończeriierązyiYiększt-j,, (o iest będzie nie.-fikończenię
razy prędzey w nieskończoności postępować iak ilość y.
I|ość y, naiywą siê  nieskończenie wielką pierwszego
rzędiu, ilość zaś x, nieskończenie wiejką ago rzędy,
lub też x, iest nieskończenie wielką ig° i'?ędu, a ilość
y, nieskończenie wielką 1 rzędu. Podług tego znay-

duj^ się nieskończepie wielkie 3 , 4 , 5 i ntes°, iako tei
, I 1 _i 1 i itee°, rzędu. Maiąc powyższe rówrią-

,'3 4 T ~ "
, nie y a ~ m x i biorąc w niern y za nieskończenie małe
dlaczego równanie ąię, zamieni ną takie: t ~ m x,

... •• - . v • • ^ - ą - -

ra ten czas x,- kió.rego m nieppwiększą (J 35.) slaię
się nieskończenie razy mnieysze od y, to iest x ia-
ko nieskończenie ma^e, nieskończenie razy prędzey
6ię znfinieysza iak y. Ilość y nązywą sie liieskoń:
czenie niałą^ xgo rzędu, ilość zaś x, nieskończenie
m a H ?g° r?'̂ <Ju^ albo też ilość x ięst nieskończenie rna-
łij Igo, ą ilość y igo rzędu. Podług tego, nieskoń.

a
czenie mzlę ilości s% tąk£e 3, 4," 5 i niego, iako też

JL>. JLJ _L i _i_^& ^
3 4' 5 n
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§. ?8' Biorąc równanie ria paraboj^ v*zrpx , i u«
Ęając.y,'. za pitskońc/.enie wielką igo r.zę/1u, wtedy

X iest nit skończenie w/iejką. ?go rzędu (§, 27.). biorąc'
Zaś y, za nieskończenie małą igo rzędu, wn-dy x, bę-
dzie nieskończenie małą 2go rzędu. To iest w para- •
boli odcinek nieskończony, nieskończenie razy prę-
dzey rośnie i pómnieysza się, aniżeli rządna.

§. 39, W n i o s e k , _aj^;aOO, to iest ilość skoń-

. . \ Q
czona dzielona nieskończenie m,ał$, daie iloraz nieskoń-
czenie wielki, skończona zaś, dla (ey samey przyc.ży-
riy dzielona nieskc^ńczenif; wielką., datę iloraz nieskoń-
czenie niały. Daiey__a_— 00, to iest skończo-

O
czona dzielona Zerem, daie iloraz nieskończenie wiel-
ki, albowiem, ułamek iest nąywiększy kiedy mianownik
jest naymnieyszy. ^dzielenia zwypzaynego możną
(ak£e 6 tem siê  przekonać, biorąc za dzielnik

;rn--in—o. T a k ^ ę j _ CO*^QQ^i
«»*

to iest nieskończenie mała, pierwszego rzę^du, pomno-
iona pizez nieskończenie wielką 2go rzt^du, daie ilo-
czyn nieskończenie wielki Igo rzędu. Podobnie:

1 , 1 — 1 takie 1 . CP, ~ 1 Q O n i

"00"'^có • . 'cp 2 , ' o o 3 ex)1"1'1 '" • 9. "-'•
~ 00 i.t. d. Takie tu sicpokazuie ii ilość nieskoń-
czenie mała drugiego rze^du tęm samein iest wzglądem
nieskończenie małey igorzę_du, czem nieskończenie
Diała igo rzędu, wzglę_dem skończonęy. (§. 24.)

§. 30. I).efinicyą, Kiedy pewna ilość powię_k-
szaiąc lub p.omnieyszaiąe sie_, 'nitakoń^zenii się 60 pe.
wney wartości przybliią, i tak; bliską tcyie wartości



u
bydź może, źe miedzy nią a wspomr.ioną wartością,
różnica siać się, może nieskończenie mają, w którym
to razie rzeczona Wartość za wspomnioną ilość wziąźć
siędaie (§.25.), na ów czas wzmiankowana wartość,
nazywa się granicy ilości wy£ey powiedzianey. Także,
kiedy stosunek iedfcn do drugiego nieskończenie się
przybliża, tak dalece, że pod pewnymi warunkami
pierwszy drugiemu równym się staie, wtedy stosunek
drugi nazywa się granicą pierwszego. I tak koło iest
granicą, wszystkich wielobpków foremnych, które się
w nie wpisuią, lub około niego opisują. Stosunek
zaś równości to iest: r: I iest stosunkiem granic wie-
loboku foremnego, liczbg boków ciągle powickszai<j.ce-
go, wkoło wpisywanego, do koła. Takie stosunek
( F i . ) C D : D G , iest granicy stosunku przyrostków
współustawionych, to iect stosunku Ę H : H C .

§. 31. T w i e r d z e n i e . Maia^c równanie, q~cu
" + ć , wktóretn q i u są. ilości zmienne, utrzymuje się,
ie wziąwszy u za nieskończenie rosnące, wtedy gra-
nicą ilości q, będzie ilość CII,

D o w o d z e n i e . W równaniu q ~ cu-J-e, dzie-
ląc obydwie strony przez ilość c'q, wypada cj zz 1 + e ,

cu cu
gdzie będąc, u,, nieskończienię rosnące, ułamek e

• • cu,

nieskończenie się zrnnieysza, ą tem samem wyraz q.

cu
nieskończenie się do i , przybliża. Ze zaś 11 iest oraz
ilością nieskończenie wielką, przeto ułamek e iest

• • • . / " ' ' • " c " "

ilością" nieskoiiczenie małą (•§. 29)., a tem samem
w porównaniu z skończonemi, niknącą (J, 25), a więc
_2_— 1, stąd q zz cu. To iest cu iest granicą <j
cu
pod wyżey wymienionym warunkiem (§. 30).
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g. 32. T w i e r d z e n i e , W równaniu:
q—au" + b u n " " 1 + c u " " 1 , biorąc ilość u.za.

nieskończenie się powiększającą, będzie granicą ilości
<j, ilość au", w którey nieskończenie rosnąca, manay-
większy wykładnik.

D o w o d z e n i e . Dsieląc w równaniu wsriętem,
q r a u " + bu n ~' +CU1 1"2 , obydwie strony przez ilość
a u", wypada takie równanie: q — I + b u"- 1 +

a.u" au1'
cu"~ ł , to iest, znosząc co gię daie: q r ; i-t-bu-^
au" au~ *̂~ a
+ c u " ' , czyli: q z r i + b + c. W równaniu patą-

a a u n au a u 1

tniem ułamki, b i c są. ilości nieskończenie się
a'u" a ii*

zmnieyszaia^ce, albowiem u iest ilością, nieskończenie,
rosnący, a zatem ej nieskończenie siq przybliża do \.

ii u "
Uwaźai^c zaś ilość u za nieskończenie wielką, ułamek;
b staie'' się nieskończenie małą pierwszego, a c ,

a U " aiT^7

nieskończenie m a ł | 2gp rzędu (§.27. §• ag.), ą wię_c
pierwszy ułamek względem kaźdey skonczoney, a dru-
gi względem pierwszego, a tem bardziey względem
iakieykolwiek; skonczoney ilości, ŝ . ilościami niknące-
rni (§. 24). A tak wypada JJ_= I> a przeto, q ~ a u \

au"
Czyli granicą q iest a u" (§.30), wyraz, którego nie-
ękończenie rosnąca, ma naywiększy wykładnik.

§•. 33. T w i e r d z e n i e , W równaniu g zzi a +
' . ' • • • ' 1P'

b_ + c biorąc u za nieskończenie rosnące,, będzie.
^HM uń+2 }

granicą ilości q, wyraz a .



Dowodzenie . Równanie q ~ a -f b
u"

i przez ilość u", a tak wypada q. u" zz a-f-b-j-c
H "u*

A że ilość u nieskończenie rośnie, a tem samem
ułamki b i c nieskończenie się ztnnieyszaią; przeto

u u 2

wyraz q. u" przybliża się nieskończenie do wartości a.
Gdy się zaś u zaijość nieskończenie wieMcą. uważa, wtedy
ułamek b staie się nieskończenie małą. pierwszego,. a

u
ułamek c nieskończenie małą ilością. ?go rzędu (§.27),

(§• 29), dlaczego pierwszy, a tem bardziey drugi
względem ilości a, są ilościami niknącemi ($.25), a
eątem takie równanie wypada q. u n s z a , czyli q ~ a ,

To. iest ilości q iest granicą ilość ą (§. 30), w którey

ilość nieskończenie rosnącą iest miapownikiem \ m,ą
naymni; yszy wykładnik,

§.34. Dt-finicya, Kiedy ilośćC,iest funkcyąilo-
ści q;iako też kiedy Q, przyrostkiem M, a|,q., przyrostkiem
m, powiększa się, czyli kiedy także Q -j- M iest tą, sama,
fui)kcyąq+m,iaką.Q iest ilości ej, wtedy zmnieys?!ąi|cm,,
nieskończenie, dlaczego, iM,się nieskończenie zmnięy-
szać będzie,stosunek granic, do którego się M; m, nie-
skończenie przybliża, i który zą M: m, w takim razie
wziętym bydź może, nazywa się stosunkiem ro|incz-
kowym, M, zaś, i m, nazywają się na ten czas. różnicz-
kami. N. p. (F. l) nazywai^c odcinek A D , Q, usta-
wioną D C q; przyrostek U F , czyli C H, M przy-
jrostek H E , m : wiadomym iest że Q iest funkcyą., q, ia-
ko też Q + M , tą.8amą funkcyą q+m, bp, zawsze odcinek
«la się wyrazić przez ustawipna," i iednosiayrie czyli
niezmienne ilości, lub przeciwnie, tym samym



cpoap.bem, przy tey samęy liriji. Dąley zmnięy.
gzaiąc H E , to iest m, nieskończenie, dlaczego także
C H, to iest M, i G K nieskończenie się zmnieysząią,
Wtedy stosunek m : M przybliża się nieskończenie do.
stosunku C D. : D G, i można, w takim razie stosunek
C D : D G za rn: M, wziąść (§• 24). Stosunek tedy
C D : D G, który iest granicy stosunku m: M, (§.30),
nazywa się stosunkiem różniczkowym, ilości zaś m,
M, *) nazywaią się Różniczkami. Różniczki m i M
znaczy się, kładąc przed ich zmienne zgłoskę d, i tak
Q + M wyrąząsię przez Q + d̂ -,; a | q + m, przez q+dq.

*) Uwaga. Poiccię dokładne o ilościach nieskpńczonyob., pd
których zawisło poecie o różniczkach, iest koniecznym,
warunkiem arozumięnia wyższego rachunku. Poiccio to
z natury swoięy ieąt bardzo trudne, dlatego ze wyobrażenia
bezpośredniego o ilościach nieskończonych nięrnaniy, i tylko
z wyobrażenia o postępie, pośrednio wyobrażenie o męskpń-
cionych ilościach tworzymy. JPoiccie to pd lóźnych Mate-
miityków t(5iriie wykladanem było i njiało cz^ąto w skutku,
sprzeczności zadziwiaią^oe, ktoięby TV Matematyce nieppwin-
ny mieć mieysca. Wykład ninięyszy tego ppiccia w §• ?4
djny, ą w"§. Sj daley rozwinięty, iest zupełnie dokładny,
gdyi z natury ilości wzięty i żadnych sprzeczności niedopu-
siczaiacy. I tak, z wyobraienia o wielkości, które itst r?e-
czywiste, wystawiaiac sobie ciałp fizyczne, iasno wypada
wyobrażenie o wielkoaci nieskończenie rosnącey i rnaleić̂ -
cey, to iest, o takiey, która mpże bydź pd każdey skoń-
czoney większą, czyli o nieskończenie wielkiey , i takiey,
któia może bydi od, każdey skończoney mnieyszij, czyli
nieskończenie małey. Skutkiem tego wyobrażenia bęzpośre-,
dnim i koniecznym iest, iż ilości niefckorfezenię maję tylko
w stosunku miii;i swoie znaczenie, z.i stosunkiem zaś są Ze-
rami, i właśnic ta ich własność! iest nayważnieyszą w ra-
chunku róiniczkowym. Właściwie ilości nieskończenie małe
6% tylko skróconymi znakami stosunków, dlaczego, ieżeli
stosunków nieoznaczaią, wtedy nic nieznaczą. intereBso'-
wjiym iest bardzo, obszerny rozbiór wyobrażenia o ilościach
nieskończonych, prz«z Hegla -w iego loice lawarty, p. 30(5.



Wyraz atoli dq nie iest iloczyn z dwóch czynników,
h>:z równie poiedynczy, iak był wyraz mx w różni-
each skończonych (§• 15)-

§. 35. Wnipsek. Atak różniczki, iako ilości
nieskończenie małe (§. 34), maiij. tylko w stosunku
swoif prawdziwe znaczenie, za stosunkiem zaś są, Ze-
rami (§. 25).

§.36. Wniosek, W szeregach różnic (§. 15),
ilość y iest funkcyą. x, ilość zaś y1 to iesty+/\y, iest
tą. samą funkcyą. x+mx. liiora.c tutay mx za nieskoń-
czenie małą, w któryin razie /\y^ takżf nieskończe-
nie rnale bidzie, natenczas stosunku mx: /^y, sto-
sunek granic,' różny według różności ogólnego wyrazu,
szeregu funkcyi, zamienia się na stosunek różniczko-
wy, ilości zaś nieskończenie rnaje mx, /\y, na ró-
żniczki (§. 34). N. p. Niech ogólnym wyrazem bę-
dzie y~ax 2 , dlaczego y1 zra ( x + m x ) ' 2 a x 2 + 2 ax,
niJC+irn^1 (§. 15), a tem sarnem y + ^ y ~ a x ?
Ą: S,ax,mx 4- mx^, z czego daley Ay ~ 3 ax. mx
+ mx2, a tak -widzimy, iż biorąc irfx za nieskończenie
mału, cała prawa strona równania (§» 35.)i ^ zatem
i lewa, to iest /\y, bidzie nieskończenie małą,, D,ą-
wszy dla dalszego, ostatniemu równaniu takâ  formę_,
/\y r : (2ax+ mx), mx, da się z niego następiiiącd
proporcya ułożyć: /\>y- mx^:śax-j-mx: 1, w któ,-
rey dlą nieskończenie m,aleićj.cego mx, stosunek sax: 1,
iest stosunkiem granic stosunku^y:mx, a zatem iejjo.
stosunkiem różniczko wyru (<$. 30. §.34), więc proporcyą
powyższa zamienią się na taką: dy; d x ~ a ' a x : 1.
Ą tak różniczki nic innego- nie iŝ , iak tylko, iedne
przyrostkami iednostaynymi nieskończenie małymi
llpści zmienney pierwszego szeregu (§. 15), a drugie
lóżnicauii tutay pierwszemi s nieskończenie małenai.
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Ś' 37- W n i o s e k . A ponieważ różnice SJJ fcS-

Inp, (§. 15.) przeto także różniczki różne bydź mus/Ą.
To iegl różniczki są takie, pierwsze, drugie; trztćie
i t , d. Różniczki wyższe znaczą się także tak iak ró-
żnice wyższe, fcaińiehiaiąc tylko /\ na cl, T(J test ró^
źniczka pierwsza ilości ztnit-nney y, pisze się, to iuź
wyżey powiedzianem iesty d y; różniczka 2»;a, d - y j
i-óżniczką sciey, d 3 y; różniczka n(ń, d"y. Aioli wyi
razu n.p. d 4 y z wyrazem d y 4 nie potrze ba rnięszać;
pierwszy bowiem oźhacźa czwarią, różniczkę ilości y, a
drugi, czwarty potęgę pierwsżey różniczki, ilośti y.—-

(J 38. Z a g a d n i e n i e . Ma'ą,c funicćyą. daftaj
a x i z y n , marny do niey należący stosunek różniczko)-
wy, wynaleść.

r

Rozwiązanie i dowód. Przyrostek żmienney XJ
niech się nazywa M , a zmienney y, m. A tak z ró-
Wnania danego axźzy", wypada takie ax+aMn(y-fm)rt

(§• 34») czyli wykonywaiąc:

a J t + a M ± y » + ny""1. m + (n—,t). ny"-a; m2-^
I, 2

(h—2) (n—T).n,yH-;Jms + (n—3). (n—2).(n—ł^ n y"-».m^
i. a. 3 " *• 2. 3- 4-
i t. d.... + m r i .

Odci^gaiaj.c od vvypadłego równania funkcyą dańą^
dla ułożenia stosunku między przyrostkami zostanie

© 2 tiy*-*. in + (n—T% .n y"-». m* -

''—ł.m3 4- (n—3).(,ri'-^a)jt(ri—j').;n.yn-~*.m4'
1. 2. 3 ii a. 3. 4.



W y ą ą na prawey stronie iedno m, a to dla
tego, aby z równania dała się proporcya ułożyć, wy-
padnie:

= / ny"-1 + (n — i ) . n. y"-3. m +
1 . 2.

4- ( n - ł ) . ( n — T ) . T U yn~J. m 2 . . . + m"- 1 ^ iii;
i, a. 3 /

A więc uwaźaiąc równanie iako dwa iloczyny iór
wne, wypada taka proporcya :
M: m = ny11-1 + ( n — t ) . n t y1-3. m +

i. a

-j-(n—2). (n —i).,n. y"-* m a . . . + m n ~ ' : d
t. 2. 3

A uważai^c w reszcie przyrostek m, za nieskończenie
inaleiaxy, w którym razie także M nieskończenie małe-
iejiak równatlie pod znakiem /"""N pokazuie, które-
go prawa strona, a tem samem lewa, a zhią, i przyro-
istelt M nieskończeniz malei^,, wtedy w proporcyi utwb-
rżohey wszystkie części wyrazu trzeciego, mai^ce rri,
tiieskończenie maleia_, wyrazy zaś ny 1 1" 1, i, a, nieod-
miehiaią się': a więc stosunek M : r n , nieskończenie się
da stosunku n j h ~ ' : a, przybliża, A że nieskończenie
irtalei^cenij iest oraz ilością nieskończenie mał^, dla-
czego części wyrazu trzeciego powyższey proporcyi,
iriaiajce za czynnik m, s | nieskończenie rńałemii coraz
wyższych,rzędów (§; 27.5.29.), v. tem iairiern wszy-
stkie dalsze względem bliższych, a bardżiey ieszćze
względem ilości n y h - I ; na którą, żadnt-go wpływu nie-
inaią., s^ Zerami (§, 24- §. 2&.) a więc wspoinhiona
proporcya na taką. się zamienia M : m r r ny"—'; a: a
przeto ny11'"1: a, to iesi Stosunek granic stosunkuM: m
(§• 3°0» l e s ' stósunkierh różniczkowym ź^danyrn;
przyrostki zaś M i m s^ różniczkami (§..34..) i piopor-



31

fcya ostatnia na taką się zamienia di : ; dy :± n y"-'r a;
Toźsamo można okazać uwaźaiąc x, i ix +M iako dwi
wyrazy po sobie idące, szeregu głównego ($ 15.) y zai,
i y + m iako dwa po sobie idące wyrazy szeregu nay-
pierwszego (§. 36.).

§.39. Uwaga. W" równaniu ax±:yn (§. 38.)
zmienna y, uważaną była iako mająca iakąkoJwitk
wartość; gdyby żai ytzobyło, wittdy biorąc równrinie
* §• 38> naznaczonfe znakiem f ^ j , aMżrhy"""1.in+

(n—ł).ny"-^. m*.* + m-n, wypadłoby i M ± m n .
1. 2 ' . !;

dla każdey wartości fja fn̂  Ż którego równania! ta-
ka proporcya wypadaj M; m n ~ i : a, któraniezawierd
stosunku różniczkowego (§.34.), Itcz tylkostósunek po-
tzyriaią,cych się żmietinych czyli różniczek ilości x i y;
N. p, t W równaniu a.jcir y2, niech a X oznacza prosto-
kąt, ył kwadrat z prostokątem równy, ilość a niech
będzie podstawą iednostayna. prostokąta; x iego zriiir-n-
ńą wy8okości%, ilość y nakoniec, zmienny bok kwa-
dratu; A tak podług powyższego biorąc y —0, będzla
A. M ~ m a , a następnie' M i m ^ i i a , To iest i'óbiąc
kwadrat i prostokąt równe między sobą których wprzó-
dy nitbyło przy nieźmifnney podstawie proetok<j,ta i
przyrostkach nieskończenie małych, wtedy bokipo-
czynaiące się kwadratu nie będą y, y-f-nij lecz o, ó+rri
-wysokość żaś prostokąta będzie ó, M. .—

§.40. Wniosek. Wziąws>y, w propórcyi dx:
Ay~ ny n " ' : a , a±:i (§-38) wypadnie dx rrny"" 1 dy<
Samo się rozumie, ii wziąwszy równanie (J. 38) ay
i r x n , wypadnie: dy r : n i " " 1 dx, kh-dy_takie a, iest
ieduośćią. To i<st różniczka potęgi równa itst ilo-
czynowi ż trztjtli czynników j pierwszym iest n j sto-
pień potęgi; drugim, y""1, pierwiastek wynifsionjr
do stopnia potęgi zmniejszonego iednością; trzecittt
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isaś dy, różniczką pierwiastka. • *) A tak iesteśrriy'
iv stanie, podług ostatniego równania, znalcść różni-
czkę do kaźdey potęgi zrnienney w funkcyi, N. p; {

•x~ y a , a więc dx ~ 2 y. dy ; x r r y 3 , a więc dxżz
3 y a d y ; x~y4, a więc dx = 4y 3 <ly; x = y * , a więc
a x = 5 y 4 dy i t. di

§.41. W n i o s e k . Kładąc w różnicę pierwszą
zamiast zrnienney Jcaźdey, przyrostek iey, i biorąc tyk
to te wyrazy, w które przyrostek się włożył, wynay-
tizie się różnica druga szeregów różnic, przy przy;
rosticu ierinoataynyra; podobnie ż drugiey trzecid
it,d. wynika (§.2S.): które to przyrostki źsoba_ i zmień-
n\ przyzwoicie połączone, uwaźai^c różnice w któnj
się Wadą. za różniczkę (§. 36.) dai^ różniczkę potęgi

*) Uwaga. Mfiwiąfc, ii rrfźniczkk potęgi, równa ieśt iloczy-
nowi- Ł trzech czynników i t. d., me rozumie się, iżby
fcóinifczka uwąiała si^ za stósurikiem; i owszem ona i ititay
ifest w stosunku choć pośrednim; który a.imieniSi się na bez-
pośredni,' tworząc z równania propotcy^, N. p. x ~ y s j
dlaczego (§. 40), (]x~5y* dy, a więc ctx: dy ~ 5 y 4 : i .
Wtedy tylko pewna ilość (to iest nieskończenie m.iłiij iest
ta stosunkiem, kiedy łącząc się z drugą mogącą bydź; lub1

będątą w stosunku, żadnego na nią, wptywii niema. I tak
łniliąc równanie / r r AX -f- BXa + C X J , czyli l"~ (A-f.
BX -4- Cx ! ) X; z.którego tiika proporcya wypada :

Z: X ZT A -|- Ii X 'Ą- C X2 : r. Biorąc tutay X j a tern
isamemZ, za niuskończume mak-, wtedy wyrazy BX, CJC"
będące w proporcyi j z których pierwszy iest nieskończenie
inaJy igO) a drugi ago nędu (§ . 27;' \. 39), są Zerami
•względem A, i stosunek A -}- BX -|- CX!2 '. I , zupełnie si;
ianiieńla na A: I; przeto ilości B X i C X 2 , chociaż są
w stosunku, uwaźaią się iediiak ia stosunkiem, bo iitducgó
wpływfi na inego niemaią. Co innego Wcale iest co do ilo-
ici Ł i X w tev samey proporcyi, Iu6r« prawdziwie są w1

Atosunku,, bo wyrzuciwszy którąkolwiek i nich; atotunekby
żmkuąl.


