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strony AC z ktéréy AB, ieZeli za§ wymieniony
2
wyn?zr—%—-j iest uiemny, wtedy AB ziedunéy strony

AC lezy, a linita 4 F zdrugiéy. A tak widocznie
si¢ pokazuie co tulay zraczy - AF a co — AF,

§. 85. Wniosek. S;;iralna Archimedesa ma

P T . . r.xz '
takie rownanie: y:—-p— a (ém sameém py=r7, T, a

dax__p ’
przeto: pdy=r.dxz, zczego-—ﬁdy_:—F. Rowna-
dx P ;
niu: 7 = = daig formg potrzebng,  aby

v

dzx

o i & 2
na iednéy stronie wypadl wyraz i

r.dy 3 2 tak

y2dx: o pye

bedzie — . s biorac zad wartoéé

E T, dy s RS £

zamiast ‘py =z funkcyi linii, bedzie: Y. % —

=}'_;2_-15}'_1 To iest przy spiralnéy liniia 4 F=
.1?.5!

ci

= 8 ‘wige chege mieé przy spiralnéy kierunek

styczney Wymacmny, musi wprzody tuk a bydZ
zmierzony,

ROZDZIAE V.
Zasady rachunkn calkowego i zastésowanie
onegoz laczme z rézniczkowym do Imu Lonmr
rytmicznéy i Logarytméw.

§. 86. Definicya Funkcya zupelna, kaZdéy
réZniczki nazywa sig calkows (quantilas integralis bad.
’;'}nfcgml) teyze roZuiczki y znaczy literg f ktora 8ig
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‘.-

przed ‘réZniczky kladzie. © Nipot f2rdx = z2}
fna*tdxz=z" i t. d. Szukanie zaé do danéy lub
wynalezionéy rézniczki, callowdy téyZe roZniczki
nazywa sig catkowaniem (calculus integralis, Sntegrale
vechnung), Calkowanie twdy wzgledem rézniczkowa-
nia iest przeciwném dzialaniem, to iest: rozniczko-
wanie idzie od funkeyy, do ich roZniczek, calkowa-
nie za§ od rézZniczek, do ich funkgyy czyli calkowych,

§. 87.- Uwaga, - WyloZywszy w zasadach ra.
chunku réZniczkowego, tylko réZniczkowanie funkeyy
algebraicznych, w rachunku calkowym bedzie takze
tylko mowa o rézniczkach algebraicznych.,  Calkowa.
nie za§ roZniczek transcendentalnych, wynikaizce z
rozniczkowania {funkeyy transcendentalnych, naleZy
do dziefa obszernego, dlaczego tu mowa o nich bydz
nie moze. Takie dla zamicrzonéy krétkoéei nintey-
82€g0 dzielka, lyl_ko prawidla calkowania roiniczek
pierwszych algebraicznych, o iednéy zmiennéy wy-
Yozone zostang. Calkowanie bowiem fiinkeyy ré2ni.
€zkowych wyZszych a osobliwie o wielu zmiennych;
podpada wielu trudnodciom,’ dlaczego wyklad onegaz
iako bardzo rozwlekly tylko przedmiotem obszernych '
dziel bydz moZe.

§. 88. Wniosek, Malac rownanie n. p. y==d*-
gbaz—4-cax: wypada: dy=1bdr-}c.dxr = (b+4¢)dx
(§-48.),atak calkowa tutay widoczna, iest: [, (b-c)da= ,
batcx, wktoréy a* iloéé iednostayna niedostaie, a
tém samém catkowa b * cax iest-niezupelna, A Ze
nigdy z funkcyi roZniczkowéy, kidréy catkowa nie-
znana, niemozna si¢ domyéleé¢, “ivka leduostayna w
rozniczce znikta ;- przeto kazdéy catkowéy, wynalezio
néy podlug prawidel, ktore sig¢ podadza, potrzeba
teZ iednostayng, kiéra czasem moze bydZ Zerem, do-
dadZ, przez co sig calkowa uzupetni. “Jeduostayna td
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znaczy sie tak: Const. (constans), i zawsze z warum.
kéw kazdego szczegolnego zagadt'iienia,;Wynalfsziem%
bydZ moZe. Jednostayna ta, choé przy ieduém za-
gadnieniu si¢ nieodmitnia, dlatego Ze przy kaizdém
inném, mozZe bydZ inng, nazywa si¢ iednosiaynie
zmienng, A tak funkeyi réZniczkoweéy (b+4-c) dx,
zupelna catkowa iest taka: baf-ca-- Const., cayli:
S (b4-c)dx=bx+4-cx~ Const.

§. 89. Twierdzenie. Maiac iakgkolwick fun.
kcya, réZniczkowy o iednéy zmiennéy, powstaly z po-
tegi zmiennéy , z iakimkolwiek wykladnikiem, wtedy,
bez wzgledu na iednostaynie zmienna, czyli iloé
Const., ktéra sig pdZniey dodaie, calkowa takiéy ro.
Zniczki si¢ wynayduie, powiqksaaiqc wyklarh.ik
zmiennéy w rozZniczce iednodcia, i dzielae ia potém
przez iloczyn znowego wykladnika i roZniczki pier-

wiastka.

Dowodzenie. Z §§. 40, 41, 42, 43 wiado-
mém iest Ze kazdéy potegi zmiennéy ilosci, réiniczka,
jest iloczyném z (rzech czynnikow, to iest, z wykladni-
ka zmniennéy, z saméy zmiennéy z wykfadnikjem ie-
dnoécia mnieyszym od wykladnika w funkeyi, izré-
Zniczki pierwiaslka zmiennéy: a przeto powigkszaige
wykladnik zmiennéy w réZniczce mdnosmq, przez co
wypada na powrot wyk{admk zmiennéy w funkcyl i
dzielac tak zmieniong roémcqu, przez llocxyn z no-
wego wykladnika zmiennéy i réZniczki pierwiasika,
musi, pudtug prawidel mnoZenia i dzielénia prostego,
iloraz da¢ na powrot funkeyg, czyli calkowa, kidra sig
uzupetnia dodaige do niéy iloéé Const.  Kilka przy-
kladow prezytacza si¢ dla wyiaénienia 1zeczy:

nxt dx
5. dx

Jsxtdx= = x %+ Const.
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J’ 7x s5el ._761{ d”-{- Const. —-—— —+ Const,
fpxnT dx._-p—xuﬁ—l- Const. = 2% + Const,

2
fomx7? dx:-——mﬂx‘,a;lxa-}-(]nnst = “—; ~*}-Const==

m
= EF-I- Const,

- L]
3 2 q
Jb.) 2% dx=[bx? dx--Const.= b:i lif—«l-- Const

= dx
$ot 3 it
='?b.x“+Gonst.=—5—.h }/ x5 <= Const.
s
finx de"—-rl‘mv—d—x+ Const. ——:— nx’-l-Const—-
()
=-i—nl/x’+Gp'nst.
- =—m

fpx Sgx=Ly = gy

____._.;.Gonat—( r ":"
( —-+I) a4 n—m :

x
-} Const.—

)—B-—— ———~Const.

n—in a

Voxm

§. go. Wniosek, Z §. 47. wiadomém iest, Ze
kiedy zmienna pewna iest zbiorem przez dodawanie
lub odciaganie, kilku innych zmiennych, a tém samém
tednéy zmiennéy w kilku wyrazach, wtedy roZniczka pier-
wszéy zmiennéy iest takim samym zbiorém roiniczek
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zmiennych w poiedyficzych wyrazach: a przeto i'od-
wrotnie, kiedy pewna roZniczka iest zbiorem przez
dodawanie lub odciaganie kilku. réZniczek poicdyn.
czych w}ra?{)w, wtedy funkeya picrwszéy roz.mrrkl,
iest takim samym zbiorem,  funkeyy poiedynczych
rozniczek,

J(ax® 4Bx} 4 Dx4)dx = a-_f.:_;‘_ dx -

+B_fx'~=‘ldx+D.fx;gx 3 d d -+- dx-{-

+2£L+Con5[___x3+£‘..x4+_tzxi+
edx 3 . 4 5
+G0ﬂ5fu

y3 dy mx3dx
3.dy . e.dx T

S(ay? diy-{-m_lxdx-—--pz‘; dz):a

]
%——-I-Const—'—?ry 3-]— x2 D% =

~ Const,

‘ Ay e
I E L PP
f(sx 7x+p . ,x._'sl_f._x_dx

B qea® Benda o 8 w0 dx,
- fox4 d},{+ 5 fx fdx_sl. S

2 x$ dx PR 1 % i
7 5.dx p 24 —+ Conat'—' -
—dx E

2 . 4m 4 .
__*x‘ e G . . 0
35__+p Vx-floust it.d
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Rézniczkuige na powrdt kaZdg z wynalezionych catko.
wych wypada zawsze taZsama réZniczka, z kiordy cal-
kowa powstata,  Co iest zaraz sprawdzeniém catko-
wania, '

_§.91. Wniosek. Kazdg funkeya réZniczkows
takiego ksztaltu: (am+bm=+qm3)‘: dx, lub.ogol
niéy, (az+ba*+cx?)mdx moina uwaZaé za zbior,
poiedynczych roZniczek poiedynczych wyrazow; gdyz
nzeczywidcie wynoszac pierwiastek do naznaczonéy
potegi, bedzie:

(ax+bx=+cx3)f dx = (a*x?-+2abx3}-b2x4-

+.2acx4 4+ 2bexs +¢?x¢)dx=ax? dx 4

2abx?dx + b3x4dx + 2acxtdx +
+2bex s dl.\: +c’};°dx.

To iest-wzmiankowane funkcye sg istotnie ,zbiorami
roZniczek poiedynezych, poiedynezych wyrazow; a
zalém zawsze podiug §. 89. calkowaé sig dadzg.  Je-
dnak tym sposobem tylko wredy calkowa zupelna sig
wynaydme, kiedy W\kl'admk p:erwmalka wfunLcyy iest
caly i dodamy; w kazdym za§ innym razie, potega
daie szereg njeskonczony (§. 70.) a tém samém catko-
wa tylko przez przybliZenie \uynalcnon:& bydZz moZe,
Ze atoli czgslo musimy przestaé na caikowych przy-
bliZonych; .przeto -przykladami wyiadnimy rownie
calkowanie wzmiankowanych funkeyy roiniczkowych
kiedy wykladnik iest dodarny caly, albo funkcya wy-
mierna, inko tez kiedy iest uiemny lub famany, a (ém
sam¢m funkcya niewymierna, I tak:

Ij (a?+Bx%)? dx=a4 dx+2a*Bx3 dx+B2 x6 dx,
a praetos
[i(@*+Bx?)* dx=/(a* dx+3a*Bx? dx+B* x6 dx)=
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2 2 !
2a3Bx+ dx  B? t-v—fj—i-Const

i e
SatEg 4. Ix 7.tlh

1 B2
—a%x- s a2 Hx“+—7~ x7 + Const.

Cheac tutay calkows na powrdt rozZniczkowaé, bedzie:

d(a"‘x-!—-}—-nf B x4 +§—x" 4 Const.) = a*dx +
+2a?Bx3dx +B*xﬁ dx = (a*+422a* Bx3 4
B: x9)dx= (a®-Bx3)? dx.

T'o iest taz sama véZniczka wypada, z Mdréy catkowa
powstala, co iest dla tego sprawdzeniem calkowania,

Qj.f. (mx~-ax?)3 dx = [ (m3x? - 3am?* x4 4
- 3a* mx® 4 a3x%) dx = mi{ [ x% dx 4
3am?® fx*dx+3a*m. f. x5 dx + a2 [xSdx=

_omix4dx  gam?xSdx a*mxSdx
J.dx 5, dx 4 bedx
adx? dx

=Py + Const = —1— m? x% -

) G
-i-—am% X5 4= ?a‘ mxS 4 -—;—u3x'-‘+Coust.

| —am 2n—=m
S)f(”" +px?) L dx=/ @atx " +aapx " 4
== 2In an—m

prx4).dx=a* fix " dx+3gap.f.x » dx +

Te=din sp—m
at xn.dx’ gapx® dx

(52 ax Tt (BT dx

+pt Lxtdx=
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AxSdx n—2m
&i_cLJrcOm:.__( e
5 dx n—31m

n In—m
+(§]1—~_—“1—‘)2an n +—"[) x*® 4+ Const.

Chcae ostatnia catkows rézniczkowaé, dla przekonania
si¢, czyli w calkowaniu niebylo omylki, bgdziemy

mieli:
rﬂ) n An—m
{Cn—zm)ax > +(§$~::)2an i

-—0m

+ —p? x* + Const.} =32 x 0 .dx-}

an—m —tm
4+2apx * dx 4 p? x* dx = (a%x " 4
an—m -—am

+2apx * 4 prxd)dx = | (a® x "
an—m = =5
+2apx TR pix4). (;Ix-"{axn +L’£._“m_}.dx
, =
S ‘“q
= (ax " 4=-px?),dx.

To iest taZsama roZniczka, z iakiey calkowa powstala,
Maige przeciwnie funkeya réZniczkows niewymierna,
n. p.:

dx}/(a® +x?) =dx(a® +x* )‘*, dang do calkowania,
‘tu si¢ postgpuie tak, z §. 70, bedzie:

x* " x5 5x®
gb6a’® 1338a?

(a +x* J*: a'-{--;-:-(—:—-—-—- -+

a ga?

7x10 '

+ 256a?

it.d., aprzeto:
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de(a +x“}*dx(a3+x’) —adx 4 ‘dx

—....,._..__,.___

x*dx xfdx

— 5-x3dx 7x'%dx
%a’ 168 128a7 ‘25629
it d., a zatem; . '
: _ ! pets
Jodx)/(a* 4x?) == fdx(a® +x3)T =ax+ 2 BX

x5dx xTdx sx? dx
8 a3 5.dx 1.6.: 7.(1:{ 12ya’ .gd\.+
ZEEfux oy
deltd +Const__.ax+
x3 ‘1‘* %7 rx? xIrI
R e — - —t Z .
6a 4va 1124 1153%a 2810a
it d. + Ctmst.
dx
Daley mech hqdzue funkeya réZniczkowa ta!—.a Vi

.':‘:da‘:‘(l—:c) i, a tak podlug fcgu{y Newtonn (§§. 68,
6y, 70.) bgdzie:

(—9%=1+ -r—)ti- g x‘+-—~ x 34 }*?8 x4 4

+ %x‘ lt d., a przeto: 17814_){):-4&(1.__3{]_;

—dx+dex+—§-—x’ dx+-—~ X3 dx—f-

+328 \4dx+ x‘dw.t. d,,‘ a_zatarn:
dx 4 5 et B2 o
v"l/(l "‘fﬂxcl_x) = e
3 x3dx-i -5 %% 35a%
+—3- 3dx & ey =S i

‘:r 129 .asr+
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+§§5 pe— it.d, 4 Consr.=x+ 2 g

+__.Xs+_x4+l'g7b 5+ ;X ¢it.d.4-Const,

Podobnie 'sig calkuig przez przyh!aunw, wq:r}stkle
inne funkcye réZniczkowe niewymierne, o iednéy
zmienney,

§. 92, Uwaga, Maiac n, p, funkevg: (B+
+x3)? dp, mogloby sig czasem zdawaé, Ze 1a iest
rozniczky potegiy z pierwiastka (B + a23) powsta-
jacéy, a 1ém sameém Ze sig da calkowaé podiug
§. 58, atoli zastanowiwszy si¢ nieco nad rzeczong
funkcya, widzimy Ze nie-iest roZniczka potegi wzmian-
kowanego pierwiastka, bo podlug rego iak sig polegi
zmiennych réznczkuia, musin?nl)y rzeczona rozZni-
czka ieszcze przez 3x? sie mnn.f.)é przeto taz
funkeya podtug wzmiankowancgo §. nie da sig calko-
waé, boby catkowa byla falszywa. Lecz Ze:

(B+x3)?* dx=(B* 2Bx’ 4x° )dx:B’dx-l-QBx?dk;-
+x8dx,

to iest, Ze iest zl}iorém kilku poiedynczych réZnis
czek;  przeto da sig podiug §. 9o, catkowaé. I tak

Ji(Bx+x3)*dx =B2 fidx + 2 B. [x*dx + [ix*dx =

_Bixdx, e Bxtdx, X7 i
= s 4.0% +7d + Const=B? x+

-+ ——Bx“+ - x? 4+ Consl.

Przeciwnie maige funkeya rézniczkowa: 6 (a+y*)? ydy,
kiora iest réZniczky potegi pierwiastka (a+y*) i zbio-
rem poicdynezych roZniczek, tg moZna dwoiako cal

kowaé, I tak podlug §. 88 bgdzie:
(7,
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6 (aty®) | Yd}'

HT dy 4- Congt.==

"
6. (a+7y?) yndy=
_":(a+y’)3+ Const, = a’+3aly*+3ay* +y°+ Const,

Powtére podtug §. got

2 . ;

6/. (aky?) y.dy=[(6a*+12ay*46y")y.dy=
6a2fy.dy412a [y dy 46 [y  dy =
__6a®y.?dy  12aytdy 6ySdy ., .

ady 4dy 6dy —32 ¥ F

4 ayv* 4y° 4 Gonst.

Pordwnvwaiqc ohydwic calkowe migdzy sobg, wi=
dz:my Ze ustmmey a® niedostaie, ktore iednak z ilofci
Const,, iak sig pozniey okaZe, dasig latwo wynalesé,
A tak manqc Iunkcyg rozniczkows, takiey formy:

m(a-}-m“) pdz i w1edz§c o niey zpewno$cig, Ze iest
rozniczkg potggi; z pierwiastka (a+-a") powstaiges;
tg mozZna krodzey catkowaé podiug §. 88; niewiedzac
za§ z pewnoécia, czyli funkeya roZniczkowa iest 16.
zniczkg potegi, wtedy tylko podiug §. go, bezpiecznie
sig calkuie. Moglby takZe kto§ pozornie sadzac, my-
§leé, Ze umieiace funkeyi: aafdx 4 By*dy4-cz*dz
znaledé catkows podlug §. 89, Ze takZe tym samym
sposobem, da sig calkowa wyniledé funkeyi: axydz=
axzdy 4 ayzdz. Atoli zastanawiaigc sig dobrze nad
obydwiema funkeyami, pokazuie sig Ze pierwsza iest
prawdziwym zbiorem poiedynczych réZniczek poie-
d\mcz}ch wyrazowi druga zaé, maigec w kazdym wy-
razie innéy zmicnnéy roZniczke, iest tylko zbiorem
réznych pofqrnn, réznych réZniczek: a zatem calko-
wanie ostatni¢y, calkiem niewynika z calkuw_ama
pierwszey 1 tylko nalezy do calkowania funkeyy réini:
czkowych o wielu zmiennych.
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6.9 Wniosek Powiedzianém ijest wyZey
(6. 87), Ze iloét iednostaynie zmicnna, to iest Const.,
da sig zawsze z sczegolnych warunkdw Zagadnienia
wynaleéé. Robi sig to w egolnosei ak: Maiac do
funkeyi roZaniczkowéy o iednéy zmiennéy inZ wynale-
ziony catkowa niezupelng, wtedy nadaie sie np. 1lodei
z pewna ozndczona wirtosé, przez co funkeya .z, to
iest zupetna catkowa, iedng lub kilka ozhaczonych
warto$ci przybierze,; kladge potetn w mieysce x, przy-
bravg, a w mieysce z odpowiednia warto§é, pozosta-
fiie rownanie, w ktérém rylko iédna nieznana, to iest
C bedzie, i ktora sig z niego fatwo wynayduie. Wy-
halazlszy za§ warto$¢ na € raz, ta iako iedhostayna,
odrmenlch mkuku!wnek T atém sameém z, zoslaie w
tém sameém Z'luanhuemu, zawsze ta sama. Np. Ma-
ige funkecyg rozniczkowy:

dz=~§~x dx 4+~ mxdx, atak fi dz= E":ﬂ’f‘*’

mx?dx
1dx

4 4 Const. éayli: zﬂfo+§mX? +

Const. Biorac tu ozniczong warto$é na x, n.p. 4,
w ktérym razie z zamienia sie, n.p.: na B, a tak beg.

dzie: B— %A’ -+ —;— m A? 4~ Const., przeto:

Const. == B — % AP — —é— mA*; a zatem zZupel-

ha calkowa bedzie:

2 I O T |
— P —mat B A® = _.m A*
x4 2 -+ g 7 m A;

9
UwaZdigt w tymi samym praykladzie; Ze a=0 daia
z=B, wiedy bgdzie, B==Const, a tak 'z__:.u_pv:lpa cal-
kowa taka: %x’ -{-% m.'r""+B-. Uwazaigc, Ze x=4;

£7%]
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daie z—o, a tak bedzie: o:—%--A’ + —E*md’-t-Const,

2 1
przeto, Const. :‘:—-E—A’-- = mA?, azatem zupelna

catkowa wypada pod temi warunkami taka:

2 A artl Boga Lo 2,
—9—::;’—!— 5 max gA. 2mA

Uwazaige nakoniec, Ze =0, daie takZe y=o0, a wte-

. 2
dy takze Const. = 0, a zatem zupelna calkowz:-‘j— A E

H— ma®. W ogélnosei maige catkowa niezupelng
2

ilvéci x, 1 zamieniaige x na a, kiedy funkeya niezu-
petna zamieni sig na A, a zupeina na B, wtedy:
B—=A + Const., a tak Const. = B— A.

§. 94. Zagadnienie. Jak wykresli¢ liniia krzy-
wa, tak aby iéy odcinki logaryimami, a ustawione
ich liczbamni bylty, czyli aby liniia krzywa kaZdy' sy-
stem logarytmiczny wystawiala?

Rozwigzanie. Niech liniia AB (F6) wysla-
wia nam linig odcinkéw 3 punkt € niech bedzie po-
czatkiem odceinkow; prostopadia z Cdo AB to iest
CD = CE=1, iprzez I niech przechodzi takZe
prostopadta do A B, a tém saruém rownolegta do €D,
iakiéykolwiek wielkoSci, ktorg wystawia EF, a kidra
ogolnie bgdzie sig nazywala ¢, a mowimy Ze cig-
gnac przez punkta D, I, liniig krzyway tak, aby iéy
ustawione prostopadle do A B, coraz dalsze, iakie-.
mi sat GH, IK, LM, BN, zawszg takg propor-

cya dal
I ¥: <6 cG (o)h e

CD: G H=CD CE,; FF CE; CD:JK=CDCE : EFCE,
It diy



104

natenczas rzeczona krzywa liniia -iest Zgdang linig.

Przekonywamy si¢ o tém tym sposobem, biorgc piers
' G 6

wszg proporeya: CD: GH=CDE:EF %E | w kté-

‘réy CD =1, GH=y, CG=z, CE=1, EF=cq,
ta zamienia sig pa taka: 1:y==1%:¢¥, a przeto,
y==c*. Z téy saméy przyczyny nazywaigc LK, Y,
a CG, z', bedzie: y=c*, i toZsamo o kaZdéy in-
néy ustawionéy si¢ rozumie. A Ze réwnanie c*=—y,
(co iest znaném z algebry) wystawia kazdy system lo-
garytmiczny, w ktdrym c, iest ilocia zasadowa, x
logarytmem, a y liczbg do logarytmu naleZgca;
przeto takie rzeczona liniia krzywa, ktorey wszy-
skie ustawione i odcinki w rakiémZe samém rowna-
niu s3 zawarte, wystawia kaZzdy system Tlogarytmi-
czny, 'tak Ze odecinki sy logarytmami, ustawione
- liczbami ich, a ustawioria kroréy odcinek rowny iest
iednodci, ijest iloScig zasadowa,.

§. 95, Definicya, Liniia w powyZszém za-
gadnieniu wynaleziona, nazywa sig, liniig logaryt-
miczng lub logistyczna, dlatego Ze wszystkie wias
snoéci logarytmow w sobie zawiera,

§. 96, Twierdzenie., KaZde trzy ustawione
. e . [ 3 . -
Iinii logarytmicznéy proporcyonalne, daia czebci od-
cinkow miedzy niemi zawarte réwne, i przeci-
whnie,

. Dowodzenie. Niech trzy ustawione (F6),
GH, IK, L M nazywaia sie y, y, y", odcinek CG,

@; GIza§iIL, m,m'. WiemyZe: y:y'=y'"y",
a mamy nayprzod okazaé Ze m=m'. Z powyZszéy

'l

proporeyi wypada, Ze: -zy—..—_-—y,— (znane zarytme-

lyki). A Ze: y=c*, y= Tt m 2 }'” — T +J;z-|—mr;
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] Jzeto powyisze dwa ulamki, biorge w mieysee ich

- a4-m (m-|-m-|_—m‘
wyrazow warto§ i, daig: ——= e czyli
; ¢’ )
c‘“——c"‘ a zatem M=, Powtme wiemy ie m—*m\
a mamy (Inwwéé LE trzy ustawione ¥ ¥ y" do i(}l_ll

-konicow naleZace, sa proporcyonalne,  PoniewaZ
4
m=m, siad takie cm=c™, iako tez, cx+m =",
i
' cr-f-m dcx+m_— '&'—f-m‘t: 1 C.fc-!-m
gpraﬁtc. S e o ,toiest: _.‘.:;_—'

.z-_-}-m-}-m'
:..._.-......_J_{_m - A Ze c’:y, _:.\:-!-Jrﬂ_“_yj .r-l-m-i-mr =

=y". przeto biorac w puwwsze dwa utamki warto-
'

e ‘.vyp_ada?.:_%s 3 zatem: yay'=y*:y’,

§. 97. Wniosek, ZpowyZszego twierdzenia
pokazuie sig, Ze wszystkie usiawione linii logary-
mirznéy, idace po sobie w stésonkach ieometry.
cznych uqalych i rdwnych, to iest tworzace postep,
ieometryczny, dawa odcinki do siebie naleZace, twp.
rz4ce postgp arytrmetyczny. A Ze takZe w kazdym sy-
stemacie logarytmicznym, liczby" daig posigp ieome-

tryczuy, a ich logarytmy, arytmetyczny (co powinno
bydz znaném z algebry); preeto i tutay przekonywamy

sig, Ze ustawione 83 liczbami; odcmkl, logaryimammi,
a liniia logarytmiczna, systematem logarytmicznym,

§ 98. Wniosek, Mieymy nad liniig odcin-
kéw BD, (F7.), wystawione dwie liniie logarytmi.
czne CE, CF lixaigce' punkt € wspélny, gdzie CB=
BD=r, lecz w picrwsz¢y DE=c; w drugiéy za§
ADF=g, a tak nazywaizc pierwszéy ustawiong i
a drugiéy y', kedre bierzemy do tego samego odcinka,
tutay réwnego iednodcei, bedzie zawsze: CyE=ct, B}
y=g* To iest dwie liniie logaryimiczne, maigce



103

jeden punkt wepolny, lecz ustawione, naleZace do
odcinka réwnego iednosci roZne, wystawiaig dwa ré-
Zne systemata, 2z ktérych w pierwszym ¢, a w dru-
gim g, iest iloscig zasadowg (§ g;) ToZ samo sig
rozumie o trzech, czterech i wigeéy liniiach loga- -
xytrmcznych a zatem ieden logarylm moze do bar-
dzo wielu liczb naleZeé, zmieniaige iloé¢ zasadowa,

§. 99, Wniosek, Ponicwa (F6) z prawey
strony €D, kaZzda ustawiona ma takie rownanie
y=c* (§. 94.) przeto nazywaige ustawione z lewéy
strony GD u, kiorych odcinki przeciwne wzglgdem
prawych s3 uiemne, bgdzie zawsze u==c™* = 'Ti_';
ktory wyraz iest tém mnieyszy, im — x wigksze, a
zatém liniia logarytmiczna réwnie si¢ z prawéy stro-
ny CD, od linii odcinkow, ciggle oddala, iak z lewéy
sirony, ciggle przyblia.,  Biorgc w reszcie —x, za

. . v v I : .
nieskoriczenie wielkie, wyraz —— bedzie nieskon-
i . 2 c* b +

czenie maly (29.) a tém samém moZna uwaZaé, Zesig
wtedy liniia logarytmiczna z liniig odcinkéw schodzi,
a wiec liniia odcinkow, iest przy linii logarytmi-
cznéy, niedostyczna (z wyobraZenia o niedostycznéy
w Jeometryi analitycznéy.)

§. 100. Winiosek, Dzielac (F6) € E=1 ogdl-
nie na r czedci i nazywaiae kazdg p, w kiorym razie
r, bierze sig za calo$é i r. p=1 wypada; wiedy,
nazywaige pierwsza ustawiong naleZgcg do pierwsze-
go p, 1+4-¢q, bedzie: 14-g==¢ (§. 94.), a przeto
¢ —1=¢. - To iest, maiac ilogé zasadowa ¢, dang
lub przybrang, wtedy oznaczone p, a tém samém r,
daie oznaczone q; iakotez przy oznaczoném c, kla:dy_
g iest oznaczone, wtedy takZe p i req oznaczone,
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§. 101, Wniosek. Biorac iakiekolwiek dwie
ustawione, y, iy+n, zktorych do pierwszéy oda
cinek x3 a do drogiéy: a-p (p, sig bicize wiém
samem znaczenu iak w § przesziym), weedy bedzio g
y+n=crtp, ay=c* (§. 94.), a prz-to: yhn—y=
Pt —c*, czylis n= TP — d=¢* (@ —1) =yq

(§. 100).  AZe: n=y.q, przeto, ,,_;i:_.__'_, atém

gamém ; -t = £

n q : ,
mienna w kaZzdym systemacie, ho maiae w iaki_mko]wiek
ilvsé ¢, to iest ilosé zasadowa danag lub obrana, wte-
dy (§ roo)taz sama wartosé na p, zawsze (gZ samg

, pdzie ilodé L jest nieod-

i . ’ . ’
wartos¢ na ¢ a nastgpnie na-% daie,  Biorac za§ w

§. 100, ilo§é r za nieskonczenie wielka, w kidrym
razie oczywiécie ilosé p, i znig n, i ¢, bgdzienieskoncze.

nie male; natenczas rownanie powyZsze; }'-% :-—p—,

q

zamienia si¢ na (akie; y'%?: -Z— (S. 34:)s @ przeto
sk oo o y. dx
podstyczna linii logarytmicznéy,  kidra -iest Th

(§. 71), iako réwna z wyrazem ol nieodmienﬁym,

jest sama przy kazdym systemacie nieodmienng. ‘Nad-
to taz podstyczny iest zawsze liniia skofczong: al.
bowiem gdyby byla nieskonczenie wielka, wtedyby
styczna od linii odcinkow musiala bydZ rownolegly,
co z wyobrazenia o linii logarytmicznéy, bydZ nicmos
Ze; gdyby za§ byla roawng Zeru, wtedyby styczna
do linit adcinkow, musiata bydZ prostopadla, co ztéy
saméy przyczyny iak wyZéy, takze bydZ niemoZe. Na-
‘zywaige tedy rzeczong nieodmienng iloéé a, w kiérym
razie oZ a, pizy kaZdym sysiemacie iest nieodmiens
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ne i skoriczone, bedzie ogdlne réwnanie na kada la.
: . R ydax
garytmiczna liniig takie: _d_}’ =4

§ 102. Twierdzenie, Nazywaigc iakakol.
wiek liczbg y, iéy logarytm &, natatenczas w ka.
Zdym systemacie takie rownanie ma mieysce: =

= (%)

Dowodzenie. Bioragc réwnanie ogdlne na
kazda liniia logarytmiczna, a tém samém na kaZdy

. y.dx w
systemat logaryiniczny, W:a, w kiorém y

lest ustawiong, a x do-dzx nalezace, odcinkiem usta-
wionéy y, a tém samém y liczba, a x logaryunem
iakiegokolwiek systematu, do y naleZzacym (§. 94),
widzimy Ze z tego rownania wypada takie: yda=ady,

a przeto dx = a, %f-», Calkuige za$ astatnie rowna-
nie, bgdzie: z=a.f. (%), kidre stuiy kazdemu

: ;  da .
systematowi; gdyz y—aza, z ktorego przeszle wy-

padlo, stuZy kaZdemu,

§. 103, Wniosek, Z poprzedzaigcego §., po-
kazalo sie, Ze do kazdéy liczby, w iakimkolwick sy-

. ¥ . 3
stemacie, zpayduie si¢ logarytm, mnoZac r;g_ﬂggﬁ_f‘_a;,

d .
wazu ~—-y—, przez podstyczng tegoZ systematu f kiora
' bi il

to podstyczna bedzie oznaczona, skoro syslgm, o
iest iloéé zasadowa bedzie oznaczona (§. 98.), iako teZ
“ilosé zasadowa, a 1ém samém system beda oznaczone,g
kiedy sig na a pewna warto§é wezmie (§. 100 §. TO1).
Cala rzecz tedy idzie, chege rzeczywidcie znalesé lo-



