
§. ;5:j. Wniosek. Maiąc równanie x ~ y i k&-
' • • : • . • " . • ! . • < - - > • : " -

dzie dx'== a: dy — y d z, iakoteź j j ~ r r dale Hę zr
. z 2 •• i ?

ś d r — 5r*jx i U ds>

J. 54. Uwaga; Dlatego w §. 50 i $• 5? tylko"
sposób wynaydywania różniczek pierwszych był wy-
łożony, albowiem z §. 41 raz ha zawsze'iuż się oka-
żało; iak z różniczek pierwszych wszelakie wyższe się
wyńaydui^. Nadal dla teyże samey przyczyny bidzie
tylko mowa b różniczkach pierwśzychi • "; .

§.55. Uwaga. Dot^d umiemy iuż różniczko-
wać wszelakie potęgi zmieriney , tak z wykladnikienj
iałyrri dódatnym^ iako też całym uiemnym; równie
złamanym dodatnym, iakoteż uiemnym; równiehie
iloczyn, iloraz, iako też summę i różnicę zmiennych.
A że wszelakie funkćye, iakie tylko bydź mogą. alge-
braicznej ś | tylko zbiory funkcyi poiedyńczych alge-
braicznych j przez dodawanie i odciąganie, mnożenie
dzielenie, potęgowanie i wyciąganie pierwiastków,
przeto iuż tem samem wszelakich funkcyi algebrai-
cznych różniczkowanie, z tego co się dot^d powić*
działo wypada, czyli iest tylko przyzwoitem użyciem
powiedzianego. Następujące §. $, wyiaśnia. to. Atoli
ciągle dotąd przyrostek szeregu naypierwszego (§. 15.)
Czyli co iedna. różniczkę dx, (§, 36) uważaliśmy za
iednostayna,, to iest, choć ona sama w sobie iako nie-
skończenie maleiąca, nieskończenie się zmnieysza, ••'
atoli biorąc do każdego X lozeamo nieskończenie
maleiące dx, toż samo iest tutay iak gdyby dx zupeł-"
nie się nieodmieniało, Daley będziemy także dx za
odmienne, to iest takie uważać, które samo będzie1
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imiało przyrostek* od siebie ,nieskończenie razy
fiinieyszy*

§.56* Z a g a d n i e n i e ^ Maią,c równanie 6 9ch Ł

imiennych, z których iedna ha iedney stronie w ie-
dnym wyrazie t druga zaś na drugiey w kilku wyra- 1
izach, żawikłanie ż sobą, połączonych się zńayduiej
iak toż równanie różniczkować? , , •

. s S o z w i ą z a n i e * Wyrazy żawikJanie się ż sobij
łączące, wyraźaią,.Bię prościey, lak aby ich części
dały się podług powyższych prawideł różniczkować j
i porem znanym sposobem się róźniczkuią,. jeżeliby
zaś wyrazy były zbyt długie i zbyt złożone, w miey-
Bce ich biorą się wartości, te się różniczkują, a w wy-
naieiTori| różniczkę, dane, w rhieysce przybrdnych
ilości, wkładaj się. Kilka przykładów

to dostateczniei

i) y-'z=. (ak + B x s - ^ t)x ł

ttt ieśt:
yn-amxa -|- Bmx i — I) mx« -f-

+ pBx a —Dpx 3

k więc:

M dy ±z s amxdx + 3Bmxa . dx — 4 Dmx*. dx

•̂  5 Emx ł. dx f apdx-f sBpxdx-^- 3 Dpx

.dx. (£47.)

„ftsrgj"* '^VC^+B.



to jest;

ł-+-Bx.T\ awi

^- c; rn d x \ , (§. 49.).^ m (i x \

a wiec

d y = (Ex + Fx2),(3Ax-Hx-3Bx^ dx + 4Ck3 dx)~
(Ex-ł-J?x*)2

4) y = l./

Niechtutay będzie:,
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a tak :

rc C -^N-L r f '. 1 '

ex*—Dx ? j l — { ax-ł-(Bx-)1 L
/ • M J

Jadx+-Y-(Bx2). fa^xdx| +

+{ax+(Bxa)nł~ f c

>dz = 3 EK. 2 dx — 5 G x l dx.

A że podług wprowadzonych wartości:

-^-3-, dlaczego, d y = z ( r d q + q d r ) cj.rdz,
»T 3

Z 3

(§, 49, §. 52.) przeto biorąc napowrot zamiast przybra-
nych, dane ilości, będzie:

* 1 . — d x - ~ 5 G x * dx



57- Wnioa&kv ^wyobrażenia o równaniu
różniczkowem (§. 45-/>'fiofazuie się że kiedy y iest al-
gebraicznyfi.mkf.ya d o x , natenczas ogólna forma różni-
czki pierwszey iesc taka: dy — Adx\ gdzie ilość-4,
może bydź zbiorem współczynników samych iedno-
staynych, ieżeli w sobie zmienney nie ma, a tern
samem, ieżeli wyższych różniczek nie masz ($41.)
lecz może bydź też funkcyą dalszy, ilości x, ieźfcli w
sobie x zawiera. Dzif-l^c w powyiszeni równaniu
obydwie strony przez; dx wypada cZy — . / I , ogólna

dx
forma stosunku różniczek pierwszych, czyli raczey ivy-
kładnika stósonku, róinicztk pierwszych. W równa-
niu dy ~A, biorąc A za dalszy funkcyą se, i kładąc

dx _ _
•w mieyscu żriiienney róiniczk^ iey ($.41.), czyli co
iedno iest, ró\źnicEkui;i,c na nowo A, wynayduie si^
różniczka druga funkcji algebraiczney x, do iedno-
staynego dx\§. 55.) którcy ogólna forma będzie taka:

iec-y—^B, ogólna forma wyHadpi-

ka różniczek drugich. Podobnie postępuiąc będzie:

"• . > y _ ,c l i y _ D
 d • y - E ; t d •

a wice ogólnie wynayduie się wykładnik stosunku ró-
iniczeir coraz wyższych funkcyi algebraicznych, uwa-
żaiac' dx "ż"a""ietln"osiayne:' różniczkując każdą dalszą
funkcyą x, na nowo, i dzieląc równanie przez dx.
Następujące przykłady przytaczają się dla wyiaśnie^
lilii rzeczy i

t] v • ' • ' d ^ y *



§2

i t. d.
5 =—58

a) y = mx : t

.„• ni 2 —x 3

— = ( m a — x 3 ) . 2 m x 4 - - ; m x 4 = 2n)3x-f- m x 4

dx — — ' ^ 3 H x S j » , (7n2—X1)*

' - ^ ^ C m 2 — x 3 ) . (am3+4irix3)-4-6x2 (g
ds1 — 7^^r^7r"

cix3

+ 6 mx5.

i t. d. -

§.58. Z a g a d n i e n i e . Jak się wynayduie ogól-
na forma różniczek funkcyi algebraicznych., o kilku
zmiennych ?

R o z w i ą z a n i e . Niech zmnienna £) będzie fun«
kcyą dwóch zmiennych x i y. A tak widocznem iest
ie zrnieniaia^c x, y rnoźe zostać nieodmienne, iako
teź zmieniając y, x może siq nieodmieniać, dla-
czego różniczka x, niezawisła od różniczki y, i przeci-
wnie;praetoróżniczkui;j.ccał^funkcyq.,nioinanaypizód
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uważać ilość y za nieodmienny, a * za odmienne, W któ-
rym razie ogólna różniczka będzie Adx (§. 57.).
Powtóre można uważać ilość x za nieodmienną, a
y, za odmienną, gdzie taka ogólna różniczka 'wypa-
dnie: JBdy: a zatem, uważaiąc razem x i y za od-
mienne, będzie : dQ=Adx-\-Bdy, co iest ogólną formą,
różniczek do dwócu zmiennych naheżących w krórey o
ilościach A i B toż sarno się rozumie co w (§. 57.)
z lym dodatkiem, że tutay mogą bydź także funkcya-
mi do x i y co zawsze od związku w iakim zmienne
są, zawisło. Podług tego samego, kiedy Z iest fun-
kcya. trzech zmiennych x, y, r, ogólna forma ró-
żniczki będzie taka:

d Z = A d x H h B d y + Cdr, i t.d.

5. 59. Wniosek, Z §.58. wypada iasno ii
różniczkuiąc, - iakąkolwiek f-unkcya. algebraiczny, o
kilku zmiennych, Dayprzód sitj jiierwsza zmienna, za
zmieną uważa, a inne za iednostayne i funkcya się
róźniczkuie; powtóre druga zmienna, uważa, siczą
zmienną a wszystkie inne za iednostayne i funkcya
się róźniczkuie; podobnie się robi potrzecie, czwar-
te i t. d , dopóki wszystkich zmiennych się różni-
czki, tym sposobem nie znaydą, w którym razie ró-
żniczka całey funkcyi, uważaiąc wszystkie zmienne
jako zmienne, iest zbiorem wszystkich poiedynczych
różniczek. Następuiące przykłady dla wyiaśnienia
rzeczy posłużą:

y = q.r,

dy ~ r d q + qdr. Toźsamo iak w (§. 49).

y =_q_= q. r~J.
r



dy ~ dq-—qr.~ s d r™ d q *—qidr — rdq — q d r .
. r . r i* i1*

Jak w (§. 52).

cy

) dx+łcy fa+aya) aaydy— (x-fay*).' cdy ~
cy c 2 . y 2

). dx + ( 4 a <•• x y 2 + 4a a cy 4 ) dy —
c y c a . y 2

c 2 . yŁ. o-, y*

—1 >uV
i •

(ex2

"I c2T7^

r r (2cxy+2 acy 3 ) dx +(2 3 c x n ' a + 3 n2 cy 4 — ex2) dy.

x

. (i + 2 B y . Z 3 x ) d x +

+ (x + a y a + Bx2. y.Z 3> Bxy 3 . dz

(ax 2 + Bxy3.Z + Ey). 3Bx 2yz a . dz.
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§. 6o. W n i o s e k. Niech zmienna R będzie
łrinkcyą dwóch innych x i y, a tak będzie dli ~ Adx
Ą-.B.dy, gdzie Adx iest różniczką funkcyi, uważaiąc
samo x za zmit-nne a y, za nieodmienne; wyraz zaś
Bdy iest różniczką funkcyi uważając samo y za zmien-
ne, a x za nieodmienne (§. 58). Kładąc w funkcyą
R zamiast a;, x-\-dx, niech to w co się R zamieni
nazywa się Z; kładce zaś wR zamiast y, y + dy, niech
to w co się ił zamieni, zowie się P ; kładąc nakoniec
w U zamiast x i y, x + dx i y + rfy, niech to w co się
JR zamieni nazywa się R\ Widocznem tedy iest, że
w Z kładąc zamiast y, y -Wy, zamieni, się Z na R',
bo wszystko iedno iest, czyli się w Z zamiast y, y 4- dy
położy, czyli też od razu, w R zamiast x i y, x -f dx
i y + dy włoży. Dla tey sąmey przyczyny, kładąc w P,
zamiast a:, x + dx, P zamieni się na R'. A tak Z—
Rzz Adx, P — i i — Bdy (§. 36). Uważai^c w wyra-
zie Adx, y za odmienne a x za iednostayne i nazy-
waiac różniczkę iego dAdx, taż różniczka się wynay-
dzie, kładąc w Z—R zamiast y, y + dy, w którym ra-
zie Z—B., zamienia się na ii' — P, i odci^gai^c Z—R
(§. 36); a przeto R' — P — Z + R~dA.dx, Takie
w wyrazie Bdy uwaźaiąc x za odmienne a y za iedno-
stayne i nazywaiąc ifgo różniczkę dBdy, taż różniczka
wynayduie się, kładąc w P — Ji. zamiast ;B, .TC -{- da;,
tllacztgo P — ii zamienia się na R' — Z, i odci^gai^c
P — ii (§.36), a więc R'—Z"— P + R ~dBdy. A ze
nakoniec R> — P — Z + R = dA. dx, iako też ii ' — Z
— P+R = dBdy; przeto d Adx ~ dBdy. To iest,
kiedy zmienna ii iest funkcyą, tlwóch innych zmien-
nych x i y, wtedy znalazłszy pierwszy część iey różni-
czki, w którey się x za zmienny a y za nieodmienną
uważa, iako też drugą część, w którey się y za zmien-
ną, a x za }edno6taynq. uważa, i różniczkuiąc pier-
wszą część daley, uwaźaiąc w niey y za zmienną, a a:
za nieodmienną, iako też drugą część, tiwaiaiąc w
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niey x za zmienną, a y za nieodmienną, obydwie osta-
tnie różniczki są. sobie rdwne. Przykłady okażą spra-
wdzenie:

i) Rr;ax 1-}-bxy s— cx 3y, a przeto

d R ~ Adx + Bdy,

, Adx ~ (2 a x + b y 2 —3cyx s ) dx.

* Bdyz:(2bxy — ex3) dy,

więc, dAdxr :(gby — 3 ex2), dy. dx,

dBdy rr (2by — 3 ex1) dx, dy. To iest '

(2by—^3tx2) dy. dx — (2by — 3 ex2) dx dy.

s) R:= (ax+bx.*yi). (ex2>y + fxy), a przeto

Adx = ( a x + bx2. y3.). (.3 eyx + fy). d

"•+• (ex2y + fxy). (a+?bxy 3 ). dx.
• . . • . ' "

rT(ax + bx2.y3). (ex1 + fx). dy +

+ (ex2, y +fxy), zb*1. ya. dy.

3 ) . (aex+f)dy. dx-ri isze.

(2 e y x + fy). 3hx7\ y2. dy. dx + sgie.

(ex2y + fxy). 6bxy2. dy. dx + 3cie,

(a + abxy3). (ex 2 +fx). dy. dx. 4te,
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dBdy z: (ax + bx~. y3). (2ex-|-f) dx. dy + isze.

-j- (ex 2 + fx), (a + s bxy 3). dx. dy + 4te.

-J* (e x 2 y -f- fx y). 6 b x y 2 . cl x. d y -f 3cie»

+ (2eyx + f y). 3bx*y*. dx. dy. sgie.

A tak wyrazy temi saraemi liczbami naznaczone,
są sobi * równe, iak iest widocznem; a przelo i cała
wartość dA.dx iest równa całey wartości dBdy.

$. 6l. W n i o s e k , Wiedząc, źe pod znanymi
warunkami C§. 6o)'rfAdx — dBdy, przeto, nazywane
ogólnie powyższe różniczki, «,<iy.. clx i pdx. dy(§-57)
liGclzie toisaino a^y- rf?;,.r: (3 rfa:. dy j a wiec o, ~ |3. •
A i e W d a —ady.da;,' z czego , dA—-ady, przeto

\ ~ a . Także dBdy S fida:. dy, z czego d £ =
yy _

SŻ S d.T, a przeto ( —.— ) = (3, a zatem, źe iuf «—,S,

bidzie talde ^ - j - J -- ^-^— J , gdzie się ułamki

Madą w nawiasach, dla krótszego zaznaczenia warun-
ków prxyiętych. Atak ile razy mieć będziemy różni-

~!- 1 niebędzie

• / d B > \ f i ' ? • i

równe wyrazowi t y ; Jf ty'6 r a z y rzeczona różniczka
niebyła prawdziwą, różniczką, funkcyi o dwóch zmien-
nych , czyli tyle razy do rzeczoney różniczki, funkcyi,
to iest caikowey, (co w całkowaniu bardzo iest wa-
źnem) znaleść niemozna. N. p. mai^c różniczką
x2y3dx + xiy.dy,iaUy A~x2y3, B~xry, a wi(-tc

dAzz$y*x2dy,i dB=5x2.y.dx, przeto Qj;J = 3yz,cc',
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x . . sdAS . iś\ ,..
3 ^ -Vi t o i e s t : ( - r - I i I -7— 1, m e są.. " \dyj \.dxj'

sobie równe; a zatem do różniczki x1.y*.dx-\-x3 y. dy,
nieznayduie sięfunkcya, czyli rzeczona różniczka nie-
była prawdziwą różniczką.

, §. 62. Wniosek. Kiedy zmienna R będzie
funkcyą trzech zmiennych 33, y, z, wteily forma ogól-
na różniczki będzie taka: d.R~Adx + Bdj +• Cdz
(§. 58.) A źe iedna zmienna od drugich zmiennych
niezawisła, przeto uwaźaią.c z za nieodmienną, a x i y,
za odmienne, będzie dR — Adx + Bdy, a więc
/dA\ SdB\ T T , . • , .
[-yj — i-r- J. Uważaiąc powtore y, za nieod-

mienną, a a;, i z, za odmienne, będzie dR ~ 4da;-J-
, . _ ' . • . / < M \ /'rfCN .;•;••'. , .

+ Cdz, a więc ( -7— ] — [ j - , )• Nakoniec uwazai^c

a: za nieodmienną, a. y i z, aa odmienne, będzie dRzz.

= Bdy+Cdz, a więc, (d£\=QL£X (§.58, §.6l).A ze UwaŹaiąć wszystkie trzy x, y, z, za zmienne od
razu, części różniczki całey, te same są. co wprzódy
($• 59)? przeto w funkcyi o trzech zmiennych, ilości

A, B, C, maią takie stosunki: (-j--J = ( T~ )»

przyczyny,kiedy iłbędziefunkcyączterechzmiennych,
x, y, z,q, w którym razie ogólna forma ięst taka:
dR— Adx + Bdy + Cdz + Edq, wtedy między
ilościami, A, J3, C, JS, zachodzą takie stosunki:
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/dC\ /dE\ . , , . , . , .
J — ł=: i —-7— i które sia znayduią, biorąc z części ca-,
\dq/ \dz/ "
$ey różniczki, każdą dwoikę przez i^czenie bez; po-
wtarsania , i poBtępuiąc z nią iak wyiey. Podług tego
jakakolwiek iest liczba zmiennych w.funkcyi, można
zawsze stosunki miedzy ilościami A, S, C, JD, E i t. d.
wynaleśó. A więc odwrotnie kiedy różniczka o trzech
zmiennych nie daie między ilościami A, JB, C, pod
znanymi warunkami, znanych równań, różniczka .ta-
ta nie iest prawdziwą różniczką, czyli do takiey ró-
źnicki, nieinaaz funkcyt. Toż samo si^ rozumie o
różniczcze o czterech, pięciu i t. d, zmiennych.

i.

§. 63. D e f i n i c y a . Dotą/l uważaliśmy różni-
czkę dx za iednostayną, (§. 55.), lecz często potrzeba
samo dx, uważać za zmienne, wtedy, przyrostek dn>"
gi, od dx nieskończenie razy mnieyszy tak się zna-
czy: d-x; przyrdstek trzeci: dsx; przyrostek ciwai'-
ty: d 4 a; i t, d. Różniczkowanie funkcyi pod warun-
kiem że dx iest zmienne, nazywa się różniczkowa-
niem różniczkowych funkcyi, dlatego Że każdą, fun-
kcyą, choćby była sarną, różniczką,, rnofna ciągle ró-
żniczkować. x

J. 64. Z a g a d n i e n i e . Jak si«j różnickuią. fun-
Itcye o iedney zmienney, kiedy samo dx iest zmienne?

Rozwiązanie . Ponieważ wtedy, kiedy dx,
d*'x, d3x, d*x i t. d., są, 2mieune też ilości wzglę-
dem siebie i względem x, są. oddzielnemi zmienne-
mi, to iest tyle co x, y, z, q, i t. d. znaczy;
przeto uważaia,c ie iako takie, funkcye zupełnie się
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tak róźniczkuią, iak się różniczkowały, kiedy dx-
było iednostayne. . Prykłady następui^ce okażą to.

y = x , dy=dx; d?y=sd2x, d9y==d3x, d 4 y = d 4 x ,

2) y:==x2, dy = 2xdx; d 2 y = ex.

gdzie się M . da; za iloczyn uważa, i iako taki ró-

źniczkuie.

d 3 y r= gx.d3xH-sdx. d2x

rs= 3x. d 3x + 6clx. cl 2x.

(Wyraz d2x2' znaczy kwadrat z drugiego przy-
rostka, czyli ilości" dzx.)

= 2 xd5x-flodx,d4x+2od2x. d3x* i t.

•j j * J — - - * •

sax,3d2y—6ax.2 dx.dy). y

v.dx dy+6ax.3
y* Mianownik do caiey

prawey strony.
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2ax3 y. d2y—6ax.%y. dx. dy

—-9 a x 3 y dx. dy-j-fi a x3 dy2

• y~4 \

ay*x. dx 2 —I2ax.2 y. dx. dy + 3ay.

2 3 d

i t. d.

§. 65* W n i o s e k . Z powyższego wypada że
maią.c ifunkcya^ o dwó.ch 1 trzech, czterech i r. d.
zmiennych, z których w kaźdey dx, d\<, dr, dz i t. d.
s% odmienne, i ziva£ai^c rzeczone różniczki, iako też
wszystkie dalsze, za oddzielne odmienne, natenczas
iunkcya różniczlcuie siq zupełnie podług g. 59.

§,66. W n i o s e k . Maią.c jakąkolwiek różniczkę
do iakieykolwiek funkcyi, znaleziony pod warunkiem
że dx, dy., i t. d. sa, odmienne, i chc^c ż niey znak-ść
taką różniczkę w kióreyby dcc za nieodmienne si^uwaza,
ło", wtedy wyrazy w które wchodzi d-x, dix, d^xit.d, '
opuszczą!^ się iako Ztra; pozostałe zaś wyrazy,,dai^
ź^dan% różniczkę. Toż samo się rozumie o dy, dz i t, d.

N. p.: y = ax3, d y = r 3 a x ? dx,

-f- 6axdx? ; d 3 y = 3ax 2 d3x -f- 6ax.tlx.d2x

+ 1 aax, dx. d

-ł- 6 a. dx?
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Uważając tutay w trzeciey róiniczc&e, dx za nieod-
mienne, opuszczaią. się wyrazy drugi i trzeci, w któ-
rych się znayduie dix i d2x iako Zera w takim raaie}

a tak zostaie do nieomiennego dx< d^=6adx^, to
iest tożsamo, co iest wiadomern z §. 40.

§. 67. Uwaga. Sposób wynaydywania róini.
czek wszelakich rządów, do funkcyi algebraicznych,
uvvażai?j.c dx aa nieodmienne, iuż iest w całey zupeł-
ności wyłożony i to tak co do iedney iako co do wie-
lu zmiennych. Także różniczkowanie funkcyi o ie-
dney i wielu zmiennych, pod warunkiem ze wszystkie
różniczki sa zmienne, iest rozebrane. Atoli co do
różniczkowania funlccyi, xv których wszystkie różniczki
uważaią się za odmienne, iesscse siê  wiele szczegó-
łów znayduie, o których tufay mowa niebyła, dlatego
ie przeznaczenie tego dziełka tego niedozwoiiło i £e
to co siq o nich powiedziało, iest dostatecznem, do
Jatwego zrozumieina wszystkiego dslszego, 2 óbsaet-
nych dzieł.

R O Z D Z I A Ł IV.
Zastosowanie rachunku różniczkowego do

iiiektórycli materyi.

§. 63. Z a g a d n i e n i e . Jak do Binomium
(1-4*a;)", w którćm ilość n iak^kolwiek bydź może,
znaleść

. R o z w i ą z a n i e . Widoc;znem iesc, łe iakiekol-
wiek znaczenie bidzie miała ilość n, wykładnik ilości
x w drugim wyrazie może bydii , wtrzecim2, wcsswar-
lytn 3, i t. d, A tak cala^zecz idzie tylko o ogólne


