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R O Z D Z I A Ł VII. ••:

Zastosowanie rachunku różniczkowego i cał-
kowego, do obrachowywania powierzchni
krzywych, brył, które liniie krzywe około
swoich osiów obracane tworzą, i do wynay-
dywania obigtoźci czyli bryłowatości takichźe

samych brył.

5. 157. Zagadnienie. Jak znaleść różniczkę
powierzchni krzywey, iakieykolwiek bryły, któr%
liniia krzywa około swoiey osi nieruchome^ obracana,
tworzy ?

Rozwiązanie. Niech AB (F. 2) wystawia na.m
łuk iakieykolwiek krzywey linii, któiśy osią iest AL,
a tak obracai^c luk AB około nieruchomey osi AL,
naokoło, utworzy się pewna bryła, którey powierz.-.
chni% łuk ĄB zakreśli, i tey to powierzchni, bez
Względu do iakiey linii łuk AB naltży , mamy smaltść
róiniczkę. A ie i tutay współustawione mogą bydi
lub prostopadłe lub pochyłe względem siebić; przeto
rzeczona różniczka dwóiako się wynayduie.

I) Hieth będzie ten sam łuk AB, i iego współ-
ustawionei AD~x, DB=y, do siebie prostopadłe.
Powiększmy łuk AB o nieoznaczony przyrostek: B dC,
natenczas x powiększy się o £)J£z=:BH=&x, a y,
o HC—^y. Poprowadźmy dalcy przez punkta C, Bt

liniią prostą, która przedłużona, niech się z osią prze-
dłużoną, w punkcie G przetnie. A lak obracaiąo
całą. figurę około nieruchomey linii GE, tróykąty
prostokątne GEC, GDB zakreślą dwa ostrokręgi
proste, z których pierwszego osią iest liniia GE, a
promieniem podstawnim Eć; drugiego zaś osią liniia
GL), a promieniem jiodstawnim DB. Nadto trapes



DBCE zakreśli ostrokrąg ącicty prosty, którego osią
iestliniia D J E . A ie powierzchnia ostrokręga proste*
go wynayduie się, mnożąc obwód koła podstawiiiego
przez połowę boku; przeto, nazyrvaiąc liczbę stosun-
kowy średnicy do obwodu iak pospolicie się nazywa:
7f, będzie powierzchnia krzywa ostrokręga prostego

GEC=X-zEC.—r= n,EC. GC; powierzchnia'zaś

krzywa ostrokręga prostego GDJJzzztf 2DB. =d

7r.DJ3.Gj3; a zateirt powierzchnia krzywa ostrokręga
ściętego prostego JDBGEzzTt- EC. G C—V. DB. GB
t=:it(EC.GC—DB.GB).

Aźet

HCrry +
, GC — GB + B C, Ztroy1c,-it6w zaś podobnych GDB,
BHC, taka proporcya ma rnieysce: GB: BD=BC: CH,
czylis GB: y ~ B C : ^ y i z tróykąta prostokątnego
BHC, BC=rJ/CBH 2 -f-HC I ) = l/ ( A ^ + A y * ) ,
dlaczego: GB : y = l / ( A x 2 + A y 2 ) : Ay, atemsamem

+ Ay ł), przeto: GC=GB + BC =
y-

Ąył) + V ( A > ł + Ąy»), daley:
y

D B r y ; a zatem kładąc w powierzchni ostrokręga
ściętego prostego, wyźey stoi^cey, zamiast tam będą-
cych wyrazów, ich wynalezione wartości, będzie taż
powierzchnia, któr^ dla krótkości U nazywani, takie
mieć równanie:
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Ay

XAx3 -frĄy
Ay

Biorąc zaś /\x, a tem samem Ay» z a c'4g'e się zmniey-
gzaiące, wtedy także wyraz drugi ostatniego równania
zmnieysza się i prędzey od pierwszego. Wziąwszy
nakoniec &x za nieskończenie małe, w którym razie
Ay, także nieskończenie małem będzie, wtedy wyraz:
łr. Ay-l^CA^2 -+-Ay2) = o się_ staie; albowiem iest
nieskończenie małą ilością, drugiego rzędu; wyraz zaś
5 it [/ (A^ 2 +Ay 2 ) iest nieskończenie małym pier-
wszego rzędu. (§.«7i §.39). Atakzostaie:

U = '3 it.y J/ (dx2 +dya)\ co iest powierzchnią
któr^'nieskończenie mały łuk BC zakreślił. Na?,y-
waî c więc powierzchnią, którą łuk cały AB zakreślił,
W;, wypada: : . < ..,

dW-= 2 f • y V/ (d x" + dy2), co iest szukaną r<J-
Iniczką kaźdey powierzchni krzywey, przy prostopa- *-
dłych współustawionych, (§, 34).

2) Mieymy łuk AB (F. 4,), iego współustawione
A D = x i D B = s y pochyłe. Spuśćmy z punktu B
prostopadłą na oś, nazywaiąc ią B M = y ; liniia zaś
AMz:x'niech będzie. A tak nazywając powierzchnią
krzywą, którą łuk AB około nieruchomóy o«i
cany, zakreśla, i tutay W, będzie••



a / iW-%Tii'.\/- (.dx>* + dy"). A źe łuk AB r6-
wńie przy prostopadłych, iak przy pochyłych wepół-
ustawionych, , wyżey, wymienionym, sposobem, tc£
gamS}. powierzchnią krzywą, zakreśla, któreyiest w oby-
dwóch razach taźsama różniczka, to iest powierzchnia
Łrzywa zakreślona nieskończenie małym łukiem B C ;
przeto powyższa różniczka należy takie do powier-
zchni W przy pochyłych wspołustawionych, tylko
potrzeba w tey różniczce wyrazy wspołustawionych
prostopadłych, przez wyrazy współustawionych po-
chyłych , oznaczyć. I tak nazywaiąc ka.t B O E q,
podaie się i tróykaita prostokątnego D B M , co na-
ttopuie:

y'=y.Ws.q,

DM = y.Dos.q, stą.il:

x'=x-ł-y.Dos.q. Daley będzie;

d y' = d y. W s. q

d x ' = d x + dy.Dosq; przeto. -1

dy ' 2 =dy? Wi.q', '

dx / ! !==dx a+3.dx,ay.Dos.q + dya. Dos.q*.

Kładąc tedy w różniczce: a*, y'. l/(d xłI +d y'a), żi-
miast niepotrzebnych wyrazów, ich wartości wynale-
zione, wypada;

? +sfdx.dy. Dosq +

Wsq')

a + S|dx. dy. Dosq

'•fdy? (W«q t+r>osq f i)|.
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Nakóniec, Wsqł •+• Dosq2~i, podług zasad try-
gonornetryi, biorąc i za promień, a zatem:

d W = 2 f t y . Wsq.l/(dx* -+- 2dx. dy. Dos q -f-
-ł-dya)>

fctóry wyraz iest szukany różniczka powierzchni krzy.
wey, zakreśloney jakimkolwiek łukiem, sposobem
wyźey powiedzi.inyni, przy wspołustawionych po-
chyłych.

§. 158. Wniosek. Chcąc tedy znaleść powierz-
chnią grzywą, iakieykolwiek bryły, utworzoney przez
obracanie linii krzywdy około swoiey osi nierucho-
mey, bierze się równanie linii krzy wey, która bryłę,
a tem samem powierzchnią, krzywy zakreśliła, " i ie-
źeh równanie iest do współnsiawionych do siebie
prostopadłych, róźniczkuie się i zmienia potrzebnie
aby się w niern różniczka powierzchni krzywey z pro-
stopadletni współustawionerui na it-.dtiey slronie u-
tworzyła, ieźeli zaś równanie ma wspótustawione
pochyłe, różniczkując ie, odmienia się potem
taky aby na iedney stronie różniczka powierzchni
Jcrzywey , do pochyłych współusiawionych, wypadła.
W obydwócli poiem razach, nadaie siq równaniu
taki kształt, aby się dało całkować, a wynaleziona
calowa, iako prawdziwa funkcya różniczki powierz-
chni krzywey,- daie szukany powierzchnią krzywą.
Chcąc daley szukaną powierzchnią, mieć wyrażoną
przez samo cc, wtedy wyraża się y i dy przez x i
dx w równaniu różniczkowym; iako też chcąc cał.
kową mieć wyrażoną przez sarno y, wtedy x i dx
wyraża się przez.y i dy. —

%. 159 Wniosek, Mieymy tróykąt prosto-
• kątny ADB (Fig. 13.) i obróćmy go około iednego

[12]
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z boków zawieraiących kąt prosty, n. p. około bolcii
D B ; a tak zakreśli się, ostrokrąg prosty, który tu
figura wystawia. Oś tego Ostrolaęga wystawia nam li-
hiia DB, a promień pod6tawnego koła, liniia A D.
Poprowadźmy daley przez jakikolwiek punkt E , bo-
ku AB, równolegli}, do AD, nazywaiąc ią EF i
weźmy AB~a, DB = [3, BF=x i EF=y. A
tak z tróyk^tów prostokątnych EBF i ABD po-
dług twierdzenia Pytagoresa, podaią. się takie ró-
wnania: .

- a a - ł - j 3 v , sąd:

Z podobieństwa zaś tróykątów EBF i ABD, taka
proporcya wypada:

B F . E B = BD:AB, czyli:
^l/(x 3-{-y 3)=:(3:J/( ? !

a+|3 i)} stąd:
. x.V>/(a24-pI)r:p.i/'(x.2+.y2); a tem samem:

x* (aI + p::)=:(32. (x2 + y a), albo:
y a + x I — x ł (.a ł+|3 ł ' ); przeto:

to iest:

^__ałx2 -f-|jJ x2 — |3łxł _ a ł x '

Wyciqgaiąc zaś z ostatniego równania pierwiastek
kwadratowy, wypada:
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y fcajćj 8t%d: .

P
ŁlyZtadJc; przeto!

aiąc zaś do obydwóch fcttoti dx*, dla tit
hia na iedn^y Btronie i-óźnicaki powiefźfehhi krzyweyj
będzie i -•

r

•; a w i ę c :

+d^) =

C?yli: biorąc zamiast y» wartość wyźey Stojącej

2 *> y. V ( d y2 + d x2 ) = a*^£5-.V/(a 3 +

Całkui^c tiakoniec ostatnie Irównanife, Wypada i
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Dla znalezienia ilości Consł,, weźmy xzzo, dlacze*
go bidzie także cała powierzchnia : ^ o , i wynale-
ziona całkowa, iako maiąca a; za czynnik, będzia
także Zerem; a przeto i Const.—o, Atak wyraz;

^ i L . | / ( a + ( 3 ) , iest zupełny całkowy Bio-'

rq.c w ostatnim wyrazie, to iest wcałkowey, *==/?,
odcinek równy osi, i nazywane całą. powierzchnią,
krzywy ostrokręgu, która wtedy do o; należy, P ;
wtedy z powyższey całkowey wypada:

Zł ff.a.AB,

ZH7C. aa . . To iest powierzchnia krzywa o-

strokre_gu prostego znayduie się, rnnoz^c obwód ko-
ła podstawnego przez połowę boku, Zupełnie toż-
samo co iest znanem z Solidometryi elementarney.

§. 160. Zagadnienie^ Jak obrachować iaką.-
kolwiek cze_ść powierzchni krzywey kuli, należącą do
y/spólustawionych od wierzchołka, do siebie prosto-
padłych?

Rozwiązanie . Nazywaiąc promień ko|a wiel-
kiego kuli a, wtedy mamy takie równanie na koło
ód wierzchołka . przy prostopadłych współustawio-
nych:

y2:—sax r-x', stq.d:

aydyrraadx—ssxdx, to iest:



481

ydy:radx—xdx, albo:

y.dy~(a—x)dxj przeto:

dy — (a—x).dx
y

a następnie:

dy 3 r r(a—x) J . d x g .
- y*

Biorąc zaś zamiast y*, wartość iego wyzey ^
i dodaiąć do obydwdch stron dx2~, dla wprowadzenia
ióźniczlci powierzchni krzywdy, będzie:

— a a x . d x ł

s> ax

a? d x a — a a x . d 2 ł a

aax—

? dx a

jax—x

1/ (d x 2 4- d y ?-

przeto:

tość zamiast wyrazu l / ( i a a ; — xz) z równania wy-
iey stoia_cego, wypada:

— — ; za«śm:

*1 f I X
- —

a więc:

2 Jr.y./,l/(dx24-dy2)= 17t.zx, hora to cał-
kowa iui ieat zupełny; albowiem biorąc x=O, po-
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wierzchnia całą, i całkowa -wynaleziona, jako mnoźo,
na przez x, są Zerami-; ą zatem,także ijpść 6'onsj—q.

§. J 6 I , W n i o s e k . Eliorąc w eałkowey prze-
szłego §fu, ^==2.a, w którym razie cała powierzchnią
krzywą kuli <lo takiego. x najeży, j nazyiv;Ha,c tqż po?
wierzchnią P , będziemy mieli takie rpwnaaie:

P ~ l n a. 2 a IZ 4 ^• a ? -

Ą źe powierzchnią wielkiego koła kuli ~ ? r ą 2 ; prze-
to powierzchnia kuli wyrównywa, powierzchni czterech
kół wielkich. Toz sarno co i z eleinentarney
metryi byłq znanen].

' §; r(>v,. Z a g a d n i e n i e . JaTę z ogólnego-rpwną-
nia ną pr/.eći^cią ostrokręg^we , obrachować powierz^
ĆJinią krzywej k{6vegokolwiek z rzećzouych przer
cięć?

Roz; wi ^zani e. Równanie ogólne ną każde
przecięcie ostrokręgą, pd wierzchołka wzięte, przy
prostopadłych wspcijustawionych itst ioi"

, _ p x s , . . -.,-,,•••• ,

y2~px-(--——., gdzie p jniąrę_, Hogc zas a, os

oznacza. Z równania fego wypada:

2y.dy=^p + J^Jiiąi.. styl:
2 n x"N

p-f -i— ).dx; czyli, biorąc zamiast
- sy~*

y wartość:
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zrf p~^p~-—jdx; przeto:

^J- dx2; wi

dx2

- l . ( a p x + p x 2 )
a.

==|(a p + 3 p x)2 Hh 4^CaPx t px2)|dx2;

a tem samem:

l/(dx»-Hly i)-dx.\, /{(a p -f a p s ) 2 + 4 a (a p x
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a zatem:

a nr,y.|/(dx1-ł-dy2)=:

(apx~p x2)j.

Biorąc zaś na prawey stronie ostatniego równania,
zamiast y, wartość z równania wyżey Btoiącego, bi-
dzie:

an y. l / ( d x s + ( ! y a ) =

3 JT, ̂ { a( aP xTP x*)}'d xl/{(apTaps)2 + 4̂

a 2) \

— •d

* dx

a zatem:

Chcą.c zaś ostatniego równania prawą stronę rzeczy-
wiście całkować,, potrzeba w inieysce niewymierne-
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go pierwiastka wziąść wymierną, wartość, przez co 6ic
ostatnie równanie na inne zamieni. Inne równanie
się polem całkuie, i na odwrót w ruieysce przybra'
nych wartości, początkowe się kładą,, a wynalezio-
na całkowa będzie szukaną powierzchnią krzywą ka-
żdego przecięcia ostrokręga, ogólnie wyrażoną.
Chcąc nakoniec z ogólnego wyrazu wynaleść powc-rz-
chnią krzywą, któregokolwiek w szczególności prze-
cięcia, warunki szczególnego przecięcia wprowadza-
ią się w ogólną całkową, a tym spososobem szcze-
gólna całkowa wypadająca , daie powierzchnią krzy*
wą do szczególnego przecięcia należącą..

§. 163- W n i o s e k . Chcąc paraboląidy po-
wierzchnią krzywą obrachować za pomocą równania
iey od wierzcliołka z prostopadłetni współfistawionemi,
posiępuiemy tak: Równanie wepornnione iest takiej

y 2 = px, stąds

a następnie:

j 2 y dy . . .
d x — —Ł J ; przeto i

, „ 4Y? d v s , ,
d x 2 ———=-• t a t e m . s a m e m :

. p "

4 ya. d y 3 •+• p^ d y ł

V ( 4 y +P°)» a zatem :

«) = ^ . V (4y



ą zaś obydwie strony przez 2 *y, dla utworze-
pia na iedney etronic różniczki powierzchni krzywey,
ł d i

gdzie dlatego się licznik i mianownik przez 4 pomno-
żył, aby łatwiey niewymierność pierwiastka znieść,
Końcem tego, niech bidzie; . -

u«, dlaczego^/(4y ł-f p a ) = u, stąd:

8 y d y = ; a u d u ; a tak powyższe równanie daje

takie;

a?r .y\/C d x ? + d y * ) r : ~ 2 u . d u . u ~ — u% du,

Całkui^czaś ostatnie równanie, wypada;.

* ) - ^ — + Const.

Biorąc zaś zamiast y3, zrównania wyiey stoiącego,
iego wartość napowrót, gdzie; u 2 sjz 4ya'-}- p2; a
u — 1/ (4y 2+p 2)» a. tem samem:

natenczas całkowa wypada taka: ! ., .'

2 *.f.yQlx* +dy>).= g ;C4.y»tP*)*+ Const.

Dla wynalezienia całkowey, bierzemy x~o, a tak
y —o, iakoteź cała powierzchnia = oj a więc takie
lówuanie siq podaie: :



Conat.,

== jr—' p 3 + Const.; przeto.:

Const. = &M&UJ 3 zatem, imywaiąc powierz-,

chnią, krzywy parabojidy P , zupełna całkową jest
taka: •,

z którey to formuły z łatwością powłerzchftia szykana
wynaleziony bydź może,

<J .164. IJwaga, Tak jak $\% w przeszłym §fie
postąpiło z pierwiaątkietp piewymieniyiri, wsze^dzie-
y? podobnych zdarzeniach podobnie się postyjuie.
Atoli wartości, które -przybieramy, co się samo IOZU-
jtnie, wedjug rpźnośpi okoliczności, róine byd£ r»usz^«
Wykład zupełny postąpienia sobie w każdetn sczegól-
nem zdarzeniu, kiedy w funkcyach różniczkowych
rjitrwiąslki są pie^yrnierne i kiedy szereg- nieskoń-
czony z nicli utworzony, niebyłby prędko si^ zbiega-
jącym, najeży tylko do obszerm-go dzida/o rachunku
pałkowyrr}, dlaczego tutay, tyjko się o łiirn wzmianka
czyfli. 'fozsarnp co się zrobiło z pierwiastkiem nie-
wymiornyrn w §. (64,'rozumiało ai^ także o niewy-
miernym pierwiastku w §.163.

§. 165. Wnios-ek. Biorąc równanie Cyssoidy
od wierzchołka z prostopadłymi współustawionemi,



które iests y ł = — — — - i róiniczkuiąc ie, wypada:

ąy. dy s=3.x a(2a — x). d x + x ' dx. (§. 53.);
( a a — x ) ł

= (6ax 2 — 2x5). dx; stąd;

y. dy s± (3ax ł —x 3 ) dx; przeto:
(aa—x) ł '

d y = ( 3 a x 2 — x3) dx; czyli:
y7(2a-u-x)i

d*y = (3ax ł—x 3). dx; a więc:

=s(3ax 1 --x ł ) 2 , dx*;
x3

-. (aa—x)ł

2 a — x v '

(9a łx ł—6ax i. + x<). dxa

= (9a°x — 6ax" + xJ), dx s; a zatem:
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dx» + d y a r= (9a_ł.x — 6 a x ° + x ł ) d x a + dxa,
(aa—x) 3

=(9a^x— 6ax ł +x 3 )dx 3 +(8a 3 — i^ 'x+6ax : l —x 3 ).
( a a — X ) 1 .

= (8 a3 — 3 a a x ) d x 3 , •

Wyci^gai^c zaś pierwiastek kwadratowy, będzie:

3x). a ł c l x 3 1 adx . y f S a
x)a, ( s ; a — x ) j ~ a a — x ^ VS3a

a d x

~ 2 7f- ax. dx.

(ssa —x)2. (3 a—x).

:2 it> ax. dx. l / x ,

V- 2 a—,;

a zatem:

2 _ _ r !

Wynalazłszy całkowy naznaczony, ta daie powierz-
chnią krzywa, Cyssoidy.


