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R O Z D Z I A Ł Vk
O s z e r e g a c h r ó ż n i e .

§. 15. Def inicya. Biorąc dwa szeregi,ieden taki;
x, x-j-mx, x+3trix, x+3rnx, x+4mx, x+5tnx... adruai:
•XT -ii1- IJU- tiUi' iAv- 'irV. 1 [ V

y» y i> y > y > y » y » zkiorych
w pierwszym, mx iednostayny jakikolwiek przyrostek
zrniennego x, óznarza, dla czego tenże szereg iest
ciągiem arytmetycznym, drugiego zaś wyrazy są ia-
tieoiikolwiek fuiitcyami x, lecz iednak podobnemi,
na.ten czas szereg drugi nazywa się szeregiem głd*
jynyrn, a równanie miedzy pierwszymi wyrazami oby-
dwóch szeregów, według okoliczności różne, podai^-
ce inne równania kai-dych dwóch odpowiednich wyra-
zów, rzeczonych szeregów, nazywa się wyrazem 6-
gólnym. Odciągane w szeregu głównym od drugie-
go wyrazu pierwszy; od trzeciego drugi; od czwarte-
go trzeci, i t.d,, na tenczas utworzy się nowy szereg';
który się nazywa szeregiem różnic pierwszych. Wyt

payduiąc podobnie iak wyźey, różnice wyrazów po.
sobie idących, w szeregu r(ńłnic pierwszych , utworzy
eię dalszy szereg, Jętóry się nazywa szeregiem .różnic,
drugich. Tym samym sposobem daley powstaia.ee
szeregi, nazywaią. się szeregami różnic trzecich,
czwartych, piątych i ntych. Różnice rzeczonych
szeregów piszą się tym sposobem; y1- —^ y ~~ ̂  y
y ^ - y ^ A y S y111' — y"; =; A y tt,
y I V — - y n l Z T /\ y1 1 1) to iest różnice pierwsze,
A y ^ A y = Ały> Ay11—AyJ=:A2ył-,Ay A
to iest różnice drugie. /^ z y r A 3 ) ' — A 3 5'»

lóinice trzecie: A ^ y 1 — Ą 3 y :— A 4 yi
A 3 y U _ A 3 y I - A 4 y I 5 A3 y«'_A3yn-A4y" ł

ż i czwarte: A"""* y r "™" A n ~ ł 5[~A°yii



12

l __ & n-t y I — £ n y I , £ n- l yHI£ y & y £ y , £ y
A n ~'y 1 1 — A n y n czyli n te różnice. Wyraz /\y
czyli różnica między y1 iy iest wyrazem poiedynczym,
nie zaś iloczynem z / ^ ' y» równie A 2 y różnica mię-
dzy A y 1 ' A y * e 8 t wyrazem poiedynczym i t. d,,
ziąd co innego iesl A * y iak /\y 2 > pierwsze iest ró,
źnicą; druj^y, a drugie kwadratem pierwszey różnicy
y, Toźsamo siq o innych różnicach rozymie,

§. i6. Wniosek. Ą tak wymienione szeregi
maiâ  fonnę taką:

y, y1, yJI, yf, y l v, yv,-,
Ay Ay1 Ay" Ay1" Ay l V

A z y A V A ł y" A ? y w

A3y A3yJ> A 3 y u

§. 17. W n i o s e k . Biorąc zż wyraz ogólny n, p ł

y ~ a , x , dla czego będzie y r~a.x- :j-ą,mx i;-ynzra.x,
-f- 2 a. tn x, y1'1 a. x -j- 3 a. m x i t. d., widzimy, iź szc..
reg główny będzie także ciągiem arytmetycznymi bio-
rąc zaś y — c x , a przeto y1 — ^+mx—*s c.x c1*1*, y11

—• c x + s mx —•- c x c > m x ? y c ^

c m x cmx_ c m x , w takim razie szereg główny iest cią-
giem jeomeirycznym. Biorąc za wyraz ogóiny co raz
co innego", • za każdą rażą kształt sz.eregu gló.wnego
będaie inny; a zatem szereg główny wyrażać może
wszelakie szeregi, iakie tylko sobie wystawić można,
co zawsze od wyrazu ogólnego zawisło.

§. 18. W n i o s e k . Kładąc wiakikolwiek xvyrazsze-
regu głównego zarniasix,x-|- mx, natenczas wynayduie
się,, następujący wyraz tegoż szeregu. To i.est kładąc
W ilość y która iest (uukcyą x, zamiast. x , x-f-mx, wy-
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padnie wyrazy1 it, d. Pokazuie aię_ to tym sposobem :iak
J)owstaie iakikolwiek: wyraz szeregu głównego z nad
sobą stojącego wyrazu ciągu arytmetycznego, zupełnie
tak powstaie wyraz dalszy tegoż 6zeregu, z odpowie-
dniego sobie wyrazu, ciągu arytmetycznego, i tylko
ta iest zmiana, ie w każdym dalszym wyrazie ciągu
arytmetycznego x, zamienia się na x + rnx ({. 15)5
stąd kładąc w iakikolwiek wyraz szeregu głównego za-
iniast x, x + mx, wypada dalszy wyraz tegoż szeregu.
N. p. Niech będzie y'tz x 2 , a tern sarnim. y I r:x 2 +
2x.rnx+mxa,yI1irx2+4x.mx-:lt4'mx!', \ I u r :x 2 +6xmx
+ 9mx2 i t. d. Biorąc tu w wartości na \^-, zamiast
x , x + m x , Wyraz x a zamieni się na k ' 4 2 x. m x +
+ mx 2 ; ^x.mx na 4(x + mi)mx = 4x.nix + 4mx*;
a. zatem cała wartość x s + 4 ̂ - rn x + 4 nix a, da ten wy-
razi X1 + 6X, tnx + 9mx a , który, iak wyżey stoi^ iest
dalszym wyrazem szeregu głównego^

tg. Wniosek. Ż. §. 15. wiadomo, ie

przeto A 2 y ^ Ay 1 — / ^ y r y 1 1 —y1—

A ży i r Ay11— Ay1 — A ^ + A y = Ay
i

^^yi"^— 3yH*J» 3y*—y, i U d. To iest wszelaki*
różnice daią się. przez same wyrazy szeregu głównego
wynaleŚć; biorąc na pierwsze, d\ya; na drugie, trzyj
na trzecie, cztery;" na czwarte pi^źj ha fcte ń^l* ił
wyrazów szeregu głównego.
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C, aoi W n i o s e k * ' B i o r ą c i " i , ifix£~ij y—xa,

wtedy forma (§. 16,) bfdzie taka:
x) i, s, 3t 4. 5. 6, 7, 8, 9, . . . . • . .
y) i, 4, 9, i6, 25* 36> 49. 64, g*»

A y ) 3. 5. 7» 9. iPi 13) 15* 17.
^ y ) g, S, S, 2, 2, 2, 3,
A 3 y ) o, o, o,. o, o, o,

Kiedy zaś yZzs.3 na ten czas będzie}
x) 1, 2, 3, 4, 5i 6, 7, 8, - g* • . . •
y) 1,. 8, 27, 64, 125, 216, 343, 513, 7?9,'

/^'y) 7» !9» 37> 6 r ' 9f. !27> 169, ^ 7 ,
.^.*yj ia, iS, S4, 3°. 36, 43, 48,
&>y) G, 6, 6, 6, 6, 6,.
^ 4 y ) O, 'O, O, O, O,

i t. d.
To ieat kiedy którykolwiek z szeregów, zaczynać

S|C od głównego staie" siq ciaigiern arytmetycznymi
w.tedy tylko ieden1 szereg, po nim następuie, wszy-
stkich zaś dalszych wyrazy, ' czyli wszystkie dalsze ró-
żnice są Zerami. ~ •

§. sr. T w i e r d z e n i e . Kładąc w iakim fcolwiek
szeregu różnic, w iakikolwiek wyraz w mieysce X,
5c+tnx, wynaydzie skj dalszy wyraz czyli bezpośre-
dnia dalsza różnica tegoż szeregu. • , .

D o w o d z e n i e , I tak mai^c różnicy^Y znaną,
kładąc w /\,y zamiast x , x H - m x , wypadnie/^y J i t .d.
Ą y 1 — y 1 [ — y l , y11 '-^ znaydzie się biorąx y*
Mciadâ c w nie zamiast x, x + mx(§. 18-) Niech to cze-
mu yii iest równe wyraża się przez y.i gdzie górny ha-
czyk znaczy iż się w y1 zamiast x, x+~m x kładzie.

A tak będzie /\iy
1 — yl~-*-yI. A £ey x i : y - f - ^ y

($. 1.), dla czego y?:= y~V A 7? Z 4 d ̂  y J = f +
jA ŷ.—.yT. Wziąwszy w reszcie z równania yI=y,zarnia8t

y1, y wypadnie A"y ^ F + A y — T s A y« ^o
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iest kładaó w / \ y zamiast x, x Ą. m x wypada

A
S+AyAy^pS+AyĄ^^zfy.Toż
samo o wszystkich innych wyrazach i innych szere*
gach się rozumie. ;

* • • '

§. 22. W n i o s e k i Ż powyższego twierdzenia
wypada, ie kładąc w iakąkolwiek różnicę, w mieysce
ka£dego»x, samo m x , i łącząc ie tak i z terni samemi
ilościami, z któremi i iak się x łączyło, a wyrazy ^ w
które x , nicwchodzi, opusczaiąc, wypada rdSnica do
takiego samego y, -lecz szeregu dalszego. I tak ró-
żnica każda dalsza powstałe z bliższey tego samego
szeregu, kładąc w niey zamiast x , x -f m x (§ a i ) ;
więc każda różnica dalsza składa się właściwie z dwóch
części, raz z różnicy bliższey tego samego szeregu,
powtóre z wyrazów różnicy bliźszey.tych, w których
było x, kładąc zamiast każdego x , mx. Pierwsza
część powstałe kładąc w różnicę bliższą zamiast x,
także x; druga zaś, kładąc ieacze w bliższa, różnicę
m x i ł^cz%c ie z innemi ilościami tak iak się. x łączyło*
Odciągai^c tedy od różnicy dalszey różnicę bliższy,
reszty ich będą. te wyrazy Iiliższey różnicy, w których
było x, lecz zmienione wzmiankowanym sposobem,'
która to reszta daie różnicę dalszy dalszego szeregu,
do tego samego y, • (§. 15), to ient różnica pierwsza,
daieróźnicę drugą; druga trzecią i t. d. N. p. Niech
będzie y — x 2 , z czego y * — x 2 •+-, S-x, m x + ni x 2 . W
takim razie /^yz^y1 — y r « a +2.x, mx-j- ni x " — x J r r
2x.mx + m'x;». Biorąc tedy w wartość na /^ y., zamiast*,
m x samo, a wyrazy, gdzie niema x , tufay mx>s

opuszcizaiąc, będzie / ^ 2 ± 2 m x ? ; / \ 3 y ~ o i wszystkie'
dalsze wyrazy także, równe Zeru. Biorąc y~x%
będzie y*. ^r ( x + mx)'3 ~ x 3 + 3słnrix-f 3 -g/mxf -\firix3*
a tak /\ y rz y z -r- y ^ x 3 tf 3 x.f mx +.3 x. m x2 4



X3 — 3x.anix-f3x. mxa-f-mx3. Tutay w wyraz gk
kładzie się zamiast każdego x, mx, to iest dwi
przyrostki mx, i drugi przyrostek mnoży się i pier-
wszemx, a pierwszy przyrostek, z drugie di x, i przy.
rosili z sobą, bo w xx tak się x z sobą, łączy; a lak
wyraz 3x2. mx zamienia się na taki 3. inx (sxmx^f
łnxa) czyli 6, xmx'* + 3 mx1. W wyraz zaś 13 x. m x2

kładzie się samo mx zairiiist x, ula czego 3xmx ! ża-
inienia się na 3mk*. A Więc Ą 3 y ~ 6 x m x s 4-6 mx*,
jnacżey można to samo powiedzieć : ż każdey bliźnziey
różnicy żnayduie się dalsza, kładąc w każdy wyraź
hiźszeyi w którym x iest, zamiast x, k + m x , wyhiie-
sibne do tey potqgi, do któiey x w tyih wyrazie było
wyniesione, opuśżcżai^c w tey potędźie nayWyżsż^
potęgę x, i resztę z Względnymi wyrazami l^cz^ć tak
iak się'potcga x łączyła, iakó też inne wyrazy, w któ-
rych x niebyło, wyrżucai^c. Iż* różnice wszystkie
dalszfe dalszych szeregów, wyntienionyrh sposobem
się wyhAyduią,, przekonywa także sprawdźehie rz^ózó-
hych różnic, to iesi. wynalezienie ich, i sposobem rże^
czonym i przez odciąganie. . Maiąc iuż wyżey y23x&i
yir: x2 + 2 x. mx.-j- m k2, będzie daleyyn=śx2 Ą-\ x. rhi;
+ 4mx2 , a wiechy C sk.mx-f.mx2, A y ' - j i m x
"+ 3 m i ' , stąd A 2 y — A yT ~ A T = 2 x, m x ą. 3 m k s

— akitnx-:-nix2żs^Hix2. Toż samo to wyżey i t.tf;
| ; 23. Wniosek. Dotąd uważaliśmy mkiakó

ilość iednośtayną,; lecz można także mx rówhit; iak ik.
i wszystkie dalsze przyrostki uważać za zmienne, i pd-
dobnie ie óżriacżyĆ iak różnice y, w którym razie sze-
tęgi, pierwsze dwa z §i 16. taką formę mieĆbędą:

A A 4

+ 6 A " X + 4 A 3x4- A 4 x , ż czego się

pbkazuie: i. ie lubo szereg główny może wiele iżfe-
Ów oznaczać iednak hie wszystkie iak jj, ly., albo-



wiemiuź arytmetycżriegb ciągu, iak ibrrha wskazuienio
wyraźa nadto źe zawsze równość szeregu od wyrazu ogól-
nego zawisła, a. Ze w szeregu głównym kłarląc zamiast'
imiennych, też zmienne i ich przyrostki, -wynaydzie
się dalszy wyiaz szeregu głównego, 3, Każdą różnic^
szeregów różnic mbżna wyrazić przez wyrazy szeregu
głównego. 4. Zę tu się nie natrafia na różnice równe
Zeru iak $'. 6. 5, Kładitc w iakimkolwiek szeregu r'ó-
źnici w iakikblwiek wyraz, zamiast zmiennych, t^i
żmiehhe i ich przyrostki, wypada dalszy1 wyraz tegoi
szeregu. 6, Kładąc w iakąkoiwiek różnicę zamiast
zmiennych ich samb przyrosiJci i łącząc ie z ibb% i inne-
łni tak iak si^ zmienne l^cza^, wypada dalsza różnica
tego samego y, dalszego szeregu, I t a k Np. co do
ostatnich dwóch szczegółów niech bidzie:

y~ax, a
yifż ax-|-a.^
y " •== a x ^ 3 ,

y l i l = a x + 3 a.
y w = a x . + ^

= y I — y — B - A x .

yr=a A^.+a-A 3

A 3 y=A*y - A ^ - ^ - A ; ,̂-
A3 yi=A*xtL-A iy'=> A3 x+

i

i t. d;



łnaczey kładąc w wyraz Ąyrta/^fc, zamiast A^*
Wypada a A x + a A * x które iest równe ż
ilości /^y? Kładąc zaś w wyraz /\y r~j

a A x ł z a m ' i a s ' A*• s a u ł Pr/'yr()StfeIc A 2 ^» wypa-
dnie a A i x > co lest.równe ilości A*y> a zatetni przy-
kład sprawdza to, co Ostatnie dwa szczegóły z ior-
toy szeregów ogólnie pokazuj.

& O Z D 2 I A Ł III.
Zasady rachunku różniczkowego.

j . 44. D e f i n i c y a . Z wyobrażenia o ilości, 0
czetn iuź siq i wyżey powiedziało, wiadomem iest, ie j

kazd^ ilość ttioźna ciągle powiększać lub porHnieyszpć,
dlaczego ilości fiayujękazefy równie iak naymnieyszey
niemasz i bydi nienioie. kiedy ilość pewna o ten Bain,
lub o co raz większy przyrostek ciągle się powiększa*
wtedy mówi się, źe ilość nieskończenie rośnie. Kie-
dy ilość pewna, o co rasS mnieyszy przyrostek ciągle
poninieysza się, wtedy mdwi się, że się ilość nieskoń-
czenie zmnieysz?. Ilość, która od każdey, choćby
bardzo wielkiey skońc»oney większą bydź może, nazy-
wa sic> nifrsk<ińc>-ehie Wielką* Ni p, każda ź równo-
ległych, wystawiając ią sobip z całym postępem ukoń-
cźiin\tti, równie niedostyczna (assimp(ota) krZywźy li-
tiiij iest ni(-skonczenie wielką; bo rnoźe bydź większą
od ka/.dey linii choćby bardzo wielkiey, która się iuź
daley nieprzedłuźa, czyli która i< st skończoną^ Ilość,
która bydź rnoźe rnnieysza, od każdey, choćby bardzo
irifiłey skońćzoney, to iest takieyj ttórey wartość da
iitj, oznaczyć, nazywa się nieskończenie małą, jtf/p.
niech będzie koło M ( F i ) , w nie"m średnica A B , U-
euwioneCDi £ F j liniia CG niech oznacza styczną*


