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UwaZaiac tutay w (rzeciey roZniczeze, da za nieed.
mienne, opuszczaig sig wyrazy drugii trzeci, w kto-
rych sig znayduie d3x i d?x iako Zera wtakim razie,
a tak zostaie do nicomiennego dx, d3=0badz3, to
iest toZzsamo, co lest wiadomém z §. 40.

§. 67. Uwaga. Sposéb wynaydywania rézni.
czek wszelakich rz¢dow, do funkeyi algebraicznych,
uwaZaige da za nieodmienne, iuZ iest w caley zupel
noéci wyloZony i 1o tak co do iedney iako co do wie-
Iu zmiennych.  TakZe réZniczkowanie funkcyi o ie-
dney i wieln zmiennych, pod warunkiem Ze wszystkie
réiniczki sa zmienne, iest rozebrane.  Atoli co do
roZniczkowania funkeyi, w ktorych wsaystkic roZniczki
uwazaiy sig za oldmienne, iesucze sig wicle szczegd-
tow maydu:e o kidryceh tutay mowa niebyla, dlatego
Ze pr‘Eézmczeme tego dzielka tego niedozwolilo i Ze
to co sig o nich pnw;edznlo, iest dostateczném, do
latwego zrozumienia wszystkiego d-lhz.ego, z obszex-

nych dziel,

ROZDZTAL IV
Zastosowanie rachunku roZniczkowego do
niektérych materyi,

§. 68, Zagadnienie. Jak do Binomium
(14a), wktorém iloé¢ n iakgkolwiek bydz moze,
znale$é potgge ? '

Rozwi;&zanie. Widoczném iest, Ze iakiekol-
wiek znaczenie bedzie miala iloéé n, wyktadnik iloSct
@ wdruglmwylaz::e moZe bydZ1, wirzecim2, wczwar-
tym 3, it.d, A tak calarzecz idzie tylko o ogdlne
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oznaczenie wspolczynuikéw. Aby zal wspélezynniki
mogly bydZ ogélnie oznaczone, toiest, (iak sic w Al-
- gebrze pokazuie, gdzie sig n, tylko za catosé doda-
tng bierze) przez wyktadnik n, i znane ilosci wyraZo-
ne, potrzeha nayprzéd szereg utworzyé z potesi, w
ktéryby rzeczone wspolczynniki wehodzity , are 2 pier.
wszego szeregu drugi, w ktdrymby takZe rzeczone
wspolezynniki znaydowaly sig i ktoregoby wartoéé
byta Zero. A wtedy podlug §. 7. dadza sig wszy-
stkic wspdlezynniki ogdlnie przez n, 1 znane ilodcj
wyrazi¢. Koncem tego niech bgdzie (I-fa)'=1 -
FAz+Ba2 4 Cx3 4Dt oyo...=Z. A tak
dZ=n(14-z)"~1dz, (§. 40.) MnoZgc Za§ obydwie
strony przez (I--x), aby w wyldadniku (n—1), —1
znie§t, dla doprowadzenia rownania potrzebnym spo-
sobem do Zera, wypada: (t4-z)dZ=n(1~-a)"dx.
Ade(142) =2, przeto (1), dd = n. Z dx,
a tém samém (I-f-x). —-Z:n.Z 2 czego (1--'.'--:::)—‘E
~nZ=o0."\ Daley ostatnie réwnanie zamienia sig na
szereg, kiorego warto§é bedzie rowna Zeru, biorge

zamiagt niektorych wyrazéw wartodei, maiace w sobie,
4, B, €, D,itd Itak:

dZ=Adx. +2Bxdx+3Cx2 dx+4Dx% dx.s..,
stad, d_Z:A+2Bx+3(]x".+4Dx’ w5 e

dx

przeto, (1-+x). il_g — A +2Bx+3Cx*+4Dx......
dx

4+ Ax+2Bx24+3Cx iues

azatem, (1+4x), (lZ—nZ—A+2Bx+3Cx +a4Dx*.,
dx

+Ax+2Bx®+ 3Cx..
—n —nAx —nBx* - nCx?,



64

A Ze lewa strona jest rowna Zeru, przeto i prawa,
To iest: _
o:(A—n)+(aB+A——nA), x+(3C+2B=nk) x*
4+ (4D + 3€C~nC) x* . . . , .

A tak: A—n=o, przeto A=n,

9B+A—nA=o, 2B=n A—Az=(u—1)A, przeto
=(n—1A=(n—1).n,
2 1. 9
5C+2B—nB=o, 3¢=nB— 3B =(n—2).B przeto,
=g B=(n—8) 0 =0n,
3 W
4_]:)+3C-—nC,—-_"0, 4D=nC~3C0=(n—3).C, przeto
D=(n—3)C= (n—3) (0 —2).(h—1)n.
4 L2084

1t.d.

§. 69. Wniosek, PoniewaZa+y= a("f'f_ .
dlaczego (L--y)" =a" (“"") przeto wzigwszy y=z,
a
bedzie (a+y) = a" (14 a)". To lest, co si¢ okazalo
o wspolezynnikach Binomium (1--x)*, (§. 68), to sa-
mo sig rozumie o wspoiczynnikich (a+y)", i kaZdego
innego. Co sig za$ tyezy wykiadnikow, widoczném
iest, Ze puw:edn..ne w algebrre, bylo a¢ rulm.m A
tak, czyli wykladnik n, iest caly lub Inmau), czy
dodatny lub uiemny, czyli nawet uroiony, zawsze
potgga z kazdego Binomium powstaigea zachowuie
teZ same pnwuih, to iest te, ktore w Algebrze byly
wyloZone, uwaiaigec tam n, zailoéé caly i dodang;
-gdyz wszedzie moéna raehunku réZniczkowego uiyé'
i toZsamo okazat.
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§. 70. Wniosck. A tak podlug §. 68, znaiac
do tego prawidia wyktadnikow , bedzie: ‘

T

N.p. (r2—x2) P =t (oY —x2)
F(—=F 1. —Lr. =5 px4) (— \i;f— --1. .77 x84

1.2 F AT, T8 3
H—s—s‘l-F--—z;—_&—m inni g
/1.2 3. 4.

itod.
Czyll wykonywaiac:

(r2—=x?) 2 =r+inTex® L3 i xS AT X
o e 2 8 1. 2 3

# 7:5.3. .77 X! 40,7, 5.2, n7" x4
10, 1,234 32 120 34.5.

To iest, kiedy wykladnik Binomium iest niemny
i tamany, wtedy potgga zamienia si¢ na szereg nie-
skofiezony. Lecz dla téy saméy przyezyny, zamienia
si¢ takZe potega na szereg nieskonczony, kiedy wy-
kladnik iest caly ale wiemny, lub dodamny famany;
gdyZ zawsze wykladnik pierwszey czgici niestaie sig
rowny Zera, a drugiey, wykladnikowi potggi. Spo-
sob wynoszenia kaZzdego pierwiastka dwudzielnego do
jakieykolwiek potggi, a tém samém wyciggania z (akiz
samey formuly kaZdego pierwiastka, bardzo wainy
w caley matemaryce, nazywa sig sposobem Newtona,
kiory go wynalazt, lecz kidry dopiero przez Kaestnera
ogolnie dowiedzionym zostal.

(5]
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§.71. Zagadnienie. Jak za pomocg roZniczek wy-
nale$é ogdlng wartosé, to iest, ogdlne znaczenie podsty-
cznéy , stycznéy, podnormalnéy i normalnéy do kazdéy
krzyweéy linii przy prostopadlych wspolustawianych ?

Rozwiazanie. Niech AB (F.3.) oznacza luk
iakiéykolwiek krzywéy linii, BdC iego przyrostek
nieoznaczony. Liniia B F niech bgdzie styczng inku
AB, przfz Punkt B; punkt za§ F przecigciem sty-
cznéy, z przedtuZong osig LA. Spuémny zpunkiow
B i C prostopadle do osi, BD, CE, a tak, teZ pro.
stopadle s ustawionemi, liniia za§ FI) iest podsty-
czng linii krzywéy.  Daley z punkws B, wystawmy
prostopadly do stycznéy B I, kidrey przecigeie z osig,
niech sig nazywa L, a tak B.L iest normalna; DL

~./za$ podnormalna, Wreszcie punkia B, €, polyczmy
. liniig prosty, przediuZiny ig aZ do przecigein sig

z przedluZong osig, nazywaige przecigeie G, i popro-
wadzmy przez B, rownolegla do osi, przecinaigcy
CE, w punkcie . A Ze Bd( iest nieoznaczonym
przyrostkiem tuku AB; przeto BH = DI, iest nie-
oznaczonym przyrostkiem linii AD, to iest odcinka,

kiéry si¢ nazywa x; CH za$§ iest nieoznaczonym

przyrostkiem linii B D, to icst ustawioney, kiora sig
nazywa y. Nazwawszy przyrostek pierwszy ma, a
a drugi Ay, podaie sig z podobienstwa troykatow
GDB i BHC, taka proporcya: ma: Ay=GD: y.
Lecz przybliZaige ciagle C I do B, pzyrostki ma,
[\y ciagle si¢ zmnieyszaia, liniia B G ciagle sig do

- BF przybliza, a stosunek maxz: Ay, ciagle sig bliz-

szym stosunku I'D: y, staie. Wz awszy nakoniee CE
za nieskonczenie bliskie od B.D, w kiorym razie ma
i Ay vieskonezenie matemi sa, wtedy stosunek maz:
Ay staie sig zupelpie rownym stésunkowi FD:y
(§. 24); przeto proporcya powyisza, zamienia sie na
taky:da:dy = I'D: y, (§. 34)5 a zatem FD = y.dx,

dy
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czyli nazywaiac ogéluie podstyczna kaZzdéy krzywéy
linii §, $=y. dx Uwazaige troykat prostokgtoy

dy
FDB, bedzie FB* = FD*®*+.D B*, wzigwszy za$ za-
miaat 1-‘]_}' iuZ wynaleziona wartosé, wypada: FB? =
i 2 — 2 Eﬁi " 2
¥ dy —ty, CZ)II FB ._....y 5 a5 +I>,_a przeto:

d::..

FB=—y. +1); albo nazywaiae styczna

kaZdey krzywcy lmu ogolnie T', T'=y. |/ dry 1).
UwaZaige daley tlo_yka‘l_v FBD i BLD podobne

migdzy soba, widzimy iZ w nich taka proporcya ma
mieysce: FD: y=y: DL, czyli biorge zamiast FD

; l
wynaleziong warto$é: . {—d?-r y =y: DL; przeto
. Vol .
DIL=y ):l_i = d 7. albo nazywaiac podnormalna
kaZdey kzzywey linii ogolmt SN, SN= -%—Y— — Na ¢

ostatek z troykata prostokqmego DBL, podaie sig:
B L*=y*4-DL?, to iest, biorac zamiast D L, warco$é

r’v ' d - .
wynaleziong, B L?* z=y*4y2 d:j’ = (d_i? o 1) 5

a przeto: BL=y.}/ (a‘;:_: -+ I). albo nazywaigc
normalna kazdey krzywey linii ogolnie Ny, N =
= %'l (jl: + 1).
§. 72. Uwaga, W'iedza‘c iuz ogélnie, Ze
S=y. E qi=ry. 1/( ——+ 1), SN—-y dy
N=y.}/ Cdm" ) i szukaige do iakiEyl'o‘lwiek

linii krzywéy ktéréykolwiek z wymienionych liniy, w
wyrazach skonczonych, wtedy do funkeyi linii krzy-
v
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wey z plostopadlemx wspohulwuonem: szula sig rd.
niczki;, ktérey sig na iednéy stronie taka forma daie,
iﬂ.kﬂ, ma wzimiankowana ll[lli'] 4 war IDSC skuncrorla rze-

«ezonéy ogolnéy formy, daie liniig Zadana. Ttutay to iuz .
sig pokaZe niezmierna wartosé rachunku réZniczkowe-
go, za pomocy ktérego rzeczone liniie przy kaZdey
krzywéy, bez poréwnania, krodzey, prosciey i latwiey .
sig wynayduig, iak za pomocg niZszey Analizy. Po-
kazuie sig tutay takZe z§. 68, i §. 71, iZ ieeli dowo-
dzenia niZszey Analizy sy ogolue, to dowodzenia ra.
chunku wyZszego, czyli wyZszey Analizy, s3 powsze-

: fa -, ;
chne, AlbowiemS =y, fd—; iest przy kaZdey krzywéy

linii; wynaydowanie za§ podstycznych, np. do para-
boli, Elipsy, Hyperboli i t. d. w wyrazach skonczo-
nych, bedzie tylko rzeczondy formuly zastdsowaniem,
Przeciwnie za$ wynaleziona warto$é¢ na podstyczng do
iakiéykolwiek krzywcy, np. Elipsy podlug niZszey
Analizy, niezawiera w sobie, czyli nie da podaty-
czney do Paraboli, Gissoidy, Konchoidy it 2,

§. 73- Wnicsek. Biorge réwnanie na kolo od
wierzchotka i w ni¢mm promi‘n nazywaiac r, bedzie
yr=arax—a, Cheag tatay 1) Wyﬂ’llthr.. podstyczng,
pracz wyrazy skoticzone, rownanie sig roZniczkuie, a
tak ay.dy=2rde—2zdx, czyliy. dy=rdx—zxdx,
to iest y, dy = (r--x). d=, o réwnanie nazywam A,
Daley w rownaniu ., abym mial ogblna warto$é
podstyeznéy (§. 71.) obydwie strony dne ¢ przez dy. i

dax y. dux

. y
ez r—zy Ziad bedzic—"———=——_ 2 wicc
praesr—z, qdbgdaic T —=—F, 2 wig

dy —

2 y* . .
._‘_-_, czyli kola §=2 sy Biorac x=1r, Dbedzie
R : i
vz .
S==2—=—on y o iest do odcinka réwnego promica
0
riewi, ' podstyczna iest rownolegla do styczney. Bio-
ric x>, wtedy 5 bgdzie uiemne, 1o lest wtedy pod
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styczna i styczna z drugiéy strony sie schodzg. Wiazy:
stko toZsamo co iest z clementarnéy Jeometryi wiado-
mém  Cheac podstyczna, to iest prawg strong réwna-

2 =
‘nia, S— Y, mieé przez samo i wyraZong, za-

——
miast yz, bierze si¢ wartosé z funkeyi kolta, a be-
F Qry—gx® 4 ‘ .
dzie S:—?-—-_-. Clicge wreszcie mieé podstyczna,
C—a

wyraZong przez samo y, Dbierze si¢ z funkeyi kola
‘warto$é na x, ktora iest taka x = + |/ (2 —y2)r,
to iest kiedy 2 >r, 2 =4/ (r2—y2)4-r; kiedy x <<r, 2 =

..._‘/(,-"a‘-._}ﬂ )+1-’ a quzie S=I'_:X]-rl;-{_;"_:—_y;}w?' , dla-
czego plerwszg raza podstyczna, iest uiemna a
drugy dodawa. Przy kaZdéy innéy linii cheac mieé
wartosé, przez funkeya iednéy zmiennéy wyraZo-
ny, robi sigtoZ samo co tutay. 2) WeZmy ro-
wnanie 4, to iest: y. dy == (r—=x).dx, 'z ktore-

. dx ¢ o gEY
go iak wyZey wypadazy— = [ przceto I =

12

T =)t

dodaige do nich y2, aby mif-c'; ogolng wartosé sty-

, @ Wigc mnozac obydwie strony przez y2 i

dx
czney (§. 71.), wypada: )'27 +y? (r_x),-!-)’ ’

13— yi" 2
czyli: (d +1).) =\t e +1) .y %,azaléms:

”"/(dy_Z, )= (FEmrr)=

=r.'!’__} V {}': + c,-.-.. ?)1 }. To ieststyczna kola

T = rix.v{ya,i_.(r—x):} ktéréy ré%ne wlasnoéci od-

kryé moZna, biorac wréZne wartosci na z, tak iak
‘wyZéy przy podstycznéy. 3) Wzigwszy rownanie 4,
to lest: y.dy = (r=—z)dx, i dzielac' w niém oby-
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dwie strony przez dz iy, dla znalezienia ogéluéy

i : dy r—x - .
wartodci podnormalnéy, wypada, T y a wigg,
“x

-z—m——r—x, to iest podnormalna w kole, czyli: SN=

r—=z. ToZ samo co zJeometryi elementarnéy iest
wiadomém, albowiem normalna przechodzi przez

§érodek kota.  4) Biorgc rownanie %:-r—}:, wyno-

szac ie do kwadratu, mnoZac przez y*, i dodaige do
obydwdch stron y* , wypada:

,_( )

y.? +y y _+1f“‘=(r~-x)’L -+ y*,

(I x’

a przeto:

b V(dx* )=V{(f——X)°+y1}, to iest nor-

malna kola,
N=l/{(r—x)=+y=}.

-WyraZaige N, przez sama funkcya x, sposobem wy.
‘Zey wylozonym, bgdzie:

N =V{(r—xs‘.+ ﬂrx-.-—-':ac’}=1/(r2 — ATX X2

+rx —x*) = r*=r.

To iest normalna w kole iest promieniem.

§. 74. Wniosek. Biorge réwnanie na para-
bolg od wierzcholka, to iest y*=pux, i 3zukai4c
1) podstycznéy, quzie 2ydy = pdx, a wige

d 2
Hd_y{ j;y’ przeto y —— d % , to lfiﬂt fvParaboll
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2 *
S:_-E;‘li-—. Chese wartodé wypadly wyrazié przez fun.
keya a, bedzie S:?—?: 2z.  ToZsame co iest
z niZszey An’alizy‘znnn ém. 2) Szukaige stycznéy bierze

o 1 ; dx_ oy : ;
sig rownanie A to iest: E?=_P—’ z tego, daigc mu

forme potrzebna, wypada:

, dx? r-—i,_ dx? =1 .
Yo gy HV =0 +y,02yhy( )-—

=yh (4p—_—+1), a przeto: y[/( 2--|-- )_.

=—:;— V(43> 4+ p2), to iest styézna paraboli

T= %,1/(45-34-92), 3)'Dla znalezienia podnormal-

néy, weZzmy rownanie .4, czyli: -z—y:},i, a wigc tak-

S el W o P i A—
Ze bedzie, P T przeto yd 4y Yo s b0

iest podnormalna pnraboll SN:—Q— iest nieodmienna
_w kazdey paraboli. 4) Szukaigc normalnéy, weZmy

rownanie powyZsze —‘;i:%, a dawszy mu formg

potrzebna, bgdzie: y2*--y* di p y —y*, czy-
liz y. (d 1+I)"“£—-ﬂ aﬁrzetoyi/ ~w~+1)—

=-;-—.l/(p=+4y’), to iest normalna paraboh N=

=%V(P’+'_w‘}
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§ 75, Wniosek  Biorge rdwnanie na Elipsg

'i Hyperbolg od wierzcholka, ktére iest y*==px 3 pz?,
a@

i szukaige 1) podstycznéy, bedzie 2ydy=pdxF2pxdx
\ a

apdx Impa:(!x: (a.p .L. apx o

czyli: 2ydy=—

przeto: E:——-——My_ﬂ —, ktore réwnanie niech sig
dy™ uap 4 2pz

dx__8ay?
zowie B, a w:qcydy T

2
podstyczna 5_____5’_2},_, a hyperbth'—
. dx__2ay?

; y R s t

Biorage w rownaniu yH T 7am1as} 93
o 2 2
warto$é, bedzie: yjz Mp_xizp:c ....( o x)
. y ap ¥ opx a2z

To iest Elipse migdzy soba i Hyperbole m1qdzjr 50
ba, na iednéy osi wickszéy wystawione, maig pod-
styczne réwnych odcinkéw rowne; gdyZ miara nie
wchodzi w ich wartodci, a tém sameém ich niezmie-
nia. TakZe z tey przyczyny pokazuie sie daley,
iZ podstyczne 1zeczonych Elipsow i Hyperbol,
w iednym punkcie, na przedluZonéy osi, 8ig
schodza. 2) Chcae znaleéé styczng, bierze sig réwna~

, to iest Elipsy

,','2
F..l_.nPI

. e di 2ay '
nie B kiore iest: a—}—'_—m' a dﬂ,‘lvsz}" mu po-
- trzébny forme, bedazie: + oy
Jestnq: beduiet gkt Fapay Y

lx? 4a? y?
cz 11 : 1) =
e st (a5 ) SN )L

| przeto A +I) T VG«:» -i 2px)* I)=
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=
np+ 2px

l/{4ﬂ y*(ap +2px)“}, to iest sty-

| y
czna Elipsy T_ap——— e

v{4a=y=+(ap—~2px3=}a_

_....}' 2 2 20
hyperboli za§, T= T V{qa. y2 4 (ap4-2px) }.

3) Dlaznalezienia podnormalnéy biefze sigréwnanie B,

dx__2ay y_ap+"px

to iesl: ‘(T;l m‘, Z ktorego wypada 2ay ——y
1 2 - :

u:f-t-}-I—--‘h—---P—:f, to iest podnormalna elipsy,

rZeto :
P dx 24d

_._ ap—2pzx, T ._ap--2px
SN= sty hyperboli za§, SN..;P—QE!-«—. 4)
Szukaigc npareszcie normalnéy bierze, sig rdéwnanie

dy _apfapzx

powyZsze: 1= g ktérego, robiac zmiang

2
potrzebnq, dla normalnéy, wypada: y. dy e —

IZ

(apF 2px)* y*-y>, czyli upraszczaige: y2 %)‘:‘—24-1)
4a2y3

d 2
=(ap Fapx)+4y?, a Przeto Yo 1/(—&{3-4- 1)«_—
4a? .
=-2E.l/{(a P¥apx)*-4a? y‘}, to iest normalna
elipsy, N:;-a.l/ {(ap —9px)* -4 4a® y’}; hyper-

boli za$, N.=QL- l/{(ap+2p-r)’+4af y‘}.



