
R O Ż D Z I A Ł I.
O fuńkcyach w ogóInoSci i o zamienianiu

ich;

§. i. J L / e f i ń i c y a. Ż zasad pierwszych mate-
matyki wiemy, że kaziły ilość, można bez końca po*
więkażać lub p"orhniey'8zać. 'Od bko-licźnóści tylko
zawisło, czyli ilości w takim stanie uważamy, w któ-
rym wsżelalkie a wszelakie wartości mieć mogą, lub
w takim, w którym tylko iednęi albo oznaczoną ich
liczbę inaią. Ilość która się żnayduie w pierwszym
stanie nazywa się zmienny (variabHis) zhayduiąca się
w drugim iest iedhośtayna (constans). Ilości ie'dno«
'Btayue żhaćżą 8>C lub liczbami, lub tez gdy są ogólnie,
pierwśżterhi zgfóśkami alfabetu; zmienne zaś, pospo-
licie oetathiemi. Strżedż się tutay iedhak p'otrżebat

aby nie mieszać znanych i nieżnariych niźsżey Anali-
zy, z itednostaynerni i zmiehneirni Wyźszey, z których
iedne i drligie iednakowo śiq znaczą. Główna różnica
między pierwszemi, a bstathiemi, iest nayszczególniey
ta, iż pierwsze ściągaią się tylko do szczególnych, drugie
ź;iś do ogólnych stosunkdw. Dlatego tak iednbstayne
iako zrriienhe ilości, hiog| bydź według okoliczności,
za znane Iiib nieżhahe uważane. Ń P . W równaniu;

• . . • • • » ' i * " ..• *iest x tylko nieźnaBą ilości4i bo tylko Uwife Wartości
ma, iak formuła wakazuie; lioiti a iest Łyikb znaną,
iŁLbó źa^q[iUi|ćąi źtiahą ilość, bo ptzybieliiąc ih
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wartości nax, ilość a niemoże zoslać nieodrnlanioiią,'
Przeciwnie w równaniu Paraboli, y 2 r = p x , gdzie
y—_+_ c y v p x , ilość x'iest prawdziwy zmienną., a i-
lość p , prawdziwą iednostayną; gdyż x może mieć
wszelakie, a wszelakie wartości, a ilość p, się nieod-
mienia,' Ilości zmienne a% lub algebraiczne lub prze-
stępne (transcendentes) pierwsze są tę, których stosun-
ki do kdnostaynych, dadza_ się przez równania wyra-
zić, do ostatnich zaś należą, które rzeczonych równań
niemaią, lecz w mieysce ich szereg nieskończony ko-
nieczny.

§. y. Wniosek. Ilości zmienne zawierają, tedy
w sobie wartości dodatne, uiemne, wymierne., nie-
wymierne, prawdziwe, uroione, nieoznaczenie wiel-
kie, nieoznaczenie małe,, iako też Zera, To iest
wszystkie wymienione wartości, mogą, bydź na nie
brane,'

§. 3. Definicy a. Każdy wyraz, który się skła-
da z ilości zmienney i iednostayney, w iakikolwielc
sposób z sobą.połączonych, nazywa się funkcya, ilości
zmienney. NP. x + a x : — b x 3 + cx ii-st funkcya ilości
x; my + py 3 + gy 4 iest funkcya ilości y; w równa-
niu y —ax + bx z , ier>t ilość y, lunkcyą do ilości x.

•§»""Ąt, Wniosek, Biorąc powyższe równanie
yzrax + b x a , w,którem ilość y, iest funkcya do iló-
ści'x, i szukanie 'A niego wartości tia ilośóx, którą iest:
x :z +_c\f /* y +'a a S ~ a » j wtedy pokazuie się, że

^ i 4!) V a b
iw temże równaniu także x iest funkcy^ do y- (§, 3.)
To iest maiac równanie o dwóch zmiennych, na ten
czas iedna zmienna rest funkcya drugiey zmienney. •

§. 5. Wniosek. Ponieważ w prawdziwey
funkcyi ilość zmienna koniecznie się znaydować musi
(§• 30> przeto każda funkcya, iest także snuta zmien^
ih .̂ Dlatego mogij si<j znaydować wyrazy; które tylko
pozornemi iunkcyami aą. Takiemi sa np.; a y °-?



111+iyV a Ł a 2Y) które są. nieodmienne, gdyż ilość y,
• a — y . , . • . , •••

w nich stoiąca nie ma żadnego wpływu, na iednostay-
nej a ttśm samem, nie koniecznie tam, lecz tylko
przypadkowo stoi.

§. 6* D e f i n i c y a . Funkeye są bardzo róźnoga-
tunkowe« Naygłównieysze gatunki są następujące:
Funkcye algebraiczne, lub przestępne (transcenden-
tes); podohne'<4u,b niepodobne; iedno lub wielokształ-
towe. Algebraiczne funkcye są te, w których ilości
zmienne są algebraiczne, przestępne zaś, których
ilości zmienne sa. przestępne. Np, funkcya:
y 4 —• px — p x 2 iest algebraiczny, albowiem między
: a .'

" zmiennemi i iednostaynemi ilościami, równanie ozna-
czonego kształtu, to iest prawdziwe równanie, ma
inieysce. Przeciwnie? y a :=ax-)-bx a + cx 3 + d x 4 +
C K 5 . . . . . . iest funkcya przestępną; albowiem
Jmiędzy zmiennemi a iednostaynemi ilościami, pri-
wdzlwe równanie znalezione bydź niemoie. Maiąc
iednak funkcya, w równaniu dana,, to iest algebraii
czną., i wyrażając i«j przez szereg nieskończony, ta
funkcya nieprzestaie bydź algebraiczna,, czyli nieza-
niier.ia się na przestępna, i tylko ta iest przestępną która
koniecznie przez szereg nieskończony wyraża się, nie-
daiąc się inaczey wyrazić. Podobne funkcye są te,
w których zmienne z iednostaynemi, zupełnie w ten
sam sposób się ł^czij.; wszystkie zaś inne są, niepodohi-
ne. Np. : y — a + b x + e x 2 + d x 3 . . . iako też
q^r-m + n z-fkz 2 + lz 3 «•,-'••' są. funkcye , podribne';
przeciwnie zaś: y r r m x + p x a , i, z~_jż.°\f i"ax-(-x2)
+ b x 3 są niepodobne. , Jednokształtowa funkcya iest
ta która ma iednę wartość, dwukształtowa, która ma
dwie, wieluksziaJtowa, która ma wiele wartości, na«
dając iey zmienney iednę oznaczoną wartość. N , P J :

iest funkcya iednokształtowa-P bo na-
[ 1 *
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daiijc iey zmieni) cy, to iest ilości X, oznaczony war*
tość, ilość y to test funkcya do X, będzie miała tylko
iednę wartość. Przeciwnie: y z=. ax-f'bX2 + ex 3 dla
czego: y ^ j t ^ (ax + bxB + cx 3) iest funkcya dwu-
kaztałtna, bo biorąc wartość oznaczoną lit iey zmień-
nąx, ilość y, to iest funkcya ilości x, -będzie miała
dwie różne wartości. Funkcya y sz^tń4-p x.-f- dx3 iest
funkćyą wielu kształtową dla tey sntney przyczyny*
Oprócz tego znayduią się ieszce wymierne" i niewy*
mierne funkcye. Pierwsze'są te w których zmienne
ilości nie rnaią znaku pierwiastkowego, ani wykładni-,,
Jta ułamkowego, nieznoszączego się, drugie zaś, któ-
re maią znak pierwiastkowy, lub wykładnik ułamkowy
nieznoszący się przy swoich zmiennych. Np.: y 2 —
b + c x + d x s iest funkcya wymierna} funkcya zaś:
y 2 = ^ ( a x + b x 4 ) , lub; y =:ax 2 — b x | iest-
iunkcya niewymierna.—

§.7. T w i e r d z e n i e . Zamieniając Jakąkolwiek
funkcya na szereg nieskończony i przyprowadzaj
summę tegoż szeregu do Zera, wtedy Wszystkie współ-
czynniki ilości zmiencey, iako teź osobna iednostny*
na, są równe Zeru,

Dowodzenie . Niech funkcya zamieniona na
szereg nieskończony ma taki kształr: ó.~M + Ax-{»
Bx 2 +'Cx* . . . . ' . Ponieważ ilość x iest prawdziwą
zmienną, przeto zawierać rnoźe wszelakie wartości
(§. a.) a więc można iq, uważać równą Zeru, w któ-
rym razie wszystkie wyrazy w,których się x znaydu-
ie, także równe Zeru bydź muszą. A że i cały szereg
iest równy Zeru, przeto ,M ~ o koniecznie bydź musi.
Odmieniając wartości na x, ilości niezmienne zacho-
chowuią swoią wartość (§. I.), a tak faz na'zawsze
M ~ O iest, Opuszczając.daley w szeregu M, iako
Zero, reszta będzie toż samo równa Zeru, dzieląc ią
więc przez x, wypadnie taki iloraz:



gdzie takie A rr Q bydt musi, i to dla tey samcy
przyczyny dla kiórey wyżey M ~ o było. Tói samo
?i<̂  rozumie Q wszystkich innych współczynnikach, —

§.8- Z a g a d n i e n i e . Jak f u n k c y ą ^ C 1 + x )
na szereg nieskończony zamienić i iego współczynni-
ki obrachpwać?

Rozwiązanie i dowód. Niech szereg, które-
mu funkcja iest równa ma taki kształt:

- <\f ( i + x ) — M + A x + B x 2 + C x 3 + D x H
E x 5 Kształt ten dla tego-iest stosowny do
wzictey funkcyi, gdyż knżdey wartości n a x zadosyć
czyni. To iest biorąc x r i o , wiedy 'y 1 1 ~ M ~ IJ
coby niebyło, i owszem °\f i~o. wypadłby (co iest
niepodobiiem), gdyby ilości iecTiiostayney M w szeregu
niebyło, Toż samo siê  rozumie o wszystkich innych
wartościach na x, ca eic samo przez się pokazuie.
Aby zaś współczynniki mudz obrachować., potrzeba
szereg, przyprowadzić, do Zera% w którym razie wszy-
8tkie__współczynniki, jakjft. też ilość oie?:miennai zebra-
fia,' bidzie takie ró.wn% Zeru (^7.); a więc tyle ró-
wnań pojedynczych wypadnie, ile wyrazów ktoś chce
obrachować;, z których wartości sposobem znanym się
podaią̂ . Końcem tego fî nkcya i ity szereg
siê  do, kwadrąm c° d,a,ie;

,.+
Daley, przeniósłszy ilość I + X , na drug%strofę,

wypada:

Zbiornica

t ••.-:-.---. (•.



A taler M*—• ICo, M*a5i» MSi . j
j A M —1 = 0, a A M z r i , A = l 3 1

2~M 2 5
—o, 2BM ——A', Bzr— A2=r—_i_

i. a M • 8;
Ć AK

. sM 165
feł-^AC

D — — B 3 — 3 AC;-— j
a M ray.

W ten sam sposób wynayduią. się dalsze współ-
czynniki, wynosząc do kwadratu coraz dalsze wyrazy
szeregu.

$.9, W n i o s e k . Chcąc z iakiey liczby wycią-
gnąć pierwiastek kwadratowy podług 0, 8< przez przy.
blizenie, ną ten czas postępuie się w następujący "spo^
sób: N. p. niech dana liczba bidzie 5?, a tak 59 r s
49 fi + j S , przeto y w S V 49- T fl +_l\ =!

7, V V I +_1>\- W takim razie <\f f\ +;3\=;
V 49^ V 49>

<y> (I-f X), dla czego X zz 3, a zatem
"49

V 4 9 / a. 49 8.49J l 6 ' 4 9 J i*8-49 4

czyli

^ 49 98 19Z08 1882384 737894538."'
Daiey zamieniają, się wyrazy na'ułamki dziesiętne,

co dąie:
+ i ;r+1,0000000^..,

o. o

"1"

fes =-0,0004685...^



4 =
1382^84.
Ą ot;
—'• i r;

7378945*8

27

4— = +
—0,0000005..,'

A zatem razem y Z' 1 + 3 >>—1,0301575),..
V. 49-/

dla czego y 52 = f. y Z 1 * ! . ^ - 7* (I'°3OI575)

"7,3111035. To iest liczba, z którey się pierwiastek
kwadratowy wycia^ga, rozkłada się na tlwa czynniki,
z klórychby ieden byt zupełnym kwvac!ratem, a drugi
miał Jcśztałc użytey funkcyi ' y ( l + s ) . Potem wyciąga
się pierwiastek kwadratowy z drugiego czynnika po-
dług szeregu (§. 8) i tnnoiy przez zupełny pierwiastek
kwadratowy pierwszego czynnika.

$. 10. W n i o s e k . Z przeszłego wniosku wido-
cznem ieat, iź wtedy szereg prętko sie do wartości
pierwiastka przybliża, kiedy w funkcyi y (1 + x ) , ilość
X iest ułamkiem właściwym, rnaią.cyr(i licznik znacznie
mnieyszy od mianownika. Tym końcem moina cza-
sem ilość X wziąść uiemnie, lecz wtedy współczynniki
szeregu §. 8. powinny bydź stosownie do tey zmiany
obrachowane. N. p. 3 ^ 4 . / r I — i*V, a wiê c

7 = 9. (i — s-\,aviięcy 7 ~ Y 9.

^ 3 y ( x T ± . \ ' wyrazy y (I~iiN) lYC1zl\
wyobraźai^ funkcyą y ( i + x) z tym tylko dodatkiem
^e x musi bydź wzięte uiemnie*

§. i i . W n i o s e k . Wszystko co sic.wyźey po^
wiedziało o funkcy^y ( l + x ) i o iey szczególney
wartości (§ . 8t» $• ?•)» rozumie sig także o funkcyach
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x), <\f(x±x), y (t.iO'. P.̂ y czem się
także ppkazuie źe. wyciąganie pierwiastkę.w, podług
nieskończonegp szeregu( psobliwie szufcaiâ c wielu
mieysę dziesiętnych, z wielu względówf dpgpdnieysze
iest.pd, z.veyc?ąynęgo przybliżenia.

§. ^2. p.ef injcy a. Szereg nieskoipc^ony któ-
rego wszyątkje następitiące wyrazy wynayduiij: się
z naybliiszych ppprzedzaiących, a t^m san!ęo;i wszy-,
etkie z piccwszego iak w §. ,S , nazywa sie \vracai^cyrii|
6zeregiern« (serifs rev(-rten8). Sze.wg -aaś,, ktprego
wyrazy, do wartości szujcaney prędko się pr?ybliiaią,
iak J. 9. nazywa się szeregiem zbięg^iącyi^ ęię. (series
convergens,.)(

§. l3 . W n i c a e k . (Jlic^c Kp. fnnkcyą, r na
' a +. X

ttieskończpipy wracąiący szeręg zamienić, na ten czas bie-
rze s ię_i__ p M H , A s -h B x2, + Cx3 ^ D x * ' . , . ,

> • + • * ' " ' ' : • ' ' ' "'••;'

Jttóry to szereg dla, tey satiu-y przyczyny, iak yp §, | . ,
ma siósowMiY kssiiałt. Dal.t-y potrzeba sijwjrnę sztregu
przyprowadzić do ?fra, aby ifcgo, wspó/czyruiilci prztid
obrachować. (§,7) Koncern tego r^itioż^się obydwie
Btrpnj przez ilość a +,x, z cżęgo wypada:

i=;a,M •f"a*Ax-ta'tóx3. + a C 3 c 3 ^ . a D.x*. . . . .
+ M x 4t Ą x>,«%, Ą x J + C x 4 ...;'

a zatem
O r ( a M ~ i,)4:aA!i-t-.aBx^,a.Cx J 4- a D,x *,>,

.+, M x -f/A x 2 +. ii x3 +. C x 4

2 ostatniego szeregu podaie s ę podług §. 7.
a M -» j. ~ o, a JVI ~ J. , M r r 1

a
a A + t y z r o , aArr—M,A~— 1

a B +A zr o, aB=—J*^ B•=J



— o , s C = ~ B , C = T ji_
a4

o, aD = - C , D = jr. A więc
aV

I ~_T — X -fc X ?_—-X "• +_xj» . . . ,,.
a + x a a ł a* a 4 a*

Tęn sarn Szereg tąkźe wypada, dzieląc w funkcyi
licznik przez rnianownik i ciągnąc dzielenie tak daleko
iak się, podoba, lub iak daleko potrzeba.

§. 14. Z a g a d n i e n ie . Maiac równanie między
dwiema zmiennemu ilościa.nii', iak iędnę z nich przez
szereg nieskończony wyrazić^ tlK^g^J wyrazy tegoż
szeregu szły podług potęg dr,ugiey zinięnney?

Eozwi^ząnię i dowodzenie,. Zamiast iedney
zmienney, kładzie si^ szereg wynaleziony *) w ró-
wnanie przyprowadzone do. Zera i wspó.lczynniki ró-
wnania zamienionego na szereg wynaydui^ si^ podług
J. 7 i §. y. Np. równanie niech będzie takie:
y 3 + a?y + a x y — j aV— x 3 r r o , a stosowny szereg
takiego kształtu:

Atak:+y3 =M3f+:^A}At^A:iMx:i^V x3 +3A*

'+6AB.Mx3.
Ą. a 1 y ~ ą i M + a;:!AxrHa2BxI|f-aICJx3 -f a 3 Dx*
+ a x y — 4-a Ms/f a. Ax2/4- a B x 3 + a C x •*

o a 3 — ń' a ^ i'

*) U w a g a . Wszystko tutaj? zawisło, od tego,4 aby szereg kto-
ŷ sig bierz?, miał kształt gottiebpy- Newtona równolegto-

bok filuźy do H'go. Teorya i zastosowainę tego równole-
Lgłoboku uiayduia się dokładnie wyłożono \v matematyce
KaeŁtnera, III. C. >wszy oddz, p. Ąig. ,\. 6^i>



l?rzeto podług §. 7. wypada co ńastępuies
M 3 + a a M —2 a 3 zro ( i ° )

L ~ O ( 3 ° ) IU cl.
Pierwsze z powyższych trzech równań da się przez
ilość M— a zro podzielić:

M,3-j-a-M-~2a* :z:q Ma+a2+aM-f a a r z o
czyli:

M H a M + a a ' =z o,
M3 —a
„a-M-f

*J-a

M2

-aJM

Ma

—f a

— a

+ a*

2 M
M —

SS'V

a 1

a '
, . II II

AŻ6 zrównan,ia wypadłego na iloraz: M a + aM +
fi a a rd O; takie wartości na M wypadaią: M iz jf,
y /"—aa a + a*>v — a, które obydwie tłumione,

>;.' . T J : T ;'
przeto z dzielnika:* M — a zro, wypadaiąca wartość
Mzra, iest sama "ledna na M, prawdziwą. To iest
M zr a. Chcąc wyńaleść wartość na ilość A, bierze
Bî Tównanie pod Nrem 2; 3 AM a -f>a 2 A + a Mzz o,
czyli C3Ma + a*) A + , a M = o ; a tak jA r : — a M

~ r - a a z= — i.*. Szukaią̂ c daley wartości na ilość B,
4 a"a 4

potrzeba wziąć równanie naznaczone Nrem 3.: 3 A3M
+ 3 B M \+ a * fl + a' A. S'0» które daie: 5 A ł M

3 A 2 M - a A z — 3 a + a IZJI zr I Tym sainyai
3 M ł ' + a 2 16 ~f 10 64. ZT'

jiposobem dalą się wszystkie riaatcpuia.ee współezyn^
piki obrachować.


