
32

isaś dy, różniczką pierwiastka. • *) A tak iesteśrriy'
iv stanie, podług ostatniego równania, znalcść różni-
czkę do kaźdey potęgi zrnienney w funkcyi, N. p; {

•x~ y a , a więc dx ~ 2 y. dy ; x r r y 3 , a więc dxżz
3 y a d y ; x~y4, a więc dx = 4y 3 <ly; x = y * , a więc
a x = 5 y 4 dy i t. di

§.41. W n i o s e k . Kładąc w różnicę pierwszą
zamiast zrnienney Jcaźdey, przyrostek iey, i biorąc tyk
to te wyrazy, w które przyrostek się włożył, wynay-
tizie się różnica druga szeregów różnic, przy przy;
rosticu ierinoataynyra; podobnie ż drugiey trzecid
it,d. wynika (§.2S.): które to przyrostki źsoba_ i zmień-
n\ przyzwoicie połączone, uwaźai^c różnice w któnj
się Wadą. za różniczkę (§. 36.) dai^ różniczkę potęgi

*) Uwaga. Mfiwiąfc, ii rrfźniczkk potęgi, równa ieśt iloczy-
nowi- Ł trzech czynników i t. d., me rozumie się, iżby
fcóinifczka uwąiała si^ za stósurikiem; i owszem ona i ititay
ifest w stosunku choć pośrednim; który a.imieniSi się na bez-
pośredni,' tworząc z równania propotcy^, N. p. x ~ y s j
dlaczego (§. 40), (]x~5y* dy, a więc ctx: dy ~ 5 y 4 : i .
Wtedy tylko pewna ilość (to iest nieskończenie m.iłiij iest
ta stosunkiem, kiedy łącząc się z drugą mogącą bydź; lub1

będątą w stosunku, żadnego na nią, wptywii niema. I tak
łniliąc równanie / r r AX -f- BXa + C X J , czyli l"~ (A-f.
BX -4- Cx ! ) X; z.którego tiika proporcya wypada :

Z: X ZT A -|- Ii X 'Ą- C X2 : r. Biorąc tutay X j a tern
isamemZ, za niuskończume mak-, wtedy wyrazy BX, CJC"
będące w proporcyi j z których pierwszy iest nieskończenie
inaJy igO) a drugi ago nędu (§ . 27;' \. 39), są Zerami
•względem A, i stosunek A -}- BX -|- CX!2 '. I , zupełnie si;
ianiieńla na A: I; przeto ilości B X i C X 2 , chociaż są
w stosunku, uwaźaią się iediiak ia stosunkiem, bo iitducgó
wpływfi na inego niemaią. Co innego Wcale iest co do ilo-
ici Ł i X w tev samey proporcyi, Iu6r« prawdziwie są w1

Atosunku,, bo wyrzuciwszy którąkolwiek i nich; atotunekby
żmkuąl.
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fcmiehney ilości ($. 40.)'. a przeto maiąc różniczkę pier-
wszy, iakie.ykblwiek funkcyi(§. 36.) i (§, 37.), i kładą©
Vr niey zamiast żitliehnfcy, iey różniczkę* wypada ró-
żniczka druga, Podobnie znayduie się z drugiey trze-
cia, z trzeciey czwarta, i t. d. Jeżeli żaś iakakolwiek
różniczka, zsamych pojedynczych różniczek się składa
i zmienney iuź niema, wtedy wszystkie dalsze różni-
czki będą bezwarurtkoWerni Zerami tak iak w j . 9?;
•N. p; wynayduiąc różniczki iako różnice przez odcią-
ganie, maiąc X—;?* będzie dx — zydy ($,40). Kła-
tląc w wyraz ayrfy zamiast y, y-f rfy ( j 2l|j wypa-
d n i e dtc* ~ %y, dy + zdy^j a z a i e r n d2x 3 idy3-.
Toż sarno iesi, kładąc od razu w wyraz2ydy, za-
tniasty, samo dji d*x— idy*, z&ś dix~o, dlate-
gb, bo wszystkie wyrazy szeregu różnic drugich, są
tutay między sobą równe ( § . 21), a więc dalsze są_
Żerami (§. 2o), ' Daley niech ,x—-y* bętlzie, śt^d dx
= ly* dy (§»4Ó-) Postępui^c poterri iak wyżey, to
iest w wyraz 3y ł. tZy kładąc, zamiast y, y +dy, lecz,
wyniesione do kwadratu, będzie dxx — 3y2.. dy -f-
6y dy2 4- 3"rfy ^ • a przeto d*x~dx1—-f/a;~3y2dy
+ 6yrfy* + idy1 — ^y 1 rfy ar 6y dy* + 3 ^ * . Tu^
tay 3 d yi względem 6ydy* iest nieskończenie małą
ilością, będąca^ za stosunkiem (Jj. 4.0 Uw.), dlaczego
tylko wypada d*x±:6yrfy*. iTożsamó, kładąc w wy-
raz: 3y* <4-y* zamiast y 2 iegó różniczkę; wypada d*x
'»t, cl, ^ w n samym sposobem ctaley postę-

d i ^ i A dpuiąc wypada iP a:—6tiy3, dĄx—'O-, A tak do wszy-
stkich potęg ziniehney ilością których wykładniki są.
dodatrie i całe potrafimy iuż wynaydowaó rdźtaićzkł
wszelakich tzędówi Następitiące przykłady okażą to
baoczńie:

Stkic dalsze równe Zeru.
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•r = y\ dx—/ifdy, dzx ~6ydy', di x —

f>dy31 dAx — o i wszystkie dalsze sa/ Zera.

i r y * , rfjcr:4y1^yi d a a-;r i3y% dy3-, d> x zż

2 4 y. d y J , (Z4 x — ?4 J y 4 * </' # ™ o i dalsze także

Zera.

szzy'', dx—ę)y
Ady, dzx ~ 2oy3 dył, d'x~

f> o y a df t d* x — IS o y. dy 4 j ti' a: = i a ó. dy' *

d6 a: = o « dalsze wszystkie także Zera;

2.d*x — n ( n — i ) >"-'fly2

d' x = n (n—l); (n—a)y"- J . d y'.%, .

d»x = n (n—().(n—2). (n—3) y"-*. dy 4 .

d$ x ± n (n—1). (n—a), (ii—3). (n—4). y"

d"x'=: n (n—1). (n—2). (n—3> (n—4). ( n — 5 ) . . . .

Ż powyższych przykładów pokazuie się takie, iź
lóiniczki bo do racflów, potęg zniiennt-y z wykła-
dnikami dodatnyrni całymi, idą, aż do stopnia potęgi
funkcyi, nad ten wszystkie dalsze są.. ZAami, dla
przyczyny iuź wyrdjfoney. Tojjfest Atnlreya, którey
zmienna ieśt ago stopnia ma naywyższą różniczkę 2g%,
którey zmienna ieśt 3go stopnia, ma naywyźszą różni-
czkę 3cią\,"inne zaś wszystkie pn, Zera i t. d.

§,42. W n i o s e k . Z §. 40 i Ąl wypada także
sposób wynaydowania różniczek wszelakich rzędów
do wszelakich potęgi ilości zmienney, z wykładnika-
mi uiemnymi całymi; biorąc tylJko w formule a j - y "
wykładnik uiemny i maiąc wzgląd na Jego znak w l\-
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ćzeniu go z innemi ilościami. Następuiące przykłady
to dostatecznie. Niech tutay będzie:

i) y — x.-''— i, a tak dy£; d (x~«) •= d ( —

. . T, ... . >ix... > x

— _ x - a d x ; day— d2 (x~')~d2 i~) = si""1 dx»,

d y = d3 (X-1) ~ d3 C^"") = — '6x-; dx 3 ; d * y =

B» (^-i-^ r: — I2OX~6 dx s i t, d. Gdzie — xr* dx

— dx; a x~3 dx ł ^: 2 dxł;,—' 6 x~* dx3 = — 6 dx ł ;
a ć ^ " x ł x*

S 4X~S d x 4 - 24d x 4 ; -1—

i) yE:x-2E i;, a tak dy zz d (x~a) rr d[ —

— 3 x~J dx E ~i.dxj d2y =: d (— ax~J dx) S

fr6d'x*; d3 yEdt6

— g4rixH <i**y zzd(~24x~s.dx3) zż I2ox~6.dx*
x^~

i a o d x*>
x 6

 x _ ,, -..
3) y==k-» = ii_itak d y 5 d (x-3) = d 1 ^ )

, x
— 3 x 4 . dx~ — |_dx| dy2 = dI (— 3X~*. dx) =

m



' :
< dK 3 c: — 6odx3>;

• x 6

7. dx4 ~

4) y = r ł = i , atak dy S d <x.-») =Sd(-^

Z=. — 4x~ s .dx = — 4 dx; d2y = d(~4x- s d x)=:

ao x- !. d x 2 r a o dx^5 d3 y r : d (« o x~s. d x*) zż.

=—130x- ?. dx 3 cr^>i2odx 3 ; d4 y 2td(—-IWT^Udx')
• • • . • • ' ' • . ' • . ' x 7 . '

6. d x 4 tz 84o dx 4 .

5) y = x . - » ^ J _ j a t a k

y»= d (— n r M . dx) S: n
p fo + O dx^; d3 y r; d [n

'l~3. dxJz2—-n (n+t). (n+ss) dx3;

J®».yJSd [—n(n + i), (n + 2), X-"'—3. d x ' ] r n (n + i )
(n+s) (n+3). x-»-*. dx4 = n(n+i) (n+ł) (n+3) dx4,

i t. d. Można także podług $. 38 okazać, ze J
daie dy SS .— n * - " - ! # da:, z czego o różniczkach
wyższych, wszystko samo pi'zez się wypadnie, podług
§. 41. Niech przyrostki do xi y nazywaia, aitj Ą a



a tak z równania y —: ar-", czyli y r : * , » wynika
. aF"

takie y + /\y = i To wykonane daie;

y+Ay~. . *
, JH _|_ n x n - i ^ x -f ax"-2 ^ x a . . v . + /\ x".

Daley równanie dane i ostatnie, muszą mieć prawych
stron równe mianowniki, aby się dajy odciągnąć, co
iest potrzebnern do utworzenia proporcyi, w którąby
przyrostki wchodziły, a następnie do wynalezienia
stosunku różniczkowego. Robiąc to, pierwsze ró-
wnanie daie takie:

y z=, x" + n x " - ' £\ y. + a xn-2 /\ xł + A x "
"x.an + ra" 1-', /\x. + ax J I W J

drugie zas zamienia się na

y + A.y 3 X-11

Odcî gaia^c zaś od drugiego pierws-ze,.wypada:

y — — nxn-'. Ąx—' a x "~ i
a A x ? - y • ~ A x"»

ezyli :-
: ; (-̂ - n x"~' — a x--».

xan + nxai-'.Ąx-)- axail~2. A x 2• • • + x '1 ' A x"*
A tak z ostatniego ró.wnania tworzy się taka pro-

poreya :

Biorąc w utworzoney proporeyi /\a; za nieskończenie ma-
ki^ce, w którym raziepodług ostatniego równania &y tak-
że nieskończenie maleje, wtedy czyści trzeciego wyrazu
teyźe proporcyi,inai^ceĄxza czynnik, takwlicznikuia-
ko w mianowniku takie nieskończenie oaalei^, a tźrn ea-
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mem stosunek/\y; &x, nieskończenie się. do stosunku,
—nx"~': i, przybliża, Uwaźaiax na koniec fax za nieskoń-

czpnie małe, dlaczego Ay, także (akiem będzie, na ten,
czas rzeczone części trzeciego wyrazu, tak w liczniku
iako i mianowniku, maiące za czynnik /\^ są, nie-
skończenie małerni coraz wyższych rzędów (j, 27.),
a tem samętn Zerami względem skończonych wyrazów. '
— nx"~I ix*", (§. 25.)* dlaczego wymieniona propor-
cya na taką się zamienia: /\y : /\x = ~~ H J : """"'•• i»

czyli /^y •• & x,~ — n x~"~x: I ; a przeto stosunek,
r-nx~nTl:. 1', to iest stosunek granic stosunku ^Aj:£\x.
($.30.) iest stosunkiem różniczkowym, ilości/^y i ^ x
są różniczkami (§. 34), proporcya zaś ostatnia da się
tak napisać dy: dx~ — nx~n~'t 1 (§• 340 z którey
dyzz — n~"~!. dx. To iest iak wyźey. '- ./

JJ. 43. W n i o s e k . Dotą-d wiądomem iuź-iest,
jak się wynayduia, wszelakie różniczki, do Jakichkol-
wiek potęg iedney zrniennty,.z wykładnikami całymi,
tak dodatnytni, iako też uięmnymi (§. 41.5. 42.). Lecz
biorąc w fuukcyi' ax ~y" (§. 38O, albo co iedno w iun-
kcyi y~a;", wykładnik n , ^a ułamek,- i to lub dodatny.
lub uiemny, pokazuie się takie z C. 41.1 43, iak się
wynayduią różniczki lyszystkich rzędów, do zmien-
ney z wykładnikiem łamanym , tak dodatnym iako
teź uiemnym, a t^m samern do wszelakich pierwia-
stków, zmienney. ^ tak

_ \ ' V 5— ł ' J — 3 _ ^ ^~' —
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87
=r—rox 3. dx? ~ — 10 d.x 3 .

y =: YłxT~x*, dy ~d

£67
=^i ;x-4.dxa^:2r. dx*.

i6 16̂

•••.. . 1 -

Y ^ I . r dJ Cx*) = d. (—x~* d x

1 — 1 . •• s .

—_ai_x-? d x 3 ——2T. x*~* dx 3 = — _ 2 £
64 64" 64.

i t. d.

y = Y x "— x.m» d. y = d ( Y x " "i—^. ( x m ) = n x ' n • ^ x :

". dx. .
m- m ' x ' ••'V_

= d ( ^



. a—ro—I

Jl!-JLY x ~ d x2= /Jł!-LH
ai 2 in ' *

-zd̂  (x«',)=d 1C—

S f - r — V f -"—-— y x

in m

^
3 '3

38. dx*

9 Y X
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' ± x 7, d,y = -4._^x I d.x

• 2 — 2
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§. 44, U w a g ą . W §, 41. różniczki
raądów szły tylko, do stopnia potęgi zmienney; wyższe
zaś były Zerami bezwarunkowemi. Przeciwnie w §.
42. i $. 43 id^ różniczki bez końca, Przyczyna tęgo
znayduie sie_ w różniczkowaniu. To iest kiedy wy-
kładnik zmienny iest cały i dodatny, wtedy w różni-
czkowaniu zamienia się na reszcie na Zero, i dlate-
go dalsze różniczki i;a Zerami • bezwarunkowemi
(.§• 41*)' ' Kiedy przeciwnie wykładnik zmienney iest
uiemny cały lub Jarnany, albo też łamany dodatny,
nie zupełnie na całość dai^cy się zamienić, wtedy w
różniczkowaniu wykładnik taki niezarnienia się nigdy
na Zero, lecz będąc od początku uiemnym, lub kie-



dy wykładnik jest cloclatny łamany, zamieniwszy się
na uiemny, ciągle Jako uiemny się powiększa, a leni
samem ciągle wyższe różniczki się znayduią.

§. 45. Definicyą. Tworzyć równanie różni-
czkowe, iest to zamieniać równanie dane między zmięn-
nemi, na równanie między Ich różniczkami, w któ-
remby iednostaynych iakoteź zmiennych, przez doda-
wanie lub odciąganie, z różniczkami połączonych nie-
było. Różniczkować zaś pewną funkcyą, ies( to two-
rzyć z niey równanie różniczkowe. " •• -

§. 46. Wniosek. A tak do funkcyi: y—xn
t

y— x~n, y — x " umiemy iuź tworzyć równania różni*
czkowe (§§. 41, 42,,'43.^.

§. 47. W n i o s e k . Mając równanie takie:
Zzzq + r+y—t-fX między zmiennęmi, i ktadąc w
nie zmienne z różniczkami, wypada takie :

Z+ dzzzq+dq+r+dr+y+.dy-^t—dt—x-^dx, .,
odciągnąwszy zaś od nifegó pierwsze, zostanie dzżz
dą + dr+dy-^-dt — da;, które iest równaniem rózni-
kowem ($. 45.)' Widzimy tutay, że kiedy zmienna
iedna iest kilku innych summą lub resztą, wtedy ró^
żnic/.ka pierwszey, iest także summą lub resztą ró-
źniczek, ostatnich. *)

*) Uwaga. §. 47. zdaie się bydź sprzecznym-wiględem §, 34.
To iest lyyobraienie o różniczkach wyłożone pod ostatnim
paragrafem, może sig zdawać bydź takiem, ze podług nie-
go przyrostki w §. 47. użyte, nie s^ prawdziwemi różni-
czkami , a tem samćm równanie nie iest ri')źnic«kowcm.
Atoli sprzeczność ta iest tylko pozorną. Dla przekonania
o rzeczy, toź samo wyobrażenie powtarzam: kiedy Q iest
funkcyąy, iako też Q^-M, funkcyi qĄ-m, i t^ sam^ taką
Q ilości q było, wtedy stosunek granic stosunku M;'mt



§ 48- Wniosek- Maiącrównanie takie <I-KE-J
••—y — B+Z, kładąc wnie różniczki, wypadnie
d+x + dx — y— dyZzB + Z+dZ, a odciągane od
drugiego pierwsze, będzie dx -*- dy — dZ które ies&
równaniem róźniczkowem (45;) w którem ilości nie-
otlmienne różniczek nie rnaią i mieć nie mogą(§. 1,
§, 34), i to to iest, dlaczego $\% mówi, %e. różniczka
ilości iueodmienney iest Zera.

- $.49. Z a g a d n i e n i e . Jak dorównania;
#~<Z.y> znaleść równanie różniczkowe, czyli iak zna*
leść różniczkę iloczynu?

Rozwiązanie i dowodzenie , W równaniu
&zz1'Ji'•'?• y iloczyn potrzeba wyrazić przez wyrazy,
których iuź różniczki znane są;, aby znalazłszy tych wy-
razów różniczki i zamieniwszy wyrazy wprowadzone:
na dane, wypadła różniczka iloczynu. A tak:

(q + y) 2 -*(q—y) 2 =4q.y=4.x ; dlaczego.
d(q+y)2 — d(q—y)ł ^;4dx. Daley niech będzie

~ z 2 , a(q i -r-y) 2 ^u a , . a więc
- 2 Z . d z = % (q,+y). (dq-My)(§. 40, §. 47^
=^^- 4 u 5 3 (oj — y)/(dq — dy), przeto

uwaźaiąc M. i m za nieskońcMnie małe, nazywa się st6sun-»
kiem tóźniczbowym,, JV/ zaś i m róiniczkaraj. A talt, ile
lasy z dwóch zmiennych, iedna dwgiey iest funkcyą, i też.
same zmienne z pewnemi przyrostkami nayprzód skończo-t
nymi, także nawzaiem sij swemi fuukcyami, i tonu
samemi • iakiemi same zmienne były, tyle razy ich
przyrostki uważane za nieskończenie małe, są różni-
czkami; stosunek zaś granic tych przyrostkó.w, ieźeli nie s$ .
od razu w stosunku równości, iak w §. 47;, nazywa się
łlpęunkiem różniczkowym. Wykład1 ten wszelaką sprze-.
cinoić, iakaby się zdawać mogła, powinien znieść.



—y) (dq — dy), c
— (q — y). (dq —

Wykonawszy zaś ostatnie równanie będzie:
2dx = q<iq+ ydq + qdy + ydy — qdq + y dq+ qdy—

to iesei

adx — sydq -f 2qdy*
A zatem dx — ydq +.qdyt l*o£ samo inacżey*

W równanie x~q.y, kładą, aię różniczki, a tak bidzie t
X + dx = (q + dq). (y + dy ) — q, y + ydq + qdy j *

+ d q. d y»
Odciągnąwszy dane równanie od wypadłegb, zosta-
nie dx ^ ydq + qdy + dq. dy. W ostatniem równa^
riiu t dq. dy- iest ilością, uieskończenie małą drugiego
rzędu, a więc względem poprzedzaiących wyrazów
Zerem ($.29. §. 25. §• 33)» a zatem da? = y. dq + qdy
toż samo co wyżey. To iest różniczka iloczynu maia,-
cegó dwa czynniki, składa sięJz pierwszego czynnika
przez różniczkę drugiego, i z drugiego przez różni-
czkę pierwszego pomnożonych, do siebie dodanych.

§, 50. Wniosek. Podług §• 49. można znaleśfi
różniczkę do iloczynu, maiącego trzy, cztery, pięfi
i t. d. czynników, uwazaią,c zawsze iloczyfi, do ktoś
rego różniczka iest znaleziona za ieden poiedynczy
czynnik, a iego różniczkę za poiedynczy N. p, o;=S
— q.r.u., d (q.r) — qdr + rdq> d(u)rfu=,awięcda;=2
= q, r.du -f qu. dr + ru dq; Z~q.r.u,yt d (q.r. u) ^
asg.r.du + 5. udri+ru,dq, d(y)~dy, a więc dZ^ź
zziqr udy. •+• qrydu + q*u>y dr + rUydq i t. d* .

§. 51* Wniosek* Maiacrównaniey^ar*— i*.

i mnożąc obydwie strony przea xn, wypadnie: yxn - ^ i .



a więc d (yx«:) — o (§.,48). P o d ł u g §. 49 i §, 40;
<i (yx") ZZ nyz"-1. dx+ x". dy, to iesi: nyxn~1. dx -f
+ x". dy =r o ', przeto o;", dy ~ ~ n y x"~*. dx, czyli
dy— r— nyx"~' dx. Znosząc daley w licźhikii i rtiia-
«, . o ^ , .
faowniku a-" zostaniie, d.ypz — nyx~~*. dx; włożywszy
zaś zamiast y, na prawey stronie wartość/wypadnife
'dy —— ńx—n~I. dx. To ieist toiaamói to się iuź
'dwoiakim sposobem w §.48 okazało;

§. 52. Zagadnienie . Jak równanie x =r q.
j.n

zamienić na różniczkowe, czyli iak do ilorazu zmieh-
Bych dzieiney 1 dzielnika, znaleść różniczkę?
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•. . \ j . . . . . . f
wypada x,r"— q, zv/\ęcnx.'rn-'.dr+rn,dx~dq{§.4o§.4C);),
przeto r". dx=dq—nx. r"~l. dr. Biorąc ua prawt.y stronie
zarniasta;wartość, będzie: r"<dx — dq — nq .rn—'.dr';

źnosz|c zaś r" w liczniku i mianpwniku.wypada: r" ,dx~
djft—ng.j—Kdrz^dg.—ri^dj^ przeto dxzz dq — nq.dr

r : - • : :. • • ~ . r"r

'"•— dJL~ M^Jj_ Sprowadzaiijc zaś dla symetrycżnbśći

prawą stronę do iednego mianownika, wypada dx~
~= r</<? — "?• dr. To iest różniczka ilorazu znayduie

eię biorąc iloczyn z pierwiastka dzielnika przez róźni»
iczkę dzieiney, ddciajgaî c od niego iloczyn, z wykła-
dnika dzielnika i samey dzieiney przez różniczkę pier-,
wiastki dzielnika i dzieląc resztę przez dzielnik maiący
wykładnik iedriościa, większy, bd wykładnika w dahejr
fuhkćyi;


