ROZDZIAL L

O fankcyach w ogolno§c1 i 0 zamienianin
ich.

§ 1 De'fniilcya. Z zasad pierwszych mate-
. ‘matyki wiemy, Ze kaZdy ilo§¢. moZna bez korica po-
wigkszaé lub {}ox’nnleyszaé._ '0d okolicznodci tylko
zawisto, czyliilofci W takim stanie uwaZamy, w ktd-
rym wazciahe a wszelakie wartodci mieé moga, lub
W rakim; w ktorym tylko wdnq, albo 0ZNaczong ich
hczbf; maig.  Tlosé kidra sif zuayduie w pierwszym
Btanie naz.ywa sig zmienng (vmiablhs) znaydu:qca sig
w drugim iest :ednustajna (constans).  Iloéci iedno.
stayne zhacza sig lub hczbaml. lub teZ gdy &4 ogblite,
pierwszemi zptoskaini alfabetu; zmienne 2§, pospa-
- licie ostatniemi. Strzedz sig tutay iednak potrzeba,
aby nie migszaé znanych 1meznanych nizszey Anali-
2y, z iednostaynemi i zmiennemi WyZszey, z ktdrych
jiedne i dmgle iednakowo sig znacza. Glowna réZnica
imt;dky pierwszemi, a ostatmem:, iest naysnzegélmey
ta, iZ prierwsze §ciggaig sig tylko do szczegdlnych, drugie
#a§ do ogélnych stostinké.  Dlatego tak iednostayne
iako zmienhe ilodci, mogj bydz wedlug okohcznoécl,
za znane lub niezhabe uwaZane. NP. W réwnanius
k23 ax =4 p;, pgdiie x= +-"V’LP+32) 2"

¢
iest x tylko meznaha: |lo§c14, bo tylko dwie waitodci
ma; iak formuta whkazuie; ilo$é a iest _tylko znand,
dlso fastgpuijcas Zdang ilogé, Iib:} przyblehuac roiie
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9
wartodci nax, ilosé a niemozZe zoslad llii‘:udll';ImliUHQ.“
Przeciwnie w rownaniu Paraboli, y2?=p x, gdzie
y=_1+ V px, ilodé x iest prawdziwg zmienng, a i
lo§é p, prawdziwg mlnostaynq, gdyZ x mode micé
wazelakle, a wszelakie wartosci, a ilo§é p, sig nieod-
micnia, ' Ilodci zmienne gg lub algebraiczne lub praze-
stepne (transcendentes) pierwsze sa, tg, ktérych stosun.
ki do iednostaynych, dadza sig przez réwnania wyra-
zié, do ostatnich za$ naleza, kiére rzeczonych réwnan
niemaig, lecz w mieysce ich szereg nieskonczony ko-
nieczny.
§. 2. Wniosek, Iloécizmienne zawieraig tedy
w sobie wartoéci dodatne, uiemne, wymierne, nie-
wymierne, prawdziwe, uroione, nieoznaczenie wiel-
kie, nieoznaczenie male, iako teZz Zera, To iest
wszystkie wymienione wartoéci, moga bydZ na nie
brahe, '
. 3 Definicya.' KaZdy wyraz, kiéry sig skla-
da z ilodci zmienney i iednostayney, w iakikolwick
spos6b z soba, potaczonych, nazywa mq funkcya ilodci
zmiennéy. NP.x+ax>—bx34cxiest funkceyy ilodei
x; my +py? -+ c;y 4 jest funkeya ilodci y; w réwnae
niu y —ax-+bx?, tect ilodl y, funkcya do ilosci x,
§ 4. Wniosek, Biorge powyZsze réwnanie
y_._.a.x-!-bx ’ w,klorem iloét y, iest funkeya do ilo-
écxx, i szukaige # niego wartodci na ilodé x, ktmg iest:
R N YA s wiedy pokazuie sig, e |
b 41; 2b
w temzZe rownaniu takZe x iest funkeya do y. (§. 3.)
To iest maiac réwnanie o dwoch zmiennych, na ten
czas iedna zmienna fest funkcya drugiéy zmiennéy.
§. 5. Wniosek  Poniewaz w prawdziwey
funkeyi iloé¢ zmienna koniecznie sig znaydowaé musi
(§ 3.), przeto kaZda funkeya, iest takZe sama zmien-
ha, Dlatego mogy sig znaydowaé wyrazy, kiére tylko
pozornemi funkcyami sz. Takiemi sa np.; ay?®
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m+$17, a3 _a?y, kiére s3 nieodmienne, gdy2 ilosé y,
‘ a—y

w nich stoiqca nie ma Zadnego wplywu na iednostay-
ne, a tém samem, nie komeczme tam, lecz tylko
przypadkowo stoi.

§. 6. Definicya Funkcye 83 bardzo réZnoga-
.tunkowe. Naygléwnieysze gatunki sa nastgpuiace:
Funkeye algebraiczne, lub przestgpne (transcenden=
tes); podobnellub niepodobne; iedno lub wieloksztat-
towe. Algebraiczne funkeye s3 te, w ktorych iloci
zmienne s algebraiczne, przest¢pne zas, kiorych

iloci zmienne sa przestgpne.  Np, funkcya:
y * = px — px? iest algebraiczng, albowiem migdzy
:.1 .

“gmiennemi iiednostaynemi iloéciami, réwnanie ozna:
czonego ksztaltu, to iest prawdziwe rdwnanie, ma
mieysce. - Przeciwnie® y2? =ax-+bx34cx34dx44
exS. s+ . .« « . iestfunkcyy przestepng; albowiem
migdzy zmiennemi a iednostaynemi ilofciami, pra-
wdziwe réwnanie znalezione bydZ niemoZe. Maigc
iednak funkcy@ w rownaniu dang, to iest algebrais
czna, 1 wyraZaigc i3 przez szereg nieskoriczony, ta
Y funkcya nieprzestaie bydzz aigebra:czna‘, czyli nieza.
mienia sig na przestgpny i tylko ta iest przestgpna kidra
koniecznie przez szereg nieskonczony wyraza sig, nie-
daigc sig inaczey wyrazié, Podobne funkcye sg te,
w ktorych zmienne z iednostaynemi, zupelnie w ten
sam sposob sig lacza; wezystkie zaé inne sa niepodob-
ne. Np.: y=a-+bx+cx?-dx?. ., . iako tez
q=m+nz+kz?4lz? . ., . sg funkeye podobnes
przeciwnie za: v—=mx+px?, i,z =4V iaxx 2)
4 bx ? 'sg niepodobne. . Jednoksztaliowa funkeya iest
ta ktora ma iedne wartoéé, dwuksztaltowa, ktéra ma
dwie, w;eluksnaltowa, ktora ma wiele wartoéei, na-
daiac iey zmienney iedng oznaczong warto$é. NP.:
y=ax+hbx?, iest funkcya iednoksztaltowa; bo na.
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daize iey zmienney, to iest ilodci x, 0znaczong waga
toéé, ilo$¢ y to iest funkeya do x, bedzie miala tylko
iedng wartodé. Przeciwnie: y2ax+bx2-+4cx?dla
czego: y= % Y (ax+bx*+cx?) iest funkcya dwu-
ksztaltna, bo biorae wartoéé oznaczong naiey zmien-
na x, ilo¢ y, to iest furkeya ilodei x, bgdzie miata
dwie rézne warto$ci. Funkcyay *==m+p x+ dx? iest
funkcyg wielu kszmllowq dla tey samey przyczyny,
Oprécz tego znaydiia sig ieszce wymierne i mewy-
mierne funkcye.  Pierwsze s (e w ktérych zmijenne
ilodci nie maig znaku pierwiastkowego, ani wykiadni-,
ka vlamkowego, nieznoszyczego sig, drugie za§, kto-
re maig znak pierwiastkowy, lub wykladuik ulamkowy
nieznoszacy sig przy swoich zmiennych. Np.: y*=
b + c¢x +dx ?iest funkeya wymiernas funkcya za§:
y* V(ax-}-bx"), lub; y =ax 2~bx % iest-
iunkcya niewymierna, =

§. 7. Twierdzenie. Zamlen;algc_mquolw:ek
funkcya na szereg nieskoficzony i przyprowadzaiae
summe tegoZ szeregu do Zera, wtedy wszystkie wspol-
czynniki iloci zmiennéy, iako teZ osobua jednostay-
na, sa rowne Zeru,

Dowodzenie. .Niech funkcya zamieniona na
szereg nieskoriczony ma taki ksztat: o =M+ Ax+
Bx?4+Cx*..... Poniewaliloé x iest prawdziwy
zmienny, przeto zawieraé moZe wszelakie wartoéei
(§. 2.) a wigc moZna ig uwazaé réwna Zern, w ki
rym razie wszystkie wyrazy w kiorych si¢ x znaydu.
ie, takZe rowne Zeru bydZ muszg. A Zeci caly szereg
iest rowny Zeru, przeto M= o koniecznie bydZ musi.
Odmieniaige wartoéci na x, iloéci niezmienne zacho-
chowuig swoig warto$é (§. 1.), a tak raz na'zawsze
M = o iest, Opuszczaige daley w szeregu M, iako
Zero, reszta bedzie 1oz samo réwna Zeru, dzielac ia
wige przez x, wypadnie tak: iloraz:

o=A+Bx+Cx%ci0ase
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gdzie takle A —a byd# musi, i to dla tey samey
przyczyny dla kiorey wyZey M = o bylo, To#samo
si¢ rozumie a wszystkich innych wspotezynnikach, —

§. 8. Zagadnienie. Jak funknya;‘\(‘(l-i-x) _

na szereg nieskoniczony zamienié i iego wspolczynni-
ki obrachowaé?

Rozwiazanie i dowéd. Niech szereg, ktdre-
mu funkcya iest rowna ma taki ksztale:

"V (1+x) = M+ Ax+ Bx*t CGx*4+ Dx4+
Ex*...,.. Ksztal ten dla tego-iest stosowny do
wzigtey funkeyi, gdyZ kaZdey wartoéci na x zadosyé
czyni, To iest biorge x=o, wtedy V1= M=1;

coby niebylo, i owszem YV 1=o wy padiby (co iest
niepodobném), gdyby iloéci ievnostayney M w szeregu
niebylo, ToZ samo sig rozumie o wszystkich innych
wartoéciach na x, co si¢ sama przez sig pokazuie.
Aby za§ wepélezynniki madz obrachewaé, pouzeba
szereg, przyprowadzi¢ do Zera, w ktdrym razie wszy
stk_g wspolczynmka, iako. teé i]mc niezmienua 'iébra

wnan poiedyficzych wypadme lie wyrazow - ktoé chce

obrachowaé;, z ktérychl wartosci sposobem znanym sig
podalab Koncem tego funkeya i icy szereg wynoszg -

sig do kwadrawy co da.le

-1
3 x=M 22 AMx. a:4:’*—[-2}35;13\! +B=x4(.; 2BCx "-1—(1’:;6
BN HOMxY42ACK R ADXS oy
+2MDK4 auotluo.o-

Daley, przt_mosl’s?y ilo§¢ 14X, na druga stropg,
wypada:

o“(M‘——l)+(2Al\i-l)‘c+A’ x242 ABx? +B’x4

42 BMx24+3CMx? +2ACx4, ..
+a2M B X4, ..

- "'_.

Zbiorn! ot
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Atak: M2 y=o0, M2z»1, M=13
zAM——l__o, sAM=I, ASU=1
oM 2;
A?+3BM=o0, 2 BM= —~A} B=—A’==1
2 M 8
eAB+iCM._o.2GM—-—2AI}C‘— tAb=
oM 16
B:42AC+2MD=0,2MD=~B2>—2AC
D=—B2—3AC=—5
2 M 124,
W ten sam sposdb wynayduig sig dalsze wspol-

czynniki, wynoszac do kwadratu coraz dalsze wyrazy
8zZeregu,

§. 9+ Wniogek., Chege z iakiey liczby wycig-
gnat pierwiastek kwadratowy podiug §. 8. przez przy.
blienie, na ten czas postgpuie sig w nastgpuiacy spo-
sdb: N. p. niech dana liczba bedzie 52, a tak 5o :_

49(1+3 » przeto " 52 =\ 49. ‘V’(I+3 =
”. ‘V‘(l + 3) - W takim razie (

v (14 X), dla czego X = _3, azatem

49
rvﬂ(1+ AN=1+1 3 —1% 3*+1 3 — 5. 3%
2.49  8.49* 16.49° 128. 494

czyli
‘V(Iﬂ):H_a_—- 9 +_37 - 405
98 19208 1882384  737894528.

Daley zamieniaig sig wyrazy na *ulqmlu dziesigtne,
€0 daie:

+ 1 =+ 1,0000000...,
3.
e — ] 6 e
o8 +0,0300X22s

i
-‘9208 030004685 e
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+ 7 .
T =+0,0000143.::
405

it i, el 000000

Tars0daas T 000005

A zatem razem Qe (1+3 )'—'1,05015?5,.--
dla czego 7\ 52 = 7. (1+z = 7. (1,0301575)

= 7,2111025, To iest liczha, z kiorey sig pierwiastek
kuadratow}- wyciaga, rozklada sig ma dwa czynniki,
klor}chby ieden byt zupetnym kwadratem, a druql
mwlf ksztatt uZytey funkeyi Y (1+x). Potem wycigga
sig pierwiastek kwadratowy z drugiego czynnika po-
diug szeregu (§. 8) i mnoZy przez zupelny pierwiastek
kwadratowy pierwszego czynnika. )

§. to. Wniosek. Z przesatego wnioska wido-
czném iest, iZ wtedy szereg pretko sie do wartodel
pierwiastka przyblia, kiedy w funkeyi \ (1+x), ilodé
x iest ulamkiem wilasciwym, maigcym licznik znacznie
mniéyszy od mianownika. Tym kolicem moZna cza=
sem iloéé x wzigét uiemnie, lecz wtedy wspolczynniki
szeregu §. 8. powinny bydZ stésownie do tey zmiany’
obrachowane. N.p. 3=4. (I—-l y a wige

V3-‘Y‘4.'V‘C1—_;_: = a S (lur) lub.
7=, (1-—.2) aw1qc‘V’7__¢V' g. (1___3)

=3 ( I —2 ) + Wyrazy ‘V‘(l-— 1)1‘\(’(1—2)

wyobrai'lq iunkcyq v (1+x) z tym tylko dodatkiem
Ze x musi bydz wzigte uiemnie.

§. 11. Wniosek, Wsz'yﬁko co sig wyZey po:
wiedzialo o funkey > (¥ +x) i oiey szczegdlney
wartosci (§: 845 §.9.), rozumie si¢ takZe o funkcyach



3

4 n.
‘a"’ (1+x), V" (+x), "V“ (14x), przy ¢zém sig,
takZe pokazuie Ze¢ wycigganie pierwiastkguw, podtug
meskonczonego szetegu, osobliwie szukaige wl(.lu.
mieysc dziesigtnych, z wiclu wzglgdow dogodnieysze
iest.od zwyczaynego przybliZenia. :

§: 12 Definicya. Szereg nieskorigzony kio:
rego wszygtkie nastgpuiace wyrazy wynaydmak 81¢
z naybhiazych poprzedzaigeych, a tem sam¢m wazy-
stkie z pierwszego iak w §, 8, nazywa sie wracasa,cy:n,
szeregul':mt (series reveriens). Szereg zas, klorego_
wyrazy , do wartof¢i szukaney predko sig p:zybiiiaia‘,
iak §. 9. nazywa sig sze;eglem zbleychym 6ig. (series
COnVergens,)

§ 13. Wnupa-:. k., Cheae Np. funkeyg 1 na

T a + X
nieskanczony wracaiacy szereg zamienié, na ten czasbie-
rzesig 1 = M+4Ax+Bx?4+Cx* + Dx"....
a -I- X

ktory to szereg dla -tey samey przyc;yny iak \,v§ 8.
ma si6sowny ksatalt.  Daley potrzeba snvime szeregu
przyprowadzic do Zera, .1by itgo, wapuh.?ynmk: przad
obrachowad. . (§:7) Koicem tego mnoZy sig obydwie
atronj_p:z.e? ilo§¢ a +,x, z czego wypada:

1Z=aM+aAx+iBx?+aC0x’waDxt,

+ Mx+ Ax2+ Bx* 4+ GCx*....

a zatem
p=(aM-—1)+aAx+aBx?i+4aCx® +alx .,
+: Mx 4+ Ax® + Bx® + Cx*
Zostaim:gn SZETEHN podaie s ) ]'.HHHIIL_‘ 9 7
aM-—~1z=0, aM=1, Mz 1
a

1A+Mzo, aA=~M A= —
?17:'

aB+A zo, aBz—, Bzt
at



a€+B=0,2C=—B,C==

ke

2dD+C=o0, aD=—C, D=1. A wige

a’

] =1 — X +x?—Xx24x2 , ..
a4+x a a?%* a% a4 af

Tgn sam szereg takle wypada, dzielac w funkeyi
licznik przez mianownik i ciggnac dzielenie tak daleko
xak si¢ podoba, lub iak daleko potrzeba.

§. 14, Zagadnienie. Maigc rownanie migdzy
dwiema zmiennemi iloéciami, iak iedne z mich przez
'szereg nieskoficzony wyrazi¢, tak aby wyrazy tegoZ
szeregu szly podlug poteg drugiey zinignney?

Rozwiazanie i dowodzenig,, Zamiast iedney
zmienney, kladzie si¢ széreg wynaleziony *) w ro.
wnanie przyprowadzone do Zera i wspolezynniki ré.
wnania zamienionego na szereg wynayduig sig podiug
§.71§. 8. Np. rownanie niech bedzie takie: ,
y*+a?ytaxy—2a’=x°’o0, astdsowny szereg
takiego ksztaltu:

y:M+ Ax +Bx2+Cx>+Dx4 . .

Atak: +y’:M”+3AM’:4+3A“M"_H-A“‘ x®+3A2Bx4..,

+3BM x3+3CM2x° +6A Mx4
-i-GAb\'Ix

+a‘y;g’M+a=Ax..ha°Hx’i-ﬁ-a’{ x*ya*Dx+

+‘axy= +a Mx/ +an‘+a]>x +aCx*

—Ral=— ga’ I; i

e x:!’ . = —_ x'J

wi j( T I'I i
F AT
*) Uwaga. Wszyslko tutay zawiglo od tego, aby szereg kté-
ty sig bierze, nmal ksztalt pull.ze}.m) Newtona townoleglo-
bok aluiy_dn tego. ’Iwrya i zastbsowanie tego rownule-
.glohoku anaydua | m; duklddme wyluﬁ.ouu w malemntyce
Kaestrera, TIT, C. ¥wszy oddz, p. 419. § 632
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Przeto podlug §. 7. wypada co nastepuie:
M*+a*M—2a*=0(1°)
3AM?*ta* A+aM=o0(2°)
3A2M+3BM2+a2B+aA=0(3%) it d.
Pierwsze z powyzszych trzech rownai da sig przez
jlo§é M --a o podzielié:
"M—a |M*fa*M—2a’ =0 [M3*+a?4aM4a?=o

M? —a'M? czyli:
{ pa*M4aMi—2a° |M?*+aM+2a® <o
a*M — a?

ptaM?—a*
daM? —azM

+a*M—a?
+a?M—a’
" "

A Ze zréwnanja wypadlego na iloraz: M2 4a M+
& a*= o, takie wartofci na M wypadaig: M = +
Y (——— 2a? +_=}-_’) — 3, kiore obydwie s3 uroione,
_ 2
przeto z dzielnikai M — a=o, wypadaizca warto$é
M=a, iest sama iedna na M, prawdziwg. Lo iest
M =a. Chcgc wynalesé warto$é na ilesé A, bierze
sig Téwranie pod Nrem 25 3AM?24a?A+aM=o,
czyli (3M’ a?) A+a M__o, ‘atak (A=—aM
" 3Mitac
=2z — L Szukala‘c daléy wartoéc: na ilofé B,
ga* 4
potrzeba wzigé rownanie naznaczone Nrem 3.: 3A2 M
+3BM{+a?B4+aA =0, kore daic: 3 A2 M
+(3M2+a?*)B+aA=o, aziem B=—
3_A‘M-——aA:_-—3a+a_,,a""I I'ymsamym

3M*Fa® " 36 4 16 bga,
| 4a‘ gaz

sposobem daig slq wszystkie nastg pu:@(‘.e wspokzynx
niki obrachowadé,
L e e ]



