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Dodaige zaé do obydwdch stron ostatniego réwnania
dz?, dla wprowadzenia réZuiczki, bgdzie:

dx*4dy* = (P+?—Z—x—)=' dx: -+ dx?,
PX
4([1-‘“!-*‘“—)
apx\°
(r+225)
1 (px4+25)

(G

~+ 1 fodx®;

przcto:

V(dstdy)=dz /1> —2L 4 L
px* H
l(p).'{-
a zatém:
(oo i8)

LV [@x*+dy) =Ldep{ e L +1 Y,

P2

ey

§. 131, Zagadnienie, Jak obrachowaé Cys.
soide przy danych wspélustawionych do sichie prosto-
padlych.

Rozwigzanie. WeZmy réwnanie Cyssoidy od
3 . x3
wierzcholka, ktére iest: y? S (znane z Jeome-

tryi analitycznéy), a tak bedzie:

(2 "!--—x)'-;x1 dx+x3dx
(2a—x)*

aydy = (6. 52),
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czyli:
2ydy = {(za—x). 3x* + x=}. dx.
(2a—x)?

Wykonywuiac za§ mnoZenie w nawiasie zaznaczone,
1quzie:

gydy __"_.(6:13’—-QIZ!(_"’_) dx.
(2a—x)*
Dzielac daléy cale rownanie przez 2y, wypada:
dy = (3ax*—x’) dx; stad:
y-Ga—%)°
dy' = (3ax? —x'): dx*, ezyli biorac wartoé
Y (a—x)
pa y*, zréwnania cyssoidy:

dy*=(3ax*—x’)) dx*=(ga*x*—b ax* +x%), dx*=
<_f__ (2a—x)* ——, (2a—x)+
. 2a—X

23—X

= (ga*x—o06ax’-x"). dx*
(2a—x)"

_.A dodaiac do obydwdch stron da?, bedzie:

dx? 4 dy? = (ga*x—6ax*+x’), dx* 4 dx*,
(2a —x)° _
czyh, wyniostszy mianownik do naznawoney potegi,
i pomnoZywszy przez niego dx?:
dx* +dy* = (ga*x~6ax® +x'). dx* +
(2a—x)*
4 (8at—12a®* x + b6ax®— x'). dx* =
(2a—x)* )
= (83’ =3a°x) dx* = a’.(8a—3x). dx*;
(2a—x)* (2a—x)
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przeto: .
; __a.dx Sa—-gx
Ve =12 (B2,
a wige:
a B sty Bafgx
SV dx+dy*) = f-Ra - ( s

§. 132. Zagadnienie. Jak obrachowaé liniig
logarytmiczna ? )

" Rozwigzanie. Wzigwszy rownanie linii loga-

gl ;
rytmicznéy yr?‘:? = a (§. 101), z tego sie podaie:

dzx :%.r_z’ stad: d:n’:?-‘—;ig:-, przeto;

dx* +dy* = G dv

czyli:

dx® 4-dy* =(a®4y*)dy*; wiec:.
. e

V (dx’-{-tly’):-d—;-.i/ (a* 4-y*), a zatém:
e
FV (@x+dyt) = [ ).
W systemacie za$ logarytmow namralnych, gdzie =1,
bdsie: [/ (xt b dy) = 5LV dy).
§. 133. Zagadnienie. Jak znaleéé réZniczke -

powierzchni, zawartéy migdzy dwiema wspolustawio-
nemi i tukiem iakiéykolwiek krzywéy linii?
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Rozwiagzanie. PoniewaZ wspdlustawione
moga bydZ raz do sicbie prostopadle, a drugi raz po-
ch}{e, przeto dwa przypadki mam)r szukama IZECZO-
néy roZnieczki.

1) Mie}rm)‘ (¥, 2) powierzchniag A B D, zawartg
migdzy lukiem A B, iakieykolwiek kraywéy, i wspod
ustawionemi 4 D=x, DB=y do siebie prostopadle-
mi, a roiniczkg iey znaydziemy tym sposobem,
WeZmy iakikolwiek przyrostek nieoznaczony tuku 4.8,
np. BDG; z punkwn € poprowadZmy réwnolegly do
B, toiest CE, izpunktn B rownolegly do AE,
nazywaiaciag BH., Atak BH=D E=Az, CH=A\y.
Nadio widoczném iest, Ze powierzchnia 4B D zawi-
sta i tym samym sposobemn od AD i B, iak po-
wierzehnia 4 CE od A E i IEC, a tém samém, Ze po-
wierzehnia A B D iest ta sama funkeya ilosei @ iy,
iaky powiernchnia ACE ilodci-a+Ax i y4-Ay. Daléy
powierzchnia prostokata DB HE = DBXDE =
y. Ax; powierzchnia za§ troykata BHGC = A x. A y.

: 2
A tak, nazywaiac powierzchuia 4 BD, S, w ktérym
razie przyrostkiem nieoznaczouymn iloéei 8, iest figura
DBlCE, begdzie:

AS=DBdGE=y Ax+4-2%4Y | gycu.

Przyblizaige wreszcie C E ciggle ku BD, powierzchie
y.Az, - Az Ay ay

Biorae za$ -CJE, za nieskenczenie bliskie od B D,
dlaczego Ax i Ay bgda nieskoniczenie male, a tuk
BdC cigeiwe B C pokryie, wtedy w réwnaniu

A Sﬁ)’.ﬁ m+£‘%ﬁl§+}3 d Gm, wyrazy Q-'EQ-}'I BdCm

i BdCm ciagle sig zmnieyszaia,



Az Ay
2

obydwa, sa tylko iednym wyrazem

Ax Ay

a
2

wyraz, to iest

iako nieskonczenie maty

drugiego rzgdu wzglgdem yAx, ktory iest nieskon-
czenie matym pierwszego rz¢du, staie sie rownym
Zeru (§ 29.) bgdge tn za stosunkiem; a wige wy-
pada: AS=yAz, czyli: dS=ydx (§. 34) co iest
Zgdang roZniczka do prostopadlych wspolustawionych.

2) Maige powierzchnia A B D (IF.4.); tuk fnkiéy-
kolwiek krzywéy A B; wspolustawione AD=ua,
B D=y, pochyle. A tak poprowadziwszy CE ro-
wnoleglay do B D i BL rownolegly do AE, nadto,
z punktn B spufciwszy prostopadia na A E, kiora
niech sig nazywa B M, utworzy sig rownoleglobok
DBLE, kory bgdzie, uwazaige € E za nieskorczes
nie bliskie od B.D, réiniczka powicrzehni A B D,
dla €y saméy przyczyny iak wyZéy. A Ze prosto-
padia B M==y. Wsq (§. 120), dlaczego powierzchnia
rawnolegtoboku DB LE = DE BM=—dzx.y Ws.q;
przeto nazywaiac powierzchnia A B D, takie S, iak
wyZéy wypada:

dS=DBLE=dx.y.Wsq.

To iest Zadana réZniczka do pochylych wspétusta-
‘wionych iest: Wsq,y.da,

§. 134. Wniosek. Cheac tedy znale$é powier-
zchnig iakieykelwiek linii® krzywéy, kidréy réwna-
nie czyli funkcya iest znana, rozniczkuie sig rze-
czone rownanie, daie mu si¢ potrzebna forma; aby
na iednéy stronie sama roZniczka powierzchni stala;
i potém, przygotowawszy druga sirong do calkowa-
nia, calkuie sig, a.calkowa drugiéy strony, iako
prawdziwa funkcya roZniczki powierzchni, daie po-
wierzchnia Zgdang, to iest do danych wspdlustawio-
nych naleZaca. R B
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§. 135. Zagadnienie. Jak znalcSé czgdé po-

wierzehni kota, miedzy wspolustawionemi od érodka,
do siebie prostopadiemi lukicin i promieniem, za-
warta?

' Rozwiazanie. Mieymy kolo (F.8.) w k[(',;.‘
rém: CE==x, CD=y, promien EI' lub DE=a.
Mamy tu zvaledé powierzchniyz CDFE, co sig ro.
bi tym sposobem: Bierzemy rownanie kota od srod-
ka, toiest: y*=a*—3z*, a tém sameém: y=|(a* —zx*),
a wige: yda=dx, |/ (a* —a?) = dz(a® — a? )’}_
Maiac tedy vz wyraz: dax(a®— )i‘ réwny rdini-
czce danéy powierzchni'(§. 133.), zamieniamy go na

srereg nieskonczony, za pomocy binomium, aby go
modz calkowaé. A tak

3 A o | 5 1
(2 —x*)Tzma— —sa & — —a 7%t —

4
s

o . 1
et N g Gl 5-3‘73:‘ —

8 1h .

Iy % 3 1, 2 3.4
__Iosa.-——a.\lo

32

czyli:
(ag xa ){ e 1‘2 x‘l xS 5 X.
2a ga® 16at 28a’
21 X‘IO
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a wiec:
ydx=dx)(af =x*) =dx (2 —x) = adx—

L x*dx x%dx 5x? dx
2a ga’ 1ba’ 12ya’

21x*°dx
""'WG'}&&--Q-..-.

a zatém '

3 %x* o _-xs - x7 511:9‘
f.ydx...ax—s.za 5.8a°  7.10a°  g18a’
g1xit v
_miy_ . - " oA . L] - . L]

ktéra to calkowa iuZ iest zupelna; albowiem biorge
r==0, takZe powierzchnia cala’' bgdzie Zerem iako
tez wszysikie wyrazy wynaleziondy calkowéy, gdyz
wnie z wchodzi, beda Zerami, a zaidm i iloéé
Const.=o0. Biorac tutay promiet, to iest a =T,
powyZszy szereg zamienia sig na taki:

. xi o x® " x7 st
Jdr=aze 3.3 5. 8 7. 16 9.128
grxli‘

-i0_-o-|¢.-.
-

11,76y,

Calkowe powy2sze, ozhaczywszy wartoéé na x, obra-
rachowane przyzwoicie za pomocg ulamkéw dziesia-
tnych, daig Zadang powierzchnia,

§. 136. Whniosek. Zachowuige a=1, i bio-
rac takZe x==a=1, natenczas z powyZszych ostatni
szereg, zamienia sig na taki:

1 1 5 21

3.2 58 716 g.128 11,768




czyli
y =y 1 5 ) (R
I.y.dx:l"'—‘—s-'— 40 hm‘—*’n-s—g ms. e d

To iest, pod wzmiankowanymi warunkami, czwarta
czgéé powierzchni kola, albo:

1 T 5. or

I
AFE:I"‘" o e b b b e et

40 115 1152 gaq8 °

§ 137, Wniosek  Czgé¢ powierzchni kola
(Fig. 8.) CDFE mozna takZe zupelnie bez wyiszéy
analizy obracliowaé iedynie za pomoca liniy trygonos
metrycznych maige tylko fuk D F znany, kiory niech -
sig tu nazywa m. I tak rzeczona czg$é kola skiada
sig z wycinka DEF i prostokatnego troykata CD E}
a przeto:

cPEF="TDE4EE.cD=" DE4X.y,

Nazywaia¢ zad§ promien, to iest DE, a, iwiedzic Ze

CE=x iest wstawg fuku Mm; CD=y iest dostawg

tuku m; wtedy wypada:

: W/ m.
2

CDFE= .2+ Do/ m,

. §. 138, Wnivsek, Bioric wspotustawione od
wierzcholka, . to iest (Tig. §.) AC==x, CD=y,
natenczas czgéé powierzchni koln AD C moze bydz
znaleziony,” z réwnania od wierzchotka,  Nazywa.
igc promient iak dotad @, réwnanie kota od wierzchol-
ka iest takie: y*=2az—a*, stad: y=)/(20z~2%),
a wige ydr=d x|/ (2ax—za*). Wyraz dx}/(20i—=z")
iest iuZz wprawdzie potrzebna roZniczka powierzchni,
ktéréy szukamy, atoli-ten wyraz w. formie iaky ma,
catkowanym bydZ nie mioZe, lécz musi bydZ wprzody
do-catkowania przygotewanym. To robimy tak:



147

{dax~x*)=ax (é'—-"—;—x)i stad:

- ; - : . - l
|/ (2ax—x? )=}~ ax}” a— %::):V_'ni;(a—--%-x)?

%
: ¥ ol 1 e E
Daléy wyraz(a-‘-g—;—x) _zamieniamy ha szereg nie.
skoficzony za pomocg binomium, A tak:

i I 1 —i T Y |
a--_{_x E:ﬂ.g—'—;!—a,n!ii—_‘[..a 5-__1{ "\
. ) - g . .

Q. 4" s
1. 2.
____'%_ ua__; 5“1 _,_l_r’_. a_gfj_ e
8o - 8 ° 16, 7 zab

1. 2.3 1. 2.3 4
105 a";;x_"_
32 * 32

. I T T TR LI T |

1.2.3.4.5
ezylii
¥ ot . )
Y . x . X b
.(a——ﬂxD _.4/21--—-4,‘/a ra) s
- L A S :-5"-4 .
o 128.a* P a 2048.a3 P a
l_-"'-xr’"""a ii‘;'lo
3ar32.82% a7 C i
ptzeto i

\ I
- 8

L (sax =22y =/ % (_Tx) SR\
[10%]
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:V:z.i/“x. (a—-32 x )f =2 (Va-x--

'x[/x L p & VX — x! Vx
— 32 32.a)  a 128a% |7a

5.X41/x 7XVx
TTRo4sal)/a 3kzaBadla Uttt )

czyli:
2 i_ x;—

V (3ax—x )—V*( L ‘L}T/a' 3a.al a
| x‘:' Sx%

128.a* |/ a - 2048.a* | a
1L

7% zatém ¢
= e e atém ¢

5
x dx x? dx

dx V(aax-x=)=|/=(1/“ BV 3mapa

- x’.‘_' dx s 5ng_ dx.
128.2% a 2048.a3 |"a

7x= *dx .
32 32.—""—8‘a Va 8 8 8 & @ 2

a wiec:

Lydx=/dx(a ax—x“):Vz.( -;—-‘x% Va—
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g e Sl
54V a 7. Ral a9 138 a T
14
9 5.X

— —_— —

i - 2048 VA

S By ix?
13, 32.32.8.a4 |y a """)’

keora to ealkowa iuZ iest zupelng; albowiem biorge
x=0, kaZzdy wyraz calkowéy w ktérym iest x, iako
tez cala powierzchnia bgdzie réwna Zeru; a wige i
ilo§¢ Const—o. Biorac az=1, powyiszy szereg zas
mienia si¢ na taki; A

5 4 - .7 32 9.138

P24
___’_.._fv_’L,_i._._'ZE___......).
Coal.e 2048 13 32,328

Jy.dx=)/3. i‘_ xf o xE o f
3

Obrachowywuiac powyisze szeregj przyzwoiﬁe, za
pomocg ulamkéw dziesigtnych, oznaczywszy wprzo-
dy ilo$é x, znayduiemy powierzchnig 4D G,

§. 139. Wniosek. Z tego co sig dotagd powie-
dzialo o obrachunku kota, pokazuie sie, . ze kaidy
wycinek iako-teZ pdcinek kola moZe bydZ fatwo wy-
rachowany nawet bez uZycia stgsunku $rednicy do
obwodu maiac tylto kat srodkowy, do nich naleia‘cy
znany i promien oznaczony. - L tak (Fig.8) mieymy
wycinek G EB dany do obrachowania, kirego kat
§rodkowy ¢ iest znany, A wk puprowadmwuy z G
prostopadla- na- EB i nazywaigc i3 GIH, bedzie
HG wstawg kata ¢, a EH iego doslawa, pod pro-
mieniem EB=a; stgd ich wiclkoé¢'da sig. wyrazié
przez wstawe i dostawg ka‘la q = 1ahltc, maigc pro-
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“gnien a oznaczony (z Trygonometryi zoane). A e
“EH==x, a GH=y, przeto wzigwszy réwnanie od
érﬁdk"a, da sie z niego tuk B G wynalesc, wyrazaiag
tylko szereg meskanrznny przes funkcye ¥y (5. 129),
a zalem wycingk GL‘B aua znayduie; munozae polo.
we wynalezionego luku G B, przez promich. Cheae
m:eé ;5§ odcinck GmBr obi'achqwany, wynayduie
sie trygonometryczuie ]mwiﬂzcbnia raykata G E B,
maigcego dwa boki to iest promienie, i kat g znane,
a oclclalgna‘wazy powierzchnia rzeczonego wrdykata,
‘od’ powierzchni wycinka G EB Iy - yesza daie po-
melzchm% odcmka GmBr.. '

§. 140. Zagadmema. Jak obrachowaé po-
wigrzchnia paraboli, zawartg migdzy wspolustawio-
nemi do siebie prostopadlemi, od wierzcholka wzig.
temi, i iy lukiem? -

Rozw.iqzame. Mieymy parabolg Pospolug
(Fig.9.)," A.E, Iuk iéy A C, wspdlustawiona od wier-
zchotka do siebie plosmpad{c, AB—=u=x i .BC—-y.
Mamy tu obrachowaé powierzchnig A BC, co sig ro-
bi tym sposobem: Rgwnanie paraboli od wierzchol-

ka, przy prostopadiych wepdtustawionych iest: y*=pa,
stad: N

yEVpx=Vp.V x=Vp.(x*) przeto;
vodx=|/p(x* dx), a zatém:

2 x
Joydx=)/p. (T . x%)-{-.Const. =-§—|/p.(x.:ﬁ) o
= Const, = _:_ xV p Vx4 Const. =

=-§-x.l/px+ Const, .;—_-'-:—x.y-!- Const.
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Lub: y*=px, stad: hydy—rpdm, przeto: da=

2); Y. atemsamém: ydz= dey. Calkuiac za$:

Jydx= %-% +Gonst:a—§-ﬁ_—l}: -+ Const =

= %_Px'?_)' + Const = :—x. y -+ Const,
ToZ gama iak wprzody, Biorge tuz=o, 'w ktérym
razie cala powierzchnia bgdzie rowna Zeru, bedzie
takZe ilo$é6 Const =o, a zatém: fyd.z::—-:— xy iest zu-
pelng calkowz. To iest powlerzchma paraboli ABC=

=

¥» Wwynayduie sig hiorac ~§- prostokata do-

konczonego na wspoiustawmnych. ToZsamo iest tak-
Ze wiadomém zJeometryi analitycznéy,

§. 141. Wniosek, Biorge réwnanie nayogdl-
nieysze paraboli, to iest stuZace wszystkim gaturikom
parabdl, ktére iest: y = pecac (znane z.leometryl
analityeznéy), z tego wyp_ada.., Y= \/p‘*f [/.:t:‘

=p ¢ x°¢, pizelo:
s o
y.dx=p .* xt dx, a zatema
=0 Sy
f,y.dx;L‘._x:__ -+ Const.

Yecz itutay ilodé Const., dla téy saméy przyczyny
iak wyZéy iest rowna Zeru, a przeto:
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t=C <

s
_f.y.dx —p——:;'—'"CC_I_e) p.° K" X-= .

BN
-—(c._'_e)a_.-_}'l

iest zupelng catkowy, kidra daie kaidey paraboll pae
wwrzahm%, zawarlg miedzy lukiem iéy i wspolusta.
wionemi do siebie prostopadlemi, od wierzcholka
wmqlem:, Chcac powyisze nayogolnieysze rowna.
nie, do pospolitéy paraboli zastdsowaé, wtedy bg-

dzie: e==23, ¢==1, a tak wypadek ostawmi: [ydr=
Sz zamienia sig¢ na taki: fyd =2
=T mienia sig it fyde= s.z.y.

To iest toZsamo ¢o wyZéy wypadio,

§ 142. Wniosek. Cheac znale§é powierzchnig
BCED (F.9), zawarty migdzy linilami CB, DR
prostopadlemi do osi A D, jako tez lukjem paraboli
CE i czgdcig linii odcinkdw, to jest liniig BD, i to,
chege ig bezpodrednio wynalesé czyli nieodciggaiac
od AED powu:rzphn: AB(, co podlug poprzedzaig.
cego. da sig ‘1akZe zrobié, wtedy bierzemy réwnanie
paraboli pospolitéy (o ktdréy tu iest mowa), kidre iest
od wierzchotka: y? =px. ‘Biora¢ tu BD—a za od-
cinek; DE=y 2a ustawiong, w ktérym razie liniia
A B niezmienna niech sig¢ nazywa m, nadwczas po-
wyZsze rownanie zamienia sig na takie; y* =p (m+x)=
:pm-{-pa:, aprzeio; '

Y=V (pm+px). Robi:{‘c zad: L/(pm-{-bx):u;
Z czego:
pm+px—-u= stad:

pdx=2udu, przeto:®
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qudu

dx =——, a wige;
" I n “l)
ou, du,
ydx =/ (pm+px). dx = 222y =
-1
— 2udu ',/(pm-{—px)._———'P—ilE,
A tok; e a vy

3 -]
fy.dng ; + Const. = :—;—.u-{-Consl.

W.mqws.ay za$ zamiast u® iu, odwrotnie wartodci wys
iey stoigce, bgdzie;

fy-dx= -}B (pm+px) / (pm +px) + Const,y

= % (m+x). |/ (pm+px) + Const,

Dla wynalezienia tutay iloci Const,, hierze sig z==o,
w kiérym razie cala powierzchnia B CE D staie sig
takZze rowna Zeru. Lecz Ze wyrazy calkowéy nie
wszystkie maia w sohie =, dlaczego chociaZ cala cal
kowa iest Zerem, to iest zbiarem dodawnych i uiea
mnych réwnych, jednak poiedyncze wyrazy nie wszy-
sikie s3 Zerami, przeto (akZe iloé¢é Const, niebgdzie
tu rowna Zeru, Atll rownanie ostaie, skoro x=q
sig bierze, zamienia siy na takie:

0= —;—— (m+0)./ (pm+o) + GConst.
:—E- m..l/ p:ﬁ + Const., przeto:
.3 ' ) i

Const, — -—,—:. m. )/ pm, awige:
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fpdx——~mwnvwmww~—mvpm
jest zppelna calkows, 3 tém samém;

Powierzchnia BCED =—-.§-—(m+x).|/(_pm+px)ﬁ

—— --gu—- m.l/ pom.

Oznaczywszy tedy ' ilos¢i p, m, =z, powierzchnia
rzcezona datwo bardzo z ostatniego wyrazu podaie sig,

§ 143. Whniosek, Podlug §. 40 wiadomém
iest, Zze powierzchnia parabolx ACED (. g.) z takie-

go wyrazu: TdD.Dﬁ: > 2.y sig wynayduie,
Nazywaige tedy reszt¢ dokoriczonego prostokata na
AD i DB, leiaca za parabolg, n. p. M; wiedy
M:% z.y. A Ze 11'6yl:a£ta A D E powierzchnia

_z_l_g_D__ DE= —=a . y, przeto powierzchnia odcinka

parabolicznego, czyli: ACE= ACED — AED =

RS Lot U e, LT SR SRR S
= LY = . LY = 5 o ZeY 8 Y= AR Y

To iest powierzehnia odcinka parabolicznego zawiera
E—lpowierzclmi prostokata dokoriczonego na wspola

ustawionych do siebie prostopadlych, a tém samém
z wepolustawionych rzeczonych date sig latwo bardzo
Wynalesc

§ 144. Zagadnienie. Jak obrachowaé czgé
powierzchni Elipsy, zawar@ miedzy wspélusiawione-
mi od érodka do siebie prostopadiemi, polowa osi
mnieyszéy i tukiem Elipsy?



