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Uważając tutay w trzeciey róiniczc&e, dx za nieod-
mienne, opuszczaią. się wyrazy drugi i trzeci, w któ-
rych się znayduie dix i d2x iako Zera w takim raaie}

a tak zostaie do nieomiennego dx< d^=6adx^, to
iest tożsamo, co iest wiadomern z §. 40.

§. 67. Uwaga. Sposób wynaydywania róini.
czek wszelakich rządów, do funkcyi algebraicznych,
uvvażai?j.c dx aa nieodmienne, iuż iest w całey zupeł-
ności wyłożony i to tak co do iedney iako co do wie-
lu zmiennych. Także różniczkowanie funkcyi o ie-
dney i wielu zmiennych, pod warunkiem ze wszystkie
różniczki sa zmienne, iest rozebrane. Atoli co do
różniczkowania funlccyi, xv których wszystkie różniczki
uważaią się za odmienne, iesscse siê  wiele szczegó-
łów znayduie, o których tufay mowa niebyła, dlatego
ie przeznaczenie tego dziełka tego niedozwoiiło i £e
to co siq o nich powiedziało, iest dostatecznem, do
Jatwego zrozumieina wszystkiego dslszego, 2 óbsaet-
nych dzieł.

R O Z D Z I A Ł IV.
Zastosowanie rachunku różniczkowego do

iiiektórycli materyi.

§. 63. Z a g a d n i e n i e . Jak do Binomium
(1-4*a;)", w którćm ilość n iak^kolwiek bydź może,
znaleść

. R o z w i ą z a n i e . Widoc;znem iesc, łe iakiekol-
wiek znaczenie bidzie miała ilość n, wykładnik ilości
x w drugim wyrazie może bydii , wtrzecim2, wcsswar-
lytn 3, i t. d, A tak cala^zecz idzie tylko o ogólne
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oznaczenie współczynników. Aby zaś współczynniki
mogły bydź ogólnie oznaczone, toiest, (iak się w Al-
gebrze pokaźnie, gdzie się n, tylko za całość doda-
tną. bierze) przez wykładnik n, i znane ilości wyrażo-
ne, potrzeba nayprzód szereg utworzyć z potęgi, w
któryby rzeczone współczynniki wchodziły, 2ie z oier,
wszego szeregu drugi, w którymby także rzeczone
współczynniki znaydowały się i którego by wartość
była Zero. A wtedy podług. §. *j. dadzą się wszy-
stkie współczynniki ogólnie przez n, i znam- ilości
wyrazić. Końcem tego niech będzie (i~ł-a:)n:= I-K
4- /la; -J- Bxi -+- CxS •+- DxĄ ...... = Z. , A tak
d2T=?i(H-x)."~i d*, (§, 40.) Mnożąc źaś obydwie
strony przez (i-j-a:), aby w wykładniku (?i—1), —1
znieść, dla doprowadzenia równania potrzebnym spo-
sobem do Zera, wypada: (1 -ł-a;) dZ'= n( i + a ; ) " ^ .

^ Z , przeto ( i + a ' ) . dZ = n. 2T. da;,

a tem samem ( i + a : ) . -r-^-z=n,Z, z czego (i-}-a;)-3—•
dcct ' dcc

•—rtlZssr6.\ Daley ostatnie równanie zamienia się na
szereg, którego wartość.będzie równa Zeru, biorąc
zamiast niektórych wyrazów wartości, maiące w sobie,
A, B, € , D, i t.d. I tak:

d Z — A dx. + 2 Bxdx + 3 C xa. dx+ 4D x3. clx

stą.d, £Z_i3 A
dx

przeto, (i+x). dZ = A +?Bx-f 3 Ćx2+4Dx3

dx

azatem, (i+x). d_Z—nZr: A+aBx+3
dx

— n — nAx —
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A ie lewa strona Jest równa Zeru, przeto i prawa.
To iest:

—nA). x-|-(3C+2B —nE),x s

3 C - n C ) x3

Atak: A — n r r o , przeto Azzn,

a B + A — n A — o , s B~nA—A™(n— ; i )A, przeto
TS r : ( n — i) A ~ (n— i), n,

a i., a

gC+sB-— nfizo,' 3C—nB— gB~(n—2),B przefo,
c ~ Cizi!) B = C" — a) (n-ri)» n.

. 3 . i . Ś . , 3 •••••'.

nC^o, 4D~nC—3C —(n —3)C, przeto
•D F fc_l>'C= (n - 3). Cn — a), (n - !), n.

4 • .!• 2" 3- i

it. d.

§. 6g. Wniosek. Poniev/aź a-J-y ~ cl —j

dlaczego (4^-y)nr:a".^* " r ~ ) ' ; przeto wziąwszy y~x,
a

będzie (a+y)"-zz a" (i + a;)"i To iest, co sie okazało
0 współczynnikach Binomium (l-f-a;)", C§-^8). to sa-
mo się rozumie o współczynnikach (a-fy)", i każdego
innego. Co się zaś tyczy wykładników, widocznem
iest, że powiedziane w algebrze, było ógólnern. A
tak, czyli wykładnik;;, iest ćaly. lub 'łamany, czy
dodatny lub uiernny, csyli nawet uroiony, zawsze
potęga z każdego Binomium powstańca zachowuie
też same prawidła , to iest te, które w Algebrze były
wyłożone, uwaiiaitT.c tam n, za ilość cała, i dodatna,;
gdyż wszędzie można raehunku różniczkowego uiyh
1 tożsamo okazać.
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§. 70. Wniosek. A tak podług §. 68> znai^c
<lo tego prawidła wykładników, będzie.:

N.p. (r»—x*)~* ssr- I+C'-S'.*~ l — **) +
(

f (—i—3);f S - a k f ł - i ) - * r " 9

7 i. ił. 3- 4-

i t. d.

Czyli wykonywalne:

4- i. i &. i-

Toiest, kiedy wykładnik Rinoraiutn iest uiemny
i łamany, wtedy potęga zamienia się na szereg nie-
skończony. Lecz dla tey samey przyczyny, zamienia
się także potęga na szereg nieskończony, kiedy wy-
kładnik iest cały ale uiemny, lub dodamy łamany;
gdyż zawsze wykładnik pierwszey części niestaie się
równy Zeru, adrugiey, wykładnikowi potęgi. Spo-
sób wynoszenia każdego pierwiastka dwudzielnego do
iakieykolwiek potęgi, a tem samem wyciągania z lakii
samey formuły każdego pierwiastka, bardzo ważny
w całey matemaiyce, nazywa się sposobem Newtona,
który go wynalazł, lecz który dopiero przez Kaestneia
ogólnie dowiedzionym został.

.[5]
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§. 7-1. Zagadnienie . Jak za pomocą różniczek wy-
naleść ogólną, wartość, to iest, ogólne znaczenie podsty-
czney, styczney, podnormąlney i normalney do kaźdćy
krzywey Unii przy prostopadłych współustawianych?

Rozwiązanie. Niech AB (F. ą.) oznacza Juk
iakieykolwiek krzywey linii, BdC iego przyrostek
nieoznaczony. Liniia B.F niech będzie styczny łuku
AB, przfz punkt B; punkt zaś F przecięciem sty-
czney, z przedłużona, osią LA. Spuśćmy epunklów
B i C prostopadłe do osi, BD, CE, a tak, te ź pro.
stopadłe 8̂  ustawionemi, liniia zaś FD iest podsty-
czna. linii krzywey. Dalfy z punktu B, wystawmy
•prostopadły do styczney BF, kiórey przecięcie z osią,
niech si^ nazywa i , a tak i i i iest normalna,; DL

v/iaś_pqdjiqrrnaln^. Wreszcie punkta B, C, połączmy
^liniia, prostą., przedłużmy iâ  aź do przecięcia się

z przedłużoną osią,, nazywaiąc przecięcie G, i popro-
wadźmy przez JB, równoległą do osi, przecinaiącą
CE, w punkcie H. A ie. BdC iest nieoznaczonym
przyrostkiem łuku^l^j przeto BH~ DE, iest nie-
oznaczonym przyrostkiem linii AD, to iest odcinka,

,który siq nazywa x,- CH zaś iest nieoznaczonym
przyrostkiem linii BD, to iest ustawioney, która się
nazywa y. Nazwawszy przyrostek pierwszy mx, a
a drugi /\y» podaie się ss podobieństwa troyką.tów
GDB iBHC, taka pioporcya: mx: Ay — GD: y.
Lecz przybliżane ci;|g!e 6'JE dii BD, pizyrosiki I M ,
£\y ciągle się zmnieyszaią, liniia B G ciągle się do

- BF przybliża, a stosunek mx; /\y, ciągle się bliż-
szym stosunku FD: y,. staie. Wz.ąws/.y nakoniec CE
za nieskończenie bliskie od BD., w którym razie m i
i Ay nieskończenie małemi są, wtedy stósuntk mx:
/̂ y staie się zupełnie równym stosunkowi FD:y
(§. 24); przeto proporeya powyższa, zamienia się na
taką: dx: dy — FD: y, ($>, 34); a zatem FD ~ y. djc^
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czyli nazywaiąc ogólnie podstyczną kaicley Łrzywey
linii S", S~y.dx Uważaiąo troykąt prostokątny'

FDB, będzie FB" ~ FD*Ą-DBa, wziąwszy zaś za-
miast FD iuz wynalezioną, wartość, wypada: FB* ~

y 2 < ^ - + y 2 ) C Z y l i

FB my. J/ ("r-i -ł- T ) i alt>o nazywaiąc styczny

każdey krzywey linii ogólnie T, T~y,'[/ ( r— +1 ).

Uwaźaî c daley troykąty FBI) i B L JD podobne
między sobą, widzimy iż w nich taka proporcya ma
mieysce: 27i); y —y : -D-L, czyli biorąc zamiast P I J

cl ccwynalezioną, wartość: y. ——: y zz y: DL; przeto
1 d y d y

DX>~y.* —y- ~ )'' / ' albo nazywaią,c podnormalnaj

kaźdey krzywey linii ogólnie SN, S J V r y . ~ . — Na

ostatek z troykąta prostokątnego DBL, podate się:
B L^zzy2+DL2, to iest, biorąc zamiast DL, wartość

wynalezioną, ^

a przeto: J B i = y . l / ( j p + I J , albo nazywaiąc

normalną kaźdey krzywey linii ogólnie 2V, JV =

§. 72. U w a g a , Wiedząc iuź ogólnie, ie

JN = ' y. \/ f -j~ •+• 1 J i szukaiąc do iakieykolwiek

linii krzywey któreykolwiek z wymienionych Iiniy, w
ivyrazach skończonych, wtedy do funkcyi linii krzy-

[5*1



68

wey z prostopadłemi wspókistawiotlemi, szulca się ró-
żniczki; którey się na iedney stronie taka forma ilaie,
iakąmawzmiankowanaliniia, a wartość skończona rze-
.czoney ogólriey formy, daie liniią żądaną. Itutay to iuż
się pokaże niezmierna wartość rachunku różniczkowe-
go, za pomocą, którego rzeczone liniie przy kaźdey
krzywey, bez porównania, kródzey, prościey i latwiey
się wynayduią, iak za pomocy niźszey Analizy. Po-
kazuie się tutay także z§. 68, i $. 7 r , iż ieżeli dowo-
dzenia niższey Analizy są, ogólne, to dowodzenia ra-
chunku wyższego, czyli wyźszey Analizy, sa_ powsze-

dx
chne. Albowiem S — y . - j - iest przy każdey krzywey
linii; wynaydowanie zaś podstycznych, np. do para-
boli, Elipsy, Hyperboli i t. d. w wyrazach slcońcco-
nych, bidzie tylko rzeczoney formuły zastosowaniem.
Przeciwnie zaś wynaleziona wartość na podstyczną do
iakieykolwiek kizywćy, np. Elipsy podług niźszey
Analizy, niezawiera w sobie, czyli nie da podjty-
czneydo Paraboli, Cissoidy, Konchoidy i t, cl.

§• 73' W n i o s ę t. J5ior^c równanie na koło od
-,vierzchotka i w nićm promień nazywaiąc r, będzie
y 2=2! rx-r-x2. Chcâ c tutay i) wynaleść podatyczną.
przez wyrazy skończone, równanie się różniczkuie, a
tak ay.~dy==2rrix—"ixdx, czyli y.dyz=rdx~xdx,
to iest y. <fy = (r—.r). dx, to równanie nazywam A.
Daley w'równaniu A., abytn miał ogólny wartość
pod3tyczney (§. 71.) obydwie strony dzielę przez dy. i

n i - y dx "'• V. dx
przez?'—x,:ZlPtdbe1a?AL~:~-—==—j-—, . a więc J — __

J, ..cxvli koła S=— —. Biorąc x=r, bodzie

S •=.——=: 00 > t 0 ieat c!o odcinka równego promie-
niowi, podstyczna iest równoległa do styczney. Tb\n-

r, wtedy S będzie uiemne, to iest wtedy pod
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styczna i styczna z drugiey strony się' schodzą. Wszy.;
slko toźsatno co iest z elementarnej Jeometryi wiado-
mem Chcąc podstyczną, to iest prawą stronę, róvraa-

nia, S = — — i mieć przez sarno x \vyrazona_, za-r ~~~ x

miast y ł , bierze się wartość z funkcyi koła, a bi-

dzie 5 = 1—« Chcąc wreszcie mieć podstyczną

wyrażoną przez samo y, bierze oiq z funkcyi koła
•wartość na ar, która iest taka - i : = jh_l/(r 2 —y a )-+-r,
to iest kiedyx>r,,xz=+\/(ri—y2j-+-'";kiedy x<C.r,x=:

-V{r*-f)+rt a będzie S = - Ł ^ — ^ r , dla-

czego pierwszy rażą podstyezna, iest uiemna a
drugą dodatna. Przy kaźdey inney linii chcąc mieć
wartość, przez funkcyą. iedney zmienney wyrażo-
ną, robi siętoż samo co tutay. 3) Weźmy ró-
wnanie A, to iest: y. rfy = (r—•x).dx, 'zktóre-

go lakwyżey w y p a d a — = i - ^ , przeto

y2

= i ^ , przeto _ - : =

.' , .
s = r | > , a więc mnożąc obydwie strony przez y* i
dódaiąc do nich y* , aby mieć ogólną wartość sty-

dxz v*
czney(§.71.), wypada: y * ^ - - + . y a = C T ^ I + Y 2 .

j • 4- (r — xY\, TO iest*styczna koła

1 = - ^ — \ / \ y s +(r~x) 2 i którey różne własności od-
kryć można, biorąc iróźne waności na x, tak iak
wyiey przy podstyczney. 3) Wziąwszy równanie A,
to iest: y. dy = (r—?x)dx, i dzieląc w niem oby-
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dwie strony pnez dx i y, dla znalezienia ogólney
• i . i dv r—x •wartości podnormalney, wypada, j — » a W 1 ( 4 C ,

,=r—x, to iest podnormalna w kole, czyli: SAT=:

r — x . Toź Bamo co z Jeotnetryi elernentarney iest
wiadomem, albowiem normalna przechodzi przez;

środek koła. 4) Biorąc równanie ^ - = - — , wyriw-

szą.c ie do kwadralu, mnożąc przez yz, i dodai^c do
pbydwóch airon ya ^ wypada:

a przeto:

I ' ) { 4 > t0 ie8t

malna koła,

Wyraźaiąc JV, pr.zez samą, funkcyą. x, sposobem wy.
źey wyłożonym, będzie:

-t-2rx— x ł ) = J / r ł = r.

To iest normalna w kole iest promieniem.

5. 74. W n i o s e k . Biorąc równanie na para-
bolc od wierzchołka, to iest y2 = /ix, i szukaiąc

• j) podstyczney, będzie: %ydy=zpdx, a więc

- ; — T T Ą1 przeto y - j - = — — i to iest w Parabolip ' l } dy p
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S=—Ł~. Chc^c wartość wypadły wyrazić przez fiin-

kcyą x, bidzie &' = = 2 j . Toźsarno co iest

z niźszey Analizy znanem. 2) Szukaiąc styczney bierze
d cc Q v

się równanie -4 to iest: -7- ——, z (ego, dai^c mu

formę potrzebna., wypada:

y.

= — , \/(iyz -h p 2 ) » to iest styczna paraboli

l ( 4 y 4 p ) 3) znalezienia podnormal-

A ,- dx ay . .
ney, weźmy równanie ud, czyli: -j—=~^-, a więc tak-
, , , . dv p dv p p
że będzie, - / - = - * — , przeto y - f - = - — . y = -i~, to

* ł da: ay ^ dx uy . %

iest podnornialna paraboli SN=— iest nieodmienna

. w każdey paraboli. 4) Szukai^c normalney, weźmy

równanie powyższe :—-^ = — , a dawszy mu formę

d!y p . y
potrzebny, będzie: y*+y--^==t ' +y*, czy-

I)» to iest normalna paraboli N =



§• 75- Wniosek, fiiorąc równanie na Elipsę
j Hyptrbolę, od wierzchołka, które iest y2=zpx~^Cpx*,

a
i szukaiąc l) podatyczney , będzie 2 ydy=p dx +%pxdx

> a

czyli: syrfysa-i f-Ł. = ^ ; J, dx,

dx 5 o. v • •
Tirzeto: - r — = ^ — J - = , które równanie niech sie
x «y up Ą 2px
zowie B, a więc y~ss —a-Łs— , to iest Elipsy

' ^ J rfy ay Ą- zpx
podstyczna Ss=r-—*• , a hyperboliiS=—'•
' J ap—<xpx J ap-\-zpx

d x 2 o. v ̂Biorąc w równaniu: y—sss—~=- , • zamiast yx

f' ,_ dy ap -f zpx . .,

, , , , . . dx sapx~^f2px* (2tt"+"a*)
x yay ap + 2/»i a + a ^ :

To iest Elipsę między sobą i Hyperbole między So-
bą, na iedney osi wiekszey wystawione, maią pod-
styczne równych odcinków równe; gdyi miara nie
wchodzi w ich waności, a tętn samem ich nieznrie-
nia. Także z ley przyczyny pokazuie sie dal<?5r,
li podstyczne rzeczonych Elipsów i Hyperból,
w iednym punkcie, na przedłuźoney osi, się
schodzą. 2) Chcąc znaleść styczną, bierze się równa-

• n i i - dx 2ay ' ,me Jb, kiorc lfist: , .• — = = T - — , a dawszy mu no-
dy ap -Ą-ipx J *

trzebną formę, będzie: y*. ^l- ł -y» = = jgL-__
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.. . , i

s;!1.. • i. .j/h a*. y s -ł-(an"+"?p. t ) 1 l ) to Jest flty-
' "P+*P* \ J -,^..
czna Elipsy T=Ś~- -~~.

ap — ipx

hyperbolizaś, T-==Lj——\/Ual y2

3) Dla znalezienia podnormalney biefze się równanie B ,

d x 2 a y , . . dv ap X2prto ies t :-r-=—4= , z ktoreso wypada: -£.;— f f_;.
dy op-^7px . ° • " rfa; ?ay

ydy up"4T2 pa: . , . ,.
przeto: -jJ-'=— i — ( to lest ijodnormalna elipsy,

SN= aP-*P*.y hyperboli zaś, SNzz^±^. 4)

Szukaiąc nareszcie normalney bierze, się równanie ,

, ' dy apĄ^<ipx , , , .
powyższe:-p-=-1—1—-—, z którego, robiąc zmianę

dy*
potrzebną, dla normalney, wypada: y^ -7^ -f- y a

(tap~+'^px)3: y 2 +y*, czyli upraszczai^c: y2 ( j " i
4aŁy* ' V d a :

= («£+_2£5)2+ya, a przeto: y,
4. a2 •

iest normalnas=s—.l/-J(a/j"+"2pa;)II+4a* y 2 l, to ie

elipsy, N=^,[/ Uap-.zpxy + 4a*y>\; hyper-

boli zaś, Ńsfs->-. i/Uap-ł-zpxy + Ąa* yai.


