
f.y. dx = - l . (

j e s t z u p e j n ^ c a ł k o w y , ą t e m s a m e m ;

P o w i e r z c h n i ą JS CĘJ) = = - ^ - p

. • • • ' • • "• a ; "

Oznaczywszy tedy ilości f, ty, x, powierzchnią
rzeczoną łatwo bardzp z p.stątniego wyrazu podaie się.

§, 143. W n i o s e k , Podług §. 4p \yiadomem

jest, ie powierzchnia paraboli ACED (F. 9.) z takie-

go wyrazu: r^r-ĄD.. JD Ęt ~ T — <C. y się wynayduie,
D ' i)

tedy reszty dokończonego prostokąta na
Ą O i D.0, leżącą, zą parabol^, n. p, M; wtedy

JM = — i.y. A że tróykąta A JD £ powierzchnia

A. T) 1
r = — — . DEzz—x. y, przeto powierzchnia odcinka
parabolicznego, czyli: ĄCE, =? 4 C£X> -r- 4.E£> = ;

2- " i 4 3 r

To łeBt powierzchnią odcinka parabolicznego zawiera

T^- powierzchni prostokąta dokończonego na wspali

ustawionych do siebie prostopadłych, a tęm satnetn
z współustawionych rzeczonych daie si^ latwę bardża
wynalfcść.

§• ^ ł * Z a g a d n i p ń ł e . Jak obrachować część
powierzchni Elipsy, zawari<| między współuśtawione-
mi od środka do siebie prostopadłemi, połowy osi
pinieyszey i łukiem Elipsy?



Ho z w l i z a n i e , Mieyrny elipsę (F.io), w niey
ĄC="a połowie,osi vviększey; CD~c połowie osi
jnnieyszey; FCzzx i FGzzy. Marny tu obrachować
powierzchnią. FGDC, co się robi tym sposobem:

równanie Elipsy pd środka, które iesi:

——£ —i—— (znane z Jęoinetryi ąnalityc^neyj

__ a^ p —px Ł

•

Biorąc daley zamiast p, wartość, która jest: p ?=:—•"
(gjtometryi analityczney) będzie:

- aa .

y = — | / (ą2 —,x2),' ą przetop

y. dx==-4Ulx. \/ (a?— x?) -•A. dx. (a?—x^)-J

Daley wyraz: (a2 — xa)% zainieniainy na szereg nię
jlcpńczony za pomocą binornium, Ą tak:

(a2—x2)^-=- a — — ąT'x^ i- aT3x4 -^

Ii. g.
l f ł a~~7x" — — a~'x 1 0

Iii ' 3 2 "• .. ' '• *'

1. a. 3 _ . i .a.3.4 . 1.3.3.4.5

_ x 2 x* x 6 5 x a 7x I < 3

a a 8 a 3 " 7 i b a ' i a g a 7 ' 3 56 a 9 '
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Znaleziony szereg mnożymy przez; —-. d x, z

się podaie;

x4 d.x x g d x 5X» dx

i^c nakonięc pstatnie równanie, wypada?

która to całkową iuź iegt zupełna, albowiem, biorąc
x~o , wtedy kąidy z wyrazów całkowey znalezioney,
iako rhai^cy w sobie x, iesf (ak^e równy Zeru. Ą ie
i cała powierzchnia iest w takim razie równa Zeru;
przeto takie ilość Const r : q, IJipr^c w ostatnim sze-
regu ,x — a, to iest odcinek równy połowie osi wię_-
kszey, wtedy szereg da'czwarty pze_ść powjerzchnj
elipsy i będzie miał iak^ formę;

c /" , a3 a s a'
~ a V 3 > ? a 5 < S a 3 7--i6a5l~

" > L a 9 _ : ^
9. i28ą7" * ' ' J

t_
5 - 8 • • 7 . 1 6 • • • • • • 9 -
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To iest:

A G D C r c a (\-~ r^r — A — "~—•;
V 3-2 5*8 7-'* i

Oznaczaiąc w przedostatnim szeregu ilości d ć, ±t

w ostatnim zaś a, c, 2 łatwością powierzchnie, do któ-
rych teź szeregi należą, przez ułamki dziesiątrie, ób*
rachowane bydź

§. 145. W n i o s e t . Biorąc sżefeg na powierz-
chnią koła, zawartą między 'Współustawiohemi od
środka z §. tZ5t który iest:

/.y. dx £ ax -* -^
'* 32a

i i . 7&8a9

i uwaźai^ć źe promień koła, to iest a, iest równy po-
łowie osi większey elipsy, która cię także Wyźey tak
nazywała, nadto biorąc a;iża, czyli biorąc odcinek
równy promieniowi, Wtedy powyższy szereg będzie
wyrażał czwartą część powierzchni koła i będzie miał
kąta formęi

/ y, dx — a* — £-£

2i a1

*— a a —

9,i38a T 11.
>2 - 2 -3

T
. a 5. » 7.11* 9. i?S 11.



•3A 5- S"" f-it 9-128 ii.768'

To iest:

Czwarta cżeśókołaira2 n . - X-—^- — -^—
• V M 5'8.:,.7łili

21
9-128

A że także czwarta częśż powierzchni elipsy z przeszłe^
go jfu, to iest:

AGDC-cafi-' L - ' _ Ł_,/Y
V̂  3-3 5-8 7-ib 9; 1̂ 8 V

przeto nazywai^c koło fe, a elipsę e, taka proporcya
tna mieyscei

k ; e ... ..
^**-* — ~ a s : ca, czyli:

4 4 , • . ' •• - -
... . . . - r- A _ 1

ki e i a : c. To iest kołOj łnaią.ce za promień
połowę osi więksżey.eUpsy, ma si^ do elipsy iak si^
ma połowa" osi''•w^Rszey' do polowy osi rnnieyszey,
a tóm sainern, iak się nia"cała oś większa, do tałey
mnifcysze.yi JŻokreślaiąc wreszcie koio promieniem,
równym wyrazowi:. \/ ca, gdzie: \/['\c, a)* ~f c.et 1
•wtedy powyższy szereg na czwartą, część koła, zamieni
się na taki: • , •

Czwarta część koła — cari — —- _ *"' '" .^
; % 3-a 5-8 7.l6

•9.128 u . 7 6 8 J •' 4

To iest powierzchnia koła-zakreślonego proraiehiettl^
któryt iest średnią proporcyonalną, między połowami
(ibydwdcli ofiió-\V-, czyli, co, iedno, .Koło wystawione
łia "średnicy, •lctóra iest średnią proporcyonalnaj dd



1,50

obydwóch osjłiw elipsy j Jest równe elipsie co do po-
wierzchni. *Teź sarnę obydwa szczegóły śą. takie
znane z Analizy niźszeyj czyli z Jeometryi anality-
czney.

§. 146. Zagadnienie* Jak obfa chować czę_śo
powierzchni hyperboli, zawarty między wspólusia-
wiońerni do siebie prostópadłemi j * od wierzchołki!

i łukiem hyperboli?

Rozwiązanie* Nażywai^ć oś pierwszą hypef-
boli a, miarę p, równanie na hyperbolc od wieriS-
chołka iest takie:

—— (a-ł-xj,

aprżetdł

, d x == d x. p / ( ^ x ) • 1/(a + x)

a+x)5, Daley w

(a*\*x)s zamienia się na szereg, nieskończony, po*
dług binofiiuńij i teti iest i

i i . j — i ± '—i, . 3 *»j

~ a % ' .4 . : ,8 ..'
l. S I. 3.3

16 " 32
I. S.3. 4 1,^.3,4.5
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^ 16. a. * l/T" *

A tticcł

y. d x =4 daj/ -Ł»x,(a+x)4= dx [/-^*

f dx
3.l/a 8a.l/a ^ 76aTpT

4 ' W 4 V "
^ ii
^ dx 7x^

Całkui^ć żaś ostatni Bźeregt Wypada:

9..' 16.a^ l /a xi.* ia8a 3 . l/a

^ 1 3 . «5b.a^ 1/a ^

Całkowa powyższa iuź ie9t zupełnij.; albowiem bio-
rąc x=o, wtedy cala powierzchnia będzie Zerein,
i każdy wyraz wynalezioney całkowęy iako mnożo.
ny przez X, będzie takie Zerem-, a więc i ilość
Consf.=o. Ostatni szereg obrachowany przyzwoicie
daie powierzchnią ź^dari^



§,147. Wniosek. Biorąc równanie na hyper*
bolę. między riiedostycznemi, które iest: ,,' ' '<

x.yz=zc*, gdzie ilość ca nieodmienna oznacza po-
tęgę hyperboli; a lak powierzchnia" do współustawio*
nych tego równania należąca, iest ta którą współu->
stawione rzeczone, łuk cały hyperboli od usiawio-
•ney - zaczynaiąc, i druga . niedostyczna, otaczaią*
Chcąc na rzeczoną powierzchnią wynaleść wartpić, po.
postępuiemy tak:

Ponieważ: x.y=c*, stąd:
c 2

y.;.' ć\ x~l 1 przeto:
y. tlx=c s- xrx dx; a zatem:

(.ax—l+t c»

f.ydx=s—7^— -ł- Const.=— + Const. = c© +

+ Const.
1\) iest rzeczona powierzchnia iest nieskończoną,
biorąc odcinek, iaki iest. w równaniu x,y==ca,:. o4
środka.

5. 148. Z a g a d n i e n i e , Jak obrachować czę_l6
powierzchni hyperboli prostey czyli równoramien-
riSy zawartą między łukiem hyperboli, częścią iędney;
niedosryczney i dwiema równoległemi. do drugiey
niedo^tyczney,. poprowadzonemi między łuiiem hy-
perboli, i pierwszą niedostyczna?

Rozwiązanie . Mieymy CBD (Fig. ii.) łut
hyperboli prostey, to iest takiey, któręy obydwie
osie i miara są sobie równe i ktdrźy LA' i Ai'pt&-
stopadłe do siebie dwie niedostyczne wystawiaią'.
Weźmy AE=BJE'=c, gdzie c* oznacza pfMęgę hy-
perboli, zróbmy A G s& ni, gdzie m oznacza ilość

cm
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Jakąkolwiek nieodmienny, nadto poprowadźmy dwie
liniie G F i K H równoległe do AL z tem sa-
mem do EB, a tak mamy tu znaleść powierzchnią
GFHK w czem tak postępuiemy: Ponieważ w Ła-
żdey hyperboli iloczyn z części niedostyczney i iey
ustawioney, iest równy potędze hyperboli (znane
z Jeometryi wyźszey,) przeto uważaiąc G K zz z,

Hz=:y, będzie:

= (AG+GI).KH
= (m+x)y, czyli: ca = my+xy; przeto:

a

(>2 f ] "V"1

y . d x = — — . •

Chcąc tutay równanie ostatnie całkować, , potrzeba
c 2

wprzódy Wyraz: —-—, zamienić na szereg nie-
skończony za pomocą dzielenia. Szereg ten ma ta
ką formę:

BI m ' m 3 m* " . n i '

^ Slx* J . Sil6

0ł^~ m1, . . . . . . . . . . . . . . . .
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A zatem:

* m s m 1 3 inł 4m+ j.m5

V̂  m ą.m 2 3.m 3 ' ""-.4.m4

Biorąc na zDczynaiącą się powierzchnią \y^G, a=o,-
wtedy cała powierzchnia, iako też każdy wyraz wy-
nalezioney całkow^y, iako mai^cy w sobie x, bi-
dzie także równy Zeru, a zatem i ilość Const = o,
a te"m samem powyższa całkowa iest zupełna, A tak
powierzchnia

C V YZ

— ~

5in s ' " 6m 6 " '"y.m 7 V
Obrachowywuiąc ostatni azereg przyzwoicie, przy-
czem wprzódy ilości mix potrzeba oznaczyć, iako
rei wartość c" , z osi pierwszey wyńaleść, Wynayduie
sio łatwo powierzchnia wzmiankowana.

§, 149. W n i o s e k . Biorąc w powyzszey figu.-
X7.e/{G~AE, to iest: m—c i robiąc: c = r,
wtedy powyższy szereg zamienia się na inny, i daie,
powierzchnią JEBHK, To iest, wtedy będzie:

Ci 1*3
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§. 150. Wniosek, Równanie nayogólnieysze
na hyperbolę, to iest równanie na całą familią, hy-
perbó|, ieBltakie: a*y e ==c a + e , gdzie c a + e , potęgę
hyperboii oznacza. Z równania wspomnionego wy-

a+8
i-^^—-=rca7"ex a , przetot

, / a-|-e ~l
y=V/(c« x )=c ." x ; zatem:

= c » X *dx; a więc:

/;.y.dx== •' — 4- Consu

Biorąc zaś zamiast wyrazu: c j * ' » wartość wy*
£ćy stoiâ cą,, toiest, y, będzie;

/.y. dxr=Y-—^J. x-y -|- Const.
\ eT"a /

Uważaî c tu el>a, n.p. « r a , 0 = 1, wtedy wypada:

/. y. dxs=i—-~^; x.* y+Const.=+st x. y + Const.

Uwaźaiącprzeciwnie a>c> to iest np, a = s ( | e = i f

wtedy będzie:

/. y d x = -';-̂ _--. x. y+Const. rs —- x y+Conati



To iest biorąc AG = x> GF=y bidzie powier-
zchnia :

powierzchnia zaś:
G F H K = - xy+Const,

przyczem GKzzGA się uważa.

§. 151. Z a g a d n i e n i e . Jak innym sposobem
wynaleść powierzchnią, zawartą między łukiem hy-
perboli równorarnienney, częścią, iedney niedosty.
czney, i dwiema równoległemi dó drugiey niedb^
styczney, miedzy łukiem- hyperboli a pierwszą nie-
dostyczn .̂ pociągnionemi?

' Rozwiązanie . Mieymy luk hyperbolł rd-
•wnoraiftienney (Fig. i i . ) CBD, trzy prostopadłe
BE, FGt HK na niedostyczn^y AK stoią,ce, a
tem samem do drugićy niedostyczney, to iest do
AL równoległe, a mamy tu obrachować powier*
zchnią JEBFG któr^ nazywam W> Robi-sig to
tak: Weźmy G K za nieskończenie mał%, to ieat
GKzzd,AG, wtedy ..bidzie, figura. GFB,Ę. r£

powieizcbni ABFG, czyli:

dW=;GFHK-FG.d.Aj&.

A Ze, nazywając oś pierwszą, hyperboli a, ł d«r-

gjj j3, zawsze w hyperboli: — 4 ^ - ^AG.FG (§.

148) tutay zaś a—p (z wyobrażenia o hyperboli ró-
wnoramienney); prztto:

—c~16
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a więc:

Biorąc tedy w wartości powyźszey wyrazu d W, za-
miast FG, teraz wynaleziony wartość, będzie:

.'•'. t , a* . dAG .

gdzie całkowa wyrazu -— — . • , a tem samem

W, iest logarytmem ilości .4G uwaźaney za li-

czbę, przy podstyczney-^-, całkowa zaś samego
— . --- iest logarytmem naturalnym ilości A G

• (§» los. $. .no.). Uwaźaiąc daley ie AEzzi mie.
rzy AG, czyli AG iako licebę wyraża, wktórym
razie, (nazwawszy logarytm naturalny Log,):

.dAG T AG
• f ^ G - = L g

wtedy wypada:

(§. 115,).

To iest powierzchnia JLBFG wynayduie się, wy-
nayduî c logaryim linii A G mierzoney iedności^
AE, uwaźaney za liczbę, w systemacie, kióic-

, . a3

go podstyczną, iest .
o

§. 155. Wniosek. Liniia A-E może mieć ia-
Itąkolwiek wielkość, uwaźaiąc atoli źe AE należy,.
do ustawioney z wierzchołka, to iest że B iest wier-
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łschdłkiem, wtedy będzie AB~—-, A ze kąt BAEzz

=45° (własność hyperboli. równoramienney), kąt
AEB — cf>°, sta/1 kąt .41$ 25=45°, przeto AE~EB,

i czyli: — zAE* , a

tem samem ^ 4 J S a = •—, zatrzymuje zaś iak wyie"y
8

-AjEm, ' wypada, pod wymienionymi warunkami!

l ~ ' - ~ . A tak pod tętni saraemi warunkami:
o

To iest znayduies Biq powierzchnia EBFG, znay-
dui^c logarytm naturalny Unii AG, uwaźaney za

liczby, mierz^ci^ludnością, za ktjrą się bierze,
. 8

czego wykonanie dokładnie iui iest wiadomem z jfu

%• I53» U w a g a . Chc^c znaleśó powierzchnią
zawartą między łukiem hyperboli równoramienney
dwiema usta-wionemi i cz^ści^ iedney niedostyczney
podług przeszłego § . v potrzeba znaleść logarytm na-
turalny, do części niedostyczney zawartey miądzy
środkiem osi pierwszey i ustawiony (§ 153), kidry
daie żądaną, powiei-zchniaj. pod znanymy warunkami.
A ' tak obrachunek powierzchni hyperboli równora-
mienney na tey drodze, ścisłe iest-połączony z lo^
garytmajni naturahiemi, i dlatego to logarytmy na-
luialne, nazywaią-.si^ inacstey, • liyperbęliczne, o
czem iuż w §. 117 wzmianka uczynioną. *1>y!a.



''im
§. 154. Zagadnienie . Jak obrachować po.

wierzchnią CyBsoidy, zawartą, między łukiem iey 1
Współustawionemi od wierzchołka ?

Rozwiązanie . Równanie Cyssoidy od wier-
zchołka, iest takie:

x3

y_______—t gdzie a, oznacza promień ko-
ta przy którym się Cyssoida tworzy. Z tego ro-
Wnanią wypada:

l/ *
v(?,a-X)""' ( s a _ x ) F ~

s=x*(ja—x) s ; stąd:

y.dx=rx^ dx(aa—je) 5 ; albo, biorąc a = ; r ,

y.dxss=x* dx.(ą — x) ?

Dla całkowania, ostatniego równania zamienia się

wyraz: (3 — j:) * na szereg nieskończeny, znanym
tuż dobrze sposobem. A tak będzie:

ł . a

I. ?-3 1,3.3.4

l/a 3 . 2 . 1 / a 8 - i * l / a

16. a ł l / a . i a 8 . a ' • '
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przeto,-

5* 3 35**
16.23. l /a .aas-atj/a

A

x
;Ł d x

a zatem:

8 7

"™~ r I / -n * fł rt rt 1 / n 9-8.
ix o

ia.isjg.a4. \/% ' ' ' '

-t Const.

Dla wynalezienia całkow^y weźmy x=o, a tak po,
wierzchnia cała, iako teź, kaidy wyraz całkowey
iako maiący w sobie x, są Zerami; a przeto i
ilość Const.ż=zo. A wiec:

Xi
3

iest zupf łną. caJkową. Oznaczywszy a; w wypadJyhi
szeregu i obrachowawpzy go przyzwoicie za pomocy
ułamków dziesiętnych, wynayduiemy powierzchnią

, pod warunkiem ii iedność którą, sie długość



mierzy, iest promień koła, przy którym
da kreśli.

$. 155, Z a g a d n i e n i e . Jak ebrachować po-
wierzchnią muszlowey linii, czyli konchoidy, za-
wartą, między iey lukiem i współustawionetni do sie-
bie prostopadłemi, zaczynaiącemi się od łuku?

R o z w i ą z a n i e . Niech B C ( F . i'a.)' będzie łu-1

kiem konchoid^, BDz=x, DC~yj a marny tu zna-
leśó wyraz na powierzchnią DB C. Ponieważ w Jeo-
metryi analityczney pospolicie siij równanie na kon-
choidę tworzy, w które, wchodzące x, od niedosty?
czney EFsię zaczyna, a tem samem, ktdre do nasze-
go celu nie iest potrzebne, przeto nayprzód wynay-
dzietny tu równanie ria konchoide_ do współustawio-
nych od łuku się zaczynaiących, a potem za pomocą
tego równania okażemy iak wyźey wzmiankowana
powierzchnia, da się obrachowac. Końcem tego po-
prowadźmy z punktu F równoległą do AB, przedłu-
żoną aż do JO C, nazywaiąc ią F G, A tak chcąc utwo-
rzyć równanie potrzebne, to iest takie, aby tu przyięte
y, było wyrażone przez x i ilości nieodmienne, iakierni
tu, są AE =='|3, EBz=FC,s=:a (znane z wyobrażenia
o konchoidzie) potrzeba nam uważać dwa tróykąty
podobne; ADC, FGC, z których.boków, utworzy-
wszy proporcyą, aby w nią żadne zmienne, oprócz
siy, pityvchodziłyt"'potem w1yrazy tey proporcyi po-
trzebnie wyraziwszy, i z nich równanie ułożywszy,

. to równanie będzie tu szukane. Z -rzeczonych troy-
kątów proporeya potrzebna iest ta:

AD: DC = FG: GC.
Ąże: AD=:AE+EB —DB=s|3-fa—



tli: •

F G = E D = E B - DB = a—x;

—(a—x)4;
przeto powyższa proporćya, biorąc w mieysce iey wy-
razów, wynalezione potrzebnie'ich wartości, zamienia

,*ic na takij: . . .

przeto:

a tęm samem:

(a—x) 3 y- ={a*—(a—x)*};
- x ł ) . (|3-f-a-*-x)J,

a zatem:
y* = ( 2 a x — x ł ) .

ąjC zaś pierwiastek kwadratowy, z całego ró-
wnania :

— x). 1/ (? a x—x s ); st^d:
a — x

y.<lxr=(p + a—x). dx. t/(2ax —x°), czyli: '
a —x ^

, y .dx~(p + a--x).clx. l/x. l/(sa—x); a zatem:
a — x -

/. y. dx =[. | C | B ^ ^ x ) dx.

Znalazłszy daley szereg nieskończony podług bino-
mium, do wyrazu \/ Ci a — x) =: (a a — x)% i pomno-
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żywszy każdy iego wyraz, przez ((3 + g—j). dx,\y x,

' a — cc
i znalazłszy całkową, do utworzonego szeregu, sposo-
bem wiadomym» ta daie żądaną powierzchnią.

5. J56. Z a g a d n i e n i e . Jak obrachować po-
wierzchnią, logarytmiczney linii, zawartą między iey
łukiem, dwiema ustawionemi i częścią, linii odcinków?

Rozwiązanie, Równanie linii logarytmiczney
iest tafcie;

dx , . ,
y. -j— ss ff, gdzie a, oznacza podstyczńą przy

każdym systemacie nieodmienny(J. łoi); przeto:
y.idx^:ady; a zatem;
/.y, dx —ay + Const, .

Dla wynalezienia tu ilości Const., bierze się J r r o i

w którym razie, cała powierzchnia zaczynaiąca się od
tego punktu, w którym &~o, iest także równa Zeru,
a y = i ( § 9 4 ) t a tak będzie;

o —ay -H Const. ~ a-f. Con«t., a tem samem;
ilość Const. ==— a; zatem:

/.y dx = ay — a - a ( y — i )
iest zupełną całkową. •


