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ROZDZIAL Ik

O szeregach rézZnic

§. 15. Definicya. Biorac dwa szeregi,ieden takis
X, X4-mx, x+2mx, X431nX, X-44mx, x+5mx.. adrugi:
Vi, Vs y 5o y™ Yy zkideyeh
w pierwszym, mx iednostayny iakikolwiek przyrostek
zmiennego x, oznacza, dla czego tenZe szereg iest
ciggiem arytmetycznym, drugiego za$ wyrazy sy ia-
Lkiemikolwiek funkeyami x, lecz iednak podobnemi,
na.ten czas szereg drugi nazywa sie szeregiem glds
wnym, a réwnanie miedzy pierwszymi wyrazami oby«
dwoch szeregow, wediug okolicznoéei roine, podaigs
ce inne rownania kazdych dwoch odpowiednich wyra-
z0w, r1zeczonych szeregow, nazywa sig wyrazem o-
gdlnym. 'Odciagaige w szeregn gléwnym od drugie-
go wyrazu pierwszy; od trzeciego drugi; od czwarte:
go trzeci, i t.d,, na tenczas utwouy 8ig nowy szereg;
ktory sig nazywa szeregiem roZnic pierwszych. Wy,
payduigc podobnie iak wyZey, réinice wyrazow po
sobie idacych, w szeregu réZnic pierwszych, utworzy
si¢ dalszy szereg, ktory sig nazywa szeregiem ,roZnig
drugich., Tym samym sposobem daley powstaigce
szeregl, nazywaia sig¢ szeregami rdZnic trzecich,

czwartych, piatych i ntych. Rdinice rzeczonych
szerendw piszzt si¢ tym sposobem; yl. o A v,
3' yl Ay" Y =gl Ay,
'}’ =y =AYy to iest roZnice p:emsze‘

AYI—AY—A y Ay —AyI= A%y},
AY __Ayll_ﬁz 1 A)IV_AYIII—_AQ 111
1o iest roZnice drugie. A yI—A?%y=A 23y,
Azyu__azy &3 11' &z 111 A’)'U"_"Aﬁ Il
_roinice trzecic: A3yt — A3y — A4 y,
ABY“._.A3 I—Aa.y ﬁ3}“u—'&3 11_&4 II
rpZnice czwarte: L}“"’ T ity 2 A“Y)
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&n__': y“——--&"_""“ ?l — A ny 1 2 ,An_..l 'ym —
Ar—1y'—= A"y czyli nte roZnice.  Wryraz /\y
czyli roZnica migdzy y* iy iest wyrazem poiedynczym,
nie za$ iloczynem z /\ iy, rownie /\*y roZnica mig-
dzy /\ y*i /\ y iest wyrazem poiedynczym it. d,,
zigd co innego iest A\ ?y iak /\y?*, pierwsze igst ré.
Znicg druga y, a drugie kwadratem pierwszey rdinicy
y. ToZsamo sig o innych roZnicach rozumie,

6 .16. Wniosek. A tak wymlenlone szeregi
maig formeg takg;
o) x+m~g,x+qu x+3mx, x+4mx, x+5mx..
5, y 1y yv, Vo

AY AY‘ &y“ . AY“’ A,y“’
RS O R AN
D%y Adyh DA%
A‘l-y 4 ’ "
Ay

§. 17. Wniosek Biorage za wyraz ogélny n. p.
y==a. %, dla czego bqtlﬂe yl"""a x+q 11'1)(“‘1[_—;;”;L

f2a.mx, y'ax-3amx it d., widzimy, iZ sze. .

reg glowny bgdzie takZe ciggiem aryunetycznym; bio-
rgc zad y "X, a przeto yl —ex+mx — o x gmx, y"
—cXtImx— o X ¢ mx cmx, ?Ul: cX+8.mx = X
c.mx gmx emx  wiakim razie' szereg glowny iest cig-
giem jeomeirycznym. Biorac za wyraz ogdlny co raz
co innego <za kaZdg razg ksztalt szeregu gléwnego
bgdzie inny; a zatem szereg glowny wyrazaé moze
wizelakie szeregi, iakie tylko sobie wystawié moZna,
co zawsze od wyrazu ogolnego zawisto,

§. 18. Wniosek, Kladac wiakikolwick wyrazsze-
regu glownef_,o zamiast X y X4 mx, natenwas wyuaydule
sig nastepuizcy wyraz tegoi szercgu.  To ie st kh:la‘c :
w ilo$é y keoraiest funkeyy x, zamiast.x, x+mx, wy-
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padnie wyrazy'it. d. Pokazuie sig to tym sposobem:iak
powstaie iakikolwiek wyraz szeregu gléwnego z nad
gobhg atolalcego wyrazu eiggu aryumetyeznego, zupelnie
‘tak powstaie wyraz dalszy tegoi szeregu, % odpow:e-
dniego sobie wyrazu, ciggu aryumetycznego, i tylko
ta jest zmiana, Ze w kazdym dalszym wyrazie ciggu
arytmetycznego X, zamienia sig na x+mx (. 15);
stad kladgc w iakikolwiek wyraz szeregu glownego za-
miast x, x4+ mx, wypada dalszy wyraz tegoZ szeregu.
N. p. N:ech bedzie y= x?, a tém samém. y'Zx*+
2x. nx-Kmx3, yl=x 244 x. mx*]-tq‘mx’, yII=x2 4 6x mx
+9mx* it. d. Biorge tu w wartoici na VI zdmiast
X, x+ mx, wyraz x* zamieni si¢ na X2 4 2 x. m x 4
4 mx?; 4Xx.mX Da4(x+mk) mx =4x.mx 4 4mx?;
a zatem cala wartoéé x4 4x.mx+4mx?, da ten wy-
raz: x* + 6x.mx 4+ 9gmx?, kidry, iak wyZey stoi; iest
dalszym wyrazem szetegu glownego,

§. 19. Wniosek. Z§ rs5. wiadomo, Ze Ay
=y —y AY=y"=y, Ay =y"—yH,
Ay"‘:y“’-——y“’, APy Ay —NAy Aty'=
AY“ AY - A, tI:AYIIl Ayll’ Aay-_.
Az I___Az)h ASYI:AZ 11_,_32 YII l t, d.’ a
przeto Aty = Ay' — Ay=y'—y'—y'py=
g —aylfy, AZYIIAY"_'—'AY e
"_‘}'II_I-YI:y“l 2?“+Y &2 I_
= AYI— Ay — AY +Av = Ayt

2 AY PLs=yF gt iy ey ey &

=y — 3yl 3yl—y; it d To iest wazeiahe
réZnice daig sig przez same wyrazy szeregu glownego
wynale§é; biora¢ na pietwsze; dwa; pa drugie, tt2y}

na trzecie, cztery ;" na czwarte plqé' na nte h 4+ 1
wyrazow szeregi gllo_tvnegd.
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§. 200 Wniosek. “Biorge x=1, mx=r, y=x?,
wtedy forma (§. 16,) bedzie taka:

xX) 1 % 35 4y 5 6, 75 8 9y et i

Y) I 4, 9 16, 25, 36, 49, b4, 81

A\Y) 3 5 T 9y 1@y 134 15, 17,
/_\"y) 2, 2 2 2 2, 25 2
A\*y) o, 0, 0,.0, 0, 0

Kiedy za§ y:=x* na ten czas bgdzie?

x) I, 2, 3 4, 5 6, 7, 8 -o e

y) 1, 8, 27, 04, 125, 216, 343, 512, 739,

AY) 7 19, 37, 61, g1, 127, 169, 217,
\*V) 12, 18, 24y 30, 36, 42, 48,
A’ }') 6, 6, 5: 6, bs ﬁ,-
A*y) o, ‘o, 0, 0, 0O

it d

To iest kiedy kiorykolwiek zazeregéw ziczyna-,
1;0 od qlbwnmb staie’ sig (‘.I%E;lem arytmetycznym,
1.|.ttedw,.r tylko jeden’ s?ewg, po nim nastgpuie, wszy-
stkich za$ dalszych wyrazy, " ezyli wszyslkle dalsze rd-
Znice s3 Zerami. T

§. a1. Twierdzenie. Kladacw iakim kolwiek
szeregu réimic, w iakikolwiek Wyraz w lieysce X,
x+mx, wynaydzie si¢ dalszy wyraz czyli bezpoére-
‘dnia. dalsza roZnica tegoZ szeregu.

Dowodzenie. I tak maigc réZnice Ay znanq,
kladqc w Ay zamlastx, x4mx, wypadmeé\y ‘ud
Avy! —y!', y" zad znaydzie sig biorac y?
i Elad@{: w nie zamiast %, x4+ mx (§. 18 .) Niech to cze-
mu yli jest réwne Wyraza sig priez yl gdzie gorny ha-
Ezyk znaczy iz sig w y! zawmisst x, x+4mx kladzie.

Atakhqdzu: Ay? ?-—Ay Aiey =y4. Ay
m 1.), dla czego y .._y-i-Ay, zt@:l&y ~—v+

fk\m-y . WAI.IWSJY wresm:e.aruwnanm y ._._y,?nmlast

i ngpadt.le&)f ...}-I-A}""}':ih!f'- Te
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iest kladaé w AY zamiastx, x 4 m X Wypadla Dy,

. ITni samo /\ ° y* :AY“—*&Y":&’—AY’:
@+Z\;’\y =\ rh ~—g\y+[_\ﬁy [’3—1{’}.1‘04

samo o wszystkich innych wyraznch i mnych SZETEs
gach sig rozumie,

§. 22. Wniosek, -Z powyZszego twierdzenia
wypada, Ze kiadac w 1aka‘kolw:ek mimcq, w mieysce
kazdego'x, samo mx, i {3czac ie tak i z temi samemi
ilo§ciami, z ktoremi i iak sig x lgczylo, a wyrazy; w
kiére x, niewchodzi, opusczaigc, wypada réZnica do
takicgo samego y, lecz szeregu dalszego. I tak ré-
#Znica kazda _dalaza powslﬁie z bliZszey tego samego
. szeregu, kladae w niey zamiast x, x + m x (§ 21);
‘wigc kaZzda roZnica dalsza sklada sig wlaéciwie z dwoch
czgéci, raz zroinicy bliZszey tego samego szeregu,
powldre z wyrazow réZnicy bliZszey tych, w ktérych
byto x, kladac zamiast kaZdego x, mx, Pierwsza
czgéé powstaie kladae w réinicg bliZeza zamiast x,
takze x; druga zag, kladac icscze w bliZsza roznicg
m x ilaezac ie z innemi ilofciami tak iak sig x zczylo,
Odciggaiae tedy od roZnicy dalszey rdZnice bliZszy,
reszta ich bgda te wyrazy bliZszey roZuicy, w kidrych
bylo x, lecz zmienione wzmiankowanym sposobem,’
ktora to reszta daie roZnicg dalsza dalnz.eg)o szeregu,
do tego samego y, (§. 15), to iest rozZnica p:erwsza,
daie roZnicg drugg; druga tl‘;'ELIQ itd N p. Niech
bedzie y=x2, z czego y* =x*4 2x.mx + mx3 W
takim razie A y=y*—y=%*+2x,mx+mx*—x2=
2x.mx+mxe. Biorgetedy wwarioééna /\ y, zamiast x,
mx samo, a wyrazy, gdzic niema x, tutay mx?
gpuszczaiqa. bedzie A*=2mx?; AN’y=—o iwazystkié'
dalsze wyrazy takie rowne Zeru. Biorge y=x?,
bedzie yt = (x+mx)’ = x* 4352 mx + 3 Xfinxf 4 x>
atak A yy —y=x’+3x. mx 3% mx*+mx’-~
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X =3x.° mx+3x mx? 4 mx®. Tutay wwyraz 3x.2m ¥,
kiadzie si¢ zamiast kaZdego x, mx, to iest dwad
przyrostki mx, i drugi przyrostek mnoiy sig Z pier-
wszem X, a pierwszy przyrostek, z drugiem x; i przy-
rostki z sobg, bo w xx tak si¢ x z soby Igczy; a lak
wyraz g x* thx zamienia si¢ na taki §.imx (2xmx3
mx?) czyli 6, xmx* 4 3mx*. W wyraz zaf g x. mx?
kladzie siQ samo mx zamidst x, dla czego § X m x? za-
mienia sig na 3mk’. A Wige /A’y =6xmx*+6mx?,
Inaczey moZna to samo powiedzieé: zkaZdey blizszey
roZnicy znayduie sig dalsza, ktadac w kaidy wyraz
‘niZszey, w kiorym ¥ iest, zamiast X, X+ i, wyhie-
- sione do tey potggi, do kidrey X w tyin wyrazie byto
wymesmne, opuszczaijc W tey potgdze niywyiszy
potege x, i resztg z Wzglednymi wyrazamii 1gczge tak
iak sig’potega x dicszyla, iako teZ inne wyrazy, w ktb=
rych x niebylo, wy:‘?ucai%'c I2* réZnice wszystkie
dalszé dalszych szeregow, iyniienionym sposobeiii
Big wynayduig, przekonywa takZe sprawdzehie rzeczo-
nych réZnic, to iest wynalememe ich i sposobem rze-
czonym i przez odcigganie. . Maigc iuZ wyZey y=
y'=x*42x.mx.+mx? bedzie daley y"==x? }-4 x. mx,
+4mx 43 wuLcAy SEeoxmxymx®, Ay'Takmx
F3mx?, stad Ay=Ay =AYy =2x mx 42t k¥
—gximk-—mx*=x2mx*  ToZsamo co wyzey it, .
§. 23. Whniosek. Dotad uwatali§iny ¥ iako
iloéé iednostayny ; lecz moZna takZe ik réwhie iak %
1 wszysikie dalsze prézyrostki uwazaé za zriieune, i po-
tlubme ie ozridczyé iak roZnice y, w ktorym razie sze-
regi, pierwize dwa z § 16. (akg formg mieé quq
X, x+Ax., x+&Ax+L\’ x, x43Ax+3/\* x+L\1
s yh G ¥y
x+4AxH6 A2 x+4A x-}-A‘*x, Z czego sig
’
pbiazune: 1. Zé lubo szereg glowny moZe wiele zb-
tegbw ozniczaé iednak hie wszystkie iak §; 17.; Aalbo:.
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wiemiuZ arytmetyczriego ciagu,iak forma wskazuie nie-
wyraa nadto Ze zawsze réinodtszeregu od wyraza ogdk
nego zawisla. 2. Ze WbZeregu glownym klatla‘r zamiast’
wmiennych, te2 zmienne !IL|1 1)12}1?05[!‘! ufynaydzne
sig dalszy WYraz SZEregu glownego 3. Kazda roznité_
szeregOw roZnic mozna wyrazié przez wyrazy szeregil
t_)?uwnego 4. Ze tu si¢ nie natrafia na réZnice rnwne
Zeru iak §.6. 5. Kladic w iakimkolwiek szeregu ro.
Znic; W iakikolwiek wyraz, zamiast zmiennycli, te2
Zmwienne i ich przyrostki, wypada dalszy wyraz tegoz
szeregu. 6, Kladae w iakakolwiek réznicq Zamiasl
zmiennych ich same przytosiki i t3czgc ie z dobg i inne-
ini tak iak si¢ zmienne lqcz;, wypada dalsza réZnica
tego samego y, dalszego szeregu, I'tak Np, ¢d do
oslatnich dwdch szczegéléw niech bgdzie!

y=ax, a wigc
yi= ax-i-d Ay
11 = ax 22, /\x+3a, /\x, _

YUl =a x4 32, /\x+3a. A“x-l—-a A S

yWV=ax + qa. /\¥+6a [_\‘x+4a VA x+aA4x,
A) —yl— oo AT |
An=yieyi=u Axkantk,
A\ Ny R =g, Axcpaa, A 2x+ 2.\ X,
AY=y “'-ym‘“f' AxtzaNx43a.° x4, A
AY=AY=Ay=a/X0x,
R e N R P
AR REAN ey AVEES VAN S SEWANE S VA Y
A V=AY A=A
A YEANY— A=y xda A4
VAN A LA VAN

ind

(2]
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~ Inaczey kladge w wyraz A\y=a/\x, zamiast A%,
A x+/\*x, wypada a A\ x + a/\*x ktore iest rtéwne 2
powylszego ilosci Ayf Kladac zas w wyraz /\y =
a/\ x, zamiast A\ x, sam prayrostek A:‘i, wypa-
diie a /\ 3x, co iest rowne ilosci /\?y; a zatemi przy-
kiad sprawdzd to, co ostatnie dwa szczegoly z for-
my szcregdw ogbluie pokazuiz, '

ROZDZIAL IL
Zasady rachunku réZniczkowego.

§ 23 Definicyd ZwyobraZenid o ilodei, o
czem iuZ sig.i wyzey powiedzialo, Wwiadomem iest, Ze
kazdg, ilo§é moZna ciggle powigkszaé lub pombieyszaé,
dlaczego ilodci naywigkszéy rownie iak naymnieyszéy
niemasz i bydZ niemoZe. Kiedy iloé¢ pewna o ten sim,
lub o cp raz wigkszy przyrostek ciagle sig powigksza,
wtedy nidwi sig, Ze ilo§é nieskoriczenie roénie.  Kie-
dy ilo§é pewna, o co raz mnieyszy przyrostek ciggle
pominieysza sig, wtedy mdwi sig, Ze sie ilo$é nieskofi-
czenie zmnieysza. Tloéé, ktora od kazdey, choéby
bardzo wielkiey skoniczoney wigkszg bydZz moZe, nazy-
wa sig; nieskoficzenie wielkas N p, kazda z réwho-
leglych, wystawiaige ig sobie z calym postgpem ukoAi-
czanym, réwnie niedostyczna (assimptota) krzywéy li.
fiiiy iest nieskoriczenie wielkg; bo moZe byd# wicksza
od kaZdey linii choéby bardzo wielkidy, kiora sig 1uz
daley nieprzedfuZa, czyli kiora i¢ st skoficzong: Tloéé,
ktéra bydZ moZe minieyszg od kaidey, cholby bardzo
majey skoficzoney, to iest takiey; ktdrey wartoéé da
#ig oznaczy¢, hazywa sig nieskorficZenie malz, N,'p.
niech bgdzie koto M (F1), w niém érednica AB, u-
stawione GD, EF; liniia CG niech oznacza stycang,



