
Biorąc nakoniec w walcu za promień podstawy ?J—t

a za wysokość 2a, to iest za promień podstawy połowę
ustawioney linii logarytmicznej1-, a za wysokość iey
podwoioną podstyczną, i nazywane obi^tość iego
HP. 3 , będziemy mieli takie równanie:

~ . ŷ  aa,

To iest bryłowatość Unii logarytmtczn^y, czyli obic-
f:ość bryły zakreśloriey liniią. logarytmiczną, zaczyna^
iącćy się gdziey^ro.,, iest rqwną ohictości walca pod,
wyroienionymi warunkami,

R G Z D Z I A Ł VIII,
Zastosowanie rachunku różniczkowego i caJ?

Jiowegq 4 P ilości trygonometrycznych.

§. 176. T w i e r d z e n i e . Różniczką wsta wy
Jtąta ą tem samenł wsta wy luku, iest vówna iloczyno-
wi z różniczki tegoż łuku, przez iego dostawę, r*- ,

D o w o d z e n i e , Mieymy czwartą część iakiego-
Jcolwiek koła (Fig. 15.) ACB; promień AB zz.
~BĘ==BC-:i; iakikolwiek łuk A E = q;
iego nieoznaczony przyrostek Eg = Ąc. Z pun-
ktu Ę, spuśćmy dwie prostopadłe, iednę na
AB, drugą na BC, nazywaiąc pierwszą JED., a
druga i-K. A tak DE=BK iest wstawą łuku
q; a ER —Dli iest dostawą tegoż luku, czyli:



E K = D B r r D o s . q ,

paley z punktu g, spuśćmy prostopadłą, na
jiywaiąc iij. gF, a iey przecięcie z EK, H; tęż p
popadłą Fg przedłużmy aż do przecięcia się zdrug%
prostopadłą z punktu 2? ną promieniu EB wystawio-
ną, nazywaiąc ich przecięcie m, Ą, tak Fg iest
wstawą do c + A?» i źe f g — i^ff-f- Hg = Z) E -J-,
rł-Hg^iWsg + H g , bidzie Ifg ±z Ą W ŝ. 21 to
iest, tlg jest przyrostkiem' nieoznaczonym do Wp. q,
Uważaiąc tedy tróyk^ty ppdobne; BEK. i MmH,
naatępui^ca proporcja ma mieysce:

H m : E m = E K : E B , czyli:
H m : Em~Dos.q: l j ą ząlęm:
*Hm=Em.Pos, q.

Zrrinieyszai|c zaś ciągle przyrostek Ąc, oczywiście
li^ia Em, ciągle się do łuku Eg, a liniia Hm dp
linii Hg przybliża. Biorąc w reszcie przyrostek Ąc
za nieskojiceenie mały, wtedy się liniia JEm na luk
Eg, %o ieet pa /\c, czyli na dq; linia zaś Hm na
H g , to iest na /\ TTs.g czyli na rf. Tî s. 5 zamienią
($• 34). a zatem powyższe rpwnanie daie takie:

To ies$ rpzpiczką wstawy łuku, iest iloczynem zró-
źnicki tegoż Jujcu, prze? jego dostawę, czyli co by-
ip załoionem.

.. §• ł77- Wpiosejt. ^przeszłego §fu' wypa-
«ja, że róiniczka każdego łuku wynayduie się, dztęad
lî c różniczkę wstawy fegpi ^uku, przez dostawę
także tego samego łuku. •Mieymy.łuk iald-kolwiek q,
którego watawa niech się nazywa $, dlaczego s:rWs.q
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a teki samem: d.s~d,Wsq. Atak, podług §fu
I76 i.

d.Ws,q~d.q. Dos.q,, czyli:
d,s = d.q.Dos. q; a zatem:.
•- d. s ^ d. B d.s

To iest co się, wyźey powiedziało*

§. 178. Twietdzenfe* Różniczka dostawy łu*
Jcu, iest równa uiemnemu iloczynowi ż tóżniczkt 16-

• gożłuku, przez iego

Dowodzenie* Mieyrny figllr^ i5tą. w tem sa>j
inem znaczeniu iak w §» 176. A tak do łuku AEiżqt

liniia D B = E Id iest dostawą* do łuku żaś AEgzZ,
Hniia JFjBziHAi iest dostawą̂  Aźe:

PB Zz HK i i D B — D F = E K — EH=Dosq—
przeto i

To iest powię̂ kśzaiąc łuk q, ó przyrostek ńieoS!na<
czońy A qi wtpdy Dt>ś.q, żmnieysza się, o ilość EHt

dlaczego MH.^ iako zmieniaiące Doi. q, odpadaiąc od,
niey, iest iey nieoznaczonym ubytkiem a tem sa-
m^m przyrostkiem uiemnym, czyli wtem znaczeniu i
EHr:—ADog.q. Uwaiaiąc zaś tróykąty podobnej
EKB, i&rtlHi podaje nam się takapropotcyas

E H : E m = = B K : B E , czyli;
*» A- Dos. q : E m ż : Ws, q! i*

Biorąc zaś łuk Eg == A? z * Coraz mnieyszy; liniia
proata Mm coraz bardziey się do łuku AS przybliża.
Uwaiaiąc wreszcie łuk A?» z% nieskończenie maiy8



jytfedy linua jŁVm zamienia się, ha A <?t a teiii
na d,q; wyraz zaś: — A Z ) Ó S C J na — d,Dos.q (§. 34)
a zatem proporcya ostatnia daie

— d.Dos.q t d, q—Ws.q : i : a więc i

a-^djDos. q±=d,q. Ws.q, czyli i

d.Doa. q==-J-d.q. Wś. q.

1*0 iesć różniczka'dostawy luku-j iest tiieitinym lid.
czyflym z róźnicki tegoż'luku przez iego wstawc.

• §• t79> W n i o s e k . Kiech będzie iakikolwiefe
łuk q, iego dostawa dana xl dlaczego: a; == Utfś. q •
iako teź dx =±d.Dtis.q. A tak podług przeszłego
$fti będzie takie równanie:

d D.o8k,q ==-— d. q. Wsi q ;• a tśm satnem i* ;,

d.xr±—^dq Ws,q; St^d:

i—Dosq 2 )

T̂o iest różniczka łuku wynayduie siicj łnai%c dosta-
wy daną, dzieląc różniczkę dostawy tegoż łuku przei

tego samego łuku, i biorąc iloraz i i

„§. 180. T w i e r d z e n i e * Róinicka styczniśy-
łuku iest równa ilorazowi ź różniczki tegoż łuku t po-
podżielonśy przez kwadrat dostawy tego sathego
luku. ' .

f D o w o d z e n i e . Ńaźywai^c iakikołwiek łuk q,
a iego utycznąi Stycz.g,, wiadotnem iest z zasad
trygonametryi iit
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1 Dos. q '
biorąc i za promieni A tak, różniczkuje ostatni©
równanie, wypada:

d. Dos»qa

A ia
i ($. I76) iafco teił

d.DoB.qz± —d.q.Wa,q: (J.i^g)
przeto kładąc w wartość rdźniczki styczney, W miey*
ece niektórych tain ^b^dąeych wyrazów, ich Wy hale*
Kione wartości, b4Hzie:

J O o\q Dos.o1

d.s . y c Z . q .^-^ ŁŁ

a. s t y c z ; q = J-g-cn
Dos. qa

A źe na ostatek Bosq.2-+- Ws.g* zs 1 j bioUijc i*k si^
iuź wspominało i za promień, zatem:

d»Stycz. 4=^ - d i ( i
 a •/

J a Dos. qa

To iest różniczka styczney łiiku, leBt iiotazem z ró-
żniczki tegoż łuku podzielónęy przez kwadrat dosta<
wy tt;go samego łuku.

§. I8t. Wniosek. NazyWai|ciakikolwielc łuk
q, a iego danij. styczną, x, w którym razie: xi~:Śtycz,qt

a ićm samem: dx == d,Śtycz,q, natenczas podług
przeszłego §fu będzie:

t
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d.a== '•'!•• *-q \ ; a wtec:
Dos. q* v

d. qr=diXiDos.q 2 r:d.x,(i— W«. q a ) .

To iest różniczka łuku wynayduie aię, hialąc d a n |
stycżfią. tegoż łuku, kiedy się połńhoźy różniczka,
styczniey, przez kwadrat dostawy tego sattiego łukiii
Nazywane zaś Siecztią łuku qt Śiecż.g, wiadotrijj
łest z. zasad trygonometryi, taka proporeyał

Dos. gf I l=ii: Siecz. q $. priżeto i

Siecz»q== •;•'•• ••"«.^ Dos. q.

Hacjto ż. tróyk^ta prostokątnego j ttiaiącego za boju
Styczny, Sieczny i promieńj wypadał

Stycz. q== V(Siecz, tf^-i)v

Btycz. q I 'tz-—~—^*r —̂ I > & tem samem iUos. q.

Stycz, qB ^-1 = ^ - - r } a przeto t

Biorąc tedy równanie wyźey stoia.ee, to iesti tl.q~Z
tz d. x JD oS. 5S , i kładąc W nie zarhiast wyrazu i

U o s . g * , wartość wyńalezionij, Wypada t

btycz. qa + I

To iest tdźniczka !uku Wynayduie się stósowni^y»
dana^ styc^n^ tegoż łuku., ' kiedy sie różniczka
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titycżney podzieli, prżeż ślinimy; kwadratu Btyczney i
lednóści, albo co iedno, kiedy się różniczka śty-
czniśy podzieli przez kwadrat śieczuey; albowiem,
biorąc:

X ZZ Stycz. q, wtedy k* Hh I tz Stycz. iqa 4- I s?

Łr Siecz; ija i'

$. 182. Twi(erdżehife. feóźniczka feieczney
łuku wynayduite i ic, mnożąc różniczkę tegoż łukii
przez wsta\V'q tego Samego łukii, a dzieląc iloczyn
przez kwadrat dostawy także tegoż łuku.

D o w o d z e n i te; Mieyhiy luk iakikolwiek 5.
A taki

Siecz, biź-r^-——1 itad:
^ Dos. q ^

q t : — oVq.1Vs.'q(§. ł'78): przetol

i. Siecz. qz: -;; j y ^ -V^* To iest iak się

żyło;

§. 183. W n i o s e k . JVIioymy Ifuk iakikolwiek
iego daną siczną x, w którym razie: x—Siecz.
tem Samem: d.x ń=ŁSiecz. %, A tak podług
fcźłegb gfiii będzie:

ti. a.q.Ws.fcl

. «,'-. d.q. Vv«. ij ,

a przeto t
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d.x.t>os. ą' -i , .
o. qrr vr,—— • Daleyi

Ws. q '
Siecz. q — — _ ^ — 3 stąd*

Dos. q— —-;— 3 a przeto i

3*zi—-r^ 1—. • Nadto:
a Siecz, q ł

Siecz, ą -

Siecz. q°—Siecz. q? Ws. q = m , ' a następnie i

Siecz. q2- Ws.q s—Siecz. q 2 — i ; wi

«r : a.U Siecz;. q2 — iWs.qa-z: •., ^ ,'—-5 a zatem iMecz q J

Ws. q = 1 / (Siecz. q2 — ij.
Siecz q.

Biorąc tedy w równaniu powylszemi

, dx-Dos. qa ' . - 4 . _,,
d. q — — '•— zamiast Dos.q" i Ws. q.,

wynalezione wartości, będzies *

d . q - <]K . ł/(Siecg.q' — l )
"*T Sieca. qa ' "• , Siecz, q
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To iest, rnaiąc Sieczną, daną, różniczka iey Juku sie,
Wynayduie, dzieląc różniczkę sieczney iloczynem
z sitczney i etyczney. tegoż Jiiku; albowiem biorąc

,x.£5 Siecz. q, będzie!

l/(x 2 — I) -£t/(3iecz. q* — x) = Stycz. q.

§.184' T ł v 5 e r d z e n i e . Różniczka rlostyczney
iest równa różniczce uiemuey tegoż łuku, po«

dzieloney przez kwadrat watawy tego samego'łuku.• ..

D o w o d z e n i e * Mif.ymy łuk q, iego dostyczną,
Znaczy takim wyrazem; Dsst. q, A tak z wyobra--
Źenia o liniiacli trygonometrycznych podaie się taka
proporcya i

W s . q: Dos. ąt^zl: Dsst.qj st^di

_̂ Dos. q
Dsst .q.Ł=—-—^; a przeto i

Ws. q
, - d.Doa.q. Ws,q — d. VVs.q.Dns.q . '

d.. Dsst. q = i Ł_-^— ' %jt).

Aiet

d. Doa. q ^ = — d. q. Wa. q (^.,178),

jako teź) ;

' d. Ws. qs=: d.q. Do9.,q (§. 176)}

przeto włożywszy wynalezione wartości, W wartość na
<J.Dsst. q, wypada:

d.q. Ws. o 2 — d q. Dos. qi,
d. Ds st. q =

*
Ws.

— d.q.
Ws.q2

A ie:
Wsą~ •+



przeto:

d.Dfl8t.q= *LJ- "z* To ie6U c o było vf źało*

ieniu powiedzianem.

§. 185. Wniosek. Nazywaiąc łuk Fafc zawsze q^
a iego doBtyczną, y, w którym razie: y szz.Dsst.q.t a
tem samem: dy =:d, Dsst. q, wtedy podług §. 185
wypada:

dy.Ws.q2=±—^d.q{ a zatem:
d. q = — dy.Ws. q2*

A źe podług propotcyi w przeszłym paragrafie uźyfey:

t)s St, q = -rry—Ł — • xrr ~ i Stad i •
* Ws,q W q

_ I — W s . q 2

1)8 et q 2 = ~yj-s—r-»
s^3! Dsst.q*zj:i—Ws^*; a następnie.*

Ws.q2 Hh Ws,q1 D»stq 2 r : i , czyli:
Ws iq

a(i4-I>8st.q2)=:i; a zatem:

^
~r-f-Osst. q 2 ~ 1+y 3 '

Biorą.c nareszcie równanie wyźey stoi^ce:
d. q r:-— dy, Ws. qz, i kładąc 1v nie zamiast

Ws. qz wartość wynaleziony, będzie:
— dy-— dy-d.q = — - ~ . To iest mai|c dan^ dostyczną,,
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wynayduiemy różniczkę łuku, dzieląc różniczkę do-
Styczney uiemnie wzięty, przez kwadrat dosiećzney
tegoż łuku; albowiem biorąc y = Dsst. q i dosieczn$
łuku q takim wyrazem: Dosiecz, q, znacząc, bidzie:

zr i -f- Dsstq2 zz Dosiecz.q2.

§. 186. Twierdzenie. Różniczka dosieczney
luku wynayduie się, biorąc uiemnie iloczyn z różni-
czki tegoż łuku przez dostawę tego samego Juku,
} dzieląc tenże iloczyn przez kwadrat ze wstawy także
Jego samego łuku.

D o w o d z e n i e . % wyobrażenia o liniiach try*
gonometrycznych podaie się taka proporcya, u£ywaią,c
yv niey wyrazów w znaczeniu przyiętem:

Ws.q: i ~ i : Dosiecz.q, stąd:

Dosiecz. q —¥T?—1 5 przeto:

d. Dosiecz. q rr — ~ — ^ - 3 . Że zaś:Ws.qJ ' "

d.Ws.q ==d.q.Dos.q (§. 176); zatem:

d. Dosiecz,q = ~ ^ ~$, T«~

założyło.

,$. jSj- Wniosek, Mieymy darją dosieczną y,,
do niey zaś należący łuk q, A tak: y~Dosiecz.q, iako
teź: dy ~ d. Dosiecz. q. Nadto z przeszłego §fu,
wypada:

,_,••'. — d . q . D o s q ..
d. Dosieczq,rr n r — ; — ' i czyli:

• W s , q ł •• . J
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d y. = p j f — — 3 ;
17 Ws, q 2

. q* dy =p — d, q. Dos. q,

* dy J i-
r-p- i — — d. q,, czyli;
Doe, q ,

-^ ii v,Ws,q» '
I Dos. q

że podług (jfu. przeszłego;

Dosiecz. q = ,., ' . stąd t
+ Ws q ^

Dosiecz. q. Ws. q =5 j , a tem samem 1

l '' *

Ws. q = ; — r - ; przeto;
ł Dosiecz. q r

Ws,q2 — -=r—7̂ - —. Takie ;
• Dositcz.q a

Dosiecz.q — -r^———-—-«r—;--r.i stąd?n Ws. q J/( i—Dos.q ? ) ł

Dosiecz. q? 1 = — — - ~j wiec:

1 -— Dos. q*

DosieCK q2 —Dosiecz,q* Dos.q* SE i» czyli; '

Dosiecz. q', Dos. q* == Dosiecz. q2 — I ; a przeto 1
—., a Dosiftcz. q — i ,
Dos.q'=;—--—*-•i——-, a tem sarheni;

•* Dositcz. q2

n — 1/ (Dosificz. q2 — i)
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Bior|c tedy w równaniu wyźey stoiącem.t

'-i —dy. Ws. q° . _ ł r . __

d.q —-,—-—: i-, zamiast: Ws. q*, I Dos. o,

ich wynalezione wartości, będziet

, — dy Dosiecz. q
'q==Doskcz. qp '

.Dosiecz. q. J/ (Dosiecz.q?.

"y. l/Cy" — 0 "

To iest, mriią.c dosieczną, daną, różniczka iey łuku
się. wynayduie, dzieląc różniczkę dosieczney uiernnie
•wziętą, przez iloczyn dosieczney i dostyczney tegoż
luku, albowiem biorąc y=z Dosiecz. q, będzie:

y ( y * _ i) — y (Dosiecz. q2 -r-1) = : Dsat. q.

"§.188. T w i e r d z e n i e . Różniczka Wstawy
odwróconey łuku, iest iloczynem z różniczki tegoż
łuku, przez jego wstawę.

D o w o d z e n i e . Niech łuk będzie q, którego
wstawę odwróconą, znaczę tym znakiem: WS' Odiv q.
Atak, z wyobrażenia o liniach trygonometrycznych,
wypada;

W s Odw. q = : i — Dos. q, Bt̂ ds

d. Wg Odw. q := ^—d, Dos. q. A i e ?

d, DOB. q = •— d. q. Ws. q (§. 176),
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przetq będzie:'

d. WsOdw. q ~ — (— d. q. We.. q)

25 d. q. Ws. q. Toż sąmq CQ się zą-

ło£yło,

§. 189. Wniosek. 3Vfaią.c dq luku c, wstawę
odwróconą, daną y, w którym razie yzz WsOdw. q,
a tem samem, d.ytrzd, Ws Odw,qx wtedy podług §fa
188 wypada:

d.WsOdw. q==d.q,Ws. q, czyli?

d.yssd.^.W8..q, przeto:

, dy
T ^ W 8. q

To iest maią,(j wstawę pdwróconą. daną, różniczką ićy.
łuku znayduię sicf dzieląc i<Jiniczk^ wstawy pdwró-

. coney przez wstawy tegpiłuku. Chcąc zaś mieć tu-
tay różniczkę łuku przep samą wętawę odwróconą, wy:
rażony, postępuje się lym sposobem: . > .'•

Ws Odw. q=: I-r Dos. q,

==I—|/(r-r?W8.q*), Stąd:

WsÓdw.q—1=—l/( i-W6,q a ) , czylir

r— WsOdw.q = | / ( i — Ws.q2), przeto:

1—gWsOdw

a następnie:

Ws.q ł =?.Ws Gd.q—WsOdw.q ?, ą
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Biorąc tedy w równanie wyiey stolicę: d.q — - ~ L L _

atamiast wyrazu; Tfs.j, wartość wynaleziony będzie:

_ d.y.

iTo ies? różniczka łuku, przez sąrną̂  iegp wstaw$ pd-
wróconą daną., wyrażona.

C.igo. T w i e r d z e n i e . Różniczką dpstawy ocl-
wróconey łuku iest róivną iloczynowi uiernneinu z vp-
źniczlci luką iey, przez dostawę tegoż łuku.

D o w o d z e n i e . Mai^c tedy łuk q, dpstawę od-
wrpconąiego, znaczę tak: JDosO^p.5. A tak z wyo-
brażenia p liniiach .trygononaetrycznych , podaie sie:

PpStQdw. q==I —Ws.q, stąd :

d.pqsQdw,q=; — d.Ws.q, Ąże:

d. Ws.q==d.q.Dos.q (§. 176.), przeto będzie:

d,DosOdw. q~—rd.q.Dos.q.

To ięąt co się założyło,
t '

5.I9I. Wniosek. Maiąc dq łuku q, daną do-
(stawę odwrócony y, dla czego: y==JDo$ Odw.q, bę-
dziemy mieli podług §. 190;

d. Dos Od w- q——'d.q. Dos.q, czyli:

d y ~ — d.q.Dos.q; stąd:


