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‘Binra‘c nakoniec w walcu za promiern _pndslaWyl%,

a za wysokodé 2a, to iest za promieri pbdstawy polow
ustawionéy linii logarytmxczné}, a za wysokoéé iéy

-podwoiong podstyczng, 1 nazywaigc ublgloé(; le&g
np. B, bgdziemy mieli takie réwnanie;

'
B=m T- y? 2a,

4

e ay?
To iest brylowatoé¢ linii logarytmicznéy, czyh obig-
tosé hryly zakre§lanéy liniig logarytmiczng, zaczyna.
igedy sig gdz:e y=o, iest rgwna ohigtodei walca pod
wymienionymi warunkami,

ROZDZTIAL VIIL
Zastésowanie rachunku rézniczkowego i cal-
kowe_gq_do ilosci trnghometrycznych.

§ 176, Twierdzenie.  Roéiniczka wstawy
kata a tém samém wstawy uku, iest yéwna iloczyno:
wi z roiniczki tegoZ luku, przez iego dostawe, —

Dowodzenie. Mieymy czwartg czeéé iakiego-
kolwiek kola (Fig. 15.) A € B; promien AB =
=—BE= BC=1; iakikolwiek luk 4 E = g¢;
iego nieoznaczony ‘przyrostek Eg=Ag¢. Z pun-
kiu E, spuéémy dwie prostopadle, iedng na
AB, drugag na BC, nazywaiac pierwsza ED, a
druga ~# K. A tak DE= BK iest wstawg fuku
g; a EK=DB iest dostawa tegoz tuku, czyli:
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DE-:.BK::Ws.q, a
EK=DB=0Dos.q.

Daléy z punktu- g; spuéémy prostopadiy na 4B, na
zywaiae ig gF, a iéy przecigeie z EK, H; tgZ proy
stopadly F'g przediuZmy aZ do przecigeia sig z drugg,
prostopadiy z punktu £ na promieniu E B wystawio.
ng, nazywaigc ich przecigeie m. A tak Fg iest
wstawg do g+Aq, iZe FgZ FH+4-Hg =DE -
W Hg=|Wsq + Hg, bgdzie Hg=A Ws.q, to
* iest, Hg iest przyrostkiem’ nieoznaczonym do Ws. g,
Uwazaigc tedy troykaty podobne: 'BEK i EmH,
nastgpuigca proporcya ma mieysce:

Hm: Em=EK:EDB, czyli:
Hm: Em=Dos.q: 1; a zatém;
‘Hm:Em.DOs. q_-_

Zmnieyszaige za§ ciagle przyrostek Agq, otzywiicie
1iflfia Em; ciagle sig- do fuku Eg, a liniia Hm do
linii Hg przybliZa.  Biorge w reszcie przyrostek Agq
za nieskoriczenie maly, ‘wtedy eig liniia Em na tuk.
Eg, to iest pa Ag, czyli na dq; linia zaé Hm na
Hg, toiestna A Ws. q czyh na d. Ws. q zamienia
(9. 34); azaém pow_yiatp{ rownanie daie takie:

(I,Ws.q:d q.Dos. q.

To iest réZniczka wstawy tuku, iest i.[opzynem Z 10-
Znicki tegoZ 1uku, przez iego dostawe, czyli co by-
Yo zaloZonén, ' ' '

§. 177. Wniosek, Z przeszlego §fu' wypa-
da, Ze rozniczka kazdego tukn wynayduie sig, dzies.
lye réiniczkg wstawy tegoZ tuku, przez do_s;awq
takze tego samego tuku, ‘Mieymy 2uk iakikolwiek g,
ktorego wstawa niech sie nazywa s, dlaczege s==Ws.q



206
a tém samém: d.s =d. Wsq. A tak, podlug §fu
176
d. Ws,q=d.q.Dos.q,. czyli:
_d.s=d..q.Dos.q; a zatem: .
dq= d.s =. doaf o = ‘d.s .
Dosq LV (1—Ws q*) V' (1—s%)

To iest co si¢ wyZéy powiedzialo,.

§. 178, Twierdzente. RoZniczka dostawy tus
ku, iest rdwna uviemnemu ilotzyhowi 2 tdZniczki te-
-goZ tuku, przez iego wstaive.

Dowodzenie. Mieymy figurg 15t3 w tém sa«
mém znaczeniu iak w § 176, A tak do tuku AE=q,
linila D B=F K, iest dostawg$ .do tuku za¢ 4 Eg—=
=q¢-+Aq liniia FB=HK, iest dostawg, A Ze:

FB=HK = DB~ DF = EK — EH= Dosq— Eils
przeto:

EH=-+ A Dos.q.
To iest powiegkszaige tuk ¢, o przyrostek nieozna
czony A ¢, wtedy Dos.q, zmnieysza sig o ilosé EH,
dlaczego E Hj iako zmieniaigce Dos. q, odpadaigc od
nidy, iest iédy nieoznaczonym ubytkiem  a tém sa
mém przyrostkiem uiemnym, czyli wtém znaczeniu:
EH=—ADos.q. Uwazaigc za§ wéykaty podobnes
EKB, i EmH, podaie nam sig takd proporcydt

EH:Em:‘BK:_BE_, czyli
o A-Dos. : Em=Ws, q: 1.
Biorge za§ luk Eg == \q za toraz mnieyszy; liniia

prosta Em coraz bardziéy sig do Iuku Aq przybliza:
UwaZaigec wreszcie luk Ag, za nieskofigzenie maly,
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wtedy liniia Em_zamien_ia sig pa 'Q g, .a lém samém
na d.q;wyraz za§: — A Dosg, na—d Dos.q (§. 34)
a zatém prepercya ostatnia daie taka:
~—d.Dos,q: d.q=We.q:1: a wigct
~d;Dos.q=d,q. Ws.q, czyli:
‘d.Doé. q==~d.q. Weé. q.

To iest roZniczka: dostawy 2uku, fest diemnyt ilg.
czynym 2z roZnicki tegoZ duku przez iego wstawe.

§. 179 Wniosek. Niech bgdzie iakikolwiek
4tuk ¢, iego dostawa dana x; dlaczego: «== Dds.q.
iakotez dz ==d.Dvs.q. A tak podlug przeszlego
§fu ‘bedzie takie rowhanie:

dDos.q=-—d.q. Ws.¢q; atém samémi

dix==~—dq Ws,q; stgd:

i UK~ R
qu__.——w—s?, albot

qu:-—'- dx ST dX. o vaueaydE

Ws.q V(—Dos )~ Vi’

.To fest roimuzka tuku wynayduu! sig,” maigc dosta-
wg dang, dzielgc réZniczkg dostawy tegoZ luku przez
watawg tego samego ltuku, i biorge iloraz niemnies

§- 180. Twierdzenie, - RdZnicka styczndy
Yuku iest réwna ilorazowi z rdZniczki tegoZ Tuku, po-

podzielonéy . przez - kwadrat “dostawy tego saihego
tuku. :

Dowodzenie. NaZywaigc iakikolwiek luk g,
a iego styczna,  Stycz, ., . wiadomeém iest 3 zasad
trygonometryi-idc
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qu.

Stycz, q=- Boaq ™

biorge 1 za promien.- A tak, réZniczknize ostatnie
rownanie, wypada:

8. Doa —d.Do
d. Styca, == & W AN l;los.q 5.9 Wsq.,
(6 53
A Ze:
" Ws.q=d.q.Dos.q,.(§. 176) iako tezs-
d.Dos.q=—d.q. Ws,q: (§.178)

przeto kladge w wartoéé réZniczki styczndy, w mieys
gce niektdrych fafn ‘bédaeych wyrazéw, ich- ‘wyhales
zione wartoéci, *liélzie:

d.q Dos.q? 4=d.q. Ws. q?

d.Stycz. q= Dos. g3 » cazyli:,
2 D 2 2
d. Stycz. = dia X ni)gs‘—;-w's il )

A Ze na ostatek Dos ¢.* 4 Ws.q* = v, biorgc iak sig
iuZz wsponfinalo 1 za promien, szatém:
L s @ s
d, Stycz. == Boa. e
To iest rozniczka stycznéy huku, iest ilorazem z 16:
Zniczki tegoZ luku podzielonéy przez kwadrat dostas
wy tego samego luku.

§. 18t. Wniosek NazyWa:‘clahkolwlek luk
g» a iego dang styczng &, W ktorym razie: x=Stycz.g,
a tém samém: dzx=d.Stycz.¢; hatenczas pediug
przeszlego §fu bl;dzle.

d, Stycz, q=_._,‘!.__‘3q_'-_; 3 tém sdmém?
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d.q

ey vy q*

; awige!
'd q=dik.Dos, q’:d.x.(I—- Ws. q2).

To 1est ro%mczka fuku wynayduie Bu;, mala‘c ding
slyc&n:& tegoz tuku, kiedy sig pomnoZy . réZniezki
stycznéy, preez kwadrat dostawy tego satego fuku.
~ Nazywaige za§ Sicezng tuku g, Siecz.q, wiadotrig
iest z.zasad trygonometryi, taka proporeyat

Dos. gf 12211 Sieczi.q} . préetot:

g 1
Siecz, q= T q :

Nadto z tréykata pmstokqtnrgo maigcego za buki
8tyczna, Sieczng i promieni; wypada:

Stycz, q=)/(Siecz.g* —1)¥

_ " :
=V CWHI) stad:

Biycz. q* = — 1, &lém samém:!

‘A
Dos q°
Styez,q" 1= ——n---ﬁ-;-,' a-przetot

. 2 t i
Dok 4HES biyoz. T 41

erqc tedy rownanie wyiey stche, to iest: d.¢=
t=d.xz Dos.¢*, 1kladac w nie zamiast wyrazu:
Dos.q*, wartoéé wynaleziong, wypadat

A ks dox ey X
= Syez @ I X T

To iest réZniczka luku wynayduic sig stésowniéy,
maiac dang ‘styczng tegoZ Xuku, * kiedy sie réZniczka
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htycznéy podzieli, przez summg; kwadratu stycznéy i
fednoéci, albo co dedno, kiedy si¢ rdZniczka sty-
cenéy podzieli przez kwadrat sieczuéy; albowiem
biorac:

% = Stycz. q, wtedy X* 91 =Stycz. q* 4-1=

= Siecz: g*

§. 182, Twierdzenie. Roiniczka siecznéy
tuku wynayduie big, mnoZac véZniczkg tegoz tuku
przez wstawg tego samego luku, a dzielge iloczyn
przez kwadrat dostawy takze tegoZ uku.

Dowodzenie, - Mieymy Ruk iakikolwiek .
A tak:

Siecz.q:—m‘;—q—} wtgd

v o . d.Dos. 5 3
_tl.Slecz.q;_-——l-)-‘)—m—&g--, (g. 59.). Aie:
d.Dos q=-==d.q. Ws.q (§. 178): przeto:

d.q. Ws. g

s To iest iak sig zalos -

éy.td:.
§ 133, Whiosek, Mio'ymy huk ?akikolwi__ek q,
iego dang mc?na, x, W lnérym razie: x=Siecz.q, a

tém bamém: d.x '-"d. Siecz. g, A tak podiug prae-
szlego §fu;, bedzie:

gLt d.q.Ws.q
d. Siecz. ¢ = e ot czylit
_d.q. We. g L ;
d. x e T ——; stad!

dx.Dos. " =d.q. Wa.q; aprzeto:
- o4



d.x.Dos. ¢* ;
d.q_. —\WE——'- Daley i
. 1
Slecz.q:—_-—__;;T 3 stads
T
Dos.q= 3 a przetos

Biecs. g

"Dos.q* = . - Nadto:

T Sieczq?

SEECZ|Q:_,I—7(—L—_—J‘*NT{IJ_—); a tém sameém’™

Siecz. g :l—_-—‘fvs—?— 5 stad:

Siecz. q* — Siecz.q* Ws.q* =1, a nastgpnic:
Siecz.q* Ws.q* :Siécz. q*—1; wige:

Siecz. ¢ —1

Ws.q® = ——— 3 a zatem!
: Diecs q
Ws.q=\)(Siecz.q* —1),

Biccz q.

Biorie tedy w réwnanin powyZszém

_dx Dos.q* | . 5 s
d. q= VW zamiast Dos. ¢* i TWs. q4
wyhalezione wartodci, chlzié 3

dx . V/(Siecz. q? —1)

dlq:

Siecz. ¢* * % Siecz. q -
_dx S (x—=1) __ X.dx. s
TR x  x2 )/ (xfT—1)
d. %

XV (e =1
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T'o iest, maigc sieczng dang, rdZniczka idy tuku sig
Wynayduie, dziclac réinicqu siecznéy iloczynem
z sircznéy i stycznéy, tegoz luku, albowiem biorac
~a = Siecz, q, bedzie:

V(%2 —1) =)/ (Siecz, q* —1) =Stycz. q.

§. 184, Twierdzenie. RodZniczka dostycznéy
luku, iest rowna roZniczce uiemunéy tegoz tuku, po-
dzielonéy przez kwadrat wstawy tego samego-tuku, .

Dowodzenie. Micymy luk ¢, iego dostyczng
znaczg takim wyrazem: Dsst, ¢ A tak z wyobra-~
Zenia o liniiach trygonometrycznych podaie sie taka
proporcya '

Ws. q¢ Dos. q==1: Dsst.q; stad:

Dsst. .= E\f‘f‘::_‘j’ a przetos

i _‘I Dos. q. stgs——;i Ws. g.Dos. q(ﬁ 59).

A Ze:

d.Dos. q:_._d q. Wsiq (§.178),
iako teZ: _
" d.Ws.q==d.q. Dos.q (§. 176)3

przeto wloZywszy wynalezione wartoei, w warto$é na
d.Dsst.q, wypada:

—d.q. Ws.q*—d q. Dos. q*,

d, D:‘Bst.qz Wa gt
= —d.q. (Ws. q1 - Dos 2l
Ws.g
A Ze:

Wsq* 4 Dosq* =13
(144
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przeto:

d.Dsst.q = ';\?quz. To iesty; co byls w 2alas

Zeniu powiedzianém.

§. 185. Wniosek. Nazywaigc tuk iak zawsze g,
a iégo dostyczna y, w ktorym razie: y == Dsst. q., a
tém samem: dy ==d, Dsst. ¢, wtedy podiug §. 185
wypada : '

d.Dsst.q== :{%—%z—, czyliz

_=~—dq "
d}" _m. qzl ﬁtad.

dy.We.q* =—d.q; a zatem:
d.gq = — dy. Ws. g*.
A Ze podlug proporcyi w przeszlymn paragrafie uZytey:
Dos.q_. L/ (1—Ws, q%),

Dsst,q = Wi Wq ; stad: -
Dsstq? = - :V‘:%g:, przeto:

Ws.q? Dsst.q* =1—Ws.q?; a nastgpnie:
Ws.q* 4 Ws.q% Dsstq®=1, czyli: ’
Ws.q*(14Dsst,q*)=1; a zalem:

1
i

_ 1
14 Dsst.q® ™ 14y*

Biorac nareszcie réwnanie wyZey stoigce:

Ws,.q* =

d. q =~ dy. Ws. ¢*, i kladac w nie zamidst
Ws. q* wartoéé wynaleziong, bedzie:

' — dy . c
d.q=-—~7. To iest maigc dang dostyczny,
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wynayduiemy réZniczkg tuku, dzielge réZniczkg dos
stycznéy uiemnie wzigla, przez kwadrat dosiecznéy
tegoz fuku; albowiem biorge y = Dsst. ¢ i dosieczng
tukn ¢ takim wyrazem: Dosiecz. q, znaczgc, bgdzie:
I-4-y* =1 Dsstq? — Dosiecz. q*.

§. 186. Twierdzenie. RoZniczka dosiecznéy
luku wynayduie si¢, biorac niemnie iloezyn z réZnie
czki tegoZ luku przez dostawg tego samego tuku,
i dzielac tenZe iloczyn przez kwadrat ze wstawy takZe
tego samego luku.

Dowodzenie. Z wyobraZenia o liniiach try-
gonometrycznych podaie sig taka proporcya, uzywaiac
W niey wyrazow w znaczeniu przyiglém:

Ws.4j: 1 =1: Dosiecz.q, stad:
. 1
_Domecz.(; e a przeto:

v —d. W,
d, Dosiecz. q = —gyi- qi =3 Ze zaf:

d,Ws.q =d.q.Does.q (§. 176); zatem:

d.Dosiecz.q = ;ﬁ\:—vﬁé—?ﬁs' q_. Teo liest, ¢o sig

zaloZylo,

§ 187. Wniosek, Mieymy dang dosieczng y,
do niey za$ naleZgcy Yak q- A tak: y=Dosiecz.q, iako
tez: dy = d. Dosiecz. g. Nado z przeszdego’ §fu,
wypada:

d. Dosiecz q.::i‘:vﬂs;%gﬁ ) enyliz
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__ —d.q.Dos.q 18
d}r, ——"—'——"mz—-*-—*, Ef%d.

Ws.q% dy == — d, q. Dos.q, przetos

Ws q2 dy__
o ol

Bod — d.q., clzylu

— d.v. Ws, q*
49=""PHos.q

A Ze podlug §fu przeszlego;

Dosiecz. q =

1, ;
Ws q° stad i

Dosiecz. q. Ws.q =1, a tém samém;

1 2 L]
Ws. qQ= W, PIZB(D H
1
e .
Ws.q = Doaeceig " Takze :
Dosiecz. q = L= - stads

Ws. q— /(1—Dos.q?)"

1

Dosiecz. q? = 1_—-131_);?;

wige:
Dosiecz q* — Dosiecz.q? Dos.q® ==, czyli:’
Dosiecz. g7 Dos. q* = Dosiecz.q* — 13 2 przeto;

Dosicez, ¢ =1

——‘E)E:é‘z'—'(']'i—, . atem sarhem:

Dos, q* =

V (Dosiacz, q* —1)

Dos,q = Dosicez.
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Biorge tedy w réwnaniu wyZéy stoigcem:
y  _—dy. Ws, g* : i it
dqg= Doa g Zamiasts Ws.q*, i Dos. q,

ich wynalezione wartosei, bgdziet

— dy Dosiecz. q
Dosiecz. ¢*° |/ (Dosiecz. g7 —1)

dg=

—d y
Douecz q. 1/ (Dosiecz q* —1)

——-d}'
A A=)

To iest, maiac dosieczng dana, roZniczka iey luku
sig wynayduie, dzielyc roZniczke d:JSEEczney uiemnie
wziga przez iloczyn (]051&6?t1ey i dostycznéy tegoZ
luku, albowiem bioragc y== Dositcz. q, bqnlz:e

V/ (y? =—1) =)/ (Dosiecz G ~1) :—:Dsst. q.

‘§. 188. Twierdzenie, RdZniczka Wstawy
odwroconey tuku, iest iloczynem z réZniczki tegoZ
luku, przez iego wstawe.

Dowodzenie. Niech fuk bedzie ¢, ktérego
wstawe odwrécona znaczg tym znakiem: FWs. Odw q.
A tak, zwyobraZenia o liniach trygonometrycznych,
wypadas '

Ws Odw. q =1 — Dos.q, stad:

d, Ws Odw. q =—d. Dos. q. A Ze;
i

d, Dos. q = —d. q- Ws. q (§. 178),
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przetg bedzie:’
d. WsOdw.q = — (= d. . We.q)
=d.q. Ws.q. 'ToZ samq co sig za-
Yoiylo, |

§. 189, Wniosek. Maige do luku ¢, wstawg
odwrocona; dana y, w ktérym razie y=WsOdw.q,

2 tém samém , d.y=d. Ws Odw. 4y wtgdy podiug §fu
188 wypada:

d, WsOdw, g=d.q, Ws. q, ezyli:
d.f:d. q. Ws.g, przeto:

d
4 =gl

To iest maige wetawe odwrécona dang, réZniczka iédy
luku znayduie sig, dzielyc réiniczkg wstawy odwrd-
.conéy przez wstawe tegoZ fuku.  Chege zad mied tu-
tay wémcqu tuku przez. samga wstawg odwroconq, wy:
vaZong, posigpuie sig tym sposobem: ;

WaOdw.q_r—Doq.q,

1=V (1=Ws.q%), sta,d*
Ws(')dw.q-_—l___‘—-p/(l—-,»Ws,q’l),‘ pzyli;
r-whdw;qm/(l#w:s,q{)! przeto:
1—3 WsOdw q-+ Ws Odw, g’..—:;-__-,-Ws,ql“,

a nastepnie: _

Ws.q* =2 Ws Od.q— Ws Odw. ¢?, a zatem:



We.q=1/(2 Ws0d.q—WSs Odw, q?ja
=1 (2. ¥—y?):
Biorge tedy w rdwnanie wyZéy stoigce: dg ;—.@.L

Ws.q !
zamiast wyrazu: Ws,q, warto§é wynaleziong, bedzie;

RV CTETD N

To iest réiniczka tuku, przez samg iego wstawg od-
wrécong dang, wyraZona, ' '

§. 190. Twierdzenie. RodZniczka dostawy od-
wréconéy tuku iest réwna floczynowi uiemnemu z ro-
Zniczki luku iéy, przez dostawg tegoz fuku.

Dowodzenie, Maiac tedy luk g, dostawg od-
wrocong iego, znaczg tak: "DosOdw.q. A tak z wyo-
braZenia o liniiach .lrygonomatryczgy::h s podaie sig:

DQ&QdW,q:;—W‘a,q! sta_‘d:

d.Dos Odw, q==—d. Ws.q. A Ze:

d. Ws.q=d.q.Dos. q (§.176.), przeto bedzie:
d,Dos Odw, =~d.q. Dos.q.

To iest cosig zaloZylo,

§. 191. Wniosek. Maige do tuku ¢, dang do-
stawg odwriocouy y, dla czego: y=Dos Odw.q, bg
dziemy mieli podlug §. 190: -

d.Dos Odw. q—=—'d. q. Dos.q, czyli:

dy=—d.q.Dos.q; stad:



