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się w rachunku znayduie. Równie potrzebne 9| przy
krzywych liniiach, co iui w następuiącyrn rozdziale
się pokaie. Łogarytmy te nazywaj się inaczey hy-
perboliczne, dlatego ie kwadrowanie hyperboli ró-
wnorarnienney na nich się zasadza, o czem właśnie w
przysłym rozdziale.

3) Logarytmy Neppera, o których iednalc ilości
zasadowey niernamy zupełney pewności. Kaestner
bierze za ni^ liczbę: 99999900000005. Astroif
T.i.p. 68- Są ieszcze oprócz tego logarylrny para-
boliczne, podai^ce się z hyperbolieznych, których
atoli użytek do ta,d nieznany, W ogólności systema-
tów logarytmów moglibyśmy tworzyć tyk', ileby nam
się podobało, co lest widocznerh z tego co się o"
nich powiedziało, atoli rzeczywiście potrzebne 8$
tylko pospolite i naturalne.

R O Z D Z I A Ł VI
Zastosowanie rachunku różniczkowego i cał-
kowego do odwrotney teoryi stycznych, do
prostowania liniy krzywych i do wynaydowa-

nia ich powierzchni,

$,118. Definicya. Sposób wynaydowania ]U
niy krzywych należących do danych pewnych właśno*
ści tychże, to iest do wartości podstycznych,styGznych,
podnprmalnych i normalnych, nazywa się odwrotną
teoiy^ stycznych; gdyż tu §ię odwrotnie postępuie,
względem tego, iak się psątępowało szukaia.c do krzy*
wych liniy rzeczonych prostych.
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§,119. Z a g a d n i e n i e , ^ak się w ogólności lr-
niia krzywa to icst iey równanie, z daney wartości
podstyćzney; lub styczuey; lub podnormalney; lub:
liakonięc normalney, wynayduie?

R o z w i ą z a n i e . Maiąc któreykolwiek z
jiionych liniy, wartość, «3o pewney krzywey należą-
cą_, elaną; wtedy bierze się ogólna warlpść teyze są«
p e y linii prostey, przy współustawionych prosto-
padłych, itieli dana wartość ieat przy takich; luj)
przy wapółustawionych pochyłych, ieźeli dana warr
tość iesi przy pochyłych, (§. jri., §• 8I-) po częm, u-
tworzonemu ró.wnaniu różniczkowemu, daie się

„Jcsziąłt przyzwoity i toź się całkuie, ą wynaleziona
całkowa, ialco prawdziwa funkrya ^tworzonego ró-
wi:ania różniczkpwfrgo, będzie za^danętn równaniem
|inii krzywey. Kilka przykładów się przytacza dla
wyiąśnienia rzeczy» • :

V*'i) Mieymy daną padstyczn|: ——•—, a zna.y-

dziemy liniią, krzywą do którey dana podstyczną nale-
ży tym apo.sobem: bior^ ogólny wartość podstyczney,
przy wspołustawionych prostopadłych; gdyż dana war-
tość, iako niemaią.ca ilości trygonometrycznych ieat
należącą, do takich wspólustąwionych. Ta wartość iest

~-~-, a przeto J mdx +xdxzzydy. Calkuiąc zaś,
J71 ~p J&

równanie, będzie: m x + ~ x 2 ~ — y a +, Con.st. DJa

wynalezienia ilości Gonst., bierzemy współustawione
od wierzchołka i x — O, ą tak takie y==o,, a zatem

Const,zzo, stąd równanie mx-ł -a J z va iest
• • • ? • •"••%•<

y całkową; mnożąc ie zaś przez a, wypada:
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, czyli biorąc imżld, ya=aa:4-^af ctt

iest równaniem hyperboli rćwnorarnienney od wier:

żchołka (znane ż Jeomttryi analitycznej), A tai linii^
do daney podstyczney należąca, iest hyperbola równo-
ramienna.

?) Maî fc daną. wartość ńorrhalnćy taką:

—|/(W a -^4^ a ) j znayduierfly do niey liiiiią krzywy

tak iak wyźey. Podług §, 71. będzife:

V ( + 4y)> a zatem Wynosząc fówhanife da

kwadratu: }-^+y2= — +y=, czyli: ^ 2 =

—:—; wycî gaî c zaś pierwiastek kwadratowy: -r-^ż

fes—, at^msaraem; yrfytr—-dx, Całkui^c daleyi

Ostatnie równanie, .wypada: -—y2 — — . x + Ćonsłi

Biorąc tutay J3=±o, będzie takie dla powyźszśy przy-
czyny, y^:o, a zatem także Const- tzo, .stąd równa-
n i e — y a — x iest zupełną całkową, które, mnoźąć

ie przez 3, i biorąc rwzzp, daie: y2=/)a;, równa-
Kie paraboli. A tak limia krzywa do daney normal-i
ńey należąca, iest parabola, co także §. 74 sprawdza^

$. lssd. Zagadnienie . Jak znSleść różniczkę
łuku, iakieylcolwiek krzywey linii?

Rozwiązanie . Ponieważ fuhkćya krzywpy Ii-
ńii może mieć współustawione lub prostopadłe do sie-
bie lub teź pochyłe; przeto ia,dana róźwcśika
bydi może.
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f • i) Niech AR (F, $.) oznacza łuk iakieykolwiek
Łrzywey linii który nazywam R, iego współustawio-
ne do siebie prostopadłe są : AD = xt i JD B = y.
Poctągniymy równoległą od DB, przez Jakikolwiek
punkt C krzywey, fcióra niech bidzie CE, iako tt-ź
poprowadźmy równoległą od AE, przez punkt B,
która niech się nazywa B H. A tak BHz=DE =
£±x, HG = &y, BdC = &R. Nadto: ponieważ
wielkość łuku R zawisła i w cen sposób od wielko-
ści współustawionych x \ y, iak wielkość luku R +
ĄR od x+-\x i y f Ay (*"•" '< : 3 t widocznem przy ka-
źiJey lmii) przeto R iest funkcyą x i y i taką sam^
(nieznaną w prawd^'^), iaką R + :^R Lesi zmiennych
^ t A 3 1 i y + Ay- l-Jalćy poo:ą,gn^wszy ci^ciwtj BC,
b^d/.ie w itóykącip prostnliątnyin: hC2~fax2-{-/Siy

z
t

a tętn samem : B Chn\/ (A %* + Ay2)> pr'zybliżai|c
*7,aś ciągle E C ku y, wtedy A-^. Ay> A K ' <-'i<iciwa
JB C ciągle siq zmnieyszaią, iako tez wszystkie pun-
ita cięciwy B C ciągle S19, ku punktom łuku A ^
przybliżaj. Biorąc na ostatek jECza nieskończt-
nie bliskie od y, w którym raz.ie &x, Ay, A ^ ' c'^.*
ciwa BC nieskończenie się małymi staią, wtedy mię-
dzy łukiem. A-^ a G'^c'' lv'^ -^ ^' źndney linii wystawić
sobie niemożna, któraby względem nich róiua, była i
połoźepie nieodmienne miała, dlatego że punkta
łuku i cięciwy sa. od siebie nieskończenie bliskie, a
więc wtedy A-K = J3C się śtaie, iako swoiey granicy.
Atak, W'takim razie.A&== l / C A ^ + A y . 1 ) , czyli:
d R=z\y (dx- f dy2), • (§. 34IJ ] to właśnie iest żądną
różniczką przy wspólustawionYch do siebie prosto-
padłych,

2) faiech do łuku A fi==^, (F. 4;), współustawio.
ne ADzzx i D B~y będą pochyłe, prostopadła z pun-
ktu B do AE niech się nazywa BM~y' i odcinek
AMzzx', A tak podług przeszłego szczegółu iest:
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djkzż[/(8x.'z + &y'I ) Lecz z tróykąta pro-
stokątnego JDJB M, którego kąt ostry BJDM~q, wy-
pada: y~y. Ws.q, D M—y. Dos.q. (z zasad trygo-
nometryi prostey), a tętn samem: x'ira;-ł-y, Dos.q.,
a przeto dy'~dy. Wsq., dx' ™ dx + dy, Dosq.; a więc
dy11 — dy* Wsq.*, dx'* = dx2 +<idx. dy. Dosq. +
•dy* Dos.q \ Kładąc tedy w różniczkę. dR=\X(dxl3-+
+ dy1* )» zamiast dx'3 i dy'2, wartości wynalezione,
będzie':

A źe z trygonometryi wiadomem iest, iż: Dosq.1 •+•
+ FFs^2 = i, przeto wypada:

<1R s= J/ (dx J + qdxdy.Dosq + dy 1),
co_Jest żądaną, różniczka, iakiegokolwitk łuku przy
pochyłych współustawioriych.

jj. 121. Wnioself. Chcą.c iakąkolwfek:
j prostować, to iest wynaleść iey wielkość przez

rachunek, potrzeba maiax daną funkcyą teyźe linii,
toż funkcyą różniczkować i równaniu różniczkowemu
taki kształt dać, aby na iedney stronie sama różniczka
łuku została; dawszy potem drugiey stronie formę
potrzebną do całkowania, równanie się całkuie, a-wy-
padła całkowa drugiey strony, jako prawdziwa funkcyą
różniczki łuku, daie łuk żądany.

§. iąq. Zagadnienie . . Jak sprostować, to iest
przez rachunek wyoaleść łuk koła, dodanego odcinka
należący, przy danym promieniu?

Rozwiązanie. Niech promień koła nazywa się
a; odcinek zaś ud środka x; a tak'równanie na koło
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oc! środka; iest takie: y ł~a1— ;ir*. Róihiczkiji^c ió
równanie;bidzie: ssydy——%xdx,czyli: ydy~—xdxi

\ • cc dcc * > , . • • »
a więc: dy ~ — . Daley ostatniemu równaniu1

idaie ai^ taka forma i aby na iedney stronie róinikzka
łuku wypadła, dlaczego wynosi się nayprzód do kwa-

i 2 dxtl \
Idratii, a tak: oy2zr—•' z •' , czyli, biorijc ną y *

X1 dxi . • •
Wartość: dy1 r f- j^--i» ' dodai^b zaś ha obydwócH

istrbnach da;1; będzie:

a 2 - X *

a tćin samem:

a. dx
~a"--*?)

Maiac tedy iu£: '{/ (dxa + dy*)r;adx (a2 —x2) ^ ló
iest takie równanie, w którem na iedney stronie iest
różniczka łuku, ż kiórego się podaie: J\/(dx*+i}y2)~

~—J. adx. (a 2 —x 2 ) * cała rzecz tylko idzie o rze-
czywiste wynalezienie ćałkbwey prawdy strony, kióta1

aby była wynaleziohS, wprzódy wyraz: ( a 2 — x 2 ) *j
zamienia się na sEereg nieskończony, podług bind>
iuiurn {§, 70.) Szeregu tego forma iest ta:
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8.4 Si-4-6

.4.0.$ • 2.4.

•""a.4.6.8.10.1 i A ' I ' - "

Kładąc teraz w powyższe równanie: \/(dx* +dy?)=:

r=af/.x(a J—,x2 ) 2 , w tnieysce wyrazu (a*—x2 ) a ,
wynaleziony szereg, wypada;

x3 + dy2) = c i x + ^ - a ^

S.4. b T s. 4. tj. 8.
•̂5 7t),a-;°x'°(lx 3. 5.7.9. n . a - " x "

, 2 . 4 . 0 . 6 . 1 0 " n.ą.b. S . i o . i a

J.t.d.

Całkui^c nakóniec, będzie:

3. 5 .aT i x' ? 3, <y 7. a-r''x'> • 3 - 5 - 7 - 9 - a T ' ° * "
2.4.6 .7 2.4. u. a. 9 a-4-6- S-io. 11

3.5.7-9. n . a - l g x '
2.4, b, 8-10. IK. 13

która to całkowa iost zupełną; albowiem wziąwszy
xzzo, łuk także = : o będzie, a tętn samem Const=o,
A tak wyraziliśmy iuź łuk przez odcinek iego ze środ-
Jka, który się teraz da obrochowac biorąc szczególne
wartości na x i u,

[9]
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a iJj. 123. . Wniosek* Biorąc a = 1, « = = — = — ;

!uk zaś koła do rzeczonych ilości należący nazywa-
ąc U, natenczas podług przeszłego §fu będzie:

5-7- f J _ + Ł £ £ i
X l 2 4 . 0 . 8 . io.11

, 3-5-7-9 i ' .__> (±_\\ . . , . , . . . .
T2..4.S.8.10.1a.i3 V. 2 «/

Dodaje zaś1 wszystkie ułamki do siebie, zamienione
wprzódy na dziesiętne, wypada:

—• śś 0,506000000

945
42240

'iQ395_
599040

f 1 Y 1

.( — 1 = 0 , 0 0 0 0 1 0 9 6 6 .

••(—r- I = 0 / 0 0 0 0 0 2 I l 8 .
N * / ^~O/5 3 3 5 97 3 7 3

Toiest:
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A i e do odcinka ze środka równego połowie
promienia należący łuk, zawiera stopni 30 (gdyż ta-
ki odcinek iest wstawą kata należącego do łuku, i że
iest polową promienia, stąd kąi środkowy i iego łuk,
to iest wzięty łuk' zn.wieraią po 30 stopni) przeto zna-
leziony łuk iest dwunastą częścią całego okręgu, bio-
rąc za promień 1. Mnożąc więc znaleziony luk
przez iq, co.czyni: 6,^83 167276, marny cały ob-
wóti koła do promienia i ; a aatern stosunek prd-,
mienia.do obwodu, w iedneni, a tem samem w ka-
żdern kole (znane z Jeometryi elememarney) iest
następujący:

i:6, a s 3 1 6 72. 76—.

Stosunek tu wynaleziony, iako wypacHy z szeregu
nieskończonego i iest tylko przybliżony do prawdzi-
wego. Atoli uwaźaiąc go lak lak tu sie wynalazł,
nawet biorąc w zwyczaynieyszych robolach tylko
pierwsze cztery rnieysca dziesiątne, frędzle różnica
wynalezionego wypadku względem prawdziwego, tyl-
Ło bardzo małym ułamkiem. Dla astronomicznych
robót, gdzie dokładność daleko większa powinna bydź
zachowana, można go wyłożonym sposobem tak da-
leko posunąć, iak się komu podoba, lub iak potrze-
ba. Jest nawet teraz do 150 mieysc dziesiętnych
iuż wyrachowanym.

§. 124. W n i o s e k . Ponieważ różniczka łuku
zawsae iest: \ZQdx* + rfys), czyli równanie przy
prostopadłych współnstawionych weźmiemy od środ-
ka, lub od wierzchołka lub też od innego iakiego
punktu; gdyż przeciwne znaki ilości dx i dy w kwa-
dracie, źadney różnicy w znakach nie robią; przeto
maiąc koło (F. g.) w niem średnicę AB; ze środka E,
prostopadłą EF do BA; ustawioną od środka CD—y
i odcinek CE~x, będzie taż sama różniczka zupei-
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nie do łnhi F U, co i do loku AD, z tą, lylko różni-
cą, ię łuk FD rosnący ma X rosnące a y maleia.ce;
łuk zaś D i i maleńcy ma y rnaleiące a x rosnące.
Biorąc daley równanie na koło od środka znane:
y a = a 2 — x2, w którem yzzCD, x±=CE, a=EF,
widzimy że do (ego równania dwa łuki należą, to iest:
dorosnącego a-należy luk FD rosnący; do rnaleiącego
zaś y łuk DA maleiący; a przeto różniczkuje ie i
na iedney stronie robiąc, różniczkę łuku, będzie mo-
gła mieć całkowa drugiey strony, dwoiaką wartość
to iest lub da war'tość'łi'jku FD, lub też łuku AD.
Jeżeli druga strona wyrażona przez szereg nieskoń-
czony, będzie szła podług potęg ilości x, wtedy cał-
kowa tey strony będzie ta, która się powiększa po-
większaiąc x, io iest łuk DF, tak iakeśmy uważali
w §fie przeszłym. • Jeżeli przeciwnie szereg nieskoń-
czony będzie wyrażony przez same potęgi ilości y,
wtedy całkowa iego będzie u która 'od y zawisła,
czyli która się pomnieysza lub powiększa kiedy się
y pomnieysza lub powiększa, to iest łuk A D,
Chc^c tedy rzeczony szereg mieć wyrażony rórzez
srune potęgi ilości y, aby wynaleść wartość łuku

•AD, postępuje się w ten sposobi, z równa-
nia: y a = . a 2 — x* ; wypada %y dy = — 2X d,x,

czyli: ydy=— xdx, a [irzoto: — d x = y - ^ - ; st^d :
x

dx2== r / — . Biorąc zaś wartość za. x*, zrównania'

koła", będzie: dx^^=:~—*•—-, Dodaiąc daley do o-

bydwóch stron df, dla utworzenia różniczki łuku,
wypada: . • .

= r - ^ - ~ - -f- d y 2 , czyli:
a — y • • : _ . . . ,

a 2 —



a więc:

Tworząc nakoniec z wyrazu (a* ~ya) 2 szereg nie-
skończony podług binonium , będzie:

l_/(dx s + d y 2 ) = dy Hl • a7 sy? dyH—-—'•—'•—-—H

_i_ S_2_2—1_!_Z _±. —3 • 5 • / a y •f y _ ,
• • 2 . 4 . b 8 . 4 . 0 . 8

8.4.6 s>. 10 ~ 314. b. 8.10. I S

Calkuiąc zaś szereg, będzies

Łuk DA = ,

, 3-.5-7a~8ył .
8 4 . 6 . S . 9 3 4 . 6 . 8; 10.

Icióra całkowa iuż iest zupełna; gclyź biorąc y = O ,
także będzte /((fc=o, a zatem i Const.sso. A tak
wypadł nam ten sam szereg, iak w przeszłym §fie,
wziąwszy że tutay wszędzie y stoi, gdzie tam a1 stało.
Ten wypadek' sprawdza także przynaytnniey w ogól-
ności, że biorąc x=-—= — , w którym razie y bę-
dzie wstawą do kąta maiącego 6o°, a tem samem
y > - J a czyli y<ix, iż łuk znaleziony przez ostatni sze-
reg, musi by<Jz większy od luku z przeszłego §fu,
czyli źe. tym łukiem nie DFlecz AD iest. Co do
rąwnania od wierzchołka samo przez się rozumie się,



iż czyli luk wyrażony będzie przez a;, .lub przez y,
•zawsze taż sarna wartość czyli ten sam łuk wypada.

§. 125» Wniosek., Chcąc.Juk koła obracho-
wać za pomocy różniczki \/ (dx3-t-%d x dy.Dos. q -f-
dy2), naleźącey do wspóiusiawionych do siebie nie-
prostopadłych, bierze sie równanie koła z pochyle-
ni i współustawiontmi, toź się róźniczkuie, daję mu
si^ taka forma sby na iedney stronie wypadła różniczka
łuku, a przygotowawszy drugą stronę do całkowania,
i znalazłszy rzeczywiście, iey całkową, całkowa ta dale
łuk żądany.

$. 126. Z a g a d n i e n i a . Jak obrachować łuk
paraboli do danych wspóluelawionych do siebie pro-
stopadłych należący ?

R o z w i ą z a n i e . Równanie paraboli od wierz-
chołka "przy prostopadłych współustawionych iest,
y2 •=zpx, stąd: syrfy =pdx. Chcąc tedy mieć łuk
obrachowany, 11. p. przez samą funkcyą y, robi się
daley tak: zrównania ostatniego wypada:

, 2 y cl y
01 = ~—Łj a następnie:

P
, , 4v~ dy a

dx»== u - i . , przeto:
, -...; ' > . S. . •

p

czyli':

d x 3 H h d y 2 = ^ l ^ + . A d y a , a zatem:

a) =dy. l / C ^ + i \
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Daley wyraz 1/^ i + ~ r J zamienia się na szereg

nieskończony podług binomimn, co daie:

+ KdT £ d r + .̂dy
p- * p 4 . p e •

i o y 8 . a8y T 0

~ . cly i ".'io1'"1 d y * • • • *

Całkui^c zaś szereg:

/. \/ (di'•+ ciy=) =/• dy. ^ £ i + ̂ ^ = y +

2.y3 a.ys 4.y7 _ io .y 9 , a8-y I r ,
'•.. + 3-P2 5.p4 + 7-P° 9 . p ° + " - P I O " ł '

która to całkowa iuź iest zupełną, bo biorąc y = o ,
także ł u k = o , a wi^c i Const. = o. Biorąc tedy
w mieysce y, iego szczególną, wartość, da się zawsze
łuk do tey wartości szczególney na y wziętey, lub
zrównania wyńalezioney, za pomocą wynalezionego
szeregu, obrachować.

i . . . • •

§.157. W n i o s e k . Chcąc mieć powyższy sze-
ieg, przez funkcyą x wyrażony, kłatią się wszędzie
w tymże szeregu, zamiast y i potęg y, ich wartości,
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które się zrównania paraboli podaią. I tak y2 ~p
stąd yzz\/$x i t. d. A tak wypadnie taki szereg:

i- + dy=) = \/Px + | p V Px

10. p4x

( 2. px 2. p=x s 4.

ro. p* x*

C s. x o.xs 4. xs 10. x*|

5* 128- W n i o s e k . Chcąc mieć łuk paraboli
obrachowany za pomocą współustawionych pochyłych,
postępuie się tutay i przy innych wszystkich krzywych
Unitach, tak iak się w ogólności w § 1 2 5 powiedziało.
Pospolicie atoli wszelakie krzywe liniie obrachowywuią.
Się biorąc współustawione prostopadłe; albowiem ra-
chunek wtedy iest daleke prościeyszyrn, aniżeli kiedy
Wśpółustawione są pochyle. Dla tey tedy przyczyny
nadal, przy prostowaniu liniy krzywych, niebę/lzie się
czynić wzmianka o współustawionych pochyłych, co
tylko właściwie do obszernego dzieła należy.

§. 129, Z a g a d n i e n i e . Jak obrachować łuk
Elipsy, należący do prostopadłych do siebie współ-
tistawionjch ?
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Rozwiązanie . Weźmy równanie na elipsę n"d
środka, nazywając oś większą a, odcinek X, a usta-
wioną, iak zwyczaynie, y. Równanie to (znanezJeo-
raetryi analityczne)'), iest takie:

,, = J_ a p _I^! = = J--aap-Px= =
• • ; • • . ' a

( ' • • * ' * \ • • ' - • '

- i - a 2 — x2 ); stad:

3 3 p x d x «v
ą y d y = • ; czyli:

, px dx . , px dxy d y = — • ; a więc: d y n — • .J a . • ay .

Wynosząc zaś ostatnie równanie do kwadratu i doda-
iąc do obydwóch stron dx 2 , aby w nie różniczkę łuku
wprowadzić, wypada:

_ 5 . . = .1.. Z '

d y 2 + d x= : 4
a •

czyli, biorąc wartość w mieysce y3:
dy

albo:

—a3—^^axa \ ^ — a 3 — a x a

4 4

a przeto:

I = dx. I
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Dla całkowania ostatniego równania, .wyraz:

(
nx2 x . . .

— i — — + i \ , zamienia me na szereg
nieskończony podług binomiiun. Szereg atoli tu wy-
padaią.cy potrzebuie pewnych sposobów, aby był cał-
kowany, które się tu wyłożyć niedadz;j, a tak obra-
chunek łuku Elipsy, tylko sio, W ogólności pokazuie. *)

§. 130. Z a g a d n i e n i e . Jak obrachować łuk
hyperb.oli, mai^c dane współustawione, do siebie
prostopadłe?

R o z w i ą z a n i e . Bierzemy równanie hyperb.oli
od wierzchołka, które iest:

Ł

ydy rr f p + 2pxA dxj przeto:

y = f p + 2 px } dx; a t

v ~ry
samem:

v plj
*) Uwaga. Obrachunek łuków Elipsy i Hyperboli podług

tego co doląd iest Enanem w Matematyce, odbywa się po-
spolicie przez przybliżenie, które od matematyczney ścisłości
jest dalekie. Pochodzi to sta,d, ii szeregi którychby tu mo-
ina uiywad, częścią się wolno baidzo schodzą, częśeią iii
tą zbyt trudne do całkowania.
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Dodaiąc zaś do obydwóch stron ostatniego równania
cLx*, dla wprowadzenia różniczki, będzie: .

dx= di-•

h
przeto;

a zatem:

J. 131. Z a g a d n i e n i e . Jak obrachować Cys-
soidę przy danych współustawionych do siebie prosto-
padłych. 7

Rozwiązanie. Weźmy równanie Cyssoidy od
x 3

wierzchołka, które iest: y2 ~ (znane z Jeome-

tryi analityczney), a tak będzie:

. (2aiyd,=>


