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§. 166. Zagadnienie. Jak zpalesé rozmut..d
brytnwawécx, czyli oboigtoéci iakieykolwiek but},
utworzonéy przez obrécenie linii krzywéy, okulo
swéy osi nieruchoméy?

Rozwiazanie, Poniewaz tutay takZe wspolu-
stawione moga bydZ lub prostopadie do siebir, lub
pochyle; przeto wynaydywania rzecezonéy rozniczki,
mamy rownie iak roZniczek tukow, powierzehni na
plaszczyznie, i powierzchni  krzywych, (wisamo
dwa przypadki: _

1): WeZmy wspolustawione do sicbie prostopa:
dle. A tak uwazamac figsurg Nro. 2. w tém, samént
" znaczeniu, wiakiém byla uiyta w§. 157, widzimy,
Ze obracaige i3 okolo swey osi G.E, tworza sig dwi
oallukxqz,i cale proste, leden ostrokrag Scigty prosty
i bryla z powerzchnig takie krzywa, zakreflona
lukiem A B,  kitéréy rdinoéé od  réznodei
luku zawista i ktordy tu. réZniczki szukaé mamy:
Z ostrokreuow rrerznnych ieden tworzy sig l‘myl,mz
tem GEC, maigc za o§ GE, a za promieri pod:
stawnego kota, IECj drugi lréyke&tem GDB, ma:
igc za 0§ G D, a za promien podstawy D Bj {cigs
ty zaé ostrokeag prosty, zakre§la sig trapezem
DBCE. A e brylowato§t ositokrega prostego wy-
nayduie sig munia‘u powaerzuhnla‘ kola podstawnego
przez tzecig czg$é osiy przeto nazywaige brylowatéé
. ostrokreya §cigtego prostego, tutay trapezem DBCE
zakre$lonego, n.p. M, a licabg siésunkowy przez
ktorg pomnoZona érednica daie obwod iak pospolicie
7., podaie nam si¢ takie réwnanie :

M=7EGSE — mpp2E0,

-;:ESL(E-G%:GE'-D-B% GD).
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Daléy potrzeba nam sig staraé, dla doyécia do zamie-
rzonego celu, wszystkie wyrazy stoiace w nawiasie,
w ostatniém réwnaniu, przez same wspoélustawione
i ich przyrostki, wyrazié: I tak:
EC:E'H-—!—HC_.‘_‘y-l—_Qy, stad:
EC*=(y-+Ay)*=y*+2y Ay-+Ay*; daléy:
GE=GD-4DE=GD+ Ax.
A Ze z podobienistwa tréykatéw GBD, i BHC ta-
ka proporcya ma mieysce:
GD:DB=BH:HGC, czyli:
GD:y=Ax:Ay, zktdéréy:

GD=y. ﬁ’;, przeto, bedzie .
Ax :
GE=GD+Ax=y.52—4Ax. Nadto:

Ay
DB=y; stad:
DB2=y"*.

Biorac tedy zamiast wyZéy wspomnionych wyrazéw,
slo:a‘cych w nawiasie, ich wynalez.lony wartodei, two-
rzy si¢ nam takie réwnanie:

{(y “+2y. Ay+Ay? )- (y. +Ax) —

(y oYt AXHYARAY +yt Axe

+2mx-m+ Ax_-A_,_r‘-v’ -—Af;-
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—1%(3)*“- ﬁx+3y-ﬁk-M+A;ﬂ-A'v’).

= y.* Ax+ «.y.Ax.ﬁy+iAx.A ¥ %
3

Nazywaigc dla dalszego obigtosé bryly, znalezionéy
tukiem A B i wspotusiawionemi 4D, DB, n, p, Z;
obigtosé brylki zakreslonéy [u?yrustkann tuku i wspd{
ustawionych, o iest zakveSloney figurks BDCm,
n.p. w, widoczném iest iZ:

AZ=my* Ax+ 7.7 AXAy + 7 A% Ay* 4w,
3

Zmnieyszaiac za$ ciagle Ax, a tém samém Ay, ciagle
sie wartoéé AZ do wartosei, m.9* A @, przybliZa.

Biorac nakoniec.Ax, a tém samém Ay za nieskon
czenie male, ‘'wtedy wyrazy my. Az Ay i7 A=z Ay?,

m

g
z ktorych pierwszy staie si¢ nieskoriczenie malym

drugiego rzedu; a drugi nieskoniczenie malym, wze.’
ciego rzgdu, wzgledem wyrazun w.y3 Ax, nieskon.
ezenie malego pierwszego rzedu, staia sig Zerami.
(§-27. §.20.). . Rownie ilodé w staie sig w takim ra-
zie Zerem, albowiem wtedy tuk Bd ¢, zamienia sig
na cigciwg BmC, A tak z wszelakg matematyczng
scistodcia wypada:

i .. dZ=m.y3 dux,

To iest réZniczka obigtodci kazdéy bryly, zakreélom
néy lukiem iakiéykolwiek krzywéy linii, obréconym
okolo asi nieruchoméy, przy prostepadlych wspotu-
stawionych, “iest taka: . y.*da. '

2) Gheac znaledé léinl(:?kq bryh)wato§0| przy
wspolustawionych  pochylych, trzeba wprzody wiz-
dzigé, Ze tworzat bryly przez obracanie liniy Krzy-
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wych okoto swoich bsiow, tym brytom za podstawy
daiemy i-w takim razie kola; dlaczego, biqr@t figu-
re 4ta, W tém samém znaczehiu, iak w §. 157, 1 dbra
caigc liniiag krzywa A B okoto swéy osi A E} nie plis
sczyzna ABD, w ktéréy wspdtustawione sg pocliy-
le, lecz plasczyzna ABM, wktorey wspﬁlusta\vwhe 83
prostopadle, brylg do linii 4 B naleZgca, zakie$la: A
tak roéZniczka obigtodei rzeczonéy bryly, taZ ‘sama tu
bedzie pray pochylych wspotustawionych, eo i'przy
prostopadlych.  Cata rzecz idzie tylko wto, aby$my
wspotustawione prostopadle bglace w réZniczee,
prkez wspélustawione pochyle wyrazilii  Nazywaigé
i tutay brylowatoéé czyli obigtosé bryly wakre$lonéy
plasczyzng A BM, obracany okolo nieruchoméy osi
AE, n,p.Z, biorac nadto:

BM=y', AM=x', BD=y, AD=%, bgdzie:
dZ=my?* dx, A Ze y=y.Wsq, 2 x'=
=x+y.Dosq (§.157.); przeto:
yi=y% Ws.q4?, iak‘t:rtei:I
dx’=dx+dy.Dos.q; a zatém:
dZ= m.y* Wsq? (dx+dy.Dosq).
To iest réZniczka obigtodci bryly iakieykolwick, - spos
sobem wyZéy wymienionym, utworzonéy, ,przy po-.

chylych wspdlustawionych, czyli przez " pochyle
wspélustawione wyraZona, iest taka

m.y% Wsq? (dx-dy. Dosq)

§. 167. Wniosek. Znaige iuZ rdZniczke obs
igtodci kazdéy bryly, tak przy prosIOpadlyc]l, izko teZ
pochy!ych wspolustawionych, iesteSmy tém samém
W stanic obrachowaé obigtoéé kazdey bryly. Robi
sig 10 w ogblnosci tym sposobem: Bierze sig rowna-

[13)
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pie linii krzywéy ktora brylg zakreslila; to sig #é.
Zniczkuie, daigc mu potém taki ksatalt, aby roZnj
czka obigrofci, 2z powyZszego §fu znana, na iednéy
stronie utworzong zostala, i to naleZaca do wspétus
stawionych prostopadtych, ieZeli réwnanie iest z tas
kiemi wspalustawmneml- lub do wspétustawionych
pochylych, iezeli rownanie ma pochyle wspétustawio-
ne. Potém rownanie rézZniczkowe catkuie sie w ka-
2dym razie, a catkowa wynaleziona, iako prawdzi-
wa funkcya roZniczki oblqmsu, daie obigtoé szukang,
Calkowsy mozna i tutay wyrazi¢ lub przez funkeya x,
wyraiala,c w réwnaniu réZmiczkowem, yidy, przes
z i.da; lubteZ praez funkeysa y, wyrazalqc W rownas
niu réZniczkowém i dx, przez y i dy. —

§, 163:  Wnioeek. Chege (Fig. 4.) znaledé oba
igtosé hlyly, ktérg, plasczyzna A B D- obracana oko-
lo swéy osi tworzy, wtedy szukamy wprzody obigto-
§ci bryly zakreslonéy plasczyzng AB M, sposobem
wyZéy wymienionym, potém znayduiemy obigtodé
ostrokrgga prostego, troykatem D B M prostokgtnym
zakre§lonego, a odciggthszy drugg obigto$é od
pierwszéy, reszta daie oczywyscie obigtoéé bryly za-
krelonéy plasczyzng ABD. Nazywaige za§ rze-
czong obigtoéé (ostrokrega prostego, tréykgtem DBM
zakreélonego nvpi R, 1a sig¢ z nastgpuiacego rownas

" niia podaie ®

R=x, M B2 DM

3

7 :
=-?y’. Wsq? y.Dosq.

..—-L% 3 Waq? Dosq,
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§. 169., Wniosek.  Maigc ostrokrag. prosty,
(Fig. 13.) w nim mamy iuZ z §. 159. 2nane réwhnanie,
ktore iest:

a® x?

yhas '. g s_ta‘d_a

L w akx2dE
woy? dxzls g 4 zatém

3 : T 1 g
Jf,e.y?di:‘%, ktéra to calkowd iuZ jest zus
peltiai albowiem bioric’ £=0; wtedy cata oblgtodé
==0, i calkowa wynaleziona, iako mnoZdna przez x,
takze réwna Zetu; a zatem i iloéé Const,=o0. Uwa-
Zaige Ze wicalkowéy' Wwynaleziondy =@, to iest;
biorge 0§ za odcinék, i nazywaigc obigtosé calego
ostrokrgga,: ktéra do takiego 2 nalezy, n.p. &,
wtedy powyZsze réwnanje zamienia sig na takiec

7— ad {3}
- 3p?
_'_- ..w. n% ‘3 .
==

v o DB e

il a?---—a-—. To iest ohigtoét ostrokrega pro=
stego wynayduie sig, - mnoZac powierzéppi% kota
podstawnego przez trzecig cz¢ét osi. CofuZ iest zna-
ném z Solidometryi elementarnéy,

§. 170. Wniosek, Biorae réwnanie kola od
wierzchotka, ktdre iest: y*=—Qfaa—az*, W ktérém
a, promief oznacza, moZemy bardzo latwo obig-
to$é kazdéy  czesei kuli odcigtéy iedna plasczyzna, to
iest kotem, wynaleéés Itak z réwnania wzigtego,
wypada:

[13¥%]
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#y: dx=37 ax.dx—7 x% dx, azatém:

awax?  wx3
2

Jmyrdx= + Const,

oyt
—max®— T+ Const.

Dla wynalezienia calkowéy, weZmy z=—o0, w kid-
rym razie cala obiqtoso, iako t¢Z obydwa wyrazy cal-
kowéy, dlatego Ze sig mnoZy przez x, s Zeramij
stad 1 ilosé Const, =o, A tak . wyzraz Wynaleziony :
3
:'raxz e —-?i;—c-—-, iest zupelng calkowq, dal%ﬁ% ob-
lqtoﬁé kazddy czgéci kuli, kolem odcu‘tey erqc
zaé w wymlezmney calkowé}r Z==a, to iest pro-
mieri za odcinek, inazywaige obigtoéé potkuli, lltora. 1

do takiego odcinka naleZy n.p. — ,‘ na ow czas wy-

naleziona catkowa podaie nam ta_kne réwnanie:

7x3
E waxt— —
2 3
- ’rag
=mad —.
3
2

=—,ma?; a zatem:

K=2 a3
3

=4 7 a3 E——.
= 3

To jest brylowatodé kuli wynayduie sig mnoZac iéy
powaerzchma‘ (§.261.) czyli co ‘iedno powierzchnig
iéy caterech kot wielkich, przez lmec:q czgéé pro-
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mienia. - To takZe iest iuZ znane z Solidometryi ele:
mentarngéy. -

§. 171, Zagadnienie. Jak ogdlnie znalesé
wyraz na obigtoéé bryly, zakreflonéy iakiemkolwiek.
przecigciem ostrokrggaP

Rozwigzanie. WeZmy réwnanie ogdlne na
kazde przecigcie ostrokrgga od- wierzcholka, ktére
iest:
pX‘

5"-‘=pr

w kiérem p, miarg, ilosé zafa, of (w parabulln:a-
skoriczenie wiclky) oznacza, A tak 2z wzigtego r6-
nania pudnle sig:

wyidx = :rdx(px+ -—)

7. Tdx .
= 7px,dx .——p—’f;— x it

a praeto:,
[y dx__. - PxE +‘T px3+Const.

kidra to calkowa jest ogdlnym lecz meozuaczonym
wyrazem brylowatodci czyli obu;mfm kaZdéy bryty,
zakreglonéy iakiémkolwiek przecigciem ostrokrega,

§. 172. Wniosek. Cheac z calkowéy prze-
sztego §fu nieoznaczonéy,  wynaledé obigtoéé bryly
zakre$lonéy parabola, kiorg moZna nazwaé parabo-
‘loidg, potrzeba warunki paraboli, w.rzeczong cal-
kowg wloZzyé, Te warunki sg tylko iednym warun-
kiem, to iest w parabeli of czyli a= OR; =2 zdlém
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nazywaiagc obigtoéé paraboli Z, bLedzie podlﬁg wynale.
ziondy nieoznaczonéy catkowéy (§.171), takie réwnanie ;

A e T G iest :
'Z""'T'px ¥F % px3--Const, to iest:

z__:%._-pxs.t.ﬁonu{; alhowiem _.f'l's

(§- 29.§.25.)
Biorge za§ x =0, wtedy bgdzie 2 =0, iako te:

3
& pxi=o,

W Fd
--—»px2 0, wicc i ilosé Const.==o0; a 2atém wy-

pada ‘na zupelny catkowa:
&
Z_.?. p-x?
A Ze w paraboli: px=y3%; przeto:

F 4
= T-yf X

Whystawiaigc nakoniec na podstawie paraboloidy wa-
lec, kléry wtedy za promien kola podsiawnego bgdzie
mial y, i-daigc mu za wysokosé x, to_ iest odcinek,
bgdziemy mieli na brylowatos¢ iego nazywaiag ig np
‘W, takie réwnanie: '

W=mn.y2x
(znane z Solidemetryi elemeqtgrnéy);

a zatem:
= s
Z: W:__-.T. xy*:mxyl; czyli:

Z: W= —:—: 1; albo
4: Wza: g,



199
To iest walec maijcy za promien podstawny ustawiong,

paraboloidy, a za wysokoéé iey odcinek, ma brylowa-
tofé od brylowatoéci paraboloidy, dwa razy wigkszg,

§. 173. Wniosek, Biorge catkows 7 §. 171 na
obigtosé ellipsy , nazywaiac teZ obigtoéé takZe iak wy-
Zey Z, i uwazaiac Ze x=a, w ktorym razie Z nale-
Z3ce do x przyigtego, daie brylowatoé¢ caley ellipsoi-
dy, wtedy tworzy sig takie réwnanie;

. w
Z:Tp;ﬁ = pa? 4 Const,,

™

—
—

Jpe a’—%. ija" + Const.,

=3 . p. 2% — 9 . p,a?

3 + Const,

.::lg— p. a2 4 Const,

A Ze i tutay dla téy saméy przyczyny, iak w §fie prze-
szlym przy paraboloidzie, iloé¢ Const. —o; przetos

Z_Tg,’ p.a.? iest zupelng calkows. To iest obigtoss

ellipsoidy znaydule s:q ‘mnozge pow:erzclmnq kota za-
kreSlonego ' caly osig wigkszg  przez pabsty  czesc
:mary. Nazywaiae za§ promien kuli, np.r, brylo.
wato$é kuli nazwana K (§. 170), miala takie réwnanie:

K= —%- T, gdzie biorge r= -f—, to iest:

biorac polowe osi wnqkszey ellipsy za promlen kuli,
bedzie :
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A tak podaie nam sig taka proporsya;

4 4
. g —— B — 1.
.‘Z- K: 6 P a?; 8" a‘;
czyli:
Z: K=p: a,
A Ze p= %, gdzie ¢ of poprzeezng ellipsy oznacz
(znane z wyobraZenia o osiach i.mierze ellipsy wJeo-
metryi analityczney); przeto bedzie:
c?
Z: K=——ia, ateém eamem:.
"Zi K= ¢*: 32

To iest, bioragc w kuli 0§ wigksza ellipsy za $rednice,
brylowato$c ellipsy ma sig do hrylnwamscl takiéy kuli,.
iak sig ma kwadrat osi poprzeczney ellipsy, da kwa.
~ ~dratu iey osi wigkszéy.

§. 174. Wniosek. Biorac w calkowey:

ﬁ px-"’.;‘.‘«l. pxae-h Const, (§.171.),

drugl wyraz, z dodamym znakiem, wted} catkowa tﬂ.
daie brylowatoéé hyperboloidy, co sig z réwnania
hyperboli od wierzcholka pokazuie. A tak nazywaiac
1§ brylowatoéé h}perbololdy Z, bedze:

___f_ giai T N
Z= o e 33' DM

'
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gdzie sig iloéé Const. niedodaie; albowiem.iest i tutay

Zerem dla tych samych przyczyn, iak w powyzgz}rgh
dwdch paragrafach

Bioryc za§ x=a, wiedy bgdzie;

_...1 2 i |
Z= . P2 +- 32'.Ipal_,

[ AT
ol -|-.,—3'..pa’,

=3 7. p.a’ﬁ-l—le T, p,jﬂ,

= puat,

6

Wrownoramlenney nakoniec hyperbolmdz]e, ktora,
zakreéla réwnoramienna hyperbola, 1 w ktérey =iy
brylowato$¢é nazwana takZe Z, takie ma réwnanie:

3 ] w
L= - A% =+ ?x’-,
a biorac i tutay x=a, quiie';

o i SR e
L= ﬁ.a.

g 175, Wniosek, Rdwnanie linii logarytmis
ezney bylo (§. 101): '
dx

_—'-=a',

'.!-_‘)‘

gdzie g iest podstyczng, stad:

dx :%’—', wige:
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wyt dx == m. ayt dy,’
' y
=may.dy, azatéme

T .
L] == —.ay? Const.
__f.rry dx = - ay?® - Cons

Wazywaige tutay obigtodé bryly zakrcéloney liniig

logarytmiczng R, i blor%c =0, a t¢m samém y==1,

(6. 94), wtedy R, zaczynaigce sig, gdzie sig z—=o
zaczyna, iest takZe Zerem. A tak, wypada:

ozii-, ay* +_Connt.; dlaczego:

T
Gonsl-;—-'?' ay’%,

m = 3
— —;- a, a zatems

nw mw
R;T;—.ay’v—?- Ay

am
: — 2 v I (]
=40 )

Biorac przeciwnie y=o, to iest y nieskoriczenie dale-
kie od ilodci zasadowéy, ktdra ustawiona do 2= 1
wyraZa (§. 94), i uwaZaigc Ze sig R tamn zaczyna, gdzie
i€st y==o;.(czego takZe xréwnanie linii logarytmicznéy
dozwala), wtedy, R=o sig staie, a tém samém w po-

. : p b4
, wyZszem réwnaniu: [ 7.y dx = = ay® -+ Cons,

ilo$é Cons.=o; a zatem obigtoéé R, pod wymienio-
pym warunkiem ma takie réwnanie :

R_E.ay.
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‘Binra‘c nakoniec w walcu za promiern _pndslaWyl%,

a za wysokodé 2a, to iest za promieri pbdstawy polow
ustawionéy linii logarytmxczné}, a za wysokoéé iéy

-podwoiong podstyczng, 1 nazywaigc ublgloé(; le&g
np. B, bgdziemy mieli takie réwnanie;

'
B=m T- y? 2a,

4

e ay?
To iest brylowatoé¢ linii logarytmicznéy, czyh obig-
tosé hryly zakre§lanéy liniig logarytmiczng, zaczyna.
igedy sig gdz:e y=o, iest rgwna ohigtodei walca pod
wymienionymi warunkami,

ROZDZTIAL VIIL
Zastésowanie rachunku rézniczkowego i cal-
kowe_gq_do ilosci trnghometrycznych.

§ 176, Twierdzenie.  Roéiniczka wstawy
kata a tém samém wstawy uku, iest yéwna iloczyno:
wi z roiniczki tegoZ luku, przez iego dostawe, —

Dowodzenie. Mieymy czwartg czeéé iakiego-
kolwiek kola (Fig. 15.) A € B; promien AB =
=—BE= BC=1; iakikolwiek luk 4 E = g¢;
iego nieoznaczony ‘przyrostek Eg=Ag¢. Z pun-
kiu E, spuéémy dwie prostopadle, iedng na
AB, drugag na BC, nazywaiac pierwsza ED, a
druga ~# K. A tak DE= BK iest wstawg fuku
g; a EK=DB iest dostawa tegoz tuku, czyli:



