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§.76. Wniosek. Maiąc równanie naCissoidę,

które iest takie: y2 = s - , w którem ilość a, śre-
CL **** £C

oła, przy którem się, cyssoida tworzy, oznacza,
chcąc tutay wynaleść n a y p r z ó d podstyczną., claie
siq równaniowi stósownic-ysza forma, iakoto: ay2—
scy2 ~ x3, a przeto: 2ay. dy — 2xy. dy — y*dx —=
•$x.*dx, czyli: ( 2 a y — 2xy ) rfy = (^x2 + y 2 ) da;,

a wiec: -7- = — — - r i a l e m samem: y. -— —^ rfy 3 a; +y «y

-J- = j y 2 ^ .•.-•;. T o iest: cissoidy pod-

/ rt ' ^ ryt "\ , .

Styczna, S ~ i y-2 -—a--'••• /•• Chc^c mieć podstyczn^

i inne liniie wyrażone, n. p. przez samą. funkcyą. x,
post^puie siê  w ogólności iak w§. 73 , lecz tutay maiąc

w równaniu y2 ~ •-, ilość x iuź na iedney stronie,J a—x '•

moina od razu wszystkie liniie, przez samo x wyrazić.

I tak zrównania wziętego wypada: y — \/ •—-•
- .•••-." - . . . a — Ą-x

•

y—

przeto:

(a—3

— x)



1%
tlx _ a (a — x). \/ (3 — x)

a więc: ^ _ (3a—3

iakoteź- ^ - ( 3 * -

dx . 2 (a—x). j/(a—x) x3 _a zatem: y. — = . -r-y—, •••-. ,-łV — ~J dy (3a—3x).l/x+l/x3 a-x

^ 2 (ą—x):V(n—x). x. Vx
r( j a—3x). Vx+xVx). V(a—x)^=2 (a—x)x. \/x •
I J (3a—3x).V.x+x.Vx—

_ 2 (a—x). x. \/x .
- | ( 3 a - 3 x t + x | l / x = » ( a - x ) to

\ j sa —ax

S = a x (a — x)

P o wtóre. Z równania powyższego

dy ' (qa —' 3 x). L/x + l /x 3

d l

(a—x) t l a-x'

wyrażaią.cinaczey: y.-p—|

2 (a—x). y (a—x). l/(a—xj

as { ( 3 a—<? x) V/x+x.V/x}. x. l/x.
I 7 T ' =( 3 a- 3 ^xHx»
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2 (a—K; 1 a ( a — i ) 2

dobnie siq> pozostałe dwie liniie, iako tez wszystkie do
iakieykolwiek inney krzywćy należące, wynayduią.

§ 7 7 . U w a g a . W §. 73. wypadło J V = r, w
.§. 74. zaś • Srsssso: i t . d . , 'zupełnie takie sarnę wartości,
iakie są znane t Analityki niźszey. Zdziwićby tedy
mogło niemaiącego wszystkiego poprzedzającego %v
myśli, czyli inaczey tego, kioby zasad rachunku ró-

.źniozkowego, tu wyJoźonego niezgłębii, źe, chociaż
w różniczkach niektóre czyści si^ wyrzucały, iednak
wypadki nietylko s;i takie że ie za prawdziwe wzisjść
moina, lecz nadto zupełnie prawdziwe. Lecz przypo-
minaią.c sobie źe cze_ści różniczek opuszczone, były
nieskończenie małe, Sgo, ggo i t. d. rzędu za stuoun-
Icit-ui, widzimy, stosownie do wyobrażenia o nieskoń-
czenie małych, że wszystkie wypadki rachunku różni-
czkowego, nie'są przybliżone do prawdziwych, lecz
zupełnie prawdziwe. Oprócz tego, w zastosowa-
niach dotąd Wyłożonych (co i nadal także zawsze bę-
dzie) uźywaliśmi tylko stosunków różniczek; prz-eto
choćby opuszczone części różniczek nie były .nawet
Zerami, skoro pozostałe zaznaczają, dos!ate<cznie-sto-
sunek całych różniczek, wypadki wszystkie muszą
bydź zupełnie prawdziwe.

§. 78, Z a g a d n i e n i e . Jak położenie niedo-
styczuych (assimptota) oznaczyć?

R o z w i ą z a n i e . Chcąc położenie niedosly-
czney iakieykolwiek krzywey linii oznaczyć, potrze-
ba niedostyczną uważać za styczną krzywey, stykaią-
cą się z nią w punkcie, od pewnego znanego, nie

.-^skończenie dałekim. Uważaiąc niedostycziną za sty-
czną, w tedy punkt w którym się, z krzywą styka, wy-
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stawiamy [Sobie1 tylko w myśl!, rzecziwiście zaś ten
punkt, na łuku krzywey, z wyobrażenia o ilości nie-
skończenie wielkiey, nieznayduie się. A tak niedo-
styczna będzie styczną nieskończenie wielka,, i
z współustawionych do niey'należących, iedna przy-
naymniey musi bydź także nieskończenie wielką, co
iest widocznem; druga zaś może bydź skończoną, a
nawet nieskończenie rnałą, iak n. p. przy Konchoi-
dzie. Lecz także obydwie współustawione, bywaią.:
nieskończenie wielkie, ieżeli do takiey krzywey na-
Jeżą, że powiększając iednę i druga się powiększa,
iak n. p. przy hyperboli. Mieymy tedy krzy\vą li-
nią-J3C, iaką nam Fj, wystawia. Styczną ięst tu linia
DC, przez punkt C, przecinaiącą się z linią odcin-
ków w punkcie D , J32Ź i i S C s ą współustawione ra*
rosnące, iak figura wskazuie. A tak, wystawiwszy
z B, prostopadłą do osi, która przedłużona do sty-
czney, tu się nazywa B F, cala rzecz idzie, chcąc o-
znaczyć położenie niedosiyczney, to iest chcąc dla sty-
ćzney D C nieskończenie witlkiey oznaczyć kierunek,
abyśmy ogólne wartości na DB i BF wynaleźli, któ-
rych końce Iiniia prosta łącząca, daie żądane położe-
nie, czyli żądany kierunek. Lecz dla wynalezienia
rzeczonych wartości, musimy początkowo siyezną DC
za skończoną uważać; gdyż biorąc ią od razu za nie-
skończenie wielką, w którym razie oczywiście odcinek
Jł C a tem samem JD E będą nieskończenie wiel-
Itie, skończona Iiniia Dli = DE — 2322 nie dałaby
się wynalcść. Uważaiąc" więc DC, a [era samem
BE, EC i DE za. skończone, mamy DBf=Dl£—«

dx •
BE=y.~-—-z, (§.71.). Uważaiąc daley troykąty

•DBF i DEC między sobą podobne,, podaie nam
się taka proporeya: DB: BF-=z:DE: EC, wktórą.
biorąc zamiast DB, DE, EC wartości znane, będzie:



dx „ _ dx ;y.-j x :BF=y.~r—: y,3 dy ' dy

a przeto:

y •» y xxy*

dzą,c iuź ż e :

DB = v.-p x a, BF = y—x~r > tez same war-
* u y O x

tości nieodmieniaią się oczywiście, co do nazwiska,
choć się styczna na niedoslyczną, zamieni, lecz ich
znaczenie wewnętrzne, i tak przy każdćy inney krzy-
wey, inne zinienioneui zostanie. Chc^c więc szukać
do iakieykolwiek krzywey, szczególnych wartości na
DJi i BF należących do niedostyczney dla odkry-
cia iey kierunku, wtedy z funkcyi krzyvvey wynay-

. , . , dx . dy
się wartości wyrazów y.~. x, iy—x~—, po-

czerń, zamieniwszy w tych wartościach, iednę lub oby-
dwie współustawione na nieskończenie wielkie (co na-
tura linii Łizywey pokazuie), wynayduią się szcze-
gólne wartości linii D B UBF, a tem samem kieru-
nek niedoatyczney do wziętey krzywey.

§. 79. Wniosek. Biorąc B C (F. 3) za para-
bolę, którey funkcya iest, y.2 ~px, od wierzchoł-
ka, wtedy sydy ~pdx, a więc:
dx ssy dx ?, y 2 . ay. a — px

(/y . /. / ciy /» /,

"PX " —: « , to iest D J B —^« Uważaia.c tu D C

aa n iedostyćzn^, wtedy x i y są. nieskończenie wielkie,
czyli -DJ3— Co, Biorąc róflrri3nież różniczki powyźszey,
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dy p , , , . xdy • px
— — -Ł~ wtedy będzie y •—• — • ~ y — — —
dx ~ 2y - ' dx 2y

n « 2 ... M y -i U ,

~ — — ~ — , a wiec Bicr oo> To iest niedo-
2y 2

styczna paraboli iest równoległa do osi, przez nie-
skończenie daleki punkt od wierzchołka, poprowa-
dzoną, a tem samem paiabola takiey niedostyczney,
kióraby os przedłużoną przecinała, a następnie kto-
reyhy położenie oznaczyć można, niema. Niech taź
6aina liniia S. C, oznacza hyperbblc. Atak z równa-
niahyperboll od wierzchołka, które iest: y~—px-\--—rz;

— ZL Ł—t wypada: flaydy ~ apdx +

x ) d x , przeto: —. ~ — — , stąd;
' v . dy ap + 2px ' %

y dx 2av 2 Qaya — a px — 2 px*
dy ' ap + 2px a p + s p x

r 2 5 * p x + 2 a p x ł — apx — a p x 2

ap
-i—anx—22

— apx
~ rr

— a X ' < a

a + zx ~ - • - T o i e8t P B — a + % • Bio-
a_+ % 1T
X '

raje tutavx za nieskończenie wielkie, w którym razie DG
zamienia się na niedpstyczna^., wtedy iest DB ~ a

gdzie ilość -z-?-» iako nieskończenie mała ($.29.)
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stosunkiem, Iest Zerem obok liczby (§,45) 2, a tak

JDJ3 — — . To iest niedostyczna" liyperboli wycho-

dzi z środka 091 pierwszc-y. Wtźmy daley

Z różniczki równania hyperboli, wyźpy sfoi^cey,

-*- — ' '•—, a będzie : J —,-J-=J -̂  — =
dx «ay . dx gay

lay- — apx.—<<ipxz 2 apx-Ą- 2/>x2 — a p x — ? . p x z

2\/
~ . To iest

4«'
.—+4

nieskończenie wielkie, dlaczego ~ nieskończenie ma-

łe, przeto, dla tych samych przyczyn,iakwyźey, Z wsze-

lakq.niatematycaną ścisłością:: -B F- ~ —~, nazywa-

c2

j^czaś oś drugii c,bedzie: BFZzz—, a zatem HF~

+ -—c. To ies( linia prosta, Ł^cẑ ca środek osi pier-

wszey z końcem poiowy osi drugiey, • w wierzchołku
do osi pierwszpjy, prostopadley, daie kierunek a teru
samem położenie niedostyczney liyperboli. Nadto, źe

BF^:^_—c, pokazuie siejj źe hyperbola ma dwoie

niedostyczne, których kierunki jednakowym sposo-
bem się znayduia.. • ' . > . . .



§, 8o< W n i~o s e k. Wt źmy figurę NY. 2. i w niey
wykreślenie znane v, §, yj., a tak wiadomem iest, wzią-
wszy BHiHC za nieskończenie małe, że taką pro-
porcya ma mieysce: dx;dy~FD:DB, czyli:
dx: dy~FD :y. A że vy tróykącie FDB, linia FD
iesr styczną trygonometryczną do kąta I1"1 JB Z) pod
promieniem D B, przeto także FD: D B ~ Tan.
FBD: i, (Tan. oznacza etyczną z tablic gdzie, iest
promień iednaścią), czyli, Tan. FBD: l~FD:y\
przeto takie: d x: dyZZ Tan. F B D: i , a zatem:

ii ic -:

Tan. FBDzz-j—. A że w tym samym tróykącie
FDB, także B D iest styczną trygonometryczną do
Łata B F D pod promieniem FD, przeto i taka pro-
porcya ma mieysce:FD: BDzzi: Tan. BFU, czyli:
I-• Tan. BFDzzFD: 'y, a więc dla tey sarney przy-
czyny iak wyźey , będzie dx: dy~ i : Tan.BFD, a

zatem Tan. B FD ~ -.--. To iest -— iest osdlną wat<
• dx : d y . • • •.

tnścią stycznęy trygonometryczney przy każdey krzy-
wey linii, do kąta zawatego^ między styćzczną linii

Jtrzywey, i ustawioną; •—- zaś iest wartością ogóln^
(i CC

styczney trygonometryczney, do kąta zawartego mię-
dzy styczną linii krzywey i osią przedłużoną. Chcą̂ G
zaś rzeczone styczne wyrazić przez ilości skończone,

potrzeba wyrazy— i -^- z szczególnych funkcyyliniy

krzywych wynaleść i przez skończone ilości wyrazić,
N.p. w paraboliy y-~px, przeto zydy—pdx, a za-

dx 2V . px •, px _ •, x" '•
tem -=— —•^Ł- "zz%,\/ —r~--~ 2,1/ — zz 3. V/ — , a

dy p • P P ? P l
-J~ zz -— ~ —--.— ~ §. 1/ — — k, 1/ — . To iestdx fiy %.ypx px x
w paraboli styczna trygonometryczna do kąta zawar-
tego między styczną parsboli.a ustawiony raa tak%.



sczególną wadość: %.\/ —', styczna zaś do kąta za-

wartego między styczną paraboli, a osią przedłużony,

ma taką,: •{•[/—' Podobnie.do wszystkich innych

krzywych liniy, rzeczone kąty wynayduią się,

§. 8r. Z a g a d n i e n i e . Jak wynaleść ogólną
wartość, czyli ogólne znaczenie podstyczney, sty-
czney, pcdnormalney i •norrńalney, do każdey krzy-
wey linii, kiedy wspołustawione, nie prostopadłe do
siebie, lecz pochyle są?

R o z w i ą z a n i e . Niech AB (F. 4.) będzie lukiem
iakieykolwiek krzy wey linii, JBJD i C JE pochyłeini u-
Btawionemi, do których ADiAJE e^ odcinkaini, Daley
ńniia JB.F. niech będzie styczną przez punkt B, któiey
przecięciem z <xsi^, iest |>unkt JF'; przecięciem zaś la-
kźe z osi^ linii prostey, ł;j.czaicey punkta B, C, jiiech
będzie G, Nadto BM iest prostopadły do osi, BH
prostopadły do styczney, a BL równoległą do AJS.
A tak podstyczna JFJD bardzo łatwo się znayduie tym
sposobem: troykąty B L C, GUB, o | podobne, a
wie.c daią tę proporeyą: BL: LC— GU: DB. Lerz
przybliiaii^c ciągle CK do Bl->, granicy stosunku
BLt.LC iest stosunek FD:l)B(% 30), a leni samem
biorąc BL~ DE i L C za nieskończenie tn;iłe, w któ-
rym razie się na dx i t/y (§. 34) zatnieniaią, bcjdzie.rfa;:
dy~FD : DB, czyli: dx: dyzzFD: y, a przeto

dx . '• ' '
FDzzy.-j~, albc nazywaiąc podstyczna każdą S,

i inne trzy także tak iak w $.71, wypada: S—y-—,

to iest toisarno, co wypadło biorąc wspólustawione
do siebie prostopadłe. Chcąc daley styczną FB, pod
normalną /J/i L normalną BIft wynahść, potrit-ba
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koniecznie, spuściwszy ii.iź BM prostopadły dq osi,
nayprzód wartości na Jiuiie OM i B M wynaleść, przy
czerń kat zawarty między współustawionemi, to ieut q,
bierze się za znany. Maiąc zaś liniie I J M i UiH wy-
nalezione, łatwo rzeczone trzy liniie, za pomocy
troy kątów prostokątnych, dadzą się_ wynaleść., Uwa-
Źaniy tedy no)ką,t DBM prostokątny, w któryrn
z zasad trygonouietryi proatokreilney, podaią Bic lakie
propoicye: DB: DM~i: Dos. g \DB : BM rrir
\Vs.q, albo.y.- DM~i: Dos.q i y: BM~ i: Ws.ą,
a przeto ; D M — y. Z)os q, a .8 M zz. y. Ws q. Chc^q
teraz szukać r iayprzocj styczney ł1 B, uwaia 8C
tróyk^t prostokątny FjiM, atak F/J 2 — FM'+ fiAfa —
( bD-ł~DMy + B M*t biorąc zaś zamiast 2*' D, DM.1
HM, iuż wynalezione wartości, będzie:

f = ^ y . Jp + y. Pos, q.Y + y.a Ws. qa

 =

4 + 3 y.'—.

| ? ; DOB. q

A że z trygonouietryi iest wiadomem, ii Dos. qs +
Ws. q* ZZ I) biorąc i, za promień; przeto

( dx2 dx S

ćji+ a"d7" Doa-Ci + lJ> a Z a t e r a

Powtóre. Chcąc mieć podnormalną, uwa^aî  się
troyka.ty FBM, MBH podobne, a tak FM: MB ~
MB: MH, biorąc zaś zamiast .FAf i MB mi wyiey
ivynalezione wartości, będzie:



u
y».J- + y* D o s < <ł: y- W s . q = y, W s q : HTlf̂

czyli:' • •

y^— + Dos. q\- y. Ws. q = y. Ws.q: HM,

przeto:

d n o r r n a l r i a . D Hą A

dx + Dos. q dy
= HM + D M i prze.to biorąc zamiast HM i DM
iuź znane wartości, bidzie:.

_ r Ws, q.- y. cl vD H = Z-~) • h y. D o s. q =dx Hh L)oa. q, dy

Ws. q,z y. d y + y D»sq. dx + T)f)s q 1 y. dy __
ti x + D o s. q. d y

y. dv (Ws qa + Dos. qa) + v. Do s q. dx . ,
,dx + Dos. q. dy.

Ws.q 2 + D o s > q i ~ I , przeto:

•pi-TT __V d y + y. D o s g, d x__ yply + Dogg. dx)__
• dx -ł- Dos. q. dy ~ dx +,Dos.-q. uy
Nakoniec szukaiąc ogólney wartości na normalną B H,.
uważa się tróykąt prosiok^tny B MII, a tak bqdzie:
BH2 = MH2 +.BM 1 , biorączaś zamiast JMH i BM
wyźey Bioiące wartości, wypad-a:

WS. q^ -
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dx:4-2Dosq.dx.dy + Dos.q» dy*

. dy2

'Wsq'»,

C£il+=4^.Dosq+Dos.q1+W8qI \

Xd

'..i' c\-nn /-i _i_ Fłi-łe rs2 v y y

Ze zaś, Dosq* +J¥s*q2 = r, przeto bidzie5

ciq.gaî c zaś na obydwóch stronach pierwiastek
kwadratowy, wypada:
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§. 8S. Wniosek. Chcąc pzukać szczególnej
wartości któreykołwiek jsliniy wyłożonych w przeszłym
§. naleźącey do iakieykolwiek krzywey algebraiczney,
wtedy bierze się ogólna wartość teyźe linii z§. 81, i ta-
ka sama tworzy się zfunkcyi linii krzywey, przy po-
chyłych jwspółusiawionych, a wyraz skończenie wyna-
leziony, równy z ogólną, wartością, daie szukaną,
Jiniią. •

$,83. Zagadnien ie . Jak Wynaleść ogólnie
kierunek Htyczney naleźącey do takiey krzywey linii,
którey ustawione z iednego punktu wychodzą,?

Rozwiozą 11 i e. Niech liniia^lB(JF5) oznacza pro-
mień koła który nazywam r, iego zmienny łuk niech
wyraża BC~x, liniia DE niech oznacza ialcakol wiek krzy-
wą którćy punkt JD leży na promieniu A C i którey
AD=y iest ustawioną,. Chcemy tutay wynaleść kie-
runek styczney przez punkt Z) przechodzącćy, to iest
chcetny naznaczyć drugi punkt, kióry z punkiem U
połączony liniią prostą, dałby styczną żądaną.. Wy-
stawmy z punktu A do promienia A C prostopadłą, i
przedłużmy ią w myśli, aż do przecięcia się z szuka-
ną styczną, także w myśli pociągnioną, nazywając
ich przecięcie nieznane F. Atak cała rzecz idzie o
wynalezienie wartości ogólney na liniią. Ą<F, Itórey
koniec F poda drugi punkt szukany do stycsuney.
Dla wynalezienia linii wzmiankowaney, poprowadźmy
promień nieskończenie bliski od AC, nazywaiący
się AG; iego przecięcie z styczną niech się nazy-
wa H; nadto .około A promieniem A D zakreślmy
koło, którego łuk między promieniami A Ci AG za*
warty, nazywa się JDni. Że tedy punkta H i m %\
nieskończenie bliskie od D, przeto liniia prosta
D H nieskończenie mała leży oraz na linii krzywey,
iako też łuk Urn, iako nieskończenie mały, jest sam
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do linii AC prostopadły; a więc figura D m H iest
tróyk^tern, kióry iesi podobny z tróykątem FHA.
Uwaźaiąc daley że DA ilości BC, to iest y odcinka
x, iest taką funkcyą, iaką. AH ilości BG, to iest
iaką, y-J-m H, czyli y + ^y ilości x~i-CG, czyli
a + /\i, wtedy &y i /\a zarnieniaią się na dy i dx
(§ 34)- Nareszcie Z' własności kół wypada laka pro-
porcya: AD: A C=Dm:CG, to iest: y:i = Dm:dx,

a przeto Dm=z———, Z tróykajów zaś DHm i FHA

podobnych wypada : Dm:mH~ FA:.AH, gdzie
ilość m H. nieskończenie mała, ilości skończoney Am
nieodiniejiia (§-25), dlaczego powyższa proporcya
daie taką : Dm:mH=FA:AD, czyli biorąc warto-
ści: y.—-: dy = FA:y, a przeto : FA~yj—'j~.

Chcąc w szczególności przy pewney krzywey wartoló
linii FA naznaczyć, bieisse si^ łuukcya krzywey,
zniey wynaydu.e się wyraz skończony równy z wyra-
zem y?—-r~, a ten będzie wartością linii FA.

§•84, Wniosek. W figurze przeszłey Iĉ t
ADH^>ADrn prostego, i dlatego liniia ^Lfi pro-
mień AS, z iedney sirony promienia A C leżą,. Lecz
biorąc kąt ADH<CADm prostego (co także byd2
może przy ni których krzywych), wtedy liniia FA i
promień AB, leżałyby po obydwóch stronach pro-
mienia A C. To iest kiedy AH>Am>y, a tem
samem, kiedy dx i dy maią ieden znak, wtedyAF
iAB, leźąziedney stronyAC; kiedy zaś AH<Am<iy.
a tem samem, dx i dy maią przeciwne znaki, wtedy
z liniy AF. i AB, iedna leiy z iedney strony AC,

a druga z drugiey : a przeto ̂ —r— może bydź do-

dątne lub uierane i ieźeli iest dodatne AF leiy ztey
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strony A C z którey AB, Jeżeli zaś Wymieniony

— — i e s t uiemny, wtedy AB z iedney strony

, a liniia A F z drugie)'. A tak widocznie
się pokazuie co tuiay znaczy •+• AF a co — A F .

§• 85- W n i o s e k . Spiralna Archimedesa ma

takie równanie: y——— a 'ern samem py = r. a;, a

przeto: p.dyi==i\ dx, z czego --—=-i- . Kowna-

ciu: -. - = -^— daię„ form^ potrzebną, aby

na iedney stronie wypadł wyraz --• '- •—•; a tak

' , . " , . y 2dx p y 2 • ' " , . . • , . .
będzie———; = —Ł-^,'—; biora,c zas wartość;.ł • f. óy . i *

.' • r , . . . . . , , . y 2 Ja;zamiast py z iunkcyi lina, będzie: .—j- =s

_y. r.oa a.y
r.

To ic-st przy spiralney liniia

r=——; a więc chcąc mieć przy spiralney kierunek

st.yczney wyznaczony, musi wprzódy łuk x bydź
zmierzony.

R O Z D Z ł A Ł V.
Zasady rachunku całkowego i zastosowanie
onegoź łącznie z różniczkowym do linii Loga*~

rytmiczney i Logarytmów.
§. 86. D e f i n i c y a . Funkcya zupełna, kaidey;

różniczki nazywa się całkową, (quanti(as integralie ba<5
^ d l ) teyże różniczki y znaczy litera. / która się


