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AN UNBIASED FINITE-DIFFERENTIAL
ESTIMATOR OP THE GRADIENT

Ryszard ZIELI1ISKI

Instytut Matematyczny PAN
Received 27th 02. 1974

Estiaiation of the derivative of a function f at
the point x by (F(x + h) - f(xX))/h yields the
error 0(h)} estimation by (& + h) - F - h))/2h
yields the error 0(h2). The former method required
computation of kK + 1 values of f, the Ilatter 2k
values provided f 1is a function of K variables.
In the paper [1] a randomized method was presented
which required k+ 1 points and yielded the expec-
ted error 0(h2). In the present note a randomized
method is considered which requires 2k points and
for which the expected error equals to zero(unbia-
sedness) .

1. INTRODUCTION

The paper deals with estimation of the gradient of a
given function f at a given point without calculation of
the derivatives of the function. To be more precise, we shall
give a formula for estimation of the first partial deriva-
tive of the function. To simplify notations we shall consi-
der the problem of estimation of the first derivative of a
function F: R——R. The estimation of the gradient consists
in repeating calculations for each first partial derivative
separately. The formula requires a randomization and calcu-
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lation of the values of the function at two points; thus
estimation of the gradient of a function of k variables
will require calculation of the values of the function at
2k points.

Throughout the paper is assumed that f has all deriva-
tives fr(x), i=1,2,... and that f(x + h) =

= 2 (hl /iY) fU) ) for x, h 6 R.
i=0

2. RESULT

Let U = @Wp°jx0 » V = (Vj)°°j=o be real seduencea

such that

00 - 00 ,

E vjuj = i1 5 £ vjuj +1 = 0 for 811 0)
i=0 J=0

Let 7 be a class of functions Ff . We define the sequences
U and V as Tfeasible ones for I if

Nort v o2+l NN v n2i+l . -
jA:O iA:O 4 1\ !L)-T f(2i+1)(x) = ?:O j?’\ohl 5 f(2x+,b) (2

for every TfeT.

Theorem
Let J be arandom variable such that P(J = j) = qj>0,

jJ=0,1,2,... . If U and V are feasible sequences
for 7 then for each- £ 672 the random variable
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VI [F(x + Uj) " Fx “ U] ®)

is an unbiased estimator of the first derivative f(x) of
the function F at the point X, i.«. EY(X) = fX).-

An appropriate algoritm may be formulated in the follow-
ing “way:
1. sample the random variable J ;

2. calculate the values of the function F at the points
f&+ U) and Fx -Uj) ;

3. estimate the derivative f*(x) by the formula(3d).

3. THE CHOICE OF U AND V

It is easy to see that for a given n there exist se-
quences Uq, u”,..., un and Vg, v”~,..., vn such that

The sequence Ug, u”, ..., un may be chosen whichever one
likes provided u] /7 v for i1~ j. Then vQ, v*,..., vn

are solutions of the system of linear equations with the

matrix
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U1l
mMn =
2n+1 2+l 2n+l
u
0
Det Mn = uQul...un F1 (@ -u?) /0 and for vk,
J>i
K *0, I, 2,..., n, we have

-1

w N6 . . JLO-Et o

Unfortunately, for n-7~oo it is rather difficult to obtain
V. by (@) with given u.. By (@) we conclude that for

n— — 00 the product PA] [!1— (’UJ)\J should converge

J=k+1
so that the series ZL u__2 should converge and u2
J=k+1 J J

should tend to infinity. Now by (1) we conclude that Vj
should tend to zero fast enough.

Another method of construction U and V is following.
Let F be a periodic function such that F(kT) = 0 for

K = 1,2,... andOOF (1—)_ ~ 0, say, equals to ! . Suppose
that F(xX) = ajx™ f°r every x £ R. Now we can choose
j=0

vj = aj (T/7kn and ua = k~.  Then
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_ (0]¢) I for i=0
20+ Bj (k21-1T)J = F(k21_1T)= J

J=0 .0 for i=1,2,

and (@) holds. For example letting F(x)= sin x we obtain

Vj = (-1)j (Orr/36)2j+1/ (2j+1) 1 and u:] = 62™M+1.

4. PRCOF CF THE THEOREM

EYOD) = E q.E (YCO | J=i) =
00
E v. [f(x + ue - f(x - U)l =
J
Oo 00 _
2i+l
120 (2i+1): 0
00 Oo

2i£:O Qi+T)! FQRIi+0X) jE:0 3

5. REMARK

By (@ we conclude that for a given function F the
sequences U and V should be chosen in a suitable way.
For example if F 1is a polynomial () holds for agy U
and V. Another example: if 2~+~(x) are bounded and

E vjuj™l / (2i+0 = converges absolutely then () holds
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0 PEWNEJ NIEOBCIAZONEJ SKONCZENIE-ROZNICOWEJ METODZIE SZACOWANIA GRA-
DIENTU FUNKCJI

Streszczenie

Oszacowanie pochodnej funkcji f w punkcie x za pomocag ilorazu
(F(x+h) - FOO™ /h  daje bkad 0(h); oszacowanie (F(x+h)- f(x-h))/2h
daje bkad O(h ). W przypadku szacowania gradientu funkcji k zmien-
nych pierwsza metoda wymaga obliczania wartosci funkcji f w k+1 punk-
tach, druga w 2k punktach, W pracy [i] przedstawiono gewng metode loso-
wania k+1 punktow tak, zeby oczekiwany biad byt O0¢Ch ). W niniejszej
pracy podano 2k-punktowe oszacowanie gradientu, w ktorym oczekiwany
btad jest réwny zeru (estymator nieobcigzony).

OH O[IHOW HECMEIWEHHOW OLEHKE TIPAQVEHTA -T>WCEW MPX MOMOWM KO-
HEUHbIX PA3HOCTEMN

Pe3iome

OueHka npoum3BoAHOW ¢yHKUMM F B TOUKM X nNpuM  MoOMoun
F (x+h)-F @) /h wnmeeT owmbky O0(h): oueHka (F (x+h)-F (x-h)) 7/ 2h
uveeT ownbky O0(h). B cnyyae GYHKUMIA K MNepeMeHHbIX nepBas OueH-
Ka TpebyeT BbuUMCNEHUS 3HadyeHuM GQyHKumm f B K + 1 TO4kax,
BTOpass - B 2K Todkax. B cratbe [I] npeanoxeH wmeTon KO-
TOpbii TpPebyeT BbUMCNEHUA €+ 1 3HAYEHUN QYHKUMN U UMeeT

oxmngaemyw oueHky O(?). B HacTosiweli paboTe npegnaraeTcss paHAOMU-
3MpoBaHHasa OLUeHKa KOoTopas TpebyeT BbUMCAEHUS 2K  3HAYeHUn (yHK-
W1 1N UMeeT Hy/EBYW oOxuaaemylo ownbkKy (OoueHKa HecmeleHHas) -

© Instytut Maszyn Matematycznych
Warszawa, ul, Krzywickiego 34
AM.
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PROCESSES IN COMPOSED
SYSTEMS

by Jézef WINKOWSKI
Centrum Obliczeniowe PAN

Received 11th March 197

The paper refers to methods of characterization
of processes which run in composed systems. The
methods are considered, where a process running
in a system composed of a number of components
is characterized by processes which run in the
components. The main problem that" is considered
is to explain to which extent such a character-
ization determines the characterized process.
As in [4], systems, composed systems, and pro-
cesses are described using simple categorical
notions.

The problem of describing of processes which run in com-
posed systems arises often in practice. Such a problem appe-
ars, fTor example, in simulation technique applications. A so-
lution consists usually in describing the processes in the
components and relationships among them. The natural question
arises about a theoretical base of the method. In the paper
a suggestion for such a base is presented. Some simple cate-
gorical notions are used for this purpose.

As in [4] , categories are used for systems describing.
Objects represent states and morphisms - the actions which
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imply state changes. Any composed system is described by a
subcategory of the product of the categories which describe
components. Processes in the system, as well as in the sys-
tem components, are described by functors from linear order-
ings to the suitable categories._

First, some needed notions will be introduced to make
the paper selfcontained. Next, in order to support appro-
priate intuitions, we consider a behaviour of a concrete

simple system. Finally, we give more general problem formu-
lation and try to explain its nature with some details.

1. NOTIONS AND DENOTATIONS

A graph A consists of a class |A] and of operations

1Al - M a] , i=0,1

which satisfy the conditions

i.e. the conditions

dg (32"» = 37a) (€D
for every oc €]A] , i= 0,1, j= 0,1.

The elements CX €]a | we call (generalized) edges. The
(generalized) edges which satisfy the condition

20 =a
we call vertices. Due to (1) , @), an(a) are vertices

for every <*|A| .They will be called beginning and end of
oc respectively. For simplicity, the beginning will be



Ne 20 PROCESSES IN COMPOSED SYSTEMS 13

lenoted by a“ and the end by oc* . The class of all the
vertices of A will be denoted by |AIM.

Any non-empty finite sequence of edges of A, where eve-
ry edge has the end identical with the beginning of the next
one, we call path of A.

A category is a graph with a partial binary operation
which assignes an edge ot=Awith
©x<f)-s (ccm®t = (0
to every edges ot, (6 with
oot *
in such a way that
=«e(E*$m)» ot « , oc-oct=«

Edges and vertices in a category are called morphisms
and objects respectively. The morphism oe/ w8 call a compo-
sition of ot , y®. We usually express the conditions like

a=o0oT, b=a+

in the form

the conditions like
a = oT= b =ot+= &, ¢ = P+= f*

in the form

% u lf9'1 <2>

and so on. Pictures like the above we call diagrams. The dia-
grams in which all the compositions of the morphisms of arbit-
rary paths with common beginning and end are identical we
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call commutative. For example, the diagram (2) ie commutati-
ve iIff fF=ac/A.

If there exists such an object a that for every object
b there exists unique morphism

then a is called an initial object of the category.

Any quasi-ordering < with pairs a<b as morphisms
with the beginning a-ga and end b<b and with the compo-
sition

@*b) = (b4 o = (a<c)

is a category. Any object a<a is usually identified with a.

In the following, the natural ordering of the numbers
0,1,2,..., considered as a category, will be denoted by

The class of all the paths of a graph with beginnings
and ends defined in the natural way and with the natural com-
position is a category.

The product of categories is a category. For example,
in AxB we define as usually

«, /8" = (& &>
(a, 19+ = (<*\
- @20 M = w2 N

A category all the morphisms of which are morphisms of
a given category A, and such that Cc , cc./b are the
same as In A is called a subcategory of A. If it is the
smallest subcategory with given morphisms then we call it to
be generated by these morphisms. A subcategory -of A with
exactly the same ae in A morphisms between arbitrary two its
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objects ia called full.
A functor from a category A into another category B
is a mapping
lal- - bIL
which satisfies the conditions
f <) = (F @), f(a*)= (f @)
f (0c-/9) = T («)* T (fD)

For such a functor we write

A—— ———"B

IT there exists the inverse f 1 and it is a functor from
B into A, then f is called isomorphism and A, B are
called isomorphic.

The projections of the product of categories onto the
factors are functors. The natural injection of the class bl
of morphisms of a subcategory B of a category A into IA]
is a functor. In the case of categories which are quasi-or-
derings functors correspond simply to isotonic mappings.

A natural mapping of a functor

A—2-r B

into another functor

is an assignhement which assignee a morphism
t @D--@ -9 @

of B to every object a BIAI™ in such a way that for every
@, 6 JA] the diagram
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f(ort-~2g (or>

T > g ()

T(«0

is commutative. Such a mapping is usually denoted by
f-AnN g

2. A PRODUCER-CONSUMER SYSTEM

In order to give an example of a system, let us consider
a producer which produces some objects and a consumer which
consumes these objects. The producer can not produce and the
consumer can not consume more than one object simultaneously.
The objects the producer has produced and the consumer has
not taken yet form a stock. It may be used by the consumer.
The producer, the consumer, and the stock form a system that
will be considered in the following.

The producer actions can be identified with the paths
of the following graph

(073
/3
where 04 denotes an object production beginning* ft- an ob-

ject production end, r - a rest state, and p - a production
state. These actions and states form a category CI.

Similarly, the consumer actions can by identified with
the paths of the graph

t

h

where denotes an object consumption beginning, 6 - an
object consumption end, w - a state of waiting, and c - an



He 20 PROCESSES IN COMPOSED SYSTEMS 17

object consumption state. They form a category Cg.

Finally, the stock changes are morphisms of the quasi-
ordering C generated by the graph

0-— 1— 2

where 0,1,2,...“denote stock levels.

The producer affects on the stock. The stock level in-
creases” by \ at al\y object production end. Otherwise, the
stock level does not increase. Hence, the producer-stock sub-
system actions are generated by the following morphisms of 1
ClxC

(r .0 (r, DI r»2 Tt (r,2)
<°S0)
(p.0)J P>1-~-0)- ®.2

(however, this diagram is not commutative). They form a sub-
category Q1 of C1xC. The projections of C~C onto Cj,
C, restricted to Qj, will be denoted by -

The stock affects on the consumer in such a way that the
consumer can use the objects of the stock only. On the other
hand, the stock level decreases by 1 if the consumer starts
to consume an object. Otherwise, the stock level does not de-
crease. Therefore, the stock-consumer subsystem actionBlare
generated by the following morphisms of CxCg

O 1,w)

(O,W) r ,U\ (l_ Z,W)

(0,6)
©,c ) --(G1,0)———-- - ,C)
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They form a subcategory Q2 of Cxc”. The projections of
C xC2 onto C, C2, restricted to Q2, are denoted by>C2, fa’

The interaction in the producer-stock-consumer system
consists in the above mentioned producer influence on the
stock and in the stock-consumer interaction. As result, the
actions of the whole system form a subcategory Q of
CjX CxC2 which is generated by the following morphisms

(«=,0,w> /5,0- 1,w) (ot,1,w)
(r,0,w)————- - (P»0,W)——————~ ACr, 1wy —————- »(p, 1,wW)
(r, 1-o0 A(p, =-0,) ~(r,2-1 ...
(r,0,6) 0,0,6) (r,1,6) ®, 1>6)

(r,0,0) ,c/r*1.c\a, 1>c)"p»1,c”

The projections of C~xC*C2 onto Cj, C, C2, restricted
to Q, are denoted by Q~, >, Q2*

Observe that we could get an equivalent description con-
sidering the subsystems Qj, Q2 as components. It is suffi-
cient then to take into account the fact that the stock is
the same in Q1 and Q2 (i.e. is a common component of Q1
and Q2). We get then a subcategory Q"of Q1lx ”~ with morphisms

1* £2) satisfy the condition

i (8D = 2(£2)
i.e. are of the forms

€l-= (4n, £12)» 4n 6 CF» ~12e Icl

€2 = cs2l, 122, £21 € e, *22 6
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The morphism

of a can be assigned to each (81F 42~ ~

I a<* N gives
a functor

As it is easy to see,

it is an isomorphism so that Q, Q" are
isomorphic.

Restricting the projections of Q1x Q2 onto Qp Q2 to
Q * and denoting the obtained functors by 6j, 62 we get the
following commutative diagram

3. PROCESSES IN THE PRODUCER-CONSUMER SYSTEM

Various processes of the above described producer-con- .
sumer system are usually characterized by a clock time notion.
In fact, some time durations are assigned to the system or
its components actions and

it characterizes to some extent a
process states consequence.

The clock which indicates time lapses can be considered
as an additional system component that is independent of the

others. States which represent indicated moments are usually
identified with real numbers. Actions which represent
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indicated time lapses are time intervals of the form t/~<t2.
Therefore, the clock T can be considered as the natural
ordering of real numbers.

The fact that the clock works independently of other
components we express by considering the components Cj, C,
C2 and the systems Q1, Q2, Q, 3" together with the clock T
as CjXT, CxT, C2x T, Q,x T, Q2*T, Q*T, QxT res-
pectively. Then we get the followingjcommutative diagram

where fxg for A-——-A," B- B " denotes the functor
from Ax B into AxB" defined by the formula

(fxg) (@.H = (F , gP)

and T denotes the identity mapping of IT]

In order to simplify denotations we write P, P™, P2
for QOx T, QIXT, QgXT and 01, $2 For(Q_ixT) .(,xT

(8-1xT).(&x T) respectively and denote the projection of
P onto Q1 by Ifl, the projection of P2 onto Q2 by Tf2,
the projection of P. onto T by X.J> ano! the projection of
12 onto T by Then the following diagram
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is commutative and "H, $2 determine uniquely an injection

P1* P2

and a functor

p L= ) . L,

Processes which run in the system and in the system com-
ponents can be naturally described by functors from the natu-
ral ordering Jf of the numbers 0,1,2,... into the categories
which represent the system and its components.

A function of the clock T as of a component of P, P1,
P2 results®™ in processes
J f mp, /r_£i_r,. X-1z———-_ p2

from the fact that non-decreasing moments

X(F @) < <(f D)<
t, (f, (@) < XJ<F, (D) <

(RO < t2 (FR2d»<...

correspond to the consecutive states 0,1,2,... of the proces-
ses. Therefore, the consequence of states is characterized
to some extent by information on the actions which have been
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performed. As result, processes of the system can be often
characterized by projections into the system components or
even by subprocesses of such projections.

Let us consider for example a process

L (3)

which starts at the state (p,C,c,0). Let it will be the pro-
cess in which the producer produces every object in 5 time
units, the consumer consumes every object in 7 time unite
and then starts to consume the next one as soon as possible,
and the actions a, O, 6 need no time at all. This process
runs in the following way

Its projections into the components oan be obtained
by composing ¥ with ~respectively. These proje-
ctions run according to the diagrams

Yy
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(p,0,0)j 0,c,0)J
(,0,0-5) (0,c,0- 5)
(b0,5)j (0,c,5)j
(1&,0-1,5) (0-1,c¢,5)
0.e.5) j
(«.1,5) <1,c,5)
P.t.5)j 0,c,9'|
(P, 1,5-7) (,c,5- 7D
G.7.7, (l,c,7) *
(P.1.7) a,»,7)
(w7 |
(. = 0,7) o Y%
<P.0,7) | 0,c,7) j
¢,0,7- 10) (0,c,7- 10)
(.0 ,i0)] <0,c,10)]
0»,0— 1,10) (0- 1,c,10)
(r,1,10) (1,0,10)

They uniquely determine, action after action, the process ().

However, it appears, some their subprocesses determine its
run as well.

Let us consider for example the subprocesses

JFOf1 ,P.. JF f2 P2 ®

of the above projections, those obtained by composing the
injections

®

where
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P.© =0 ke =0
*@ =1 $20) * 4
@ =2 y2(r) =5
<13 = 3 =6
vV 4> =7 eoce
with f and with T0j, respectively. They run according
to the diagrams
(p,0,0> 0,c,0)
(.0,0-5) (0- 1,c,0-7)
(P,0,5) <1,c,7)
(/a,0—1,5) ,6 ,7
0,1,5) a,w,7)
(«, 1,5) @ 0, ™, 7)
(P,1,5) <0,c,7)

(p,1- 0,5- 10)
(p,0,10)

and the diagram

%'\%<%

is commutative.

Having the processes (4) we can reset the run of the
process (3) . The problem can be formulated as follow».
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. Find such a process (3) that there

Given processes (4)
is commutative.

exist functors (6) such that the diagram (6)

N solution can be obtained in the considered case accor-

ding to the following idea.
We try to find such b0 that

£1(°) = <$()»  f2<> = *2 «V

Here, must be

Next, we try to find decompositions
f/lO~i) =~ <$,) .an, f2(041> = A 12

in such a way that one at least of actions

is an object(of Or P2 respecti-

|]n = f1<0 or 8§12 = f2CO < In this case

reduces to a state, l.e.
vely) , i,e,
it should be

~ Cp»0 »c lo~*~5) t ~ (P>0»5) = ft(1) > 472 ~
= (0- 1,c,5-7)

Farther, we try to find some decompositions of fJ (i«2) !

and of f12 similar like those of f-j(0~I), f2(0< 1) and
so on. We get successively

f] A<2) * U ($2) «121» Al2 ~ 72 A 2P "$ 2%

02 = >0-1,c.,59jj 421l =(r, 1,5 = 2D , A22 >Qi 5*7)>
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fr@<3 - ©@p- ~3i> w22 = "2 A3~ x N2>

$3 = (oc,1,c,5>, *3, =Cp,1,5= f,(3), ™32 = (1,c,5*7),

fj@GN4D) =~ (34 .%aj, T2 ="2/4~* N2

$4 = p, 1,c,5 ), - (p, l>»0f7-HO), »ox»/ )= ),

Har = (37 ¢ ABIL 72 ON2) =72 ABA + A5

§5 = Cp,1,6,7), "5l = <P,1- 0,7- 10), ~52 = (I,w,7) = F2C2),

AL = M($g)e MBly A2 (2<3) = A2 " 62>

§6 = Cp, - 0,l, 7), 861 = (p,0,7- 10), $62 = (0,c,7)= f2 (3),

=N ATLS A28 A4y = A2 cry)x AT
§7 = (p,0,c,7- 10), ~71 = (p,0,10) = f,(4), k12 =(0,c,7- 10)

and so on, what can be ilustreted graphically a3 follows
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Taking
f(o)y = $0, 9,(0) = o, 20 =0,
t0<l) = $ 9,0) = 4.
r(1<2) = $2, 9,(2) « 2,
f(2<3) = =
f<3<4) - $4, 92<D - 4,

e.t.c. we get a process
X -P @)

and functors

Jf- a7 ®

which make commutative the following diagram

©

The actions © j> ¢2*****x AJq* N2 FFHHH N K NDD kKK
are the only actions which satisfy suitable conditions in this
case. As result, the process (7) runs like the first process
<3) in such a meaning that its consecutive actions are con-
secutive actions in (3) . Here, both processes are even iden-
tical but it does not need be so in general. For instance, it
would not be if the action (p,0,c,0™-5) were composed of the
two consecutive actions (p,0,c,0--2), (p,0,c,2—--5) in )

A more precise analysis of this situation will be given in
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the next part of the paper.

The above described method of a composed system process
reconstruction according to processes of components is app-
lied in various simulation techniques. For instance, to look

for decompositions

f,(oci) = ®,). 4n, f2 (o< 1) = a12
means to look for the longest action ¢~ of the whole sys-
tem, some parts ~ ($j) » ~(Con D, f2(0<D)
correspond to which in the components. This action must

finish at the earlier of the final moments of f1 CO<1),

f2 (o<D), i.e. at the moment 5 when  (0< 1) Tfinishes.
Then we replace the action " (0<1) which finishes at the
moment 5 by the action " (@ <2) and try to find the lon-
gest action $2 with 2 (<12) being a part of fj @ 2) and

2 ($2) being a part of £72 e.t.c. We can do this if we
know the processes (@) . In fact, the complete knowledge of
(4) .is not needed. 1t is sufficient to know which actions

start at concrete system states. A characterization like that
is just given in practice. For example, any description of
a composed process in the simulation language SIMULA is

such a characterization.

It was essential to enlarge the considered system by a
clock in the above given case. However, the described method
and procedure are valid in general, i1.e. for arbitrary sys-
tems. 1t follows from more general facts which will be the

matter of the farther considerations.

4. THE GENERAL CASE

In the following, all systems and their components will

be treated as categories.
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Let P be a system with componets P~ (i6l1). Let
P ~41P~ be the injection of P into the product TIPA
of P~/? and let P- P~ be compositions of ¥with

the suitable projections [l PE- Pi-

In general, the problem to characterize a process )
\N—jl ~P by some subprocesses of the process HLJ:— p_—1 p
can be formulated as follows.

Given some processes

JF_ 11 , 161 (10)

Find such a process

Jf- a

and functors

that all the diagrams

Jr

(1)

are commutative.

Of course, there may be none such a process (11) with
functors (12) or may be many. However, if it exists then the

processes (10) satisfy some conditions which will be given
now .

For simplicity, we will usually assume that the actions
f~ (m<n) of (10) can not be represented in the form

ot . fi (p<q) .P

X
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with p<m<n<q and p4m or g™ n. Then the processes
(@0 will he called non-degenerated.

The product K* with =K will he denoted
by NMK. The objeots T9pr|® are of the form (mp ~sj» wr0~
re mteltfjjo 1is the projection of m into The morp-

hisms ofTT-K are of the form m< n with nS|TIK|0O, nE]JTTK]®
and (m"< nj)S|~j for i€l. The projections of the morp-
hisms ote]l7 Pj into P will he denoted hy oc”. Finally,
TTfi will denote the functor from TTK into TTP” defined

hy the formula

TTfi <m<n> = (Fi Cli< ie

The following theorem holds.

Theorem 1. A functor

NK —1--p [€0))

with a natural mapping

$ . *—b .0 (15)

can he assigned to every process (11) and to functors (12)
with oommutative diagrams (3) in such a way that the follo-
wing conditions holdt

for every me|]TIN* at least one of the projections (15
AN of A.(M) reduoes to a state, -

for every sequence m (0)<m (1) ... with mKelrm™ an
for which m (K<t€|lTAP a non-negative integer K exists

such that all the actions $ (m(p)™m(q)) with p.g”K
reduce to a state.

IT the process (10) are non-degenerated then
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for every 1iel and non-negative integer p a non- as

negative integer M(i,p) exists suoh that for every

mMEJTTK | with m~ p and for every for which
reduces to a state the inequality (i,p)

is satisfied.

Proof. For every T6(nkP such an index im exists that
m* > min o) (€))
def i a
Taking
71@) = A(F(m*<€i (mi))) 20
we get

. (M= "AE@™))

m

For any (m<: n)6]TTK] the ineguality m*< n* holds. We
define

$(m<n) s F (@r<if) (@)
Due to n*< MM and ) < we hav®
F(m*< ) - t( n*Any) = F* <~ (@)» f@i(mi)< 470M))

But
I(F(H (miK'fi (ni)))= fi (®i< “j)

so that

ACH(T<A)) = ACN)* AA@) . FI(mi4dn D)

Therefore, the assignement Xdefined by the formula

n.(m» = (Xt (m)) 61
is a natural mapping of $ « ® into TTf* and satisfies
the condition (16).
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The property (17) results from the fact that m(0)<m(1)<
.~Am  implies m* Q)< n@)<...«m*. Namely, an integer K
then exists such that p,g”K implies m*(p)= m*(q)-

In order to prove (18) observe that each of the sequen-
ces ~ O, "), @gcC2,=-.- 1is essentially increasing
because of non-degeneracy of (10). Hence, there exists
M(i,p) such that ?>(M(1,p) > . (p) for every j61I. IF
therefore m™4 p an m->M(i,p) For meTTIFI  then

<A(m~-1)> ~(p) and mA?21(p), i.e.

Finally,
Xy = JE@* N GM)) =

NF(m* < - f < mjp>

and X=-(m) can not reduce to a state because the processes
(10) are non-degenerated.*

The fuhctor § defined by the formula (21) and the na-
tural mapping \ defined by the formula (20) will be called
a standard functor and a standard natural mapping for (11)
and (12). Intuitively, $ (M) means a state of P that can
be considered as the last in (11) before going through any
of states (M) 1in processes (10). The morphism JI.(T) can
be understood as the action of P~ which should be perfor-
med in P~ in order to attain the state (M) in the sui-
table of the processes (10) provided P is in the state ¢(T1).
The morphism f(m<n) means an action of P which moves P
from the state $(m) to the state ¢ (N) in (11). All the above
can be illustrated graphically as follows.
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| Fi(ml < 14)
i Ax@y Q)
n._e>
A,(M)
~ \
\ \
| \
. a-
— <4
J k() x4 4 < n>
§ (M- ->$(n)

33

The condition (17) means that every $(m~n) is compo-
sed at most of a Ffinite number of essentially different non-

trivial actions of the form $(p<q)-. The condition

as)

“eans that the processes (10) run at comparable rates.

The above theorem 1 can be converted in the following

way .

SLheorem 2. If the processes (10) are non-degenerated then

a process

with functors

can be assigned to every functor (14) with a natural

@)

€S))

@9

mapping
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(15) which satisfy the conditions (16), @7), (18).

Proof. Let us denote by J(m) the set of all iel for
which \(m) (mE]TT JFf]°) reduces to a state.

We define inductively a sequence m(0)< m(D?; ... of
objects of T and a proces3s (22) with functors (23).

We put
m(C) =0 (i.e. mt(0) = 0 for iel), fO =dC0))
ahd keep & undefined for nil k = 0,1,..., 16 L.

When m(n) 6] njfl°c, T @) * <$(m(n)) and Nk

(O<k<m”~(n) , 1 61) are defined then we define
(n+1) = m~(n) for i £ J3J(m())
and
(n+) =m~A22™ +1, imi(n» = n for i1 € IJ(m(nh))
and we put

m(n+l) = (M (n+D)) I1£1
f(n< n+l) = $ (m(n>" m(n+l))

Clearly, all can be extended to functors which are

defined on some subcategories of JfF .

As it appears, each is defined on the whole JT.
In other words, for every i,p an unique n(i,p) exists
such that T~(p) = n(i,p). The unigqueness is a consequence

of the definition of . The existence results as follows.

For increasing n these of mn(n) increasegfor which
J€I(m(n)) . I1f none n(l,p) were for the given 1i,p then
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mj(n) ~ M(i,y) would be for all jel because of (18).
Hence, all the actions f (p<q) with p,g”K would reduce
to a state for an integer K due to (17). But it is impo-

ssible because it implies
$ (m(n) » m(n+1)) = $ (M)

and

\(m(n+D) = X(m()) . T £ (n)" m(n+l))

in spite of none of nj(T(n+1)) can reduce to a state.

Namely,

M) - Fij(mj(nK T™(U-1))

does not reduce to a state for j 6 J(m(n)) because the pro-
cesses (10) are non- degenerated and A (mGD) does not re-
duce to a state for j A J(m(n)) because of the definition
of J(m).

By the definitions of n(i,p) and we have
mi(n(i,p)) =P (%)
and
ftp) = n1(d,p») (26)

Commutativity of the diagrams (24) results from a simp-

le calculue. Namely,
f CLP<a))) = F(n(@i,pKn(i,q)) = $(m(n(i,p))<m(nJ ,D>)
30 that
f () - X(m(n(i,q)»=
*.(m(n@ ,i>)) . n FimnCi,p)><m(n(i,q)))
and due to (25)

gi ((iP<p = fi(mi(n(i,p)Xmis<n(i,g») = *(p"g) *
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The proce33 (22) and functora (@3) defined in the above
way will be called standard process and standard functora
for $ , X. CF course, it does not result from the theorem 2
whether standard functor and standard natural mapping for
the process (22) with functors (23) coincide with ¢, X.

It will be convenient to formulate in the categorical
language the facts we shall deal with in the following.

We shall work with the category

@n

the objects of which are such processes (11) with functors

(12) or - in other words - systems

f
of— Qi _JF P) i€l

for which the diagrams (13) are commutative and the morphisms

f
(8- PY iel — — OF-A__x_*-_P) iel

of which are such functors

f h

for which all the diagrams

are commutative.

According to the theorem 1, a standard functor and its

standard natural mapping correspond to every object of the
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category (27), As it appears, all the morphisms of the cate-
gory (27) preserve standard functors and standard natural
mappings for all the objects of (27) . Namely, the following

theorem holds.

Theorem 3. If there exists a morphism

(K K p)iei --—— ~ (K K-— -p)i€l @28)

in (27), then the standard functors and natural mappings for

f - H — -—— »maB)i6l and for ft ~ ~p)id

are identical.

Proof. Let 8§, X be the standard functor and natural

mapping for(K---)k - — - P) igl and ~ , fi the standard

functor and natural mapping for (A4 -——«-tf-— -P) igi* Using

the denotations of the proof of the theorem 1 we get for
fm4 n) elTTJTI

mp(T<n) = g(m:n "Yi (mi)<miin SGNH))
g(min h (i @Mj>) <min h (*(n.~))) =
g(h(m_iin <Pt(m1>«miin 4% (ni») =
f(min ~A(mj)~ min ~A(ro) = f(m<n)
i i

Similarly, for all T6|TTK |° and 161l

m = NA(gmin NI @) < Vi(mi)) =
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\ ((min h @i(mi) 4 h U= M)

~i (gCh(min ~i(ri) < Cmi))) -~

2i (F(min ~(ld ~ a~mi))) = ~i(m)

This theorem implies some consequences for the struc-
ture of the category (27). In order to formulate these, let
us consider the full subcategory

@, 4, P Pi  _--1i K).6l (29)

of (27) the objects of which have the common standard functor
$ and standard natural mapping According to the theorem
3 .there is no morphism between objects of subcategories (29)
with different $, \. Therefore, the category (27) is dis-
joint union .of the categories (29) .

Some other subcategories of (27) have more interesting
properties.

Let us consider the full subcategory of (27) the objects
of. ~ - — _ p N of which satisfy the following

condition:

if ~(F(n < ~(pP))) reduces to a state then 4~(p) = n. (30)

It will be denoted by

*j 4
<P e “Pi-—— A >i€i on)

Its intersections with the categories (29) will be denoted

by
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The category (31) is also disjoint union of (32).
Moreover, the following theorem holds.

Theorem 4. |If the processes (10) are non-degenerated then
each of the non-empty categories (32) has an initial object.

Proof. We shall prove that the standard process (2)
and the standard functors (23) for $ , A form an initial
object of (32).

The process (22) widéh the functors (23) satisfy (30)
because of the construction which was described in the proof
of the theorem 2. Namely,

MNE WM< NE)) = G mn)< m(n(1,p)))

N @M <m(@.p))) . "~EFEWMG,P))) =
@ mecnn@,p))) - . =

N @GMm)<m(n(t,p))> . UE@(A,.p))) =
m@E>) . fi(mi(M<p)

reduces to a state only if m™(n) = p, since the processes
(10) are non-degenerated. But m™(n) = p implies n = n(l,p)
~ ~j/P) according to the definition of

If a morphism
OF-L-3f-3J— prisi—- - G3>
there exists then it should be

h (*(P» =h(,p)) = ~(p)

But
4 ¢¢@E@P) =fLe
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Therefore,

so that m™*(n(i,p)) = p 1implies

Hence, must be

h(n) = min ~(ijoi)) (€%
for every n = n(i,p). However, each n = 0,1,2,... is of
the form n(i, p) for certain i 61, p=0,1,.... 1t implies

(34) for all n =0,1,2,....

As, result, may be at most one morphism like (33).

Now we shall prove the existence of (33) .

Observe, that the function defined by the formula (34)
extends uniquely to a functor from Si into if . Therefore,
it is sufficient to prove the identity

h Vi(p)> = (€3
for all 161 and non-negative interger p, and the identity

f (h(n< ml)) =F (n< n+D) (36)

for all integers n"™.0.

Moreover,



PROCESSES IN COMPOSED SYSTEMS 41

Pimi(n<k>P») = min ?2j(ij(n(i,p»)
J

Indeed,

X1(m(n(i,p))) = ~(FCmin  £(mi(n(d,p)))4q?i (mi (n(i,p»>
J

and

AL (m(n(i,p))) = fL(p>

\ t.m
reduces to a state as it could not be in the case of ine-

quality because of (30). Therefore, (35) holds for all n=
n(i,p), i.ev for all n.

The equality (36) results from the following

f(h(n<ntl)) = F(min F1(m1(M)))<min*(m~n+ 1)) =

$(m(n)< m(n+l)) = Ff(n< n+l)
- - Ll f - -
Therefore, h is a morphism from (X- — ~"t)i6l

into f— - p) iel*

Due to the theorem 3, & ie the standard functor and »
is the standard natural mapping for *GF 1pi f p) S0
iel
that is an initial object of (32). *
i (1]
The theorem 4 has a practical significance. Namely, 1in
many cases like that considered in the part 3 of the paper

only one functor

TINL--2—— - F

and one natural mapping
§ .v-— TIfj
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there exist which satisfy the condition (16), and thesef,
X can be obtained by a procedure similar to that described
in the part 3. If $ and A satisfy the conditions (17) and
(18) then the procedure gives the standard process (22)
and the standard functors(23) for $ , X and all the other
processes like (11) and functors like (12) which satisfy
the condition (30) can be obtained using decompositions of
the form

and taking then

for i61.
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PROCESY W SYSTEMACH ZtOZONYCH

Streszczenie

Praca dotyczy metod charakteryzacji proceséw przebiegajacych w sys-
temach ztozonych. Rozwaza sie metody, w ktdérych proces przebiegajacy
w systemie ztozonym z pewnej liczby skkadowych charakteryzuje sie
Przez procesy przebiegajace w skkadowych. Podstawowy problem, o ktérym
méwi sie w pracy, sprowadza sie do wyjasnienia, w jakim stopniu charak-
teryzacja tego typu wyznacza charakteryzowany proces. Podobnie jak w
K], systemy, systemy zdozone i procesy opisuje sie za pomocg prostych
P°jec¢ teorii kategorii.

MKHLWCCbI*B CNOXHbIX CUCTEMAX
|eane

B cTtaTbe NpmBOAATCA MeTOAbl XapakKTepu3auumm npoueccoB, npoTe-
Kaowmx B CJIOXHbIX cCUCTeMax. PaccmoTpmBawTCs MeToAbl, B KOTOPbLIX
nPouecc npoTekawwuii B CUCTEME, C/IOrainlleiicst M3 HEeCKOSIbKUX KOMMO-—
HEHTOB OXapaKTepu3oBaH MNpoLeccaMy, NPOTEKawWUMN B KOMMOHEHTaX.
OcHoBHasA npobnema, pa3paboTaHHasi B CcTaTbe, COCTOUT B TOM, 4TOObI
HaliTu OTBET Ha BOMPOC: B KAaKOW CTeneHn Takoro Tuna Xapakrepula-
uMa onpegenseT onuchbiBaembli npouecc. [logobHo pa6oTe [4], cucTemsl,
C/MOXHbIE CUCTEMbl M MPOLLECCHI OMMUCHIBAKTCS C MOMOWbI0 MPOCTLIX MOHATUIA
TROPUMN KaTeropuu.

© Instytut Maszyn Matematycznych
Warszawa, ul. Krzywickiego 34
AM.
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ALGORYTMY, XI, N

PEWNE UWAGI O PROCEDURACH
POSZUKIWANIA EKSTREMUM

Krzysztof AMBORSKI
Teresa OSTROWSKA

Instytut Sterowania + Elektroniki
Przemystowej Politechniki Warszawskiej

Prace ztozono 4.10.1973

W pracy przeprowadzono analize krytyczng wybra-

nych procedur

POWELL i MATRIX! poszukiwania

ekstremum, opublikowanych w jezyku ALGOL. Stwier-
dzono bdedy utrudniajgce lub uniemozliwiajgce w
niektérych przypadkach uzyskanie zbieznosci. Po-
dano propozycje Srodkow zaradczych i ich wphyw,
na dziakanie procedur.

U WSTEP

Algorytmy

i programy poszukiwania ekstremum funkcji,

zwtaszcza funkcji wielu zmiennych, maja bardzo duze znacze-
nie w wielu dziedzinach zastosowarni, zwkaszcza w teorii ste-
rowania automatycznego.

Zadania identyfikacji, a nastepnie automatycznej syn-
tezy wielowymiarowych ukdadéw sterowania wymagajg wielokrot-
nego obliczania minimum funkcji przy uwzglednieniu ograni-
czen natozonych zaréwno na argumenty funkcji, jak i na war-

tosci wynikowe [i] -
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Przy poszukiwaniu ekstremum czesto i chetnie wykorzys-
tywana jest metoda Rosenbrocka, jako bardzo pewna w dziata-
niu. Poniewaz jednak istnieje wiele innych metod opisaryrch
algorytmicznie, a nawet oprogramowanych [2], [6]1 - przy czym
niektére z nich zalecane sa jako lepsze - podjeto proébe [5]
zastosowania procedur zbudowanych weddug dwoch takich metod:
metody Powella i metody Davidona. Wykonano wiele testéw na
maszynie cyfrowej GIER wykorzystujac, w celu poszukiwa-
nia ekstremum warunkowegojprocedure POWELL [2] (nadajac jej
nazwe POG) zas w celu poszukiwania ekstremum bezwarunkowego:

e procedure POWELL , [2]
e procedure MATRIX , [6](modyfikacja procedury
DAVIDON - [2] ., [4D)-

Wykorzystujac oryginalne postacie procedur nie uzyska-
no zadawalajacych wynikéw. Przeanalizowano przyczyn tego
etanu rzeczy i wprowadzono modyfikacje, ktdére oméwiono poni-

zej.

2. MODYFIKACJE PROCEDURY POWELL

W celu poszukiwania minimum w kierunku, w metodzie
POWELL [4] po okresleniu przedziatu, w ktéorym znajduje sie
punkt ekstremalny, stosowana jest metoda interpolacji kwa-
dratowej. Prawiddfowy wybér przedziatu ma bardzo istotny wpiyw

na zbieznos¢ metody.

W testowanej procedurze wybor przedziatu nastepuje w
zaleznosci od relacji miedzy odlegtosciami biezacych punktow
przedziatu obejmujacego ekstremum oraz potozenia punktu eks-

tremalnego d.

Wielkosci te dla przypadku jednowymiarowego przedsta-
wiono na rye.l. W trakcie obliczen testowych wystepowaty
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zapetlenia i1 nie osiggano zbieznosci.

Ryti. 1

Na rysunku 2 przedstawiono w poetaci schematu blokowego
fragment programu realizujacy to zadanie [2].

Powrot do
pi“ogramu

Rys. 2.
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Zapetlenia wystepowaty wtedy, gdy ad = ab (punkt, w
ktérym wystepowato minimum w Kierunku, pokrywat sie z punk-
tem xb). Jednoczes$nie punkty xa oraz xc znajdowaty sie
w odlegtosci wiekszej niz wymagana dokdadnos¢ obliczen mi-
nimum lokalnego - eps, nie bydo wiec spednione kryterium
zakonczenia poszukiwania ekstremum w kierunku.”Podany uk#ad
instrukcji powodowat powtdérne wykonywanie okreslonego ciggu
instrukcji i od tego momentu cykl obliczen powtarzat sie bez
zmiany wyniku (punkt 1 na rys.2).

Zlikwidowanie zapetletf nastgpito po wprowadzeniu zespo-
+u instrukcji przedstawionych na rys. 3 w bloku 1, ktore po-
zwalajg na przemieszczenie punktéw xa oraz xc. Kolejnosé
przemieszczania uzalezniona zostata od aktualnej wartosci

wskaznika u

Nieznaczna zbieznos¢ metody powodowana byda jednostron-
ng redukcja przedziatu obejmujgcego punkt ekstremalrty.
Wprowadzono wiec nastepujgce zmiany:

Gdy ad < ab (d 6 [xa. xb]l) , po jednostronnej reduk-
cji przedziatu:
xb = d ; xc := xb ()
zaproponowano w przypadku ad > cd, zmiane potozenia punktu
xa wedtug reguty:
xa :=d - x| @)

Podobnie, dla przypadku ad > ab (d € [xb, *s])»
po instrukcji:

xa :==xb ; xb :=d A)

w celu przemieszczenia punktu xc wprowadzono instrukcje:
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Schemat blokowy oméwionej czesci programu wraz z mody-

fikacjami przedstawiono na rys.3.

ad cab
T N
X 1
Xxc:=xb ad > ab
xb;-=d
yc:=yb T N
yb:=yo E )
xa:=xb; xb:=d % u=2~0
ad> cd ya:=yb; yb:=yo 1 T N

T E

ad < cd xc :=xb xa:.=xb

T N xb:=d xb:=d
yc:=yb ya:=yb
yb:i=yo yb:=yo

xa:=d-|xc]| xe:=d+ pal

obliczy¢ war- obliczyC war™- _ .
tosé Funkcji tosé funkcji 1u-"? u-=
w pkt xa w pkt xc

Powrét do -tzr

programu

Bys. 3.

Wadgq wprowadzenia dwustronnej redukcji przedziatéw jest
koniecznos¢ dodatkowego obliczania wartosci funkcji w nowych

Punktach.
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3. MODYFIKACJE OCEDURY MATRIX

Procedura MATRIX [6] oparta jest na metodzie Davidona,
ze zmianami majgacymi na celu skroécenie czasu obliczen.

W czasie realizacji programu wystepowaty zapetlenia
oraz przerywanie obliczen sygnalizowane przez maszyny. Do-
kdadna analiza wykazata, ze struktura procedury nie pozwala
na obliczanie minimum, gdy znajduje sie ono w punkcie zero-
wym. Wystepowato dzielenie przez zmienng vb _(wartos¢ po-
chodnej kierunkowej w biezgcym punkcie xb) oraz zmienng pp
(iloczyn skalarny wektora kierunku poszukiwan przez ten wek-
tor), ktére przyjmowaty wartosc¢ zero.

Wprowadzono kilka instrukcji i dwie etykiety w celu u-
mozliwienia przebiegu obliczen. Uwidocznione sg one w dwéch
fragmentach programu zamieszczonych ponizej .

Fragment pierwszy
Linear search:
1begin real ya, va, yb, vb, vc, h, k, w, z, t;
yb = F;
vb := 0;
if pp=0 then goto A;

for 1 =1 step 1 until n do
begin
u == p [i1 :=plil/pp;

vb = vb + u glil
end;

a

vb = dot (g, pP) ;
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if vb> 0O then goto STAKT;
if vb =0 then begin kK := 0, goto scale end;

K :=2%* (est - ) /vb;

Fragment drugi
interpolacja:
if vo =0 a va =20 then
begin
k s~ °* goto B
end;

z :* 3* (ya -yb)/h + va + vb ;

w =sqrt (z + 2 - va*vb) ;
K :=h* (vb+ w-2)/ (Wb -va+ 2*w ;
B S

Podane w [6jJ jedno z kryteridow zbieznosci dotyczace po-
szukiwania minimum w kierunku okazato-sie w pewnych przypad-
kach niemozliwe do spednienia pomimo wyznaczenia punktu eks-
tremalnego.

Zrezygnowano wiec z warunku:

(vc) 2 > 10~4 * dot (g, Q) ©F
Sdzie:
vc - wartos¢ pochodnej kierunkowej w punkcie X
d?t (g, g) - procedura obliczania iloczynu skalarnego
8 - aktualna wartos¢ -gradientu funkcji.
Warunek ten nie mégt by¢ spedniony, gdy funkcja badana

°iata minimum roéwne zeru w poczatku ukdadu wspédrzednych -
wowczas bowiem zmienna vc przyjmowata wartos¢ zero i oczy-
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wiscie nie mogta by¢ wieksza od zawsze dodatniej prawej
strony nieréwnosci.

Do kryterium wskazujgcego zakonczenie poszukiwania mi-
nimum globalnego wprowadzono dodatkowy warunek:

abs (v©) < eps ®

gdzie eps jest doktadnoscig zakonczenia obliczen. Spowo-
dowato to skrécenie czasu obliczen.

4. ZASTOSOWANE TESTY 1 WYNIKI

Przyjeto nastepujgcqg posta¢ funkcji celu:

f= 2< R, R>

R - wektor n-wymiarowy
<R, R> - iloczyn skalarny

Przetestowano funkcje jednowymiarowe, dwuwymiarowe i szeScio-
wymiarowe .

Wykorzystujac procedure POWELL dokonano obliczen dla
kilkunastu zestawow danych przyjmujac rézne wartosci parame-
trow formalnych:

M - wielkos¢ ograniczajgca argumenty funkcji minimalizowa-
nej

h - poczatkowa dtugos¢ kroku

eps 1 - wymagana dok#adnos¢ obliczenn minimum globalnego

c - wartos¢ przekroczenia ograniczen w punkcie startowym

R - arbitralnie wybrany punkt startowy

Przyktadowo zamieszczono dane, wyniki oraz krotnosc
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obliczen funkcji celu dla przypadku funkcji jednowymiarowej .
Zadania podzielono na serie A i1 B. W przxgladach_serii3 A
wspotczynnik M = 10, w serii B wspétczynnik M = 10~ .

W tabeli 1 podano pozostate dane oraz wyniki obliczeh. Wy-
niki oznaczone numerem | dotyczg obliczeh przy zastosowa-
niu procedury POWELL =zaczerpnietej z pracy [2] - Wyniki
oznaczone numerem Il uzyskano po wprowadzeniu oméwionych
modyfikacji. W pierwszych dziesieciu przyktadach R = 20,

w przyktadzie 11 natomiast R = 2.

Wykorzystujac oryginalng procedure MATRIX nie uzys-
kano w zadnym przypadku pozytywnego wyniku. W>tabeli 2 za-
mieszczono wyniki otrzymane po wprowadzeniu modyfikacji o-
raz wartos¢ parametrow formalnych réznych dla kazdego przy-
padku, gdzie:

eet - przyblizona wartos¢ funkcji w punkcie minimum
epe - doktadnos¢ zakoniczona obliczen.
Tabela 2
Nr Dand Krotnosé Wyniki
przy- obliczenh obliczen
k4adu est epe punkt funkcji

startowy celu

1 10 10~5 1 8 f=0; R=0

2 1 102 2 - 10 f=0; R=0

3 -1 10"3 5 io zapetlenie
4 10 10”5 10 24 £=3,1*10-6 ;

R=-13*10-4
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5. WNIOSKI

Po wprowadzeniu modyfikacji liczba iteracji przy wyko-
rzystaniu kazdej z metod wynosita 2.

Z porownania uzyskahych wynikéw obserwuje sie szybszg
zbieznos¢ procedury MATRIX (mniejsza liczba obliczen funk-
cji celu i wartosci ograniczen).

Szybkos¢ zbieznosci procedury MATRIX jest zalezna: od
doboru punktu startowego, ktéi-y jest pierwszym przyblize-
niem punktu optymalnego. Poprawne przyjecie tego parametru
powoduje zmniejszenie liczby obliczen funkcji celu.

Zadna z zastosowanych metod nie jest calkowicie uni-
wersalna. Uzyskanie wyniku koncowego w duzej mierze uzalez-
nione jest od liczby argumentéw funkcji celu (nie uzyskano
Pozytywnego wyniku w przypadku problemu szesSciowymiarowego).

Na przebieg obliczen i szybos¢ zbieznosci procedury
POWELL 1istotny wpdyw ma wartos¢ poczgtkowej dtugosci kroku
h . Jest ona uzalezniona od zadanej wartosci ograniczen M.
Na podstawie uzyskanych wynikéw stwierdzono, ze rzad wiel-
kosci wspdtczynnika h powinien by¢ najwyzej rowny rzedowi
ograniczen M.

i - *

Dobor wspodczynnikéw ¢ oraz eps jest dowolny.
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HE.tOTOPIIE 3AMEYAHNA O MPOLEAYPAX WCKAHWA 3KCTPEMLU

Pestove

B paboTe npoBeAeHO KPUTUYECKUI aHan3 u3bpaHHbIX npoueayp
Powell ¥ matrix WCKaHWA 9KCTPEMYM, OMy6/IMKOBaHHbIX Ha SA3blke
ATTON. ToaTBEPXAEHO OWMOKM NpenAaTcTBOAaawwme WM genawvuve B
HEKOTOpPLIX C/lydasaX HEBOSAMOICHbIM MOJslydeHne KOHBepreHumn. 3as-
Bjioho TMPEAJIOKEHUNA CPeACTB YNy4lleHNsa U uUx BAUAHWE Ha AeAaTeNb-

H°CTb npoueayp -

S°ME REMARKS ON EXTREMUM-SEEKING PROCEDURES

The critical analysis of specific procedures POWELL and MATRIX of
search for extremum, published in ALGOL language, 1is given in the
Paper. The serious errors, making convergence difficult or inpossible

some cases, have been found. Proposals of improvement are given and
their result on procedures action is considered.

© Instytut Maszyn Matematycznych
Warszawa, ul. Krzywickiego %
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WARUNEK ISTNIENIA DEKOMPOZYCJI
ILOCZYNOWEJ FUNKCJ1 BOOLOWSKIEJ
Wojciech ZAWADZKI

Studium Doktoranckie
Politechniki Warszawskiej

Prace ztozono 16.07.1973

W pracy sformufowano warunek konieczny
1 dostateczny istnienia dekompozycji
iloczynowej funkcji boolowskiej. Przed-
stawiona metoda, oparta na pojeciu tzw.
operatora Q, wykazuje wiele zalet w po-
rownaniu z innymi metodami algebraicz-
nymi .

1. WSTEP

Problemem dekompozycji zajmowato sie wielu autoréw.
Wiekszos¢ prac dotyczydta tzw. dekompozycji dysjunkcyjnej
[2, 3, 7, 6]- Z punktu widzenia teorii.i zastosowan, roéwnie
wazna jest dekompozycja iloczynowa [3, 6] -

Niech X= Xg, xnj , oraz A, B, C beda pod-
zbiorami wkasciwymi X, takimi ze:

AU BU C=X, A B=BN C=CN A=I3, A?M, C/0

Funkcja boolowska F(x)= F(A, B, C) posiada dekompozycje
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iloczynowg, jesli moze byC przedstawiona w postaci:
FA B, O=FA B .9 B O

W przypadku, gdy A= {xaJ , C= |xbj , to jak wykazano w [3] =
warunkiem koniecznym i dostatecznym istnienia dekompozycji

F(X)= f (xa, B) . g (B, xb) jest, aby:

=F .- - -— , gdzie jJest pochodng
Oxa (e 20] <xa  9xb 3xa

funkcji F(X) wzgledem zmiennej xQ [i]

Analogicznie dla AUC > 2 wykazano [3] , ze na to, aby
F (0, B, O=f (A, B) . g (B, C), potrzeba i wystarcza,=zeby
spedniony byt warunek
oF R = _2F_ , oraz istnialy wszyst-
3A SC a.. £C
kie dekompozycje podziorowe postaci f (A", B". g (B CH,
gdzie A'CA'\I C"CE£, B <B".
Celem niniejszego artykutu jest uproszczenie przytoczo-
nych powyzej warunkow.

2. WARUNEK ISTNIENIA DEKOMPOZYCJl 1LOCZYNOWEJ

Niech A= {x",..., x\J 1 C= {x®,..., x]j - Wprowadzmy

nastepujace oznaczenia:

df Pdf
F*= F@ 1....1, 8B, O , Fji= F (A, B, 1,
\% Voo
K jedynek m jedynek
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EFSf == F C°> O»***» o0, B, 1, L. ? i analogicznie
4 2 i

K zer m jedynek

™ TAC <%j
0> FO» 10

Definicja 1 [6]

a/ 8 = £f* U f»
bl sh. *'a (w.\
QA —QC Qo€ \0T]

2 powyzszej definicji wynikaja natychmiast nastepujace whas-
nosci :

A (FUS = QU I-; -BA(F (@ +8 @) = ;

w - ffB). 2N - 2f
QA 1 )> 8A QC 8C QA *

Bedziemy korzysta¢ z nastepujacego rozwiniecia funkcji
boolowskiej:

F A B O = F. B O. P. ® @)

| ©x

i=0

gdzie H=2~" _ o

N0 ()= Xi X2 ee= xk-i Xk »

P1 X1 x2 xk-1 xk »
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Tt -
P Tt k.
PH-1 Xt x2 o** xk-1 xk »
Pr @) = X2 eee xk-1 xk *

(B, O jest funkcja, ktora powstaje z F (A, B, C) przez
podstawienie takiej kombinacji wartosci zmiennych nalezag-
cych do A, ze PM(A) = 1.

Jesli do funkcji F~ (B, C) zastosujemy rozwiniecie @
wzgledem zmienrych nalezacych do zbioru C, to otrzymamy
nastepujacy wzor:

11 C®

H
F @ B, O =U

U F..(®. P.(). P,O), ©@
i=0j J d

0

w ktérym F--, P- sg zdefiniowane analogicznie jak po-

przednio, natomiast G=2 -1.
Dowdd. Warunek konieczny.

Wyznaczamy funkcje wystepujgce po lewej i po prawej
stronie warunku (@)

By - g, wwy .2L- 3o - F Ga. kb » %A oxb

®

X
Qxb *
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"kad =F « (3870b m C-B-B-C-

Warunek dostateczny.

Korzystajgc z definicji 1, warunek (3) mozna przedsta-
wi¢ w postaci:

(fSoUf,») . (pjbu p - (Fa F*a *bn F*a *bv
RN
11) @

Stosujagc do funkcji wystepujgacych w powyzszej roéwnosci i
winiecia O 1 (@ wzgledem zmiennych A= jxaj i C= |xb]

(o} lortlir 10Aa+ r.X nX.in/4..,n /N

¢bFo1u *b FOOU *b F11Uu xb Fto> e <*a F10U =*a Foo U

xa F,lU *a FO,> " *h F.1U *a *b FO1 U *a *b FtOU
*a *b TOO> m <fOOU FO1 UF 10UFn )- 15)
X X X X
Sdzie FO00, FQL ... oznaczajg odpowiednio-FOaQb, Fg3”~ itd.

Réwnos¢ (5) zgodnie z zatozeniem jest prawdziwa dla
kazdej kombinacji wartosci xQ, xb, skad otrzymujemy nas-
tepujacy ukdad réwnowazny:

(PooUp 10) = (foolU foP *“ FoO*
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(Fa.UF,,) . (FOOAF0) = FOJ,

(FOOLIF,0) . (F,00P,,) - F,O,

FOIUFth> - "FIL e

Stosujac prawa pochdaniania dostajemy:

01 « F10 = FOO»

°° * F11 ° (6)
00 * F11 “ F10>

01 * F10 = F11*

Uk#nd (6) jest speiniony dla kazdej kombinacji wartosci
zmiennych nalezgcych do zbioru B.

Zauwazmy, ze Ffunkcja F(xa, B, xb) posiada dekompozycje
fF(8, B). g(B, xb) wtedy i tylko Wtedy, gdy dla kazdej kombi-

nacji wartosci zmiennych z B, spe#niony jest nastepujacy
ukdad roéwnosci:

s %p
FoOO = fO *=60 =
X X
FOL =f0 *g 1 »
X X, w
F10 m f1 < sO
xg X’D
FI1 = f1 *S1 *

VW tabeli 1, dla kazdej kombinacji wartosci funkcji FOO & >
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PO1(B)... spetniajacych warunek @), podano Ffunkcje fQa (B),

™
Sg)kB).-- spetniajgce (7), co konczy dowdd.

Tabela 1

fXa *b
Foo FOL F10 Fll ro ol
0 0 U 0O - o 0 0 0 0%)
0 0 0 S — 0 1 0 1
0 0 | O - cmeeme 0 1 1 0
(o o T R T— 0 1 1 1
0 1 0 O0-meeeee 1 0 0 1
0 1 0 1 - 1 1 0 1
1 0 1 0-mee 1 1 1 0
1 0 0 0O - o 1 0 1 0
1 1 0 (O 1 0 1 1
1 1 1 1 - 1 1 1 1

Dla przypadku AuC>2 obowigzuje nastepujgce twier-
dzenie:

Twierdzenie 1

Warunkiem koniecznym i dostatecznym istnienia dekompo-
zycji  f(A, B). g(@B, C) TfTunkcji F(A, B, C) jest, aby

oraz aby istniaty wszystkie dekompozycje podzbiorowe.

Pedny dowdd tego twierdzenia zostanie pominiety, gdyz
jest on analogiczny, jak w pracy [5]. Podamy jedynie szkic

jedna z tych funkcji moze by¢ roézna od zera.
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dowodu warunku dostatecznego, pokazujgac w jaki sposéb nalezy
wykorzysta¢ zatozenie o istnieniu dekompozycji podzbioro-

wych.
Warunek dostateczny - szkic dowodu:

Przedstawiajgc furlkcje F (A, B, ©) w postaci F (A, B,C)
H G
=U U PR A Pj © F_..®B (obliczamy kolejno funkcje
i=0j=0 1 5 j iJ

Uy w rezultacie warunek (8) przyjmuje postac:

u .U @ P, OCO.U F ) (F.0U F. ) =U U Pi(d)
i=0j=0 J J J i=0j=0

pjJ (c)™ooU fogU fhoU fhg) Fij

skad F.j (FOOUFOGUFHCUFHG) = (FOjUFHj) (FiOUFiGH9)

<y.a kazdej pary i, j, oraz dla kazdej kombinacji wartosci
zmiennych nalezacych do zbioru B. Zauwazmy, ze dla tych kom-
binacji, dla ktorych FqqLIFqgU FHOUFQH=1, warunek (9) moz-

na zapisa¢ w postaci

Fi r (FOjUFH)) (FioUFio>-
]

stad jesli przyjmiemy F (A, B) = (FiQ (B)UpiG (B)
Pt (® oraz g (B, G) = & (Foj (BYUFH] ®) P~ (© ,
J-0
H G
to f (@A, B .g@, €)= u U Fii B P. (A P, (©
i=0j=0 J J

i dekompozycja istnieje. W pozostatych kombinacjach, dla
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ktoérych fqG N FHO™ FHG nalezy ze zt,ioru A (C)ugu-

ng¢ dowolng zmienng (tzn. dotaczy¢ ja do zbioru B) i po-
wtdérzy¢ ten sam tok postepowania.

Mozna pokaza¢, ze na kazdym etapie otrzymuje sie toz-
samosci analogiczne jak (9) , a zmianie ulegaja jedynie
wartosci wskaznikéw H i G. W efekcie rozpatruje sie dekom-
pozycje, w ktérych zbiory A i C zawierajg tylko jednag
zmienng. Woéwczas warunek (8) jJest jednoczesnie warunkiem
dostatecznym, co kohczy dowéd, gdyz dla kazdej kombinacji
Wartosci zmiennych nalezacych do zbioru B, znaleziono fun-
kcje £ (A, B) i g (B, C), ktorych iloczyn daje w wyniku

P (@, B, O).

Przedstawiong metode zilustrujemy obecnie na przykta-
dzie:

sprawdzmy, czy dla funkcji® F(X)= Xj x2 x™ U x© istnieje

dekompozycja f (x1, x2, x™). g (x3, x4).

Badamy warunki na dekompozycje podzbiorowe:

e Qx, Qx4 »

T s



68 W ojciech ZAWADZKI

Sprawdzamy warunek konieczny:

OF -n - Q2F
Q{X,, x2) " x3 x3 x4” Q {*,, X2y Qx4 = 1’

Q{x~1 ~ = X1 x2 X3U X3 X4 = F “ q{5,! x2} Qx4 *

FOX) = XIx2Ux 3). (x3Ux 3x4)

Powyzszy przyktad dowodzi, ze w przypadku obliczen "recz-
nych', wyznaczanie funkcji nie nastrecza wiekszych trud-
nosci, zwhkaszcza, gdy funkcja dana jest w jednej z postaci
kanonicznych: dysjunkcyjnej lub koniunkcyjnej. Mozna poka-
za¢ (dowody pominiemy), ze twierdzenia analogiczne do sfor-
mudowar\ych w niniejszym artykule obowigzujg dla przyrostéw
funkcji [5] . Rachunek przyrostow jest szczegbélnie efektyw-
ny dla postaci ''suma modulo 2 iloczynow". W realizacji ma-
szynowej napotykamy na innego rodzaju problemy; scharakte-
ryzujemy je w nastepnym rozdziale.

3. MASZYNOWE METODY WYZNACZANIA DEKOMPOZYCJI .

Problem poszukiwania rozktadéw funkcji boolowskiej na
funkcje prostsze jest bardzo skomplikowany. Metoda tablic
dekompozycji zaproponowana przez®Ashenhurata [2] ,, a rozwi-
nieta przez Curtisa [4] wymaga przetestowania 2n-2-n tab-
lic, gdzie n jest liczbg zmiennych funkcji. Metoda Akersa
[ijprowadzi do warunku algebraicznego o niezwykle skompliko-
wanej formie. Stosunkowo najprostszy warunek podat Barkowski
w E3] , a takze Thayse [6] . Zasadnicza wada obu metod wyni-

ka wprost z definicji operatoroéw gF 1 JF_ ; mamy bowiem:
qr QA
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A A (1 (- OM =)o

dla "8§7/T” MWn”ka stad, ze aby wyznaczyd nalezy badz

Pamietac ("A-xKk]) = badz tez obl~C2a”™ oba operato-

ry bezposrednio z funkcji F. W pierwszym przypadku wyniki po-
Srednie zajmujg stosunkowo duze obszary pamieci, w drugim -
czas realizacji algorytmu.ulega znacznemu wydduzeniu.

Wady tej unika sie stosujgc operator Q. Funkcje mozna
bowiem znalez¢ bezposrednio z F identycznie jak w '81 ob-
—emlezano -, , uwzgledniajac jedynie, ze;

* 1 dla tych i tylko tych kombinacji,

dla ktérych FOU FO*= 1, gdzie FQ oznacza

wartos¢ funkcji dla s-tej kombinacji, s "=3 ®*2~Tt
v jest zbiorem indeksow zmiennych z A; natomiast

w [8] korzystano z faktu, ze -]~ = I dla takich s,

dla ktérych F © F i, = 1.
3 s+2

4- ZAKONCZENIE.

W pracy pokazano, w jaki spos6b mozna uprosci¢ bada-
cie dekomponowalnosci funkcji boolowskich stosujac operator
Zamieszczony przykdad ilustrujacy wprowadzong metode wy-
kazat, i1z mozna stosunkowo szybko i d#atwo znajdowac gdy
funkcja dana jest w postaci dysjunkcyjnej lub koniunkcyjnej.
N realizacji maszynowej, przewaga metody Q nad im\ymi wy-
nika wprost z definicji operatora Q, pozwalajac znacznie
skréci¢é czaa wyszukiwania wszystkich dekompozycji iloczyno-
wych danej funkcji.
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YNoBUB cyuwecTBoBaHWA WIOXUTANBHOIro PA3JIOXEH/A ®YHKUNN

Pe3ziome

B pa6oTe npeacTaBfieHO Heo6XoAuMoe W [O0CTaTOo4YHOe YC/oBue
CYWECTBOBAHUST YMHOXUTENbHOIO Pas3/ioXeHust gyHKuun bynsi. Mpepn-
CTaB/fIEeHHbIi METOf, OCHOBaH Ha MOHATWMIO TaK Ha3biBaemMoro onepa-
Topa g YyKasbiBaeT MHOFO LEHHOCTEel Mo CpaBHEHWWw C ApyruMmm
anre6panyeckumn mMeTogamu .

CONDITION FOR PRODUCT FUNCTION DECOMPOSITION EXISTENCE

In the work the necessary and sufficient condition for the existence

decomposition of Boolean product function is formulated. Presented
®ethodt based on the notion of so-called operator Q, has many advan-
ces 1in comparison to other algebraic methods.

,© Instytut Maszyn Matematycznych
~rszawa, ul. Krzywickiego 3%
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ZASTOSOWANIE SCHEMATU CHOLESKY "EGO
DO ROZWIAZYWANIA UKLADOW ROWNAC
LINIOWYCH

Andrzej RAKUS
Centralne Laboratorium
Gazownictwa

Prace ztozono 23.03.1971

Jrykut  opisuje metode rozwigzywania ukdadéw
“Ten liniowych w postaci Ax = b, gdzie ma-
HQr2 A zawiera duza ilos¢ elementéw zerowych.
®toda ta wymaca rozwigzywania ukdadu réwnan
#gorytmem Cholesky"ego 1 zastosowanie jej
cf°wadzi do duzej oszczednosci miejsc w pamie-
maszyny matematycznej oraz czasu liczenia
Poréwnaniu z klasycznymi metodami. W nielcto-
Jdl zastosowaniach (mp. PIryY projektowaniu
“<°ci elektrycznych, gazowych czy wodocigago-
daje oszczednos¢ ok. 7orc czasu liczenia.

W wielu zagadnieniach technicznych zaohodzi potrzeba rozwig-
zania uk¥adéw rownan liniowych AXx = b o0 szczegdlnej posta-
“a. Niniejszy artykut zajmuje sie takimi ukdadami, gdzie ma-—
cior2 g jest symetryczna oraz ma duzg liczbe elementéw zero-
"tych.

* -
~iele metod rozwigzywania takich ukdadoéw réwnan, mimo ich mo-
2 Akacji, czesto nie wykorzystuje whasnosci takich macierzy.
\i/adnienie to ma szczeg6lno znaczenie, kiedy ukdtad postaci
= b rozwigza¢ nalezy wiele razy, np. przy rozwigzywaniu
"eiuddy rownan nieliniowych, gdzie poprzez +*inearyzaoje docho-
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dzi sie do uk#adu réwnan liniowych i jedno rozwigzanie jest
tylko jedng z iteracji.

Warto tu rozpatrzy¢ metode Cholesky*ego, ktdra po pewnej
modyfikacji okazata sie bardzo ekonomiczna jezeli chodzi o
miejsce w pamieci maszyny matematycznej oraz szybkos¢ licze-
nia.

1. SCIIEMAT CHOLESKr"EGO
Jezeli mamy ukdad réwnan liniowych:

Ax = b @
to mozemy macierz A przedstawi¢ w postaci iloczynu macierzy
A = CD (2)

gdzie C jest macierzg dolnotréjkatng, a D goérnotréojkatng
z elementami rownymi jednosci na gtéwnej przekatnej, a wiec
elementy tyoh macierzy beda okreslone

°ij 40 dla j~j
°ij =0 dla i < j
.l 4 0 dla i< j (€))
dij =1 dla i=j
dij =0 dla j > j

Tak okreslony rozk#ad istnieje i jest jednoznaczny,® gdy
wszystkie gtébwne minory macierzy A sg rozne od zera, tzn.

11 2z . det A 4 0; "

Poniewaz X = b
wiec mozemy zapisac

D1 C 1b ©
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1 wyliczenie macierzy odwrotnych D' oraz C¥  jest duzo ¥a-
twiejsze, gdyz sg one trdojkatne.

Oprowadzajgc wektor pomocniczy Yy mozemy zapisac
y = C“1 b, X = D*1y ®)

Wzory wg Cholesky”ego na otrzymanie macierzy C i D oraz
Wektoréw y 1 X majg postac

"1l =l Q)
cij = aij ~ E cik dkj* 1 > 1
k=1
°raz
le: 4i i— (e>
Gl1
dij = 7 * (aij- z °ikdkj)j 3> i>1
Wstepnie
b1l
= - (9)
i-1
- 77 (bi- Z cik )
i k=1
i 4 2’ 0009 n
xi =yi - E dik xkK* i=n“1* n-2» eee» 1
k=i+1

Gdy macierz A jest symetryczna, tzn.
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i mozemy wtedy oblicza¢ tylko macierz C pamietajac o tej za-

leznosci oraz o tym, ze d”» = 1.

Zatézmy teraz, ze mamy dany tylko goérny trojkat macierzy
symetrycznej A.

Mozemy otrzyma¢ macierz CT na miejscu tegoz gomego trojka-
ta wg wzoru

°ij = ailJ - E Ki< j (€h))
k=1 kk
gdyz

Clj = alj

Zwroémy uwage teraz na macierze wielodiagonalne. Elementy
tych macierzy sa zdefiniowane nastepujaco:

0 gdy li-d] > m
aij sdy Ji-d] C m
aia 10 = "I, r,..., n oraz m<n

a wiec macierze te maja postac

13)

Istotnym faktem jest to, iz przy rozktadzie macierzy wielo-
diagonalnej na iloczyn macierzy C i D, macierze te sg row-
niez wielodiagonalne, tzn. elementy c¢c™ macierzy 0 oraz d~»
macierzy D sg réwne zeru, gdy |i—-j|] > m. Te zaleznos¢ mozna
wykorzysta¢. Gdy macierz A jest symetryczna i wielodiagonal-
na, to mozemy ja zapisa¢ w postaci macierzy G o wymiarach
n x (mtl), gdyz wystarczy pamieta¢ tylko jeden trojkat.
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Zatbézmy, ze bedziemy pamietac¢ tylko trdojkat gérny. Wtedy
slemonty macierzy A dla i< j beda zapisane w macierzy G na

Bejscach

[i, 3-1+1] a4)
tak dla np. n = 8, m = 2 elementy g ~ (r = 1,2, ..., n;
N=1,2,..., m) macierzy G bedg odpowiednio roéwne

all al2 als
az22 a25 a24

a?3 a54 a55

G = ad4 a4s a46 s

a55 @56  a57
A6 a7  *68
a77 avg M3

g C2) nn

Miejsca w dolnym prawym rogu sa niewykorzystane, lecz nie
PDst to wielka strata (szczegdélnie gdy n »m) . Poniewaz ma-
°ierz C jest trojkatna i1 wielodiagonalna, wiec wg Cholesky®ego
~zna jg otrzyma¢ na tych. samych miejscach macierzy G nie re-
2erwujac dodatkowych. Wygodniej jest otrzymac¢ (przy zatozeniu,
"9 fflaoy zapisany gorny trojkat macierzy A)\ macierz CG? na tych

SajQych miejscach, co nie zmienia praktycznie istoty rzeczy.

Wektory y ora® x okreslone wzorami 6 obliczamy na
~sjscach wyrazéw wolnych (wektora b) wg zaleznosci:

Y1 =
111
i-1
N (h. z  aki YK) (16)
ii k=1
kolejno dla i = 2, ..., n

o*xgz7
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Bl ~ yn n

s - —— 72 aik yk
X1 =7 ailL k=i+1
kolejno dla i = n-1,..., 1

A wiec wzory (11), (@6) wyznaczajg w catosci metode poste-
powania wg Cholesky®"ego bez uwzglednienia zamiany miejsc
okreslonych wg (14), co tatwo jest przeksztalci¢ przy reali-
zacji konkretnego algorytmu.

2. PROPONOWANA METODA POSTEPOWANIA

Zwréémy uwage na fakt, iz na podstawie indeksow okreslaja-
cych elementy niezerowe, mozna dokona¢ przenumerowania zmien-
nych tak, aby przez zamiane wierszy i kolumn otrzyma¢ ma-
cierz A" o postaci wielodiagonalnej. (Artykut ten nie zajmu-
je sie przenumerowaniem zmiennych, gdyz jest to zagadnienie
osobne). Rozpatrzmy to na przyktadzie.

Zakb6z,wy, ze mamy w pamieci maszyny indeksy okreslajace ele-
menty niezerowe macierzy A, znajdujgce sie poza gtdéwng prze-
katng (a”™ 4 0) np. przy n = 6.

o1l = M 2N
(G2 I o) BN o) N2 IS, Be)

okreslenie elementdéw niezerowych w podany sposob jest wystar-
czajace .
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Macierz A miataby wtedy postac:

all 0 al3 0 0 al6

0 a2 0 a4 0 a26

al3 0 as3 0 a35 0

0 a24 0 ad4 a45 0 07
0 0 a3b add ab5 a56

ale a2 O 0 as6  a6b

Chcac pamieta¢ np. goérny trojkat macierzy A musielibysSmy
zarezerwowa¢ n (n+l) /2 miejsc w tablicy jednowymiarowej,

<"akie postepowanie jest nieekonomiczne.

Dokonajmy np. nastepujacej zamiany zmiennych

X1 S X1
x2 ~ X5
- x2 @8)
< T x6
X5 = x4
x6 = X3

ktdérg mozna zanotowa¢ na n miejscach w postaci wektora o

0 elementach catkowitych

19

w P oON o1

Takie przenumerowanie +gczy sie z inwersjami kolumn oraz

wierszy macierzy A wraz z wyrazami wolnymi b.
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Nasza macierz A/ oraz wektor b" mozemy wolwczas zapisac

w postaci:

all a13 a6 0 0 O b1
al3 a33 0 a35 0 0 b3
al6 0 a66  as6 a26 U b = 56

a35 ass  as5 0 aas b5
0 0 *26 0 a22 a24 b2
0 0 0

a45 a24 ad4

gdyz elementy akq, aslc macierzy A bedg zapisane odpowiednio
na miejscach [c®, csj , [cg, CJJ macierzy A", natomiast ele-
menty bk na miejscach ¢~ , gdzie k, s = 1, 2, n.

Jak widzimy macierz k' jest macierzg wielodiagonalng i mo-
zemy ukdad A#x" = b" rozwigza¢ metodg Cholesky"ego korzysta-
jac z przedstawienia macierzy k' wg (15)«

W naszym przypadku m = max |i" - j*] = 2 wiec mozemy ma-
cierz A" zapisa¢ w postaci innej macierzy o wymiarach 6x3,
gdyz wystarczy pamieta¢ tylko elementy 'gérnej tasmy"™ macierzy
A', a nas%gpnie przeksztatcamy ja na tych samych miejscach na

macierz C

Na tym matym przykdtadzie nie wida¢ duzych oszczednosci ja-
kie sie czyni. Dla uwidocznienia tego oprzemy sie na przykta-
dzie zagadnien sieciowych, ktox’® spotyka sie czesto w prakty-

ce.

Metody rozwigzujace dane zagadnienia bardzo czesto wykorzyS""
tuja rozwiagzanie uktadoéw réwnan liniowych, ktoérych macierze ms"
ja elementy niezerowe na gddwnej przekatnej oraz gdy wezedt i

ma potaczenie z wezdem jJ.

W rzeczywistosci spotykamy sieci zawierajace przewaznie po-
wyzej 150 wez46w, gdzie kazdy ma liczbe potgczen z innymi we-

ztami nie wieksza od 5.
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A wiec np. przy n = 150 musielibysmy korzystaé¢ z maoierzy
n x n = 22500 elementéw. W przypadku gdy maoierz jest syme-
tryczna korzystalibysmy z n (n+1) /2 = 11325 elementéw (zapir-
sujemy tylko jeden tréjkat macierzy A).

Jezeli liczba potgczen kazdego wezda z innymi nie przekra-
cza 5» to po przenumerowaniu wezdd6w mozener przewaznie otrzy-
ma¢ macierz wielodiagonalng A", gdzie m jest rowne okoto 11.
W takim przypadku mozemy na zapis macierzy A" zaja¢ tylko
nx (m1) = 150 x 12 = 1800 miejsc w pamieci maszyny.

Z poréwnania tych liczb wynikajg wyraznie zalety metody
Cholesky"ego ze wstepnym przenumerowaniem, nie méwigac juz o
réznicy w liczbie wykonywania dziatan przy rozwigzywaniu
uktadéw réwnan liniowych w zestawieniu z metodami, ktdére nie
uwzgledniaja miejsc zerowych maoierzy.

Algorytm ten mozna potaczy¢ z wyborem maksymalnego elemen-
tu i1 mozna to uwzgledni¢ podczas przenumerowania zmiennych,
~ta macierzy symetrycznych ten element oczywiscie musi znaj-
dowa¢ sie na gtownej przekatnej, gdyz w przeciwnym razie
Popsuje sie symetrie. Jest to oczywiscie wadg.

Gdy macierz jest Zle uwarunkowana, to niestety zagadnienie
dest w dalszym ciggu otwarte. W praktyce nie zawsze jednak
dost tak zle. Np. w zagadnieniach sieciowych bardzo czesto
Oaoierze sa symetryczne i dobrze uwarunkowane, gdyz jest
spedniony warunek

n n

aii ~ 1 kij 1“ 17 RBjJ
=i i
dA dni

°0 jest bardzo istotne przy algorytmie Cholesky®"ego.

Algorytm rozwigzywania uk¥adéw rownan liniowych, gdzie ma-
oierz A Jest symetryczna i wielodiagonalna, =zapisany w je-
zyku ODRA-ALGOL, jako procedura znajduje sie w Centralnym La-
boratorium Gazownictwa w Warszawie.
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MPUMEHEHVE CXEMbI XOJIECKOIO K PELLEHAO CVCTEM JIWHE/HBIX YPABHE-

HW

Pesromve

B cTaTbM yKasaH MeTO[ PelleHus] CUCTEM JIMHEVHbIX YpaBHEHWI B
BUge Ax » b gna matpuupl A . coagpKalolLeii MHOTO Hy/fieBbIX afie-
MeHTOB. MeToZ OCHOBaH Ha anroputmMe XOJ/IecKoro, KOTOpbIi B TakKux
C/lyyasix MOKHO MOAMMPULMPOBaTb, U Ha ABYX CMedytolyxX 3ameudaHUsix>

1. Wcnosnb3oBaHME CBOMCTB pasfioXXeHUss Matpuubl A Ha npouvsBe-
neHve matpuy, CD » rge C - matpuua HukHeTpeyrosbHasi, D- mMa-
TpUua BepXHeTpeyrosibHasi C €AVHWYHbIMU 3/IeEMEeHTaMU Ha T[/laBHOMN
OnaroHanu. Utak - ecnu matpuya A MHOroguaroHasibHasi - Ans
npon3BosiIbHOr0O M=>n(Nn- 6TENeHb CUCTEMbl YpPaBHEHWIN) MNCNONHEHA
3aBucumoctb 0= O pagna Ji—-dl > m , to matpgel C wu D
ToOKe MHorogmaroHasibHble 1 Gi-j=dj[j=0 ana wi- pl=>m.

* *
2. Cuctembl ypaBHEHUIA AX * b MOXHO MPUBECTU K BUAOY Aqox “b

(npn ToM A - MHOroguaroHasibHass MaTpuua) MpsiMbIM M3MEHEHNEM
nepeMeHHbIX TMna Xj« XTI » rge rj, aTOo BooOWEe 6ecrniopsgovHoe
MHOXXECTBO WMHAEKCOB COCTaBHbIX BeEKTOpa X. 3TOT MeTogh AaeT 60Sib-
LMO 3KOHOMUIO MaMATU MaTeMaTU4YeCcKOWM MallWHbl U 3aMeTHO coKpaljaeT
BPEMSI UCUUC/IEHNSI»
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APPLICATION OF CHOLESKY®"S SCHEME FOR SOLVING LINEAR EQUATIONS SYSTEMS

In the article the method of solving linear equations systems in the
form of Ax = b, for the matrix A containing many zero elements is de-
scribed. The method is based on the Cholesky®"s algorithm, which can be
modified in such cases, and on two following observations:

1. Making use of the property of A matrix factorization to matrix
product CD where C is downtriangle matrix and D-toptriangle one with
main diagonal elements that are equal 1. And so, if the matrix A is
Wultidiagonal matrix, i.e. for any m<n (n - degree of equation sys-
tem) the condition ajj = 0 is satisfied for |i-j|>m, then matrices C
and D are also multidiagonal and =dn~ = 0 for Ji-j|> m.

2. Equation system AX = b can be reduced to the form A"x" = b"(where
A is multidiagonal matrix) by means of simple transformation of varia-
bles of the type XE = x* where ri is, in general, a disordered set of
indices of vector x elements. The method saves a lot of computer memory
as well as shortens time of calculation.

© Instytut Maszyn Matematycznych
Warszawa, ul. Krzywickiego JA
K_M.
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Przedstawiono algorytm, ktéry zawsze umoz-
liwia rozstrzygniecie, c¢zy wybrany ciag
8Ynboll jest poprawnym zdaniem okreslonego
uPrzednio jezyka bezkontekstowego, czy nie.-
JSzyk powinien by¢ opisany w notacji Backu-

Notacja
konstrukcji

ta jest punktem wyjsSciowym do
tzw. programu-generatora, wyko-

rzystywanego pézniej w procesie rozstrzyga-

nia.

Wstep

Spis tresci

1* PROGRAM-GENERATOR

ALGORYTM ANALIZY

Nel. Drzewo przejs¢ programu-generatora

ne2. ldea

algorytmu analizy

2.3. Twierdzenie o maksymalnej gtebokosci wywotania procedury

Opis
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WSTEP

Artykut niniejszy prezentuje metode wykorzystania pro-
gramu-generatora dowolnego jezyka zapisanego w notacji Ba -
ckusa jako akceptora tego jezyka.

Program-generator dowolnego jezyka ma za zadanie wytwa-
rzanie gramatycznie poprawnych zdan tego jezyka. Moze on wy-
generowa¢ kazde poprawne zdanie i1 zadne inne. 0 ile w jezyku
wystepuje wiecej niz jedno zdanie poprawne, to w programie-
generatorze musza istnie¢ przejscia niezdeterminowane.

Program-generator moze by¢ takze wykorzystany do anali-
zy arbitralnie obranych ciagow symboli w celu stwierdzenia,
czy ciggi te sg wyrazeniami poprawnymi danego jezyka i - w
przypadku odpowiedzi pozytywnej - do podania rozkdtadu grama-
tycznego zdania. Spednia on w tym przypadku wymieniong juz
wyzej TFTunkcje tzw. akceptora lub analizatora jezyka.

Autorzy ograniczajga swoje rozwazania do jezykéw zdefi-
niowanych za pomocg notacji Backusa. Notacja ta jest grama-
tyka jezyka 1 musi spedniaé¢ wszystkie warunki gramatyki po-
prawnie zdefiniowanej.

Musi wiec podawac:

a/ alfabet koncowy (terminalny) jezyka,

b/ alfabet pomocniczy gramatyki,

c/ zbidér produkcji gramatyki,

d/ aksjomat (symbol poczatkowy”™ gramatykKi .

Podstawowym czdonem zapisu backusowskiego jest tzw. instruk-
cja podstawienia, np.:

<instrukcja> ::= beg <instrukcja> end|<;go-to> |<assn>

okreslajgca pewien niepusty podzbidér zbioru produkcji, do
ktorego naleza wszystkie produkcje o tym samym poprzedniku.
Wyrazenia ujete w nawiasy tréjkatne nazywajg sie zmienr\ymi
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Jezyka. Czasami nazywac¢ je bedziemy po prostu zmiennymi.
Zbior wszystkich zmiennych tworzy alfabet pomocniczy.

Autorzy zaktadajg, ze w opisie jezyka istnieja zawsze:

- zmienna <program> , ktéra jest aksjomatem.
Ckresla ona najogolniej cale wyrazenie poprawne
Jjezyka.

~ zmienna <symbol> i instrukcja podstawienia:

<symbol> =::=_..._.

ktorej prawej stronie wystepujg wszystkie symbole danego
jezyka, tworzgce alfabet koncowy, oddzielone znakami " 1"
1 zadne inne. Pozwala to uniknga¢ niejasnosci typu: czy

dwa rézne symbole i "= napisane obok siebie, czy
tez jeden nierozdzielny symbol.

Do symboli jezyka zalicza¢ bedziemy symbol pusty i oz-
naczaC go przez £ .

Zak6zmy teraz, ze Tawy dany pewien cigg znakéw i1 chce-
my zbada¢, czy jest on poprawnym zdaniem danego jezyka. Wa~
Inkiem dokonania analizy jest,w mysl zatozen tego artykutu,
dysponowanie specjalnym programem-generatorem tego jezyka.

Sama notacja Backusa, aczkolwiek przejrzysta i prosta,
nadaje sie.do bezposredniego wykorzystania w praktyce
maszynowej'", chocfaZby z nastepujﬁcych powodow:

nie wszystkie symbole danego jezyka s3. jednolitymi symbo-
lami okreslonej maszyny cyfrowej,

zdania metajezykowe nie maja postaci ciggu adresowanych
instrukcji, co utrudnia okreslenie miejsca poddawanego
aktualnie analizie.

Trudnosci tych mozna 4atwo uniknaé¢ uzywajac, zamiast
aymbolif zmiennych sznurowych reprezentujacych je oraz
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tworzgc na podstawie zapisu backusowskiego odpowiedni pro -
gram-generator, bedacy sekwencjg pewnej liczby specjalr™ych
instrukcji, ktdére mozna etykietowa¢, numerowac, itp. Ins-
trukcje te bedg podane i opisane nizej.

Przedstawiony tutaj algorytm polega na jednoczesr\ym
przegladaniu analizowanego ciggu symboli i progiamu-genera-
tora. O ile w procesie generacji niektére przejscia od jed-
nej instrukcji do drugiej moga zachodzi¢ w sposéb niejedno-
znaczny, co powoduje, ze sterowanie przebiega jedng z wielu
mozliwych drég, o tyle w procesie analizy sterowanie to
przebiega wszystkie mozliwe drogi w pewien usystematyzowany
sposOb. Gdy na jakiej$ drodze nie ma mozliwosci wygenerowa-
nia aktualnie analizowanego symbolu,lub gdy droga ta jest
“"za dduga" wtedy eliminuje sie Ja. Akceptacja badanego cig-
gu symboli jako poprawnego zdania jezyka zachodzi w chwili
napotkania na jakiej$ drodze instrukcji "stop” z jednoczes-
nym osiggnieciem konca tego ciagu. Brak akceptacji nastepu-
je w chwili wyeliminowania wszystkich drog. Algorytm jest
skonczony, gdyz zawsze zachodzi jedna z tych dwu sytuacji.

1. PROGRAM-GENERATOR

Wezmy teraz pod uwage nastepujaca instrukcje podstawie-

<body> ::= <contents> | <body> A (€))

okresla ona dwuelementowy podzbidr zbioru produkcji, ktore-
go elementy mozna przedstawi¢ nastepujgco, uzywajac w tym
celu zamiast innego symbolu podstawienia '-

<body> — -<contents>
@

<body>- «-<body> A
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Produkcje te charakteryzuja sie wspélnym poprzednikiem
<body> oraz dwoma réznymi nastepnikami: <contents> i
<body> A. Dla uproszczenia méwi¢ bedziemy, ze instrukcja
Podstawienia ze wzoru (1) posiada dwa nastepniki.

Kazdy nastepnik nazywa¢ bedziemy gatezig. Kazdy poprzed-
nik instrukcji podstawienia posiadajacej wiecej niz jeden na-
stepnik nazywa¢ bedziemy wezdem. Kazdy poprzednik jest oczy-
wiscie zmienng jezyka.

Mowimy, ze gataz wychodzi z wezda, gdy jest ona nastep-
nikiem tego wezta.

Przejdzmy teraz do opisu programu-generatora jezyka.
~e3t on tworzoi\y na podstawie zapisu tego jezyka w notacji
®ackusa. Podstawowym elementem programu-generatora jest in-
strukcja. Kazdej zmiennej jezyka, ktora wystepuje w jakiejs
SateZi jest zmienng <program> odpowiada w programie-
Seneratorze procedura o tej samej nazwie, CO nazwa zmiennej
~ecz pisanej duzymi literami i1 bez nawiasow.

Cprocz procedur program-generator zawiera ponadto tzw.
&ataz gtowng, ktorg zdefiniujemy dalej. Przyjmujemy, ze ga-
"3z gtéwna wychodzi z tzw. wezda zerowego.

Niektdére instrukcje programu-generatora oznaczane sg
etykietami.
°2rézniamy przy tym dwa rodzaje tych etykiet:

etykiety ciat procedur, stojace przed pierwszg instruk-
cja kazdego ciata procedury. Nazwy tych etykiet sag iden-
tyczne z nazwami procedur, ktére etykietuja.

N etykiety gatezi, stojgce przed pierwszg instrukcjg kaz-
dej gatezi programu-generatora, wychodzgcej z wez#a pro-
gramu-generatora. Gatezig i1 wezdem programu-generatora
nazywamy przy tym ciggi instrukcji odpowiadajgace odpo -
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wiednio gatezi 1 weztowi opisu metajezykowego. Ponadto do
gatezi i1 wezdO6w programu-generatora zaliczamy gataz gtow-
ng i wezet zerowy. Etykiety gatezi to: etykieta START
stojgca na poczatku~gatezi gtéwnej oraz etykiety AM
(~=1,2,3,...) , stojace na poczatku innych gatezi, wy-
chodzacych z weztéw.

Program-generator dowolnego jezyka zapisanego w notacji
Backusa utworzy¢ mozna za pomocg szesciu nastepujacych in-
strukcji;

1. cali (PROC) , gdzie PROC oznacza dowolng nazwe pro-
cedury. Instrukcja ta powoduje wejscie w ciato procedury
PROC, wykonanie jej i powrdot do instrukcji wystepujacej bez-
posrednio za cali (PROC)

2. jp & , (== 1,2,3,...), ktéorej parametrem jest
dowolna etykieta gatezi. Instrukcja ta powoduje skok do in-
strukcji umieszczonej pod etykietg AM.

3. rnd (n). Instrukcja ta stoi zawsze na poczatku cia-
4a procedury odpowiadajacej zmiennej jJezyka, bedacej wezdem.
Parametr n roéwny jest liczbie gatezi wychodzgcych z tego
wezta (tzw. stopniowi wezda). Instrukcja rnd (n) w czasie
generacji programu wybiera niejednoznacznie liczbe naturalng
K z przedziatu [i, nj 1 powoduje pominiecie K-1 nastep-
nych instrukcji. Instrukcje rnd (n) i Jjp & moga wy-
stepowa¢ jedynie w konfiguracji jak w przyktadzie 1.

Przykdad 1e

rmd ()
Jp <aa)
P @j+p
JP

MAj+n-
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tych instrukcji jest, jak wida¢, wezdem programu-gene-
ratora.

4. gen ) , gdzie H oznacza dowolny symbol kohco-
wy jezyka. W wyniku wykonania instrukcji gen (H) zostaje
Wygenerowany symbol H.

5. return. Instrukcja ta umieszczona jest na korncu
kazdej gatezi z wyjatkiem gatezi gidwnej. Powoduje ona po-
Wr<&t z ciata procedury, do ktdérego nalezy dana galgz, do in-
strukcji nastepujacej t2zposrednio za operacjag cali (.)
~téra wywotata dang procedure.

6. stop. Instrukcja ta umieszczona jest na koncu gate-
21 gtéwnej i koriczy generacje zdania.

Gatezia gtdéwng kazdego programu-generatora jest naste-
pujgca sekwencja instrukcji:

START: cali (PROGRAM)
stop.

Generacja kazdego zdania rozpoczyna sie od wykonania
Idstrukcji cali (PROGRAM) umieszczonej pod etykietg START.”
Nstrukcja ta powoduje wejscie w ciato nieopcjonalnej proce-

PROGRAM (odpowiadajacej zmiennej <program>), wykonanie
®3 procedury i powrdt do instrukcji stop.

Kazde ciato procedury sktada sie albo z jednej gatezi
~Nogramu-generatora, o ile procedura ta odpowiada zmiennej
°eryka nie bedacej wezdtem, albo z wezda programu-generatora
Natrz przyktad D) i wychodzgcych z niego gatezi programu-
~6neratora. Procedury moga by¢ wywodywane rekurencyjnie.

Ponizej podano przyktady opisu pewnego jezyka w nota-
mi Backusa 1 odpowiadajgcego temu opisowi programu-genera-
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tora.

Przyktad 2

Cpia jezyka:

< program> ::= beg <body> end
<body> 1= <contents> | <body> A
<contents> ::= B | <body>
< symbol> :i= A|] B | beg j end | £
Przyktad 3
Program-generator:
START : cali (PROGRAM)
stop.
PROGRAM : gen (beg)
cali (BODY)
gen (end)
return.
BCDY :rnd @
JP (AD
JP (A2)
Al : call (CONTENTS)
return.
A2 : call (BODY)
gen ®
return.
CONTENTS :rnd @
JP (A3)

NI )



H® 20 METODA WYKORZYSTANIA PROGRAMU-GENERATORA.. 93

A3 : gen @
return.

Ad - call (BODY.)
return.

Zauwazmy, ze zmienna <symbol> nie wystepuje w opisie jezy-
ka w zadnej gatezi (tzn. jest nieosiggalnym symbolem alfabetu
Pomocniczego) . Oznacza to, ze procedura SYMBOL odpowiada-
jaca tej zmiennej, gdyby istniata, nie bylkaby nigdy wywody-
wana. Dlatego tez w powyzszym programie-generatorze pominie-
to ja-

2* ALGORYTM ANALIZY

2«1. Drzewo przejs¢ progranui-generatora

Program-generator mozna przedstawi¢ graficznie w posta-
Cl tzw. drzewa przejsc¢. Wezdami tego drzewa sg wszystkie in-
dukcje rnd () wraz z nastepujacymi po nich instrukcjami
Jp () . Gateziami sa ciggi kolejno wykonywanych pozostatych
Instrukcji. Przyjmujemy, ze na poczatku drzewa znajduje sie

wezet zerowy. Kazda droga w drzewie przejs¢ prowadzgca
°d wezda zerowego, a zakoriczona instrukcja stop przedstawia
oprawny program w danym jezyku. Kazdy wezet w’ nastepujacy
na danej drodze bezposrednio po wezle w nazywa sie dziec-
kiem wezda w. Wezdami réwnorzednymi nazywamy dzieci wspol-
nego wezta lub dzieci wez#d6w rownorzednych. Wezdy roéwnorzed-
Ne i1 gatezie z nich wychodzgce tworzg tzw. poziom drzewa.
Analizowany w danej chwili poziom drzewa nazywamy poziomem
mS™niesienia.
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Dzieci wezdow rownorzednych umieszczonych na poziomie
odniesienia nazywamy wezdami podrzednymi. Tworza one wraz z
wychodzgcymi z nich gateziami poziom drzewa o jeden wyzszy
niz poziom odniesienia. Poziom ten nazywamy przyszdym pozio"
mem odniesienia. Za poziom zerowy przyjmujemy wezek zerowy
i gataz z niego wychodzaca.

Drzewo przejs¢ ma zwykle posta¢ nieskoriczong. Jego 'po”
czatek"™ dla programu-generatora z przyktadu 3 przedstawio-
no na rys. 1.

START: call (PROGRAM) poziom O.
PROGRAM: gen (beg)
PROGRAM+1: call (BODY)

WjA\ ip

Al: call (CONTENTS) A2: call (BODY)

CONTENTS: rnd (@

Jp (3!
JjP @»4!
\
\ // \
A3: gen (® / \\
A3+1: return. [AL+1]
Al+1: return. [PROGRAM+2]
PROGRAM+2: gen (end)
PRCGRAM+3: return. [START+1]
START+1: stop.

Rys. 1
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Obok kazdej instrukcji return podano w nawiasach kwa-
dratowych adres powrotu. Wezdy W2, W3 sg weztami réwnorzed-
nymi i podrzednymi wzgledem wezda W1i. Jak #atwo zauwazyc,
Przejsciu po drodze oznaczonej dodatkowo linig przerywang
towarzyszy wygenerowanie zdania:

beg B end

ktére jest najprostszym zdaniem w podanym jezyku.

Gtebokoscig wywotania procedury nazywamy liczbe otwar-
tych (przez instrukcje cali (.)), a jeszcze nie zamknietych
(przez instrukcje return) ciat procedur, liczong w momencie
otwarcia danej procedury na wybranej drodze w drzewie przejsc,
Takie "'niedokonczone'™ procedury tworzga tzw. 4ancuch procedur.
Otwarcie kazdej nastepnej procedury #ancucha zachodzi w cie-
le procedury poprzedniej.

2.2. Ildea algorytmu analizy

Algorytm polega na poszukiwaniu w drzewie przejs¢ pro-
gramu-generatora takiej drogi, na ktéorej nastepuje genera-
cja zdania identycznego z badanym ciggiem symboli.

Analizowane sa wszystkie drogi w drzewie przejs¢ odci-
nek po odcinku, przy czym za odcinek przyjmujegy jedng galai
tego drzewa.

Po przeanalizowaniu odcinka jednej drogi, analizowany jest
kolejny odcinek drogi nastepnej itd. Ponizej przedstawiony
zostanie szkicowo jedynie mechanizm "przedgczania" sterowa-
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nia z jednej drogi na drugga oraz mechanizm konczenia algoryt-
mu. Dokdadny opis wszystkich czynnosci analizatora podany be-

dzie w podrozdziale 2.4.

Analizuje sie kolejno wszystkie wezdy i1 gatezie umiesz-
czone na poziomie odniesienia, poczgwszy od poziomu 0. Aktu-
alnie analizowany wezet i aktualnie analizowang gatgz nazywa-
my odpowiednio wezdem odniesienia i gatezia zaktywizowang.

Proces uznawania wezda lub gatezi za wezet odniesienia
lub gatgaz zaktywizowang nazywa¢ bedziemy odpowiednio aktywi-
zacja wezda lub gatezi.

Analiza kazdego wezta odniesienia polega na:

1. kolejnym aktywizowaniu 1 analizowaniu wszystkich gatezi
wychodzgcych z tego wezta,

2. aktywizacji, w przypadku przeanalizowania juz wezystkich
gatezi danego wezta, kolejnego wezda rownorzednego umiesz®
czonego na poziomie odniesienia lub - w przypadku gdy
wszystkie wezdy rownorzedne zostaty wyczerpane - zwieksze*
niu poziomu odniesienia o 1 i aktywizacji pierwszego we"
zda, umieszczonego na nowym poziomie odniesSifenia.

Analiza kazdej gatezi zaktywizowanej polega na:

3. odtworzeniu stanu analizatora z chwili, gdy wezet odnie-
sienia, z ktorego wychodzi dana gataz, zostat napotkany #
czasie analizy gatezi doprowadzajgcej sterowanie do tego
wezda, umieszczonej na poziomie drzewa o 1 nizszym,

4. kolejnym wykonywaniu instrukcji programu-generatora, nale-
zacych do danej gatezi, przy czym:
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a/ gdy napotkana zostaje instrukcja stop, to w przypadku
przeanalizowania juz catego badanego ciggu symboli,
nastepuje akceptacja tego ciagu z podaniem jego roz-
ktadu gramatycznego i zakonhczenie algorytmu; w przy-
padku przeciwnym - badana gataz zostaje wyeliminowana
i nastepuje aktywizacja nastepnej gatezi wychodzacej z
wezd4a odniesienia,

b/ gdy napotkana zostaje instrukcja rnd () , co oznacza,
ze napotkany zostat wezet podrzedny, na ktérym dana ga-
gz sie konczy, nastepuje zapamietanie stanu analizato-
ra z tego momentu i aktywizacja nastepnej gatezi, wy-
chodzacej z wezta odniesienia,

&/ gdy napotkana zostaje instrukcja cali () , ktéra powo-
duje wywodtanie procedury o zbyt duzej gtebokosci (patrz
twierdzenie o maksymalnej gtebokosci wywodtania proce-
dury) , badana gataz zostaje wyeliminowana i nastepuje
aktywizacja nastepnej gatezi, wychodzgcej z wezta od-
niesienia,
gdy napotkana zostaje instrukcja gen () , ktorej pa-
rametr nie jest identyczny z aktualnie rozpatrywanym
Symbolem badanego cigagu symboli, to badana gatgz zos-
taje wyeliminowana i nastepuje aktywizacja nastepnej
gatezi, wychodzacej z wezta odniesienia.

We wszystkich ww przypadkach eliminacja gatezi jest roéw-
E;maczna z eliminacjg drogi w drzewie przejs¢, na ktorej da-
gataz sie znajduje.

Algorytm zawsze konczy sie akceptacja lub brakiem akcep-
» ®»

cOi badanego ciggu symboli, przy czym:

Brak AKCEPTACJI nastepuje wtedy,gdy wszystkie gatezie u-
®ieszczone na poziomie odniesienia zostaty wyeliminowane,
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6. AKCEPTACJA nastepuje w momencie napotkania w jakiejs ga-
dezi instrukcji stop z jednoczesnym osiggnieciem konca
badanego ciggu symboli.

2.3. Twierdzenie o maksymalnej gtebokosci wywotania proce-
dury

Jezyki zdefiniowane w notacji Backusa posiadajg zwykle
opisy rekurencyjne, przy czym mozemy mie¢ do czynienia z re-
kursjami lewostronnymi, prawostronnymi, wewnetrznymi i z4o-
zonymi .

W ponizszym przykdtadzie zmienna <string> definiowana
jest w kazdej kolejnej gatezi, poczawszy od gatezi drugiej,
odpowiednio przez rekursje. ww typow:

<string> ::= A|<string> B | C<string> |D <string> e
<chain> F

<chain> ::= <string>

W trakcie analizy najwiekszg komplikacje wprowadzaja rekur-
sje lewostronne i ztozone. Wykazemy to na ponizszym przykia®
dzie.

Chcemy zbada¢, czy ciag symboli:
BA

daje sie wywiesS¢ ze zmiennej <atring> . Analizujemy w tym
celu wszystkie gatezie wychodzace z wezta <string> w ko-
lejnosci od lewej do prawej. Galezie pierwsza, trzecia i
czwarta sg ‘'"'zablokowane™ odpowiednio przez symbole A,C,D
wiec nie mozemy w nie wejs¢. "Otwarte" sa tylko gatezie
druga 1 piata. Wchodzimy w nie i1 w obu przypadkach napotyka*
my znowu wezed <string>, w ktéorym jedynie gatezie druga i
piata sg otwarte.
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Proces powyzszy powtarza sie w nieskoniczonos¢. Oznacza
*0» ze postepujac jak wyzej nie mamy mozliwosSci sprawdzenia
* skonczonej liczbie krokéw, czy badany ciag daje sie wy -
ze zmiennej <atring> , czy nie.

Aby takg mozliwos¢ zapewni¢ autorzy wprowadzajg pojecie
maksymalnej gtebokosci wywotania procedury, ktoére stuzy
oszacowania maksymalnej liczby krokéw algorytmu.analizy.

9a nda»

Zatbézny, ze opis rozpatrywanego przez nas jezyka zawie-
** g zmiennych.

Gdy przy analizowaniu poprawnego zdania, z*ozonego z
symboli (k>0) zajdzie sytuacja, ze na pewnej drodze w
~fcewie przejsc¢ gtebokos¢ wywotania procedury przewyzszy
~czbe MAX roéwng

MAX = (kK + D eg

~nag maksymalna gtebokoscig Tyywokania procedury, to droge
H mozemy wyeliminowa¢, gdyz akceptacja zdania nastgpi na
Pe*no na innej drodze.

Dowéd tego twierdzenia wymaga wprowadzenia wielu pojec
Pomocniczych nie uzywanych w dalszym cigagu tego artykudu.
% nie traci¢ ciagtosci rozumowania celowe wiec by#o poda-
go dopiero w ostatnim rozdziale.

«4. Opis algorytmu analizy

Algorytm uAywa dwéch stoséw. Sg to:
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1. stos SYMBOL. Na kazdej numerowanej pozycji tego stosu za-
pisany zostaje przed rozpoczeciem analizy jeden symbol
badanego ciggu symboli. Ostatnia pozycja stosu zawiera
zawsze zastrzezony symbol Ffinish, stuzacy do identyfika-
cji konca tego ciggu. Odwotanie do m-tej pozycji stosu
SYMBOL zachodzi za pomoca napisu SYMBOL (m)

2. stos STACK. Jest to stos roboczy. Na stosie tym zapisywa-
ne sa tzw. moduty (patrz nizej) , ztozone z numerowanych
pozycji, z ktorych kazda moze mie¢ kilka parametréw, i-
dentyfikowanych duzymi literami alfabetu i oddzielonych
przecinkami. Odwotanie do n-tej pozycji stosu STACK za-
chodzi za pomocg napisu STACK (n), zas odwotanie do para-
metru X tej pozycji - za pomocg napisu X of STACK () .
Pozycje stosu STACK moga by¢ czterech rodzajéw. Pierwszy
parametr kazdej pozycji identyfikowatby jest literg Y 1
moze posiada¢ 4 nastepujgce wartosci:

X,9, <,>

ktore stuza do identyfikacji rodzaju pozycji. Rozrézniamy
nastepujace rodzaje pozycji stosu STACK:

a/ wezet stosu Y,A,B,C,D,E,F,G,H. przy czym Y = X.
b/ generacja Y,I. przy czym Y = g.
c/ otwarcie

procedury Y,1,K,L. przy czym Y =<.
d/ zamkniecie

procedury Y. przy czym Y => .

Stos STACK jJest obrazem drzewa przejs¢. Obraz kazdej
gatezi tego drzewa i1 konhczacego ja wezda*) nazywamy modutem.

gataz i1 wezet jg koriczacy wystepujg na dwoch réznych poziomach drzews
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~°duk mozna przedstawi¢ graficznie w sposéb podany na rys.2.

_ Q lub Q_
al

Rys. 2

Wnetrze kwadratu przedstawia sobg tzw. tres¢ modutu.
TeeS¢ modutu skdada sie ze zmiennej liczby pozycji stosu
~ACK, reprezentujacych instrukcje nalezgace do gatezi drze-

Przejs¢, odpowiadajgacej danemu modudowi. Znak prze-
stawia wezet konczacy te gataz. Wezet ten jest reprezentowa-

w stosie STACK przez wezet stosu, bedacy pierwszg pozycja
®°dutu. Strzatki A 1 Q sg to tzw. 4acza miedzymodutowe.
4cze A jest to tzw. H*acze pionowe i1 wskazuje adres pozy-

etosu STACK, reprezentujacej wezet, z ktdérego dana ga-
~  wychodzi. tagcze Q jest tzw. +*aczem poziomym i wskazuje
~°czatek nastepnego modudu w stosie, odpowiadajgcego anali-
zowanej gatezi.-

Potgaczenie poszczegélnych modutéw dla drzew z rys. ,lL
Jest przedstawione na rys.3.
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WO poziom O

Rys. 3

Zat6zmy, ze w danej chwili analizowana jest gataz, odpowia-
dajgca zakreskowanemu.modudowi. tgcze A tego modudtu wskazU*®
je wtedy wgzet odniesienia W3*} zas dacze Q - poczatek nie
znajdujacego sie jeszcze w stosie modudu T.

zwraca sie uwage czytelnika na fakt, Zze wezet odniesienia nie znajd"
je sie w module odpowiadajacym aktualnie analizowanej gatezi lecz *
module wskazywanym przez #acze A, chociaz i wezet i gatgz lezg na
tym samym poziomie odniesienia
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Wszystkie moduty potaczone sa szeregowo #*gczami pozio-

®ymi. Wezdty tworzone sg za pomocg #*gcz pionowych. Dzieki te-.

rozgateziong strukture drzewa przedstawi¢ mozna za pomocag
szeregowej struktury stosu w sposob pokazany na rysunku 4.

wo
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Modudy potgczone #gczami pionowymi tworzg tzw. 4ancuch dy-
namiczny stosu. W stosie wystepowa¢ moze wiele +ancuchow
dynamicznych. Na rysunku 4 modudy oznaczone gwiazdkami two-
rza jeden dancuch dynamiczny. Kolejnos¢ moduddéw w Harncuchu
przyjmowana jest od dodu do gory stosu. tancuch dynamiczny
stosu jest obrazem jednej drogi w drzewie przejs¢ programu-
generatora.

Obok omawianych stosow SYMBOL i1 STACK uzywane sa naste-
pujace zmienne stanu:

a/ odnoszgce sie do aktualnie tworzonego w stosie STACK mo-
dutu:

SP - wskazZnik szczytu stosu STACK:

A - t3cze pionowe,

Q - Hacze poziome,

K - zmienna wskazujgca poczatek modutu.

b/ odnoszace sie do aktualnie rozpatrywanego #ancucha dyna-
micznego stosu STACK:
PP - zmienna wskazujgca pozycje w stosie STACK, bedaca os-
tatnim otwarciem procedury w aktualnie rozpatrywanyo
4+ancuchu dynamicznym tego stosu,

AP - adres aktualnie rozpatrywanego symbolu w stosie SYM-
BOL,

IC - licznik rozkazéw programu generatora,

GP - zmienna wskazujgca gtebokos¢ wywodania procedury.
Wzrasta ona o 1, gdy na stos STACK zapisywane jest
otwarcie procedury, a maleje o 1, gdy na stos STACK
zapisywane jest zamkniecie procedury.

c/ zwigzane z ‘''przetgczaniem" sterowania (tzw. zmienne ste-

rujace) :
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GG - zmienna wskazujgca liczbe gatezi wychodzacych z wez-
4a odniesienia lub z wezda aktualnie napotkanego w
trakcie analizy,.

G - zmienna, wskazujgaca numer zaktywizowanej gatez-, wy-
chodzgcej z danego wezda. Gdy G = jif, to zadna gatgz
nie jest zaktywizowana,

AA - zmienna wskazujaca adres poczgtku modutu, odpowiada-
jJacego pierwszej gatezi, umieszczonej na poziomie
odniesienia, a zarazem pierwszemu wezdowi umieszczo-
nemu na przyszdym poziomie odniesienia (patrz rys.3).

Sienne PF, AP, IC, GP, GG, G tworzag tzw. stan analizatora i
aUazg by¢ odtwarzane w momencie cofniecia sie do wezta (Kkto-
e jest mozliwe dzieki istnieniu #acza A). Dlatego przy kon-
Cy tworzenia modudu, co nastepuje w przypadku napotkania
~zta w drzewie przejs¢ (patrz 2.2. punkt 4b) w pierwszej
nezycji tego modudu (uprzednio zawsze rezerwowanej) zapisa-

zostaje wezet stosu*” , ktOrego parametry maja nastepujag-
Ce wartosci: "

X, ANIE) PP, AP, IC, GP, GG, O

+acza stan analizatora

~Nieki temu, ze stan analizatora zostat zapisany w stosie w
hili napotkania jakiegos wezda w drzewie przejs¢, mozliwe
~est odtworzenie go w momencie cofniecia sie do tego wezia,
Mjr juz bedzie rozpatrywany poziom drzewa o 1 wyzszy.

4)
wynika stad, ze pierwsza pozycja modutu odpowiada nie poczatkowi,
lecz koncowi gatezi, reprezentowanej przez ten moduk. Nalezy mieé
to na uwadze przy studiowaniu dalszego ciggu artykutu
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Przedstawiony ponizej akceptor jezyka sktada sie z:
podprogramu INITIATION, inicjujacego analizy, podprogramu
sterujgcego CONTROL, ktorego zadaniem jest, opisane szKi-
cowo w podrozdziale 2.2., przedagczanie sterowania z jednej
drogi w drzewie przejs¢ na drugg oraz z podprograméw opisu-
jJacych dziatanie poszczegolnych instrukcji programu - gene-
ratora w czasie analizy (odmienne od podanego wczesniej
dziatania w czasie generacji).

Podamy teraz sieci dziatan i opisy poszczegélnych pod-
programow.

1. INITIATION. Przed wykonaniem pierwszej instrukcji progra-
mu-generatora nastepuje inicjacja analizy obejmujgca na-
stepujace czynnosci:

la/ zapednienie stosu SYMBOL badanym ciggiem symboli,

Ib/ umieszczenie na szczycie tego stosu symbolu Ffinish,

1c/ ustalenie maksymalnej gtebokosci wywotania procedury
- MAX,

Id/ nadanie zmiennym stanu wartosci poczatkowych:

SP = 1
A =0
Q = 1.
K = 1

PP = 0.

AP = 1.
iIC = START.

GP - 2,

GG = 1.
G = 1

AA a 1.

le/ Wpisanie w zerowej pozycji stosu STACK wez#a stosu,ro
oznacza aktywizacje wezdta zerowego:
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Y.A,B,C,D,E,F,G,H, of STACK (D :=x,A,Q,PP,AF,IC,GP,GG,
G.*>

If/ Przejscie, zgodnie z zawartoscig licznika rozkazow,
do pierwszej instrukcji programu - generatora, c6 o0z-
nacza aktywizacje gatezi gtownej - jedynej gatezi wy-
chodzacej z wezta zerowego:

go to IC.

2. CCNTRCL. Podprogram ten wywodlywaiiy jest w przypadku, gdy
Zachodzi ktéras z sytuacji opisanych w punktach 2 i 4
Podrozdziatu 2/2. Sie¢ dziatan tego podprogramu przed-
stawia rys. 5.

mbat to skrét nastepujacego zapisu
Y of STACK A I= x.
A o STACK A := A.
B o] STACK A :=

H of STACK A := Q.
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CCNTRCL , »
+
2a/ Q = B of STACK ®
PP := C of STACK (®
AP = D gg STACK ®
IC := E of STACK®
GP = F of STACK(@®
GG := G of STACK®
G := H of STACK(A)
2b/ G =GG ?
NIE
2c/ G =G + 1.
H of STACK (®) := G.
2d/ IC := IC + G.
go to IC.
2f/ AA = PP+ 17°? 2§/ A = Q.
NIE TAK
29/ A = AA. 2i/ BRAK AKCEPTACJI.
2h/ AA = SP + 1.

Rys. 5
Znaczenie poszczegolnych czynnosci jest nastepujace:

2a/ przywraca stan, odpowiadajacy momentowi napotkania W'
zta odniesienia w trakcie analizy gatezi prowadzacej
do tego wezla,

2b/ kontroluje, czy bydta juz badana ostatnia gatgz wychO*
dzgaca z tego wezia,



gdy
2c/

2d/

gdy
2e/

gdy
2j/
gdy
2f/

gdy
2i/
gdy
2h/
29/

£all
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NIE, to:

powoduje aktywizacje nastepnej gatezi, wychodzacej z
wez4a odniesienia,

powoduje przejscie do odpowiedniej instrukcji jp ()
- instrukcji skoku do poczatku zaktywizowanej gatezi,

TAK, to:

bada, czy zostaty wyczerpane wszystkie wezdy na po-
ziomie odniesienia,

NIE, to:

przechodzi do nastepnego wezda rownorzednego,

TAK, to:

bada, czy na dartym poziomie drzewa wszystkie gatezie
zostaty wyeliminowane,

TAK, to:

nie akceptuje badanego ciggu symboli i konczy analize
NIE, to:

zmienia poziom odniesienia,

aktywizuje pierwszy w”zek, umieszczony na nowym pozio
mie odniesienia.

(PROC), gdzie PRCC oznacza dowolng etykiete ciata

Procedury.
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3c/
3d/
3e/
3f/
39/
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cali (PROC)

t
3a/ GP := GP+1.

3b/ GP = MAX ?

SP = SP + 1. 3i/ go to CONTROL.
Y,J,K,L, of STACK(SP):= <,PROC,PP,IC + 1.

PP := SP.

IC := PROC.

go to IC.

Rys. 6

Znaczenie poszczegldlnych czynnosci jest nastepujgce:

3a/ zwieksza wskaznik gtebokosci procedury

3b/ kontroluje, czy nie nastgpito zbyt gtebokie wywotanie

procedury,
gdy NIE, to:

3c,d/ zapisuja na stos STACK otwarcie procedury. Poszczegodl-

ne parametry tej pozycji oznaczaja:

Y - rodzaj pozycji,
J - nazwe procedury,
K - adres poprzedniego otwarcia procedury w aktualnie
rozpatrywanym 4ancuchu dynamicznym stosu STACK,
L - adres powrotu z ciata otwartej wh#asnie procedury,
3e,f,g/ zmieniaja PP,IC i1 powodujg wejscie w ciato procedury
gdy TAK, to:

3h/ skresla biezacy modut ze stosu eliminujgc w ten sposoéb

odpowiedniag gataz drzewa przejsc
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przechodzi do wykonania podprogramu CONTROL.

rnfl(@) » gdzie n " 2.

rnd (O) .

e

4a/ GG = n.
4b/ G = 0.
4c/ Q :=SP + 1.

A Y,A,B,C,D,E,F,G,H of STACK(K) :=x,A,Q,PP,AP,IC,GP,GG,G.
4e/ go to CONTROL.

Rys. 7

Instrukcja rnd(.) (patrz takze podrozdziat 2.2. punkt
kornczy zawsze tworzenie modudu w stosie STACK. Dokonuje
takze operacji zwigzanych z dojsciem w drzewie przejs¢ do
~z4a podrzednego.
Uczenie poszczegdlnych czynnosci jest nastepujace:

48/ zapamietuje liczbe gatezi wychodzgcych z wez#a podrzed-
nego,

4b/ nadaje wskaznikowi G wartos¢ zero, przez co nie akty-

wizuje jeszcze zadnej gatezi wychodzgcej z tego wezla.
Nastgpi to dopiero w trakcie analizy nastepnego poziomu
drzewa,

ustala #gcze poziome Q dla konczonego modutu. Q wskazuje

teraz poczatek modudu nastepnego, jeszcze nie utworzone-

go,

zapisuje w pierwszej pozycji kohczonego modudu wezet sto-

su,

przechodzi do wykonania podprogramu CONTROL.
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5 jp (AjJ), gdzie oznacza dowolng etykiete gatezi.
JP (A)).-
5a/ sp =8

5b/ K =g8°,
5c/ IC «~ A
5d/ go to IC*

Rys. 8

Instrukcja jp (.) rozpoczyna zawsze tworzenie nowego
modudu w stosie STACK, co odpowiada wejsciu w nowg gataz
drzewa przejsc.

Znaczenie poszczegdlnych czynnosci jest nastepujace:

5a/ rezerwuje jedng pozycje stosu STACK, w ktérej, w momen-
cie konczenia modutu, zapamietany zostanie wezet stosu,

5b/ zmieniaewskaznik poczatku biezgcego modutu,

5c,d/ przekazujg sterowanie do pierwszej instrukcji zakty-
wizowanej gatezi.

6. gen (H), gdzie H oznacza dowclny symbol jezyka.

gen D
r-j-

6a/ symbol(ap) =h ?

6b/ Ar := AP + 1. 6g/ SP = K - 1.
6c/ SP = SP + 1. 6h/ go to CONTROL.
6d/ Y,lI of STACK(SP):=g,H.

6e/ IC -~IC +1.

6f/ go to IC.

Rys. 9



Znaczenie poszczegolnych czynnosci

JBt nastepujgce:

6/ sprawdza, czy parametr operacji
tualnie rozpatrywanym symbolem badanego ciggu symboli,

% TAK, to:
a

Przechodzi do rozpatrywania nastepnego symbolu tego cig-

au,

°id/ zapisujg na stos STACK generacje.
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try tej pozycji oznaczaja:

Y - rodzaj pozycji,

I - generowany symbol,

przekazuja sterowanie do nastepnej

generatora. ,

NIE, to:

skresla biezacy modut ze stosu STACKN

v
v Przechodzi do wykonania podprogramu CONTROL.

I Yeturn.

7a/
b/
7c/
7d/

7e/

return.

GP =GP - 1.

SP = SP + 1.

Y of STACK(SP) :=>.
PP := K of STACK (PP)
IC L of STACK(PP)
go to IC.

Rys. 10

instrukcji gen ®

gen(.) jest zgodny z ak-

Poszczegb6lne parame-

instrukcji
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Instrukcja return zamyka ciato ostatniej procedury ak-
tualnie rozpatrywanego #4ancucha procedur (patrz podrozdziak
2.1.). Otwarcie tej procedury jest zapisane w stosie STACK
pod adresem PP. Znaczenie poszczegélnych czynnosci jest na-
stepujace =

7a/ zmniejsza wskaznik gtebokosci wywotania procedury,
7b,c/ zapisujag na stos STACK zamkniecie procedury,

7d/ przywraca wartos¢ wskaznika PP sprzed ostatniego wywola®
nia procedury i nastawia licznik rozkazow IC na adres
powrotu z ciata procedury,

7e/ przechodzi do wykonania instrukcji umieszczonej pod ty®
adresem.

8a/ SYMBOL (#). = finish ?

K - 1.
8d/ go to CONTROL.

Rys. 11
Znaczenie poszczegolnych czynnosci jest nastepujgce:

8a/ sprawdza, czy osiggniety zostat koniec badanego ciagu,
gdy NIE, to:

8c/ skresla biezacy modut ze stosu STACK,

8d/ przechodzi do wykonania podprogramu CONTROL,
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Sty MAK, to:

akceptuje badane zdanie i podaje jego rozktad gramatycz-
ny oraz konczy algorytm.

nNozkdad gramatyczny zdania podawany jest na podstawie drogi

N drzewie przejs¢é, na ktorej nastgpita akceptacja. Polega on
wydrukowaniu niektdorych pozycji stosu STACK, umieszczo-

mych w dancuchu dynamicznym stosu, odpowiadajacym tej drodze

nzycje te sa drukowane w kolejnosci od dodu do gory stosu.
Hz4y atosu sg ignorowane.

~Pisywane sa jedynie niektdére parametry pozostatych pozycji
~ to odpowiednio:

otwarcia procedury

Y,J np.- < BODY:
zamkniecia procedury
Y tzn. >
~a generacji
| np. beg

Parametrem J (oznacza on nazwe otwieranej procedury) wy-
mywany jest dwukropek.

Na przyktad, dla jezyka z przyktadu 2 rozkdtad gramatycz
N zdania: beg B end Jest nastepujacy:

< PROGRAM: beg < BODY : < CONTENTS : B » end>

Mazane to bedzie w ponizszym przyktadzie.

~gyktad

Mechanizm analizy zostanie przesledzony dla jezyka z
Wyk+adu 2 , programu-generatora z przyktadu 3 oraz drzewa

NZejsSc z rys. L
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Nalezy sprawdzi¢, czy ciag symboli
beg B end

jest poprawnym zdaniem ww jezyka.

Sledzenie polegaé bedzie na przerywaniu pracy analizatora,
wypisaniu ciggu instrukcji programu-generatora, wykonanych
miedzy dwoma kolejnymi przerwaniami oraz podaniu zawartosci
stosu STACK i wartosci zmiennych stanu w momencie przerwania

1. INITIATION
Inicjacja analizy daje w chwili przekazania sterowania do
pierwszej instrukcji programu-generatora nastepujacy
stan analizatora.

Stos SYMBOL.

4. Finish. K = 3.

3. end. g = 3. gdyz nie trzeba uwzgled
nia¢ zmiennej< symbol>

2. B. f

1. beg. MAX = (k+1)g = 12.

Stos STACK.

1.

4. X, 1, i, 1,START, rf, 1, 1

Wartosci zmiennych stanu dla kazdego kroku podano w tabe-
i 1.
Stos SYMBOL oraz liczba MAX nie ulegajg zmianie w czasie

analizy.

2. START: call (PROGRAM)
Operacja ta zapisuje na stosie STACK pozycje: <, PROGRAM,
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0, START+1, zmienia wskazniki GP, SP, PP, IC i1 przecho-
dzi do wykonania procedury PROGRAM.

Stos STACK.

3.
2. < , PROGRAM, Jf START+1.

«

1.
. x, ef 1, e 1, START, < 1, 1.

PROGRAM: gen”~(beg)

Operacja ta, po stwierdzeniu, ze jej parametr beg jest
zgodpy z symbolem umieszczonym w pierwszej (AP=1) pozy-
cji stosu SYMBOL, zapisuje na stosie STACK pozycje g,
beg 1 przekazuje sterowanie do nastepnej instrukcji.

Stos STACK.
4.
3. g, beg.

2. < , PROGRAM, &, START+1le

® x, < 1, i, 1, START, 4, 1, 1.

PRCGRAM+1: call (BODY)

Stos STACK.
5.

4. < , BODY, 2, PRCGRAM+2.
3. g, beg.

2. <, PROGRAM, tt, START+1.
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1.
g x, 0, %, fS 1, START, i, 1, 1.

BODY: rnd (@ (po dojsciu do czynnosci 4e).

Cperacja ta, przez odpowiednie ustawienie wskaznika po-
czatku nastepnego modudu Q oraz zapisanie w pierwszej
pozycji (K=1) stosu STACK 4gcz miedzymodutowych oraz sta-
nu analizatora, konczy tworzenie w stosie STACK pierwsze-
go modudu. Zapisana pozycja jest wezdtem stosu i odpowiada
wezdowi- W1 z rys.1.

Stos STACK.

5.
4. <, BODY, 2, PROGRAM+2.

3. . fi. beg.
2. < PROGRAM, 0, START+1.
1. " X, 5, 4, 2,-BODY, 2, 2, i

i. X, 0, 1, i, 1, START, iy 1,

BODY: rnd (@ (po wykonaniu podprogramu CCNTRCL).

W trakcie wykonywania podprogramu CCNTRCL przywracany jest
stan analizatora z chwili zakonhczenia inicjacji.
Cdpowiada to "cofnieciu' sie do wezda zerowego (wezet VO
na rys.1 ) , ktéry jest wezdem odniesienia.

Po stwierdzeniu, ze wszystkie gatezie wychodzgce z tego
wezta zostaly wyczerpane (czynnos¢ 2b) i1 ze wszystkie
wezdy na poziomie odniesienia zostatly wyczerpane (czyn-
nos¢ 2e), poziom odniesienia zostaje zmieniony (czynnosé
2h).

Nastepnie aktywizowane sa: wezed BODY (WL na rys.1l), kto-
ry jest pierwszym wezdem na nowym poziomie odniesienia
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(czynnosci 2g, a) oraz pierwsza wychodzgca z niego gataz
(czynnos¢ 2c) oraz nastepuje przejscie, do instrukcji jp

(AD

Stos STACK.
<_ Boby, 2,

4
3. beg.-
2. =, PROGRAM,
1

X . 5, 4,

X,

BODY+1: jp (AD
Al: call (CONTENTS)

Stos STACK.
7.
6. <, CONTENTS, 4, Al+l.

4. <, BODY, 2, PROGRAM+2.

CONTENTS: rnd (@
ir
A2: call (BODY)

BODY+2:

H)

Cperacja rnd (2 powoduje zapisanie w pozycji 5 stosu
STACK wezdta stosu, odpowiadajgcego wezdtowi W2 z rys.1l
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oraz aktywizacje drugiej gatezi wychodzacej z wezda od-
niesienia Wl. Operacja jp (&") powoduje przejscie do wy-
konania pierwszej instrukcji tej gatezi tzn. call (BODY)»
Ta ostatnia instrukcja pov;oduje rekurencyjne wywodanie
procedury BODY i zapisuje na szczycie stosu pozycje: €.,
BODY, 4, A2+1.

Stos STACK.

<, BODY, 4, A2+1.

<, CONTENTS, 4, Al+1.

1, 7, 6, 2, CONTENTS, 3, 2, .
<, BODY, 2, PROGRAM*2.

A i A B
X

g, beg.
<, -PROGRAM, START+1.
x, f(, 5, 4, 2, BOoDbY , 2, 2, 2. (zmianie ulegt para®
metr H)
¢ X, 1, VS 1, START, 1, 1.
BODY: rnd )

CONTENTS*1: jp (A3)
A3: gen (B

Operacja rnd (2) powoduje zapisanie w pozycji 7 etosu
STACK wezdta stosu, odpowiadajgacego wezdowi W3 z rys.7.
Poniewaz wszystkie gatezie wychodzace z wezda odniesieni»
W1 zostaly przeanalizowane oraz brak jest na poziomie od"
niesienia innych wezt6w, nastepuje zmiana poziomu odnie-
sienia i1 aktywizacja wezta W2 i pierwszej wychodzacej z
niego gatezi.
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W wyniku tego wykonane zostaja instrukcje jp (A3) oraz
gen (B).

Stos STACK.

11.

10. g. B-

9.

8. <, BODY, 4, A2+i.

7. x, 1, 9, 8, 2, BODY , 3 2, 0.

6. <> CONTENTS, 4, A1+l.

5. X, 1, 7, 6, 2, CONTENTS 3, 2, 1l.(zmianie ulegt pa-

rametr H)

4. < BODY, 2, PRCGRAM+2.

3. . b.z.
2_ Y

A3+1: return.

Operacja ta zamyka ciato procedury CONTENTS, ktérej ot-
warcie zapisane zostato w széetej pozycji stosu STACK
(PF=6).

Na szczycie stosu zapisane zoetaje zamkniecie procedury,
przywracana jest wartos¢ PP sprzed otwarcia procedury
CONTENTS oraz nastepuje powrdt z ciala tej procedury pod
adres Al+1.
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Stos STACK.
12 .
1. > .
10 » g, B.
9.
8. C, BCDY, 4, A2+1. b.z,
7.
6.
11. 1+ 1: return,

" PRCGRAM+2: gen (end)
PROGRAM+3: return.
Stos STACK.

15.
14. Se

13. g, end.

12. >,
11. >,
10.
9. b.z.
8.
12. START+1: stop.

Operacja ta po stwierdzeniu, ze osiggniety zostat koniec
badanego ciggu (czynnos¢ 8a) akceptuje ten cigg i poda“
je rozkdad gramatyczny opierajac sie na zawartosci stosu
STACK, Kktdérg na ponizszym rysunku przedstawiono w nieco
zmodyfikowanej formie.
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Stos STACK.

14. > .

13. g. end. modut 4.
12. > -

1. 5,

10. g B.

9. nie zapedniona (Hacze A=5)

8. <, BoODY, 4, N2+1.
modud 3.
w3. 7. x, 1,79, 8] 2, BODY , 3,2, ft
6. <» CONTENTS |, 4 Al+1. nodut 2.
W2. 5 1, 7, 6, 2, CONTENTS, 3, 2, 1.
4. <> BODY, 2, PRCGRAM+2.
3. g beg. modut 1.
2. <e PROGRAM, START+1.
wr. 1. X. 5, 4, 2, BoDy , 2, 2, 2.
wo. i, X, 1, START, jzM, 1. wezed zerowy/
Rys. 12

Moduty 1, 2 i 4 tworzga jeden dancuch dynamiczny stosu.
Odpowiada on drodze w drzewie przejs¢ z rys. 4, oznaczonej
~minig kreskowang, ktora prowadzi do akceptacji badanego zda-
nia. Zawartos¢ ww #ancucha, zredukowana zgodnie z podartymi
Wczesniej zasadami, tworzy rozkd#ad gramatyczny itego zdania.
Rozktad ten jest nastepujacy:

<PROGRAM: beg < BODY: < CONTENTS: B » end>
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Tabela 1
Wartosci zmiennych stanu

NUTer SP A Q PP AP Ic P GG G AA K
1. 1 4 1 g 1 START. 1 1 1 1
2 2 i 1" 2 1 PROGRAM. 1 1 1 1 1
3 3 i 1 2 2 PROGRAM+1. 1,1 1 1
4 4 1 1 4 2 BODY . 2 1 1 1 1
5. 4 0 5 4 2 BODY . 2 2 1 1
6 4 1 5 4 2 BODY+1. 2 2 1 5 1
7 6 1 5 6 2 CONTENTS. 3 2 1 5 5
8 8 1 5 8 2 BODY. . 3 2 5 7
9 10 5 7 6 3 A3+1. 3 2 9 9
10. n 5 7 4 3 Al+le 2 2 1 9 9
1. 14 5 7 4 START+1. 2 1 9 9

3. DOWCD TWIERDZENIA O MAKSYMALNEJ GLEBOKOSCI WYWOLANIA PRO-
CEDURY

Przed przystgpieniem do wkasciwego dowodu twierdzenia
wprowadzimy kilka poje¢ pomocniczych, ktére od razu ilustro-
wa¢ bedziemy przyktadami .

Wezmiemy pod uwage dowolny opis jezyka podany w notacji Ba-
ckusa, np. opis nastepujacy:

Przyktad 4.
<p> = <C> <P> - aksjomat
<C> = b<T>kC><L>

<T> <EXA>]b<7> 0O
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<A> o= <E>

<E> = t

<L> = ald
<symbol> ::= al b

1 Zzaktadamy, ze wszystkie galezie wystepujace W metajezyko-
wej iInstrukcji podstawienia sa ponumerowane w kolejnosci
od lewej do prawej. Moca zmiennej nazywamy liczbe gatezi
wystepujacych w instrukcji podstawienia odpowiadajacej
tej zmiennej.

2. Wypisujemy kolejno wszystkie produkcje jezyka (z wyjat-
kiem produkcji odpowiadajgcych nieosiggalnej zmiennej
<symbol>) i oznaczamy je tzw. oznacznikami produkcji, w
ktérych sktad wchodzi nazwa zmiennej jezyka, stojacej po
lewej stronie produkcji, oraz numer gatezi, ktéorej ta
produkcja odpowiada (w dalszych przyktadach dla uprosz-
czenia pomija¢ bedziemy nawiasy trdjkatne, co nie prowa-
dzi do niejednoznaczosci, gdyz symbole jezyka z przykt.4
oznaczane sa matymi literami, a zmienne jezyka - duzymi).

Przykdad 5.

Pl P—*C
cn C— bT
c2 C- CL
Tl T— *EA
T2 T—~bTc
Al A- E
li E-

" N—-a
L2 L- d

~odukcje posiadajgce pusty nastepnik, albo nastepnik, w ktoé-
tym wystepuja (by¢ moze obok zmiennych) niepuste symbole je-
ryYka, nazywamy produkcjami tworzacymi. Oznaczamy je przez
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podkreslenie oznacznikow.
Produkcje posiadajgce identyczny poprzednik nazywamy jed-
no imiennymi .

Sznurem nazywamy dowolny cigg zmiennych i symboli.
Wywodem réwnolegdym nazywamy cigg sznurow

(x0, ~, ... , Xn)
spedniajagcy nastepujace warunki:

a/ X jest aksjomatem

b/ Xn jest sznurem zdozonym z samych symboli, tzn. nie
zawiera zmiennych

c/ VvV (=1, 2, ... , W) sznur otrzymamy jest przez

jJjednoczesne zastosowanie do wszystkich zmiennych
wystepujacych w sznurze produkcji ze zbioru
produkcji jezyka.

Poszczeg6lne sznury wywodu oddzielamy znakiem '"—
Liczbe n nazywamy d#ugoscig wywodu roéwnolegtego.

Dla jezyka z przyktadu 4 wywodem réwnolegtym jest mp.

X1 X2 X3 X4 X5 X6

Mmr »Bli wWaqdA WDiia _Taa Iba
2 L TI Ej Al El

pod zmiennymi kazdego sznura wypisano oznaczniki produk-
cji zastosowanych do tych zmiennych. W sznurach X2 i1 ™M
zastosowano jednoczes$nie dwie produkcje. Znaki C pominie
to. DHhugos¢é powyzszego wywodu wynosi 6.
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- Wprowadzimy teraz wygodny w dalszych rozwazaniach sposoéb
zapisywania produkcji i1 wywodow rownolegtych.

Na przyktad
produkcje:

TI: T--——EA

zapisywa¢ bedziemy w postaci:

Tl
EA
Rys. 13

za$ wywéd ze wzoru (3) w postaci:

P.
PI

Cc2

b T, a
Tl
b XT a

El Al
El

Rys. 17
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znaki & bedziemy czasami pomijac.

tancuchem produkcji nazywamy ciag produkcji wywodu row-
nolegtego:

(1 * "2» eeey

spedniajgcy nastepujgce warunkii
t
1°. Produkcja Pj jest pierwszg produkcjg wywodu.

2°. V(@ =2, 3, ..., k) poprzednikiem produkcji P. jest
zmienna wystepujgca w nastepniku produkcji

3°. Produkcja Pk jeet produkcja tworzaca.

Podtancuchem nazywamy czesé¢ +4ancucha otrzymang przez usu-
niecie z tego tancucha pewnej liczby poczatkowych produk-
cji.

tancuchem g#éwnym nazywamy kazdy 4ancuch, ktdérego ostat-
nia produkcja posiada niepusty nastepnik.

Dhugoscig #*tancucha produkcji nazywamy liczbe produkcji te-
go +tancucha.

Dla przyk#adu w wywodzie z ry*s. 14. rozrézni¢ mozna 4
+ancuchy produkcji (zamiast produkcji wypisano ich oznacz-
niki).

(P1, C2, cbD ()
(P1, c2,cMm, TI, ED

(PI, C2, CI, TI, Al, E)

(P1, C2, Li)

tancuchy pierwszy i czwarty sg dancuchami g#oéwnymi. Ddu-
gos¢ tancucha trzeciego®jest najwieksza 1 wynosi 6.
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Mozna #atwo wykaza¢, ze ddugos¢ wywodu rownolegtego jest
rowna d¥ugosci najdtuzszego +ancucha wchodzgcego w skiad
tego wywodu.

1» Kazdy wywéd réwnolegdy mozna przedstawi¢ jako drzewo wcho-
dzgcych w jego skdad produkcji. Na przyktad wywdéd z rys.
14. jest nastepujgacym drzewem produkcji

i

P1

El Ali
11

Rys. 15

tancuchem produkcji jest dowolna droga w tym drzewie za-
konczona produkcja tworzgca (patrz (@) -

Czes¢ drzewa "wychodzacg™ z jakiejs produkcji wraz z tg
produkcja nazywamy poddrzewem tej produkcji.

Np. poddrzewem produkcji ClI jest na rys. 15 czes¢ drze-
wa wydzielona linig przerywang.

Rozgatezieniem nazywa¢ bedziemy kazda produkcje drzewa
produkcji, ktéra jest albo produkcjg tworzgca, albo po-
siada nastepnik ztozony z kilku zmiennych.

Rozgatezienie ma te whkasnos¢, ze albo konczy jakis #*an-
cuch, albo nalezy do co najmniej 2 4ancuchéw.
Rozgatezienie nazywamy istotnym, gdy jest ono produkcja
tworzaca lub nalezy do co najmniej 2 dancuchéw géwnych.

W przeciwnym przypadku rozgatezienie nazywamy nieistotnym.
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Na przykdtad w drzewie produkcji z rys. 15 produkcje C2,
CM, LI, EI, ElI sg rozgatezieniami istotnymi. Produkcja
Tl jest rozgatezieniem nieistotnym.

9. Odcinkiem #ancucha nazywamy ciag produkcji +aricucha za-
wartych miedzy dwoma rozgatezieniami istotnymi lub miedzy
poczatkiem dancucha, a pierwszym rozgatezieniem istotnym
+ancucha.

Do odcinka #ancucha wliczamy rozgatezienie istotne wyzna-
czajagce koniec tego odcinka.

Dla przyk#adu #dancuch trzeci z (4) mozna podzielié¢ na na-
stepujgce odcinki (granice odcinkéw oznaczono znakiem 1i)

(1 Pi, C2 11 CI 11 TI, Al, EI 1I)

Lemat

Z J Niech rozpatrywany jezyk posiada g zmiennych.
Dany jest wywod réwnoleghy koriczacy sie sznurem
x zkozonym z «k symboli (k> sf)

T ] Istnieje wywdd rownoleggy Wg o ddugosci nie wiekszej
niz g <(k + 1), kohczacy 3ie sznurem Xx.

D ] Niech s (G =1, 2, ... k) beda jakimis niepustymi
symbolami jezyka i niech sznur x ma posta¢ nastepu-
Jaca

31 SHe-- 8j=-e- Sk-

Kazdy z symboli s musi wystepowa¢ w nastepniku jakiejs

produkcji wywodu W~, przy czym kilka, symboli moze wyste-

powa¢ w jednym i tym samym nastepniku. Kazda taka produk-

cja jest oczywiscie produkcja tworzaca i konczy jeden dan-
cuch gtéwny wywodu WA,
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Stad tancuchow gdownych moze by¢é najwyzej k. Pozostate #an-
cuchy (nazwijmy je niegtéwnymi) konhczg sie produkcjami o pu-
stym nastepniku. Usuniecie takich #tancuchéw z wywodu (whkas-

ciwie chodzi tutaj o ich pewne pod¥ancuchy, sposoéb usuwania

bedzie podany nizej) nie zmienia oczywiscie sznura koricowe-

go.

Przedstawmy wywéd W, w postaci drzewa produkcji.

Bedziemy przeksztatca¢ to drzewo w taki sposob, aby otrzy-
ma¢ drzewo produkcji odpowiadajace wywodowi rownolegtemu W2
o whasnosciach wymienionych w tezie lematu.

Ponumerujmy wszystkie +4ancuchy g#éwne wywodu W™ i podzielmy
je na odcinki. Rozpatrywa¢ bedziemy po kolei wszystkie od-
cinki kolejnych +ancuchéw gtéwnych.

Gdy w ramach odcinka wywodu gtéwnego wystepuje kilka produk-
cji jednoimiennych, to skracamy ten odcinek w sposdb naste-
Pujacy.

2 drzewa produkcji usuwamy poddrzewo pierwszej produkcji jed-
noimiennej i zastepujemy je poddrzewem ostatniej produkcji
6ednoimiennej. Przez takie przeksztakcenie usuwamy z danego
°dcinka wszystkie produkcje zawarte miedzy pierwsza produk-
cja jednoimienng (wraz z tg produkcjg) i ostatnig produkcja
jJednoimienng. Usuniete produkcje nie sa rozgatezieniami is-
totnymi, a wiec zaden 4anicuch gddéwny nie zostaje usuniety.

Asuniety fragment odcinka, o ile zawiera rozgatezienia nie-
istotne, moze dawa¢ poczatek pod¥ancuchom zakonczonym pro-
dukcjami o pustym nastepniku. Wszystkie te podtancuchy sg
takze usuwane. Po skroéceniu w ten sposéb wszystkich odcinkéw
+ancuchéw gtoéwnych skracamy podobnie wszystkie, nie nalezace
-0 tancuchow gtéwnych, czesci +ancuchow nieghd.wr\ych.

Czesci te sg podtancuchami sktadajgcymi sie z produkcji, z

r ktérych tylko ostatnia jest rozgatezieniem istotnym. Wynika
atad, ze kazdy taki podtaricuch sktada sie tylko z jednego
°dcinka.
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Po skréceniu wszystkich 4#ancuchéw wywodu otrzymujemy
wywod V2 » w ktorym wszystkie odcinki 4ancuchéw nie zawie-
rajg produkcji jednoimiennych, a wiec maja dtugos¢ nie wiek-
sza niz g

Kazdy +ancuch gtowny tego wywodu zawiera¢ moze oczywiscie
najwyzej kK rozgatezien istotr*ych, a wiec najwyzej K od-
cinkéw. Stad kazdy +ancuch gtéwny ma dtugosS¢ nie wiekszg niz
k*g.

Kazdy +ancuch niegtéwny podzieli¢ mozna na dwie czesci: nale-
zaca 1 nie nalezactj do jakiego$ #ancucha gtdéwnego. Pierwsza
ma ddugos¢ najwyzej k*g, druga - sktadajgca sie z jednego
odcinka - najwyzej g.

Stad kazdy +ancuch wywodu W2 ma ddugos¢ nie wieksza niz
(k + 1) =g. c.b.d.o.

Dla wywodu twierdzenia wystarczy tylko zauwazy¢, ze po-
jJecie +4ancucha produkcji jest analogiczne do pojecia #4ancu-
cha procedur, wywéd rownolegty jest odpowiednikiem drogi w
drzewie przejs¢ programu-generatora, zas dtugos¢ +ancucha
jest analogonem gtebokosci wywotania procedury. Z uwagi tej
oraz z lematu wynika, ze o ile sznur x o dkugosci Kk jest
poprawnym zdaniem jezyka, to w drzewie przejs¢ programu-gene’
ratora istnieje droga akceptujgca to zdanie, na ktorej gte-
bokos¢ wywotania procedury nie przekracza liczby (k + 1) g.
Stad wszystkie drogi nie spedniajgce tego warunku moga byc¢
wyeliminowane (chociaz, w przypadku gdy gramatyka jezyka®
jest niejednoznaczna, roéwniez one prowadzi¢ mogg do akcep-
tacji) .
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4. UWAGI KORCOWE

Zaprogramowanie przedstawionego algorytmu jest praca
stosunkowo +atwg. GHoOwne ograniczenie stanowi duzy stos,
potrzebny przy analizowaniu skomplikowanych jezykow.
Autorzy zamierzaja w najblizszym czasie zaprogramowac¢ al-
gorytm w jezyku wewnetrznym maszyny K-202 i przedstawic
otrzymane wyniki w kolejnym artykule.

Algorytm moze by¢ wykorzystany przy projektowaniu fazy
translatora zwanej analizg syntaktyczng. Jest on szczego6l-
nie przydatny w trakcie projektowania jezyka, gdy nastepuja
czeste zmiany w jego opisie.

Algorytm jest bardziej efektywny w przypadku opisywania je-
zyka za pomocg rekursji prawostronnych. Np. w opisie ALGOL-u
podaaym w [3] korzystne bytoby, tam, gdzie jest to mozliwe,
zastgpienie rekursji lewostronnych prawostronnymi .
Eliminowanie drdog w drzewie przejs¢ programu-generatora na-
stepowatoby wtedy znacznie szybciej, przy jednoczesnym zmniej-
szeniu wielkoSci stosu STACK.
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METO/[, MCMNO/Ib30BAHMA MPOIPAMMbI-ITEHEPATOPA TMPOW3BOJIBHOIO A3bIKA
3AMNCAHHOIO HA ®OPME EAKKYCA KAK AKLEMNTOPA 3TOI0 A3bIKA

Pe3iome

B pa6oTe npeacTaB/eHb NPUHLUAUMNL KOHCTPYKUUU N AelicTBuA
nporpamMmmMbi-reHeparopa nNpoM3BO/IbLHOIO GECKOHTEKCTHOro  fA3blKa
3anMcaHHOro Ha gopme bakkyca. Takoil reHepaTop AenaeT BO3-
MOXHOl reHepauulw MpPon3BOMLHONO MNPEeANIOXEHUs NpUHaAIexalWero
K TakoMy A3blKy. 3aTem onucaH anroputMm, KOTOpbIi — NoAb3ys
nporpaMmy-reHepaTtop - [OMyCKaeT pewnTb, MNpUHagIexuT nun
NPON3BOJIbHLIA, apbuTpapHO U36paHHLIA pPsa CUMBOMIOB K AaHHOMY
A3blKY, WM HeT. [pouecc TaKoro pelweHusi Ha3biBaeTCsl MPOLECCOM
akuenTauun. [locnegHuM pel3ynbTaToM aropuTMa sBASETCA rpaM-
MaTM4ecKoe pas/fioxeame WCCefOoBaemMoro psga CUMBO/IOB WM CU-
rHasi 06 ero HenpuHag/eXHOCTU K SA3bIKY.

lNpUMEHEHHbIA MeToA B MNpouecce akuenTauuum 3akiwyaeTcsd B
OTBETCTBEHHOM, YNpaB/IEHHOM CMMBOMlaMM MCC/ledoBaeMoro psga,
OBWKEHN MO TaK Ha3blBAEMOM AepeBe MNepexofoB MNporpaMmbi-reHe-—
paTtopa. [oKa3aHMeEM OrpaHWYEHHOCTU anropuTma sIBASETCA Chopmy-—
NMpoBaHHaa M goKa3aHHas Teopema O Hanbosnbinein raybuHe Bbi3BaA-
HMSA npoueaypsl.
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APPLICATION METHOD OF PROGRAM-GENERATOR OF ANY LANGUAGE WRITTEN IN
BACKUS NOTATION AS AN ACCEPTOR OF THIS LANGUAGE

Summary -

At the beginning of the paper the mechanism of a program-generator

any context-free language written in BNF is presented. Such generator
enables generating any sentence that belongs to such a language. Next,
the algorithms, that uses mentioned above program-generator, makes pos-
sible to decide whether any arbitrary chosen sequence of symbols belongs
to a given language or not is described. The process of such deciding
is called acceptation process. The final product of the algorithm is
Parsing of examinated eequence of symbols, or the signal that it does
»ot belong to the language. The method used in acceptation process con-
sists in corresponding, controlled by symbols of examined sequence,
moving about so-called transition tree of program-generator. The authors
formulated and proved the theorem about maximal depth of procedure call
that is a Justification of algorithm termination.
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