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PROVING PROPERTIES OF PROCESSES

Antoni  MAZURKIEWICZ
Computation Centre of PAS, P.0.B. 22, VWCIH
00-901 Warszawa, Poland

Received 31th Oct., 1973

In the paper some problems concerning comput-
ing processes, as input - output dependence,
resulting relation properties, cycling, ter-
mination, etc., are considered. Some algebraic
methods of proving such properties are given.

1. INTRODUCTION

In this paper we shall deal with processes* Generally speak-
ing, a prooess (deterministio or not) is defined by (@ a set S,
of states, representing instantaneous properties of objects in-
volved in the prooess, and () a binary relation T, TSS*S,
the transition relation, or the next-state relation, describ-
ing elementary aotions of the process, i.e. the way of chang-
ing states into the next ones. The total action;of a prooess is
a result of the repeated execution of elementary actionsi it"
can be then desoribed by the iteration T* of the transition re-
lation T. By proving properties of processes we shall mean
here proving some properties of total aotions of processes by
means of properties of their elementary actions; that is, we
want to express properties of T* ('global™ properties) by pro-
perties of T ("looal”™ properties).

We are mostly interested in computing prooesses, where states
are state-vectors of programs and the transition relation is de-

fined by program statements; other examples of prooesses are»

[N ]
Thin paper was prepared for and presented at the Second Symposium on

MFCS, Strbske Pleso, September 1973.



6 Antoni MAZURKIEWICZ

phrase structure grammars defining derivations some strings
from other, or Turing maoliines, where states are instantanoous
descriptions and the transition relation describee single moves
of the maohine.

The first (known to the author) formal notion of a process,
due to Pawlak, was used in a modified version for proving algo-
rithms (Mazurkiewicz 1970), and next was generalized to the no-
tion of iterative systems (Blikle 1972, Blikle and Mazurkle-
wioz 1973)= This generalization is a basic for further develop-
ment of the prooess theory, e.g. theory of abstract algorithms
(Mazurkiewicz 1972a, 1972b, Blikle and Mazurkiewicz 1973) or
the theory of interacting prooeaoes (Winkowski 1972).

The main purpose of this paper isj

< to investigate possibly most general models of computing pro-
cesses, in order to get a common basis for dealing with more
specified models;

e to find possibly most general methods for proving properties
of computing processes (a@s correctness, termination, eto.) ;

e to olarify mutual relationships between different existing
methods of proving such properties.

Pawlak"s processes are probably the simplest and the most
general models of computer programs; investigating eu™h pro-
cesses we may expect to obtain the deepest and the most funda-
mental results concerning oomputing processes. For that reason
we shall use Pawlak"s processes as our basio notion.

2. NOTATION

Lot X, Y bo sets. Eveiy subset Q of XxY 1is oalled a binary
relation (or simply relation) in X*Y. By xQy we mean (X, y) €Q.
If ASX, then 1] denotes the diagonal of A (or the Ildentity
in 1), i.e. such a relation in XxX that

X 1lpy <=>x €A and x = y.
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Let x, Y, Z be sets, QSX* Y, RSY xZ. By QR we denote the
composition of Q and R, i.e. a binary relation in X*Z suoh
that

X QR z <> (3y) xQyRz.

ITf QSXxY, then Q- 1is a relation inY x X suoh that
XQ~1y <—>yQx. Let SSx*X. For each integer n*0 we define
reouraivoly the n-th power of S, putting S® = 1™, * SnS.
The iteration and positive iteration of S are defined respect-
ively as

s* =u{sn tn> 0}, S+ e SSK.

Let ACX, BCIl, Q~X XY . By AQ we denote the image of A
under Q, by QB the ooimage of B under Q, i.e.

AQ e {yl (3x€A) xQy}, "®B* {xi (3y €B) xQy}.

It follows from this definition that QY is the domain of Q
and XQ is the range of Q. The letters i, j, k, m, n (with in-
dioes, if neoessary) will denote integers. The set of all in-
tegers will be denoted by J.

3. PAWLAK®"S PROCESSES

By a Pawlak®"s prooess (or simply, prooess) we shall mean
an ordered quadruple

P=(, B, F, T,

where S is a set (of states of P), B is a subset of S (the
set of initial states of P), P is a subset of S (the set of
final states of P), and TSSxS is a binary relation (the
transition relation of P). This definition differs slightly
from the original one introduced by Pawlak; however, the above
version will be more suitable for our purposes. By a computa-
tion in P we shall mean a sequenoe of states

(Sq t t eee» 8n, ),
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finite or infinite, suoh that Sj~Te”~ for all i~1. Infinite
computations are said to be divergent. It follows from this
definition that sT*t iff there exists a finite computation

in P, beginning with s and ending with t. We say that a com-
putation (&, ¥,--=, en), n*0, starts from s, if Sg = s; and
that i1t halts, if 65 €F. The relation

ReSp o T*a (bx F)

is called the resulting relation of P (we shall omit the sub-
script P, if P is understood by a context)e Prom this defini-
tion it follows that Res = IgT™Ip. The resulting relation of P
describes the effeot of the whole aotion of P and will be the
main subject of our subsequent considerations. If s Res t, then
wo say that P computes t from s, or that t is a result of P
for e. If there exists suoh t that s Res t, then we say that P
halts (or terminates) for s. We say that P diverges for s,
if there is a divergent computation in P whioh starts from s.
By Loopp (or Loop, if P is understood) we denote the set of all
initial states for whioh P diverges.

A process defined as above is in general a nondeterministic
device; if we assume T“~"TSIg and TSES - F (i.e.T is a partial
function undefined on F), then we get a deterministic process.
It can be proved (Pawlak, 1971) that the resulting relation of
a deterministic process is a partial function. If we assume
S - FSTS (i.e. the domain of T contains all nonfinal states),
then the process is said to be total. One can observe thau in
general a process oan halt and diverge for the same state; it
is not possible for deterministic processes. It oan be also ob-
served that a process can neither halt nor diverge for the same
state; it is not possible for total processes.

Example 1. Consider a program
a: x =1; y t0; bs ify = z then stop; o y := y+l; x :a x%y;
goto b;

with integer variables x, y, z. This program can be represented
by a process P = (S, B, F, T), with
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S=(, b, o, ddxJ5,B = {a} *JI3, F = {d}*J3, T = TATATjUTA,

where

T1 = {(@ x, Y, 2.,(, 1, 0, 2 tx, y, zfej},

T2 = {(b, X, ¥, D, @, X, ¥, D) 1y =2 X, Y€},
T3= {®, x. ¥y, 2. @ x vy, Dtydz x vy, zej},
™ = |(© X, ¥y, 2), (b, x<f(y+D»y+l, 2)) t X, y, z€j}.

We oan observe that the defined prooess is deterministic and
total. The states of this prooess are quadruples (e, X, Yy, 2,
where e 1is a label, X, y, z are actual values of program
variables. The transition relation of P is the union of the re-
lations T, T2, Tj, T, which oorrespond to instructions of the
program. Observe that the if-statement is represented by two
relations with disjoint domains. This example will be used later
°n.//

In the sequel we shall deal with methods of proving some as-
sertions about processes. Let P = (S, B, F, T) be a prooess,
AC;B, ZEP, QEBx P, and L<fB. The following assertions will
be the subjeot of our investigationst

@ A ResSZz (results of P for statee with property A
have property 2),

@ Res Z5A (if a state with property Z is a result of
P for s, then 8 has property A),

3 RoscQ (if P oomputes t from s, then sQt holds),
@ LCIl,o00p (P diverges for eaoh state with property L),
(®) AcsRes Z (from eaoh state with property A P oomputes
a state with property 2),
® ZGA Ras (eaoh state with property Z is a result
of P for a state with property A),
() QfeRos (if sQt holds, then P computes t from s),
() LoopEL (if P diverges for s, then s has property L).
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Assertion (1) is a classical problem in programming theory;
if we want to prove properties of program results assuming some
properties of input data, then we have to prove an assertion
like (1). Assertion (?) says that Q is an upper approximation
of the resulting relation; in other words, Q express properties
of resulting relation. Assertions (1) - (4 say nothing about
termination of P; each of them has form of an implication "if
P halts, then...". The next four assertions are iIn a sense
dual to the previous fourt they have form of implications "if

then P halts and..."; assertion (6) says that if s has

property A, then P halts for s and gives a result with proper-
ty Z. Assertion (7) gives a lower approximation of resulting
relation; combined with (3) oan be used for determining the re-
sulting relation. Methods for proving assertions (1) - (4) base
on the so oalled invariant properties of processes, described in
sootions 4 and 5 of the paper? methods for proving (6) - (B) use
the so called inductive properties, desoribed in section 6.

4. INVARIANT PROPERTIES

Let P= (S, B, F, T) be a process, fixed for the rest of
this section, and let G be a subset of S, or a relation in
S* S. We say that G is right (eft) invariant for P, or simply,
right (left) invariant, if

GTEG  (TGEG).

To make this definition clear, suppose P represents a program
and G is a set of its state-vectors. G is right invariant, if
no instruction of the program, applied to state-vectors in G,
leads outside of G,i.e. if eaoh instruction of P preserves the
property G. The trivial examples of right, and in the same
time, left invariant sets (relations) are the empty set (empty
relation) @, and the whole set S (the full relation S*S).

Invariant sets play an important part in proving assertions
@O and (@); in fact, the method of assigning meaning to pro-
grams (Floyd, 19&7) is based on properties of right invariant
sets. Left invariant relations play a similar part in proving
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algorithms by tall functions (Mazurkiewicz, 1970). Both methods

result from the following theorem.

Theorem 1. GTSG «=> GT*E£G{ TG?=G <=> T*G=G.
Proof. Assume GTC”Gj by induction we get GTns:G for every n>0,
henoe GT*EG. Assume GT*c;G; honoe, in particular, GT~G. The

second part of the proof is similar.//

Thus, roughly speaking, we can say that if a property is
right (left) invariant for P, then it is preserved by any com-
putation (“backward" computation) in P.

Corollary 1. Let A, Z, DSS, If the following conditions are

satisfied?

(i) DTs D, (ii) ASfInB, (iii) DnFsZ,
than A ResSZ.
Proof. Suppose @), (ii), (iii) are satisfied. By (i) and Theo-
rem 1 DT*sD} since ResST*, D Res”~D, henoe D ResS(Dr”~P). By
(ii) and (i) it turns out A Res™Z.//

This corollary gives a method for proving assertion () .
Similarly we can prove the following corollary, giving a meth-
od for proving assertion (2):

Cox-ollary 2. Let A, Z, DSS. If the following oonditions are
satisfied s

(i) TDSD, (ii) ZSD~P, (iii) D~AB"A,
then Res ZEA.//

Example 2. Consider the process in Example 1. Let n”.0 be
fixed and let D = D™u Dj uDj uD” be a subset of S such that

pl = {@ x,y, msx, y 6jl, D2a {®, y!',y, n):<n},
= {(, y',y, n): y<n}y, D4d= {d, nt,n, m}.

We shall prove that D is right invariant for P. Indeed,
DT = (@lwD2wD 3v*D4) (TATGWTJWT~A) =D~ Aw DAATADj A
(all remaining terms vanish); as it can bo directly checked,
DATASDg, D2T2 =~ = ,DjT~ =D2, hence DT =DZwW™-"  D.
Since Dr>B a D%j, D/~F = D~, by Corollary 1 we conclude that

D/|RessD”™, i.e. {(, x, y, n)1l x, y €j} Res™{(d, n!, n, n},
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provided n™0. Thus, if the program in Example 1, starting
with arbitrary values of x, y and with n>0 as a value of z,
ultimately halts, then the resulting values of x, y, z will be
respectively n!', n, n. //

Corollary 3» Let RGS*S. If IgL/RTER (IpOTRSR), then
ResssRljj (ResEIgR).
Proof. Assume 10~ ETCR; since RT”R, R is right invariant and
RT*s=R; Ijj*R, henoe IBT*c=Rt what gives Res = IBT*IF=RIp.
The neoond part of the proof is similar.//

This corollary oan be used for proving assertion ()= If we
apply right invariant relation, the method is oalled the head
relation methodj if the left invariant relation is applied,
then we have the tail relation method whioh is a generalization
of the tail funotion method.

Example 3* Consider the process in Example 1. Let f:
be a total function, defined as follows:

D) ) ... (y-Dy, for x<y,
|

for x>y.

ifx, y) =
- " A
We have then (0, y) =y, f(x, X = 1, O+DFf(x+L, y) =
= f(x, ¥), 1 for x<y. Let R a RMORgV~ARJ"™R”™ be a relation in
S*S, where
Jja. {(& %, ¥y, D, d, z!, 2z, ) :x, y€J, z
Rg = {(@©. x, ¥, 2), d, xf(y, 2) Z, 2) 1 x. Yy€J, z>Y},
R?a {@., x, ¥, 2), (d, xFyi 2), z, 2) *x, y€J, z>y},

R4 = {(@ %, ¥, 2),(d, X, ¥, D) X, Yy, z€J) .

We shall prove that R is a left invariant relation for P.
Indeed* TR = (TAuTjul™MuUT?)  (RMRG™-"RMRY  »

a T”™o "RMNTJRJOTMRgICall remaining toms are empty). Since it
can be easily ohecked that T"Rg a R™, TgR™® Rg»

TAR™ a Rj, we obtain TRSHjJURgURj«= R, i.e. R is left inva-
riant. Since Ip = R, IBR = * by Corollary 3 we infer
that ResSR”, that is,

Rest [(@ X, ¥y, 2), (d; zk, z, 2) rx, yEJ, z>,0).//
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At the end of this seotlon we formulate some theoretioal
properties of invariant sets and relations.

Theorem 2. Let AES. The family of all right (left) invariant
sets containing A and ordered by the set-theoretical inclusion
is a complete lattice with the least element ATH (T*A) , and the
greatest element S. Similarly, let QSS*S; the family of all
right (left) invariant relations containing Q and ordered by
the set-theoretical inolusion is a complete lattice with the
least element QTM (T*°) , and the greatest element SxS.

Proof. It is easy to prove that the union and intersection
of any number of right (left) invariant sets containing a set
ASS is a right (left) invariant set containing A. AT* (T*A)
is clearly right (left) invariant; suppose D is right (left)
invariant and AGD; then AT*sDT* (T*AeT*D), and since D is
right (left) invariant, ATKED (T**ASD). Thus, AT* (T*A) is
the least element of the lattice. S is clearly the greatest
element of this lattice. The second part of the proof is simi-
lar.//

5. DIVERGENT COMPUTATIONS

In this section we give some methods for proving assertion(®
concerning divergent computations. Let P = (S, B, F, T) be a
prooess, Tixed for the rost of this seotion, and let Lp denote
tho set of all states s&S for whioh P diverges. Clearly,
Loop = Lp/-\B. The set Lp will be called the divergence set for
P. The following theorem characterizes Lp in terms of the
transition relation of P.

Theorem 3>. Lp is the greatest subset of S satisfying the in-
clusion Lp£ T Lp.-
Proof. If s€Lp, then there exists an infinite computa-
tion s, sN,... in P. OF course, s”6Lp and sTs®,
honce s €TLp. That is, LpSTLp. Suppose now that U is a sub-
set of S such that UATU. We shall prove that USLp, Let
8q € U; suppose that for some 1>0 s”~U. Since UNTU, there
is sl+l eu such that 6jTsi+/); thus, there is infinite sequence
@0, sN, ..., sif..)) such that for all i 7.0. It means
that Sq £Lp , hence U=Lp.//
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Corollary ™. For eaoh L~S, LA~ATL => Lr>B£=Loop.
Proof. By Theorem 3 LATL *=>L?SLpi hence L~TL implies
LrA"B~"Lpo B = Loop.//

This corollary can be applied for proving assertion (4), as
it is shown in the following example.

Example 4. Consider the prooess in Example 1. Let L be a
subset of S, L = L~wL2wLj, where,

L1 = {(@, x, ¥y, T)tx, y,€J3, z< 0},
L2 s {(b, x, ¥y, 2)* x, ytJ, z<y},

tj» {(O, X, y, J)IX, J.u, s<y].

We shall prove that LSTL. Indeed, L~ST~Lg, LgG TALM,
L3~"T4L2, henoe L m L~"L~A1 J ST Nu TJLATALAN TL. It means
that L/*-"B = L™= Loop, i.e.

{(@, x, y, z)t x, y€3, z <0} s Loop.-

That is, if the considered program stars with arbitrary values

of x, y and with a negative value of z, then it diverges.//

Now we give a general theorem which oan be useful for pro-
ving some faots oonnoctod with divergent computations.

Theorem 4. Let TC S *S, and let X, X2, Xj, X be the
greatest sets, satisfying respectively the conditions» X"N&TXA™,
X2 a TX2, Xy=T+X?, X4 = T+X4 . Then X1 = X2 » X? » X~.

Proof. Since X1STX1, TXME TTX”, henoe TX~X.,, because X" is
the greatest set satisfying XSTX. That is, X = TX"*, henoe
XN X2 . Clearly, X27n,X1t thus X1 = X2 . Putting T+ instead T wo
obtain in the same way X~ = X~. Now, sinoe X2 = TXg, we get by
induction Xj, = T*”, hence XgEX”j sinoe XN = T+XN = T+T+X" a
= TT+X? = TXj, we obtain Xj~Xg. That is, X2 = Xj, and finally
X1V x2 = X5 = xv //

The following oorollaries to Theorem 4 can bo applied in

many practical situations.



PROVING PROPERTIES OF PROCESSES 15

Corollary 5 For eaoh LES®, L"T+L=>t3 Lp.//

Corollary 6. TKLps lip.
Proof. By Theorem 4, Lp = TLp, henoe Lp le left invariant; by
Theorem 1 T*LpSLp.//

We use these oorollaries in the following way. Let P repre-

sents a program, let ™, Tg,..., Tn,n>1, TjG T, 1<i”™n, re-
present some instructions of this program. If U is a set of
state-veotors such that u*TATA+/~... TnU, 17°k<n, and a state-
vootor e belongs to the set “"Tg... T~U, then this program

diverges for. s.

The divergence set Lp is oharaoterized implioitly as the
greatest"set satisfying the inolusion Lp~TLp. If the prooeae
P is deterministic, then we oan obtain an explicit formula
for Lp, given by the following theorem.

Theorem 5» I P is deterministic, then Lp a 0 {~S* n>o0}.
Proof. Denote O n>0} by M. Assume s€Lp; henoe for
each n>0 there is 8n such that sTI , i.e. sCM. Assume
s £M; it moans that for each n»0 there is sn suoh that
eTnsn. Let

(Sa, Syj,..., sn, eee) ()

be a sequenoe with the property sTnsn for each n>0. We shal
show that (*) is a computation in P. Indeed, sinoe sTn+7en+”,
sTnTsn+1, henoe there is t£S suoh that BT*Y and tTen+”~. But 1
is deterministio, henoe, by definition, T and consequently Tl
is a partial function; that is, t * Bn what gives snTan+1.
That is, (n) is a computation in P, henoe s = sO £Lp. There-
fore Lp = M.//

6. INDUCTIVE RELATIONS

In this seotion we give some methods for proving assertions
(5)-(8)« All these methods have as a basis the notion of in-
ductive relations, defined as below. Let P = (S, B, P, T) be
a process, Fixed for the sequel. Let U, V be subsets of S,
or relations in S*S, We shall write
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URdV U Ld V),

if there exists an ordinal number ot and a transfinite seguenoe
(GO . ) of subsets of S, or relations in S*.S, with
the following propertiesi

(

i) U=0G0, (i) V= G
Gii

i) for each f < <& GFf=u{GpT* :|»<f} G/Cu{T*Gp tE<fF} ,
reep.).

In particular, O Rd V (U Ld V), ifU = Gg, V = Gv, and for eaoh”ot

GF+l £ GFTI* @E+1S TntGj)  for some n-F/0,
GFEu{Cp>ft < } , iIf F is a limit ordinal.

This last condition is useful in many praotioal oases, as we
shall see in examples. It follows from the above definition that
Rd and Ld are binary relations in(23x2S)u(2S*Sx2S*S) , reflexive
and transitive. We shall call them, respectively, right and left
induotlve relations fox’P. It can be observed that these notions
are in a sense analoguous to the notion of computation relation
and its inverse* the following theorem express this analogy.

Theorem 6. Let U, V be subsets of S or relations in 8«S.
Then
URI V< >V&UT* and U Ld V<=>VST*U.

Proof. If VAUTK, then (U, V) is the sequenoe mentioned the
definition of Rd, hence U Rd V. Assume, conversely, that U Rd V;

hence, there exists a sequence (Gg, GN,..., GA)with Gg = U,
Gw = V, suoh that GOkCu{GQT* i for eaoh f Clearly,
Ggs UT*t suppose G” B UT* for eaoh &< ft then GFCU(GOT*rib< f}
EVj{uTK At< UTK . Therefore, by transfinite induction,
GFISUT3, i.e. VE UT*. The seoond part of the proof is simi-
lar.//

Corollary 7» Let AS B, Z"F* if A Rd Z, then ZSA Resi if
Z Ld A, then A&Res Z.
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Proof. Sinoe A R Z, Z"AT"j since AEMB, ZMNAINTS and einoe

Ze=F, Z~ AlgT™Ip = A Res. The second part of the proof is
similar.//

This oorollary can be used for proving assertions (GJ and

6 -

Corollary 8. If ASS and F Ld A, then P halts for eaoh a
in A. Proof follows directly from Corollary 7.//

Example 5» Consider the prooess in Example 1. Define the
sequence:

Dg = {@, X, ¥, 2)s X, ¥, z €)),

Dm+l “ {(b* Xy’ 2D*X’Y 6 IJ* Z~ y+ml* O<m <Q0

Doa= {(b, X, y, 2)i X, y €3, z»y},
D+l a ((a» X’ y” 2 *X»y €I» z>0)*
Sinoe D~ET”, Dm+i~ TjT4Dm for O<m, Deo Dms m™MY},

a T"Dw, we have DOLdDo+1 and by Corollary 8 the process termi-
nates for eaoh state (a,x,y,z) with x, y£J, and z>0, because

DO = IF*~

Corollary 9. Let Q~S~S. If Ig Rd Q, then Qlp~=Res; if
Ip Ld Q, then IgQG Res.
Proof is similar to the previoue one.//

This oorollary oan be applied for proving assertion (7)=

Example 6.7 Consider the prooess in Example 1. Define the
sequence»

Q = {@ x,y, 2, @ X, Y, I X, Yy, Z£]},

Qm+l = {(®, 1, 0, m), (@, m! m, M)] , 0"m<cO

= {(@®, 1, 0, 2, d, zl, z, 2 « z>0),
\J&l = {«»e *= ¥» z>e t0, 2!, 2z, D)) »X, Y € J, z"o}.
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Sinoe Q-|JET 270* AVAm “or Qaja™ ™t m>1j ,
we have Qg Ld O™-j+ Corollary 9 we obtain
£-Res, i.e.

{(@ X, y,2),d, zl, z, ) t x, y CJ, z>0} = Res;

sinoe in Example 3 we proved the inverse inclusion for the con-
sidered process, we obtain Ffinally

Res a {(@@, x, v, 2), d, zl, z, 2) »x, y€J, z"o}.//

In order to prove assertion (8), i,e. that Loop S t, observe
that this inclusion is equivalent to the following onet

S -L)YsT* -19,
and thus it oan be proved with the aid of Theorem 6.

The length of sequenoes defining inductive relations for
a prooess depends upon the process complexity{ in all previous
examples we have dealt with a simple "one-loop" prooess* How
we give a more sophisticated example.

Example 7* Let f: Jx gi J*J*J*Jbe total funo-
tlons. In this example we shall oonsider termination proper-
ties of the following program sohemei

p* z:= 0]
as y:= 0j
bs JF F(X, y) 8 0 then goto ¢cj y t= y+1; goto bj
01 z ==9("x, y, 21
If Xx = 0 then stop; x »= x-1{ goto at

with integer variab®les x, y, z. We assume the computation of
f, g causes no slde-effeots. This program oan be represented
by the prooess Pa (3, B, FtT) with

S=4{p, a, b, o, d} *J5,B a {pj *J3,P a {d) * I3,
T=™uTgUTjUT~OTjUTg, where

TL= {(®s %X Y, 2, @ X, ¥, Q) ix,y, z€]j},
T2 a {((& %X, ¥, 2, (b, X, 0, D Ix,y, zej},
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T = x,y, D, @ %Xy, 9(x, Y. 2) ix, vy, z£J,
fx, y) =0,
\ ={((b, x, VY, 2, (b, x, y+t1, DD i x, y, z€Jd, f(x, y) / o},
={(o, X, ¥y,2, d, X, Y, D) :X%,Y, z£J, X = 0},
T6 = {(c, X, ¥, 2), @, x-1, vy, 2>»1 xty, z€J, X Y 0}.

Denote by A the following eubeet of Bi

{(P» xFy, 2 jJ %X, VY, z€J, x>,0,(Vk»04k«x) (¢ 3n:j,0)fk, n)=
= o}.

We prove that A = Res F, i.e. that starting from the beginning
the process P terminates if and only if x>0 and for eaoh non-
negativo integer K not greater than x there is at least one root
of the equation f(c, X) = 0. At first, we prove the* AfSRes F.
To this effeot define a sequenoe of eubsets ol St

DO = {(d, x, ¥y, i X, y, z€]),
Dn+l = {(b» °» ¥» z)* x»¥* z€J* f (°* ¥+n) = o}, 0< n<u),
“»Y» DL x»Y» zCI» C3iM0)Ff(m, y+l) a O,
(Vk«0 4k<m,) 3 n>0)F (k, n) = 0], (Km<<£
@).(m+)+n+l = {(b* mfl* ¥» 2)i xX* Y» zej»
(VKk:0<k« m) (3i»0) F(k, ) =0, F(nfl, y+n) >0},

O« n«o, O «m<oo
Do)yav= {(b* X>Y» *)* x*¥» z€J, x>0,

(ic: 04k <x) (3n>0) f(k, n) = 0, (GBi»0)) f(x, y+tD)=

= 0}.
pto-U>H = {Cp. x» Y. 2)% x, y, z €1, X»0,
(Vki0~k<x) (3n»0)Ff(k, n) = O}

Sinoo

D1 3 T3T5D0O*
D8 F ia tm Isolated ordinal,

Dy~u{Dp:P <Y} , f is a limit ordinal, ¥ ™ u*"u
TNNTpD-F, Fie a limit ordinal, f < -0l
TIT2Do0* &

we Infer that VQ 1A A, and since DQ = F, A— B, AERes F. Now, wo
prove that Ree F= A. Let U=S, U = un, where
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ul
uz2

{P1 x. y, 2 x, y, 2zCJ, x>0, (Vk:0«k<x)(3n>0)F (k,n)= 0},
{®, x, ¥y, 2. x. y, zej, x>0, (Vk:07k<x)(Bn»0)F (K, n)= 0,
(3 i1I>0)f (x,.y+1) = o},

{@, x, ¥y, 2: X, ¥, zej, x>0, (Vk:04k<x)( 3n»0)F(k, n)
U4 ={(0, X, ¥, 2): X, Y, zej, x»0, (Vk:04k<x)(3n>0)F(k, n)
Uus ={d, x, v, 2): X, y, zCj}.

o8
o},

U is left invariant; Indeed, TU = (MVv-/Tg~"TjJ~T~A T TQ)
(U1~ U2~ U?7U47%U5) = TIU3AT202~ TjUA TAU2w T?USw TEU?
EulrUjUU22MNU2N UMUNSUL. Since U-"B = Un, Unp = UM,
Ur s A, Uy a F, we have Res FC A. That is

A = Res F.

In such a way assertion (2) combined with assertion (6) can
be applied to solve termination problems for processes.//

7. FINAL REMARKS

The methods of proving assertions about processes, present-
ed here, are applicable not only for prooedure-free programs
(as it oould be suggested by examples) mbut also to programs
with recursive prooeduros. Such programs can be described by
processes with a speoial form of states: each state should con-
tain an instantaneous description of a stack mechanism. \Y;
example, the recursive procedure

proc f: if x = 0 theny := 1 else begin x = x-1; F;

X 1= x+l; s = sxx end;

can be represented by the process P = (S, B, F, T) with S =

= {f, a}**J2 =V*>* 32, B ={fjxj2, F = {e}*12, T=T~TgWOy
where

T1 {(fw, 0, y), (w, 0, D) :-yed, we€VK},
T2 {w, x, y), (faw, x-1, y)) :x, y6J, x / 0, wGV*},

Tj {(@w, x, y), W, xt1, y D)) :x, y €J, wGVM}
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Each word w over the alphabet V = {f, aj describes an ao-
tual state of prooedure-oalls stack. Clearly, all presented
methods can be applied for such processes.
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2 Antoni MAZURKIEWICZ
DOWODZENIE WEASNOSCI PROCESOW

Streszczenie

U pracy rozwaza sie pewna problemy dotyczace proceséw obliczenio-
wych, takie jak zaleznos¢ wynikéw od danych, wkasnosci relacji wyniko-
wych, petlenio sie, zatrzymywanie itp. Podaje sie pewne metody alge-
braiczne dowodzenia takich wkasnosci*

[IOKA3ATENLCTBA CBOVCTB MPOLIECCOB

Pe3ime

B pa60Te paccmaTpnBalTCA HEKOTOpbLIE I'Ip061'leMbI Kacalunecs
K BbYNC/IUTENBbHLIM MPOLECCaM, TaKWe KaK B3aUMOCBA3b Pe3y/bTa-
TOB U [aHHbIX, CBOIACTBA BbIXOAHbIX OTHOLIEHMIA, 3aluKnnBaHue,
npo6ne|v|a OCTaHoBa ¥ T.4. [puBOAUTCA HEKOTOpLIe anre6pa|/1t|ec—
Kne mMeTofbl [0Ka3aTe/IbCTBa TaKUX CBOWNCTB.

© Instytut Maszyn Matematycznych
Warszawa, ul. Krzywickiego 34
AM.
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A COMMENT ON EFFECTIVENESS OF A RANDOM
PROCEDURE FOR SEEKING MAXIMA.
Ryszard ZIELINSKI

Instytut Matematyczny
Polskiej Akademii Nauk
Warszawa, ul. Sniadeckich 8

Received 14.10.1972

The note deals with the following method of con-
struction of the sequence (xn) in the problem of
seeking maximum of a function ft X _=x + £
if f & +$)>F(x ) and x a X n+3therOioe,
£ being a random vector. Estimation from
above of the probability of [f(xg +£)>F &n)j
for convex functions is given.

Let ft X-— -R, XC Rm, be a given function. The problem
consists in calculating the point x £ X such that FfX) >f(x)
for any x eX. Consider the following stochastic method of suc-
cessive approximations. Choose xQe X as an arbitrary point. ITf
XQ, X, x2*..., Xn_-j given calculate x”~ aooording to the
following algorithm (see [I], [2], [3])» sample a point £ uni-
formly distributed on the sphere Sm(0,R) with radius R, cen-
tered at the origin. Put

"xn-1 + s if fxn-1 > fxn-1)
xn = *
XR_" , otherwise
The random event An a +£) will be re-

ferred to as a suooess. In what follows an approximation from
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above of probability of the suoooss if f 1is a convex func-
tion will bo given (it will be easy to see that the approxima-

tion may be extended for any measurable function) -

Let ¢ denote the Euolidean metric in Rm. Let Lx be the
family of semi-axes which begin at the point x and let
e(y,1) = min ¢ (y2) be the distance between the point y and
Le L,. Denote

X
Sm Gn_v Ry = {x t ¢ X, xn_1) a rJ
0O (xn_v R) = | X « X, xn-1) a R, f(X)> FOa™-)1

Then the probability of the eucoess is equal to
Vol Q (xn_v R)

Vol sm «n-1-° Rr>

We shall approximate the probability (1 ) from above as fol-

lows. Let

Sm,p,i  (*n-1* R) = {x**4*. = R* « Rsin/S}

and

a a min Sm,p,i”xn-1* R) ~ 1 W R), O§ P* b ,lel<™nh_1]
Let A4 be the le ILi at which the above minimum is

achieved. Then sm a x3f%n-33 “oirole”

on the sphere sm(xn-].* R) containing the setftfXj”~, R);

20c is the vertex angle of the spherical oone which cuts off
this oirole on the spheret A is the axis of the above oone
(see fTig. ].).
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Fig.- 1
The probability (l) may be approximated from above by

Vol 3m.oc.x (*n-V R) )
Vol Sm <xn-1»

Transfer the point into the origin and let be the
m-th coordinate-axis em. Denoting (2) by p(m,oc) we have

Vol Sm,, o (O, R)

ac) = - — C?
P(mac) Vol Sm (O, R) )

Let X\ x2,..., x® are the coordinates of the point x.

Using the diffeomorphism
n
X a Roos cp™oos ("2 ee= oo0scfm-2COSLPM-1

X2 Rsin cpcos tpg === COSCFm-2cosCPm-1
XN = Rsin™?2C0S(P5 008 m-2008 Ym-1
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we obtain
nr W/r yr yr
Vol Sm(@, R) = U"+11 d~» /  d<fir- / dfm-27/ .
0 -1r/2 -1r/72 -T/2 7 Tm.l
2X 2 /2 * 1 +ot
Vol S
M@t. v (0’e)- > L * 4 N «r%-i
where
C () * oosop2 00e24? ... 008m*“3pm_2o0em~2<pm_1

For p(m~x) we have then
- % +Cr
ooem~2tdt

p(mn,a)—-"

008m*'2tdt

IT the funotion ¥ is oonvex then a 6[o, ?[] and
or

f sinm"2t dt

p(n.a)= §7g------- ¢ @

2F 8inm-2t dt

The probability p(m,oi) may be oaloulated direotly from the

above formula (4) or by suitable tables with regard to
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v."Jao  Ix(a,b) is the incomplete beta function or

p(m,«) = 1 - Pm_1 (Jvm1 otgaj)

where 7~ (x) is the Student®s distribution function with «
degrees of freedom. The p (m,a) for some values of m and
a are given in the following tablet

0 T m
B 4 1

X 4

2 0 0.125 0.250 0.375 0.5

3 0 0.0J8 0.146 0.313 0.5

4 0 0.012 0,091 0.269 0.5

5 0 0.0043 0.058 0.227 0.5
10 0 <0.0001 0.0075 0.123 0.5
20 0 very small 0.0002 0.048 0.5
inferences

[n MUCENIEKS V_.A., RASTRIGIN L.N.t Prodvlzenie «k celi metodom slucaj-
nogo polska, lzv. AN Lata. SSS, Ser. fiz. i techn. Nauk, 1964,
2, 93-104.

[2] RASTRIGIN L.N.: Statistiienkio metody polska, lzd. "Nauka", Mosk-
wa 1968.

[*1 ZIELINSKI R.: On Convergence of a Randomized Optimization Proce-
dure, Algorytmy, VII, 12, 1970, 29-32
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UWAGI O EFEKTYWNOSCI PEWNEJ METODY LOSOWEGO SZUKANIA MAKSIMUM

Streszczenie

W pracy rozwaza sie nastepujacy sposob budowy ciagu kolejnych przybli-
zen do maksimum funkcji ft x .= +£ Jezeli f(xn ) > *(xn) °r*z
X = XN W przeciwnym przypaMu, przy czym £ Jest losowym"
wektorem. Podano oszacowanie 2z goéry prawdopodobienstwa zdarzenia
Jf&xn +4) > *(*,)] funkcji wypukdych.

OLKHKA 30OEKTBHOCTI OJHOTO METOMA CAYYAAHOrO MONCKA

Pe3iome

B cTaTbe paccMmaTpuBaeTCs Cnefywluid anroputm Cry4aiHoro
noucka makcumyma gyHkumm f(x)j xntl = xn+e korga
f(xn+?2)>F(*n) un xntl a xn B NPOTMBHOM Clyyae, €-Chy-
YailHblil BEKTOP. [laHa OueHKa CBepxy BEPOATHOCTM CNyyvalHoro
cobbitna {f(xn+e) > f(xn)}  [na BbINyK/bIX GYHKLMM.

© Instytut Maszyn Matematycznych
Warszawa, ul. Krzywickiego Y*
AM.
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GENEROWANIE n-WYMIAROWYCH SIMPLEKSOW
SKIEROWANYCH LOSOWO

Sylwestra DUTKIEWICZ
Przemystowy Instytut Telekomunikacji
Warszawa, ul. Poligonowa 30

Prace ztozono 7.09.1973

Opisano metode konstrukcji n-wymiarowych sym-
plekséw losowo skierowanych, znajdujacych za-
stosowanie w pewnych zagadnieniach Monte Carlo.
Podany algorytm oparty jest na podstawowych po-
jeciach geometrii 1 przedstawiony w sposéb pozwa-
lajacy na zastosowanie go przy obliczeniach na
elektronicznych maszynach cyfrowych. Praca za-
wiera rowniez program napisany w jezyku Gier
Algol 4 na podstawie podanej metody konstrukcji
oraz zilustrowana jest przykkadowymi wynikami
dla kilku wymiaréw przestrzeni.

1. wsTep

Rozwazamy zagadnienie generowania sympleksu losowo skierowa-

nego.

Przez sympleks w przestrzeni En rozumiemy ukdad (n+l1l) punk-
tow X j,---, chi takioh, ze dla pewnego punktu A (nazwanego
Srodkiem sympleksu)

I — AU = const i=1,..., n+l
oraz
*4(XjA, XMA) a const dla i1 4 j

Wszedzie dalej przyjmowa¢ bedziemy, ze punkt A jest poczat-

kiem uktadu wspétrzednych w En oraz, zo

Ix~r - Alla 1 i=1,_., ntl



Sylwestra DUTKIEWICZ

Niech bedzie wyroéznionym wierzchotkiem sympleksu. Przez
losowo 3kierowany sympleke rozumiemy taki sympleks,- w Ktorym

jest zmiennag losowg o rozktadzie jednostajnym na sferze jed-
nostkowej o Srodku w poczatku uk#adu wspoétrzednych.

Losowo skierowane sympleksy znajduja zastosowanie w pewnych
zagadnieniach Monte Carlo np. przy konstrukoji zrandomizowanyoh
sko6czenie-réznicowyoh oszaoowan gradientu (por. [I1J oraz w
zagadnieniach estymacji wspotczynnikéw Ffunkoji regresji (por.

[21- [3D.-

Losowo skierowany sympleke bedziemy generowali w nastepuja-
Cy sposobi

1. Ustalimy pewien sympleks jako wyjsciowy. Za ten sympleks
przyjmujemy taki, ktérego wierzchotki dane sg kolejnymi ko-

lumnami naetepujgoej maoierzy

un-1  un-1  un-leex —pn-1
un un \Y un -
gdzie
w = \l. n~ L1 . ab(n t.u
J 1 JQa* " Md 4 1)n
2. Wylosujemy punkt w = (W,,,--., wfi) wedtug rozktadu réwnomier-

nego na sferze jednostkowej.

J. Skonstruujemy uktad wspodrzednych, w ktérym wektory SN

i w beda lezaty w jednej ptaszczyznie.

4. a) Przedstawimy punkty sympleksu w skonstruowanym uktadzie
wspotrzednych.
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b) Obrécimy ptaszozyzne wektorow S~, w tak, ze punkt
przejdzie na w (( - 2)-wymiarowa podprzestrzen orto-
gonalna do S1 i w jest niezmiennikiem tego obrotu).

¢) Punkty nowo otrzymenego sympleksu przedstawimy w wyjscio-
wym ukdadzie wspotrzednych.

2. KONSTRUKCJA UKELADU WSPOLRZEDNYCH, W KTORYM WEKTORY S, i w
BEDi LEZALY W JEDNEJ PLASZCZYZNIE

Konstrukcje te mozna przeprowadzi¢ w nastepujacy sposob:
przyjmijmy jako wektor kierunkowy pierwszej osi szukanego ukda-
du wektor w 1 oznaozmy go przez oraz oznaozmy wektor SN
przez X2 (pamietajac, ze nie musi by¢ S,, iw).

W pierwszym kroku znajdujemy wektor Xj * (X™,..., X™n)
prostopadty do X" i Xg, oo jest rownowazne z rozwigzaniem
nastepujgoego uktadu roéwnan

X 811 + x32el2 + — + x3nsnl 5 0
X31W1 + x32w2 + + x3nwn 3 0

Obliczymy Xj», Xj2 * zaleznosci od X"y xy\teee» xjn
przyjmujgo np.: Bl Xy*s ...» x™M a 0. Jako rozwigzanie
naszego uk#adu otrzymamy wektor Xj a (x*, XjgfF '¥ )
prostopadty do X/J 1 Xg. Wektor ten przyjmiemy jako wektor
kierunkowy trzeciej osi konstruowanego ukdadu wspotrzednych.

Nastepnie w ten sam spos6b obliozamy pozostate n-3 wek-
tory, zadajgo aby kazdy kolejno obliczany wektor X~
i =4,..., n byt prostopadty do obliozonyoh poprzednio X
J—-1f ..., i - 1.

W kolejnych krokaoh wyraza¢ bedziemy niewiadome Xj ~,...
-..» x1Y-1 za pomocg n - i + 1 pozostatych, przyjmowanych

sawszo w postaci xN N >» 1, x° a4 ... 5 n a 0. Wektor X»
bedzie miat wieo posta¢ (™ N, ..., x° 1, 0,..., 0
1 Przyjmowa¢ go bedziemy za wektor kierunkowy i-tej osi wspot-
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rzednych konstruowanego ukdadu. Dostaniemy w ten sposob ukdad

n wektoréw ,---5 XA taki, ze
Xtt, -0 i» Y 4]...Ci
Xi a0 i9 3] 4]---1n

przy osym X~ Xg nie musi znikac.

Geometrycznie oznaoza to, ze wektory X~, X™ lezg w jednej
ptaszczyznie, do ktérej prostopadte ag wszystkie pozostate
wektory X», 1a Jd, 4,..., n.

Poniewaz X przyjelismy jako wektor kierunkowy pierwszej
osi wspOdrzednych, (aby otrzyma¢ ukdad, w ktorym X~, Xg le-
zg w jednej ptaszczyznie wystarczy znalez¢ wektor X* prosto-
padky do X~, X~, X™,..., Xn. Wektora tego szukamy podang wyzej
metodg i otrzymamy w postaoi X" a (Xg XN 2,000, XN> -
Przyjmujemy go jako wektor kierunkowy drugiej osi ukd#adu.

W ten sposéb skonstruowany zostat ukdad n wektorow para-
mi prostopaddtyoh taki, ze wektor Xg (czyli ) lezy w pltasz-
czyznie wektorow X1 (ozy.li w) i XA,

Normujac te wektory otrzymamy ukd#ad n wersordéw prostopa-
dbych Xwnl,..., X", ktdore przyjmujemy za wersory osi szukanego
ukdadu wspo6trzednyoh.

Kolejne woraory tego ukdadu zapisa¢ mozna w koleinach rier-
szaoh maoierzy ortonormalnej
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3. OBH/IT SYMPLEKSU, PRZY KTORYM PUNKT S1 PRZEJDZIE NA PUNKT w
WYBRANY LOSOWO

Jesli obliczymy iloczyn S" = XS, to kolejne kolumny macie-
rzy S* przedstawiac¢ bedg wierzchotki sympleksu w nowych wspod-
rzednych.

Zgodnie z konstrukojag bazy wektor Sy = (eii» sl12+% n
leze¢ bedzie w ptaszczyznie wersordow X, XIJ. Jesli wieo doko-
namy w tej ptaszozyznie obrotu wzgledem Srodka ukdadu wspétrzed-
nych, to n - 2 wymiarowa podprzestrzen ortogonalna do XJj, Xg
bedzie jego niezmiennikiem.

Obroémy wiec te ptaszcs”™zne o kat (w, Y taki, ze punkt
S" przejdzie na punkt w.

W tym celu obliczamy ooe Ww, & = wSl (Iw j a IS I»
=D oraz |sinw W, | a V1 - cos2 % (w, S1), znak si-
nusa ustalamy badajgo, w ktorej cwiartoe ptaszozyzny lezy wek-

tor 9Y.

Znajgo sin w, & i ooe (w, Y dokonujemy obrotu

81li = 81i 008 W? SIM + S21 8in > s
s2i = “81i 8in */w*SV + S21 008 w* St

i=1,..., ntl. (Pozostate wspétrzedne punktéow sympleksu po-

zostang bez zmian).
Macierz

gy, W, e - 8™

41 Aop  x x % gop

*

= |
“31 832 e * * 83n
L] LN )
0
<1 o **° Smin

przedstawia kolejne wierzchotki sympleksu powstatego po obro-
cie, zapisane w skonstruowanym uktadzie wspédrzednych.
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Pozostaje juz tylko wyrazi¢ S" w wyjsoiowym ukdadzie
wspodrzednych e™,..., en, tzn. po przejsciu

é A X% s

Kolumny tak obliczonej maoierzy g przedstawia¢ bedag wierz-
ohotki sympleksu wyjsciowego S po dokonaniu przeksztakcenia
izometrycznego przestrzeni En takiego, ze punkt sympleksu
przejdzie na wybrany losowo punkt w.

4. KROTKI OPIS PROGRAMU DLA EMC GIER

I. Program korzystajacy z podanego w rozdziataoh 2 13 algo-
rytmu, zapisany w jezyku Gier Algol 4, wymaga zadeklarowa-
nia nastepujacych wielkosoit

— tablica X typu real, wymiaru nxn, z ktérej korzystano
przy konstrukoji nowej bazy i ktora po wykonaniu obliczen
jest macierzg przejsoia do nowych wspétrzednych (a po
transpozyoji macierzg przejscia do wspodrzednyoh wyjsoio-
wyoh),

— tablioa S typu real, wymiaru n*(n+1), bedaca macierza

sympleksu S opisanego we wstepie, a po wykonaniu obliczen
zawierajaca przeksztatcony sympleks,

— zmienna prosta s typu real, ktdrej przypisuje”” Wartos¢
sin < (S1f w),

— zmienna prosta o typu real, ktdrej przypisujemy wartosc¢
oos «x (8™, w),

— zmienna prosta n typu integer, wskazujgoa wymiar przes-
trzeni.

Pozostate wystepujgce w programie oraz sohemaoie zmienne
i tablioe traktowane beda jako pomocnicze.
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I1. @) Przy losowaniu punktu program korzysta z procedury gene-

b)

0)

e)

rowania liczb peeudolosowyoh o rozktadzie normalnym z
wartosoig przeoietng réwng zero i odohyleniem standardo-
wym rownym 1 - patrz [4].

Przy rozwigzywaniu ukdadu rownan opisanego w rozdz. 2
stosowana jest prooedura U(A, n, R) rozwigzywania ukta-
du n réwnan z n niewiadomymi o wspoétczynnikach zapisanych
w maoierzy A, metodg eliminaoji Gaussa bez wyboru elemen-
tu gtdéwnego™*

Wynik podstawiony jest na wektor R.

Prooedura niezozy macierz A bedaca jej argumentem.

Taka metoda rozwigzywania ukdadu réwnan wymaga osobnego
rozpatrywania przypadku gdy w" = 0 oraz gdy

Siewi 1i- n*

Oba te przypadki uwzglednione sg w zakgozonym programie.
Dla uproszozenia obliczen jako ptaszozyzna obrotu przy-
jeta zostata ptaszozyzna wektordow Xg, w, CO nie ma oozy-
wisoie wptywu na wyniki obliozen.

Prooedura IL(A, B, C, n)) wykonuje mnozenie macierzy A
(nxn), 1 B (m*(h + D

C (nx (h+ 1) jest maoierzg zawierajaca iloozyn.
Prooedura nie niszczy maoierzy A i B.

Mozna zauwazy¢, ze po wywodaniu procedury IL (X, S, Y, n)
element Y [1, 1] przedstawia¢ bedzie wartosé

008 <(Sif w), a element Y [n, 1] okresli znak

sin 3 (yj, W), nastepnie stosowane sg standardowe wzo-
ry na obroét plaszczyzny.

Po kolejnym wywodaniu prooedury IL(XT,Y, S, n) w ta-
blicy S znajdujg sie wspotrzedne sympleksu S po dokona-
niu przeksztatcenia.

Danymi wejooiowymi dla programu sa:

a)
b)

liozba catkowita dodatnia bedgoa wymiarem przestrzeni

dowolna liozba nieparzysta wykorzyetywana przez proce-
dure generowania liozb peeudolosowyoh.
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W wyniku dziakania programu zostajg wyprowadzone na
drukarke wierszowg wspotrzedne wylosowanego wektora w
oraz wspotrzedne sympleksu S po dokonaniu obrotu.

W przypadku n 41 zostaje wydrukowany tekst 'biedne
dane™.

W rozdz. 5 podany jest uproszczony schemat ilustrujacy sto-
sowang metode.

5. OGOLNY SCHEMAT BLOKOWY
Oznaczenia S = (Sj,---, Sn+)

I czytaj n |

|czytaj liczbe nieparzysta |

biedne dane"

{ losowanie punktu w
Jj normalizacja punktu w ]

j druk punktu w~]

| obliczanie macierzy S i
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{normalizacja

£ X S. Y, mj

IC »m Y b, D]

(s >msqrt 1 - c 12 kegn (Y [ntH

®
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6. PROGRAM NAPISANY W JEZYKU GIEB ALGOL 4

1,algol<
begin
real s,el,c;
Integer n,l,J,k,m;
select(8)]
writechar(58)j
vritecr;
ns-read integer}”
uritetext(£<uymlar przestrzeni-"-)j
writeinteger (fadk, n))
if <l then
begin
wrltetext(£<bledne dnfe™Jj
goto EI
vritecr}
begin
array X[1:n,1:n],Y,3[1:n,1:n+1],w[1:n]i
procedure U(A,n,R);
value n;
array A,R}
integer n;
begin
integer H,h,1,J,N;
real s,t;
Nz»n+li
for h:»l step 1 until n do
beailn
H:-h+1j
s:»A[h,h]j
for J:«H step 1 until N do
begin ~ ~
t:«A[h,J]:"A[h,J)/s;
for i:«H step 1 until n do
LT, 3J;-nMMTH]-ATL, WIxtj
end

T
?;)£r h:*n step -1 until 1 do
beRIn -

s:*A[h,N];
for J:-h+1 step 1 until n do
so»s-A[h, IPpRIT}
RIh]i-s
end

end;

procedure IL(A,B,C,n)j

value nj

Integer n;

array A,B,C}

39
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begin

Integer i,J,k,N;

real sj

Wze«n+l;

for k:»1 step 1 until N do

for i:-1 step 1 until n do

begin
s»0;
for J:»l step 1 until n do
s:«A[1,J]XB13,K]+sj
CLi,K]:»s

end

end;

Integer random;
boolean gin;
real rrandom;
core code gin,random,rrandom;
plre

1,W

b5

grn re2

pa re3 til
Is(b2), pma a2
rain rei X
Is(b2), gr sa2
tl-U, acre2

bttlit-1

hvr-5

arn re2,arreU
gr re2

nkfh

is(b3), grf sa3
arn re2, hrsl

0
152587890625
~192

e
random:-read integer;
S:*0;
writecr;
wrltetext(-j ;<wylosowany punkt w“-);
writecr;
for_i:»1 step 1 until n do
begin - —
gier(gin);
X[1, 1] :»rrandom;
s:«s*X[1,11)2

S: »’sq rt(s);
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for i:»l step 1 until n do
beflin

vrite( j—-p.dddd,,—dd.J-,X1 1, Q)}

writeor;

for J;«l step 1 until 1 do

sTT. jb-3ur t( (nt4)/ (L/ikJT+1 )));

for Jj-i+l step 1 untl 1 n-U do

Shi,J]s-0{

S[i,i+1]Joqrt(( Xt ))/((i+1 H)xn))
end;
for i:-2 step 1 until n do
for J:«1 sten 1 until n do
xtT,J1:-ITTT2 then S[J,TT else If i-J then 1 else 0}

for i:-1 step 1 until n do
if aba(X[TNT) " "1a-3"7Te3(XI1,1]-X[2,1] tF-Q then
m:«i else if then
begin
T, 1] -*X[1,17;
Yt2,1]:-X(2,1];
XH,1]:-X[1,1]])
X2, 11:-X[2,i1)
X11,i]:-Y(1,1X{
X[2, i] :«Y[r!, 11j
mz“m+1 ;
Koto F
end else
beRIn
m :-1j
noto F
end; . If m=n then go to ES ],
for i:»2 step 1 until n-1 do
begin
for J:«1 step 1 until i do
for k:-1 step 1 until i+l do
if k-i+1 then Y[JTkIT— X[J,k] else Y[J,k]:-X[J.k1j
iwWi
for J:-1 step 1 until i do X[i+1,
end;
for J:-1 step 1 until n do X[2,J]:-X[n,J]1}
XTn»n] -1} e
for i:»l step 1 until n-1 do
for J;«1 step 1 until n do
if j-n then Y[i,jT~X[i,J] else Y[i,J]:-X[i.,31j
uTY,n-iTT]r
for J:-1 step 1 until n-1 do X[n,J]:»w[J]}
for i:«l step 1 until n do
begin
si:«0j
for J:-1 step 1 until n do
si 1-sUX[T73T|2;
si t»sqrt(sl );
for J:«1 step 1 until n do X[i,J]:«X[i,J]/slj
ends
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Ii" n»1 then
for 4:»T step 1 until n do
bentn
yTT,17:-X[1,1];
X[h,1 J:-X[1,m1j
X[1/wi]:«Y[i,1]
end;

1UX,S,Y,n);

c:«Y[1,1])

s:»sqrt( 1-c-42);

1f i[n,1j<0 then s:— s;

for 1:»1 step 1 until ntl do

ber, In
sh»Y[1,1])
Y[1,1]:-cXY[ 1,1 +SXY[n, 11§
Y[n, 1] :«-sxsl+cXY[n, 1j

end;

for i:*1 step 1 until n do

for J:«I1+1 step 1 u:itll n do

begin e .
si:>»X[1,J1)
X[h,J1:-X[3,13;

X[J,id:«sl
end;
I1TTx,Y,S,n);

ES . wrltecr;
urltetext( jr<Sympleks po dokonaniu obrotu™);
wrltecr;
for Is-1 step 1 until n do
begin

for J;»1 3tep 1 until n+l do
write( j:-pdddde-dd™, S[ 1, 37T
wrltecr
end
end;

ET:

end

run<

0

res,pr<

reprint, pr<

pr<
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FEHEPVIPOBAHVE N - MEPHbIX CUMMNEKCOB HAMPAB/EHHHIX CYYAMHO

Pestome

Pa6oTa COAEPKMT OMMCAHNE KOHCTPYKUMA N - MEPHbIX CUMMNEKCOB
HanpaBNeHHbIX CMyyaitHo, MUMElWNX NPUMEHEHWE B HEKOTOpbX npobne-
max MoHTe-Kapno, 1 npeacTaBnsieT MeTOA WX FeHepupoBaHus.

Yepes n - MepHbiid CUMNIEKC HanpaBfieHHbId Cly4yaliHo pasymeeT-
CA Takas cuctema Tovek XU ..., Xm+l , 4TO cnpaBed/mBbl crne-
[Lyllne paBeHCTBa:

Hxj1 - 1 1 -1
, X]) = KOHCT i *i
a BepunmHa X ABnfeTcs BE/INYMHON PaBHOMEPHO pacnpe-

NIeNEeHHON Ha efMHUYHON chepe.

Bonpoc KOHCTPYKLMM Takoro CUMMAEKCA PeleH cnepylouwum obpa-

30M:

1. HekoTophlii CUMNNIEKC YCTAHOBMSIETCS KaK HauanbHblit

2. Touka W BhIGUPAETCS CNyyaitHo COFNIACHO O PABHOMEPHOM pacrpe-
NENEHNEM Ha efuHNYHON Cchepe

3. HauanbHbiii CUMMNEKC MOBOpAYMBAETCS Mak, uTOGH BepunHa Xj
Halnach B TOUKE W

ANropuTM reHepauuum OCHOBAH Ha OCHOBHbIX MOHATMAX TeOMETpuM,
a ero (opma paspelwaer npumeHeHue IBM.

B pa6oTe npeAcTaBNseTCS TOXE MPOrpaMMa BIYUCIEHWIA Ha A3bIKE
Gier Algol 4 1 MpUMEPsl BLHYMCNEHWIA AN Pa3HbX Pa3MEpPHOCTEl n
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GENERATION OF THE n-DIMENSIONAL RANDOM ORIENTED SIMPLEXES

Sunuaary

The paper contains a description of a method of construction of
n-dimensional random oriented simplexes used in Monte Carlo methods.

The n-dimensional random oriented simplex is defined as such system

of points X*,..., Xm/J, that the following formulas holdt
g1 =1 1-1,..., ml
*(Xit X = const idj

X being a random variable with the uniform distribution on the element-
ary sphere.

The problem of construction of such a simplex is solved as followst
1. A certain simplex is fixed as initial.

2. The point w according to the uniform distribution on the elementary
sphere is sampled.

3. The rotation of the initial simplex is made in such a way that the
vertex XM is transformed onto w.

The algorithm of computations is based on elementary geometrical con-
ceptions and can be employed in computer aided calculations.

A Gier Algol 4 program was written according to the presented method.
The program is included in the paper, as well as the illustrating examples
for different dimensions.

© Instytut Maszyn Matematycznych
Warszawa, ul. Krzywickiego 34
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ALGORYTMY. XI, N 19, 197~, 9-70 681.3.001-512

PEWIEN ALGORYTM IDENTYFIKACJI
MINIMALNEGO 1 SPOJNEGO AUTCMATU
O OGRANICZONEJ LICZBIE STANOW

Lestaw KRZYWDA

Studium Doktoranckie
Politechniki Warszawskiej

Prace ztozono 22.01.1973

w artykule oméwiono problem okreslania struktury
logicznej dowolnego spéjnego i minimalnego auto-
matu typu Healy o liczbie stanéw mniejszej niz n
(a jest pewnag ustalong liczbg) oraz znanym alfa-
beoie wejsSciowym 1 wyjsSciowym. Po wprowadzeniu
Pojecia tablicy regularnej automatu oméwiono
podstawy teoretyczne oraz podano ogélny opis al-
gorytmu ldentyfikacji automatu.

~PROWADZENIE

Oznaczmy badany automat przez B. Automat ten opisany jest
uporzadkowana piatka {g, X, Y, 6, X,j gdzie

A - zbidér etanéw automatu B, Q a {oc©, ece
x - alfabet wejsciowy

~ - alfabet wyjsciowy

fi - funkoja przejsé 6 *Q*X*—- - Q

* — funkcja wyjsc A*Q" X*— » I*

Dla uproszozenia opisu algorytmu przyjmujemy X a Y a |o,l],
chociaft moze on by¢ dtatwo rozszerzony na dowolne skohozone X
i Y. W ogolnosci zadanie identyfikaoji dowolnego automatu nie
jest rozwigzalne, dlatego tez konieczne jest wprowadzenie pew-
nych dodatkowyoh zatozen odnosnie automatu B, niezbednych do
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tego, aby zadanie to miato jednoznaczne rozwigzanie (z doktad-
noscig do przemianowania stanoéw).

Niech X a xX™™x3 ...... Xio oznaoza stowo wejsSoiowe automa®
tu, gdzie x*e X = |O»}

1. Liczba stanéw automatu B jest mniejsza od pewnej ustato**
nej liczby n, K <n

2. Automat B jest spdjny i minimalny
Oznacza to, ze

/ \ A X) - «j
< €0 G 60

orasA . . A Vv X< 01 . XMV« 3I1X)
«i 6Q 06 0Q
OZNACZENIA 1 DEFINICJE

Wprowadzimy teraz kilka poje¢ i oznaczen koniecznyoh do
przejrzystego opisu algorytmu.

Wartoscig stowa x o ddugosci m nazywamy

< - £ xi2zm”i, O0<< <2 -1
X i=1 X
Dla danego m w sposob jednoznaczny okresla postac¢ sto-
wa X.
Nieoh y (X) s yly2y3..... ym, gdzie yMeY *

oznaoza stowo wyjsSciowe bedgce odpowiedzig automatu na stowo x*
Jezeli err jest etanem poczagtkowym automatu Bt to
yla *(se@r, XxXIx™~____. X1'1) , X1)

Przez 1 (xX) oznaczac¢ bedziemy diugos¢ stowa x.

Okreslimy teraz na zbiorze Q = {a -pa2» ..... a k) 8*a“
now automatu B nastepujaca relaoje rownowaznosci R
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i “J «i Rsof<—oci oraz a j eag s-rownowazne s

Dwa ataxy oc™ oraz automatu nazywamy s-rovmowaznymi, jeze-
li dla kazdego olaggu x o d¥ugosoi 1

AGT. X)) =\, )
jezeli 1 < s
Stany, ktore nie ag s-réwnowazne nazywany s-rozréznialr».

Rolaoja Rs dzieli zbidr Q na klasy abstrakcji. Oznaczmy
ten podziat przez PO, zas elementy tego podziatu, klasy ab-
strakcji, przez P. . Zbiory P_ sg niopuste i rozdgczne.

“i ®i

Dla iYj P rP 4 i

i 8j

Zgodnie z definioja relaoji Rs kazdy zbidr PQ zawiera
wszystkie te stany automatu, ktore sg s-rownowazne”™miedzy sobg.
Przoz Mg, oznaozac¢ bedziemy llozbe zbiordw P w podzia-
lo P,,. Zgodnie z zatozeniem automat B p05|ada K etandw, wieo

dla dowolnego podziatu P_ spe#niona jest nierdéwnoscé
»a < *

Ponizej zostana podane twierdzenia zwigzane z whkasnosciami
automatu B, ktdére bedag miaty Istotne znaozenie w dalszych roz-
wazaniach.

Twierdzenie 1
Jezeli podzialy ps * Pol to me® s+ 1.

Twierdzenie 2

Jezeli automat B posiada k standw oraz P8 4 > 1o
liczba stan6éw w kazdej klasie Pfl podziatu PQ jest nie
wieksza niz (k-s).

Twierdgonie 3

Jezeli automat B posiada Kk etanéw, to P™ a PN AL
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Dowody powyzszych twierdzen mozna znalez¢ np. w [2].

Twierdzenie 4

Jezeli automat B posiada k stanéw, to dowolny jego pod-
zbidor r stanowy, gdzie 2<r$k, zawiera co najmniej dwa sta-
ny, ktére sa (k-r+l)-rozréznialne.

Dowodt

Z twierdzenia 2 wynika, ze jezeli wezmiemy pod uwage po-
dziat Pe dla automatu B o k etanach, to llozba stanéw w

kazdej klasie P,,  jest nie wigksza niz (k-s).
i

Wobec powyzszego liczba etandw w kazdej klasie podziatu
P(k-rfl) ~9Sfc nie wk?lcsza “1* k-(k-r+l1) s. ft-1.

Zatem jezeli mamy zbidér r standéw automatu, to oo najmniej
dwa stany z tego zbioru powinny eie znajdowa¢ w dwéch réznych
klasach podziatu 1w ewigzku z tym te dwa etany
beda (k-r+1) - rozroéznialne. Stad jako wniosek otrzymujemy nas-
tepujace twierdzenie*

Twierdzenie 5

Jezeli automat B posiada kK etandw, to dla kazdej pary
ai” aj 30s° etanéw istnieje etowo wejsSciowe x o ddugosoi
I < k-1, ktore rozréznia te stany.

Inaozej méwigc dowolne dwa etany automatu B sa (k-1) -
rozréznialne.

Twierdzenie 6

Jezeli B jest automatem minimalnym i epdjnym, to Istnieje
takie stowo x*, ze Y (**) jednoznaoznie okresla jego
stan konhcowy 6(ac,x*)

Dowéd:

Stowa bedziemy poszukiwa¢ w postaoi ztozenia etow
9 /\2 »ooocoe
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X* 4 KAKD*3J

Wezmy pod uwage s4owo a=aia2 ..... ar ztozone r niepustych
koW &I &2* eeeecee fh*

Oznaczmy przez Dr podziat zbioru Q wszystkich standéw na
klasy abstrakcji wzgledem nastepujacej relacji rownowaznosci R

S.) =AU, ah2

*10% €0Q
Oznaozmy elementy (klasy abstr.) podziatu Dr przez Dr ,

aas przez pr liozbe niepustych klas podziatu Dr. i

Nieoh r = 1. Z twierdzenia 5 wynika* ze dla kazdyoh dwéoh
etanéw automatu B , oraz « . istnieje stowo a o dhu-
Sosoi  I(a>,)< k-1 takie* ze A.(a al) 4 4)

P1> 2

Niech Kr bedzie obrazem zbioru Dr przy przeksztatce-
niu 6(ex, atag...... ar). 1

Jezeli przy podziale Dr dla kazdego 1 <pr zbidr
®®t zbiorem jednoelemantowym, to oozywisoie x*s a”ag..." L

Ofaz IXPx 1@ + 1@ ------- -- Len) .
W przeoiwnym wypadku istnieje zawierajacy przynaj-
mniej dwa rézne stany odf i cr™. u

Z twierdzenia 5 wynika, ze istnieje stowo an,, takie, ze

4«qg. @ b» o»* Kan) < k-1

«1 Raa otj<G=»A.(<vl, aia2 ... aj-.a")-
r+l

-XCoTj, ala2 ... arar|l1)

n

a
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tworzy podziat D.” zbioru Q na klasy abstrakcji taki, Ae

P«-1 > pr

Z przeprowadzonej analizy wynika, 2Z0 istnieje pewna lioz-
ba s taka, 2e am afP2..... aQ &t podziat DO wzgledem re—
laoji Ra zawiera tylko takie klasy Db,4 , ktéryoh odpowiednie

obrazy K _ sg jednoelementowe.
ar “

To za$ oznacza, ze x# S a™a™a™........ ae*
Zgodnie s przyjetymi oznaczeniami oigg Xx* posiada nastepu-
jJace whasciwoscit

a. Xel( xj J X@y x*)=>“1 4 «j
b, A 6(ag* **) 4 b(och, x*)=>X(ag, X*) 7/ A(«h, X))
E "h

Maksymalna ddugos¢ stowa x* otrzymanego dzieki prooedurze
opisanej w dowodzie twierdzenia 6 spednia warunek

1I67) < (k-1)2
Mon,aa udowodni¢, ze I(¢*) «€ k (k-1) /2.

Dowéd w [1], ale znalezienie stowa x* spedniajgcego ten
warunek jest bardzo kdopotliwe. Dlatego tez w algorytmie opisa-
nym w niniejszym opracowaniu zrezygnowano z minimaliza*.0L ddu-
gosci oiggu X» , za$ dowdd twierdzenia 6 stanowi podstawe opi-
sanego dalej algorytmu identyfikacji automatu.

Oznaczmy przez U tablioe przejs¢ automatu B okreslajaca
funkcje przejsc

M [i, X] = j<=>6(al$ x)B«3
xexXa {0,1)

Podobnie przez W oznaczymy tablioe wyjs¢ automatu B

w [i, X] = y<=>4otl, X) »y
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X BX 2A
y«Y 0,1

U 1 W majag wymiar (k*2)

Zauwazny, te wyznaczenie tablio I 1 W jest réwnoznaczne
8 catkowitym okresleniem struktury badanego automatu B.

Definicja funkoji 6° automatu B
6« *P ~Q

Wzie P jest zbiorem wssystkich stéw wejsciowych o ddfugosci 1
1 <n

6“ (X) =a J<=>6(«1, x) =ald

Funkcja t£ przyporzadkowuje jednoznaoznie kazdemu sdowu ze
Zvioru. P jeden stan a ™ automatu B.

S ierdzenie 7

Dowolna funkoja 6“ automatu B jednoznacznie okresla je-
8° tablloe przejsé¢ K.

Sowodj
Nieoh «O bedzie dowolnym stanem automatu B
~ozeli ag e

10 U [i- 0 «o6Calf 0) a 6J3 (©

U [, i] -6(«<It ) a 6J D

Jezeli <xg 4 to ze wzgledu na spéjnosé 1 minimalno$é
Automatu B Istnieje stowo wejsciowe x o ddugosol
* ) « n-2 takie* ze

x) aOCg

Wozmy teraz pod uwage stowa x0 oraz xl!
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X0 €P i x1 6P
U [g- O » 6(«gt 0) a 6<ait x0) « 6J (x0)

M [g- 1] »6(«g.- D *6(«i, xl) s6“ @b
Zatem dla dowolnego g wyznaczylismy g™ty wiersz tablicy M.
Definicja funkoji automatu B
pi *P- Y
gdzie P jest zbiorem wszystkich stow wejsciowych o dtugosci 1

len
Jqj X a y<=>p («it X) B Y

Funkcja prsyporza/lkowujo jednoznacznie kazdemu stowu ze
zbioru P jeden symbol yeY = fO»l} -

Funkcja p (or, x) #Q*X X*~ »Y okresla ostatni symbol
stowa A(x, X) .

Twierdzenie 8

Dowolna funkcja automtu B jednoznacznie okresla jego
tablioe wyjs¢ W.

Dowodt
Niech bedzie dowolnym stanem automatu B
Jezeli «o a ct
to W [i. O] s ACcclt 0) « jaj (©)
W [, 1] - Ait D) =pj D
Jezeli og 4 to ze wzgledu na spéjnos¢ i1 minimalnosoé

automatu B istnieje stowo x o dkugosci I(X) < n-2 takie,
ze 6(fit X) a cyg. .

Wozmy teraz pod uwage stowa xO oraz x1
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X0 €P i ZI €P
W [g, o] » A(ag, 0) a fi etlf x0O) =m pj O)
W [g, 1] >» X(@Cgf 1) a fi («d, x1) « pj D
Wobeo powyzszego dla dowolnego g wyznaczylismy g-ty wiersz

tablioy W.

~efinlcja tablicy

Przez A"~ o0znaozadé bedziemy tablice o (n-2) kolumnach oraz
2n~2 wierszach, ktérej j-ty wiersz zawiera stowo wyjSciowe

Y “ yryry3LLL.. » yn~2 o ddugosci (n-2) takie, ze
y « A(aif xVx5..... Xn2 )
Sdzie stowo X A9 X™X™X3...... X"N2 ma wartos¢ VjE2 a (g-1)

befinioja tablicy

Przez Bt oznaczac¢ bedziemy tablioe o (2n-3) kolumnach oraz
22n~3 wierszach, ktérej j-ty wiersz zawiera stowo wyjsciowe y

Y * yryn3. ... y2n“3 bedgoe odpowiedzig automatu B na oiag
*ex W oL Jjpb-3 0 nartosoi a (J-1) , czyli
YaMaj» X1*2 ... X2®@73)

Oznaczmy przez B~ [j] J-ty wiersz tablicy B~ i analogioz-
**le przez [11 J-ty wierez tablicy A®,

Dowolng tablioe K o0 2n-3 kolumnaoh i 22n“3 wierszaoh na-
rwa¢ bedziomy regularng tabliog automatu B wtedy i tylko
~edy, jezeli n

\ A K[J1 aA(«it x)
1<j<r J

8a*io x ma ddugos¢ (2n-3) i wartos¢ W~ “5 a (-1, K [il
°a*iaoza j-ty wiersz tablioy X.

Zgodnie s podang definicjg E m BA



Twierdzenie 9
Jezeli B jest minimalnym automatem o Kk stanach, gdzie
K <n, fo
“ar e Rk==>A1 ¢ Aj

Dowdd

Z twierdzenia 5 wynika, ze dla kazdych dwéch etanéw o
1 a. automatu B istnieje stowo wejsoiowe x o dtugosci
1 « (n-2), ktére rozréznia te stany.

Zatem 4 « X)4 2"jTx)
Stowo x ma dbugos¢ (n-2) wieo A, X) jest
W~r-2 + 1) wierszem tablicy A", zas$ *(°™» *) dest (Wj2 ¢ 1
wierszem tablioy A~N*

Wobec powyzszego

X) 4 *(@jt x)<E!>Al 4 Aj
stad
al”aj<rAl ™ Aj

Zauwazmy, ze jezeli kK jest liczbg standw automatu, to istnie-

je K roéznych tablic AN,

Analogicznie mozna udowodnic¢ twierdzenie nastepujaoet

Twierdzenie 10

Jezeli B jest automatem minimalnym o K stanooh, gdzie
K < n, to
*1 4 «jJ~""™i 4 Bj

Z powyzszych twierdzen wynika, ze kazdemu etanowi auto-
matu B jest jednoznacznie prsyporzadkowana odpowiednia tabli-
ca AN oraz By

Niech © oznacza nastepujgoe dwuargumentowe dziatanie w
zbiorze st6w o dtugosci (2n-3)
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Jezeli
nsA A . 2n-s
2 s 2% % e -zf-5
to j§ S *I fit 12_3 %§ z% i zgn—S
gdzie 4 8 0.<J=> z* = *9

— *
a l<f=>27Z* 4 4

Stowo 2z~ O 22 posiada symbol "0" na tyoh pozyojaoh, na
ktérych stowa z* 1 z2 maja identyozne symbole, za$ symbol
na tyoh pozycjaoh, na ktéryoh skowa 2z~ 1 Zz2 maja symbo-
le rézne»

Oznaczmy przez p (@ liczbe kolejnych symboli '0" w stowie
2 liozao od lewej strony do pierwszego symbolu "1, np. dla
2 « 0000110100 p(@ «4

Wykorzystujgc wprowadzone wyzej oznaczenia mozna sformuto-
wa¢ nastepujaco twierdzenie

?gierdzenle 11

Jezeli oraz sg dowolnymi stowami wejsSoiowymi taki-
mi, zel & al (xg a @n-3)= to dla dowolnego stanu <x®
automatu B spedniona jest nieréwnosc

P X, ¢ *P) 4 P(M«i» x1) © *(m)» x2))

~Sierdzenie 12

Dowolna regularna tablica automatu B jednoznacznie
°kresla*

wezystkie tablice
funkcje 6~
funkcje
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Dowod

Dana Jest regularna tablica automatu B.
a. Niech a bedzie dowolnym etanem automatu B.

Z zatozenia spojnosci B wynika, ze Istnieje stowo xQ o
ddugosoi I (xX0) < n-2 przeprowadzajgce automat ze stanu a«c”
do «g

6(<v xo> 3 “g
i* x0) 3 *i (V

Wykazemy, ze na podstawie Bj® mozna wyznaczy¢ dowolny wier*"
tablicy Ag.

Nieoh s bedzie dowolng liczbg takg, ze 14 e < 2n“™.
Wezny pod uwage stowo x = XQX,JIX2
gdzie 1) = @n-1), 1M = (n-2)
oraz s (B-70
Xg jest dowolnym stowem ddugosoi 1(x2) = (n-1) ~1(x0)

Y1 & X) =A(«It XQx™Xg) =»N1(«1, xo)l®OCL, x) , xXIx2)«
= A(«lt x0) A(Rvg, x1x2) =U<*+, x™ A(«g, X1)A(6(g ., X,,) , XE)

Z definicji tablicy A wynika, ze k(ag* x4 Jeet e-tym wier-
szem tablicy AO'

Postepujac w ten sposéb dla kazdego g 1 s wyznaczymy
wszystkie tablice A™ automatu B.

b. Wezmy pod uwage dowolne stowo wejsoiowe xQ o diugosci
1 (V < n“1

Stowo xQ przeprowadza automat B ze stanu w pewien
stan oc”, dla ktdérego mozemy zbudowa¢ tablice A”™ w sposéb
opisany w czesci a. dowodu.

Tablica A”™ jednoznacznie okresla stan a h
zatem (xQ) = G6h
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c. Wezmy pod uwage dowolne stowo wejsciowe xQ o dHtugosci
1 (x0)< n-1

Istnieje 86%W9 wejsciowe X = X X-, 0 diugosci I(xX) = (@2n-})
i wartosci wx =
W (w + 1) wierszu tablicy znajduje sie stowo wyjs-

ciowe A(alt x) =A, (i, xO)"As(«1t xQ), x1)

Niech p (« , xX) oznacza ostatni symbol stowa *.(<, x), wtedy
CQ =P («t,

Z twierdzen 9, 10, 12 wynika, ze dla jednoznacznego okresle-
nia struktury badanego automatu B wystarczy wyznaczy¢ jedng
dowolna regularng tablice B”~. Dowody powyzszych twierdzen za-
wieraja réwniez efektywna procedure postepowania w tym wypad-
ku, chociaz jest to procedura bardzo pracoch4onna.

Mozna poda¢ znacznie prostsze metody okreslania struktury
automatu na podstawie jego tablicy regularnej B~ ale to wy-
kracza poza ramy niniejszego opracowania. Opisana metoda stuzy
jedynie do pokazania, ze taka efektywna procedura istnieje.

W dalszej czesci zostanie podany algorytm wyznaczania tablicy
Bt, ktéory stanowi zasadniczag czes¢ algorytmu identyfikacji au-
tomatu B. Nalezy jeszcze doda¢, ze dana regularna tablica
Bt okresla nie jeden automat B, a.le catg klase automatow,
ktére sa izomorficzne z automatem B. Innymi sdowy klase auto-
matéw, ktore robéznig sie od automatu B jedynie oznaczeniami

stan6éw. Pomine tutaj matematyczne sformutowanie tego fFfaktu.

OPIS ALGORYTMU IDENTYFIKACJI AUTOMATU B

Przedstawiony tutaj algorytm sktada sie z trzech zasadniczych

ozescis

A. Poszukiwanie ciagu x* oraz konstruowanie tablic B”.
B. Sprawdzanie czy utworzona tablica B2 Jjest regularna.
C. Okreslanie struktury badanego automatu na podstawie wyzna-

czonej tablicy regularnej B~"
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0Ogélny schemat blokowy algorytmu pokazany zostat na rys. 1.
Zgodnie z twierdzeniem 12 do okreslenia struktury automatu ko-
nieczna jest znajomos¢ przynajmniej jednej regularnej tabli-
cy automatu B. Tablice takg mozemy jednak zbudowa¢ tylko
wtedy, gdy posiadamy mozliwos¢ doprowadzenia automatu B do
ustalonego stanu poczgtkowego Takg mozliwos¢ daje nam

Rys. 1. 0g6lny schemat blokowy algorytmu identyfikacji automatu B

- Zakonczony proces tworzenia jednej z tablic B®, ktora
spetnia warunek konieczny regularnosci,
- Pewna tablica B. nie spelnia warunku koniecznego regular-
nosci
V, - Utworzona w czesci (J) tablica B, jest regularna
- Utworzona w czesci (i) tablica B" nie jeat regularna
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zdefiniowany wyzej oiag x*, ktdéry jednak musiny dopiero wyzna-
czy¢ na podstawie pewnych eksperymentdw przeprowadzonych z au-
tomatem B. Metoda poszukiwania takiego oiggu x* podana zosta-
+a w dowodzie twierdzenia 6. Tutaj zostanie ona oméwiona z
praktycznego punktu widzenia w zastosowaniu do konstrukcji odpo-
wiedniego eksperymentu z automatem B.

Stanowi ona adaptacyjng procedure modyfikowania postaci oig-
gu a na podstawie wynikéw przeprowadzonyoh eksperymentéw przy
zatozeniu, ze a = x*.

0t6z na poozatku zaktada sie, ze a = 0 . Oznaoza to, ze po
wprowadzeniu na wejsoie automatu B dowolnego sdowa automat
znajduje sie w tym samym etanie N . Przy tak okreslonym stowie

konstruujemy tablice B". Konstrukcja tablioy B” opisana
jest w czesoi ¢ algorytmu.

Nastepnie dokonuje sie sprawdzenia ozy zbudowana tablica B"
jest regularna (Czes¢ @ algorytmu).

Jezeli wynik sprawdzania jest pozytywny oznaoza to, ze zato-
zenie x* * a jest stuszne, a utworzona tablioa B” jest tabli-
ca regularng badanego automatu.

Jezeli jednak wynik sprawdzania jest negatywny oznaoza to,
ie X] /7 a 1 na podstawie przeprowadzonego eksperymentu ze sdo-
wem a wyznaczone jest stowo a".

Metoda okreslania oiggu a” (ogolnie a” opisana zostata w
ozesoi Q) 1 (D algorytmu identyfikacji.

Nastepnie bierzemy a = a™ i przy zatozeniu X* = a przyste-
pujemy do konstrukcji tablic B~ i sprawdzania ich regularnos-
ci, jak to zostato opisane dla ciggu a = O.

Postepujao dalej w ten sposéb okreslamy pewien oiag
a a ata2 ... ar. Zaktadajgc, ze x* = a przystepujemy do kons-
truowania tablio B”, a nastepnie do sprawdzania ich regular-
nosci. Jezeli utworzona tablioa Bt jest regularna, to ozna-
oza, ze zatozenie xx » a jest stuszne 1 w zwigzku z tym prze-
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chodzimy do czesci (®) algorytmu, w ktdrej nastepuje okresle-
nie etruktury badanego automatu B na podetawie utworzonej
uprzednio tablicy B".

Jezeli jednak utworzona tablica B~ nie jeet regularna, to
przechodzimy do czesci Q) lub (P algorytmu w celu wyznaczenia
ciggu

Naetepnie modyfikujeny oiag a (af = aia2a3..... ararfin
i zaktadajgo x* a a powtarzamy opieang wyzej procedure.

Z twierdzenia 6 wynika, ze proces poszukiwania olagu x* za-

konczy sie dla r 4 k-1.

@ Tworzenie tablic B~ automatu B.

Przystepujac do konstruowania tablic B” mamy ustalony
oigg a, o ktorym zaktadamy, ze jest ciggiem X*.

Wobec tego y (@ okresla nam jednoznacznie stan w jakim
znajduje sie automat B po wprowadzeniu na jego wejsoie oig-
gu a.

Nieoh p bedzie liozbg réznyoh mozliwych oiggow y (@>.
Oznaczmy je 11, 2, ----- [r] -

Kazdy z nich okresla pewien stan koricowy automatu B.

Stany te oznaczmy odpowiedniot

«V «2* _.... "p* ai

(stany oc®™ nie muszg by¢ roézne) .

Niech Ba, Bg, ....-. Ba oznaczajg odpowiednie tablice B/~ t
ktére beda konstruowane dla tych standéw, przy zatozeniu x* = a.
Oznaczmy jeszoze przez Kk~ pewnag zmienng, ktdrej wartos¢ be-
dzie liczbg wierszy tablicy B*, jakie zostaty juz wyznaczone
w trakcie eksperymentu konstruowania tablicy B*.

Na poozatku eksperymentu k™ = kg..... = kp = O. Eksperyment
sktada sie z ciggu stoéw wejsciowych poetaoi nastepujgoejt
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ax™axgaxj ----- axn

gdzie 1 (xt) = (@2n-5)
Wartos¢ ciggu X zalezy od odpowiedzi automatu B na poprze-
dzajgoy ciag a.

Otoéz jezeli y @ = Ya[J]» to oznacza, ze automat B znaj-
duje eie w stanie «" i podajgo na jego wejsSoie odpowiedni
ciag mozemy wyznaczy¢ kolejny wiersz tablicy B”™. Numer te-
go wiersza okresla aktualna wartos¢ wyrazenia (kK + 1). Wobec

tego zgodnie z definicjg tablicy Bj wartos¢ oiggu xt

m Ki
Proces Iconstruowania tablic B~ zostaje zakohczony z chwi-
la, gdy dla pewnego J zostaty wyznaczone wszystkie wiersze
tablicy Bj (przechodzimy wtedy do czesci ©) lub tez gdy
atwierdzimy, ze ktéras z konstruowanych tablio B” nie spel-
uia warunku koniecznego regularnosci (przechodzimy wtedy do

czesci (2)).

® Sprawdzanie ozy tworzona tablica B~ spe#nia warunek ko-
nieczny regularnosci.

Podstawg przy okreslaniu warunku koniecznego regularnosci
deat twierdzenie 11. -

Wezmy pod uwage dwa stowa wejsSoiowe X 1 Xx# takie, ze
1 =1 )= (@1-3)
a (kj - 1) WA9-5 s WAn“5 - 1 = (kj - 2)

2 twierdzenie 11 wynika, ze dla st6w x i1 x" spedniona jest
Nieréwnosc¢
p (X @ x)<pE3,x) 0 x@J**)

X) oraz *(&., x") sg odpowiednio ., - 1) oraz (k.,)
Perszem tablicy By
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Zatom powyzsza nierownos¢ przyjmuje postac
p X ® x) 4P (B*[kj ¢ B® [kd - 1D
Nierdwnos¢ ta stanowi warunek konieczny regularnosoi tabli-
cy Bj. Oznacza on, ze jezeli dwa kolejne stowa wejSciowe X
i X" nie roéznig sie na s pierwszych pozycjach, to odpowied-
nie stowa wyjsciowe A,(ofj, X) oraz X(bt*, x*) nie réznig sie
na oo najmniej s pierwszyoh pozycjaoh.

@ Wyznaczanie stowa ap

Jezeli przy konstruowaniu tablic B® dla pewnego stowa XxQ
o wartosci ~ B (k™ - 1) nie jest spedniony warunek ko-
nieczny regularnosci tablioy Bj, oznacza to, ze zatozenie
x* B a byto btedne.

Wobec powyzszego istniejg dwa stany automatu B, <g 1i«h
takie, ze

6@g-a * <J
b(«h.a = «w
A(«gt @ =" h, a)

“34 %
4<*i x0) 4 *(«w, XQ)

Stowo xQ jJest wiec ciagiem rozrézniajacym stany - i
aw. Wobec powyzszego zgodnie z definicjg ciggu ar w-dowodzie
twierdzenia 6 mozeny przyjac

*r = xo
Jezeli jednak

ney * * X€) oraz d* p(J1(«3, X0) © w, xQ)

to

*(«.,, b)) *X(«W, b)
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gdzie b jest ciagiem pierwszych d+l symboli ciggu xQ. Za-
tem mozemy przyjac¢ ar = b.

® Sprawdzanie warunku dostatecznego regularnosci utworzonej
tablicy B®

Warunek dostateczny regularnosci tablicy B~ ma postac

Spednienie tego warunku oznacza, ze podczas konstruowania ta-
blicy stanem poozgtkowym by+ zawsze ten sam stan oet co
jest réwnowazno definicji regularnej tablicy B~.

Przypusémy, ze B™ nie jest regularna. Wtedy istnieje taki
stano”™ , ze *(«h,a = *abl

2as 60", ~ o
Niech np. = &

Z twierdzenia 5 wynika, ze istnieje stowo wejsciowe b o
ddugosci (n-2) , dla ktérego

Loc\, b) 4 A(s. b)

Niech oznacza dowolne stowo wejsciowe o ddugosci (n-1) =
Podczas konstruowania tablicy "B" na automat podawane byty
wszystkie mozliwe stowa postaoi x = bx”. Gdyby wtedy stanem
Poczatkowym by+ zaréwno stan jak toz «s, to nie spet-
niataby warunku koniecznego regulamosoi. Stad wniosek, ze sta-
nom poczgatkowym még+ by¢ tylko jeden z tych stanéw, np. stan

Chcgo ustawi¢ automat w stan poczatkowy <*s - aby odroéznic
ton stan od stanu <™ podajac na wejscie stowo b - nalezy po-
3a¢ na automat wszystkie mozliwe stowa postaci x = b”, gdzio
1 () < n-1. Istnieje bowiem co najmniej jedno showo x2 ta-

ze 1l (x2) < n-1 oraz 6(6(<=<FF bzj,), & =ac»

Niech A™ oznacza tablice typu A dla stanu o¢™ jJaka okros-
io. ukorzona tablica B?.
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Jezeli = j to A® [j+HI] = K°4.»

Wobeo powyzszego, aby sprawdzi¢ ozy spedniony jest warunek
dostateozny regularnosci tablioy B® nalezy dla kazdego stowa
b o dhtugosoi 1(b) = n-2 przeprowadzi¢ z automatem B ekspery-
ment, polegajacy na podawaniu na jego wejscie kolejno wszyst-
kich mozliwych s#6w postaci bxg, gdy odpowiedz automatu na po-
przedzajgce stowo a jest y(a) = Yal[i] °raz sprawdzeniu czy
y(b) = A® [jHI] . Jezeli dla kazdego stowa b oraz kazdego Xg
okreslonych wyzej many y(b) = A™ [j+HI] , to oznacza, ze nasze
zatozenie o istnieniu stanu 6f_byto btedne, a wiec utworzona
tablica B’ro_ jest regularna. Wobeo powyzszego B% okresla wte-
dy jednoznaoznie strukture badanego automatu B, oczywiscie z
dokdadnosciag do przemianowania standw.

Jezeli jednak dla pewnego stowa b oraz x2

Y (ab =?a[il] Yy ® Y (9 oraz y(b) a A* [jH1]

to oznacza, ze warunek dostateozny regulamosoi B~ nie jest
spedniony i nalezy przejs¢ do ozSsoi (B) algorytmu.

Nalezy jeszcze doda¢, ze opisany warunek dostateozny regu-
larnosci jest pomijany w czasie eksperymentu, jezeli cigg
as ag.----- ar by+ r a (n-1) razy modyfikowany podczas
konstruowania tablio B”, poniewaz wtedy zgodnie z dowodem Tw 6
cigg a jest ciggiem doprowadzajacym X*.

() Okreslenie ciggu ap, gdy utworzona tablloa B* nie spet-
nia warunku dostateoznego regulamosoi.

Zgodnie z wyzej opisang prooedurg niespednienie warunku do-
stateoznego regularnosci tablicy B* oznaoza, ze istniejg ta-
kie dwa stany « i a~, ze dla danyoh s#éw a oraz b
spednione sg nastepujgoe zaleznosci:

6(«s, @) .cc't

6(«h, a) =<*s

Albeg, a) = a)
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°4
4ui” h) 4 =\, b) gdzie 1 (@® = n-2

Zatem w kolejnej modyfikaoji ciggu a nalezy przyja¢ ap = b,
oo wynika z definicji oiagu ar w dowodzie Tw 6.

Opisany algorytm identyfikaoji dowolnego spéjnego i minimal-
nego automatu typu Uealy o ograniczonej liczbie etandéw nie jest
°Ptymalny i1 wiele jego ozesci mozna znaoznie uprosci¢ jednak
kosztem wiekszej komplikacji tak samego algorytmu jak tez opisu.
Whasnie ze wzgledu na wiekszg przejrzystos¢ opisu zrezygnowano
tutaj ze szczegbétowego oméwienia niektdrych czesci algorytmu,
Podajgao tylko zasadniczg koncepcje eksperymentu identyfikaoji
automatu.
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HEKOTOPHIA AZIFOPUTM WAEHTUOUKALMA MPOU3BONBHOMO CUIBHO CBA-
3AHHOTO 1 MIAHUMANBHOTO ABTOMATA mEALY C OFPAHWUYEHHOM  YM-
C/lom COCTOAHMM

Pe3tome

CTaTba 3aHuUMaeTcs I'IpOGfIEMHOI‘/JI onpeneneHms NOrNYeCKOoil CTPYK-
Typbl NPON3BOJIBHOI0 CW/IbHO CBA3aHHOIO WU MUHMMaNIbLHOIO aBTOMaTa
Tnna Mealyc YUCMIOM COCTOSIHUIA MEHbIE YeM H (H - YCTaHOB/IEH-
HOE l—Il/IC!'IO) N C N3BECTHbHIM BXOAHLIM W BbIXO4HbLIM al'l(*]aBI/ITOM.

flocne BBEEHUS NOHATUAS PErynspHoii Tabnuupl aBToMaTa, paso-
6paHo TeOpeTUUYECKNe OCHOBb W MpPeACTaBEHO 06liee onucaHne an-
ropuTMa WIEHTUDMKALMA aBTOMATA.

AN ALGORITHM IDENTIFICATION OF THE STRUCTURE OF THE STRONGLY CONNECTED
AND REDUCED MACHINE WITH LIMITED NUMBER OF STATES

Summary

This paper is devoted to the problem of deriving logic structure of
the strongly connected and reduced Mealy machine, where number of states
is less than n (n 1is fixed)« The alphabets input and output are known.

Beginning with an explanation of the regular matrix of machine, basis
of the theory are discussed and general description of identification al-
gorithm of machine is presented.

@ Instytut Maszyn Matematycznych
Warszawa, ul. Krzywickiego 3™

AM.
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0 PEWNEJ METODZIE KODOWANIA
8TANCW AUTOMATOW SKONCZONYCH
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Prace zdoiono 14.02.1973

V pracy opisano warunki konieczne i dostatecz-
ne istnienia pewnego sposobu kodowania stanéw
automatu skonczonego. Podano algorytm metody
v postaci schematu blokowego. Opisane wyniki
mogg znalezé¢ zastosowanie w kodowaniu etanéw
automatow asynchronicznych.

1. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Przyjmujemy jako obowigzujacg w praoy nastepujaca definicje
automatu*

Definioja 1

Automatem nazywamy uporzadkowang piatke <Q,"x, Y, b ,X> ,
gdzie Q, X, Y sa niepuetymi zbiorami za¢ 6 1 { odwzorowania-
mi* 6 t — Qi Xi Q*Y —=Y . Zbioiy Q, X, Y nazywamy odpo--
wiednio: zbiorem (lub alfabetem) etandow, alfabetem wejSoiowym

i alfabetem wyj$oiowym. Punkoje & 1 X nazywamy odpowiednio
funkcja przejs¢ 1 funkoja wyjsé. Elementy zbioru Q nazywamy sta-
dami wewnetrznymi lub kréotko stanami. Elementy zbiordw X, Y na-
zywamy odpowiednio etanami wejsS¢ i1 etanami wyjsc.

Automatem skonczonym nazywamy taki automat A * <Q,X,Y,6,X> ,
<Ua ktérego zbiory Q, X, Y sa ekonnozone. W dalszym oiggu beda
Rozwazane tylko automaty ekoriozone, wiec stowo automat bedzie
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zavraze oznaczato automat skonczony. Przez N zostat oznaczony
zbidér liczb naturalnych.

Definicja 2

Dla danego automatu A = <Q, X, Y, 6, /1> kazda réznowartos-
ciowg funkoje ,p s Q- >-{0,l}K, gdzie ksN, nazywamy kodowa-
niem stanéw automatu A, a ciag ® (@ e {0,l]k, gdzie q6Q na-
zywamy kodowaniem stanéw automatu A, a ciag $(q) € {o,I}\

gdzie qgqeQ nazywamy oiggiem kodujacym lub kodowaniem stanu q.

Niech bedzie dany automat A « <Q, X, Y, 5,A> , gdzie
Q = {g-*>»» <+i} dest zbiorem stanéw* Chodzi o znalezie-
nie dla funkoji 6 : Q*X — Q takiego algorytmu kodowania
standw g” automatu A, by zerojedynkowe ciggi kodujgoe kazdych
dwu standéw, pomiedzy ktoérymi istnieje przejsScie pod wptywem po-
jedynczej litery z alfabetu wejsciowego X, roznity sie tylko na
jednej pozyoji. W dalszym oiggu powyzsza wkasnos¢ kodowania eta"
noéw bedzie nazywana krotko wlkasnoscig (@) .

2. WPROWADZENIE 1 WARUNKI ISTNIENIA KODOWANIA ()

Kazdemu automatowi n-stanowemu A odpowiada pewien graf skiero
wany [ (diagram stanéw automatu), w ktérym wierzohotkom zosta-
4y przyporzadkowane w sposéb jednbéznaozny stany, a skierowane
krawedzie odpowiadaja przejsciu od stanu do stanu ""rofywem
okreslonej litery z alfabetu wejsciowego. W dalszych rozwaza-
niach nie bedzie wazny Kierunek przejscia od stanu do stanu ani
toz krawedzie grafu [ odpowiadajgce pozostaniu automatu A w
tym samym stanie. Graf [ przyporzadkowany automatowi A bedziO
wiec traktowany jako graf nieskierowany bez krawedzi odpowiada'
jJacych pozostaniu w tym samym stanie. Zamiennie bedg uzywane da"
lej okresSlenia wierzchotek grafu i stan automatu.

Definicja 3

Drogg w grafie T 4#aczaca dwa wierzchotki tego grafu XQ i
nazywamy kazdy ciag Q, kQl, X,,, k12, Xg,--.-., 3y»
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gdzie dla i = 0,1,..., Kk jest wierzchoktkiem a k~ kra-
wedzig +aczacg wierzohotek z X~. Droge w grafie I nazywa-
my droga prostag jezeli X~ 4 Xj dla kazdego i1 4 j* Dhugosciag
drogi (XQ, kQI, XJt k12, Xg,---., Xk_1, \) nazywamy

liczbe wchodzacych w jej sk#ad krawedzi. Drogg zamknieta nazy-
wamy droge, dla ktérej XQ = X~. Cyklem nazywamy droge zamknie-
tg, dla ktérej Xz 4 x» dlal 4 j, i,j=1,2,... k.

Rozwazany ponizej automat A ma ustalong liozbe n+l1 standw,
gdzie neN. Zaktadany, ze graf I odpowiadajgoy automatowi A
jest grafem spojnym, tzn. takim grafem, w ktorym dla kazdej pa-
ry wierzohotkéw istnieje droga tgozaca te wierzcholki. Nie
zmniejsza to ogoélnosoi rozwazan, poniewaz w przypadku niespéj-
nosci I mozna’rozbi¢ go na pewien zbiér n® roztacznych podgra-
fow spdjnyoh r gdzie I « mM2uw...nrfrn" oraz
zastosowaC opisang nizej metode kodowania () oddzielnie dla
kazdego podgrafu.

Lemat 1

Jezeli Q s n+tl oraz kodowanie etanow $ automatu A ma wkasnoscé
&) , to wsA/stkie oiagi kodujace ¢ () (gdzie g~eQ dla
i=1,2,..., ntl) robéznig sie najwyzej na n ustalonych pozycjach.

Szk4o dowodut Hieoh automatowi A odpowiada niezorientowany graf
sPOjny [ . Istnieje w grafie T najdtuzsza droga prosta.
Oznaczmy jag przez d~. Droga d» nie moze by¢ dhuzsza od n. Ma
zatem ddugosé n™; n™ 4 n. Oznaczmy zbidr wszystkich wierzchod-
kéw grafu T przez Z, a zbidr wierzohotkéw pokrywanych przez
dj jako Jak wynika z zatozenia llozba pozycji w ciggu ko-
dujacym, ktére ulegaja zmianie przy przejsciu drogi d* réwna
jest najwyzej n”», poniewaz w kazdym kroku, tzn. przy kazdym
przejsoiu krawedzi, moze uleo zmianie inna pozycja. Jezeli

rn =z, to teza twierdzenia jest udowodniona. Jezeli Zn 4 Z,

to istnieje najdiuzsza droga prosta d2 taka, ze wszystkie wierz-
ohotkl bedace elementami d2 oprocz jednego, koncowego wierz-
chotka nalezg do zbioru Z-Z~. Oznaczmy zbidér wierzchotkéw po-
krywanyoh przez d2 przez Zg. Droga d2 ma ddugo$é n2 = 22 7 1
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zatem na najwyzej n2 pozycjach ciggow kodujgcyoh moga nastgpic
zmiany przy przejsciu tej drogi. Zbiory Z i1 Z2 maja jeden
element wspélny, a wiecs

n+tl > Z~u 22 = + 722 -1 g+ + M+ -1 =

=n™ +ng +1

Skad n > n™ + n2, ale N + n2 to maksymalna liczba zmian po-
zycji w ciggach kodujacych wierzohotki pokrywane przez drogi

d™ i1 d2 (czyli wierzohotki Z~uZg). Jezeli wiec Z™MuZj a Z,

to w ciggach kodujgoycb stany automatu A nie zmieni sie wie-
cej niz ™ + n2 pozycji (gdzie n™ + n2< n), a wieo teza twier-
dzenia jest spedniona.

Jezeli Z~2u z2 $ Z, to podobnie jak to czynilismydla drogi
d2 , poszukujemy najdtuzszej drogi prostej d~, ktérej wierzcho-
+ek konncowy nalezy do Z~uZ2, natomiast pozostate wierzchokki
nalezg do Z - (Z™uz2). Rozumujac jak wyzoj dochodzimy do wnios-
ku, ze w ciagach kodujacyoh stany (wierzchotki) nalezace do
Z™NuZ2uZj (ZjJ jest zbiorem wierzchotkoéw pokrywajacych droge
prosta dj) moze ulec zmianie najwyzej n™® + n2 + n™ < n pozy-
oji, gdzie n™t i1 = 1»2,3 jest dtugosciag i-tej drogi prostej dj-
W przypadku gdy Z~u Z2uZ”™ = Z teza twierdzenia jest spedniona.
Jesli Z~™uZgbizZj”™ Z, to rozumujac analogicznie jak wyzej znaj-
dujemy najdduzsza droge prostg d~t ktérej wierzchotek koncowy
nalezy do Z~uzZ2 uZj, natomiast pozostale wierzchotki palezg
do Z- (Z,jUZ2 <JZj). Kontynuujac rozumowanie stwierdzamy, ze
n™ + n2 + n™ + n™<n.

Poniewaz graf I zawiera skonczong liozbe wierzchotkéw dla
pewnego r6N dostaniemy: Z = Z~uz2u.,,uZr oraz

N+ n2+ ... + nr<;n, gdzie Z~ jest zbiorem wierzchotkéw po-
krywanych przez droge d*, n, ddugoscig drogi d», i = 1,2,....1
a n™ +n2 + + nr maksymalng liczbg mogacych ulec zmianie

pozycji ciagow kodujgcych. Teza twierdzenia jest zatem speinio-
na.

Z lematu 1 wynika, ze niecelowa jest uzywanie do kodowania
weddtug reguty (K ciagow zerojedynkowych o ddfugosci n®, gdzie
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n"> n poniewaz i tak n* - n ustalonyoh pozycji pozostatoby nie-
zmienionyoh dla kazdego ciggu kodujgcego. Jednak ddugos¢ poszu-
kiwanych cigagow kodujacych nie moze by¢ mniejsza od n, poniewaz
dla pewnych automatow (zaktadany Q = n+l) dopiero ciaggi o ddu-
gosci n umozliwiajg kodowanie o whkasnosci (5) - Dalej z uwagi na
powyzszy fakt zakdtada sie, ze poszukiwanymi ciggami kodujgcymi
sg ciggi o dfugosoi n.

Lemat 2

Jezeli stany automatu A sg zakodowane wg regulty & i 1,0
jest dowolnym ustalonym stanem tot

n *
2. jezeli przestawimy pozycje k 1 1 w clagaoh kodujacych
wszystkich stanéw, to uzyskane w ten sposOb nowe kodowanie
stanow posiada wkasnos¢ (K -

Dowoéd: Niech pierwotnie stanowi odpowiada ciag {a”}- Wezmy
pod uwage pozycje K w tym ciagu, dla ktérej ak = 1. Jezeli ta-
kiej pozycji nie ma to znaczy, ze istniejace kodowanie czyni
zados¢ punktowi 1 tezy. Zmieniajagc we wszystkich ciggach kodu-
jJacych na k-tej pozycji O na 1 i 1 na O zachowujemy whasnos¢ @&),
a w ciggu |at} pojawi sie 0 na possyoji kj."W ten sam sposéb mo-
zemy postgpic¢ dla nastepnej pozycji k, dla ktoérej a™ a 1 az do
wyczerpania wszystkich jedynek wyciggu {a” . Przypisujemy zatem
stanowi qk oigg (@O, ..., 0) nie zmieniajgo wkasnosci (A).
Druga czesc¢ tezy jest oozywista.

Twierdzenie 1

Jezeli kodowanie standéw automatu A posiada wkasnos¢ (&) i auto-
matowi A odpowiada graf [T (zgodnie z zatozeniem uczynionym na
poozatku rozdziatu jest to graf nieskierowany bez krawedzi odpo-
wiadajacych pozostaniu w tym samym stanie), to w grafie [ nio
istnieje cykl (lub ogélniej droga zamknieta) o nieparzystej ddu-
gosoi .
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Dowdd: Przyporzadkujmy kazdemu ciggowi ja'j kodujacemu
stan liczbg naturalng 0O tak, ze:
o 3~ ar. 21 (@)

Jezeli A ma kodowanie o wkasnosci (8) , to przejsciu ze stanu
do pod wptywem pojedynczej litery odpowiada przyrost

0.- O1 a - 2k, gdzie kK 6N. Poniewaz w cyklu suma tyoh przyros-
tow jest rowna zeru, ddtugos¢ cyklu musi by¢ liczbg parzystag*
Zatem nie istnieje w [ cykl ani droga zamknieta o nieparzys-
tej diugosoi.

W powyzszym twierdzeniu zbedne jest zatozenie spdjnosci gra-
fu [ (postulowane na poozatku rozdziatu i obowigzujgce W cakej
pracy). Jezeli jednak graf [ jest spdjny, to twierdzenie 1

mozna sformutowac¢ w sposéb réwnowazny ubywajac pojeoia relacji
réwnowartosoi okreslonej w zbiorze Q wzorem:

df
q F' <=>e(<4"t gb) m (@ . gb) (@)

gdzie: q#, 7, gQA€Q oraz Q * QxQ—*-N jest funkcjag przypo-
rzadkowujaca kazdej parze stanéw liczbe naturalng bedigog naj-
mniejsza ddugoscig drogi 4gozacej te-stany w grafie niesklerowa-
nym [ _ Dla kazdego stanu gt Istnieje odpowiednia relaoja”

*i
Twierdzenie 1*

Jezeli speknione sa zatozenia twierdzenia 1, graf [ jest
grafem spéjnym oraz Q ~ (6@ d =09 to

<A K6Q/~q qg°~g’eK d6X ~ <@ *d)=a,,) O

Warunek (3) oznacza, ze dla dowolnego gfeQ w zadnej z klas
abstrakcji relacji réwnowartosoi nie istnieja przejsoia
pod wpdtywem pojedynczej litery z alfabetu wejsSoiowego. tatwo
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nozna wykaza¢, ze przy spednieniu zatozenia twierdzenia 1 wa-
runek (3 roéwnowazny jest warunkowi (3*, w ktérym pierwszy

kwantyfikator ogélny z (3) zastgpiony jest szozegdétowym. Fakt
ten pozwala na uproszczenie procedury sprawdzania warunku Kko-

nieoznego istnienia kodowania (K).-
\/ /\ A ~(6(q, " X"\
éleQ/’\ q,9*VK  dex &qu d) 7 2} &
\Y dalszyoh rozwazaniach zaktadamy, ze graf B odpowiadaja-

°Y automatowi A jest nietrywialny, tzn* liczba wierzchotkéw
Qmm-1 >1_ Tréjka uporzadkowana K a <zZ2,® , ®> , gdzie
2gw {0,1}1 0,16N, a "©" i "0O" sa dziakaniami zadanymi ta-
belkami »

0 1 xX4n 0 1

0 0 1 0 0 0

1 1 0 1 0 1
X ¢ vy X © vy

jest ciatem. Dziatanie ""O*= jest dodawaniem modulo 2. Dziata-
nie "®" jest mnozeniem modulo 2 (dziatanie to mozna rowniez
Uwaza¢ za dziatanie mnozenia z dwuelementowej algebry Boole®a).
W przypadku, gdy n = 1 mamy Q » 2, Q a [o", g2} i kodowanie *
etan6w automatu A majgce wkasnos¢ (X) zawsze istnieje (takim
kodowaniem jest np. funkoja ¢ zadana na Q w sposOb nastepuja-

VG- @D * s @t 0

Rozwazmy teraz przypadek gdy n > 1. Produkt n-krotny L oia-
*aKs <Z2,p, ©>,gdzienaQ -1> 1;

B §XKx...XxK, @

jest juz ciatem poniewaz posiada dzielniki zera. Zgodnie
8 definicjg produktu algebr, algebra L jest trojka uporzadko-
wang < B, +,. > , gdzie zbiér B a {0.1} x {0,1} x ... x{O0,Dt
a dziatania dodawania VvV i mno&enia olementéw B zdefinio-
wane sg hastepujgco*
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@J» & »»*» &n) + (>, b2,.*, bn) gf(a"@b’\, ag® b2 »

a+b =

. - O

a~pbn dla kazdego a, b, 6B
n

a*b = (P egr»»»» an) * 0Nt bg»eeex» = @"1®8/j» Sg® bg»

. 6)

---, a”0 bn) dla kazdego a, beB

Algebra L = <B,+,.> jest piersoieniem przemiennym Boole"a

z jednoscig. Skorzystamy z tego faktu w dalszych rozwazaniach.

Zerom pierscienia L Jest 0 = (O» °4~ T jedynka
1 = Ci» . Kieoh xtCB, i =1,..., n + 1 bedzie cig-
giem kodujacym stan qt oraz 1 i E zbiorami zdefiniowanymi nas-
tepujaco:

1 » {(i.d)i ~ CCChi» d) * grvrcgr, d) a qB) N1 i < j}

\y )
E= @, a2,..., & eB V at = i}

Nastepujacy oczywisty lemat zawiera rownowazne a bardziej przy-
datne do dalszyoh rozwazan sformutowanie wyjsciowej whasnosci

0% -
Lemat >

Kodowanie ¢ :Q,39. — 6B stan6w automatu A a<Q,X,Y,S,

posiada wkasnos¢ () wtedy i tylko wtedy gdy:

+ x,6E ®
Gi.joel 1 3

W celu znatosionia kodowania o wkasnosci (&) dla automatu A
musiicy wiec znatoz¢ takio X,j, Xg,--., B by prawdziwy by#
zwigzek (B) . Hozwazano zagadnienie zostato zatem sprowadzone
do nastepujgcego problemu algebraicznego: ozy istnieje taka ro-
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Rozwigzanie dla przyjetych wyrazéw wolnych

al? a~,... &F rownania (@) okreslajagcego ko-
dowania x*, L,..., x 1 etandw automatu A
Drukuj wyniki n--

<"stop>

1. Schemat blokowy algorytmu kodowania standw automatu skonczonego
A= <Q, X, Y,6 ,A> wedtug reguty (1)
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dzina indeksowana (at)t£ j, gdzie ateE dla kazdego teif ze
ukdad rownan liniowych (@ o wspotczynnikach z pierscienia L
ma rozwigzanie.

xi + xj = a(i,}J) 6dziG C1*%)61 ©
Wprowadzmy w zbiorze 1 porzadek leksykograficzny R zdefi-
niowany w sposOb nastepujgoy: nieoh (i,j), (k,Dei wowczas

(.J) RK,D <IE= [(i<k) v (@ = K)A (i4))] -

Wypiszmy zgodnie z porzadkiem réwnania (9)= W takiej sytuacji
uktadowi (9 bedzie odpowiadata macierz wspotozynnikow
C=Coip) 1=1,...,m; jJj=1,..., ntl, gdzie m = | oraz uzu-
pedniona kolumng wyrazéw wolnych maoierz D. Macierze C i D
sg tu macierzami o wspodrzednych z pierscienia B, przy czym
maoierz C ma szczegllnie prostg budowe poniewaz o0.y€{0,1] B

i w kazdym wierszu mamy dokdadnie dwie jedynki /.

Oznaczmy zbioér{O,lj przez M. Zbior Mej 0,1 cB wraz z
dziataniami "+" i okreslonymi wzorami (B) i1 (6) jest cia-
tem (Jest to ciato izomorficzne z ciatom <Z~,© ,0>)bedacym
podpierstcieniem piersoienia B. Mn+ mozna wieo uwaza¢ za
przestrzen liniowg nad ciatem M z dziataniami: "©'" mnoze-
nia przez skalar (czyli element M) oraz dodawania wek-
toréw zdefioniowanymi nastepujgco:

S®«= (g, gv g =92,..., g = gn+l)
dla kazdego geM i dla kazdego o«¢= (@, 92,..., en+-Pebl
c*# /B= (@Y + g, g2 + g2%F»m»»» + 6nt+'l)
dla kazdego 04= (@Y, 92,.--, g2+-j)6Mn+1li dla kazdego

/@= (S-jt gg»***» BA+17@"

Mozemy teraz znalez¢ w macierzy C, Kk liniowo niezaleznych
wierszy. Oczywiscie 14k<n+1 poniewaz rzad kolumnowy jest
zawsze rowny rzedowi wierszowemu dla kazdej macierzy o wspod-
czynnikach w dowolnym ciele, a kolumn many jedynie n+l. Niech
a 1( ek ™ beda liniowo niezaleznymi wierszami z C,
m-k pozostatych wierszy ,(M2,... ,OCLq,eMn+l daje sie



O PEWNEJ METODZIE KODOWANIA.. 81

Przedstawi¢ w postaoi kombinacji liniowej (10) wierszy

(D Br+1,10 *1# Bk+1,20CX2* eee+BK+1, KRC KACTK+1
Ci0)
gk+2 1@ © S# Ok+2 20 %2 # *xwx gkd2 KO Ok * k2

¢, o2# — H«,KB ak=*“m
Mzie* 81;]6{o, ij aM; T ak+tl,..., m Jje 1,..., k.

Kazdy ze zwigzkow (k+1), k+2),..., (M jost wektorowo
*aPisanym ukdadem réwnan liniowych o wspétczynnikach w oio-

U (lub oo "na jedno wyohodzi w oiele Z2). Rozwigzujac kaz-

z tyoh m-k ukdtadoéw obliozamy wspédczynniki g~j sa one
Oznaczone jednoznacznie, poniewaz cv®,o0c”, ..., Uk mozna uwa-
~N¢ za baze podprzestrzeni liniowej VCI1P 1, do ktérej nale-
H wszystkie wiersze maoierzy C. Warunkiem koniecznym i dos-
tatecznym rozwigzalnosoi ukdadu réwnan (9) jest zgodnie z
twierdzeniem Kroneokera-Capelliego jego niasprzecznos¢, rozu-
miana w ten sposob, ze kazde roéwnanie (12)odpowiadajgoe wier-
8*om ocrdaCJER », *»*citt maoierzy C daje sie otrzymaé z row-

(11D)odpowiadajacym wierszom o6,J»c 2 “** ,»clc przez obustron-

rJ mnozenie przez elementy z ciata U i dodawanie stronami,
~bnymi stony warunkiem konieozsym i dostatecznym istnienia
Owigzania ukdadu (9) jest zachodzenie (13).

N x (XIF A2 ,.%., x™) a &y

a2 * (*l» Xg,..., x~) = a2 D
X (X1t Xg,.-., Xn+l) = ak
rtk+l x (X1* x2*,¢<» W a ak+l

,a k+2 x X1* x27**** MpHl) s ak+2

e, <*a X (X1t x2,..., Xn+1T

g

€)



R2 Tomasz ADAMSKI

.gdziet a”eE sa wyrazami wolnymi ukdadu () . a
.- - « MM
o«*(*N, ... <k J) oznacza Z. «i >I» a - (Kigeeegx W *
6k+1,lal + eb+2,2*2 * eee + gk+1,k®k = @®k+1
®k+2,1al + gk+1,202 + **= + ek+2,k®k s ®k+2
(€5))

Uzyskalismy w ten sposob twierdzenie nastepujgce»

Twierdzenie 2

Dla danego automatu Aa <Q, X, Y,6 ,b > istnieje kodowanie

¢ Jego stanéw o wkasnosoi (*) wtedy i1 tylko wtedy, gdy istnie-
Ja takie a”t an eE, zoi

i=k+1l \»e», .M «1,1*4 + «i,2» + — + gi,kakeE asn

gdzie K jest rzedem maoierzy C. Kodowania *1p @ standw
6Qt ag rozwigzaniami ukdadu réwnan (1) -

Twierdzenie powyzsze nie podaje efektywnej metody wyszukiwa-
nia wyrazéw wolryoh a~eE; i1 a 1, 2,"..., K spedniajacych (14) -
Z lematéw 11 2 wynika jednak, ze wystarczy sprawdzi¢ (14) tyl-
ko dla pewnyoh uk#adow wyrazow wolnych (@»,...,. a~) by moéo
stwierdzi¢, ozy istnieje jakikolwiek ukdad @@",*.., a™)m spet-
niajacy (14 . Szerzej zasygnalizowany tu problem zostanie om6-
wiony w opisie algorytmu»

3. OPIS ALGORTTMU KODOWANIA

Nieoh jak poprzednio graf nieskierowany [ odpowiadajacy
automatowi Aa < Q, X, Y,6 ,A> bedzie grafem spéjnym, a
funkoja 6 =zadana tablica przejsc¢ T.
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Definlo.1a 4
Macierza przejs¢ automatu A * <Q, X, Y, 6 ,”®, gdzie Q a n+l
nazywamy maoierz»

CHILD) " 1,2,..., ntl gdzie RN = {xeX t6 (@Qif X) = "}

Definloja 5

Kadtubowg (szkieletowg) macierzg przejs¢ odpowiadajgca automa-
towi A nazywany maoierz uzyskanag z maoierzy przejs¢ automatu A
przez zastgpienie niepustych zdarzen regularnych bedgoyoh wspot-
ozynnlkami maoierzy przejs¢ przez 1 dwuelementowej algebry
Boole"a <{o0,1),u ,0 , - > , a zdarzen pustyoh przez 0 tej al-

gebry.

Majgo tablioe przejs¢ T automatu mozna znalez¢ kadtubowg
maoierz przejs¢ N. Metoda przejsoia z tablioy przejs¢ T do ka-
ddubowej maoierzy przejs¢ N jest prosta 1 nie wymaga szerszego
oméwienia. Ze znalezionej kadtubowej maoierzy przejs¢ N usuwamy
gtowng przekatng (poniewaz nie interesuje nas pozostawanie au-
tomatu w tym samym stanie po podaniu na wejsoie automatu poje-
dynczej litery) , a nastepnie sumujemy maoierz N z maoierzg
transponowang N . Uzyskujemy w ten sposéb kadtubowag macierz
przejs¢ P = opisujgog graf nieskierowany I (bez krawe-
dzi odpowiadajgoyoh pozostaniu w tym samym stanie) odpowiada-
jJacy automatowi A. Sumowanie dwu maoierzy kaddubowych odbywa
sie tak samo jak sumowanie dwu maoierzy o wspodczynnikach w do-
wolnym oiele z tym, ze zamiast dziatania sumowania elementdw
ciata wykorzystywane jest dziatanie sumowania "u " 2z dwuele-
mentowej algebry Boolea < {o,l),u ,n , -> .

Badanie warunku koniecznego istnienia kodowania, o wtas-
nosci () opiera sie na twierdzeniu 1". Dla dowolnie wybranego

stanu np. sprawdzamy zachodzenie warunku (30 . Podziat
zbioru stanéw Q na klasy abstrakcji wzgledem relaoji réwnowaz-
nosci uzyskujemy wykorzystujgc fakt, ze macierz P* (ma-

cierze kadtubowe mnozymy w zwykdy sposob wykorzystujac dziata-
nia "U" 1 "0” odpowiednio zamiast dodawania i mnozenia) po-
daje wszystkie pary standw, pomiedzy ktérymi istnieje przejsoie
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pod wptywem dokdadnie k liter. Jezeli warunek konieczny Jest
spedniony, to na podstawie obliczonej maoierzy P okreslamy
macierz C. Macierz C ma n+l kolumn i I wierszy. Liczba 1 Jest
rowna liczbie wspotrzednych macierzy P réownyoh 1. Jezoli w ma-
oiorzy P wspodrzedna P» ~ = 1 oraz (i,J) e I, to odpowiada jej
wiersz maoierzy C postaci»

n+l

©,..., 0,~f 0,...,0,~ ,0,..., 0
i J
W przypadku, gdy grat [ odpowiadajgoy automatowi ma szcze-

golnie prostg strukture (Jest pojedynozym cyklom lub daje sie
pokry¢ droga prostg) prooedura kodowania moze by¢ znaoznie
uproszczona. Wykorzysta¢ mozna w tym oelu kod Graya i tablice
Karnaugha. Ten szczeg6lny przypadek nie bedzie w dalszym oig-
gu odrebnie rozpatrywany.

W sytuaoji gdy [ nie ma prostej struktury stosujemy metode
ogolng kodowania. Po okresleniu macierzy C wybieramy z niej
zbidr liniowo niezaleznyoh wierszy obliczajac Jednoczesnie
wspodczynniki = {o, 1}, przez ktore musimy mnozy¢ wier-
sze liniowo niezalezno dla otrzymania danego wiersza z C. Nas-
tepnie dokonujemy sprawdzenia czy istnieje realizacja kodowania-()
dla wybranego zestawu wyrazéw wolnych. Sposéb wyboru zestawow
wyrazéw wolnyoh Jest nastepujgoy. Wybieramy w grafie [ wiorz-
ohotek o najwiekszej liozbie potaczen; oznaozmy go gmoT. Jeze-
li graf I nie nma prostej struktury, to do doohodzi
p»3 krawedzi, ktdrym odpowiada p réwnah z (11). Zakdézmy, ze
Jest to p pierwszych réwnan. Z lematéw 112 wynika, ze w bada-
nyoh zestawach wyrazéw wolnyoh (a”, a2»e-m» &) uk¥adu rownan
(1) Jako wyrazy a”, 82,...» mozna przyjaé¢ nastepujace
ustalone ciagi:

n
ars (o0, . ~
aja 0,0,...,0,1,0 gdzie nB § - 1

ars 0,0,...,0,1,0,0
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a jako ap+3j, ap+2»***» ak wybiera¢ tylko takie ciagi, w kté-
rych "1 znajduje sie na jednej z pozyojl ujetych w klamry

f n
~ 0, 0,...,0, 0,1y DO
p+1
flpr2 3 (Of Of eeef O, 11 Ot e==> O
) p+2~
t e ja _
aj- ¢ CO) Ofeee]| OfF«e«f OF 1f0,..., 0)
L &

W przypadku najmniej korzystnym bedziemy mieli tylko 3 ustalone
wyrazy, w najkorzystniejszym - wszystkie, oo pozwolidoby na

rozstrzygniecie 1 Istnienia kodowania (K) w jednym spraw-
dzeniu, Jak wynika z powyzszych uwag nie musimy dokonywa¢ spraw-
dzenia niesprzecznosoi (9) dla wszystkioh zestrwow (a®,..., ak)

poniewaz wystarczy to zrobi¢ tylko dla niektorych.

Jezeli dla jakiegos zestawu (@»,..., a.) uktad <9) jest
hiesprzeoznyf to kodowanie (h) dla automatu A istnieje. W oelu
znalezienia konkretryoh ciagow kodujacych rozwigzujemy dla to-
go zestawu ukdad réwnan (@) np. metoda eliminacji Gausa. Po-
niewaz rozwigzujemy ukdad réwnan nie w oiele liczb rzeczywis-
tyoh, leoz w pewnym skonczonym piersoieniu L = -—= metd=
da eliminaoji musi uleo z koniecznosoi modyfikacji wynikajacej
z innego sensu dzialan mnozenia, dodawania, odejmowania. Z uwa-
gi na posta¢ maoierzy G nie zachodzi potrzeba dzielenia przez
elementy piersoienia. Jest to istotno poniewaz dzielenie w
Piersoieniu L nie zawsze jest bkreslono. Jesli nie wszystkie
pozyoje w uzyskanych oiggaoh kodujacych sg w sposob istotny wy-
korzystywane, to jako ciggi kodujgace mozna przyjac¢ ciagi krot-
sze eliminujac zbedne nie ulegajgoe zmianie pozyoje. Inng droga
Prowadzacg do minimalizaoji ddugosci oiggow kodujacych (przy
zaohowaniu wkasnosoi (5) kodowania) jest odpowiednia kolejnoscé
w doborze zestawéw wyrazéw wolnych ap+2»***» ajo» d=a
ktoryoh badamy niesprzeoznos¢ ukdadu réwnan (9). Rozpoczynamy
®ianowioie sprawdzanie niesprzeozno$oi (9) od takioh
(@p+l " ap+2»eee» ak)> wykorzysta¢ w sumie jak najmniejszag
liczbe pozycji. Pierwszy znaleziony ukkfad (ap+l,..., ak), dla
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ktérego uk¥ad réwnan @) jest nieeprzeozny daje po rozwigzaniO
(1) oiagi kodujace o minimalnej liczbie pozycji « sposoéb
istotny wykorzystywanych*

Sporzadzony opis algorytmu w jezyku ALGOL pozwoli4 na ooe»?
liczby niezbednych obliozen przy realizacji algorytmu na mas*?"
nie cyfrowej. Momentem krytyoznym jest duza. liczba sprawdzen
niesprzecznosci ukdadu (9) dla dobieranyoh zestawéw wyrazoéw wol®
nych @, a2,..*t a") = Nie gra to jednak istotniejszej roli
dla automatéw, dla ktoryoh Q <10 i na Srednio szybkiej Tasal
nie cyfrowej ozas wykonania programu nie powinien przekroozyc¢
50 min. Poniewaz liozba obliozenh przy kodowaniu metodg og6lng
automatu n-stanowego przy n”~4 jest w przyblizeniu proporcjo-
nalna do liozby 4 «5 «6 ... (n-1)*(n-1) moze sie zdarzyé¢,
kodowany automat, dla ktérego Q> 10 nie da sie zakodowaé w
dostatecznie krotkim ozaaie.

WSréd znanych metod kodowania etandéw automatu asynohronio»”
nego (por. [5])» sprowadzajacych problem kodowania stanéw do
problemu uniknieoia wyscigow krytyoznyoh, korzystnie wyrdéznia
opisywang metode kodowania fakt nlezaloznosol algorytmu kodo*»"*"
nia od funkojilwyjs¢ A automatu*
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0 HEKOTOPOM METOAE KOAMPOBAHWA COCTOSHWA OKOHUYEHHbBIX ABTOMATOB

Pe3tme

B pa6oTe onucaHsl 06d3aTenbHble U AOCTATOYHLE YCNOBUSA MO3BO-
NApWNe NPUMEHNTb HEKOTOPHI CNOCO6 KOAMPOBAHWUS COCTOSHUS OKOH-
YEHHOr0 aBTOMaTa. YKa3aH anropuTm MeToda B BUAE ONOKCXEMbI.
OnucaHHbie pe3ynbTaThl MOFYT ObTb NPUMEHEHH B KOAWPOBAHMM CO-
CTOSHNA aCMHXPOHHLIX aBTOMATOB.

om A CERTAIN METHOD OF CODING FINITE AUTOMATA STATES

Described necessary and sufficient conditions permitting to apply a
certain way of coding finite automata states. Given the algorithm of the
method in the form of a block scheme. The described results may be ap-
plied to code states of asynchronic automata.

© Instytut Maszyn Matematycznych
Warszawa, ul. Krzywickiego
AM.
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APROKSYMACJA ZA POMOCA FUNKCJI LINIOWEJ
METODA NAJMNIEJSZYCH KWADRATCW ODLEGLOSCI
PUNKTOW DANYCH OD PUNKTOW FUNKCJI APROKSY-

MUJACEJ
Zdzistaw DEBICKI

OSrodek Badawczo-Rozwojowy Podstaw
Technologii i Konstrukcji Maszyn
Warszawa - Anin

Prace ztozono 23.06.1973

Stosowanie metody najmniejszych kwadratow do
aproksymacji funkcjg liniowg w powszechnie sto-
sowany standardowy sposOb prowadzi do okresle-
nia potozenia prostej, ktére w stosunku do da-
nego zbioru punktéw aproksymowanych jest za-
lezne od doboru uk#adu wspétrzednych prostokat-
nych. Potozenie prostej nie jest niezmiennikiem
itometrii.

dokonujac obrotu ukdadu punktéw w stosunku do
Przyjetego uktadu wspodrzednych prosta aproksy-
®ujaca odchyla sie coraz bardziej od poczatko-
v*go potozenia,co wskazuje na powstawanie znacz-
nych btedbéw przy stosowaniu tej metody.

Natomiast jezeli prosta poprowadzi¢ tak, aby su-

kwadratéw odlegtosci punktow od prostej byta
Minimalna,to potozenie tej prostej w stosunku do
Ukdadu aproksymowanego jest niezmiennicze.

~la takiej zasady aproksymacji zostaly wyprowa-
dzone odpowiednie wzory oraz podany jest program
v Algolu 60.

1. wsuep

Dana Jest funkcja T okreslona przez zbiér punktéow o wspot-
rzgdnyoh (x1,y1), &»y2),... (Xq, yn).

W celu przyblizonego przedstawienia tej funkoji mozna poszu-
kiwa¢ funkcje aproksymujaog stosujgo standardowg metode naj-
~niejszyoh kwadratow, przyjmujao jako zmienng niezalezng zmien-
®a x 1 funkoje aproksymujgoa gx lub przyjmujgo jako zmienng
Niezalezng zmienng y i funkcje aproksymujgoag
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W pierwszym wypadku parametry funkcji aproksymujacej wyzna-
czany z zaleznosci

n
3 = E L - 2 = min (€))
y i=l 1 1
a w drugim przypadku
n
S B E & -"~(yl) 2 = min (@)
ial 1

Funkcje wyznaczone na podstawie obu podanych warunkéw eg
rézne, oo przyktadowo pokazano na rys. 1 dla aproksymaoji prze-
prowadzonej za pomoog funkoji liniowej.

W przypadku, gdy w rozpatrywanym zagadnieniu nie ma przy-
czyn do wybrania zmiennej niezaleznej, powstaje watpliwosc,
ktdére przyblizenie jest whasciwe.

Analize tego zagadnienia mozna przeprowadzi¢ rozpatrujgo
zmiennos¢ potozenia linii prostej aproksymujgoej w stosunku
do danego uk#adu punktéw, ktora wystepuje w wyniku zmiany po-
4ozenia tego uktadu punktédw w stosunku do ukdadu wspodtrzednyoh
na skutek obrotu uktadu wspétrzednyoh.
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2. ZMIANA POLOZENIA PROSTEJ APROKSYMUJACEJ W STOSUNKU DO DAUE-
GO UKELADU PUNKTOW PRZY OBROCIE UKLADU WSPOLRZEDNYCH

Kazdy ukdad punktow mozna sprowadzi¢ przez dokonanie odpo-
wiedniego obrotu i przesuniecia ukdadu wspétrzednyoh do poto-
zenia takiego, ze prosta aproksymujgoa, wyznaozona za pomoog
warunku okreslonego zaleznoscia (1), pokryje sie z osig X-6w,
tzn. rownanie t©\J prostej okresli zaleznosc¢

y a O}

Takie potozenie punktéw przyjmujemy jako wyjsciowe. W ogol-
nym przypadku wepdtozynniki prostej aproksymujagoej

y = ax + b; A)
wyznaozajg zaleznosci»

n.Exy - Ex. Ey

nEx2 -(Ex)2 >
Ey.Ex2 - Ex. Exy
b" TEXM"EX)* -———- ’ (5)

Dokonujac obrotu ukdadu 6 kgt - CFotrzymamy nowe wsSpodrzed-
He punktow

x' s x oos<f-y sincp;
y' a X 8inCf+ y 008 Cfj

i nowg wartos¢ wspétczynnika kgatowego prostej aproksymujgoej
a 3 —————- K—————— *L ®)

Po podstawieniu w zaleznosci (6) nizej podanych wartosci

Ex' = coscp .Ex - sincp . Ey;

Ey' r sincp .Ex + 008.Ey;

(Ex") 2 3 oos™p(Ex? + sinXf(Ey™ - 2sincp .ooscp . Ex . Evy;

p #25 2 rx2 _p rE>2 . .

- 00s <pEX + sin cpky - 2sin”.coscp .Exy;

Ex"y"3 coscp .singp.Ex2 + cosAfExy - sin2cfExy-sincp coscpEy2;



92 Zdzistaw DEBICKI

otrzymany

n(coscp ,8incpEx2+00s™M{>Exy-sinXpExy-sIncp ooscpEy2)-

n(00s2@ -E x 2+sin”~)Ey2-2sincp .00scpExy) -oos*xp (Ex)™ -
)
-ooscp stnCp(E X)2- 008’\p Ex. Ey+8InZCfExEy+SInCp 008¢>(Ey)2
t

»8|n cp(Ey) +°2 sincp ooscp .CXEy
Poniewaz jako potozenie wyjsciowe ukdadu punktéw przyjelis-

my takie loh potozenie, ze prosta aproksymujgoa okreslona jest
dla tego potozenia rownaniem

tzn. a=0 1 b=
wleo z zaleznosol (@) 1 (6) mamy

nExy -Ex .Ey = §
Ey .Ex2 -Ex .Exy = O

Z rozwigzania tyoh réwnan otrzymujemy
£*y = 0j
Exy a 0j
Podstawiajgc te wartosoi do zaleznosol (7) otrzymuj»”
, n . sincp . ooscp (Ex2 -Ey2) - sincp . oos<p (E x)2
n (Cos29PE-X2 + 8in2<fE y2) - ocoscp (E X) 2

(nE x2 - (Ex)2) - nEy2

& , S3 1 In »E._I "= m>> 1 mwmo_..__ . CHEM A,11 Q1L ]

(n*£ X —(Lxr) .Otho+|'| .E'y . tgcCF
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i dalej

Wyrazenie

A= ( (9)
n Ex2 - (Ex)2

moze stuzyC® jako ocena stopnia skupienia punktéw pod wzgledem
mozliwosci uzyskania prawidfowych wynikéw przy stosowaniu stan-
dardowej metody najmniejszyoh kwadratéw.

Mamy bowlemi

1) dla X s °t mamy a" = tgcp»

tzn.,ze prosta aproksymujgca zmienia swe potozenie, tak sa-
mo jak i uk#ad punktéw przy obrooie catego uktadu wspotrzed-
nych, a zatem zachowuje ona state potozenie w stosunku do
danego uktadu punktéw. Takie skupienie jest najlepsze. Za-
ohodzi ono gdy

>1=0; t®@zn. E y2 a 0;

Ma to miejsoe wowczas, gdy wszystkie dane punkty lezg na
jednej prostej.

2) dla K3 1 mamy a’= 0O;

tzn., ze prosta aproksymujgca nie zmienia swego katowego po-
4ozenia w stosunku do poczatkowego potozenia ukdadu wspot-
rzednych, a zatem zmienia swe potozenie w stosunku do ukda-
du punktéw danyoh zmieniajgoyoh swe potozenie razem z obro-
tem uktadu wepotrzednyoh. Oznacza to, ze prosta aproksymuja-
ca moze by¢ naohylona do ukdadu punktéow pod dowolnym katem
(zaleznym tylko od katowego potozenia wspédrzednych) .
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Przypadek taki zaohodzi np. dla punktéw rozmieszczonych
na okregu (rys. 2). Mozna to udowodni¢ wykazujac, ze dla
punktow okregu okreslonego rownaniem

X - x0)*  h2 " y2i @)
spedniony jest warunek
X * I»
tzn. nZZy2 a n .Ex2 - (Ex)2j (1)
Rys. 2a Rys. 2b

Dowdd t
Do rozwazan przyjmujemy parzystg liczbe punktéw rozmleezozo6-
nyoh na okregu symetrycznie do prostej

X -V
wg rys. 2a.
Z przeksztatcenia rownania (10)mamy

X=X, £V H2 - y2 ,
Po podstawieniu tej wartosci do réwnania (11) otrzymujemy
NEy2 3 n2x2 + n2P - nf£y2 - 2xqE "VR2 - y2 -
- (hx teVr2 -y2)2; (%))
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Poniewaz dla przyjetego ukfadu punktéw mamys»

EN"R2 - y2 = £(x0 - X) = 0;
wieo z zaleznosoi (12) otrzymujemy
rey2 = n R2;

i nastepnie

E(F)2-F - <«)

Wprowadzajgo oznaozenie (rys. 2a)
00 a:

nany

Mamy roéwniez

Podstawiajgo dwie ostatnie wartosoi do zaleznosoi (13)
otrzymujemy

skad

Ta (Esin2oc) .na;

Przeohodzgo do oiagtego rozmieszczenia punktéw na okregu
mamy n.— ©o ; Aol -———dx

iw zwigzku z tym
o p
sin oc do(=lif |
/

a wieo spekniony jest warunek (1) .
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3) Dla ogoélnego przypadku, tj. dla O<£t < 1 zmiennos¢ wspot-
ozynnika kgtowego a prostej aproksymujgcej w zaleznosoi od
obrotu uk¥adu o kat (@ podana jest na iys. 3a i 3b.

Maksymalna wartos¢ a wyznaczona z warunku = 0j
wynosi

nEx2 - (Ex)2 - nEy2

amax ~ i— g L 5——— o"* C1%)
2 Vn.Cy . Ex - (Ex)
dla
nEx2 - x)2
<f= arotg \5 p( )— ; (15)
V nEy

Otrzymana wartosc¢ Al zwigzana jest z odpowiadajgoym jej
katem @ prosta zaleznoscia.

Mamy bowiem

thf =y D_IE_Z(E_:__(_E_z(_)_Z_ ;

, nhExa - (Ex)2 NnEyi
a =

2ANEy2" O/NEx2- (EX)2 27 nEy2 JINEX2 - (EX)2

1 1/nEx2 - (Ex)'

n.E 2 z
nEy
1
= - (tgCf - Otgcp) J
i ostateoznie
amax s tS0Cmax = “ ~g 2V , (16)

Wyniki te wskazuja na niebezpieczenistwo stosowania standar-
dowej metody najmniejszych kwadratéw dla pewnych uk#adéw punk-
tow.
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a wax=1,33

81020
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Dla konkretnego przykd#adu ukdadu punktédw podanego na rys. 4a
pokazany jest na rys. 4b przebieg funkcji & = f(<p) oraz na
rys. 40 szes¢ wybranych potozen tego ukdadu punktéw, otrzyma-
nych w wyniku obrotu uktadu wspétrzednyoh o kat @ 1 odpowia-
dajagce im potozenia prostej aproksymujgoej .

State potozenie prostej aproksymujgoej w stosunku do ukdadu
punktéw niezaleznie od potozenia tego uktadu punktéw w ukdadzie
wspotrzednyoh otrzymujemy przy przeprowadzeniu aproksymacji,
opierajao sie na sumowaniu kwadratéw odlegtodoi punktdédw danych
od funkcji aproksymujgoej. W takim przypadku krzywa aproksymujag-
ca bedzie niezmiennikiem uktadu wspétrzednyoh. Jej potozenie
wzgledem punktéw nie zalezy od ukdadu wspétrzednyoh.

»

3. APROKSYMACJA ZA POMOCA FUNKCJI LINIOWEJ NA PODSTAWIE SUMO-
WANIA KWADRATOW ODLEGLOSCI PUNKTOW DANYCH OD FUNKCJI APHOK-
SYMUJACEJ

Do rozwazan przyjmujemy rownanie normalne prostej (Xxys. 5)e

X . cos/o+ y ainjS-pP * 0 an
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Odlegtos¢ punktu Al (i, yl) od prostej okreslonej roéwna-
niem (17) jest

a = x~osp + 7™ sin/S - p; as)
Prosta (17) bedzie najlepiej przyblizong do funkcji okreslo-

nej przez zbidr punktéow o wspotrzednych (XMt y,]D» (OR2» y2) eee
OGan, yn), jesli parametry jej beda okreslone z warunku (19).

p
S = £ (x. coshk+y., sin/S- p) = min; a9
p i=1l 1 i

Warunkiem konieoznym istnienia minimum jest

as b n
--2s -2 E (XoOGs/S + y4 sinfi- p) = 0; (20)
3p i1 1 1

3S n

a 2 E (xk OOS/0+ yAsin/9 - p) (=" sinyd+ yt ooep)=0 (21)

skad otrzymujeiigr

00s/9 .Ex + singliy x n . p;
-sin/200sjSEx2 + 00B23EXy - sin2/flExy + sin/» cos/flEy2 +
+ p sin/2EX - p cos/SCy a 0;

Z rozwigzania tego ukladu réwnan otrzymujemy

2 (Ex .Ey - n .Exy)

tg 20 a ; (22)
n (Ey2 -Ex2) + (Ex)2 - (Ey)2
po wyznaozeniu kata® mozemy wyznaczyC
p X — (00s/SEx + sin/9e-Cy); (23)
n

Dla wyznaozenia parametrow prostej W postaoi

y a ax + b;

niary i réwnania (17)
dla P/ 0 - Ti;
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a= - ctgp ; (@)
b=—- (ctgh .Ex+Zy)]| @25
n
a dla /3= 0 - 3F ;

otrzymamy roéwnanie prostej

XBp=-— (oos/S-Ex+sin#-.Ey)ﬂ—3Lj (26)
n n

Prosta aproksymujgoa wyznaczona w ten sposéb nie zmienia swego
potozenia w stosunku do danego ukdadu punktéw. Suma kwadratow
dla prostej aproksymujgcej wyznaozonej w ten sposob bedzie

Sp = E(xi1 COS/9+ y"sin/9 - - (ooa/3Ex” + sin/3aky™) 2 @n

4. WYZNACZANIE PARAMETROW PROSTEJ APROKSYMUJACEJ WEDLUG METOD!
PODANEJ W POZ. 3 ZA POMOC* MASZYNY CYFROWEJ

Wyznaozenie parametréw a i b prostej aproksymujacej na pod-
stawie zaleznosci (22), (24), (25) i1 (26) oraz odpowiadajacej
jej sumie kwadratdow Sp mozna dokona¢ korzystajgao z nizej poda-
nej procedury napisanej w jezyku Algol 60x!
procedure AKWAP (n, i, a, b, ¢, d, w, ETYKIETA);

value n;

integer n, i; real a, b, o, d, w; label ETYKIETA;.
comment Procedura oblioza parametry a i b réwnania prostej

aproksymujacej y = ax + b oraz sume kwadratéw od-
legtosci punktédw od prostej aproksymujacej - w.

Na parametry prooedury nalezy podstawic

n - liczbe punktéw

c - wspOdrzedne punktéw Xi

d - wspotrzedne punktéw Yi

Dla spednionego warunku

a = 0/b B 0 - brak rozwigzania;

"procedura ta zostata opracowana przez autora w czasie c¢wiczen na
XXV1 Kursie Zastosowan Matematyki w Warszawie
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begin real e, f, g, h;
a:=b:=e:=F:=qi=0;

for i:=1 step 1 until n do

begin
h: s otw ts d;
e :=e+ h;
T 1= f+w;
a: a ath*h;
b t= b+tw*w;
g »a gHh-w;
end 1 {

aitan*@®ma + e*a - Tdf j
b <*2* (e>f - n*g) ;
if aa O0/lb =0 then goto ETIKIETA else
ifabB (@ ~ abs (b/6.703 1Q153) then
g ia 2.356194
else
gtaarctan (b/a) * 0,5 + 1.570796;
a :-a sin @i
b I acos (9);
h »a 0;
for i1 a 1 step 1 until n do
begin
h tac*b+ d*a - (b*e + a*f) /n
wtaw+ h*h {
end i1 ;
a : a - b/a;
b :a (-a*e + ) /n; 1
end AEWAP

Za pomoog tej procedury zostaty wyznaczone parametry prostej
aproksymujacej dla funkcji okreslonej nastepujacym zbiorem
punktéw»
Xi 10.12 18.20 22.01 24.95 30.20 34.35 37.80

39.80 41.60 46.60

yi 11.28 12.12 14.30 13.11 15.62 17.65 16.23
19.21 26.20 24.00
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Otrzymano réwnanie
y = 0.J93 x + 4.084;
i sume kwadratéw odlegtosoi

Sp a 0.67705588 . 102;

Dla pordwnania wyznaczono réwnanie prostyoh aproksymujacyoh
przy liczeniu kwadratéw w kierunku osi X i w kierunku osi !e

Otrzymane wyniki podane sg w tabeli

Odcinki odmie-

rzane w kierunku Réwnanie prostej Suma kwadratow

prostopadtym Yp a 0.393 x + 4.084 Sp w 0.67705588 . 10 2
osi X yV = 0.379 x + 5.425 Sp * 0.35523751 . 105
osi 1 Yx = 0.490 x + 2.019 Sx a 0.44028431 . 107

Wszystkie proste przecinaja sie w punkcie
XQ » 30.503;
yo = 16.972;

Proste te pokazane sg na rys. 6.

Podana procedura pozwala na wyliczenie parametréw prostej
aproksymujgoej dla kata ot pochylenia tej prostej w przedziale

-f <« < S,
4 4

tzn. dla kata® w przedziale

4 4

Natomiast dla przedziatu dla kata<x

i< «< s
4 4



¢ 4.934
¢ 2,019

0.3
0,3/*
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tzn. dla przedziatu dla kata

w podanej procedurze nalezy wprowadzi¢ nastepujgce podstawie-
nia:

= 2.356194-;
= arctan (b/a)#
05 + 1.570796;

0.785598; zamiast
arctan (b/a)* 0,5 zamiast

g:
g:

g:
g:

a nastepnie w przypadku
g=0;
nalezy wprowadzi¢ podstawienie
6.703/]0 153+ zamiast a: = " b/a;
-6.705"]q 153 *e/n; zamiast b: a (-a*e + t) /n;
Otrzymane réwnanie dla wartosci g = 0 jest przyblizone, po-
niewaz bedzie podane.w postaci

a
b

y = 6.70310 153 x - 6.70310 153 . e/n;

podozas gdy w rzeczywistosci rdéwnanie to bedzie nastepujace
X = e/n;

Do uzyskania prawidfowego réwnania dla g >» 0 zmiany w poda-
nej procedurze musiatyby by¢ znaoznie wieksze.

5. WNIOSKI

Stosowanie standardowej metody najmniejszych kwadratoéw prowa-
dzi do okreslenia parametrow prostej aproksymujacej, ktérej po-
+ozenie w stosunku do uk#adu punktéw zalezy nie tylko od tego
ukdadu punktow ale 1 od potozenia tego ukdadu punktédw w ukdadzie
wspodrzednych.

Przy rozwigzywaniu zadan opartych na wynikach doswiadczen
prowadzi¢ to moze do powaznych biedow.
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Jako przykdad przytoczy¢ mozna zadanie, ktdérego rozwigzaniem
bedzie wyznaczenie punktu przeciecia sie dwu prostych wyznaczo-
nych metodg aproksymaoji. Na rys. 7a pokazany jest taki przy-
k#ad dla dwu zbiordw punktow A i B, ktére wyznaozone zostaly
doswiadczalnie. Proste oznaczone linig ciggta przedstawiajg
potozenie otrzymane przy zastosowaniu metody najmniejszych kwa-
dratéw prostopadtyoh a linig przezywang standardowa metoda naj-
mniejszych kwadratéw. Otrzymane odpowiednio punkty przeoieoia
P i PS, ktdére stanowia rozwigzanie zadania, sg znacznie od
siebie oddalone. Jeszcze wieksze bledy wystgpig dla ukdadow
punktéw przedstawionych na rys. 7b. W szczegdlnym przypadku
proste wyznaczone metodg standardowg mogg by¢ dla podobnego
przypadku roéwnolegte.



APROKSYMACJA ZA POMOCA FUNKCJI LINIOWEJ 109

ANMPOKCUMALIMA PACCTORHINA MYHKTOB JAHHBX OT NYHKTOB ANMPOKCK-
MAPYRWEWN oYHKU NPWU NOMOUW NAHEWHOW ®YHKLMW METOLOM HAUMEHB-
o WX KBALPATOB

Pesnme

pUMEHeHne MeTofa HaWMeHbWWX KBaApaToB ANA annpoKcumaluu
NUHENRHO| (QYHKUMN 0OWEN3BECTHHIM, CTaHAAPTHbIM CNOCOOOM, BedéT
K onpefeneHun NONOXEHUS NpAMON, KOTOPOe N0 OTHOWEHWM K AaH-
HOMY MHOXECTBY annpoKCUMUPOBAHHLIX MYHKTOB 3aBUCUT OT MNOA00-
pa pacnonoXeHuss NPAMOYroONbHbIX KOOPAMHAT. [ONOXEHUEe NpAMOil
He ABNAETCA WHBAPUAHTOM W3OMETPUU.

ECM MHOXECTBO MYHKTOB fAenaeT 060pOT N0 OTHOWEHWMO K npi-
HATOMY PACMONOXEHM KOOPAMHAT, TOrAa annpokcumupywuwas nps-
Mass BCE G0/blie OTKNOHAETCA OT NEPBOHAYANLHOTO MONOXEHHS,
YTO YKa3biBAeT Ha BO3HWKHOBEHWE 3HAYUTENbHbX OWWGOK B Clydae
NPUMEHEHNS 3TOF0 METOfA.

Ecnu 0fHaKo nMpoBECTH NpsAMyk Tak 4To6b CymmMa KBajpaToB
PacCTOAHMA NMYHKTOB OT NpAMO/A Gbna MUHMMANbHas, TOrAa nono-
KeHue 3TOlt NpAMOA NO OTHOWEHMK K annpoKCUMUPOBAHHOMY MHO-
KecTBY OyfeT WHBApUAHTHOM.

[ns Takoro NpUHLMNA annpoKCUMaLuW BbBELEHH BOPMYNb ¥
yKazaHa nporpamma Ha s3sike Algol 60.
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APPROXIMATION BY M2ANS OF A LINEAR FUNCTION USING THE LEAST SQUARE
METHOD OF THE DISTANCE OF POINTS FROM THE APPROXIMATING LINE

Summary

A commonly applied standard way of using the method of least squares
for approximation by means of a linear function leads to the determina-
tion of the position of the line, which with respect to.the given set
of approximated points depends on the choice of rectangular coordinate
arrangement. The position of the line is not an invariant of isometry.

Turning the set of points in j-elation to the accepted coordinate ar-
rangement the approximating line deviates still more from ite primary
position which indicates the appearance of significant errors when using
this method.

But, if the line is led in a.way which ensures that the sum of squares
of the distance of points from the line is minimal, then the position of
this line with respect to the approximated arrangement is invariant.

For such an approximation principle adequate formulas have been
written and a program is given in ALGOL 60 language.

© Instytut Maszyn Matematycznych
Warsz»v;a, ul. Krzywickiego 34
K-M.









