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СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ СТАТИСТИЧЕСКИХ 
КРИТЕРИЕВ ПРЕДЛОЖЕННЫХ ДЛЯ ВЫЯВЛЕНИЯ 
ИЗМЕРЕНИЙ, СОДЕРЖАЩИХ ГРУБЫЕ ОШИБКИ

Анатолий ГЕРАСИМОВИЧ 
Белорусский политехнический институт

В данной статье методом Монте-Карло 
на &ВМ Минск-22 моделируются кривые 
мощностей некоторых статистических 
критериев, предложенных для отбра­
ковки сомнительных наблюдений.

ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время в последних работах по теории ошибок [2] , 
метрологии [Ь] намечается тенденция к подразделению грубых 
ошибок по происхождению на два подкласса: а/ явно грубые или 
промахи, о/ неявно грубые или "большие" по терминологии [5]1.

К явно грубым ошиокам обычно относят промахи в наблюдениях, 
вызываемые невнимательностью оператора, неисправностью инстру­
мента, плохой организацией работы и тд.

Измерения,содержащие "неявно грубые" ошибки .возникают из-за 
внезапных кратковременных изменений условий измерений,т.е. во­
зникают в том случае,когда основная масса (n-k) измерений про- 
водена при стабильных условиях,а "к* измерений при изменивших­
ся. Измерения, проведенные при изменившихся условиях, в со-
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ветской литературе называют "аномальными","резко выделяющими­
ся" , "сомнительными” , в английской и американской _ "outiierr,", 
"strugglee", "blunders", "vildshots".

Будем считать, что неявно груоые ошибки распределены по 
нормальному закону, т.е. выборка, содержащая "сомнительные" 
измерения, соответсвует распределению вида

(1-£) N(a,6) + уИ(а+;ц , 6Л2){ 0<у< 1.
В литературе [13] имеются сведения, что даже тщательно 

поставленные эксперименты содержат до 1 0 $ измерений с неявно 
грубыми ошибками', однако эти 1 0 % могут дать сильное смещение 
при оценке параметров нормального закона. Ввиду этого вопросы 
выявления таких измерений остаются по-прежнему актуальными.Об 
этом свидетельствует тот факт, что вплоть до последнего време­
ни продолжают появляться новые методы и критерии [9 , 13 ,
14 , 15]. Однако, как существующие ранее, так и вновъ предло­

женные критерии, как правило, не классифицированы, их достоин­
ства и недостатки слабо изучены, ввиду чего трудно отдать 
предпочтение какому-либо из них. Обычно автор, предлагая свой 
критерий, не объясняет, чем он лучше других критериев.

Поэтому в данной статье сделана попытка классифицировать 
методы и критерии, наиболее часто применяемые в практических 
расчетах (ом.рис.1), а также сравнить эффективность некоторых 
статистических и вероятностных критериев выявления неявно гру­
бых ошибок (на рис. 1 исследуемые критерии обведены пунктирной 
линией ).

В противовес методу Гаусса, оонованному на испытании усло­
вий и отбраковке измерений, полученных при условиях существен­
но отличающихся от стабильных, все применяемые в настоящее
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Методы* выявления измерений, содер­
жащих грубые ошибки

испытания величины 
ошибки Анализ условий измерений /Гаусс/

Вероятностные 
критерии

Метод цензурирования 
измерений_______

ё'.Гэурира ”̂ 
вание 1типа Цензуриро­

вание Итипа

Рис.1
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время (см.рисл) методы основаны на непосредственном или 
коовенном иопыталии величины отклонения сомнительного измере­
ния от остальной массы измерений, выполненных при стабильных 
условиях.

Методика применения вероятностных критериев дана в [16 ,
17], статистических критериев в наотоящей работе и работах [l
4 , 6 , 9 , 10 , 12], метода Тьюки - в работе [13] , цензуриро­
вания измерений в работах [14 , 1б]'.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть независимые случайные п е р е м е н н ы е  х , х2,..., хп нор­
мально распределены о математическими о ж и д а н и я м и  » 1 , а 2 , . . , а п и 
дисперсиями 6 v 6 2'*‘-’ 6 n* Н е о б х о д и м о  проверить нулевую 
гипотезу

г в в ... в а * ан « 1 2 п О )
о б 1 = 6 2 * ... * б п * <5 . '

согласно которой все независимые переменные прсдотаьляют ообой
выборку из нормальной совокупности с параметрами (а,б).

Согласно альтернативной гипотезе н1#к из п независимых пе­
ременных представляет собой«выборку, произведенную из совокуп­
ности, распределенной нормально о математическим ожиданием 
(л +Аб) и той *е дисперсией б2 , а оставшиеся ( n-k) незави­
симых переменных, составляющих ооновную чаоть совокупности, 
представляют собой выборку из нормальной стабильной совокупно­

сти о параметрами (а,б) Ti*0*

i  *2 1| * f

J В (n-k+l), .
... (n-k)

H1  1 . â  в a + A€T » ... * * (2)
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В другой варианте будем считать альтернативной гипотезой 
н21 к из п независимых переменных - выОорка, произведенная из
совокупности, распределенной нормально с одним и тем же мате-

jj j> . . 
магическим ожиданием и дисперсией X 6 а оставшиеся (п—к j) из­
мерений - выборка из нормальной стабильной совокупности с па­
раметрами (а,б) т.е.

н2 »
1 2 п 
= б 1 = 1 , 2 ....  (n-k) ( 3 )

Oj = А 6 3 = (n-k+l) , п

Гипотеза н1 соответствует неявно грубой ошибке, вызванной
неверно снятым отсчетом (или ошибочной запись») по вереньеру,
кратковременному изменению напряжения в блоке питания овето-
дальномера и др« Такого рода ошибки относятоя к ошибкам сдвига 
(location error) [8, 9, Ю]  .

Гипотеза н2 соответствует появление в измерениях неявно
грубой ошибки, вызываемой кратковременным ухудшением внешних
условий измерений. Такая ошибка называется ошибкой масштаба 
(scalar error) (jB, 9# 10j .

Проверка нулевой гипотезы с помощью статистических критери­
ев <pŁ (х) ( см.риал) производится по следующей схеме:

Вычисляется теоретическая функция распределения выбранной 
статистики х2* хп) при условии, что гипотеза нр спра­
ведлива, ц.в'. F х2, хп) |но];на этом основании по за­
данному числу измерений п и фиксированному уровню значимости 
а. определяются предельные значения этой статистики ; по
результатам измерений вычисляется эмпирическое значение стати­

стики Я’эмпС’Ч* х2 * ***» *х)> сравнивают вычисленное эмпиричес* 
кое значение статистики х2»***хп) с предельным зна-
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чением y(ćt,n). Если <Рэмп(х1 *х2,,,**хп) > У (5е» n) то на основании 
принципа практической невозможности маловероятных событий счи­
тают, что проверяемое измерение содержит неявно грубую ошибку, 
и не включают в обработку. В противном случае в обработку вклю­
чают все измерения.

Практически проверка нулевой гипотезы сводится к вычислению 
эмпирического значения статистики ср (x1tx2,...t х ^  и сравне­
нию вычисленного значения с предельным /табличным/ значением 
Т («., п)..

Рассмотрим некоторые критерии проверки нулевой гипотезы (l), 
основанные на выборе различных характеристик в зависи­
мости от того, известны или неизвестны параметры а и б, их 
можно разбить [1] на четыре класса: а неизвестно, 6 известно; 
а,6 неизвестны; a,ff известны; а известно, 6 неизвестно*, рас­
смотрим два первых,.

Критерии, основанные на априорном знании па­
раметра а ,не рассматриваем, так как большинство измерений, 
как правило, ставятся с целью определения этого параметра.

Пуоть x1fx2,...,xn - результаты измерения некоторой величи­
ны - случайная выборка объема п из нормальной совокупности; 

х (1 )’ х(2 )' х(з)****« х(п) ” эта кв выборка, расположенная в 
неубывающий ряд х=~± Z х. - средняя
арифметическая из всех результатов измерений; = т-— Ц  £

и
- средняя арифметическая, полученная после исключения из выбор­
ки измерения х ; s - средняя квадратическая ошибка п • п
измерений.
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для проверки одного максимального резко отклоняющегося из­
мерения в случае, если б- известно, исследованы критерии 
основанные на следующих статистиках:

Для проверки олного максимального резко отклоняющегося из­
мерения х ^  в случае, если 6 неизвестно, исследованы крите­
рии основанные на тестовых статистиках:

Таблицы предельных значений статистик ср2(х), <jp3(x)i

ЯЧ(Х)• ^ 5^  .соответствующих данному числу измерений а
и фиксированному уровню значимости сс, имеются в [i] , статис­
тик cpg(x), ср8(х) и (fg(x) - в [ю], статистики (}>7(х) - в [9] . ' 

Выявим среди них наиболее эффективные, а также оценим поте­
рю эффективности, возникающую при применении менее эффективных 
критериев, но основанных на более простых тестовых статистиках 
^ ( х) *

2. МЕТОДИКА ИССЛЕДОВАНИЯ

Проверка нулевой гипотезы (i) с помощью статистических кри­
териев ср^х) сопровождается вероятностями принятия логных ре-
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шений, т.е. браковки hq , когда она верна (ошибка I рода), или 
принятия но , когда она неверна (ошибка п рода)'. Вероятность 
совершения ошибки первого рода определяется из условия

р ( ?!(*)>!■ (сс , п) | но} = ос ; ( 4 )
вероятность ошибки п-го рода - из условия

р ( fi W  < Т (*• n) I Hi} = £  ( 5)
Из двух критериев кл и к2 заданного уровня ос критерий к 

разумно считать более эффективным, чем критерий к2 , если Д</Зг. 
Отношение

в , 1 - J M  (6)
1

характеризует эффективность критерия к2 по сравнению с крите­
рием при проверке гипотезы но по сравнению с альтернативой н̂ .

Необходимые сведения о мощности различных статистических 
критериев мохно получить, применяя метод цифрового статистичес­
кого моделирования (метод Монте-Карло)(.

Процесс сравнения эффективности статистических критериев 
значимости методом Монте-Карло мохно разделить на ряд этапов: 
а) получение ы последовательностей случайных чисел объема п 

имитирующих истинные ошибки измерений, распределенные по нор­
мальному закону в соответствии с нулевой гипотезой но . 

о) Расположение полученных в последовательностях чисел в вариа­
ционный ряд

Х (1)1* X(2)i* x(3)i * >"**> * X (n)i *
где i s 1,2,..u - номер последовательности.

N m 9i>rв) Вычисление уровня значимости « = — Jj-4- по результатам всех 
случайных чисел, превосходящих квантиль £.

г) Введение в к крайних максимальных (минимальных) членов ва­
риационного ряда неявно грубой ошибки прибавлением постоян­
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ного числа А б (согласно гипотезе н1) или умножением на 
постоянное число /\ (согласно гипотезе н2)

д) Вычисление оценки вероятностей совершить ошибку П-рода

е) оценка точности вычисления вероятностей о т  fi.

Наиболее часто нормально распределенные числа формируются 
на основании некоторой вспомогательной совокупности чисел, ко­
торая может Сыть получена по возможности с наименьшими затрата­
ми машинного времени и которая обеспечивает удобство дальней­
ших преобразований. В качестве такой вспомогательной совокупно­
сти нами была моделирована совокупность чисел, равномерно рас­
пределенных в интервале (o,l)>.

равномерно распределенные числа [о̂ ] моделировались нами 
по формуле

«i+1 = [“-i + * 1 -1 ] (mod (8 )

где <Х0 = ОТ ; сС1 = 517 . г"42 ; [оС4 + (mod 4)
- остаток от деления суммы чисел на 4, предложенной 
Дэвисом в [7].

Нормально распределенные числа получались суммированием 1$ 
равномерно распределенных в интервале (o,l) чисел1.

Основанием для этого служит центральная предельная теорема 
теории вероятностей для одинаково распределенных случайных ве­
личин: "если независимые случайные величины ос,,ос2,...,осп име­
ют одно и то же распределение вероятностей и если каждое 
имеет математическое ожидание и среднее квадратическое от­
клонение , то сумма асимптотически нормальна с математичес­
ким ожиданием па1 и средним квадратическим отклонением Gfln
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Полученные таким образом нормально распределенные числа 
нормировались, тие-. преобразовывались в числа, нормально рас­
пределенные с параметрами (o,l)i. Дополнительно для улучшения 
распределения на краях нормальной кривой применено преобразо­
вание Корниша-Фишера ( cmi .  [ 3 ,  стр.ЮО])'. Проверка качества нор­
мально распределенных чиоел проводилась по методу, предложен­
ному А.А.Петровым, оуть которого состоит в том, что все иссле­
дуемые в данной работе статистики ср±(х) могут применяться для 
проверки гипотезы нормальности по выборкам малого объема (при 
отсутствии в выборке "загрязненных" членов), так как уровень 
значимости исследуемых критериев, определенный по методу монте- 
Карло, не превосходит номинальный, то можно считать, что ка­
чество нормально распределенных чисел довольно выоокое*. Веро­
ятность совершения ошибки П-рода fi оценивалась частостью j- 
с точностью не более 0,04 и надежностью 0,96, т.е.

Р  { * Р “  * 4  0 , 0 4  }  =  0 , 9 5

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ

Исследование мощностей М =1-/5 статистических критериев про­
изведено в трех вариантах, в 1,2,3 варианте исследовались во­
семь статистических критериев, основанных на тестовых статис­

тиках tp^x), Cf>2(x), ср3(х), ср4(х), <р5(х>, <р6(х), Ср?(х), ср8(х) 
при «. =0,005; 0,01; 0,05; 0,10 и объеме выборки п «10,15,20, 
при наличии в выборке только одного измерения, содержащего не­
явно грубую ошибку, образованную кратковременным сдвигом цен­
тра распределения (согласно гипотезе У  или изменением мае-
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штаба (согласно гипотезе н2)>. Число выборок N объема п , на 
основании которых производилось оценивание, принято равным 
1000, 750, 500 для 1 , 2 и з-го варианта соответственно1.

Результаты моделирования представлены в виде графиков мощно­
стей исследуемых критериев, так, на рис-,2 и з изображены кри­
вые мощностей исследуемых критериев, для п-10, ос-0,01. Кри­
вые мощностей для других значений уровня значимости ос и объе­
ма выборки п здесь не приведены, так как они носят аналогич­
ный характер.

Рис.2. Неявно грубая рис.З. Неявно грубаяошибка X/ч образована ошибка х(п) образована из-сдвигом цбнтра распре- менением масштабаделения
Анализируя рис.2 и з, приходим к выводу, что наиболее мо­

щным, а следовательно, и наиболее эффективным критерием среди 
рассмотренных, при известной дисперсии измерений, является кри­
терий, основанный на статистике (n) X(n-1)

J 6
Преимущества этого критерия сохраняются при любом уровне значи­
мости се для п - 10,15,20 и при двух моделях образования неявно 
грубой ошибки.
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x/n\~ *■
Мощность критерия, основанного на статистике <р2(х)= —  „---

X, ч- X, Ч 0
близка к мощности критерия cf3(x)= — ^ J—  , а мощности 
критериев, основанных на статистиках  ̂ и

X, ч- X, ч о
ср̂ (х) = -AIL_— LJ одинаковы (в пределах точности вычислений), 
но значительно отличаются в худшую сторону от мощностей кри­
териев ср3(х) и ср2(х) .

Заметим, что при известном б здесь исследовались мощности 
критериев при наличии в выборке только одного (максимального) 
измерения, содержащего неявно грубую ошибку. Если же в выбор­
ке имеются два односторонних наблюдения, содержащих неявно 
грубые ошибки, образованные по одной и той же модели, то кри­
терий, оонованный на статистике <jp3(x) , вообще может не обна­
ружить ни одного из них;. Ввиду этого следует рекомендовать 

*(аТЯ
критерий <р2(х) = * б —  ’ который будет в этом случае более 
эффективным;. Следует считать доказанным, что мощность крите*- 
рил ср/,.(х) значительно меньше мощности критерия <р2(х) и по- 
70му критерий Cj)g(x) рекомендуется применять для установле­
ния технических допусков.

В случае неизвестного 6 фактически анализировались мощно­
сти только трех статиотических критериев значимости, так как 
тестовая статистика критерия <f8(x) согласно QlcQ , выражает­
ся через тестовую статистику

Поэтому мощности критериев, основанных на этих статисти­

ках, одинаковы.
Анализируя рис. 2 и 3, приходим к выводу, что мощности ис­

следуемых статистических критериев близки между собой. Крите­
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рии, основанный на статистике ср6(х), который по теоретическим 

исследованиям [И] является наилучшим инвариантным критерием 
для всех значений Л, в большинстве случаев сохраняет свои пре­
имущества перед другими критериями.

Мощность статистического критерия <р7(х) незначите пре­
вышает мощность критерия <р̂ (х). результаты вычислений мощностей 
всех исследуемых статистических критериев приводят к выводу: 
мощности статистических критериев ср̂ (х) и (р̂ (х) очень незна­
чительно отличаются в худшую сторону (не более, чем на 0 ,0б) 
от мощности критерия ^(х) в некот°Рых случаях мощность 
этих критериев больше мощности критерия <f6(x) на величину,не 

превышающую точность вычислений.
На рис.2 и 3 заметно явное преимущество критериев <?2(х) и 

9}(x) с известным б над критериями с неизвестным б и Крите­

рии же и СР 7(Х  ̂ при УР°внв значимости ос-0,005+0,10 
и п -10,15,20 являются при калых значениях А более мощными 
(несмотря на то, что б неизвестно), чем критерии q>1(x')

и V х) •
По этим соображениям, г.ри наличии в выборке только одного 

подозреваемого измерения, следует рекомендовать (учитывая про­
стоту вычисления тестовой статистики) критерий Диксона

(при . . 8 ; it)
5 *(пГ'(О 

łk(x) - > Г  («» » -  *  ♦ 3°)
^  " ( П )  х ( 3 )  4

Критерий <р6(х) = следует применять для решения спор­
ных вопросов, когда эмпирическое значение тестовой статистики



<f̂ (x) близко к табличному значение.

Ввиду сложности вычисления тестовых статистик ср?(х) и 
cPq(x) при одинаковых мощностях, эти критерии применять не 
рекомендуется.

Рис.4 и 5 отображают изменение мощности статистического
х . . - X , .

критерия <f5(x) = и— f вызванное изменением уровня зна­
чимости от 0,5 до 10# при двух моделях образования неявно гру­
бой ошибки.
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Рис.4. Неявно грубая 
ошибка х(п) образована 
сдвигом центра распре­
деления

Рио.б. Неявно грубая 
ошибка х/_\ образована 
изменением 'масштаба

Анализируя их, замечаем, что незначительное изменение уров­
ня значимости вблизи нуля (от 0,6$ до 1%) дает такой же при­
рост мощности критерия, что и изменение уровня значимости дан­
ного критерия от б до 10%. Аналогично ведут себя и другие кри­

терия при п -10,16,20'.
Эти рекомендации справедливы, если в выборке имеется толь­

ко одно измерение, содержащее грубую ошибку. Если в выборке
существует два односторонних измерения, содержащих грубые 
ошибки, то некоторые критерии обладают маскирующим эффектом,
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который обнаружен и описан Пирсоном и Чандра Секар в [12]'.Суть 
эффекта состоит в том, что при наличии в выборке более одного 
измерения, содержащего неявно грубую ошибку, некоторые крите­
рии вообще не выявляют ни одного из этих измерений?, маскирую­
щим эффектом обладают в некоторой степени вое статистические 
критерии>нами исследовался маскирующий эффект, возникающий из- 
за присутствия в выборке двух односторонних максимальных изме­
рений, содержащих неявно грубые ошибки у четырех статистичес­
ких критериев

Выбор только этих критериев для исследования маскирующего 
эффекта обусловлен тем, что исследуемые ранее статистические 
критерии теоретически обоснованы для проверки только одного

Так как в практике может оказаться большое число "загряз­
ненных" измерений, то мы исследовали при неизвестном б наилуч

снованные для проверки двух односторонних "загрязненных" изме­
рений, т.е>. статистики ^(х), 9?(х) и <fg(x) . Модели с числом 
"загрязненных" членов больше двух не рассматривались, так как, 
на наш взгляд, при числе "загрязненных" членов больше 10# це­
лесообразность применения статистических критериев для отбора 

измерений вызывает сомнение.
Исследования произведены для ос = 0,10; 0,05; 0,01; 0,005

максимального (минимального) измерения.

шую статистику срб(х) Х(п)-~-~ и ввели новые, теоретически обо
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Для наглядности кривые мощностей исследуемых критериев при 
двух моделях загрязнения изображены на рис.б и 7.

при n „15, н15_750'.

Рис.б. Неявно груОые ошиб­
ки <(„) и х(п_1) образованы 
сдвигом центра распределения

Рис.7. Неявно грубые ошиб 
ки х/п\ и образ о
ваны изменением масштаба

X, ч- X
Как видно из рис.6, применение критерия <р6(х) = — “ ---

для отбора измерений, при наличии в выборках двух односторон­
них максимальных измерений, содержащих неявно грубые ошибки, 
образованные сдвигом центра распределения при а - 0,01, нецеле­
сообразно, так как он не выявляет таких измерений, как бы не 
велико было Л. В случае образования ошибки "изменением мас­
штаба" мощность критерия ^(х) очень мала.

Наиболее мощным в этом случае является критерий <fg(x) =

_ %  преимущества этого критерия сохраняются так-

же при ОС- 0 , 1 0 о,05 и 0,005. Мощности критериев <^(х) и <р?(х) 
примерно одинаковы.

В этой связи отметим преимущество критерия Диксона <Р5(х)

[6] , заключающееся в наличии ряда статистик г10, г^, г12,
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г20* г21* r22 » что П03В0ЛЯвт выбрать такую, в которую будет 
входить только одно из к подозреваемых резко отклоняющихся 
измерений, и таким образом практически свести к нулю маскиру­
ющий эффект.

Таким образом, при наличии в выборке более одного, резко 
отклоняющегося измерения, целесообразно применять критерий 
Диксона, а для решения спорных вопросов, когда эмпирическое 
значение тестовой статистики cf5(x) меньше, но близко к таб­
личному значению, мояно рекомендовать критерий. q>8(x) .

Помимо статистических критериев нами в вариантах № 1,2,3 
определялся уровень значимости ct и определялась мощность 4-х 
вероятностных критериев - критерия Шовенэ и критериев п, Ш 
и IV порядка, предложенных з.О.Хаимовым. Критерий шарлье и 
критерий I-го порядка з.Сг.Хаимова не исследовались ввиду того, 
что они фактически не дают правила проверки подозреваемого 
измерения, а указывают только теоретическое число ошибок,пре­
восходящих фиксированный предел, причем первУй вообще не огра­
ничивает величину предельной ошибки, а второй ограничивает 
пределом 5  3 6 .

В таблице 1 даны.уровни значимости указанных критериев,вы­
численные по методу Монте-Карло'.

Таким образом, критерий шовенэ или критерий з.С.хаимова 
П порядка при числе измерений п 4 20 будет браковать в среднем 
одно измерение из 5 проверяемых, которые в действительности 
не содерлат грубых ошибок.

Результаты моделирования показывают, что уровень значимос­
ти исследуемых вероятностных критериев а >0,05, поэтому их не 
следует применять для отбора измерений при n < 20t. Как исклю-
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Чейне,ввиду практической распространенности вероятностных кри­
териев, можно рекомендовать применять критерий IV порядка, 
предложрнный 3|.с.Хаимовым.

Таблица 1

Критерии Уровень значимости
п -10 п -15 п -20

1 Шовенэ 0,23 0,16 0,16
2 Хаимова П порядка 0,26 0,21 0,21

3 Хаимова ш порядка 0,09 0,14 0,14

4 Хаимова IV порядка 0,07 0,08 0,10

4. ЗАКЛЕЧЕШЕ

В заключение изложим некоторые соображения о целесообразно 
сти применения статистических критериев для анализа распреде­
ления измерений1, известно, что устойчивость\ статистических 
критериев зависит от выполнения на практике исходных предпо­
сылок, на которых они основаны, а именно: нормальности, неза­
висимости и стабильности основной массы измерений. Если нор- 
мальнооть и независимость измерений на практике в большинстве 
случаев выполняется (частичное невыполнение этих условий при­
водит к увеличению уровня значимости), то стабильность усло­
вий измерений выполняется не всегда, например, высокоточные 
угловые измерения планируются на несколько дней, производится 
исполнителями разной квалификации и опыта, в разные часы су­



№  16 SHAVHITKLHYJ ANALIZ STATISTICHŚKICH 23

ток. Казалось бы, что здесь сводит к нули целесообразность 
применения статистических критериев), однако даже в этом слу­
чае их применение целесообразно, так как с их помощью можно 
произвести анализ уоловий измерений и, таким образом, прове­
рить целесообразность и эффективность принятого метода 
измерений.

Помимо этого существует класс лабораторных измерений, про­
изводимых при стабильных условиях, например, исследование изме­
рительных приборов, компарирование, где статистические крите­
рии можно с успехом применять. В этом случае они могут быть 
использованы либо для выявления неявно грубых ошибок, либо 
для контроля стабильности условий измерений с целью выявления 
факторов, нарушающих стабильность.

Произведенный сравнительный анализ критериев С известным б 
позволяет отобрать наиболее эффективные статистические крите­
рии длл установления единых технических допусков на размах 
измерений R = х(п)“ х(1)или на отклонение двух крайных членов 
Д= х^п)- х х(2) вариационного ряда (7). Сравнитель­
ный анализ критериев о неизвестным б позволяет отобрать наи- 
лучшие в этом смысле критерии для установления дифференциро­
ванные технических допусков, косвенно позволяющих учитывать 
квалификацию, опыт исполнителя, а также изменение внешних 

условий измерений.
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ANALIZA PORÓWNAWCZA TESTÓW STATYSTYCZNYCH SŁUŻĄCYCH 
DO WYKRYWANIA BŁĘDÓW DUŻYCH

Streszczenie

W pracy rozważa się kilka testów statystycznych służących do wery­
fikacji jednej i tej samej hipotezy o rozkładzie prawdopodobieństwa
i porównuje się te testy metodą Monte Carlo.

A COMPARATIVE ANALYSIS OF STATISTIC CRITERIA PRESENTING 
MEASUREMENTS INCLUDING BIG ERRORS

Summary

* Curves of power of some statistic criteria presented to reject 
dubious observations are simulated by the Monte Carlo method on 
a Minsk-22 computer.

0  Instytut.Maszyn Matematycznych 
Warszawa, ul. Krzywickiego 34 
8Д .
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PRZEGLĄD KILKU METOD OPARTYCH NA 
KONCEPCJI GRADIENTU EKSPERYMENTAL­
NEGO I PORÓWNANIE ICH EFEKTYWNOŚCI

Jan GOLlflSKI
Stołeczny Ośrodek Elektronicznej 

Techniki Obliczeniowej, 
Warszawa, ul. Moliera 6

Przedstawiono kilka zrealizowanych algorytmów pro­
gramowania nieliniowego na maszyny ZAM 2 oraz 
ZAM 4-1. Efektywność ich pokazano na przykładach.
Niektóre z tych algorytmów mają szereg stopni swo­
body, które pozwalają różnie kształtować proces 
poszukiwania ekstrbmum. Od właściwego wyboru para­
metrów determinujących proces zależy czas, a zatem 
również i koszt poszukiwań, W pracy podano wyniki 
eksperymentów, które powinny umożliwić użytkowni­
kom właściwy wybór tych stopni swobody.

wstęjp

Metody optymalizaoji nieliniowej znajdują coraz szersze 
zastosowanie w różnyoh dziedzinach nauki i teohniki. Różno­
rodność metod stawia użytkownika przed wyborem właściwej me­
tody, która pozwoliłaby najlepiej rozwiązać sformułowane za­
danie.

W artykule przedstawiono kilka metod optymalizacyjnych i 
wyniki badań ioh efektywnośoi.

1. METODA GAUSSA-SEIDLA [1]

Polega na tym, że kierunek zmian śzukanyoh parametrów 
jest zgodny z układem współrzędnych* Rysunek 1 iłustpuje 
postępowanie dla przykładu 2 zmiennyoh. Poszukujemy minimum
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znajdującego się w punkoie (0,0). Zaczynany postępowanie z 
punktu CQ i kolejno zmieniamy współrzędne. Najpierw np. 
(tak długo, jak długo zmienia się wartość funkoji oelu (aż 
d0 ci))* a następnie Xg - aż do Cg, itd.

Rys. 1. Ilustracja postępowania przy metodzie (łaussa-Saidla

2. METODA ROSENBROOKA [2]

Jest modyfikaoją metody Oaussa-Seidla. Modyfikacja polega 
na tym, że po każdym oyklu iteraqyjnym, aby przyspieszyć pro- 
oes szukania optymalnego punktu dokonuje się obrotu układu 
współrzędnych.

Korzyści jakie daje tego rodzaju modyfikaoja ilustruje 
lys. 2. W przykładzie tym kierunek zmian poezukiwanyoh para­
metrów zgodny jest z kierunkiem głównyoh półosi elips odpowia­
dających krzywym''yO stałej wartości funkoji oelu.
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Metodę Rosenbrocka charakteryzuje względna prostota oraz 
dobra zbieżność.

Najbardziej oharakterystyozną cechą tej metody jest wybór 
ortogonalnego układu wersorów 8, wzdłuż których następują 
zmiany szukanyoh parametrów. Przyjmujemy układ współrzędny oh 
naturalnyoh jako układ wyjśoiowy. Pierwsza iteraoja polega na 
szukaniu minimum przez zmienianie po kolei poszozególnyoh pa­
rametrów. Po kilku oyklaoh iteraoy jrych wersor S,|k wskaże 
przybliżony kierunek zwrotu. Tak więo dla przykładu 
z rys. 2, dla którego poszukuje się minimum wskaże - grad 
f(x).

R/s. 2. Ilustracja postępowania przy metodzie Rosenbrocka

Obrotu układu dokonujemy po tym, gdy w każdym z ortogonal­
nych kierunków dokonano przynajmniej po jędrnym dobrym kroku.

W oelu wyznaczenia nowego układu wersorów tworzymy wekto­
ry
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a^ — oC/jŜ  + oc2^2

a2 ~ GCgS^ +

+ cc 8° n n
+ CC S° n n

a « + cx S°n n n

gdzie S°, Sg, ..... S° - wersoiy początkowego układu współ­
rzędny oh

«i (i = 1,2, .... . n) odoinek charakteryzujący prze­
sunięcie wzdłuż Sj,

Nowe wersory , Sg, ... kolejnej iteraoji wyzna-
oza się z następująoyoh zależnośoii

Б1 = a1

_ N /. \ _ Ъ2 = a2 - â’2 S]) §̂j

§ 2»
1Ъ2

—.  Ir
Po kilku oyklaoh iteraoyjcyoh wersor wskaże prsybli-

żony kierunek zwrotu (- grad f(x)).

Rys. 3 ilustruje sposób wyznaozania nowego układu wersorów 
dla przykładu dwuwymiarowego. Z punktu poozątkowegę C0 osią­
gamy punkt zmieniając o cĉ , a x2 o ctg. Wektor
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гЦ = b1 łączy punkt CQ z C^. Jego normalizacja daje wersor 
§r  Wektor &2 równy jest <*2^2* ^eS° rzu  ̂m  prostopadłą 
do ŜJ daje wektor ^2 » który wyznaoza wersor

Rys. 3. Geometryczna interpretacja znajdywania nowego układu wersorów 
w metodzie Rosenbrocka

Dodatkowego wyjaśnienia wymaga wybór długości kroku, któ­
rym poruszamy się wzdłuż współrzędny oh. W metodzie Rosenbro­
cka rozpoczynamy postępowanie od dowolnej wartości e« Jeżeli 
krok jest dobrze wybrany, tzn. nowa wartość funkcji oelu jest 
lepsza od uprzedniej, to krok p> razy wydłużamy (/3 > i).
W przypadku przeoiwnym mnożyny e przez
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3* ALGORYTM MIESZANY LOSOWO-GRADIENTCMY

Korzysta jak to z nazwy wynika z dwóoh metod.
Metody losowej, polegająoej w tym przypadku na kolejnym 

porównywaniu wartośoi funkoji F(x) w punktaoh wybranyoh в 
obszaru R losowo* Foszozególne współrzędne x^ losowanego 
punktu otrzymuje się z generatora liozb o rozkładzie równo­
miernym, śoiśleji z generatora otrzymuje się liozby losowe 
Xj* z przedziału które się odwzorowuje w określony
przedział b̂ J za pomocą równości

V е (bi - ai) *1 ♦ ai-

Jeżeli w ten sposób wylosowany punkt x ■ x1,x2 ,..., x ^  R, 
losowanie się powtarza*

Metoda gradientu eksperymentalnego (nie wymaga się różnioz- 
kowalnośoi funkoji p) polega na zbudowaniu, poozynająo od za­
danego punktu należąoego do R, łańouoha złożonego z wektorów 
"-gradek8pP" (kolejny wektor ma początek w końou poprzedniego), 
a końoząo na brzegu obszaru R, ewentualnie na punkoie, w któ­
rym (grad0kspp)2 4 e, gdzie wielkość e jest zadaną miarą 
aproksymowania wektora gradelt8pP do 0.

Składowe wektora gradekBpF obliczane są za pomooą wzoiu

«ъ-отч , ?(x + d • — P(x - d . Vj)grad..eksPp (*).-,-i--------- ii----i---------У-
1 ' 2 d

gdziet

X = (X/j , x2 , ••*, X<j, ••*, 3 ^ )  i

vŁ «[o, 0| ...... 1, ....... o] jest wersorem i-tej osi
współrzędnym, zaś d jest zadaną (małą) liozbą.

Gdyby funkoją oelu F(x) była różniozkowalna, wtedy zacho­
dziłaby równość
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Wypisanie punktów miosą­
czących się w tej nowej 
kostce
I  ł ~
ILAT 3 ILAT + 1 ------

tak nie
ILAT a ILET (założonej lioz- 
hie etapów)

Rys. 4. Sieć działań dla metody kombinowanej - gradlentowo-losowej
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lim gradekspF(x) я grad F(x) 
d— ~0

Zamiast wektorów "-grad0kspF" buduje się ozęsto wektory 
"-kr.gradek8pF", gdzie kr jest zadanym współczynnikiem ("kro- 
kiem,,).

Poozątek ostatniego wektora wyznaoza punkt, w którym funk­
cja celu F(x) przyjmuje hipotetyczną najmniejszą wartość.

W metodzie toj zadaje się PET poozątkowyoh punktów i otrzy­
muje się FET hipotetyoznyoh najmniejszy oh wartośoi, z któryoh 
wybiera się najmniejszą.

Metoda mieszana, losowo-gradientowa, łączy obie netody: 
początkowe, zadane punkty potrzebne w metodzie gradientu eks­
perymentalnego otrzymuje się jako wynik losowania.

Przedstawiony sposób postępowania można uzr.ać za jeden 
etap; etapów takioh przeprowadza' się ET, za każdym razem pro­
wadząc poszukiwania w nowej kostoe, najmniejszej z możliwyoh, 
obejmującej p(pśFEt) najlepszyoh punktów, obrsęymanyoh z 
wszystkioh poprzednioh etapów (mówi się, że punkt Xg jest 
lepszy od punktu x^, jeżeli ^(*2) < Jednak zwiększo­
nej w kierunkaoh wyznaozonyoh przez osie współrzędnych o d.

h

0 2

0 ; < r 0  < r ° t...................................................

O z

Rys. 5. Ilustracja obliczania gradientu eksperymentalnego
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Na końcu wybiera eię PAL (PAL« p) z punktów z dotyohozaso- 
wyoh P najlepszyoh, wraz z odpowiadająoymi im wartościami funk 
oji oelu, oraz porządkuje wg wzrastający oh wartości (w ten spo 
sób otrzymuje się najmniejszą wartość F oraz ciąg charakteryzu 
jący w pewien sposób zbieżność metody w odniesieniu do funk­
oji f). Sieć działań ujęto na rys. 4.

(

4. METODA OGRANICZONEGO "SYMPLEXU" [4] , [5]

Pozwala na znalezienie maksymalnej wartości funkcji 
f(хц x2 , . Хд') z uwzględnieniem m ograniozeń postaoi 
gk <: Xjj. < łî. (k = 1, 2, m), gdzie xn+1, ..., хщ są
funkcjami x^, x2 , ..., Хд, a dolne i górne ograniozenia gk 
i hk są stałymi lub funkcjami x^, x2, ..., xQ (dla znalezie­
nia minimum zamiast maksimum wystarozy maksymizować wyraże­
nie — f (x^, X2 , •••)

Metoda "ograniczonego symplexu" stanowi 'rozwinięcie kla- 
syoznej metody symplex [б].

Zakłada się, że znany jest punkt х^, x2,..., Хд (z którego 
rozpoozyna się procedurę), spełniający wszystkie ograniczenia. 
Procedura wykorzystuje к > n + 1 punktów, z których jeden 
jest wymienionym punktem początkowym. Pozostałe к - 1 punktów 
tworzą układ początkowy punktów, który uzyskuje się z genera­
tora liczb pseudolosowych wg zależności х^ = gŁ + r^(h^ - g^), 
gdzie r^ są liczbami losowymi z przedziału <0,1> . Losowo 
wybitny punkt musi spełniać ograniozenia jawne, lecz nie ko- 
nieoznie pozostałe, dane w postaci funkcyjnej. Jeżeli te os­
tatnie są nie spełnione przez wybrany losowo punkt (np. 
punkt 1 na rys. б)5̂  to przesuwamy ten punkt o połowę odle­
głości między tym punktem a środkiem ciężkośoi układu utwo­
rzonego przez punkty losowe z obszaru dopuszczalnego i punktu 
początkowego, tzn. do punktu 1. Powtarzany to postępowanie aż

Teraz nastąpi opis postępowania , które ilustruje rys. 6
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do trafienia na punkt, który leży w obszarze. Przy założeniu, 
że obszar dopuszozalny Jest wypukły, na pewno trafi się przy 
tym postępowaniu w końcu na punkt spełniająoy wszystkie warun­
ki ograniczające.

Rys. 6. Postępowanie przy metodzie "ograniczonego symplexu" na przykła­
dzie dwóch zmiennych

Funkcja oelu jest obliczana w każdym wierzchołku figury 
geometrycznej opisanej przez wybrane punkty losowe (tzn. w 
punktach 0, 1, 2, 3t 4» 5* б)»

Wierzohołek tzn. punkt, w którym wartość funkcji oelu jest 
najmniejsza, np. punkt 5. zastępuje się przez inny leżący na 
prostej przeohodząoej przez ten "najgorszy punkt" (5) i śro­
dek oiężkości figury utworzonej przez pozostałe wybrany punk­

ooraniaenia wyraźne

postaci funkcyjne)

SC
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ty (в). Ten nowy (9) leży po przeciwnej stronie środka oięż- 
kośoi w odległośoi « razy większej (cc ъ i).

Jeżeli tak znaleziony punkt nie spełnia funkcyjnyoh warun­
ków ograniczających, wówczas dzieli się odoinek między tym 
punktem a środkiem oiężkośoi na połowę, sprawdza się ponownie 
warunki, powtarzająo postępowanie aż do uzyskania dobrego.

Jeżeli natomiast wylosowany punkt nie spełnia ograniczenia 
nałożonego na zmienne niezależne x^, i s  1, 2, ..., n wów- 
ozas jest zastępowany przez punkt leżący na prostej przeoho- 
dząoej przez wylosowany punkt i równoległy do osi losowanej 
współrzędnej w odległośoi 0.000001 od brzegu obszaru dopusz­
czalnego i wewnątrz tego obszaru.

Prooes szukania trwa tak długo, dopóki układ punktów figu­
ry geometrycznej nie zbiegnie się do punktu, który jest bie- 
żąoym środkiem układu.

Wprowadzenie współcsjynnika "odbioia" oc > 1 powoduje cią­
głe powiększanie układu utworzonego z wylosowanych punktów, 
a zatem kompensuje wpływ zmniejszania wywołany przez prooedu- 
rę dzielenia na połowę odległośoi między punktem znalezionym
i środkiem ciężkości*

Działanie to umożliwia uzyskanie dużej zbieżnośoi nawet 
wtedy, kiedy punkt startu jest oddalony od poszukiwanego punk­
tu optymalnego. Postępowanie końozy pięć kolejnyoh osiągnię­
tych wartośol funkoji celu bliskich sobie z określoną dokład- 
nośoią.

Aby uniknąć ekstremum lokalnego należy powtórzyć postępo­
wanie z różnyoh punktów startu. Jeżeli każdy z tyoh przebie­
gów prowadzi do tego samego wyniku, to przyjmujemy, że osiąg­
nęliśmy ekstremum globalne.

Zdarza sifc, w obszarze wielowymiarowym, gdzie obszar dopusz 
ozalny jest małej miary, że znalezienie różnyoh punktów star­
tu nastręcza trudnośoi* Można wówozas pomóo sobie w ten spo-
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7. Sieć działań dla metody "ograniczonego symplexu"
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sób, że postępowanie zaozynamy z tego samepro punktu początko­
wego, natomiast zmieniamy początek oiągu generowanyoh liozb 
pseudolosowyoh.

Sie4 działań "metody ograniozonego symplexu" podano na 
iys. 7.

5. PRZYKŁADY

Dla porównania metod przeprowadzono eksperymenty na róż- 
nyoh przykładaoh. Opróoz metod opisanyoh w [1, 2, p, 4] ko­
rzystano również z surowej metody Monte Carlo [5].

5.1. Przykład 1

Minimalizowano funkoję

f(xi* хг) = 100(*2 “ xi)2 + 0  - xi)2

Funkoja ta ma minimum równe zeru w punkoie = 1, x2 = 1. 
Charakteryzuje tę funkoję jar o równaniu x2 = (rys. в).

Ekjperyment metodą Rosenbrooka rozpoozęto z punktu o współ- 
rzfd^yoh x^ — -1,2; x2 » 1. Krok poozątkowy przyjęto równy 
e^ a e2 = 0.1, współozynniki odpowiednio /3 a 3 oraz jp = 0.5*
Pc 200 krokaoh otrzymano wyniki x1 = 0.995» = 0.991» 
f(x.j, Xg) = 0t000022.

Przy zastosowaniu metody Gaussa-Seidla otrzymano (również 
po 200 krokaoh) następująoe wyniki х,, > -0.970; Xg = 0.9^5» 
f(x1t x2) =» 3.082, a więo znaoznie gorsze.

Algorytm mieszany losowo-gradientowy w przypadku, gdy eks­
tremum znajduje się wewnątrz obszaru końozy poszukiwanie, je­
żeli pierwiastek z sumy kwadratów gradientów składowych jest 
mniejszy od zadanej tolerancji'L. Najlepsze wyniki z próby, któ­
ra trwała 15 minut toi х^ я 0.54-33» Xg я 0.2752;
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Rys. 8. Graficzne przedstawienie przykładu t  100^xg - x ^ 2 +
♦ (1 - *i)
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f(x1t Xg) = 0.248J. Obazar poszukiwań wyznaozony dla 2 ekspe­
rymentów L я 700 i L я 100 podano na rys. 8 liniami przerywa­
nymi.

Metoda ta oharakteryzuje się dużym rozrzutem punktów, dla 
któiyoh funkoja oelu jest bliska poszukiwanemu optimum. Oka­
zuje się, że jej wykorzystanie dla zadania, w którym ekstrer 
mum znajdaje się wewnątrz obszaru nastręoza pewne trudności, 
związane z doborem właśoiwego kroku i oezaoowaniem wartośoi 
gradientu, który determinuje zakońozenle obliozeń.

Surową metodą Monte Carlo osiągnięto wyniki ujęte w tabe­
li 1. Wskazują one, że dla tego rodzaju zadania zaskakująco 
efektywną okazuje się właśnie ta metoda. Porównanie wyników 
uzyskanyoh różnymi metodami ujęto w tabeli 2 , która wskazujэ 
na małą przydatność metod: kombinowanej i Gaussa-Seidla.

Tabela 1

F - minimum Czas liczenia Losowanie Nr

0.16J965 0.55.02 68

0.052929 1 .0 1.0 1 79
0.001958 1.19.07 277
0.000990 26.20.00 15 731
0.000061 45.ОО.ОО 26 895
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Tabela 2
\ M e t o d a
Wspó^N^ Gauae-Seidel Rosenbrook

Gradiento-
wo-losowa Losowanie

X1 - 0.97 0.995 0.5433 0.996

x2 0.945 0.991 0.2752 0.992
F 3.882 0.000022 0.2483 0.00006

5.2. Przykład 2

Znaleźć maksimum funkcji f, 5 zmiennych przy spełnieniu
8 ograniczeń»

f = (a2y1 + a?y2 + a4y5 + а?У4 + 7840ag - 100000ao +

- 50800 bay + к^^ + kj2x2 + k33x3 + k34x4 + k35x5)x1 ~

+ 24-345 f a.̂ Xg 

gdzie:
b 3 x2 + 0.01 Xj
Xg = (k^ + k2Xg + к^х^ + k̂ Xŷ  + k^x^) x^

y1 ~ k6 + k7x2 + k8x3 + k9x4 + k10x5 
У 2 = + + k13x3 + k14x4 + k15x5
У3 3 к1б + k17*ź + k18x3 + k19x4 + k20x5 

y4 я k21 + *22x2 + k23X3 + k24x4 + k25x5 
^  ■ (У1 + У2 + У3) X1

x8 3 ( ^ 6  + ^7*2 * k28X3 + ^9 * 4  + k30X5) X1 + ^  + X7 
x1, Xg, X y  x4 , x5 są zmiennymi niezależnymi, a poszukiwane 
ekstremum musi spełniać warunki»

0 < x1 
1.2 < Xg i 2.4
20 < Xj < 60
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9 < x4 < 9,3
6.5 < x^ < 7.0

O < Xg < 294000
O < x? < 294000
O < xQ < 277200

wartośoi stałyoh a^ oraz k^ podano w tabelaoh 5 14.

Tabela 3

Symbol Wartość

ao 9
a1 15
a2 50

a3 9.583
a4 20

a5 15 .
a6 6

a7 0.75

Optymalna wartość funkcji oelu jest dokładnie znana 
f a 5 280 33^. oo odpowiada punktowi o współrzędnych»

X1 = 4.53743 
Xg a 2.4 
X? a 60 
X4 a 9.3
X,- a 7.0

Metodą Rosenbrooka [2] przeprowadzono eksperyment przyj­
mując za punkt poozątkowy»

X1 a 2.52

X̂ > a 2.
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x? =37.5
a 9.25 

X^ a 6.8
dla którego wartość funkoji oelu f a 2351244.

Najlepszy wynik osiągnięto w 689 próbie. Mimo, że prowadzo­
no eksperyment aż do próby 1388 nie uzyskano już dalszej po­
prawy wyniku.

Otrzymane wyniki

x1 = 4.58353 
Xg = 2.21545 
x? a 31.77327 

a 9.29997 
x5 a 6.99863 

dla którego f^x^, ..... . x8) = 5 222 459»

Surową metodą Monte Carlo uzyskano f a 4 659 433 po 954 
próbaoh, z któryoh tylko niewiele było w obszarze dopuszczal­
nym.

Metodą "ograniozonego symplexu" [43 osiągnięto wartość
5 280 327 i współrzędne punktu równe

X1 = 4.537459
Xg a 2.399963
X3 a 59.9995
*4 * 9.3
x5 a 6.99999

Kombinowaną metodą losowo-gradientową przeprowadzono sze­
reg eksperymentów dla różnych kombinaoji swobodnyoh parame­
trów metody. Zależność funkoji oelu od kosztu w złotych poda­
no na wykresaoh (rys. 9, 10, 1 1 , 12 ), zaznaozająo przyjęte 
wartośoi stopni swobody algorytmu.
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Najlepszy osiągnięty wynik tot

f = 51868 90.J85fi
^  = 5.151 
x2 = 1.589 
x5 = 5.637 
x^ e 9.288
x5 = 6.959

W tabeli 5 umieszczono zestawienie rezultatów osiągniętych 
różnymi metodami i na różnych maszynach. Nie wszystkie algo­
rytmy były jednakowo dokładnie zbadane. Trudno jednoznaoznie

Tabela 5

W f(x) X1 x2 x3 x4 x5

Rozwiązanie
śoisłe 5 280 .334 4.537 2.400 60.00 9.300 7.000

Metoda 
Rosonbrocka 5 222,459 4.584 2.215 31.77 9.299 6.999

Metoda
kombinowana 5 186 890 5.151 1.589 56.37 9.288 6.959

Metoda ogra­
niczonego 
symplexu

5 280 327 4.537 2.399 59.99 9.ЗОО 6.999

wyrokować na podstawie przeprowadzonych eksperymentów o przy­
datności tej ozy drugiej metody. Zdyskwalifikować jedynie 
można surową metodę Monte Carlo, która dla skomplikowanego za­
dania o większej liczbie zmiennyoh daje wysooe niewystarczają­
cą dokładność. Pozostałe trzy metody (btosenbrooka, kombinowana
i ograniczonego symplexu) dają zbliżone do siebie wyniki. Wy­
daje się jednak, że metody Rosenbrooka i ognaniozonego symple- 
xu są dość kłopotliwe w realizaoji maszynowej i stąd czas trwa­
nia jednej próby jest dłuższy niż przy metodzie kombinowanej 
gradientowo—losowej.
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Резюме
Представлено несколько реализованных алгоритмов нели­нейного программирования для электронных вычислительных ма­шин zam  2  и zam  4 1 .  Их эффективность покаэана на примерах. Некоторые из этих алгоритмов имеют равную степень свобод, которые позволяют по разному образовать процесс поиска экстремума. Время, а затем и стоимость поиска зависит от соответственного выбора параметров, определяющих процесс.В работе поданы результаты экспериментов, которые должны помочь потребителю оделать соответствующий выбор этой степе­ни свободы.

A REVIEW OF SOME METHODS BASED ON THE CONCEPTION 
0^ AN EXPERIMENTAL GRADIENT AND THEIR EFFECTIVITY COMPARISON

Presented are some realized algorithms of nonlinear programming for 
ZAM 2 and 7AM 41 computers. Then effectivity is shown in examples. Som0 
of these algorithms have a range of freedom degrees which permit to 
form the process of extremum searching in a different way, The time, 
and thus, the cost of searching depend on a proper choice parameters 
determining the procesa. Given the results of experiments which should 
enable the users to nake a proper choice of the above mentioned free­
dom degrees.

Summary

be) Instytut Maszyn Matematycznych 
 w?rszawa, ul. Krzywickiego 34 
H.Z.
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PEWNA METODA NUMERTCZNEGO ROZWIĄZANIA 
ZAGADNIENIA BRZEGOWEGO DLA NIELINIO­
WEGO RÓWNANIA RÓŻNICZKOWEGO ZWYCZAJ­
NEGO IV RZĘDU

Piotr KRZYSTEK
Politechnika Warszawska, Instytut Matematyczny 

Warszawa, ul. Waszyngtona 41-4?

Praca ta napisana została jako praca doktorska pod 
kierunkiem doc. dr J. Wojtowicaa.
W pracy rozwiązano zagadnienia brzegowe dla nieli­
niowego równania różniczkowego zwyczajnego IV rzę-» 
du metodą iteracji prostej. Iterację tę otrzymano 
poprzez aproksymację z rzędem h pochodnych wystę­
pujących w problemie różniczkowym ilorazami róż­
nicowymi. Różnicowa analogia funkcji Greena wyzna­
czona w postaci wzoru (l.13) pozwala uzyskać otwar­
ty schemat iteracyjny. Uzyskano jednoznaczne roz­
wiązanie postawionego problemu, wykazano zbieżność 
przyjętej metody iteracyjnej, która badana jest w 
normie C?. Następnie oszacowano błąd dla rozwiąza­
nia numerycznego i podano go w postaci wzoru (3 .2 3 ).

WSTĘP

L. Collatz ([2] str. 48-50 i 197-199) podaje pewną metodę 
ogólną rozwiązania zagadnienia brzegowego w przypadku ciągłym. 
Metoda ta wykorzystuje funkoje Greeńa. Opierając się na odsy­
łaczu podanym przez Collatza można wnioskować, że zagadnieniem 
brzegowym Il-go rzędu zajmował się F.Lettenmeyer. Praca opubliko- 
v/ana w "Deutsche Mathematik" 7 (1944) jest w Polsoe niedostępna
i o wynikaoh w niej zawartych nic powiedzieć nie można.
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W niniejszej praoy rozwiązanie zagadnienia brzegowego dla 
nieliniowego równania różniozkowego oparte jest na metodzie 
podanej przez J.S. Bierezina i H.P. Ziedkowa [8] dla równania 
różniozkowego Ii-go rzędu. Wydaje się, że różnioowa realiza- 
oja wspomnianej wyżej idei (Collatz-Lettenmeyer) jest znaoz- 
nle bardziej wygodna w uźyoiu dla wyznaozenia rozwiązań przy­
bliżonych zagadnienia brzegowego.

X.
Nleoh dane będzie równanie różniozkowe postaoił

у W  * f (x, y, y', y", y") (1 .1 )

« warunkami brzegowymi na końoaoh przedziału <0 ,1 >

“V o  - a 1*ó 3 a1
( (1>2)

f V n  + Plyń 3 Ъ1 
+ 3 Ъ2

gdzie i y Q = y(o) ; y' => y(o)| y"Q = y"(o)
Уп  3 У (1 )»  У0 3 y t 1 )« yn 3 y ,4 1 )

Zakładamy, że w obszarze i

d0f Г /  \ 1G я [(x,y,z,u,v) « 0< x « 1 ;  -®°<y,z,u,v < + 

funkoja f(x, y, z, u, v) spełnia warunki*^

A. f e C 2(G), jest ograniozona wraz z poohodnymi do drugie­
go rzędu włąóznio.

B. Liozby « lt (łjL (i => O, 1, 2, 3) są dodatnie.

Przyjęto oznaczeniar г « Jfj M  у"» v * у**
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To, ż« warunki brzegowe rozpatrujemy na końoaoh przedziału 
<0,l> nie zmniejsza ogólnośoi, gdyż wprowadzająo nową zmienną
* = т Ы  dla a < 15 przekształcimy przedział < a, b> na 
Przodział <0,1> .

W przedziale <0,1> wprowadzamy siatkę o węzłaohi 

x^ = h i (i = 0,-1 ,.•• n) , gdzie* h s j

Równanie (l.l) w każdym punkoie х^е < 0,1> aproksymuje- 
ny równaniem różnioowym postaoit

yk+2 - 4 Ук+1 + 6 Ук - 4 Ук- 1 + yk-2 -

h^f ( "X* , Ук+1~Ук~1 yk+1~2yk+yk-1 7k+2~‘i;yk-i-1'f^yk-1~yk-2 \ 
1 ** 2 h ’ h2 * 2~ł? j

zaś warunki brzegowe (1 .2) zastąpimy związkami»

в , \ “3yo + **1 ~ ^2Й1ЧУ) « % У 0 ~ « 1 ------— J ----a ^

t> / \ . -5Уо+4у1 ^ 2  2y -5y1+4y2-y,BgoCy) =cc2 -----— -cc — £ 1 g 2
2 h * h"2----- S a 2

8nnCy)= l>„ 7n * ■ »1

hn<,7)= P2 + .

(1.4)

a  ■ * h2--------  '  Ъ2

gdzie i y^ s y(x^) (i = 0,1 ,... n) oraz y(x) Jest rozwiąza­
niem problemu (1 »1 ) i (1 ,2),

Układ równań różnioowyon. (1 ,3) i (1.4) apr oksymu je problem 
różniozkowy (l.l) i (1»2) z rzędem h2. W dalszym oiągu będzie­
my zajmować się rozwiązaniem problemu (1,3) i (1 •*•-). Związki
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te dają nam układ (n+1^ równań nieliniowych o (n+1^ niewia- 
domyoh. Do rozwiązania tego układu równań użyjemy metody ite- 
raoji, określonej w następująoy sposób»

« 2  - * < * r 1 - * y?-2 - 0=2,5....n-2)

v i * ” 1)

gdziei

(v  = 1. 2)

j » r  ,, _ . r  yk+1 “ yk-1 yk+1
fk = f I V  yk * ----— ---  * ----

2yk + yk-1

(1-5)

yk+2 ~ ^к-И + 2yk-1 ~ yk-1 ~ yk-2

Górne indeksy przedstawiają numer kolejnego przybliżenia. 
Układ równań (1.5) jest przy obranym przybliżeniu zerowym 
<y° > e G układem równań liniowych nie jednoi'odnyoh, który 
najeży rozwiązać przy ustalonym r i h. Do rozwiązania układu 
rjwnań (1.5) wykorzystujemy układy równań (1.6) i (1.7)*

bk+2 ** 4tk+1 + 6tk - 4<Jk-1 + W  = 0

нУоО) = a v (v = 1,2) ► (1.6)

W * )  = bv (k = 2,3,»». n-2)
>

Zk+2 - « L i  + 6ZJ - 4Z£-i - frк

Rvo w  = 0 (•»>.= 1 ,2 ) (1.7)

RvnCzr) - 0 (k = 2 ,3 ». •. n-2) /
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twierdzenie 1*1» Jeżeli przy ustalonym h i г układy równań 1.6
i (1.7) posiadają jednoznaozne rozwiązanie, to układ równań 
(1 .5) posiada jednoznaozm rozwiązanie, przy ozym rozwiązanie 
to jest postaoit

Dowód twierdzenia jest oozywisty i natychmiastowy.
Pokażemy teraz, że zaohodzi»

Sierdzenie 2.1. Przy ustalonym h i r układ równań (1 .6) po­
siada jednoznaczne rozwiązanie postaoi:

t f c =  i ( л  о +  л 1 k  +  д 2 k 2  +  Д 3  k ?  )  O * 9)

gdziei Д, Д 0, A,j, Д 2* to wyznaozniki stopnia 4-go za­
leżne od oc^, (i = 0, 1, 2, 3) oraz od h«

Bowńfl. Pierwszy związek w (1 .б) wskazuje 'nam, że ozwarta róż- 
hioa skońozona dla funkoji tfc a t(k) jest równa zeru. Zatem 
^  jest postaci*

tjj. =3 Cg + C.jk + Cgk^ + Cjk^« (1.10)

gdzie C0, C^, C2 , Cj są stałe, które należy wyznaozyć tak, 
aby były spełniona pozostałe związki w (1 .6).

Po przeliozeniu otrzymamy następująoy układ równań ze wzglę­
du na C± (i = 0, 1, 2, 3)«

a Qh C0 - oc1 C1 + 2cc, C? = a1 h 

oigbi C/j — C2 — c.«2 h Cj - a2h 

^  Co +(p0+p1)c1+(|i0+2p1)n C2 +((ion2+3fi1n2-2(i1)c5 =* b1 h 

^  h C1 + 2(jb2 + +(3(i2n + 6p3 n - 2p2h)c5 = b2h2



Wyznaoznik główny tego układu równań wynosi»

4 = ♦ “ РоРз + 6P-|Pj -  4 h2(y>2 -  4 h\ % )  ł

* ‘мо',з (W a ♦ I h h  *  ЛУз -  ь2 P0h )  *  ,(1.1 0 ;
+ 6cc,cc5(i0 (p2+(i3)> ccooc2 po(i2 + | p0(i3 + 6pl(ł3) +

+ 4 > * 3 $  P0P2 + ^ 3  + ^ Р з )  + 6<S Qt3Po(p2 + P3) a S

Nierówność f
A > 5- > О ( l . V l  )

wynika z założenia (в) oraz z tego, że n ̂ 4, a zatem i
h2 * 1 
h * 1 Г  •

Z (1.11) wynika, że stałe (i .= 0,1,2,3) można wyzna- 
ozyć jednoznacznie. Następnie wyznaozanjy wyznaozniki 

a (i 3 0,1,2,3), które mają postać następująoąt

V  -2(^0+5Pi+2poh2)((p 2+^з) (a1*2+ а2«1)+кз(Ъ2«1+а1°‘ 2)) +

+з (р2+2^з)((р>о+2(ь1) (af c2.^a2^l)+ алз(р>1«1+а1р0 +alh))
t .

♦«'o11 ( ^ o  ♦ » 1  - 2I>1 (ъ^ 3  + al(P2 *(•}))*

•f (з р 2 + 6 I>3 -  2|52h2)(a 2 ([ł0 t  2ft,) ł  2 V C j ) ) +

* at, h2 (ь2(|ь0 + г ft,) - 2 ^(|»2 + li,)))

58 Piotr KRZYSTEK
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Л2 = “ o11 (?{?2 + 2fi})(},-ixŻ~ a2 ^ o  + ^l)) +

+ ((V5Pl+2Poh2)(a2P2- V b ) )  ~^o(f>2+2Ь )  (ча20С1+а1сС2У  

A r ^ o h% ( h +2^ ( b^ 2 - &2 h ) +2^ o +^ ) { &2^2+&2 h  + Ъ2«з) +

-Ъ1(0с3|52+«2Р2+Л2^))+2^0Ь5(СС3 (ł)2cc1+alli2)+(p 2+P?) (a1cC2+a2cxl))

Funkoja (1 .10)przyjmie zatem postać (l»9)» która jest wy- 
znaozona w sposób jednoznaozny i która spełnia pierweze z rów­
nań układu (1 .б) dla к = 2, n-2 oraz pozostałe ozteiy 
równania, ożyli układ (n+l) równań o (n+l) niewiadomych.

Ponieważ układ ten jest układem niejednorodnym, a funkoja 
О.Э) jest jednoznaoznym rozwiązaniem tego układu równań, za­
tem maoierz główna tego układu (identyozna z maoierzą główną 
układu (1.7)) Jest nieosobliwa. Stąd układ równań (1 .7) ma 
Przy ustalonym h i r rozwiązanie jednoznaozne. Na mocy twieił-"" 
dzenia 2 .1 mainyi

Ciosek 1. Układy równań (1 .7) i (1 .6) przy ustalonym h i r 
Posiadają jednoznaozne rozwiązanie.

twierdzenie 3.1. Przy ustalonym h następująoy układ równań»

8ik+2 " 'rgik+1 + 6sik " 4gik-1 + gik-2 3 ®ik

-36l0 + 4gi1 - g12 
%  6i0 -«1 -------- ^  “ 0

» 4gi1 ~ gi2 2gio ~ 5gt1 + Ч &  ~ g13 _ 0 ^  .12)
2 h

o < in + Pi
* i n  - ł  g in-2 „ 0

2 h

i ~ 4gln-1+gjn-2 +. 2gln~ ggjn-1 + 4gin-2 “ ,gln-J я o
2 2 h 3 b2
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(i a 1, 2, , . . , n)
(к я 2, p, 4,..., n-2) S ̂  - symbol Kroneokera 
posiada jednoznaczne rozwiązanie postaoii

gike l (wo+w1k + w2k2 + w3k3) +

+ £ 6 (i, k+l)(k5 - 31к“Ч  ( л 2 - i) k-i3 + i j (1 .13)

gd zie <
, .def ^  [ 1 2 < i < k+1

6(i, k+1 ) = X  6 iq» tzn. 6 (i,k+l)=
q»2 1 > k+1

(k a 1 , 2 ,... n)
oraz ff(i, 1 ) a 0 (i = 0, 1 ,... n)

, są wyznaoznikami stopnia czwartego zależne od <x^f 
(l o 0, 1 , 2 , 3), n, i oraz h.

Dowód. Weżiąy pod uwagę równanie postaoii

sik+4“4Sik+3+6eik+2~4sik+1+6ik 31 5’ik+2 /ЬО,!,...» \(l.14)
\k=0,1 ,...n-4/

Równanie jeat równoważne pierwszemu z równań (1 .12).

Układ fimkojii 1, k, k2, k3 tworzy fundamentalny układ 
rozwiązań równania jednorodnego odpowiadająoego równaniu
(1.14). Zatem rozwiązanie ogólne tego równania jednorodnego 
będzie postaci 1

®ik a + b k + o k 2 + d k 3 (1 .15 )

Rozwiązanie szozególne równania (1.14)([11J str. 390-391)» 
jest postaoii
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▼ik • X,ąmO

1 Q*1 (q*i)2 (<I»1)J
1 q*2 (g»2)2 (q*2)J
1 ч*5 (ą*?)5 (ч*3)5
i t  к2 *ł

* t l» 2  ■ 1*(им)(к> -  }U2 . ( j l 2 1 ) к - i*7 ♦ 1) (1.16)

gdzie i
def k+1

<S(i,k+l) = ^  <5-iq óraz <i,l) = O dla i =0,1,...n
q=
f 1 , dla 2 < i <  k+1 

0(i,k+1) = \ (к a 1,2,... n)
I 0 dla i > k+1 4

(1.17)

Z (1.15) 1 (1.16) wynika, że rozwiązanie ogólne równania
(1.14), a tym samym i pierwszego z równań (1.12) jest posta-
oi j

eik=! a+bk+ok2+dk3+ £ e(i,k+l)(k5-3ik2+ (3i2-l)k-i3+:i) (l.1B)

Łatwo sprawdzić, że funkoja (1.18) jest rozwiązaniem ogól­
nym pierwszego z równań (i.12) dla i = к (k = 2,3,...n-2), 
zaś dla pozostały oh "i" jest rozwiązaniem równania jednorod­
nego odpowiadająoego wyżej wspomnianemu równaniu. Wyspecjali­
zujemy teraz bliżej funkcję g ^  wyznaozająo stałe a, b, o, d< 
Stałe te wyznaczymy korzystająo z faktu, że funkoja g ^  ma 
spełniać pozostałe równania (1.12). Szozegółowe przeliczenia 
podamy tylko dla drugiego z równań w (1 .12), zaś dla pozosta­
ły oh przeliozenia będą przebiegać identyoznie.

(2«oh + 3^)(1 + ( -  i5 + ij) +

~4cc1(a + b +  o + d + ^ ®(i*2) (l-3i + 3i2 - 1 - i5 + i)) + 

+<*1(a+2b+4a+8d + -lof(i,3)(8 - 12 i +6i2 - 2 - i5 + i^)= 0



Zatem pierwsze równanie jest postaci г

2ct0 ha - 20^Ъ + =j ff (i,l)i(i - l)(i + 1) +
6

- sCi,2') i (i-1) (*£) + - ^ 6  (i,3) (i-i) (i-2) (i-з)
6 6

Z (1.17^ wynika, że prawa strona tego równania jest równa 
zero. Zatemi

otQ ha - Ъ + 2oc,j d в O

Dokonująo analogicznyoh przeliozeń dla pozostałyoh równań 
otrzymamy układ równańi
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otQ h a -ос,Ъ + 2oCj d в 0

« 2 h Ъ - 2«j o - 2otg h d в O
*

I V h  a  + ( Р о  +  P l ) b  + ( p 0  +  2  h ) n  0  +

♦ ( ^ + , 3 ^ . - 2 ^ )  d - ^ . i j  

P 2  h  Ъ  +  2 ^ 2  +  +  ^ 3  | i2  1 1 + 6  1 * 3  n “ 2  P 2 h )  d  “  2  A jlł

(1.19)

gdzie t

Aj S - i ę  (i,n-2 )(e>0h(n5 - 3in2 + (з12 - l)n-l3 + i) +

+ 3(3., (n2 + i2 - 2ni - 1 )) (1 .20)

A4 = - 6  (i, n-2)(p2h (a2 + i2 - 2ni - i) + 2 fłj (n - i))

Wyznacznik główny układu równań (l.19) był już poliozony 
dla funkoji tk i oznaozyliśmy go przez Д •
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Następne wyznaozniki są postaoii

Wo = * 1*3 (? ( F>2 + 21*з)п A3 -(f*on2 + * h n2 + 2 О  Ч )

W1 “ ̂ oh ( ^ 2 ((p>o+2 ^) A^-2h(fb2+ ̂  A?) ^ Н - З ^ п 2^ ) A4+

- (з^п + 6(i?n - 2 ^ )  A?^  + 2cC^3P0h A4 (1 .2 1)

W2 3 (3(J32 + 2(53)A3 -(^on + Щ  n + 2(io h) A ^  '

"3  = “ оь ( ~ § ( (  P o ł  2P-i)4  -  ф г  * j )  Аг )  +

+ л 5((Ро ł lii) Ч  ' р г M j)) ł h А»

z (1.19), (1 .2 1) oraz z (l,18) wynika, że jest poetaoi
danej w (1 .13).

Sierdzenie 4.1. Funkcja z£ 3 h4 T| glk (k = 0,1,...n) 
Przy ustalonym h i r jest jednoznacznym rozwiązaniem układu
równań (1 .7).

Spwód. Niech h i r będzie dowolne, ale ustalone.

Weźmy wyrażenie 1

n-2
?+2 * 4Zk+1 + 6Zk ” 4Zk-1 + Zk-2 31 sik+2 fi “

4 r 4 n~2 r 4 11—2 r' ** h  16h Z чА - łh Z г̂ -1 +
1=2 i=2 i=2

ł  “4 Z  Bik+2f i  * h* Z  («111+2 -  4*1)»1 + e e ik -^ U t-i+ e it-a ')1 !
i=2 is»2 /

Znieważ к zmienia się od 2 do n-2, więo na pewno istnieje 
iedno takie "i" równe "k". Stąd na mooy (1*1?) i pierwszego 
równania w (1.12) wynika, że wyrażenie w nawiasie pod znakiem 
Jumy równa się jedności dla i = k, zaś zero dla i ^ k.
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W takim razie тащу»

- « Е й - «=£ - « L i  ♦ - лг
To oznaoza, że funkcja Zj£ zdefiniowana wyżej spełnia pier­
wsze z równań (1 .12 ). Podobnie możeny pokazać, że ta funkoja 
spełnia pozostałe równania (l»12), ożyli warunki brzegowe. A 
więc tak zdefiniowana funkoja Z^ jest jednoznacznym rozwią­
zaniem układu równań (l»7).

Wniosek 2. Na mooy wniosku 1 oraz twierdzenia 1.1 jednoznaoz- 
ne rozwiązanie układu równań (1 .5) jest postaoił

У Г 1  3  л ( Л о  +  Л 1 ^ + Д 2 к 2  + Л З к 5 )  +

+ J  gik f£ (k = 0, 1,... n) (1.22)
ia2

Wzór ;iteracyjny (i.22) pozwalający obliozać przybliżone 
wartośoi funkoji у = y(x) w dowolnym punkcie € < 0,1 > 
jest wygodny w użyciu dlatego, że przy obliczaniu wartośoi 
Ук = wystarozy dla obranego kroku h policzyć tylko
raz funkcje gik, a następnie możemy znajdować kolejne przy­
bliżenia rozwiązania równania różniozkowego. Zmieniając nas­
tępnie krok h możemy znów ten sam-proces powtarzać.

I l i .

Wykażemy teraz zbieżność prooesu iteraoyjnego. W tym celu 
dokonany najpierw oszaoowań pewnych wielkości. Z założenia
(A) i (В) oraz z (1.13) wynikają nierówności»

i
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gdzie: 

В - * ~г К Ь  * ~ P1 P5)

« 0 * 3  ( у 2 * г + 2&i*j ♦)

+ с^сс.

h4 у? sik+1 ~ sik-1 fr 
i=2 2h i

h3 n-2 I 
^ |Bik+1 “ sik-1

max: j.. 
i 1
1

gdzie* 

Вл = r

b3 n-2
Г  ^^ i=2

sik+1 “ sik-1 < max 
i

B„

1 * + l*oh * 5 ^ з )  +

• + cc0cc5 | + 4 /ł1 /33) +

+ * ^ ( j b 0P2 + 5 /50/53 + 3 2

£  6lk+1 ~-^p- + f£ | < max | fj
i=2 

gd zie t

B,

B2 я |(*о*2 Poh. * \ P o h  + ' 5^1%) '■*

+ * 0«3 ( j  /*<,/*? + 6 /30^5 + б/Ц/ł^ +

+ л ^ 3  (2 (ł0p2 + 6 P0P3))+ “
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,Л 6ik+2 “ 2gik+1 + 2gik-1 “ gik-2 -r 1b 2-
i=2 2b5 1

< max 
i 1 1

. в,

gdzie»

В, ■ * ( * 0*2 (м2 + 8Р0Рз + 16 Р1 Р3)

+ C Ł « ^ 3  ( * P o h  +  1 2  p 0 %  +  1 2

+ л 1 л з ( ^ 0 Р 2  +  1 2  М з ) ) +  1

Z (1.10') wynika, że 5" nie zależy od h, a zatem BQ, B̂ ., Bg, 
B^ również nie zależą od h. Rozpatrzmy przestrzeń Rr̂+ ,̂ 
której elementami są uporządkowane ciągi liczb rzeczywistych
<yk> = O o ’ y1’ *** yn) z metry ^  określoną w następujący
sposób:

?(<Ук> , <Ук>)= Ь иах ' \ . K > °0<k<h
+ Ц  max 

1<k<n-1
+

(2.2)
+ Lo max 

1*k*n-1
U, - 5 J + L, max - v.
к к I ^2<k<n-2 K K

gdzie» Lq, L^, Lg, oznaczają nam stałe Lipsohitza dla funk­
oji f (х, У, z, u, v) odpovłiadająoe odpowiednio zmiennym 
y, z, u, v,. zaś

yk+1 yk-1 г- a -----------
* 2h uk

yk+1 “ ^ k  + yk-1

vk =
yk+2 ~ 27k+1 ♦ ^k-l ~ yk-2 

2h?

Prsęy tak określonej odległośoi Bn+1 jest. przestrzenią me- 
tryozną, gdyż (2.2) spełnia aksjomaty metryki oraz jest prze­
strzenią zupełną, jako przestrzeń skończenie wymiarowa.



PEWNA METODA NUMERYCZNEGO ROZWIĄZANIA 6?

W dalszym ciągu będziemy rozważać tylko te elementy 
<yk> e lP+1, dla których punkty»

(xk , yk , V  uk , vk) e G (2.3)

Dla każdego takiego elementu <ук> e Rn+1 wzór (l»22) defi­
niuje pewne odwzorowanie nieliniowe postaoii

< У Г 1> э  A  ( < y k > )
elementu <y£> e Rn+1 w element <y£*1> e R a+1, gdzie 
przez A rozumiemy operaoje»

def , .
A 88 ( Ao * A1 * * * * ’ ^n )

zaś

Ap ( <yk> ) “ SP + h4 Ż  eip f ( xi’ yi’ 4 '  ui* vi) 

oraz

Sp = 1 ( A 0 ł A 1p + A 2P2 + Л 5Р5 )

Aby uniknąć posługiwania się indeksami górnymi definiujemy 
element < 7 ^  3ako obraz elementu <yk> »

<7k> я A (<yk>)
\

Twierdzenie g.1. Jeżeli <yk>, < ?k> e f ł1, to spełnione są 
następujące związki»
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У к -*?к| <во ?  (<Ук>»<Ук>)

<В1 ? (<ук> * <ук>)
к+1 ~ *? к-1 _ *?к+1 ~ ̂ к-1

2h 2h

?к+1 ~ 2|?к к-1 *? к+1 ~ 2i?k * *? к-1 
^2 ^5

(2.5)

?к+2 ~ 2|?к+1 + 2|?к-2 ~ ̂  к-2 ^к+2 ~ 2г?к+1 ~ 2f?k-1 ~ к-2 
2hT  ' 2h^

< В ? ? ( < ук>’ <ук>)
огаи

?(<г?к > ♦ <,? к > ) < ^ ? ( <ук у * < у к>) ( 2 * 0  

gdzie»

у =  bQBc + + LgBg + i nie zależy od h. . ,{2.6^

- fą stałymi Lipsohitza względem zmienręyoh y, z, u, v? 
B^ - wielkośoi zależne od oĉ , ^  (i я O, 1, 2, 3) określo­

ne uprzednio.

Oszecujemy tylko pierwszą z nierównośoi (2.5)» gdyż pozostfl' 
łe otrzymamy w podobny sposób.

Dowód. Na mooy założenia (a ) funkoja f(x, y, z, u, v) speł­
nia w obszarze G warunek Lipsohitza względem zmiennyoh y, Si 
u, v, tzn. istnieją takie stałe liozby dodatnie LQ , L^, Lg» 
Lj, że dla każdej pary punktów (x, y, z, u, r) i 
(x, y, z, u, v) należących do G zaohodzi związek*

|f (x, y, z, u, v) - ! (x, y, ź, G, v)| < LQ|y - y| +

+ L„ z - 2 + L0 u - И + L, v - ?

k.
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Jeżeli < yk> i <yk> eRn+1, bo na mocy (2.2), (2.4) i
(2.7) otrzymamy i

= h4  -7k

yi+2 " ^i+1 + *1-1 " yi-2 
5 ?

^  (J _  _r yl+1 “ yi-1 yi+1 ~ 271 yi-1 
Ц  sikl l i' yi’ ----------* ------- ^  *1=2 \ \ 2h

/ .  - y i+1-yi-1 yi+l"^i+yi-1 
-  Д * ! » ? ! »  --------------------------1------------------5-----------------V 2h ЬГ

^i+2 ~ ^1+1 + 2У1-1 - yi-2- 3

Л  П—2 1
Z
i=»2

<h T  N  Ło yi “ »i + b i
yi+1 ~ yi-1 yi+1 ~ yl-1

2h 2h

+ L, yl+1 ~ * 1  * yl-1 _ yl+1 ~ 2^1 + yj-1

+ L, y i+2~2y 1+1+2y1-1 ~*y i-2 yl+2 ~ ^1+1 * *1-1 ~ ̂ 1-2 |\ < 
3 2h^ I/2h-

< Bn( LnV 04 ■'.«n yi “ yi + Lл max 
1<i<n-1

yi+1 ~ yi-1 _ ̂ 1+1 ~ yl-1 
2h 2h

+ LP max 
,1<Ш-1

yi+1 ~ * 1  + yi-1 У1+1 ~ * 1  + yl-1

max 
< <i<n-2

yl+2 ~ *1+1 * *1-1 " yi-2 _ yl+2~* *i+1+2yl-1 ~yi-2- ^
2h" 2h'
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W podobny sposób otrzymany pozostałe nierównośoi w (2.5). 
Nierówności (2.5) są prawdziwe dla każdej wartości k, więo 
będą również prawdziwe dla maksimum na k. Mnożąo zatem te nie- 
równośoi odpowiednio przez stałe Lipsohitza L^> 0 
(i = 0, 1, 2, 3) i dodająo je stronami otrzymamy nierówność 
(2.6).

Z warunku (2.6”) wynika, że jeżeli у  spełnia waruneki

0 < f < 1 (2.9)

to operaoja A jest zbliżająca i pzawdziwe są następujące 
twierdzenia (6.1) i (7»1)«

Twierdzenie 6.1. Jeżeli przybliżenie zerowe < 6 '®t funk­
cja f spełnia warunek Lipsohitza oraz A jest operacją zbliża- 
jąoą, to dla każdego punktu (х^, ŷ ., z^j uk , prawdziwe są 
związkit

k' ̂ 1 ‘ тт* ? (<7*’ • <7*?) 
к  ‘•■■II * т г у  ? • < 7 k > )

К - "i14 (<зг̂  ’О

тк - т 2| « i ( < у £ >  • <з,к > )
0

Dowódt Nierównośoi С2*10) wynikają bezpośrednio z własnośoi 
operaoji (2.4) oraz z (2.5) i (2.б). Zbiór G1 punktów 
(xjj, Ук , uk , vk) , dla których spełnione są związki 
(2.10) jest zbiorem zwartym oraz 6^ с G.

Z zasady odwzorowań zbliżająoych wynika twierdzenie 1

(2.10)
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Twierdzenia 7.1» Jeżeli w obszarze G funkcja f(x, y, z, u,v) 
jest funkoją oiągłą ewoioh argumentów i spełnia warunek Lip- 
schitza względem argumentów y, z, u, v oraz operaoja A jest 
zbliżająoą ze stałą 0< £ <1, to istnieje jedno i tylko jed­
no rozwiązanie <Ут̂ > takie, że*

<yk> = lim < yk > dla Ck e °» n)Г -♦OO

które jest rozwiązaniem układu równań (i.?)* (l»4) i które 
można otrzymać metodą kolejnych przybliżeń p r ^  odpowiednio 
dobranym przybliżeniu zerowym.

Uwagą 1. Warunek (2,9) będzie spełniony wtedy, gdy istnieją 
stałe Lipschitza. < 1. Wielkość y- jest u nas na pewno 
większa niż jest w rzeozywistośoi dlatego, że otrzymano ją 
Przez szaoowanie z góry odpowiednioh wielkośoi, w któryoh 
występują zarówno dodatnie, jak i ujemne składniki. £ uleg­
nie jeszoze zmniejszeniu, gdy prawa strona równania (1.1) 
nie będzie zawierać np. pochodnej y'rt. Wystarozy wtedy poło­
żyć w (2.2.) Lj = 0 i rozumowanie nie ulegnie zmianie.

111 •
Wykażemy teraz zbieżność rozwiązania różnioowego do roz­

wiązania zagadnienia brzegowego i oszacujemy błąd rozwiązania 
numerycznego. W tym oelu poozyniny następująoe założenia»

1» funkoja f spełnia założenie (A) w obszarze G,

2. istnieje rozwiązanie <p (x) równania (1.1) spełniająoe wa­
runki brzegowe (1.2), posiadająoe pochodne ograniczone do 
6-go rzędu włąoznie,

3. problem różnioowy odpowiadający zagadnieniu (l.l) i (1.2) 
posiada rozwiązanie, którego wartośoi nie wyohodzą poza 
obszar G.
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Wprowadzimy następujące oznaczenia* Rozwiązanie problemu 
(1 .1 ) i (1.2) oznaozaiąy przez <f (x), a jego wartośoi w wę­
złach xk przez (f k я <jp (xk) .

f  (x ,< f (x ) t <jp"(x )* » * 0 0  F (xk )  = Fk ( ? * 1)

“*■ * $ I (3-2)

Przybliżone rozwiązanie otrzymane metodą różnicową oznaozamy 
przez yk (k = 0, 1, ... n) oraz»

f f. ( yk+1 “ yk-1 yk+1 ~ ^ k  + yk-1
fk = f l xk ’ yk* 2h • ^

(З.З)

yk+2 "  ^k+l + ^ k -l  "  yk-2
i ?  .

Б к я<Р к “ *к (5.4)

We^my pod uwagę wyrażenie»

4 ('tv)
^k+2 "  4 ? k+1 + 6fk "  ^ - 1  +<fk-2 “  h <P к

(к = 2, з, . . .  n-2)

Wyrażając wartości <fk+2, Yk+1» ^k-1 1 Yk-2 P°Przez wz6r 
Taylora dla funkoji <p (x) w otoczeniu punktu xk e <0,1> 
otrzymujemy»

4 W  "  4 ?k+i + 6<fk -  Чк- 1  + Tk-2 = h4  + h6?(k) (?*5 )

gdzie»

?(k) = 5 T  Т (б)(хк + 0 1ь) - | г ^ (б)(хк + Q 2h ) +
- n  ^ 6 \* k  - 0 3h) + 5T “ 04h
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oraz

W analogiozny sposób otr7.ymamy układ równań*

(3.5*)

'-o'Po -

-5cp0 + ^«P1 -f2 _ . w2
2h a1 + h ^ o * !

- 3<fQ + »fj - T 2  2%  ~ 5У1 + Ч >  ~ ? з
-  <x

2h

= a2 + b2(<xrfo - ^ f o )

3<Pn ~ ^Pn-1 * Tn-2

(3.6)

Pctfn +1*1 2h

^  fon - % - j  *fn-2 2y„ - 5 ф п-1 * * 4 * 4  - <fn-3
2h

- Ь2 ( Р 2?п  + P5fn)

gdzio <

|?o |« “з1 |?o|‘^ 4ł‘ | ь  |‘ “з‘ (5-6')

Ponieważ yk spełnia układ równań (1*3) i 0  •**■)» wi?° odej­
mując odpowiednio równania (l.3) i (l^) od odpowiednich rów­
nań układu (3.5) i (З.б) i korzystając z oznaczenia (3.*) otrzy­
mamy następująoy układ równańt

ek+2 “ * ek+1 + 6tk - +tk_2 ^ ( Pk - fk ) + h<V(k)

“3£« + ł£<i “ £p o _
% « „  - 4  — ~ - “ ? л  “ “ 1

(3.7)
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„ ~3£o 4e1 " e2 . 2eo - 5£1 + ^£2 “ E,
2 а  * 3  Г2--------

3e„ ~ 4e . +e „ 0
M n  * Pi -------- ^ ----—  - - 1*1 h f „ - b1 (5.7)

3£n - ł«n-1 +{n-2 „  2£„ - 5 *„-1 + ł£„-2 _  ?

' h2(p2fn + РзГп ) ” Ьг

Prowadząo podobne rozumowanie dla układu równań (j.7) jak dla 
układu równań (1 .5) otrzymamy*

£k = i ( l o + *1k + A 2k2 -+ V 5)+
(3*8)

+ h 4 l £ 2 e u c ^ i - f i j + h 6 ^  e i k f 
1=2 i=2 (i)

Wyznaoznik A jost określony wzorem (1.10^, są funkojami
określonymi w (l.18), pozostałe wyznaczniki ^ ( i  = 0,1,2,з) 
eą wyznacznikami odpowiadającymi wyznaoznikom występu­
jącym w (1 .9)1 z tym, że zamiast a^, a2 , b1, b2 wchodzą 
wielkości a1, a2 , b 1, b2 określone w (3»7).

Oszacujemy teraz błąd 6^1



<д(К1 + kl Ńl ł I I + fc5| ̂ з!)-
ł h“  z | % k |  • I r i -  f i | + 1,6 Г  I <4k I • | ? ( i) |  

i=21 1  i=2
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Szacując kolejno każdy ze składników prawej strony nierównoś- 
(3*9) otrzymamy»

l i o k ^  ( “o + *.) (5 И °)
Edzio:

(>10')

B0 = + 6|ł0p5 + 9P#2 + 12^p3 + 2/b0(32h2) M3

*0 - + 10РоР5 ł 12P # 2  + ł

♦ 4>0 (l*2 + 2(i5)h2) M4

к  , | Л 1 | «  Ь 2 ( е 1  +  Т . , )  ( 3 - 1 1 )

Sdzio t

En =(о.ос с Д  5P0P2 + ^ ( З  - 2h*) + W ?  + 18^ з )

+ 2% oc5 (fbo(32 + 2Pi(52 (j . 2h2) t 6^ 3) +

+ 6 «-fC3|b0^ 2 + 2|i? )) • M5

T1 0 ^  (2 ^о^г^оРз + 2 Pi/b) +

+ % * 3f a 0h  + 12/ М г  + ло№ г  + 24 ^ 3  +

+ 2 (P0P2 + 4 P1 P2 + 4 h2)+
+ 4GŁi«-5pb( p2 + 2 /ij )h2) M4
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Е2 = ̂ 2 ( ^ ( 5  + 4Ь2 )+ б А0Аз'+ 12 М5
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к2 I Д 2 | 4 Ь2 ( е2 + Т2 )  ( 3 . 1 2 )

(3.1?')
Т2 = ^ ( ^ ( Р о / ^ З  ( 1 + h2 ) + 5 ^ Л з )  +

+ 2 «0*3^0h ( 2 + Ь2 )+ 3 /50^  + 3/3^2 + 3 +

+ 3 <*-^р0(р>2 + 2

к3 | А ? | « h 2(]?3 + Tjj (3.13)

gdziet

Е3 3(ссоос2 (4№  + 7̂ 1/32 + 2Ą>/*3 + 2-/31/3з) +

+ « - о ^  ( 2/*о + 2А| ) + ^ « 3^0̂ )  м?

Т3 3 + 2^ з )  +

+ ̂ о^З (3№  + ^ 0%  + ^  /»2 + 4 Ąi ^ )  +

+ **лЪРо{р>г + 2^з))м4

О М З ' )

stąd:

i (l̂o I + к| *il + ♦ Td) 0-w)
d = o x  7

Funkcja F^ - z założenia spełnia warunek Lipsohitza* 
Zatemt
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Ц n-2
h Si=2

n-2

i=2
6ik (Lo Ti - yi

+ ' У1+1 ~ У1-1Ti - 2h Ti
yi+1 ~ 271 * yi-1

+ L, y1+2 ~ 2yl+1 * 2yl-1 ~ yi-2
32h' )

Ponieważ:

*1+1 - ?l--l ‘ft-tl ~ fl-l I ‘‘’i-i ' Д.
1 2h 1 2h 2h

у1-и ~ yi - 1  _ _ ^i+1 ~Ti-l + ii± l---- ikd.
2h “ Ti 2h 2h

= h /“ 1
i-И ~ £i-1 

2h

Gdzie:

/*1
1
2

- a2b) 
3 ! + 3 !

m 3 
6 *

.  ?1+1 - *.7Jeł = ♦ ii+1
- 2£, + 6i-1

gdzie s

*, y ^ P  “ ^1+1 + 2yi-1 ~ yi-2
‘f i - 2h'

h V 3  +

t U 2 ~  2£1+1 * 2Ł1-1 " CŁ~2
2h'

77
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gdzie» M5

Wielkośoi ju^ (i a 1, 2, 3j są błędami powst.ałymi z aproksyma­
cji pochodnych odpowiednimi różnicami symetrycznymi. Uwzględnia­
jąc te rachunki, nierówność (3*15) przyjmie postać*

4-к “ 'in-2

i=2
U ilc|Ui - q ni 2|eik|(b0 |4 + L11 11 i=2 14 1

£i+1 ~ £i-1 
2h

+ L. £i+1 " 2ei + ei-1 T £i+2 2si+1 + 2e i-1 “ Łi-2 
-------^ --------;]♦ L3 |-----------------------------

h2 (Łl| Л 1 1 t L ^ l  * | )) * B0 (b0otmax
4iśn H  +

+ max 
1 Iśiśn-I

,£i+1 “ fi-1 . t mnnr £i+1 “ 2fi + €i-1—  + bo max. -" ■ ■■ ■ ■ "—у ...—
2h I 1$i€n-1 I h

e i+2 ” 2£i+1 + 2ti-1 “£i-2I 
-------------- 3 ----------- +2h-

:(i ihS))
Na mocy (2.2) mamy* 

n-2
h*’ś  ieiki • iPi • °) *

* h2 ( i  ь,*, 1, M5 ) (3.16)

gdzie* у (б , O) jest odległością określoną w (2.2) punktu 
£. = С ... £n ) od punktu 0 a(Qa 0, ... 0.)
przestrzeni Rn+ 11
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Z (2.1) oraz z (3.5 *) otrzymujemy i

n_2
Ż '  |eJ*| •|y(i)'|*^4s V (3-17)

Biorąc pod uwagę związki (3.14), (з.1б), i (3.17) nierówność 
(3 .9 )  prsgrjmie postać*

i lx 3
‘ a  Ź (v Td)łM(£.°)* j=0 4 y

ł b4o(j LiK3 ' i  w  * %  >%)

K I « ę  i :  (e j * b „ ? ( « .  0 ) ^ 4 ' (3.18)

gdzie t 

H 3 — 1

Związek (3.I8) nie pozwala jeezoze oszacować błędu gdyż 
nie wiemy jak zachowuje się f (б , o) gdy h-»0. Należy za­
tem ooenić f (t ,0). W tym celu rozpatrzymy jeszoze następują­
ce trzy wyrażenia* Na mooy związku (3»в) i po dodatkowych 
przekształoeniaoh związków (з*Ю) - (3.13 ) otrzymujemy*
t,k+1 “ £ ic-1 , 1 Л  x

2h vl ̂
4 ' eik+1 “ eik-1
n X  

i=2 2h

fi П-2 h6 V 6ik+1 ~ gik-1
n 2-

i=2 2h

+ 2k I A  o + ( 3k + 1(jk2 ♦ 1 )|

Ч-Ч ♦

f  C i) (З.19)
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< « ((E1 + Ti)+ 2 (Ег ł *2) ł( ?♦ ьг) (B5 ♦ b ) }  

+ b1 ^ (e ,0) + B1Hh2

ek+1 " 2ek + e k-11 . 2 / 1 X l -. I T  I \
I < Д ;  (,|л 2| + 5k| A ?|j +

g  — ^ s Ł l « a & i | ^ |  PjL.fi| + h2 |? (i)|^)N< (3.20)

( ( E2 + T2) + 3 ( E2 + Тз))+ B2? (£ * °) + B2Hh22h2

k+2 k+1 + k-1 k-2 I . 6 л I---------------1 ^ “Г Г  й х +3 1 h^A *2h-

4  ^ 2 l , Sjk+2 - 2gjk+1 + 2Sik-1 - «ik-2+ h E u 
1=2 2h-

6łT

(I r i-fi | * »2 |?(i )|)^ 
(3.21)

Hh

Nierówności (3»18), (3»19)» (3«20) i (3.2 1) są prawdziwe dla 
każdego k, więo są prawdziwe również dla maksimum ze względu 
na k. Mnożąo każdą z tych nierównośoi odpowiednio przez LQ,
L^, Lg, Lj i dodając stronami takie nierównośoi otrzymamy nas­
tępu jąoą zależnośćt

? ( f.°)‘I ?o, 0) + h2Hf ♦ (l0 (e0 + T0) ♦

ł ( Ł ° - Ь ч)(Е 1 ł T i) + (L 0 + 2Li - 21г) (e 2 ♦ тг) +
+ ( L0 + 5Ł, + 6L2 + 6Łj t h2L ^  (b3 t Tj ) j

Ponieważ 0 < у  < 1, więo *
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? ( * ■ o ) < т ~ ( г н + i ( L° K  + To ) ł
♦ ■(lo + ł1)(e 1 * T.,) * (l 0 + 2Ł, ♦ 2Ł,)(b2 * Т2) ♦ (3.22)

* (Ł„ + 3L1 + 6L2 ł 6L3 ł A )  (®3♦ b))j

Z (3.22) wynika, że Gdy h O, to również ^(fe,o)-~ O, a 
stąd i z (3.12) wynika, że | ek | — - 0 i to tak szybko, jak 
h2 •—  0.

Oprócz tego z (3.19)t (3.20), (3.21) widziroy, że gdy 
h —*0, to«

Ł 1+1 ~ ei-1 T- П ‘1+1 - 24  ł ‘ 1 - 1
2h

U,
2h

bk+2 ~ 2tk+1 + 2Łk-1 * Łk-2 
2h^

0

W ten sposób dla każdego к również»

yk+1 ” yk-1 У k+1 ~ ^ k  + yk-1• is ?r k

yk+2 ~ 2yk+1 + ^k-1 ~ yk-2 
2h^ <fk

Jeżeli opróoz tego do prawej strony nierównośoi (3*18) poło­
żymy w mlejsoe f (£ ,0) prawą stronę nierówności (3«22), to 
otrzymamy oszacowanie błędu odohylenia rozwiązania numeryoz 
nego od rozwiązania zagadnienia brzegowego.

Oszacowanie błędu jest postaolt
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KI "|.*k-łk| «iri: (vtTd) +
o=0

2 /
ł Bo(? H + H  Lo К  ł *o) + (V  Ll) (Eo ł To) ł

/ w  , (3 .23)
+ (L0 + 2Ł, + 2L2 )(e2 + I2 ) +

+ (L0 ł 3L1 + 6L2 ł 6Lj ♦ Ь2Ь,). (Ej + Ijjjj) ł B0h2H

Ponieważ S  oraz у nie zależy od h, zatem z (3.23) widzimy, 
że błąd dla każdego k wyrażony jest z dokładnośoią do 
h , oŝ rli z tą samą dokładnością, z jaką aproksymowane było 
równanie (l.l) i warunki brzegowe (1 .2). Wynika stąd w 
szczególności, że gdy h —*• O, to oszaoowanie błędu w każdym 
punkoie хк e < O, 1> dąży do zera tak szybko, jak h2« Stąds

Twierdzenie 8*1# Jeżeli spełniono są założenia twierdzenia 7.1 
i jeżeli funkoja f posiada ciągłe i ograniczone pochodne w 
obszarze G do drugiego rzędu włącznie, to błąd między rozwią­
zaniem numeryoznym (l.22) i rozwiązaniem zagadnienia brzegowe­
go (l.1 ^ i (l*2^ maleje do zera tak szybko jak h2.
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НЕКИЙМЕТОД ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ БЕРЕГОВОЙ ПРОБЛЕМНЫ ДЛЯ НЕЛШШ4НОГО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ПРЯМОГО УРАВНЕНИЯ Н  РЯДА

Резюме
В рабою решен береговой вопроо для нелинейного ди­фференциального проотого уравнения 1У ряда методом простой итерации. Эта итерация получена через аппроксимацию с рядом h? производных, выступающих в дифференциальной проблеме, отношениями разностей. Дифференциальная аналогия функции Грина определенная в виде формулы (I.I3) позволяет получить открытую итерационную охему. Одновременно была решена по­ставленная проблема. Доказано совпадение принятого метода итерации, исоледованное в норме Ch3. Потом была сделана оценка ошибки для численного решения и указана в виде форму­лы (3.23) (диосертацияр.

A CERTAIN METHOD OF A NUMERICAL SOLUTION OF A BORDER PROBLEM FOR A 
SIMPLE NONLINEAR DIFFERENTIAL EQUATION OF THE IV'RANGE

Summary

In the paper a border problem for a simple nonlinear differential 
equation of the IV range is solved by the method of gtraight iteration. 
The latter was obtained through approximation with h range of deriva­
tives occuring the differential problem as difference quotiens. The 
differential analogy of Green's function defined by formula 1.13 per­
mits to obtain\an open iteration scheme. Simultaneously an explioit 
solution of the brought forward problem was obtained, the convergence 
of the accepted iteration method, tested in Cj? standard was shown.
Then the error for a numerical solution was estimated and given in 
formula (3 .2 3) (thesis).

©  Instytut.Maszyn Matematycznych 
Warszawa, ul. Krzywickiego 34 
K.M.



- , , . ;
■

.

■

■

5“

'

■ ■■ . '
*

*

■ •
■

• .

■
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jęZYK MODELOWANIA SYMUIACYJNI5G0
PROCESÓW DYSKRETNYCH SYM 69

Jerzy LESZCZYŃSKI
Centralny Ośrodek Bedeń i Rozwoju
Techniki Kolejnictwa
Warszawa, ul. Chłoplckiego 50

W pracy przedstawiono język 1 translator SYM 69 
opracowany w Centralnym Ośrodku Badań i Rozwoju 
Techniki Kolejnictwa do modelowania układów zda­
rzeń charakterystycznych dla działania obiektów 
transportu. Język SYM 69 ł definicji stanowi 
nadbudowę na język ALGOL 60, Translator języka 
został wykonany dla EMC ODRA 1204.

Język SYM 69 służy do opisu zadań symulaoji zaohowania 
się w czasie (modelowania symulaoyjnego) złożoryoh obiektów 
przedstawionych w postaoi modeli układów zdarzeń. Potrzeba 
jego opracowania w Centralnym Ośrodku Badań i Rozwoju Teoh- 
niki Kolejniotwa wynikła na tle badań sieci transportowych, 
stacji i linii kolejowyoh oraz irmyoh obiektów (systemów) 
o lioznyoh i złożonych powiązaniuoh pomiędzy elementami, skom­
plikowanych prooeduraoh działania i hierarohioznych systemaon 
kierowania. Jednakże zakres zastosowań powstałego w wyniku 
aparatu programowania nie ogranicza się do obiektów transpor­
tu, będąo raczej typowym dla języfców klasy SIMULA, SOL, 
SIMSCRIPr.

Język SYM 69 w zasadzie przezraozony jest dla specjalis­
tów w zakresie modelowania. Pozwali on na łatwe sformalizo­
wanie opisu modelu z języka potocznego na opis sformalizowa­
ny. Metodycznie język SYM 69 ułatwja kontakt speojalistom z 
zakresu modelowania ze specjalistami stawiającymi zadanie,
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stanowiąc swoii tą płaszczyznę dyskusji i umożliwiając formuło­
wanie zadania symulacji metodą kolejnych prób i przybliżeń.

Wykonany został translator języlca SIM 69 dla EMC ODRA. 1204. 
Translator ten traktowany początkowo jako doświadczalny okazał 
się w praktyce efektywnym narzędziom pozwalającym n- wykorzys­
tanie EMC ODRA 1204 w badaniach symulacyjnych złożonych syste­
mów. Translator eksploatowany jest od połowy 1969 roku.

Przedstawiony poniżej opis języka SIM 69 zakłada u czytel­
nika znajomość języka ALGOL 60 w zakresie przynajmniej popu­
larnych podręczników.

Jgsyk SIM 69 powstaje z języka ALGOL 60 przez dołączenie 
pojęć umożliwiających ujęoio opisem wielu czynności zaohodzą- 
oyoh równolegle oraz dynamiozne operowanie skomplikowanymi 
atruktimuui miejso roboczych. Te cechy języka osiągnięto wpro­
wadzając:

• strukturę process,
• opio set.
• procedury standardowe hold, wait, aoti 

oraz funkcje standardowe ourr, time,
• funkcje standardowe trans, occup, free, card.

Ponadto wprowadzono szereg procedur i funkcji standardowych 
organizujących współpracę z wejściem-wyjściem maszyny oraz 
ułatwiających px-ogramowanie zadań. Elementy te, nie wnoszące 
nowych ceoh jakościowych, zoetały w niniejszym opisie pominię­
te • t

Zainteresowanego szozegółami ozytelnika odsyłany w tym 
miejscu do Instrukcji programowania w języku SYM 69 [2]. Pro­
gram zapisany w języku SIM 69 nazywany modelem.

Na opis nodelu składa się

• opis czynnośoi realizowanych w modelu,
• opis przedmiotów występującyoh w modelu.
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Zbiór ozynnośoi realizowanych w modelu jest podzielony na 
rozłączne klasy (prooesy). Czynności jednej klasy są opisane 
wspólną procedurą postępowania, stanowiącą opis procesu.

Przedmioty występują w modelu jako przedmioty globalne, to 
znaczy wspólne dla wszystkioh ozynnośoi realizowanych w mode­
lu oraz jako przedmioty lokalne, związane z określonymi czyn­
nościami i niedostępne z innych ozynnośoi modelu.

Rozpoozęoie lub wznowienie wykonywania czynności jest zda­
rzeniem zachodzącym w modelu.

Czas zmienia się w modelu dyskretnie od zdarzenia do zda­
rzenia.

Opis procesu ma budowę podobną do opisu prooedury w rozu­
mieniu definicji języka ALGOL 60. Opis prooesu nie może zawie­
rać opisu Innego prooesu, to znaozy nie istnieją procesy lo­
kalne. Parametry formalne występujące w opisie prooesu mogą 
być tylko przedmiotami, a podstawienia mogą się odbywać tyłl:o 
przez wartość. Z tego powodu pomija się w opisie prooesu spe­
cyfikacje parametrów formałnyoh i listę wartośoi.

Przedmioty globalne opisane są bezpośrednio po symbolu be­
gin otwierającym blok będąoy programem, a przedmioty lokalne 
bezpośrednio po symbolach begin otwierająoyoh bloki będące 
ciałami prooesów. W innych miejsoaoh programu opisy przedmio­
tów nie mogą się pojawić.

Wprowadzone wyżej pojęcia w niozym nie ograniozają składni 
języka ALGOL 60. W odniesieniu do elementów składni języka 
SYM 69 opis modelu przybiera postać:

begin set AA, BB, CC;
• • •

process ALFA;
begin set А, В, C;

• • • 
end ALFA;

process BETA;
bep;in set А, В, C;
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end BETA;

end MODEL}

W przedstawionym wyżej echemaoie AA, BB, CC są nazwami przed­
miotów globalnych, ALFA, BETA - nazwami prooesów, а А, В, С - 
nazwami przedmiotów lokalnych. Miejsca wykropkowane mogą za­
wierać dowolne elementy języka ALGOL 60 oraz elementy skład­
niowe zawierające instrukcje prooesu, nazwy przedmiotów, funk-1* 
cje i procedury standardowe języka SIM 69. Instrukoja prooesu 
ma postać instrukcji procedury lub funkcji, a nazwa przedmio­
tu postać nazwy tablioy języka ALGOL 60.

Przedmiot jest elementem lub zbiorem elementów uporządko­
wanym hierarchicznie w postać swoistego drzewa. Celem zdefi­
niowania sposobu uporządkowania tego zbioru wprowadza się 
pojęoie poziomu q^ rozumiane jako i-ty poziom zbioru X, 
gdzie X jest nazwą w rozumieniu języka ALGOL 60.

L,

Na poziomie qQ zbioru X istnieje tylko jeden element, któ* 
ry będziemy nazywać przedmiotem X. Poziom jest uporządko­
wanym ciągiem elementów ponumerowanych 0, 1,... n. Elementy 
te będziemy nazyv/ać atrybutami przedmiotu X. Każdy z atrybu­
tów poziomu q̂j jest przedmiotem X(oj, x£l)i ... x£njdla ciągów 
atrybutów poziomu q2. Ciągów atrybutów na poziomie q2 może 
być tyle, ile elementów zawiera ciąg na poziomie q^, to zna­
czy n. Każdy я atrybutów poziomu q2 może być z kolei przed­
miotem dla atrybutów poziomu niższego. Zbiór może być rozbu­
dowywany na dowolną głębokość.

Dołączanie atrybutów jest rozbudową, a odłąozanie reduk­
cją przedmiotu X albo inaozej zbioru X. Rozbudowę można roz­
wijać bez ograniozeń, przy ozym zawsze każdemu z ciągów po­
ziomu q^ odpowiadają przedmioty tworząoe jeden z oiągów po­
ziomu Redukcję można realizować odłąozając przedmioty. 
Odłączenie przedmiotu będąoego jodi^m z elementów jednego z 
ciągów poziomu qĵ odłącza również związany z nim ciąg atrybu­
tów poziomu Rozbudowę przedmiotu można realizować przez
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dołączanie przedmiotów na dowolnym z poziomów. Dołączenie 
przedmiotu do jednego z ciągów poziomu dołąoza również 
związany z nim oiąg atrybutów na poziomie

Ciągi elementów (przedmiotów, atrybutów) mogą być trakto­
wane jak kolejki, oo pozwala na stosowanie określonego zbio­
ru strategii definiująoyoh sposoby dołąozania i odłąozania 
elementów w pojęoiach teorii kolejek.

Relacją porządkująoą elementy zbioru są związki łącząoe 
przedmiot z jego atrybutami. Przy przeohodzeniu z poziomu na 
poziom w dół wzrasta liczba wskaźników (indeksów) opisują­
cy oh położenie elementu w zbiorze zgodnie z numeracją pozio­
mów liczoną od zera. Sohemat ilustrująoy powiązania między 
elementami zbioru X oraz zasadę rozbudowy i redukcji zbioru 
przedstawiono na rysunku 1.

Przedmiot X bez atrybutów (jako pojedyncze miejsoe robocze 
w pamięoi EMC) jest budowany opisem set X. Dalsza rozbudowa 
przedmiotu zachodzi w wyniku wykonywania instrukoji zawartych 
w programie lub opisach procesów. Odwołanie się do nazwy przed­
miotu lub jego atrybutów (wskazanych indeksami) w instrukcjaoh 
arytmetycznych lub logiczny oh-powoduje automatyozną rozbudowę 
przedmiotu do wskazanego miejsoa, gdy rozbudowa taka wcześniej 
nie została przeprowadzona.

Każdemu z elementów zbioru może być przyporządkowana war­
tość typu real albo boolean w rozumieniu języka ALGOL 60. Aryt­
metyka i logika dla wartości typu wymienionego wyżej jest aryt­
metyką i logiką w rozumieniu języka ALGOL 60 z tym, że każdemu 
elementowi można przyporządkować wartość dowolnego typu. Typ 
wartośoi kontrolowany jest dynamicznie, to znaczy w czasie wy­
konywania programu (symulacji). Element, któremu nie przypo­
rządkowano żadnej wartośoi ma, z definicji rozbudowy zbioru, 
przyporządkowaną wartość zero typu real.

Ponadto wprowadza się wartość typu name, która wykorzysty­
wana jest do pamiętania nazw ozynnośoi, W ten sposób uzyskuje 
się możliwość identyfikowania ozynnośoi w klasie (procesie).
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Na wartościach typu name można wykonywać tylko operaoje pa­
miętania i porównania. Wartość ta jest generowana i wykorzys­
tywana poprzez instrukcje odwołujące się do speojalnyoh pro­
cedur standardowych nadających wartośoi tego typu elementom 
zbiorów.

kolejka X//,,...///
Q X O  JC

kdjjka_^

( Ъ
N

4 4,

o ó-------o
przed operacją t Vans (я)

О ------О
po operacji irons (x)

*

#  - elementу odłączone operacją trans (x)

Rys. 1. Ilustracja powiązań między elementami zbioru

W pamięoi maszyny każdy element zbioru jest przedstawiony 
»iejsoem roboczym MR zawierająoym cztery słowa maszynowe. 
Sohemat miejsca roboczego MR przedstawiono na rysunku 2.
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M U
TYP ADRESl

albo KZ

------  UARTOŚĆ ------

ADRES . 
albo KZ I

Rys. 2. Schemat miejsca roboczego MR

W pierwszym słowie jest zapamiętany typ wartośoi i adres 
prawego sąsiada albo wskaźnik końca zbioru KZ. Następne dwa 
słowa zawierają wartość przyporządkowaną MR. Ostatnie słowo 
zawiera adres pierwszego MR w oiągu oeoh przyporządkowanych 
przedmiotowi albo wskaźnik KZ, gdy atrybuty przedmiotu nie 
istnieją.

Czynność jest dynamiczną postaoią prooesu występującą w 
czasie wykonywania programu (symulacji). Sterowanie przebie­
giem czynnośoi jest automatycznie skojarzone z ozasem, który 
w ten sposób traktowany jest jak zmuзппа niezależna modelu.

Sterowanie przebiegiem ozynnośoi sprowadza się do rozpo­
czynania, zawieszania, wznawiania i zakańczania ozynnośoi.

Rozpoczęoie ozynnośoi następuje w wyniku wykonania instruk­
cji w innej ozynnośoi tej samej lub innej klasy i w rezultacie 
zawieszenia poprzednio wykonywalnej czynnośoi. Rozpoczęoie ozyn­
nośoi wiąże się z utworzeniem jej miejsc roboozyoh jako przed­
miotów lokalnych oraz rozpoczęciem wykonywania instrukoji kla­
sy (procesu), do której należy rozpoczynana ozynność. Kolejne 
instrukcje arytmetyczne i logiczne są wykonywane (mówimy, że
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czynność jest wykonywana) do instrukcji przerywającej wykony­
wanie czynności. Może nią Ъуб instrukoja rozpoczynająca nową 
ozynność lub instrukcja zawieszająca czynność wykonywalną na 
określony czas. Rozpoozęoie nowej czynności z wnętrza ozyn- 
ności wykonywanej nazywany planowaniem bezpośrednim, gdyż za­
wsze prowadzi ono do zawieszenia czynności wykonywanej i roz­
poczęcie wykonania nowej ozynności wskazanej bezpośrednio kla­
sy.

Zawieszenie ozynności wykonywanej na określony czas nazy­
wany planowaniem pośrednim, gdyż w rezultaoie jest wznawiana 
inna czynność bezpośrednio nie wskazana, a wynikająca z aktu­
alnego stanu wszystkich inny oh czynnośoi.

Planowanie bezpośrednie realizowane jest przez proste od­
wołanie się do nazwy prooesu. Planowanie pośrednie wymaga od­
wołania się do specjalrych procedur standardowych SYM 69» któ­
rych parametrem jest czas.

Czynność może być wielokrotnie zawieszana i wznawiana, 
zgodnie z procedurą stanowiącą opis prooesu. Dojśoie z wyko­
nywaniem ozynności do symbolu end końozącego opis prooesu po­
woduje zakońozenie ozynności i przejście do wykonywania innej 
ozynnośoi, tak jak przy planowaniu pośrednim. Jednooześnie 
czynność zakońozona jest wymazywana z modelu, a jej miejsoa 
robocze (przedmioty lokalne) i miejsoa zajęte przez sterowa­
nie wykonaniem ozynnośoi zostają zwolnione i mogą być wyko­
rzystywana przez inne czynnośoi modelu. Sterowanie przebie­
giem symulaoji w sensie teohnioznym realizowane jest przez 
program sterujący interpretaoyjrym wykonywaniem instrukcji 
zawartych w opisaoh klas ozynnośoi (prooesów) oraz kontrolu- 
jąoy współbieżność ozynnośoi w modelu.

Każda czynność aktualnie istniejąca w modelu ma własny 
zbiór infomaoji nie zbędny oh do sterowania jej wykonaniem 
zapisany w pamięci maszyny na czterech słowach. Zbiór ten 
będziemy nazywać kostką sterującą KS. Kostka sterująca zawie­
ra licznik rozkazów LR, adres poozątku drzewa miej so roboozyoh
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przedmiotów lokalnyoh AR, symbol klasy czynnośoi P, rejestr 
wartości czasu С oraz adres następnej kostki sterującej lub 
symbol KZ. Zbiór kostek sterujący oh uporządkowany jest chro­
nologicznie według rosnącej wartośoi czasu zapisanego w C, 
tworząc zbiór sterująoy. Wartośoi AR i P nie zmieniają się w 
czasie istnienia czynnośoi w modelu i łąoznie są wykorzysty­
wane jako nazwa czynności (wartość typu nssąa). Zawsze jedna 
z czynności jest aktualnie wykonywana i jej kostka sterująca 
jest aktualnym sterowaniem modelu, a jej ozas jest czasem bie­
żącym. Rozpoozęcie czynnośoi polega na dołąozeniu nowego ele­
mentu do zbioru sterująoego z czasem bieżąoym i przekazanie 
mu sterowania* Zawieszenie czynności polega na przeniesieniu 
kostki sterującej, będąoej aktualnym sterowaniem, na dalsze 
miejsoe wyznaozone nowym ozasem i przekazanie sterowania kost- 
oe następnej w zbiorze sterującym. To ostatnie działanie jest 
wznowieniem ozynnośoi odpowiadająoej tej kostoe. Zakończenie 
czynnośoi polega na usunięoiu kostki sterującej ze zbioru ste­
rująoego i przekazaniu sterowania kostoe następnej. Zakońoze- 
nie symulacji następuje po wykonaniu wszystkioh rozpoczętych 
w modelu ozynnośoi albo po upływie przewidzianego czasu. Me­
chanizm działania zbioru sterującego ilustruje rysunek 3 .

Procedury funkcje standardowe 1 instrukoje prooesu języka 
SIM 69 posiadają składnię nawiązującą do języka ALGOL 60.

Rozpoozęoie czynności następuje w wyniku wykonania instruk­
cji procesu. Wykonanie jednej z przykładowo przedstawionych 
instrukcji prooesu:

ALFA;
BETA (A, b) ;

X[c] : = BETA (A, B) 5

w których ALFA, BETA są nazwami prooesów; А, В, С - wyrażenia­
mi arytmetycznymi, X - nazwą przedmiotu, powoduje rozpoczęcie 
wykonywania czynności według procedury stanowiącej opis prooe­
su ALFA lub BETA. W podanym przykładzie ALFA' jest prooesem 
bezparametrowym, BETA prooesem o dwóoh parametrach, а X [c] 
podstawia na jedną z oeoh przedmiotu X wartość typu name 
określającą nazwę rozpoczynanej ozynnośoi klasy BETA.
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Rozpoczęcie nowej ozynnośoi, jak już o tym mówiono wyżej, 
wiąże się z zawieszeniem oizyńnośoi, w której nastąpiło wyko­
nanie instrukoji procesu. Po zawieszeniu lub zakońozeniu czyn* 
ności zainiojowanej omawianą instrukoją prooesu następuje po­
wrót do wykoręrwania ozynnośoi zawieszonej, poczynając od ins­
trukcji następnej za instrukoją procesu, jeżeli w iniojowanej 
ozynnośoi nie nastąpiło również zawieszenie lub wykonanie 
instrukoji prooesu.

Zawieszenie ozynnośoi następuje w wyniku wykonania jednej 
z instrukoji*

hold (i);
wait (t )j

w których T jest wyrażeniem arytmetycznym typu real określają* 
oym w pierwszym przypadku wartość czasu, do którego ozynność 
należy zawiesić, a w drugim przypadku wartość ozasu, na jaki 
ozynność należy zawiesić. Wartość ozasu liczona jest w jednosł 
kaoh całkowity oh, a ewentualne zaokrąglenia wykonywane są zgod 
nie z obowiązująoymi w ALGOLu zasadami konwersji wartości z ty 
pu real na inteprer.

Zawieszenie ozynnośoi wiąże się z powrotem do wykonywania 
innej ozynnośoi wcześniej zawieszonej. W określonym ozasie lub 
po upływie ozasu określonego wartośoią wyrażenia T następuje 
powrót do wykonywania ozynnośoi zawieszone j, pooęynając od ins­
trukcji następnej za instrukoją zawieszenia.

Poza wznowieniem ozynnośoi wynikającym z automatyzmu dzia­
łania zbioru sterującego możliwe jest wznowienie wskazanej nai 
zwą (wartośoią typu name) ozynnośoi.

Wznawianie wskazanej czynności następuje w wyniku wykonani» 
instrukcji*

aoti (x);
w której X jest nazwą ozynnośoi określoną wartośoią typu 
name. Wznowienie ozynnośoi polega na powrocie do jej wykonywe 
nia poczynając od miejsca, w którym wykonanie to zostało za­
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wieszone ale bez zmiany czasu bieżącego. Podobnie jnk w po­
przednich przypadkaoh wznowionie ozynnośoi wskazanej powodu,! 
zawieszenie ozynnośoi ostatnio wykonywnnej.

Uzyakanie wartości ozasu bieżąoego oraz nazwy ozynnorul bie­
żącej umożliwiają dwie funkoje bezatRimentoweJ

time
ourr

z który oh pierwsza podaje wartość ozasu bieżąoego, a druga naz­
wę bieźąoej ozynnośoi. Oozywiśoie wartość pierwszej z nioh jest 
typu real, a drugiej typu name.

Rozbudowa, redukoja i reorganizaoja zbioru jest realizowana 
za pomooą funkojii

trans (x, y)
gdzie X jenfc nazwą przedmiotu, którego oiąg atrybutów jest 
odłączany, a Y  nazwą przedmiotu, do którego oiąg atrybutów jesl; 
przyłączany. Wobeo względności pojęoia atrybutu w ten sposób 
realizowany jest transfer elementów (przedmiotów, atrybutów) z 
je,dnego zbioru do drugiego. Ody X i Y należą do tego samego 
zbioru, transfer oiągu atrybutów reorganizuje ten zbiór. Funk­
cja może być zapisana również w postaoi jednoargumentowejt

trans (x)
gdzie X jest nazwą przedmiotu, którego oiąg atrybutów jest oA- 
łąozany. W ten sposób realizowana jest redukoja zbioru. Funk­
cja opisująca transfer oeoh ma wartość logiozną true. gdy oiąg 
atrybutów odłąozanyoh zawiera przynajmniej jeden element, oraz 
wartość logiozną false, gdy oiąg atrybutów odłąozanyoh nie ea- 
wiera żadnego elementu. Wykonanie funkoji transferu atrybutów 
do zbioru nie zawierającego wskazany oh miejso dowiązania powo­
duje rozbudowę tego zbioru do miejsoa dołąozenia. Lioznońć oią­
gu określa funkojai

oard (x)
gdzie X jest nazwą przedmiotu, którego oiąg atrybutów podlega 
zliczeniu. Wartością funkoji jest wartość typu real określająoa 
liozbę atrybutów przedmiotu X.
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Zajmowanie i zwalnianie przedmiotu jest realizowane przez 
funkcje:

free (x) oooup (X)
gdzie X jest nazwą przedmiotu zajmowanego lub zwalnianego. Za­
jęty może być tylko przedmiot wolny. Zwolnienie przedmiotu mo­
że nastąpić tylko w tej ozynnośoi, w której nastąpiło jego za­
jęcie. Wykonanie funkoji Oooup M  na zbiorze nie zawierająoym 
wskazanego przedmiotu powoduje rozbudowę zbioru przez dołącze­
nie wskazanego przedmiotu, a następnie jego zajęoie. Wymienio­
ne funkoje mają wartość logiczną true, gdy operacja jest wyko­
nalna, to znaozy może nastąpić zajęoie lub zwolnienie przedmio­
tu oraz wartość logiczną false, gdy operacja jest niewykonalna.

Zrealizowany praktycznie translator języka SYM 69 dla 
EMC ODRA. 1204 nie zawiera pełnego aparatu języka ALGOL 60, 
a tylko takie jego fragmenty, które okazały się niezbędne w 
budowie programów symulacyjnych.

W rezultacie zrealizowano translator dla podzbioru języka 
SYM 69, w którymś

• jedynym opisem miejso roboczy oh jest postać określona opi­
sem set.

• nie wprowadzono opisu procedure z tym, że w pewnym zakre­
sie struktura procedure może być zastąpiona strukturą pro­
cess.

• nie wprowadzono opisu swith.
• nie wprowadzono warunkowyoh wyrażeń arytmetyoznyoh, logicz­

nych i mianujących.

Jednakże wymienione wyżej ograniczenia nie są sprzeozne z 
założeniem generalnym traktowania języka SYM 69 jako swoistej 
"nabudowy" na język ALGOL 60.

Analiza programu źródłowego odbywa się w 5-ciu pasmaoh, 
w któryoh jednolity blok informacji o zmniejszająoej się z 
pasma na pasmo objętości przekształoany je3t w program wyni­
kowy. Program wynikowy wykonywany jest interpretacyjnie.
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Całość programu wynikowego razem z miejscami roboczymi, 
częśoią interpretującą translatora oraz systemem operacyjnym 
mieści się w pamięci operacyjnej EMC ODRA 1204 (l6k słów 
24-Mfcow,ych) i tylko ta pamięć jest wykorzystywana w czasie 
wykonywania programu. Progrtm wynikowy i miejsoa robooze mogą 
zajmować nie więcej niż 12 ООО słów, oo przeliczone na miejsoa 
robocze zorganizowana w postaci zbiorów wynosi JOOO miejsc.

Poniżej przestawiony został przykład programu w języku 
SYM 69 odpowiadającego treścią programowi zamieszczonemu i 
dokładnie opisanemu w rozdziale 12 publikaoji: DAIIL O.J., 
NYGAARD K.: "SIMULA - a Language for Programming and Descrip­
tion о Г Disorote Event Systems", Borwegian Computing Center,
May 196B.

Program wykorzystuje standardowe "zerowanie" miejsc robo­
czych. Funkcja rand (a, b ) generuje wartości pseudolosowe ty­
pu reą] o rozkładzie równomiernym w przedziale <a, b>. Wydru­
ki printm (•••) realizowane sf) na konsoli w sposób uzależnio­
ny od klucza na pulpioie operatora maszyny, a wydruki print 
(...) na perforatorze lub drukarce wierszowej. Pozostałe sym­
bole użyte w programie nie w\magają komentarzy.

Przykład

begin comment ZARAZA}
set POPULACJA, ZAR, SMIERTELN, ZARAZLIWOSC, MARTWI, OZDROW, 

i»j»k{ 
prooess DUR (NUMER);
begin set DZIEŃ, PACJENT;

PACJENT [O] :=NUMPJR;
for DZIEŃ:=DZIEN+1 while DZIEŃ le 8 do

if SMIER'iELN [DZIEN,rand (o,19)] ед 1 then 
begin
printm(o,time / PACJENT' ,NUMER,' ZMARŁ DNIA' ,DZIEN)t 
PACJENT [0,0] i=DZIENt 

trans(PACJENT,MARTWIEJ
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goto END
end else wait(l);
printm(0, time, ' PACJENT', NUMER,' WYZDROWIAŁ"); 
trans (PACJENT,OZDROw);

END lend CZYNNOŚCI CHOROWANIA NA DUR PACJENTA NUMER;

PROGRAM*
read (POPULACJA) ; 
for ii=i+1 while i lg 8 dó 

be p;in .1 »=-1;
for J»=d+1 while j le 9 do 

read(SMIERTELN [i,j]) 
end CZYTANIA TABLICY OKRESLAJACEJ

PRAVmOPODOBIENSTWO ZGONU W FUNKCJI 
DNI CHOROBY;

d»=-1;
for ;ji=j+1 while i lę 9 do read (ZARAZLIWOSC [j]); 
wait(l);

printm(40000,time,' POCZĄTEK SYMULACJI EPIDEMl'); 
for ZARi=ZAR+1 while ZAR le POPULACJA do 

begin
DUR(ZAR);
wait(ZARAZLIWOSC [rand(0,9)] ; 

end EPIDEMl; 
wait(9);
printm(0,time,' KONIEC SYMULACJI EPIDEMl}; 
line(l);
print(40000, 'POPULACJA',POPULACJA); 
line (1);
print (O, ' ZMARŁO', card(MARTWl), ' WYZDROWIAŁO, oard (OZDROW)) ; 

it=0;
for ii«i+1 while i le 8 do 
begin j J=-1; k:=0;
for js=j+1 while MAKIWI (j,0]] ne O dg 

if MARTWI [j,O]eq‘ i then k:=k+1;
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line (1 )t
print(o, 'DNIA CHOROBY', i,' ZMARŁO PACJENTÓW',к) 
s M i  

and SYMULACJI

DANE 
POPULACJA 100,
PRAWDOPODOBIEŃSTWO ZGONU DLA KOLEJNYCH DNI
1.0.0.0.0.0.0.0.0.0,
1.1.0.0.0.0.0.0.0.0,
1.1.0.0.0.0.0.0.0.0,
1 ^,0,0,o,o,o,o,o,o,
1.1.1.0.0.0.0.0.0.0,
1.1.1.0.0.0.0.0.0,
1.1.1.0.0.0.0.0.0.0,
1.0.0.0.0.0.0.0.0.0,

ROZKŁAD CZASU W DNIACH POTRZEBNEGO NA ZARAZĘ NIE 
NASTEPNEGO CZŁONKA POPULACJI'

2,3,5,4,4,4,4,5,5,5, |
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ЯЗЫК SYM 69 ДЛЯ МОДЕЛИРОВАНИЯ ДИСКРЕТНЫХ ПРОЦЕССОВ
Резюме *

Язык SYM 69 служит для описания задачь моделирования поведения во времени /имитирующее моделирование/ сложных объектов /систем/ представленных в виде дискретных моделей /моделей схем событий/. Диапазоп применения языка является типовым для языков такого класса кг к Si m u l a , s o l , s i m o n .Язык SYM 69 основан на языке a l g o l  60 о тем, что к не­му доставлены понятия позволяющие заключить в описании мно­гие события происходящие параллелы.о, а также динамические оперирование сложными структурами рабочих мест.Транслятор языка sym 6 9  построон для BUM odra 1 2 0 4  и не содержит полного аппарата языка algol 60, лишь только те его фрагменты которые оказались необходимые для програ­ммирования задачь моделирования. Анализ иоходной программы проводится в 5 этапах, в соторых однородный олок информации емкостно уменьшающейся с этапа на этап преобразовывался в программу. Программа выполняется интерпретационным образом. Транслятор находится в эксплуатации с 1 9 6 9  года.

SYM 69 LANGUAGE FOR DISCRETE PROCESSES SIMULATION

Summary

The language SYM 69 serves to describe simulation problems of com­
plex object modelling, presented in the form of discrete models 
(event oriented models). The scope oi the language application is typ­
ical for languages like SIMULA, SOL, SIMOH.

The SYM 69 language is based on ALGOL 60, to which notions are ad­
joined permitting to describe many phenomena occuring parallely, and 
operate dynamically complex structures of v/ork places.

The SYM 69 translator is constructed for ODRA 1204 computer. It 
does not comprise the full ALGOL 60 language, but only fragments which 
appeared necessary for simulation statement programming. The analysis 
of the source program is make in 5 passes wh-эге the uniform informa­
tion block of capacity diminishing from one pass to the next, is trans­
formed into an object program. The latter is performed by means of an 
intoi'pretation. The translator has been exploited since 19 6 9.

@  Instytut Maszyn Matematycznych 
Warszawa, ul. Krzywickiego 34 
A.M.
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WYDAWNICTWA Ш

Branżowy Ośrodek Informaoji Naukowo-Teohniaznej i Ekono­
micznej Instytutu Maszyn Matematyoznyoh wydaje i

ALG0HTTM3T - półrooznik, zawiera artykuły na temat teorii pro­
gramowania i zastosowania elektronioznyoh maszyn 
oyfrowyoh. Do nabyoia w księgarni ORWN PAN oraz 
w Domaoh Książki. Cena zeszytu 40,- zł.

PRACE IMM - 3 numery w roku, zawierają publikaoje naukowe i
badawoze praoowników IMM w zakresie projektowania
i budowy elektronioznyoh maszyn oyfrowyoh oraz 
systemów przetwarzania informacji. Do nabyoia w 
księgami ORWN PAN oraz w Domaoh Książki. Cena 
zeszytu 60,- zł.

Elektroniozna Teohnlka Obliozeniowa - NOWOŚCI - kwartalnik, 
zawiera artykuły przeglądowe z dziedziny maszyn 
matematyoznyoh, opraoowane na podstawie najnow­
szej literatury światowej. Prenumeratę prowadzi 
Centrala Kolportażu Prasy i Wydawnictw "RUCH". 
Cena prenumeraty krajowej 240,- zł rocznie.

Automatyzaoja Przetwarzania Informaoji - INFORMACJA EKSPRESO­
WA - miesięoznik. Prenumeratę prowadzi Centrala 
Kolportażu Prasy i Wydawnictw "RUCH". Cena prenu­
meraty krajowej 240,- zł rocznie.
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Cana ssł 40,-


