ALGORYTMY

Vol. IX « No. 15 . 1972

INSTYTUT MASZYN MATEMATYCZNYCH



ALGORY 11(1
vol. ix, N 15 1972



Copyright © 1972 - by Instytut Maszyn Matematycznych, Warszawa
Poland

Wszelkie prawa zastrzezone

WI,3 N v
K.MMBO

~yH/ . KO

Komitet Rodakcyjny

Antoni MAZURKIEWICZ red. nacz., Krzysztof MOSZYNSKI, Zdziskaw PAWLAK,
Jan WIERZBOWSKI, Andrzej WISNIEWSKI , Ryszard ZIELINSKI,
Romana NITKOWSKA /sekr. red./

Adres Redakcji: Warszawa, ul. Krzywickiego JA, tel. 28-37-29

Pow. * WM nakd¥. 550 pap. offset* kl. 11l g. 80 saa. 105/72

GP-11-1416/68



TRESC
COLEPXAHMNE
CONTENTS

str*
K. Czy*o
AN ATTEMPT OF MECHANIZATION OF HALL COLLECTING PROCESS . . . . 5
PR&BA AUTOMATYZACJI PROCESU WYBIERANIA
MPOGA ABTOMATWU3ALMW NPOLECCA BbBOPKN
A. Mulawa
PRZEGLAD METOD SZUKANIA EKSTREMUM FUNKCJI WIELU ZMIENNYCH 19

MPOCMOTP METOAOB MOUCKA 3KCTPEMYMA OYHKLN
MHOTUX MEPEMEHHbIX

A REVIEW OF METHODS OF SEARCHING MANY VARIABLE FUNCTIONS OF
EXTREMUMS



N s4a
W ny AT

T
YNOO

m7K3TuyuOO

Aum

fi-;u(dl AO0O

n. HH*
DN\ <HU®: ronir Mz e

A% ) A
«OT

OfF4 MWAHALON AGH

3MIWA™ NHIUF. ; YWOT;IA A il

,WIIOH aorgekK drarjdn

m %0 LHOXT3BAO sY LW *AY Y1*M OKXHOAAA ~ ! 1 |ilw *



ALGORYTMY, IX, No 15, 1972, 5-17

AN ATTEMPT OP MECHANIZATION
OF HALL COLLECTING PROCESS
by Emanuel CZYZO

Received January 14th, 1972

In this paper the collecting algorithm
is described. The algorithm is an im-
plementation of Hall collecting process
for positive word written in generators
of a nilpotent free group of a given
degree of nilpotency.

1. INTRODUCTION

J.1. Cannon in the review [2] describes the present situa-
tion of application of oomputers in the group theory* He states
that one of the most important problems in the field 1is the
mechanization of the tedious algebra and specially the commu-
tator oalculus* The collecting prooess plays important part
here in connection with problems involving the presentation
of groups in terms of generators and relations.

The problem was studied by H. Felsoh (see [2]) , who has
written a program for words of the form (x~xg)1l. Campbell and
Lamberth (see [2]) have written a program SLIP, whioh 1is an
implementation of the collecting prooess for words of a nil-
potent group of finite class.
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In this paper the similar implementation method of the col-
lecting prooess with the aid of a computer is considered.

The method has been applioated in a program HALL+ ~see [4]
The program is an implementation of the collecting prooess for
positive words written in generators of a nilpotent group of a
given nilpotenoy. The description of the method is supplement-
ed with results obtained by means of the program HALL*.

We give also the table, whioh gives number of basic com-
mutators for a given weight and number of generators, calcul-
ated from Witb"s formula.

The further development of this method for obtaining an
implementation of the full collecting prooess (Y.o. for ar-
bitrary: positive and negative words) and some similar pro-
cesses is in preparation on the base of described results.

The terminology and notations of this paper is the Bane as
in M_Hell"s book [1]-

2. COLLECTING PROCESS
2.1. Commutators
Let X be a finite set of letters x», x2,..., Xr. Let us

define a set of strings, whioh we shall call commuta -
tors.

Definition

a* String c” consisting of one letter x*, that is o™ a x* 1is
a commutator of weight one. The weight of the commutator

we shall denote w(°i)»

b. if Cj] are oommutators then the string ck a Cjp)
is a commutator and w(ok) = w(i) + w (Cp*

The set X is finite* henoe the set of commutators of defin-
ed weight is also finite. We order commutators any way SO
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thatt if ? w(J) then ci Tollows O0j. Let 08 denote
the commutator which takes the s-th position (“according to our

ordering) then ou 4 oy iff u 4 wv.

2.2. Collecting process

For words written in commutators we define the collecting
prooess desoribed by M. Hall ( [1], p- 165).

For a word
T=0y G == o
the subword

w=o04 o4 ... o4 <m <n)
4 *2 N V -

is called the ocolleoted par tof the word F
IT m is the greatest index suoh that

U « 22 * eee A1y and lw 4 ifj Ffork *m+1,..., n.
Let wQ be the oollectod part of T
F=To="YY

For a word " = w" with a oolleoted part we
fl+1 as follows.

For
Ji eooce Ui eoce Oi
ri Lj xn
let ou be the smallest oommutator (in the sense of defined
order) in the word and let (¢ is the first .00ourrence
of this oommutator in v/, n

Define
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where

(notice that if w” ia a oollooted part of the word then
J > 1). We define '+ as follows

fl+l ~ W M

and denote the oolleoted part of fl+1 as *1+1« The process
terminates if for some m the oolleoted part of ¥ is equal

fm* For eafflPle if f = x1 * then

fl = X%, x2 (x2, x1™ and Tk =  for k y 1.

Observe that if x~t Xg,*.*» Xr are generators of the
group 7 (where P is a free group with r generatora) and if

-1 -1
(Vv cu O0y" 0y 0y Oy

then all words  (for Kk = 0, 1,...) represent the same ele-
ment of the group ? because in this group

°v °u 3 °u °v (V °u)

2.3. Basio commutators

In the collecting process only oommutators of special form

can appear.

Definition
1. Commutators of the weight 1 are basic commutators

2. A commutator ok = (oy, cu) is basic of the weight n if
a* cv, ou are basio of the weight less than n and

(V) Fe(e) *
b. ov>ou and if cy a (oe, ofg then ot $ oy.
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We use the previously defined order and enumeration for
basic commutators. It"s easy to see that in the collecting pro-
cess only basic commutators appear.

The following theorem gives the explanation of the used name
by these commutators.

Theorem

IT F is the free group with generators x~, x2,..., Xr and
if in a sequence of baeio commutators o®, c2,..., c¢. are
those of weights 1, 2,..., n, then an arbitrary element ¥ of F

has a unique representation,

el ®2

f* 0g- ... oL mod

The basio commutators of weight n form a basis for the free
Abelian group Pn/Pn+~* See [1] p- 175»

2.4. Witt"s formula

Let wm(r,n) denote the number of basio commutators of the
weight n for r generators. The following Witt"s formula holds

M(r, n) = 1/n

where d runs over all divisors of n and )i(m) the MobiusTe
funotion.

The formula is proved in [1] p- 169» Numbers of basio com-
mutators for r = 2, 3,..., 9and n * 2,3,y", 11 are given in
the table 1.

3. IMPLEMENTATION OF THE COLLECTING PROCESS - PROGRAM HALL+

The program HALL+ is an implementation of the oolleoting
prooese for positive words written in the alphabet

X a {x1f Xg,..., xr} for r.< 9
The program is written in Gier ALGOL 4 [3™*
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3.1. Enumeration of commutators

As observed during the collecting prooess only basic commu-
tators are generated. Let us define an enumeration for these
commutators as follows.

N (ox) denotes a number of a commutator o".

Definition
a. N(xb) =i for i =1,2,...,9 w/Z, \
b. if ok * (cy, cu) then N(ck) n N(cv) 10 " u" + N(cu)

For example the commutator (og, o) with a number 2! is de-

noted by c21* and the commutator ((02» °D» °©3) a number
213 is denoted by

Now, we order all commutators aooording to their numbers,
that means cu ~ oy iff L(u) * N(Cw*

Prom the definition of a number of a commutator it follows
that the number of the commutator of the weight n contains
exaotly n digits in decimal expansion, thus the assumed order-
ing preserves the order of weights. It oan be observed that
in the case of basic commutators different commutators corres-
pond to different numbers.

3.2. Input data

The input data for the program is a word written in genera-
tors, using only digits and letters. For example we write the
word f 3 (Xj X2 x3) on paper tape in the following form
X1x2x3x1x2x3 0. Eaoh word is terminated by O.

Before we start the collecting prooess we define the value
of the variable WEIGHTMAX. For technical reasons only commu-
tators of weight * 1l are permitted.
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3.3. Machine representation of a word

The word which takes part in the collecting process is re-
presented in the array BUF [O t 40953 « Every commutator which
occurs in the word is written in four successive elements of
the array.

fmm e e eeaa- >
the address the number the weight the address
(*) of the former of the of the of the next
commutator commutator commutator commutator
The i1ndex of the second element in is an address of

the commutator.

For example the word T = x™ Xg X~ 1is represented as fol-
lows™*

BUF

index
We put BUF [0] rtl and BUF [11] = -1.

It follows from the method of representation of a word,
that it is possible to store words consisting at most 1024
commutators. The present version of the program does not al-
low words of greater length, however a simple modification
of the program allows to remove this limitation if needed.

The following limitation for numbers of commutators
N ~ 2n° -1 follows from the used way of presentation of
commutators. Hence in the collecting prooess we can consider
only commutators of weight not greater than 11.

3.4. Implementation of the rule oy oy = oy cy (cv, ou”

Let us consider the word fQ = 0dQ /A where ao = 0 "ompty
word) and fiQ = x™ Xg First we find the address of the
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first occurrence of a minimal commutator appearing in
ABC. The address is stored in PLACE* In our example owln = c®
and PLACE = 9» We need to transpose with the former com-
mutator (c2 in our example). Transposition of two commutators
consist in transposition of their numberB and weight. Links
between these commutators remain unohanged.

In the oase w(°2) + w(Il) * WEIGHTMAX no new commutabor
is added.

In the oase. w (&) + w (i) ~ WEIGH3WAX the new commutator
@2* °1) = °21 *s aed. SonD links must be changed too.

In our example
BUP 1 31 5 1 1 1 95 2 1 13 9 21 2 -1 ™)
index 1 5 9 13
It is easy to observe that the ordering in (*) is
°3 °1 °2 °21

New value of PLACE Is 5. Repeating the described step we
obtain

BUP 1115131171721139212—15312q

index 1 5 9 13 17

where cmin = o~ is on the first position of

pro = °1 °3 °31 °2 °21

We determine a new collected part o™ aom ¢t and
s 0 o~ 02 021, and we oontinue the collecting process, as
far as we obtain a 0.

3*5* Output data

After terminating the process we output the resulting word
in an abbreviated form on the paper tape.
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For example the word f = 02 c2 0?1 °2/12 w® outPufc in
form (OD72 (02)~2(021) (c212H0. Each word is terminated by O.

4. APPLICATIONS

4.1. Using this program the oolleoting prooess for worde of form
(X1 *e oo 3 Cmm)ee - for n = 2, 3i»*«»9t

was carried out. The following table shows results, of the expe-

riment. We give for each r the oomputation time for n = 2 and
given value of the variable WEIGHTMAX.

n=2

r Wmax time

2 «l 10 seo
3 11 8 min
4 7 24 min
5 5 5 min
6 4 4 min
7 4 16 min
8 4 40 min
9 3 3,5 min

The program does not work for greater values of WEIGHTMAX
beoause of shortage of memory* To give better idea we preeent

words obtained after the termination of the prooess for r = 2,
n a4 and WEIGHTMAX a 7 (then alb denotes ab ")

(dH(4) (c2H(4) (c21M(b) (c2 1IM(4) (c212H( 14) (c21 ri)(c2112H
(11)(021%2)4(1 1)(c21112)4(3)(c21121)4(11)(c21122)4(10)(c*1221)4
(42) (21 222)4(3) (c2VI121) | (3) (c21 1122) 4(3) (c2 11221 I} ( 32) (c211222)
(3)(c2122 1i)4(37)(c212221)4(39)(c2111211)(c211121*)4(5)(c2111221)4
(9)(c2111222)(c2112i2i)4( 12)(c21 i221 1)4(18)(c2 1122 12)4(56)

(c21 22 1)4(31)(c2 1211 121) 4 (i>9)(c2 12221 1)4( 35) (c2122212)4(79)
*02122%2 1)4(12) b
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and for r a 4, n = 4 and WEIGHTMAX e J

Cci)a@)(E2)s@)(E3H (4)(cs)a@)(e2Da()(e31)4(6)(c32)4(b)(calH
6)(@42)i(b)(043)](6)(c21IH(4)(c212)4(B)(c213)4 (20)(c214)4(20)
@ ID*@)(3 2)4(14)(c313)4(14)(cj14)40)(c322H (4)(0323)]1( 14)
(c324 )4 0)(cal DA@U)(ca12)4(14)(c413)4(H) (can) 4 (14)(c422)4 (8)
(c423)4 (14)(0424)4 (14)(c433)4 (4)(ca34)4 (14) @

All computation we done on GIER computer in the Warsaw Uni-
versity"s Centre of Numerioal Calculations.

4.2. Using this program coefficients bj in the formula

00 ei “bl(l) + B2 (?) + === + bm(m)
were calculated by K. Datek [J51*

The formula (») gives exponents in the expression
n B[+l e
(Xl eee xr) = XE chl ... ce &,... RE

where

oe < R and w@®jJ) > Wmax for kK » 1
and m - the weight of the commutator

and b”, boteee» “ are “on-negative integers dependent on
c”N and independent on n. C.f. [1]
p- 182

4.3. The new procedure COLLECTING is in preparation. The pro-
cedure will be applicable for the collecting process for any
words written in basic commutators with any exponents positive
or negative, in spite of the program HALL* applicable for posi-
tive words.
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5. REMARKS AND CONCLUSIONS

In this paper some basic researches of the automatization
of the commutator calculus were presented. The problems in
question are far from the end at yet. Up to now there have
been no general methods, which would enable a very successful
application of computers for solving commutator problems. Our
results on the problems at present are in a stage of research
work and they are limited mainly by the available equipment.
The difficulties lies in the lack of an adequate computer.end
a suitable external language as well. A great amount of data
is processed in solving the problems, so that more interest-
ing from the grouptheoretioal viewpoint results might be ob-
tained on a very modem oomputer of very high standard. The
author feels the design of a special purpose language would
speed up investigations in the field.

A new system of processing words aided mainly to commutator
problems is now in preparation. The system will consist of
two sets of procedures: basic procedures and speoial proce-
dures, and it will be elaborated during preparation of new
algorithms.
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PR&BA AUTOMATYZACJI PROCESU WYBIERANIA
Streszczenie

W artykule opisano proces wybierania M.Halla pozwalajacy dla grupy
wolnej F xrJ uzyskiwa¢ przedstawienie elementéw w postacit

F = %%f a* . vak - eﬁfcga g%*Bl“ *pn

gdzie c's caey cr = xri Cr+l = (X2* xI) * eeee

sa komutatorami bazowymi wagi m , uporzadkowanymi wzgledem wzrasta-
jJjacych indekséw, zas R», ... sg komutatorami wagi > m , nieuporzad-
kowanymi, a®, a2, ..., ak oraz e, eg, --., - liczby naturalne.

Podano opis realizacji procesu wybierania dla stéw dodatnich na maszy-
ne GIER w jezyku GIER Algol 4.
Przy uzyciu programu policzono wybrang postac¢ stow eoe d*a

przypadkbw r + n + m < 12 w czasach rzedu od minut do godziny.

MPOBA ABTOMATWU3ALMA NPOLECCA BbIBOPKH

Pe3ime

B HacTosAweil paboTe onucaH anroputm Bubopa. ITOT anroputwm
ABNAETCA [LOMONHEHWEM K npoueccy Bhbopa Ponna AJf MONOXMTENbHO-
ro CNnoBa 3anyCaHHOro B reHepatope HWIbMOTEHTHOW CBO6OAHOW
rpynnsl faHHOW CTENeHU HUNbNOTEHLUK.

@ Instytut Maszyn Matematycznych
Warszawa, ul. Kr*ywicklego 3"
A_M.
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PRZEGLID METOD SZUKANIA EKSTREMUM
FUNKCJ1 WIELU ZMIENNICH

Andrzej MULAWA

Prace ztozono 15.01.1970

Praca stanowi przeglad algorytméow szukania najwiek-
szej i najmniejszaj wartosci Tfunkcji okreslonych
na podzbiorach przestrzeni euklidesowej. Rozpatruje
sie tylko algorytmy deterministyczne wykorzystujace
wartosci  funkcji 1 wartosci jej gradientu - zada-
nych numerycznie, albo uwzgledniajgce tylko wartos-
ci funkcji. Omoéwiona metody sg czesto stosowane
przy optymalizacji statycznej obiektéw przemysto-
wych. W artykule bardziej szczegétowo omawia sie
optymalizacje statyczng kotda energetycznego.
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Wykaz oznacsen

En Un - n-wymilawowe prgestrienie euklideeowe

element nalezy
/& . 2_\|/2

1Pl Jt Pj) ~ norma euklldesowa wektora p

f - funkcja skalarna wektora
X " Xg i<<m)

Vt X - gradient funkcji f

iBl,..., n - ukdady wersoroéw

h(), gx) - funkcje wektorowe wektora Xx

A, B, C, M - macierze kwadratowe

X @G A ex - wielkosci skalarne

E - macierz jednostkowa

£ - parametr oznaczajacy doktadnosc

1 - przedziat nieokreslonosci po n eksperymentach

- minimaksowy przedziat nieokreslonosci

Fn - n-ty wyraz ciggu Fibonacoiego

ijJkKlr - wskazniki wspotrzednych wektora lub krokéw ltera*
cyjnyoh

pm pI “ oznacza tensorowy iloczyn wektoréw,ozyli diade

1. WST?P

Najprostszym problemem optymalizacji jest optymalizacja
statyczna w przypadku deterministycznym. Matematyoznie spro-
wadza sie ona do znalezienia ekstremum funkoji skalarnej
T (X), gdzie x jest wektorem n-wymiarowej przestrzeni eukli-
desowoj En. W dalszym ciagu bedziemy mowili tylko o minimum
f(xX) pamietajgo, Z¥ poszukiwanie maksimum F(x) sprowadza
sie do szukania min. {- f(s)]|- Poza tym x musi naleze¢ do ob-
szaru dopuszczalnego D, W przypadku optymalizacji statyoznej
obszar dopuszozalny jest zazwyozaj ograniozony nieréwnoscia-

mit h(xX) < x 1 £(*)= Niekiedy w rozwaianiaoh przyjmuje eie*

ze obszar D moze pokrywac¢ sie z oaltg przestrzenig .
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W ogélnosci zakdada sie, ze nie mozna Bnalezé ekstremum
f(X) poprzea przyréwnanie poghodnyoh do zera. Dzieje
sie ho dlatego, zel

e f(s) nie jest dana w sposéb jawny, tylko mozemy obliczac
Joj poszczegolne wartosci. Mowimy wiwozas, ze F(X) jest
zadana w spos6b numeryozny.

« Go do V t to moze on by¢ takze zadany numerycznie badz
w ogole moze nie by¢ znane wyrazenie okreslajgce go.

< Wyrazenie analityozne na f(&) jest tak ztozone i nieli-
niowe, ze ukdad rownan V¥ = 0 mozna rozwigzaé¢ tylko
iteraoyjnie. Proces ten moze okaza¢ sie wolniej zbiezny
od procesu iteracyjnego minimalizacji bezposredniej funk-
oji f(X).

Metody optymalizaoji statyoznej mozna podzieli¢ na aprok-
symacyjne, iteraoyjne, metody szukania sSlepego oraz metody
mieszane. W praoy bedg omawiane tylko metody iteraoyjne. Moz-
na je takze podaleli¢ na metody wohodzenia na wzgorze /hill
climbing/ oraz metody eliminaoyjne.

Klasyczng metodg eliminacyjng jest metoda e -minimax”™opi-
sana w rozdziale traktujgoym o szukaniu jednowymiarowym. Jak
dotad dla przypadkéw wielowymiarowych metody eliminacyjne
znalazty zastosowanie dla bardzo wgskiej klasy probleméw [of -
Metody aproksymacyjne sa sSoisle zwigzane z szukaniem jednowy-
miarowym. Z tego wzgledu bede omawiat tylko metody hill olimb-
ing. Jesli w metodzie wykorzystuje sie gradient f(x) badz je-
go aproksymacje, to metode zalicza sie do gradientowyoh. Je-
zeli algorytm wykorzystuje tylko wartosoi fT(xX)i to zalioza-
my go do metod szukania bezposredniego. Pewne metody gradien-
towe opisane sg w rozdziale trzeoim tej praoy, a metody bez-
posSrednie w ozwartym.

W zasadzie praoa ta zawiera przeglad algorytméw; wyniki
autora zawarte sg w punkcie 2.8.
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Celem przegladu algorytméw byto wybranie odpowiedniej me-
tody optymalizaoji wskaZznika jakosci regulacji kotda energe-
tycznego* Kryterium to jest dane w sposéb niejawny i zalez-
nosci miedzy wartoscig kryterium a zbiorem parametréw (sa to
nastawy regulatorow), nie daja sie rozwik#ac* Prowadzi sie do
tego, ze f(js;) jest zadana tylko numerycznie. Gradient tej fun-
koji nie jest dany. Pod tym katem dokonano wyboru dwéoh algo-
rytméw i Powel la-Zangwilla 1 Rosenbrocka. Uzasadnienie wyboru
znajduje sie w rozdziale 6 oraz w szozeg6dowych wnioskaoh wys-
tepujacych po kazdym algorytmie.

Jako kryterium przyjeto liozbe obliozeh wskaznika jakosoi
- F(X). Kryterium to Jest szeroko stosowane w analogioznyoh
przegtgdaoh algorytmow, dlatego ze proces organizacji szuka-
nia minimum (&) jest znaoznie krotszy /00 najmniej o rzad
wielkosci w praktyoznych przypadkach/ niz ozas obliozeh war-
tosci f(X).

Ograniczenia w naszym przypadku maja postadi h $ x 4 g.
Rozwigzanie problemu ograniozen nastepuje poprzez odpowied-
nie transformaoje* Doktadniejsze informaoje na ten temat znaj-
duja sie w rozdziale 3*

Trzeba zaznaozy¢, ze optymalizaoja bedzie przeprowadzana
na modelu cyfrowym kot#a. W tym oelu wykorzysta sie jezyk sy-
mulaoyjny Cemma 2 dla maszyny ZAM 41. Nie uwzglednia sie wow-
ozas zakto6oen stochastyoznyoh i btedéw pomiaréw. Z tego wzgle-
du nie rozpatrywano metod biorgoyoh pod uwage te ozynniki.

2. POSZUKIWANIE JEDNOWYMIAROWE

2.1. Wprowadzenie

Wiekszos¢ algorytméw poszukiwania najmniejszej wartosol
funkcji wielu zmiennyoh stanowi sekwenoje jednowymiarowych
minimalizacji, dlatego na poozgatku oméwimy prooedury poszu-
kiwania minimum funkoji jednej zmiennej. Algorytmy te korzys-
taja z pewnego pojeoia”zwanego zatozeniem o jednomodalnosoi
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funkoji minimalizowanej. Zatozenie jednomodalnosci jest dos-
tatecznie ogolne, by obejmowato wiekszos¢ praktyoznyoh proble-
mow (XI = Korzystajgo z tego zatozenia nie mozemy okresli¢ po-
4ozenia kresu dolnego funkoji, a tylko obszar, w ktérym on
sie znajduje.

2.2. Jednomodalnos$é

Niech bedzie dana funkoja y =y (X) w przedziale [a, b]l,
Funkoja ta jest jednomodalna, gdy w [a, b] znajduje sie teki
punkt x, ze die! a< x < $ funkoja y (X) jeet Scisle malu-
jJaca, adla $ <x 4 b, y(x) jest Soisle rosngca. Sam punkt 9
moze naleze¢ zardwno do pierwszego jak i drugiego przedzia-
+u

Przykdady funkoji Jednomodalnyoh podaje rysunek 1,

(Wi

-
o

Rys. 1

2.5» Przedziat nieokreslonosci

Jednomodalnosé jest wlhasnosoig niezmienniozg wzgledem zmia-
ny skali. Nie naruezajgo ogolnosoi bedziemy rozpatrywaé¢ vy

n
Whasciwie w literaturze pod pojeciem Jednomodalnosci y rozumie sie,

te dla a < x <8 Tfunkcja jest Scisle rosngca, adla $< x {b
Scisle malejaca. Poniewat szukamy kresu dolnego y, zmienilismy to
pojecie,
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w przedziale 70,1]. Po obliozeniu dwéoh wartosci funkcji jed-
nomodalnej zawsze mozemy wyodrebnié¢ przedziat, w ktérym mini-
mum nie moze sie znajdowac.

Najlepiej objasni to rysunek 2.

* *&

"l [
U+H-

Rys. 2

W dalszym oiggu kazde wyliozenie wartosci funkoji y a y(xX)
bedziemy nazywali eksperymentem. W ogdélnosci po n eksperymen-
tach w punkoie xR bedziemy mieli najlepsza aproksymacje mini-
mum funkoji Ff.

Oznaozmy te aproksymaoje przez y(xKj “ Yk* Oznaozmy kranoe
przedziatu w nastepujacy sposob: xQ o O xA+l a 1. Przedziat,
w Ktorym minimum muei sie znajdowaC nazwiemy przedziatem nie-
okreslonosci i1 oznaozymy przez Ifi. Zaohodzi wéwczas zwigzek

Xn s XK+1 " *K-1 (@)

W rozwazaniaoh ponadto przyjeto, ze wartosoi xK sg ponu-
merowane w ciag rosngoy. DHugos¢ 1 zalezy od rozmieszcze-
nia eksperymentéw x”~ oraz od eksperymentu x”, 00 zapisujemy

n  Ln (xk* K) é)

DHugos¢ przedziatu nieokreslonosci zalezy od potozenia
wszystkioh eksperymentéw xk kK = 1»..., n. Powinnismy wieo
hapisaé] ze 1R a In XN,».. xn, KM, Notaoja
In k - K) zostata wykorzystana ze wzgledu na ekonomie miejs-

przez:
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Minimax

W dalszym oigp;u korzysta¢ bedziemy z elementarnyoh pojec¢
teorii gier. Wybdr potozenia eksperymentéow xk bedzie nasza
strategia. Wynik tyoh eksperymentéw yk - strategiag przeoiwni-
ka. Oozywisoie naszym urojonym przeoiwnikiem bedzie podana
funkoja j«dnomodalna, a wkasoiwie oata klasa funkoji jednomo-
dalnyoh. Ceng tej gry bedzie In - przedziat nieokreslonosoi.

Opierajao sie na strategii minimaxu wybieramy najkrotszy
przedziat nieokreslonosci przy najbardziej niekorzystnyoh wy-
nikach eksperymentu.

1" = ma L, = mo JI, (8* Kk)} (3)
Min
oznaoza, ze minimalizujemy, ze wzgledu na oaly zbior
eksperymentéw K 3 n. Patrz uwaga do wzoru (2).

*

Dla danej liozby eksperymentdow n istnieje tylko jeden Ln«
Strategia minimaxu jest strategig uniwersalng (niezalezng
od y), przy zatozeniu ze y(x)jest funkojag jednomodalng.

2.5. Przyktad
Rozpatrzmy przypadek n a 2
L2 = max |Jx2 - xQJ, (x? - x1jj » max [x2,1 - xj @

Wykres warstwio tej funkoji z rysunkuj3 lwskazuje, ze
min Lg a Lg, zaohodzi przy x" a x2 a 0,5» Biorgo pod uwage
warunek x2 > x°, nie mozemy osiagnaé¢ tego minimum, ale mo-
zemy zblizy¢ sie do niego o wielkos¢ E , gdzie 1 jest
najmniejsza mozliwg perturbaojg zmiennej Xx.
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Ry» 3

Jezeli awiekszaé¢ fceraz liczbe eksperymentéw jednooBesnyat”
bo J* (n Jest liozba parzysta) oraz L*+1 zwigzane sa zwigz™-
Mum rekuronayjnym

(6)

Wyprowadzenie tyoh zwigzkdéw mozna znalezé w (g ,

Pray jednoozesnym wykonywaniu eksperymentéw nie wykorzystu-
;iemy informacji zawartej w kazdym wyniku y. Mozna gie spodzie-
wa¢, ze przy iteraoyjnym wyznaozaniu L*f przedziat nieokreslo-
nosci bedzie malat duzo szybciej ze wsroetem M»

2.6. Liazby Jibonaooiego

WSrod metod iteraoyjaych najefektywniejsza metoda przy przy-
jJeoiu prawa minimaxu jest metoda Kiefera [@j - Autor tej metody
nazwat ja» t -minimax.

Iteraoyjne szukanie kreeu dolnegp funkoji jednomodalnej mo-
zemy uwazaC za proces decyzyjny ji-et;apowt Na kazdym efcepie K|
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I ik (n podejmujemy deoyzje, gdzie umiesoic¢ eksperyment
x~. Btrategla optymalna minimalizuje 1” przy jak najniekorzyet
nlejszyoh wynikaoh pomiaréw. Ponadto trzeba.uwzgledni¢ peremet
e * lak juz wspomniano kryterium i oaly eohemat postepowania
nazywamy  ( -mi nimaxein.

Do togo rodzaju prooeséw mozna stosowaC zasade optymalnos-
ni Bellmnnat

Strategia optymalna ma te wkasnos¢, ze jakikolwiek bydby
etan poozatkowy i deoyzja poozgtkowa, pozostate deoyzjo muszag
tworzy¢ strategie optymalng z punktu widzenia stanu wynikdego
z pierwszej deoyzji.

Btanem poozgtkowym jest zawsze przedziat nieokreslonosoi
]0,1], Ponadto musimy zna¢ l1lozbe etapow n.

Przypusémy, ze wykonano n - 1 pierwszyoh eksperymentow.
Przy strategii optymalnej obszar nieokreslonosci wynosi

Wewngtrz tego przedziatu znajduje sie eksperyment 0 naj-
mniejszej wartosoi Yn_-|» Odzie nalezy umie$oi¢ xn, by Ln byto
réwne L*. Z punktu 2.5 wiemy, ze J 1 xn muszg by¢ odohylo-
ne o” od Srodka e llustruje to rysunek H.
______________ —H
t-1
A
Ln

hN
1
i
i
i
i
i
i
i
i
!
i
i
i
i
i
i
i
i
E
[

Przejdzmy teraz do etapu poprzedniego. Wykonano n-2 ekspe-
rymentoéw. - przedziat nieokreslonosoi przy zatozeniu op-
tymalnej strategii. xjj 2 najmniejsza warto$¢ y uzyskana przez
te n-2 okBperymentéw. Jak wiadomo znajduje sie on wewngtrz
L* 2« Jak umie$oié eksperyment xn_"? Y moze by¢ mniej-
sze od y (*n_2) lub wieksze. llustruje to rys. 5
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r T
Hadiddaddass
N-i -1
1
mn;
Rys. 5

29

W zaleznosoi od tego przedziatem nieokreslonosoi moze byo

odoinek

[%-2*

Xk] lub [Xk-17 Xn-17*

Ten drugi przypadek zaznaozono na iysunku linig prierywang.
Przy strategii optymalnej oba odoinki muszg mie¢ ddugosc

h-1 1* Wobeo te8° '™« wyznaozone podozenie i

Te proete

eaieznosoi

geometryocne miedzyt E 2 ~n-1

mozna przedstawi¢ na rysunku 6.

So
|

Ln-1

izt

Rys. 6

1 Gdyz wynik nie Jest salezny od rezultatow eksperymentu

* J}_2 *
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Biorgo pod uwage ten rysunek otrzymujemy

K-2 - * LA~ c8)

Mozna to rownanie roznioowe uogélnié dla | < j <n

¢ bj. ®

Lj optymalny przedziat po j eksperymentach (9) przedsta-
wia réwnanie roznioowe rzedu dwa. Do jego rozwigzania potrzeb-
ne sg dwa warunki poczatkowei L], L*. Poniewaz nie znamy ioh,
musimy wykorzysta¢ warunek konoowy

LA-i m 2 -« 0°)
ale*
Lﬁ_QaL;_f+L;i Li - . +L* - 3* - £,
L;_3:L#_£)+ Lf_. 51Ln-2e,
Ln-4* 8L ~ 3 £ (11)

Zauwazmy, ze wspotczynniki przy L* sa liczbami Fibonacci.e-
go

Fos FlL 374 Fk = Fk-1 + Fk-2 A= A o 02)

Przy uzyciu liozb Fibonacciego ogdélny wzér ma postac i

Ln-k = Fk+l Ln *“ Fk-1 6 * 0™
Lt i3 F|J1'T1
Fn-2
Fn Fn

Obliczmy teraz dtugoscé

L2 =rn-i 4; - v 3£ w
Po prawej stronie tej zaleznosci mamy wielkosci znane. Po za-
stosowaniu wzorow (9) 1 (4 otrzymujemy*
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L - F4 , + l.-L)n E. (16)
Pn Fn
Mnj~o 1>2 1 obliczamy = L* - LN it'd* Oczywiscie,
zgodnie z wczesniejszymi rozwazaniami”™ eksperymenty i sa

odlegte od kononw odoinka [0,"Q o odcinek Lgjjak na rysun-
ku 7.

Ryf. 7

Przy dalszym analogicznym postepowaniu uzyskamy strategie
t - minlmaksu.

<£.7« Zkoty podziat

Szukanie minimum funkcji jednomodalnej za pomoca c -mini-
maksu jest strategig optymalng, ale wymaga znajomosoi z gory
liczby eksperymentow n.

Niekiedy nie wiener, kiedy skonozymy szukanie. Sytuacja ta-
ka zaohodzi woéwozas, gdy pordéwnamy najwyzsza wartos¢ y~ z sg-
siednimi yk-1 i yk 2 | stwierdzimy, ze roznioa jest mniej-
sza od pewnego parametru & <= Aby umozliwi¢ sobie takie poste-
powanie, trzeba stosowa¢ zioty podziat.



P AndrsnJ MULAWA

Rozwazmy roéwnanie roznioowe

a Pk-1 + Fk-2 = (17)

Jeet to rownanie liniowe jednorodne o efcabyoh wspotozynnikaoli,
z warunkami poczatkowymi F * m 1» Rozwigzanie tego réwim-
nia jest jawnym wyrazeniem na k-ty wyraz oiagu Fibonaooiego.

Réwnanie oharakterystyozne tego réwnania ma nastepujaoaq
poetadi

n - 4 -1>o0,

1 +VF
A (¢L))

A oto rozwigzanie ogbélne»

1+ yfT 4 - 1/5\k
Fk - C1 + cr ~r~ 1 19
Z warunkéw poozatkowych wyznaczamy state i o0
1 - v5
2 Te ’
1 mVF VF - 1
2 2 VT
ANTL G
M ( n (“rkfe
Ozneiozmy teraz T m " g = 1,6180...., zauWKzmy, ze
& - ~ . Wéwczas

fc+l - f - - M
efc+ Q 21
V51
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Réwnanie f® nazywa flle rdwnaniem Luoasat

T k+1
Dla dnflyoli k mamy F*
I
_ k-1 !
natomiast;1 K ——— % = 22)
F <
Jesli teraz L, = 1 podzielimy w stosunku Ff, to uzyska-
my zdoty podziat odcinka o ddugosci 1, Postepowanie to mozemy
kontynuowa¢, dzielgc w stosunku <c,.itd. Koncowy odcinek po
n eksperymentach L = * )

Stosunek najmniejszego ‘ﬁ do L®H uzyskanego przy szuka-
niu za pomoca ztotego podziatu wynosi:

nt-1 2

X X

Ly “ vs5Vv'i V5

1.1708. PA)

L jest tylko o 17% wiekszy od L*.

V/ ten sposob niewiele tracac pozbylismy sie ghdwnej wady
szukania za pomoca liozb Fibonaooiego.

2.». Minimalizacja funkoji n-modalnyoh

Przy optymalizaoji funkcji f(xX) w przedziale nieokreslonos-
ci g < xXx <h metodg liozb Fibonaooiego aaktada sie jednomo-
dalnos¢ funkoji oelu. Podobnie inne znane algorytmy opierajg
sie na tym zatozeniu. Woéwozas przez porownanie dwdch wartosci
funkcji f(x1] i1 F~ 2) mozna zmniejszy¢ odoinek £g, h]* W
ten sposob mozna powiedzie¢, ze metody minimalizaoji za pomoog
szukania bezposredniego (direct searoh) sprowadzajg sie do po-
rownywania i eliminacji.

Warto zastanowi¢ sie ozy metoda eliminaoji stosuje sie do
funkcji n-modalnyoh. Pod tym pojeciem rozumiem takie funkoje,
ktorych przedziat [g, h]daje rozbi¢ sie na n przedziatéw:

d
Przy pominieciu wyrazu * i, ktory zazwyczaj jest o rzad wielkosci
mnlojszy od
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g< X <xl... xn-1 <X «h, n > 1,

takich, ze w kazdym z nich f(x) Jest jednomodalna. Mozna wow
ozae znalez¢ ekstrema tej funkoji przez zastosowanie algoryt-
mu Pibonaooiego albo ztotego podziatu w kazdym z tych podprze
dziatow.

Rozpatrzaty przypadek funkoji dwumodalnej* Przedetawia Ja
tysunek 8.

Ry«. 8

£)= Xg - punkty lokalnie optymalne

Zauwazmy, ze przy oztereoh obliozoniaoh wartosoi funkoji
mozna rozbi¢ przedziat nieokreslonoéoi tak, by w dwdoh pozo
etatyoh do analizy odoinkaoh, zmiennej niezaleznej, ¥ (xX) by-
4a jednomodalna*

Wida¢ to z rysunku nr 9»

Zakreskowano tutaj te ozes¢ pierwotnego przedziatu, ktéra
podlega eliminaoji. Teraz w kazdym z pozostatyoh przedziatéw
mozna zastosowa¢ optymalny algorytm minimalizaoji - metode
Pibonaooiego. W ogélnym przypadku nie mozemy przypuszczalnie
wyznnozy¢ optymalnego algorytmu weddug metody minimaxu jak w
rozdziale 2.4. Vv
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Przypusémy, ze w wyniku eksperymentow uzyskano monotonioz-
nie malejacy cigg wartosoi funkcji f x . Niestety, nie bedzie-
my wiedzieli jak przeprowadzi¢ eliminacje. Przekonuje nas o
tym rysunek 10.

By*. 10
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Linig oiaggta naszkioowano mozliwe przebiegi funkoji dwu-
modalnej ¥ x . Przy zwiekszeniu liozby eksperymentéw, gdy
cigg f X, ... Fx~ bedzie monotoniozny, w dalszym oiaggu nie
wiadomo gdzie znajduje sie '‘garb" rozdzielajacy oba jninima.
Kiedy jednak w oiggu eksperymentdow pojawig eie dwie wartos-
oi funkoji f, wieksze od wartonoi sgsiednioh - to mozna prze-
prowadzi¢ eliminaoje. Wida¢ to na rysunku 11.

Ry». 11
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2 .9» Tnberpolaoja kwadratowa

Rozwazmy funkoje f(x) okreslong w przedziale [a, b] roz-
wijajna w szereg Taylora w punkoie o

+ «e*e

***e 53 b0 W.yrazy wyzszego rzedu niz 3 wzgledem /x-o/

Jesli funkoja f(x) posiada w o ekstremum, to f*(0) a O.

f(X) = f(O) + _ 0)2 + eece

W dosbateoznie bliskim sasiedztwie o, mozemy pomingé wyrazy
rzedu wyzszego niz drugi oznaozajgo

ot= F(0)
Usa X - 0.
Otrzymujemy wéwozas«
f/m/a oc+ fiu2 (29)

Wynika z tego, ze w dostateoznie bliskim sgsiedztwie o moze-
my uwaza¢ f/u/ za parabole

Zatozenia przyjete powyzej sag bardzo ostre. 0gélnos¢ ioh
znacznie ustepuje zatozeniu jednomodalnosoi omowionemul przez
nas w poprzednich punktach. Jednak bardzo ozesto w programach
szukania ekstremum funkcji wielu zmiennyoh mozna przeznaozyc¢
na kazdy wyraz sekwencji szukania Jednowymiarowego tylko pare
obliozen funkcji. Wéwozas z konieoznosoi aprpksymujemy funk-
oje najprostszym wielomianem, ktoiy jJuz posiada minimunij ozyli
parabole. Dok#adne wzoiy interpolacyjne znajduja sie na przy-
k¥ad w [123, [63*

1 Postepowanie opiera sie na zatozeniu, ze ' (c) 4 O
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2.10. Podsumowanie

Szukanie potozenia minimum funkoji jednej zmiennej przepro-
wadza sie albo za pomocg aproksymacji tej funkoji przez funk-
cje analityozng zazwyozaj bedacag wielomianem, albo metodg eli—
minaoji. Metoda eliminacji przez zitoty podziat lub liozby Fi-
bonaooiego jest metodg optymalng w sensie £ -minimaksu”poje-
oia wywodzgcego sie z teorii gier. Dzieki niej na przykdad
juz po 6 ekeperymentaoh mozna 13 razy zmniojszyé przedziak
nieokreslonosci. W praktyoznyoh algorytmaoh optymalizaoji
wielowymiarowej najozesoiej stosuje sie aproksymaoje funkoji
jJjednowymiarowej przez wielomian stopnia drugiego. Metoda ta
wymaga tylko trzeoh wyliozen funkoji, ktdérej minimum sie poszu-
kuje. Oba podejsoia beda sprawdzane przy optymalizaoji nastaw
regulatoréw kotta energetyoznego.

3. METODY GRADIENTOWE
3.1» Metoda etyoznyoh roéwnolegdyoh

3.1pl. Wprowadzenie

Przypusémy, ze funkoja ™, ..., > T(X) jest api-oksy-
mowana w poblizu minimum, formg kwadratowg!

fOO*a(l) +\ AR o- ) - M) fld(t)
J

2
9

(x) ’ t(x)’
W zwartej fonnie wzdor powyzszy przedstawia sie nastepujgooi

fFo)» 2 +(Z-1)" AK-

Zaktadamy, ze A - maoierz kwadratowa tej formy, o eleaen-
taoh a4 0,25 t dest maoierza dodatnio okreslong. Za-
Yozenie to bedzie obejmowato swym zasiegiem cakly rozdziatk 3»
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rorl Dawy wieo wyrazy wyzszego rzedu niz drugi w rozwinieoiu
f(x) wokdét punktu | na szereg Taylora. Dla takiego przypad-
ku, zresztg ozesto snotykanego w praktyoe, efektywne metody
iteraoyjne podali» 8hah Buehler Kempthome [B] ora* Powell
pi]# Prooedury te nazwanoi '"Partan” - skrot do skéwi parallel
tangot - styczne réwnolegte.

3.12.Uzasadnienie i opie metody
die przypadku dwuwymiarowego

Rozpatrzmy forme kwadratowg dwu zmiennych

fC*i, *2) * (=) 7 ? R1l (X1 + alr(xl “ i/x2 7”227+

+ } B2 (2 -S22

Warstwioe otrzymujemy przez roéwnania f a oons*»
Sg ono w tym przypadku elipsoidami konoentryoznymi. Jezeli
punkty xj i x2 leza na prostej przeohodzgoej przez mini-

mum, to styozno do warstwie w punktaoh xj x2 ~ n1 112 8f
réwnolegte. Przedstawia to rysunek 12.

Dowéd tego faktu mozna np. znalezé w [O].

Opierajac sie na tym mozemy poda¢ skuteozny algorytm poszu-
kiwania punktu * »

1# W poozatkowej aproksymaoji xQ obliczamy styozng SIQ.

2 . Obliozamy minimum f(x) wzdduz jakiegokolwiek kierunku
nie lezgoego w 3TQ. Otrzymujemy punkt x2*

3. Przez punkt x2 prowadzimy prostg 1t2 || JtO.
4. Szukamy min. ¥ (X) wzdduz STg. Otrzymujemy punkt

Uzasadnienie oznaozen wynika z uogdlnienia algorytmu na
przypadek wielowymiarowy.
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By*. 12

5. Prowadzimy prosta 3l™ przez Xg I X'«

Najnizszy punkt na tej prostej jest szukanym minimum. Za-
uwazmy, ze kierunek pierwszy) ktéry wybieramy dowolnie moze
byé kierunkiem - Vf«

Przedstawia to rysunek 13,

Jak z niego wida¢, wariant Partan pokonuje wydduzony grzbiet
funkoji f(x) w oiagu 3 iteracji. Klaeyozny wariant najszyb-
szego spadku w analogicznej eytuaoji wpadtby w charakterys-
tyczne osoylaoje, co takze pokazuje rysunek 13*

3.1.3» Przypadek wielowymiarowy
»

Sekwenoja poszukiwan jednowymiarowych, do jakioh sprowadza
sie Partan, dla przypadku n-wymiarowego podaje sohemat podany
na rysunku 14i
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Poxeen35>4

Rye.

Analogioznie jak w przypadku dwuwymiarowym rozrézniamy dwa
rodzaje otrzymywania kierunkéw, w ktéryoh bedziemy prowadzili
szukanie jednowymiarowe i

a. prowadzenie etyoznyoh réwnolegtyoh

b. kierunki przyspieszonego szukania wzdduz grzbietu.
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Kierunki pierwsze uzyskujemy prowadzao etyozne przez punk-
ty ¢ wakafcnikaoh parzystyohi ?2 PA..., T2n-2. Kierunki z dru-
giej rodziny otrzymujemy, 430zao punkty o wskaznikaoh parzys-
tyoh z punktami o wskaznikaon nieparzystyoh o 3 wiekszyoh niz
analogiozne wskazniki parzyste.

3.1.4. Wnioski

Metoda Partan jest prooedurg o zbieznosoi kwadrato-
wej. GHowng Jej zaletg jeet siybkie pokonywanie hiperpowierz®
ohni w postaoi dbtugich, ale prostoliniowych jaréw. Metoda moze
by¢ adaptowana dla kazdej funkoji jednomodalnej. W tym oelu po
oeiggnitjoiu punktu x (patrz rysunek) nalezy zatrze¢ infor-
macje x0* nO, i zrobi¢ podstawienie,

i*1,..., 2k i kontynuowa¢ prooes az do osiggniecia kryte-
rium konoa iteracji.

Niestety, metoda ta wymaga zdozonego algorytmu i ddugiego
ozauu obliczen na uzyskanie ptaszczyzn réwnolegtyoh. Poza tym
zbieznos¢ Jest gwarantowana, tylko w przypadku dokdadnej zna-
jJjomosci pierwszyoh poohodnyoh funkoji f(X).

Omowienie wynikow eksperymentalnych podaje Powell [4].

3.2. Metoda gradientdow sprzezonych

32 1. Wprowadzenie

Metoda ta podana zostata przez Hestenesa i Stiefela w
1952 r. [1]. Posiada ona wkasnos¢ zbieznosoi kwadratowej,
przy ozym znajduje minimum formy kwadratowej w liozbie krokow
Iteraoyjnyoh nie wiekszej od liczby zmlennyoh. Procedura Hes-
tenesa 1 Stiefela po raz pierwszy zastosowana zostata do mini-
malizacji tego rodzaju funkoji, nadaje sie jednak do kazdej
funkoji, ktorej gradient jest tatwo dostepny.
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3»2«2. Algorytm

a* Przypusémy, ze startujemy od punktu 30, bedgoego poozat-
kowg aproksymaoja minimum funkoji f /jf/,

b. ObitoBatry VT /xQ/,

°* 51 m i0 « /?c/" J11 wybieramy bak, by zminima-
lizowaé t/x/, podstawiamy 1 = 1(

d. Przypusémy, fi* po 1 krokaoh iteraoyjnyoh doszlismy do
punktu jgIt posuwajgo sie wzdduz kierunku Obliozamy wspot-
czynnik

2

2
1

e= Okreslamy nowy kierunek poszukiwan
3 VFt e -
f. Krok Jest wykonywany w Kierunkui
*i+l 1 2t “«i
acj Jest tak wybrane by zminimalizowaé f/ ™ +<«j/.

g- Nastepnie k#adziemy i+l « i I rozpoozynamy od punktu d.

¢
3.23.Wnioski

Metoda gradientdw sprzezonyoh jest jedng z najskuteczniej-
szyoh, gdy rozporzadzany dok#adng wartosoig» VF(x). W wiek-
szosoi wypadkow jest ona troohe mniej szybka niz metoda Da-
vidona. W paru przypadkaoh [9] [19U okazata sie jednak bar-
dziej stabilna. Poza tym trzeba uwzgledni¢, ze posiada ona
znaoznie prostszy algoxytm organizeoji prooesu szukania [2]-
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3»3. Metoda Davidona

3.3*l . Wprowad zenie

PrzypuAc¢my, ze naszym zadaniem Jest znalezienie minimum
funkoji F(X)t przy ozjra mozemy analitycznie obliozy¢ gradient
tej funkcji VF(xX) * g(™* Pr2y zatozeniu, ze f(x) posiada
tylko jeden punkt ataojonarny bedgoy minimum, zadanie minima-
lizacji sprowadza sie do rozwigzania ukdadu réwnadj

ggS = 0. (26)

W ogolnosoi réwnania te mogg by¢ nieliniowe aby je roz-
wigzaC¢ trzeba postuzy¢ sie metodami iteraoyjnym Jedng z ta-
kioh metod jest metoda Newtona. Opiera sie ona na nastepuja-
cym rownaniu rekurenoyjnym

2141 A *i “ At gi @?)

-ita aproksymaoja rozwigzania ukdadu réwnan nieliniowyoh, a

Si - i(SD) 28
osnaoza gradient w punkoie 27
AN - maoierz Jakobiego funkoji wektorowej g(x)

r agh”
[ajk] s 7
Niestety, algorytm Newtona posiada stabe strony. Najwaz-
niejsza z nioh to trudno6é wyznaczania macierzy A™. W prekty-
oe mozna okreoli¢ [ tylko numerycznie, 00 zwieksza tu bardzo
ozas obliozenh.

Poza tym algorytm Newtona ozesto nie jest zbiezny do roz-
wigzania problemu . Z tyoh wzgledéw nie mozemy go uwaza¢ za
dobrg praktyocng reoepte. Ildea tego algoiytmu byta jednak ge-
neza nowoozesnyoh metod poszukiwania tzn. qvexi-newtonowskioh

P3D.
1 -

Warunki zbieznosci metody Newtona podane sa w monografii Ostrowskle-
(0 RIN. Zalezg one od poczatkowej aproksymacji X° rozwigzania ukln-
du g(x) m 0. Musi ona by¢ dostatecznie bliska wkasciwemu rozwigzaniu,
eo w praktyce jest trudne do osiggni«cia [21].
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GHowng oeohg tyoh metod jest rekurenoyjne wyznaozanie ma-
oierzy Jaooblego. Jedng z metod quasi-newtonowskioh szoze-
gzIlnie skuteozng Jest metoda Davidona [7]-

3.5.2. Klasa metod guasl-newtonow -
sK1oh

jest aproksymacja rozwazanego ukdadu roéwnan. Zatoézny
ogbinie, te

i+l " *1 + 4 i

(29)

gdzie t» oznaoza pewien skalar. Wybdér jego bedzie przedysku-
towany dalej i zalety od poszczegélnej metody.

Przypusémy, ze maoierz jest aproksymaojag maoierzy Jaoo-
biego po i-tym kroku iteraoyjnym. Wowosas przez analogie do
algorytmu newtonowskiego mozemy zapisac, ze

fiim “Bli 81~* (?0
Zat6zmy nastepnie, te wektor jj jest funkoja zmiennej

skalemej t

Su + t o (31D)

g jest takze funkojg t. Wowozasi
/
dgs [ agl 7 /,4
_dim 2 Dm 1l 2Feeef U > /
dt 9xk dt

W postaoi wektorowej powyzszy ukdad przedstawia sie naste-
pujaoo

— -AEl . (53)
dt t
dg
Jesli mamy do dyspozycji dobra aproksymaoje -fip- ,to
otrzymujemy warunek, ktéry musi spedniac¢ macierz Jaooblego,
Poniewaz chcemy aproksymowa¢ te maoiera w punkcie xl+1, wiec
i w tym punkoie trseba przyblizyé wartosé 3%
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Przypusémy, ze rozwijamy na szereg Taylora

/ "\ dB N
B1+1l - e(tk - A + = ~ + T e -i2t (3*.

Pray zatozeniu, ze»

lim YA-—=i~ ao @35)
Pi «ill —o || Pi BI|
IH---1 norma euklidesowa

pomijamy wyrazy wyzszego rzedu i wowozasi

§i+l1 “ S (4 - ei) " ei AE£i (5e)

Metody quasi-newtonowakle wykorzystujga to réwnanie do stdj
niowej aproksymaoji maolerzy A

Si+tl - fi (4 - ei) " ei Bi+l Pi w

Przy zatozeniu, ze pominiete wyrazy rozwinieoia sg doeta-
teoznie mate, maoierz Bi+l bedzie dobrym przyblizeniem A.

Wprowadzimy jeezoze kilka oznaozen. W trakoie algorytmu
nie bedziemy wyznaozali maoierzy B, nastepnie odwraoali ja
by podstawi¢ do wzoru(30). Zamiast tego bedziemy od razu ob-
liczaé

“1- - (5»)
oanaoBmy takze roéznioe
?1i - 8itl ~ £ (tA - s 39
otrzymujemy 1 (30) (37) ((B3) (9

PL - % (40)

Hi+l 20 * “ "i Pi* C*1)



PRZEOL*n MMNTOD SZUKANIA EKSTRRMUM a7

Roéwnania powyzaze nie definiujg jednoznaoznie macierzy
HIF1l. Wybdr réwnania maoierzowego okresla metode. Roéwnanie
to musi by¢ tak dobrane, by byty speknione roéwnosci (39)(40)

Bzozegdlnle efektywna metoda powstaje gdy rdéwnanie us-

- JIII («)
1+1 1 m T

h Hi li Li Za

talimy w postaoii

tatwo sprawdzi¢, te zaohodzi (4Dt

n - n t
i il Pi 1
R 7 T T = T TR 1 Q— Ji 7Y ¢ 7
i “lii El h
m Hi Ix Hi Li ei ] i h*

3.3.3» Algorytnm Davlidona

Podamy teraz algorytm Davldona w zwartej formie. Prooes
itoraoyjny rozpoozynamy majgo do dyepozyojl xQ - poozatkowg
aproksymaoje minimum oraz maolerz HQ. Macierz ta moze by¢ ma-
olerza jednostkowg.

Przypusémy, ze wykonano i-ty krok, w wyniku czego otrzyma-
no i-tg aprokeymaoje x~ g™ oraz H".

1. Obliozamy kierunek poszukiwania jednowymiarowego l

Pi» aj- “3)
2. Wyznaoaaey minimum f wzdduz linii xt + tp~. Otrzymuje-
my ti

3. Wykonujemy krok wzdtuz linii + tf o dtugosoi ti«
Woéwczas * Xi + tViEi (@
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4 ~Wyznaozamy maoierz HMNM A + BN, “5)
gdzie h
4 Ji i~*
0j-.e " T —————— “46)
A
Hi Zi3riHi M
Bi
Zi Hi 1i
5. Naatepnie k#adziemy 1 * 1 + 1 1 powtarzamy od pkt 1

3.3. WnioBK

W praoaoh [7], [13] udowodniono, ze algorytm Davidona po-
Biada wkasnos¢ zbieznosoi kwadratowej”, ozyli wyznaoza mini-
mum* £ 3 x *A x, w skonozonej liozbie krokow. Odpowiada to
rozwigzywaniu liniowyoh réwnan. Poza tym na wielu przykdadaoh
[91 E0] przekonano sie, ze algorytm ten przewyzsza pozostake
w wypadku#gdy g(x) TFleet fatwo dostepne. Z tego wzgledu w tego
rodzaju przypadkaoh metode Davidona stosuje sie najozesoiej.
Gdy gradient f nie jest dostepny bezposrednio, algorytm
ozesto zawodzi a nawet staje sie niestabilny [19] -

1 jako Sj przyjeto tj. Moz I iwe jest postepowanie bardziej ogolne.

2 Wedtug Fletchers i Powell* [7] wkasnos¢ zbieznosci kwadratowej po-
siada algorytm, ktéry znajduje z dok#adnoscig do bkeddw zaokraglen,
minimum funkoji F(*) » X" Ag ¢ J« ¢ ¢ (A aaciers dodatnio okreslc-
ng), wykonujac skonczong liczbe liniowych minimalizacji. Okreslenie
to zostato przyjete w serii publikacji dotyczacych minimalizacji
funkoji wleiu smlennych [4 N [9] [10]-

Poza tya termin - zbiezno$¢ kwadratowa - wystepuje w nastepujacym

przypadku [i0]» Przypuscmy, te rozwazany proces iteracyjny xQ, X,.,
,» Fozwigzywania metodg Newtona rownania F(x)w O przy

warunkloh *>(*) <0 xg <r H*0 F'x) > °*
Proces ten posiada wkasnos¢ zbieznosci kwadratowej, gdyz seohodzl
zwigzek!

2 | i
V 1 -*nl< KLPPn -V 11 *ul* kl “ 0*5H 4 0
oras gq(x)* * - t(X)/t"X)

W tej pracy termin - zbieznos¢ kwadratowa - pokrywa ale a okresleniem
Fletohera 1 Powellu.
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4. METODY SZUKANIA BEZPOSREDNIEGO
4.1. Metoda konfiguraoji
4.1.1. Wprowadzenie

Autorami metody ea< Hook i Jeeves [8]. Procedura opiera
sie raczej na intuicyjnyoh wnioskaoh niz na zaleznosoiaoh ma-
tematyoznyoh. Nalezy do algorytméw szukania bezposredniego,
ozyli nie wykorzystuje gradientu funkoji T(x). Pewne zgrub-
ne przyblizenie V f uzyskuje sie w tym wypadku metoda prob
i bleddw.

4.1.2. Opis algorytmu

Przed rozpoozeoiem iteraoji ustalamyt
a. pierwszg aproksymacje minimum
m
3 T. i1 xi

*=1
| I »»»«* n ukdad wersorow,
b. uk¥ad wektoréw zaburzen
-1 37~ 11 ~1” PMien a gory dany skalar,
0. K - parametr bedgoy liozbg naturalng.

Ustalamy zmienne biezgoe
iol t1J - tlo « x!
j»O

K ao

1. Obliozamy ti;j przy j + 1 u ji
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iid-1 + +«j) < FCid-1) -
-1,1-1 “ -3 Ky F(-iJ-1 " $a) < F-iJ-I) <
-u < + £j)*
iij-1 ady
f(-1d-1) < min + -i)* “ -d)
Obliczenia powtarzamy dla d a 2,..., n. W wyniku otrzymuda-
Sin
2. K¥adziemy x*+l » tiIn

3. Sprawdzamy ozy Ff(xI+1) < t(xL) © Jesli tak, bo skok do
pkt 5. Jesli nie, to modyfikudemy wektory zaburzeni

. -k+l
I‘I o forl die 1 s i,..., n. Nastepnie kkadziemyi
*j+l 3 *i k+l w k.
4, Sprawdzamy ozy k 4 K. Jesli tak to kontynuujemy od

punktu 1. Jesli nie to etop. x™ A szukane minimum.

5» i+l * i, tQ a 2x~ - Rozpoozynamy od punktu

4.1.3, Wnioski

Uetoda konfiguraodi byta sprawdzana wielokrotnie, a wyni-
ki publikowano. Autorzy zastosowali d4 <I° optymalizacji ukta-
dow reaktora darowego. Poza tym uproszczony wariant ted me-
tody uzyto w regulatorzo ekstremalnym "Opoon' finny Westing-
house Corporation [14]* Regulator pomySlnie zdat egzamin przy
optymalizaodi kolumn destylacyjnych.

Doswiadozenia i analiza algorytmu wskazuja, ze przeprowa—*
dza on ekuteozne poszukiwanie wzdtuz silnie krzywoliniowych
wagwozoéw. Wadag prooedury Jest d«J powolnos$é. Poza tym w lite-
raturze podano nieregularne powierzchnie takioh typow, dla

ktoryoh algorytm nie zdade egzaminu [8].
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4.2. Metoda Rosenbrooka

4.2.1. Wprowadzenie

Metode Rosenbrooka [3] mozna uwaza¢ za modyfikaoje popular-
nej metody Gausea-Seldla. Roznica polega na tym, ze w metodzie
Gausea-Seldla uktad wspétrzednyoh pozostaje niezmienny w oig-
gu oatego procesu iteraoyjnego, a w algorytmie Rosenbrooka po
kazdym kroku iteraoyjnym dokonujemy obrotu ukdadu wspotrzed-
nych.

4.2.2. Opia algorytmu

Przypusémy, ze wyjsciowym uktadem wspodrzednych jest zbior
wektorow ortogonalnych i »1» e»e* n_. Przypusémy, ze
ddugosoi tyoh wektordéw sa znormalizowane lIei]] e 1* Oznaozmy
ten zbidr przez {cy * {Li} - i>1,..., n. W kazdym
kierunku przeprowadzamy eksperymenty, ktore dostarozajg nam
Informaoji o charakterze zmian funkcji f(X).

W tym miejsou rozohodzag sie drogi metody Rosenbrooka i me-
tody Davisa Swanna Campeya [10]. W tej drugiej prooedurze ob-
lioza sie za pomoog interpolaoji parabolioznej przyblizong lo-
kalizacje minimum funkoji fx +A przy zmianaoh W1 . Otrzy-
mujemy woéwczas wartosc¢ na d~

W metodzie Rosenbrooka dla kazdego kierunku wyznaoza
sie parametr d*. Na poozatku ustalamy d. » 0, Pierwszy ekspery-
ment polega na wykonaniu kroku o dfugosoi e™ a eE w kierunku
n Jesli krok by+ pomyslny, to w nastepnej iteraoji
di “ di + ®1i" 61 " ei o > 1, Jesli krok byt niepomysl-
ny to ej a /5ef 0O <fa < 1,

Parametry ej, oc , /b sg ustalane przed startem programu.
Wybdr dok#adny opiera sie na intuicji. Ustalanie wielkosoi
d™ przerywamy, gdy dla wszystkioh kierunkéw po kroku pomysl-
nym nastgpit krok niepongrsiny.
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1. Po wyznaozeniu zbioru parametrow mozna przystgpic
do obrotu ukdtadu wspotrzednych. Rotaoja ta opiera sie na pro-
cedurze Grama-Sohmidta [/lj# i} Jeet wyjSoiowy zbidér wer-

#oréw ortogonalnyoh«

2. Pierwszy krok polega na wyznaozeniu zbioru wektordow |AL]|

A2 di ii +d2 iz + *e +dn In -

-2 a a2 i 2 + +dni n »
Ap A d, §# R =
3. Po wyznaozeniu ukdadu wektorow imi,._._,a okren-

(.ay nowe wersory £* ortogonalne wzgledem siebie

-1 9 £11»
él e - KL normalizaoja,
?2 = ~2 “ -2 il li -

*n- i o i] -

j:;>i

Nastepnie prooedure sie powtarza od pkt 1.

4.3.3. Wni1ioski

Metoda Rosenbrocka i zblizona do niej metoda Davisa 8war
na Compeya (w skréoie DSC) byka wielokrotnie sprawdzana w
praktyoe [8] [9] [I0] - Duza ze.leta obu metod jest to, ze w
prooesie szukania nie wykorzystuja one wartosoi poohodnyoh
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funkoji f. Poza tym eksperymenty wskazaty na duzg niezawod-
nos¢ tyoli meOod. Bardzo rzadko natrafiono na przypadki, gdy
algorytm Hosenbrooka nie odnajdywat minimum. Metoda DSC oka-
zata sie pod tym wzgledem skabsza.

i uniwersalnos¢ jest zaletg procedury Rosenbrooka, to
szybko$¢ stanowi jej staba strone» Zwykle trzeba wykona¢ duzag
liozbe wyliozen f(x) » by znalez¢ sie w minimum, duzg w poroéw-
naniu z metodami Powella lub Davidona. Trzeba jednak podkres-
li¢, ze metoda Rosenbrooka szczegélnie skuteoznie pokonuje
niersgulamosoi w postaoi parabolioznie zakrzywionyoh jarow.

Przyktadem takiego uksztattowania powierzohni moze byc
funkcja Rosenbrookat

f(x1t x2) = 100 (%2 - 2 - X1)2

4.3. Metoda Powella-Zangwilla

4.3.1. Wprowadzenie

W 1964 roku Powell [5] podat bardzo efektywng metode szu-
kania bezposredniego, wykorzystujgog pojeoie kierunkow sprzezo-
nyoh. Aubor podat dowdéd zbieznosci kwadratowej tego algorytmu.
W dowodzie tym tkwit bdad, ktory zauwazyt Zangwill. Zmodyfiko-
wat on algorytm Powella tak, ze ten nowy algorytm zwany prooe-
durg Zangwilla posiada wkasnos¢ zbieznosoi kwadratowej [6] -

4.3.2. Metoda Powella

Nieoh ~1,..., bedzie uktadem wersoréw wyjsoiowyoh, a
nieoh xQ bedzie poozatkowa aproksymaoja minimum F(x).

1.Dlaral, 2,..., nobliczy¢ /Nr minimalizujace
/

f(r-1 + Nr ir) 1 potozy6 5r “ *r-1 + ir 1ir
2. Dlarsal,2,..., n1 zaetagpi¢ £r przez | r+l i zas-
tapi¢ ~n przez Xy - xQ.
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3. Wybra¢ minimalizujace + ?n “ X j mzastgpic¢ xQ
przez xQ + - xQ) i skooey¢ do punktu 1.

Metoda Powella opiera aie na nastepujgoych twierdzeniaoh i
zatozeniaohl Nieoh f (X) =sx"AXx + bx + o0X€-En bedzie do-
datnio okreslong formg kwadratowga. Forma taka na pewno posia-
da jedno minimum w punkoie X = -0.5 A1 b. Dwa kierunki pi
q e En nazywamy wzajemnie A-sprzezonymi, gdy p* A q = 0. Za-
ohodzg wowczas dwa twierdzenial

Twierdzenie 1. Jezeli g™,..., g~ *m 4 n sg zwrotami wzajem-
nie sprzezonymi, to minimum funkoji kwadratowej f(X) w prze-
strzeni m-wymiarowej zawierajacej punkt xQ, mozna osiggnac
droga tylko jednokrotnego szukania minimum f(x) wzdduz zwro-
tow /], ===,

Twierdzenie 2. Jezeli xQ jeet lokalnym minimum f(x) wzdtuz
zwrotu q oraz x,j jest takze lokalnym minimum wzdduz zwrotu
g, to kierunek x* - x0 «B8* kierunkiem sprezonym do g.

Stosujgo te dwa twierdzenia, Powell wyprowadzit+ swoj algo-
rytm minimalizaoji funkoji kwadratowej. Nie wzight jednak pod
uwage, ze zwroty gM,--., 9 m $ n moga wyznaoza¢ tylko pod-
przestrzen Em przestrzeni irl i znalezione minimum bedzie odpo-
wiadato najmniejszej wagrtosoi f(xX) w Em, a nie w oalej prze-
strzeni En. Przyktadem funkoji, ktorej, algorytm Powella nie
moze zminimalizowa¢, jeatt

X, Y, D) *X -y + 22+ (“X+y+2)2+ X+y - 2)2i

4.3.3» Algorytm Zangwilla

Nalezy tak zmodyfikowa¢ algorytm Powella, by zwroty sprze-
zone g™ ..., gn mogty by¢ rozpiete na oalej przestrzeni En,
00 oznaoza, ze zbior g i a l,..., m musi byé zbiorem wekto-
row liniowo niezaleznych.

Nieoh £r, r » 1,..., n bedzie poozatkowym zbiorem wersoroéw
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1. Nieoh bedzie dany punkt oraz zbidr n wersoroéw
{11} ral,.... n. Obliozy¢ [ ° minimalizujace
f1C-n + AS ii ) 1 P°toiyé P?+1 - ii e A J | 2 . Usta-

lany t «¢ 1 1 rozpoozynamy iteracje od K = 1.
2. HmHQakipWﬂ fK,r*]q_-,nsadm& Znalez¢ ar
minimalizujgce F (pK * e»)e |
3» Okreslic¢
t+ 1 gdy 1 < t *n,
1 gdy tan

Jezeli « / 0 to pj « pM% + oo Jezeli « a O powtédrz
prooedure od 2. Jesli kroki 2 i 3 bedg powtarzane n razy pod
rzad, to pglﬁ jJ*et szukanym minimum.

4. Dlar a 1,..., » oblioa minimalizujace

f(i-1 +N£E£ 1i) 1 «definiuj

K K

JK cC
Er 3Er-1 + Ar 1!

=X

Niech

K / k-IN /D Kk kLl
n+1 \Pn « on+1)/ il i~ Pih-1 1 *

Okresli¢ A1 minimalizujace f (pjj + N £+l £ J+1)

i potozyc pﬁ+A a pﬁ + A Ken % K. Nastepnie zdefiniowac

| a 17/ ra 1 ,»..» n, a potem skoczy¢ do 2 zaetepu-
jao ktl przez k.

Zauwazmy, ze kroki 2 i 3 przeszukuja wartosci f(x) zawsze
wzdduz tyoh samyoh kierunkoéw. Zapewniajga one nastgpienie mo-
mentu konhoa prooesu. Punkty dalsze to organisaoja prooesu
szukania wed¥ug metody Powella. Poniewaz przestrzen Bll jest
rozpieta na zbiorze i=1,..., n, wieo zbieznos$é¢ dla funk-
oji kwadratowej jest zapewniona.
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Uzasadnienie wyboru tej metody jako podstawowego algoryt-
mu optymalizaoji kotda energetycznego podaje w podsumowaniu.

5. OGRANICZENIA

5*1» Wprowadzenie

Dla metod gradientowych skutecznym sposobem optymalizacji
z ograniczeniami jest metoda gradientu z projekcjga. Metoda ta
nie daje elf adaptowa¢ na bezposSrednie metody szukania. Mozna
wowczas pozby¢ sie ograniozen przez odpowiednie transformacje
zamieniajace problem z ograniozoniami w przestrzeni X na
problem bez ograniozen w przestrzeni V. .

5.2. Transformacje

Rozpatrzmy problem minlmalizaoji funkoji f(x) m T(x.1.X2.xj)
przy ograniozeniaoh 0 <x* 4x2 4 Rozwazmy dla tego
przypadku transformaojet

x2 * Ul + U2’
x3 « U2 & uf + Uj

my
prieevrzenx u.

W problemach programowania nieliniowego moga by¢ uzyteczne
nastepujace przekeztatoeniat

1.x1 mu2,
2. x1al
3- - vl

4. a Sin2 s
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Pierwsze trzy zapewniaja, ze X" jest nieujemne, podozaa
ogd,y os l;atnie dajg sie stosowa¢ gdy O * x™ * 1. W praktyoe naj-
ozesoiej spotykamy ograniczenia w postaoi g”N < x™ 4 h, 00
oznacza, ze obszar dopuszozalny sprowadza sie do n-wymiarowego
szescianu.

Za pornoog transformacji

I =9. +(hi ” «i.)

pozbywamy aie ograniozehn. W pierwszym z nioh Tany do ozynie-
nia z rozwigzaniem okresowym. W przestrzeni Un pojawi eie
oigg miniméw. W praktyoe jednak kroki algorytmu szukania nie
sq tak duze, by prowadzity do skokéw od jednego minimum do
drugiego. Wszystkie wymienione transformaoje eag tego rodzaju,
ze otoozenie punktu x ¢ En (En - przestrzen euklidesowa)
przechodzi w otoozenie punktu wueUn. Przy czym Un jest to
przestrzen otrzymana przez transfonnaoje przestrzeni En.

Ogolnie rzeoz biorgo, transformacje stosuje sie w proble-
mie optymalizacji nie tylko by pozby¢ sie ograniozen. Prooes
szukania jest najtatwiejszy, gdy warstwice wokét miniméw sg
zblizone do okregdow. Przez odpowiednie *miany skal mozna prk«>
ksztatoi¢ np. warstwioe nieregularne na kotowe.

Wiekszos¢ metod szukania zaktada, ze f(X) w poblizu mini-

mum ma szybko zbiezny szereg Taylora. Nalezy wieo wybierac
takie zmienne niezalezne, przy ktoryoh zatozenie to jest spet-
nione» llustruje to przykdad [8]i

@@ ©=y0[l-a@-p0)2-bE-tr2],
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y > (n ,b) =yQ £l-a (el -P"2 - b - tQ) 2],

Wygodniej rozpatrywa¢ Jest problem w przestrzeni p, t niz
w przestrzeni J , T, gdyz w tej pierwszej otrzymujemy bar-
dziej regularne wyrazenie na y.

$.3» Przyktady

Powr6émy do zastosowania transformacji, by pozby¢ sie ogra-
niczen. Opiszemy kilka przyktadéw napotykanyoh w literaturze

1 [15].
Obliozmy minimum Ffm - Xg Xj przy ograniozeniaohi
0 < x1 < 42,
0 < x2 <42,
0 <Xj <42,
0 < + 2x2 + 2xj < 72.

Rozwigzanie» T » 3, 456 przy x* m 24, x2 m 12, Xj = 12.
Mozliwg transformaoja jest ukdad
x1* X4,
- X2,
x3 -1 (X3 * "« 3g)-
0<t, «42,

0 < X2 <42,
0 < X? <72.

Nastepnie pozbywamy sie ograniozen przez zastosowanie
transformaojl

Xl » g4 e (ht - gtj sin2 T1.
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Zastosowanie transformaojl nie spednia jeszoze warunku
> 0. Przy >0 x2 > 0 program szukajgoy minimum ni*
moze wyjs¢ poza ograniozenia.

Przydatnos$é te(Go rodzaju transformaoji badano w [8]. Okaea-
40 sie, ze przez ioh stosowanie problem szukania znaoznie sie
ekrooit dzieki metodzie Powella, ktéra wkasni* moze dziatac
tylko przy braku ograniczen.

5.4. Ograniozenia przy metodach gradientowyoh

Dla metod gradientowyoh Istnieja trzy efektywne sposoby
pokonywania problemu ograniozeni "

a. funkoja kary [16] [18] »
b. metoda zygzakowata [18] t
0. metoda gradientu z projekcja [16] =

Metoda zygzakowata [18] Jest metoda bardso powolnga. Z tego
wzgledu prawie nie stosuje sie jej w praktyoznyoh algorytmaoh.
Metoda gradientu z projekoja wymaga dos¢ skomplikowanego algo-
rytmu i dziata pewnie przy liniowyoh ograniozenlaoh. Metoda
funkoji kary moze by¢ stosowana zardéwno do metod gradiento-
wyoh jak i do prooedur szukania bezposredniego. Wadg tej meto-
dy jest jej pewna nieokreslonos¢ a doborze stalyoh oharakt*ry-
zuj goy oh algorytm.

6 . PODSUMOWANIE

Powszeohnie przyjetym kryterium wyboru algorytmu optymali-
zaojl statycznej jest ozas praoy prooedury. Zamiennym wskaz-
nikiem jakosol jest ilos¢ obliozen funkoji F(X). Wynika to *
tego, ze wyliczanie wartosoi f(x) trwa przewaznie duzo diuzej
niz organizacja prooesu szukania.

W literaturze podano w pozyojaoh [2] [9] 00] wyniki ekspe-
rymentdw z réznymi programami przy stukaniu ekstremum hiperpo-
wierzohnlt
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a, Parabolioznej doliny Roeenbrooka (1960)«
tm 100 ~xg -xF)2 +~7~1-x"2 ,
x0 " (" 1*2» 1»0)*
b. Wawozu hiperbolioznego Platohera i Powella (963
f» 100 [*x3 - 10e)2 +(r - i)2J+ x2,
X*w/l 008 2ar 0 ,
X2 m r Bin 23T 9 xQ a (- 1,0,0).
o» Funkoji Powella (1962)i

t + 10Xxgh2 + 5 AX | - X4r2 o+ (Ax2 - 2xN4
+ 10 ™1 - x4)4,

*O* b\ -1»0» D.

d. Funkcji o zmiennej liozbie argumentéw Powell-Fletoher
1962)1

n
. [2
Ei - Zz (am flin«d + Bij o0o0e«O 1
ial J»i
Aij ©®il liozbami pseudoprzypadkowymi z przedziatu

[- 100» 100].

Warunki poozatkowe wybrano w poetaoi och + <,
ialf._._fn gdzie oc® reprezentowane sg przez liozby rzeozy-
wiste z przedziatu C- 0O »3M a S ™ przez liozby pseudo-
przypadkowe z przedziatu

Eksperymenty te wskazujag generalnie na przewage algoryt-
mow posiadajgoyoh wkasnos¢ zbieznosci kwadratowej. Sposrod
tej klasy programéw, wyréznic¢ jeszcze mozna algorytm Davido-
na i Powella-Zangwilla. Sg one w przewazajgoej liozbie przy-
padkéw esybss* od poaoetalyah.
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Jak zaznaozono we wstepie oelem opracowania by+ wybdor od-
powiedniej metody optymalizacji regulaoji kot#a energetyczne-
go F(X). Kryterium wyboru stanowi liozba krokéw iteraoyjnyoh
algorytmu az do ohwili znalezienia 6 -nowego otoczenia stre-
fy minimum f(X). Poniewaz o funkoji oelu kot#a energetycznego
nie wiele wiadomo (poza tym, ze jest oiggta) wiec do optymali-
zacji wybrano metod? Powella, ktora nie musi aproksymowac¢ gra®
dientu funkcji f. Poza tym studia Broydena i1 Barda wskazuja
na przypadki, w ktéryoh algorytm Davidona jest niestabilny

[19].

Eksperymenty wykazaty jednocze$nie duze zalety prooedury
Roeenbrooka. Chociaz algorytm ten nie posiada wkasnosoi zbiez-
nosoi kwadratowej i jest metodg powolng, to jednak bardzo pew-
ng. We wszystkich rozpatrywanych przypadkaoh osigagano za pomo-
ca tego programu minimum funkoji wielu zmiennyoh. Opierajgo
sie na tym, postanowiono sprawdzi¢ przydatnos¢ algorytmu Rosen-
brocka przy optymalizacji kot#a energetycznego, w wypadku gdy-
by zawiodda metoda Powella-Zangwilla. Z metod nie uwzglednio-
nych w tym opracowaniu na uwage zastuguje jeszoze metoda sim-
pleksu [14] , adaptowana do przypadkéw nieliniowych. Jak spraw-
dzono metoda ta bardzo szybka dla dwéch i trzeoh zmiennyoh
niezaleznych, zupednie zawodzi przy zwiekszeniu liozby argu-
mentéw funkoji f(xX) [9]-
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NPOCMOTP METOZ0B NOUCKA 3KCTPEMYMA OYHKLWA MHOTUX MEPEMEHHbIX

Pesiome

PaboTa sBnsAeTCA NPOCMOTPOM anroOpuTMOB NouoKa Haubonbuei
N HauMeHbleil BenUYMHb (QYHKUWMIA ONpefenéHHbX Ha NOAMHOXECTBax
EBknugoBa npocTpaHcTea.! PaccMOTpeHs nulb  AeTepMUHUCTCKUE
aNnropuTMbl, WUCMOMb3YNWNE BENUYMHB (QYHKLAW W BENUYUHL €€ rpa
LVEHTa, YNCNEHHO 3afaHHbe UMM YuyuTUBawWLMe TOALKO BENUYMHBI
QyHKUMM. O06CYXAEHHbE METOZb MPUMEHANTCA 4a0TO ANA CTaTuyec-
KOl ONTUMM3ALMM NPOMbILIEHHHX 00beKTOB. bonee feTanbHo pacc-
MOTPEHa B OTaTbe CTaTMUYecKasa ONTUMU3aLMA KOTNa 3NeKTPOCTaH-
Luu.

A REVIEW or METHODS OF SEARCHIRQ HART VARIABLE FURCTIORS OF EXTREMUMS

Suamary

The paper is a review of algorithas of searching the biggest and
the saallest functions value determined oa subsets of Euclidian spaoe.
Only deterministic algorithms are considered that are aaking uss of the
function value and its gradient valve given numerically, or taking Irt>
to account only the function values. The discussed aethods are often
used to static optimisation of industrial objeots. The paper oonslders
the static optlaation of a power boiler aore in detail.
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