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AN ATTEMPT OP MECHANIZATION 
OF HALL COLLECTING PROCESS 

by Emanuel CZYŻO 
Received January 14th, 1972

In this paper the collecting algorithm 
is described. The algorithm is an im­
plementation of Hall collecting process 
for positive word written in generators 
of a nil potent free group of a given 
degree of nilpotency.

1. INTRODUCTION

J.I. Cannon in the review [2] describes the present situa­
tion of application of oomputers in the group theory* He states 
that one of the most important problems in the field is the 
mechanization of the tedious algebra and specially the commu­
tator oalculus* The collecting prooess plays important part 
here in connection with problems involving the presentation 
of groups in terms of generators and relations.

The problem was studied by H. Felsoh (see [2]) , who has 
written a program for words of the form (x^xg-)11. Campbell and 
Lamberth (see [2]) have written a program SLIP, whioh is an 
implementation of the collecting prooess for words of a nil- 
potent group of finite class.
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In this paper the similar implementation method of the col­
lecting prooess with the aid of a computer is considered.

The method has been applioated in a program HALL+ ^see [4] 
The program is an implementation of the collecting prooess for 
positive words written in generators of a nilpotent group of a 
given nilpotenoy. The description of the method is supplement­
ed with results obtained by means of the program HALL*.

We give also the table, whioh gives number of basic com­
mutators for a given weight and number of generators, calcul­
ated from Witb's formula.

The further development of this method for obtaining an 
implementation of the full collecting prooess (Ч.о. for ar­
bitrary: positive and negative words) and some similar pro­
cesses is in preparation on the base of described results.

The terminology and notations of this paper is the вале as 
in M.Hell's book [1].

2. COLLECTING PROCESS
2.1. Commutators

Let X be a finite set of letters x^, x2,..., xr. Let us 
define a set of strings, whioh we shall call c o m m u t a ­
t o r s .

Definition

a* String c^ consisting of one letter x^, that is о  ̂a x^ is 
a commutator of weight one. The weight of the commutator 

we shall denote w (°i)»

b. if Cj are oommutators then the string ck a Cj)
is a commutator and w(ok) = w (ci) + w (°j)*

The set X is finite* henoe the set of commutators of defin­
ed weight is also finite. We order commutators any way so
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thatt if ? w (°j) then ci follows Oj. Let o8 denote
the commutator which takes the s-th position (^according to our 
ordering) then оц 4 oy iff u 4 v.

2.2. Collecting process

For words written in commutators we define the collecting 
prooess desoribed by M. Hall ( [1], p. 165).

For a word

the subword

f = Oj Cj • •• о. x1 i2 xr

w = o4 o4 ... o4 < m < n )
4  *2 ^  V '

is called the o o l l e o t e d  p a r t o f  the word f 
If m is the greatest index suoh that

Ц  « ± 2 * ••• ^ 1ш and 1щ 4 ijj for к * m + 1 ,..., n.

Let wQ be the oollectod part of f
f = f = w v0 0 0

For a word f^ = w^ with a oolleoted part we
fl+ 1 as follows.

For
Ji • • • Ui • • • Oi
г1 Łj xn

let ou be the smallest oommutator (in the sense of defined 
order) in the word and let Cĵ  is the first .00ourrenoe
of this oommutator in v^, ^

Define



8 Emanuel CZYŻO

where

(notice that if w^ ia a oollooted part of the word then 
J > 1). We define f^+-j as follows

fl+1 * W1 V1

and denote the oolleoted part of fl+1 as *1+1« The process 
terminates if for some m the oolleoted part of f is equal 
fm* For exafflPle if f = x1 * then

f1 = X-, x2 (x2, x1^ and fk = f  ̂for к >y 1.

Observe that if x^t Xg,*.*» xr are generators of the 
group 7 (where P is a free group with r generatora) and if

( V  °u)
- 1  -10 0 0 0Y  U V  U

then all words f^ (for к = 0, 1,...) represent the same ele­
ment of the group ? because in this group

°v °u 3 °u °v ( V  °u)

2.3. Basio commutators

In the collecting process only oommutators of special form 
can appear.

Definition
1. Commutators of the weight 1 are basic commutators
2. A commutator ок = (оу , сц) is basic of the weight n if 

a* cv , ou are basio of the weight less than n and
*(°v) *•(•.) * ” . 

b. ov >ou and if су я (oe, ofcj then ot ś оц.
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We use the previously defined order and enumeration for 
basic commutators. It's easy to see that in the collecting pro­
cess only basic commutators appear.

The following theorem gives the explanation of the used name 
by these commutators.

Theorem
If F is the free group with generators x^, x2,..., xr and 

if in a sequence of baeio commutators o^, c2 ,..., ĉ. are 
those of weights 1 , 2 ,..., n, then an arbitrary element f of F 
has a unique representation,

e1 ®2f * Og ... ô. mod

The basio commutators of weight n form a basis for the free 
Abelian group Pn/Pn+^* See [1] p. 175»

2.4. Witt's formula

Let м(г,п) denote the number of basio commutators of the 
weight n for r generators. The following Witt's formula holds

м(г, n) = 1 /n

where d runs over all divisors of n and )i(m) the Mobius'e 
funotion.

The formula is proved in [1] p. 169» Numbers of basio com­
mutators for r = 2 , 3 ,..., 9 and n * 2 ,3 ,У" ,  1 1 are given in 
the table 1 .

3. IMPLEMENTATION OF THE COLLECTING PROCESS - PROGRAM HALL+

The program HALL+ is an implementation of the oolleoting 
prooese for positive words written in the alphabet

X a {x1f Xg,..., xr } for r.< 9 
The program is written in Gier ALGOL 4 [З^*
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3.1. Enumeration of commutators

As observed during the collecting prooess only basic commu­
tators are generated. Let us define an enumeration for these 
commutators as follows.

N (ox) denotes a number of a commutator o^.

Definition
a. N(xł) = i for i = 1 ,2 ,...,9 w /„ \
b. if ok * (cy , cu) then N(ck) n N(cv) 10 ' u' + N(cu)

For example the commutator (og, o^) with a number 21 is de­
noted by c21* and the commutator ((o2» °l)» °з) a number 
213 is denoted by

Now, we order all commutators aooording to their numbers, 
that means сц ^ oy iff 11 (°u) * N (°v)*

Prom the definition of a number of a commutator it follows 
that the number of the commutator of the weight n contains 
exaotly n digits in decimal expansion, thus the assumed order­
ing preserves the order of weights. It oan be observed that 
in the case of basic commutators different commutators corres­
pond to different numbers.

3.2. Input data

The input data for the program is a word written in genera­
tors, using only digits and letters. For example we write the 
word f 3 (x,j x2 хз) on paper tape in the following form 
x1x2x3x1x2x3 0. Eaoh word is terminated by 0.

Before we start the collecting prooess we define the value 
of the variable WEIGHTMAX. For technical reasons only commu­
tators of weight * 1 1 are permitted.
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3.3. Machine representation of a word

The word which takes part in the collecting process is re­
presented in the array BUF [0 t 40953 • Every commutator which 
occurs in the word is written in four successive elements of 
the array.

( * )

The index of the second element in is an address of 
the commutator.

For example the word f = x^ Xg x^ is represented as fol­
lows*

BUF 
index

We put BUF [0] rt 1 and BUF [11] = -1.

It follows from the method of representation of a word, 
that it is possible to store words consisting at most 1024 
commutators. The present version of the program does not al­
low words of greater length, however a simple modification 
of the program allows to remove this limitation if needed.

The following limitation for numbers of commutators 
N  ̂ 2^° - 1 follows from the used way of presentation of 
commutators. Hence in the collecting prooess we can consider 
only commutators of weight not greater than 1 1 .

3.4. Implementation of the rule оу оц = оц cy (cv , ou^
Let us consider the word fQ = oCQ /SQ where oco = 0 ^ompty 

word) and fiQ = x^ Xg First we find the address of the

the address the number the weight
... . ' .........>
the address

of the former of the of the of the next
commutator commutator commutator commutator
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first occurrence of a minimal commutator appearing in
/3(>. The address is stored in PLACE* In our example ош1п = ĉ  
and PLACE = 9» We need to transpose with the former com­
mutator (c2 in our example). Transposition of two commutators 
consist in transposition of their numberB and weight. Links 
between these commutators remain unohanged.

In the oase w (°2) + w (°l) * WEIGHTMAX no new commutabor 
is added.

In the oase. w (eg") + w (°i)  ̂ WEIGH3WAX the new commutator 
(02 * °l) = °21 *‘s a(̂ ed. Som0 links must be changed too.

In our example

BUP 1 3 1 5 1 1 1 9 5 2 1 13 9 21 2 - 1

index 1 5 9 13
(*)

It is easy to observe that the ordering in (*) is

°3  °1 °2 °21

New value of PLACE Is 5. Repeating the described step we 
obtain

BUP 1 1 1 5 1 3 1 17 17 2 1 13 9 21 2 -1 5 31 2 9|
index 1 5 9 13 17

where cmin = o^ is on the first position of 

p> о = °1 °3 °31 °2 °21

We determine a new collected part о(̂  a oco ĉ  and 
s Oj o ^  o2 o21, and we oontinue the collecting process, as 

far as we obtain a 0.

3*5* Output data

After terminating the process we output the resulting word 
in an abbreviated form on the paper tape.
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For example the word f = o2 c2 o?1 °2 Л2 w® outPufc in
form (01)^2 (02)^2(021) (c212*) 0. Each word is terminated by 0.

4. APPLICATIONS
4.1. Using this program the oolleoting prooess for worde of form 

f(xi*• • •» 3 (*■■)•• • for n = 2, 3i»*«»9t

was carried out. The following table shows results, of the expe­
riment. We give for each r the oomputation time for n = 2 and 
given value of the variable WEIGHTMAX.

r
n = 2

Wmax time
2 «1 10 seo
3 1 1 8 min
4 7 24 min
5 5 5 min
6 4 4 min
7 4 16 min
8 4 40 min
9 3 3,5 min

The program does not work for greater values of WEIGHTMAX 
beoause of shortage of memory* To give better idea we preeent 
words obtained after the termination of the prooess for r = 2 , 
n a 4 and WEIGHTMAX я 7 (then alb denotes ab ")
( d H ( 4 ) ( c 2 H ( 4 ) ( c 2 1 M ( b ) ( c 2  l I M(4)( c 2 l 2 H (  14) (c21 ri)(c2112H

( 1 1 ) ( 0 2 1 * 2 ) 4 ( 1  I ) ( c 2 1 1 1 2 ) 4 ( 3 ) ( c 2 1 1 2 1 ) 4 ( 1 1 ) ( c 2 1 1 2 2 ) 4 ( 1 0 ) ( c * 1 2 2 l ) 4

(42)(c2I 222)4(3)(c2VI121)|(3)(c21 1122) 4(3) (c2 11221 Ц ( 32) (c211222)

( 3 ) ( c 2 l 2 2  I i ) 4 ( 3 7 ) ( c 2 1 2 2 2 1 ) 4 ( 3 9 ) ( c 2 1 1 1 2 1 I ) ( c 2 1 1 1 2 1 * ) 4 ( 5 ) ( c 2 1 1 1 2 2 1 ) 4

( 9 ) ( c 2 1 I 1 2 2 2 ) ( c 2 1 I 2 i 2 i ) 4 (  I 2 ) ( c 2 1  i 2 2 1  I ) 4 ( 1 8 ) ( c 2  I 12 2  1 2 ) 4 ( 5 6 )

(c21 l *22 1)4(31 )(c2 12И 121)4(i>9)(c2 12221 I)4( 35) (c21 22212)4(79)

'o2 122*2 1)4( 12)ф
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and for г a 4, n = 4 and WEIGHTMAX e J
(ci)4 (4)(c2 )4 (4 )(c3H ( 4 )(c4 )4 (4)(c2 l)4 (b)(e3 1)4 (6)(c3 2)4 (b)(c4 lH
(6)(o4 2)i(b)(o4 3)|(6)(c2 1 IH(4 )(c2 1 2)4( i4 )(c2 1 3)4 (2 0)(c2 14)4(2 0) 
(c3 l i)*(4 )(c3 i2)4 (14)(c3 1 3)4 ( 14) (cj 14)4 (2 0) (c3 2 2H ( 4 )(o3 2 3)|( 14) 
(c324 )4 (2 0 ) (c41 i)4 (4)(c4 1 2)4 ( 14) (c4 1 3)4 ( H) (с4 И ) 4 ( 14) (c4 2 2)4 (4 ) 
(c4 2j)4 (14)(o4 2 4)4 (I4 )(c4 3 3)4 (4 )(c4 3 4)4 (1 4 ) Ф

All computation we done on GIER computer in the Warsaw Uni­
versity's Centre of Numerioal Calculations.

4.2. Using this program coefficients bj in the formula

0 0  ei “ bl(l) + Ъ2 (?) + ••• + bm ( m )

were calculated by K. Dałek [j5]*

The formula (») gives exponents in the expression

n вг+1 e
(X1 ••• xr) = x£ cr f 1 ... ce &,... Rfc

where
oe < R/j and w (Rjj-) > Wmax for к » 1 

and m - the weight of the commutator
and b^, bo t•••» “ are “on-negative integers dependent on

c^ and independent on n. C.f. [1] 
p. 182

4.3. The new procedure COLLECTING is in preparation. The pro­
cedure will be applicable for the collecting process for any 
words written in basic commutators with any exponents positive 
or negative, in spite of the program HALL* applicable for posi­
tive words.
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5. REMARKS AND CONCLUSIONS

In this paper some basic researches of the automatization 
of the commutator calculus were presented. The problems in 
question are far from the end at yet. Up to now there have 
been no general methods, which would enable a very successful 
application of computers for solving commutator problems. Our 
results on the problems at present are in a stage of research 
work and they are limited mainly by the available equipment. 
The difficulties lies in the lack of an adequate computer.end 
a suitable external language as well. A great amount of data 
is processed in solving the problems, so that more interest­
ing from the grouptheoretioal viewpoint results might be ob­
tained on a very modem oomputer of very high standard. The 
author feels the design of a special purpose language would 
speed up investigations in the field.

A new system of processing words aided mainly to commutator 
problems is now in preparation. The system will consist of 
two sets of procedures: basic procedures and speoial proce­
dures, and it will be elaborated during preparation of new 
algorithms.
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PR&BA AUTOMATYZACJI PROCESU WYBIERANIA 

Streszczenie

W artykule opisano proces wybierania M.Halla pozwalający dla grupy 
wolnej F xrJ uzyskiwać przedstawienie elementów w postacit

f - va4 a* vak - ee< c®a oe*B pf " XoC, ••• - 1 2 °t 1“ * n

gdzie c^ s ..., cr = xri Cr+1 = (x2* xl) * ••••
są komutatorami bazowymi wagi m , uporządkowanymi względem wzrasta­
jących indeksów, zaś R^, ... są komutatorami wagi > m , nieuporząd­
kowanymi, a^, a2, ..., ak oraz e^, eg, ..., - liczby naturalne.
Podano opis realizacji procesu wybierania dla słów dodatnich na maszy­
nę GIER w języku GIER Algol 4.
Przy użyciu programu policzono wybraną postać słów ••• d*a
przypadków r + n + m < 12 w czasach rzędu od minut do godziny.

ПРОБА АВТОМАТИЗАЦИИ ПРОЦЕССА ВЫБОРКИ

Резюме
В настоящей работе описан алгоритм выбора. Этот алгоритм является дополнением к процессу выбора Ролла для положительно­го слова записанного в генераторе нильпотентной свободной группы данной степени нильпотенции.

@  Instytut Maszyn Matematycznych 
Warszawa, ul. Kr*ywicklego 3^
A.M.
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PRZEGLiD METOD SZUKANIA EKSTREMUM 
FUNKCJI WIELU ZMIENNICH

Andrzej MULAWA 
Pracę złożono 15.01.1970

Praca stanowi przegląd algorytmów szukania najwięk­
szej i najmniejszaj wartości funkcji określonych 
na podzbiorach przestrzeni euklidesowej. Rozpatruje 
się tylko algorytmy deterministyczne wykorzystujące 
wartości funkcji i wartości jej gradientu - zada­
nych numerycznie, albo uwzględniające tylko wartoś­
ci funkcji. Omówiona metody są często stosowane 
przy optymalizacji statycznej obiektów przemysło­
wych. W artykule bardziej szczegółowo omawia się 
optymalizację statyczną kotła energetycznego.
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Wykaz oznacseń 
larowe prs 

element należy
En Un - n-wymłarowe przestrienie euklideeowe

/ & .  2 \l/ 2
II P II Jcmt P j) ~ norma euklldesowa wektora p 

f (x) - funkcja skalarna wektora

X " Xg i < < ■ )

V t (x) - gradient funkcji f

II *! ( £il
i в 1,..., n - układy wersorów
h(x), g(x) - funkcje wektorowe wektora x
А, В, С, M - macierze kwadratowe
(X (i <5" A e x - wielkości skalarne
E - macierz jednostkowa
£ - parametr oznaczający dokładność
1 - przedział nieokreśloności po n eksperymentach 

- minimaksowy przedział nieokreśloności
Fn - n-ty wyraz ciągu Fibonacoiego
i j к 1 r - wskaźniki współrzędnych wektora lub kroków ltera* 

cyjnyoh
Tp^ р  ̂ “ oznacza tensorowy iloczyn wektorów,ożyli diadę

1. WST?P

Najprostszym problemem optymalizacji jest optymalizacja 
statyczna w przypadku deterministycznym. Matematyoznie spro­
wadza się ona do znalezienia ekstremum funkoji skalarnej 
f (x), gdzie x jest wektorem n-wymiarowej przestrzeni eukli­
desowo j En. W dalszym ciągu będziemy mówili tylko o minimum 
f(x) pamiętająo, ż"e poszukiwanie maksimum f(x) sprowadza 
się do szukania min. {- f(s)|. Poza tym x musi należeć do ob­
szaru dopuszczalnego D, W przypadku optymalizacji statyoznej 
obszar dopuszozalny jest zazwyozaj ograniozony nierównościa- 
mit h(x) < x i £(*)• Niekiedy w rozwaianiaoh przyjmuje eię* 
że obszar D może pokrywać się z oałą przestrzenią '.
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W ogólności zakłada się, że nie można Bnależć ekstremum 
f(x) poprzea przyrównanie poqhodnyoh do zera. Dzieje
się ho dlatego, żel

• f(s) nie jest dana w sposób jawny, tylko możemy obliczać 
joj poszczególne wartości. Mówimy wiwozas, że f(x) jest 
zadana w sposób numeryozny.

• Go do V t to może on być także zadany numerycznie bądź 
w ogóle może nie być znane wyrażenie określające go.

• Wyrażenie analityozne na f(&) jest tak złożone i nieli­
niowe, że układ równań V f  = 0 można rozwiązać tylko 
iteraoyjnie. Proces ten może okazać się wolniej zbieżny 
od procesu iteracyjnego minimalizacji bezpośredniej funk- 
oji f(x).

Metody optymalizaoji statyoznej można podzielić na aprok­
symacyjne, iteraoyjne, metody szukania ślepego oraz metody 
mieszane. W praoy będą omawiane tylko metody iteraoyjne. Moż­
na je także podalelić na metody wohodzenia na wzgórze /hill 
climbing/ oraz metody eliminaoyjne.

Klasyczną metodą eliminacyjną jest metoda e -minimax^opi­
sana w rozdziale traktująoym o szukaniu jednowymiarowym. Jak 
dotąd dla przypadków wielowymiarowych metody eliminacyjne 
znalazły zastosowanie dla bardzo wąskiej klasy problemów [oj . 
Metody aproksymacyjne są śoiśle związane z szukaniem jednowy­
miarowym. Z tego względu będę omawiał tylko metody hill olimb- 
ing. Jeśli w metodzie wykorzystuje się gradient f(x) bądź je­
go aproksymację, to metodę zalicza się do gradientowyoh. Je­
żeli algorytm wykorzystuje tylko wartośoi f(x)i to zalioza- 
my go do metod szukania bezpośredniego. Pewne metody gradien­
towe opisane są w rozdziale trzeoim tej praoy, a metody bez­
pośrednie w ozwartym.

W zasadzie praoa ta zawiera przegląd algorytmów; wyniki 
autora zawarte są w punkcie 2.8.
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Celem przeglądu algorytmów było wybranie odpowiedniej me­
tody optymalizaoji wskaźnika jakości regulacji kotła energe­
tycznego* Kryterium to jest dane w sposób niejawny i zależ­
ności między wartością kryterium a zbiorem parametrów (są to 
nastawy regulatorów), nie dają się rozwikłać* Prowadzi się do 
tego, że f(js;) jest zadana tylko numerycznie. Gradient tej fun- 
koji nie jest dany. Pod tym kątem dokonano wyboru dwóoh algo­
rytmów i Powella-Zangwilla i Rosenbrocka. Uzasadnienie wyboru 
znajduje się w rozdziale 6 oraz w szozegółowych wnioskaoh wys­
tępujących po każdym algorytmie.

Jako kryterium przyjęto liozbę obliozeń wskaźnika jakośoi
- f(x). Kryterium to Jest szeroko stosowane w analogioznyoh 
przegłądaoh algorytmów, dlatego że proces organizacji szuka­
nia minimum f(&) jest znaoznie krótszy /00 najmniej o rząd 
wielkości w praktyoznych przypadkach/ niż ozas obliozeń war­
tości f(x).

Ograniczenia w naszym przypadku mają postaói h ś x 4 g. 
Rozwiązanie problemu ograniozeń następuje poprzez odpowied­
nie transformaoje* Dokładniejsze informaoje na ten temat znaj­
dują się w rozdziale 3*

Trzeba zaznaozyć, że optymalizaoja będzie przeprowadzana 
na modelu cyfrowym kotła. W tym oelu wykorzysta się język sy- 
mulaoyjny Cemma 2 dla maszyny ZAM 41. Nie uwzględnia się wów- 
ozas zakłóoeń stochastyoznyoh i błędów pomiarów. Z tego wzglę­
du nie rozpatrywano metod biorąoyoh pod uwagę te ozynniki.

2. POSZUKIWANIE JEDNOWYMIAROWE
2.1. Wprowadzenie

Większość algorytmów poszukiwania najmniejszej wartośol 
funkcji wielu zmiennyoh stanowi sekwenoję jednowymiarowych 
minimalizacji, dlatego na poozątku omówimy prooedury poszu­
kiwania minimum funkoji jednej zmiennej. Algorytmy te korzys­
tają z pewnego pojęoia^zwanego założeniem o jednomodalnośoi
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funkoji minimalizowanej. Założenie jednomodalności jest dos­
tatecznie ogólne, by obejmowało większość praktyoznyoh proble­
mów (XI • Korzystająo z tego założenia nie możemy określić po­
łożenia kresu dolnego funkoji, a tylko obszar, w którym on 
się znajduje.

2.2. Jednomodalnośó

Niech będzie dana funkoja у = у (x) w przedziale [a, b], 
Funkoja ta jest jednomodalna, gdy w [a, b] znajduje się teki 
punkt x, że die! a < x < $ funkoja у (x) jeet ściśle malu­
jąca, a dla $ < x 4 b, y(x) jest śoiśle rosnąca. Sam punkt 9 
może należeć zarówno do pierwszego jak i drugiego przedzia­
łu

Przykłady funkoji Jednomodalnyoh podaje rysunek 1,

(Wl
i b

Rys. 1

2.5» Przedział nieokreśloności
Jednomodalnośó jest własnośoią niezmienniozą względem zmia­

ny skali. Nie naruezająo ogólnośoi będziemy rozpatrywać у

Л Właściwie w literaturze pod pojęciem Jednomodalności у rozumie się, 
te dla a < x < 8 funkcja jest ściśle rosnąca, a dla $ < x { b 
ściśle malejąca. Poniewat szukamy kresu dolnego y, zmieniliśmy to 
pojęcie,
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w przedziale ^0,1]. Po obliozeniu dwóoh wartości funkcji jed- 
nomodalnej zawsze możemy wyodrębnić przedział, w którym mini­
mum nie może się znajdować.

Najlepiej objaśni to rysunek 2.

* * ‘
"l Г

*

Ч+Н-

Rys. 2

W dalszym oiągu każde wyliozenie wartości funkoji у a y(x) 
będziemy nazywali eksperymentem. W ogólności po n eksperymen­
tach w punkoie xR będziemy mieli najlepszą aproksymację mini­
mum funkoji f.

Oznaozmy tę aproksymaoję przez y(xK j “ Ук* Oznaozmy krańoe 
przedziału w następujący sposób: xQ о О хд+1 a 1. Przedział, 
w którym minimum muei się znajdować nazwiemy przedziałem nie­
określoności i oznaozymy przez lfi. Zaohodzi wówczas związek

Xn я XK+1 " *K-1 ( ' )
W rozważaniaoh ponadto przyjęto, że wartośoi xK są ponu­

merowane w ciąg rosnąoy. Długość 1 zależy od rozmieszcze­
nia eksperymentów х^ oraz od eksperymentu x^, oo zapisujemy 
przez:

n Ln (xk* K ) (2)
Długość przedziału nieokreśloności zależy od położenia 

wszystkioh eksperymentów xk к = 1»..., n. Powinniśmy więo 
hapisać, że 1R a ln х^,».. xn , K^. Notaoja

została wykorzystana ze względu na ekonomię miejs-
napisać| t

ln k - K )
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Minimax

W dalszym oiąp;u korzystać będziemy z elementarny oh pojęć 
teorii gier. Wybór położenia eksperymentów xk będzie naszą 
strategią. Wynik tyoh eksperymentów yk - strategią przeoiwni- 
ka. Oozywiśoie naszym urojonym przeoiwnikiem będzie podana 
funkoja j«dnomodalna, a właśoiwie oała klasa funkoji jednomo- 
dalnyoh. Ceną tej gry będzie ln - przedział nieokreślonośoi.

Opierająo się na strategii minimaxu wybieramy najkrótszy 
przedział nieokreśloności przy najbardziej niekorzystnyoh wy­
nikach eksperymentu.

l" = mta L„ = mto J l „  (я*, к ) }  (3)

Min
oznaoza, że minimalizujemy, ze względu na oały zbiór 

eksperymentów к 3 n. Patrz uwaga do wzoru (2).
*

Dla danej liozby eksperymentów n istnieje tylko jeden Ln « 
Strategia minimaxu jest strategią uniwersalną (niezależną 
od y), przy założeniu że y(x)jest funkoją jednomodalną.

2.5. Przykład

Rozpatrzmy przypadek n я 2

L2 = max |jx2 - xQJ, (x? - x1jj » max [x2 , 1 - x j  (4)

Wykres warstwio tej funkoji z rysunkuj3 1 wskazuje, że 
min Lg a Lg, zaohodzi przy x^ a x2 a 0,5» Biorąo pod uwagę 
warunek x2 > x^, nie możemy osiągnąć tego minimum, ale mo­
żemy zbliżyć się do niego o wielkość E , gdzie l jest 
najmniejszą możliwą perturbaoją zmiennej x.
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Ry»» 3
Jeżeli awiększać fceraz liczbę eksperymentów jednooBesnyał^ 

bo Jj* (n Jest liozbą parzystą) oraz I.*+1 związane są zwiąẑ - 
M u m  rekuronayjnym

Wyprowadzenie ty oh związków można znaleźć w (jaj ,

Pray jednoozesnym wykonywaniu eksperymentów nie wykorzystu- 
;iemy informacji zawartej w każdym wyniku y. Można gię spodzie­
wać, że przy iteraoyjnym wyznaozaniu Ł*f przedział nieokreślo­
ności będzie malał dużo szybciej ze wsroetem П»

2.6. Liazby Jibonaooiego

Wśród metod iteraoyjaych najefektywniejszą metodą przy przy- 
jęoiu prawa minimaxu jest metodą Kięfera pBjj . Autor tej metody 
nazwał ją» t -minimax.

Iteraoyjne szukanie kreeu dolnegp funkoji jednomodalnej mo­
żemy uważać za proces decyzyjny ji-ęt;apowyt Na każdym efcepie k|

(6)
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1 i к ( n podejmujemy deoyzję, gdzie umieśoić eksperyment 
x^. Btrategla optymalna minimalizuje 1^ przy jak najniekorzyet 
nlejszyoh wynikaoh pomiarów. Ponadto trzeba.uwzględnić peremet 
e * Лак już wspomniano kryterium i oały eohemat postępowania 
nazywamy ( -mi nimaxein.

Do togo rodzaju prooesów można stosować zasadę optymalnoś- 
ni Bellmnnat

Strategia optymalna ma tę własność, że jakikolwiek byłby
etan poozątkowy i deoyzja poozątkowa, pozostałe deoyzjo muszą 
tworzyć strategię optymalną z punktu widzenia stanu wynikłego 
z pierwszej deoyzji.

Btanem poozątkowym jest zawsze przedział nieokreślonośoi 
|0,1], Ponadto musimy znać llozbę etapów n.

Przypuśćmy, że wykonano n - 1 pierwszy oh eksperymentów.
Przy strategii optymalnej obszar nieokreśloności wynosi 
Wewnątrz tego przedziału znajduje się eksperyment o naj­
mniejszej wartośoi Уп_-|» Odzie należy umieśoić xn, by Ln było 
równe L*. Z punktu 2.5 wiemy, że j i xn muszą być odohylo- 
ne o ^ od środka • Ilustruje to rysunek H.

я

t-1
-------------- — H

Ln _
и-------------------- "I1

Rye. b

Przejdźmy teraz do etapu poprzedniego. Wykonano n-2 ekspe­
rymentów. - przedział nieokreślonośoi przy założeniu op­
tymalnej strategii. xjj_2 najmniejsza wartość у uzyskana przez 
te n-2 okBperymentów. Jak wiadomo znajduje się on wewnątrz 
L*_2« Jak umieśoić eksperyment xn_^? У może być mniej- 
sze od у (*n_2) lub większe. Ilustruje t;o rys. 5
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///////////J

Г T

ТГГгГггТггТТ
*N-i *П-1

t-1

i■n;

Rys. 5

W zależnośoi od tego przedziałem nieokreślonośoi może byó 
odoinek

[ % - 2* Xk] lub [Xk-1 ’ Xn-l]*
Ten drugi przypadek zaznaozono na iysunku linią prłerywaną. 
Przy strategii optymalnej oba odoinki muszą mieć długość 
Ijn- 1 1* Wobeo te8° "'«•ЧУ wyznaozone położenie i *J}_2 *
Te proete eaieżnośoi geometryocne międzyt l£_2 ^n-1
można przedstawić na rysunku 6.

Ln- 1

Iht
J a

я  Ł n - t

iZ-t

i **

.  Sn
l:

Rys. 6

1 Gdyż wynik nie Jest sależny od rezultatów eksperymentu



30 Andrzej MULAWA

Biorąo pod uwagę ten rysunek otrzymujemy

K - 2  - * Lń- C8)
Można to równanie różnioowe uogólnić dla 1 < j < n

♦ bj. (9)

Lj optymalny przedział po j eksperymentach (9) przedsta­
wia równanie różnioowe rzędu dwa. Do jego rozwiązania potrzeb­
ne są dwa warunki początkowe i L|, L*. Ponieważ nie znamy ioh, 
musimy wykorzystać warunek końoowy

Lń-i ■ 2 - « • 0 ° )

ale*

L* 0 a L* л + L* in-2 n- 1 n

L* , = L# 0 + L* .n-3 n-2 n-

Ln-4* 8 Lń - 3 £

Li - . + L* - 3L* - £ ,

5 Ln - 2 e ,

(1 1)
Zauważmy, że współczynniki przy L* są liczbami Fibonacci.e-

go

Fo я F1 3  ̂ Fk = Fk- 1 + Fk-2 ^ = ^,*** O 2)
Przy użyciu liozb Fibonacciego ogólny wzór ma postać i

Ln-k = Fk+1 Ln “ Fk- 1 6 * 0 *)

Ln
Fn

k+1 Ln “ Fk.

ЦST i 3 F L *  n n

1 Fn-2T
Fn

с • (14)

Obliczmy teraz długość

L2 = rn-i ł; - v 3 £ w
Po prawej stronie tej zależności mamy wielkości znane. Po za­
stosowaniu wzorów (9) 1 (14-) otrzymujemy*
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I," - .F.łl , + I.-1.)П E . (1 6 )

Pn Fn
Mnj^o 1>2 1 obliczamy = L* - L^ it'd* Oczywiście,

zgodnie z wcześniejszymi rozważaniami^ eksperymenty i są 
odległe od końońw odoinka [0,'Q o odcinek Lgjjak na rysun­
ku 7.

Ryf. 7

Przy dalszym analogicznym postępowaniu uzyskamy strategię 
t - minlmaksu.

<£.7« Złoty podział

Szukanie minimum funkcji jednomodalnej za pomocą с -mini- 
maksu jest strategią optymalną, ale wymaga znajomośoi z góry 
liczby eksperymentów n.

Niekiedy nie wienęr, kiedy skońozymy szukanie. Sytuacja ta­
ka zaohodzi wówozas, gdy porównamy najwyższą wartość y^ z są­
siednimi yk-1 i yk_2 1 stwierdzimy, że różnioa jest mniej­
sza od pewnego parametru & • Aby umożliwić sobie takie postę­
powanie, trzeba stosować złoty podział.
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Rozważmy równanie różnioowe

a Pk- 1 + Fk-2 * (1 7)

Jeet to równanie liniowe jednorodne o efcałyoh współozynnikaoli, 
z warunkami początkowymi F * ■ 1» Rozwiązanie tego rówim- 
nia jest jawnym wyrażeniem na k-ty wyraz oiągu Fibonaooiego.

Równanie oharakterystyozne tego równania ma następująoą 
poetaói

Л - Д - 1 =» 0,

A
1 + V F (18)

A oto rozwiązanie ogólne»

Fk - C1
1 + yfT

+ Cr
4  - l/5\k 

~ r ~  I (19)

Z warunków poozątkowych wyznaczamy stałe i 0^

+ c.
1 -  v 5

2

1 ■» V F

2

1 ,
V F -  1

2 V T

M  ( ^ к̂ и ( “г)к (го>
Oznęiozmy teraz T ■ ^ g = 1,6180...., zauWKżmy, że 

at - ~ . Wówczas

ęfc+1 - f - Q - M

V5 1
(21)
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Równanie fco nazywa flJ ę równaniem Luoasat 

Dla <1 иДуoli к mamy F^
T k+1

TT ■k- 1 1natomiast;1 к ----*—  = (22)
F *-к

Jeśli teraz L, = 1 podzielimy w stosunku f, to uzyska­
my złoty podział odcinka o długości 1, Postępowanie to możemy 
kontynuować, dzieląc w stosunku <c,.itd. Końcowy odcinek po 
n eksperymentach L = * (^)

#
Jn

ni u za pomocą złotego podziału wynosi:
Stosunek najmniejszego do Lf) uzyskanego przy szuka­

lin
nt-1 2

X  X

L* “ V 5 V '1 V5
1.1708. (PA)

n
L jest tylko o 17% większy od L*.

V/ ten sposób niewiele tracąc pozbyliśmy się głównej wady 
szukania za pomocą liozb Fibonaooiego.

2.». Minimalizacja funkoji n-modalnyoh

Przy optymalizaoji funkcji f(x) w przedziale nieokreślonoś­
ci g < x < h metodą liozb Fibonaooiego aakłada się jednomo- 
dalność funkoji oelu. Podobnie inne znane algorytmy opierają 
się na tym założeniu. Wówozas przez porównanie dwóch wartości 
funkcji f(x1| i f^ 2) można zmniejszyć odoinek £g, h]* W 
ten sposób można powiedzieć, że metody minimalizaoji za pomooą 
szukania bezpośredniego (direct searoh) sprowadzają się do po­
równywania i eliminacji.

Warto zastanowić się ozy metoda eliminaoji stosuje się do 
funkcji n-modalnyoh. Pod tym pojęciem rozumiem takie funkoje, 
których przedział [g, h]daje rozbić się na n przedziałów:
sl

Przy pominięciu wyrazu * i, który zazwyczaj jest o rząd wielkości 
mnlojszy od
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g < X < x1 ... xn-1 < X « h, n > 1,

takich, że w każdym z nich f(x) Jest jednomodalna. Można wów 
ozae znaleźć ekstrema tej funkoji przez zastosowanie algoryt­
mu Pibonaooiego albo złotego podziału w każdym z tych podprze 
działów.

Rozpatrzały przypadek funkoji dwumodalnej* Przedetawia Ją 
tysunek 8.

Ry«. 8

£,) • Xg - punkty lokalnie optymalne

Zauważmy, że przy oztereoh obliozoniaoh wartośoi funkoji 
można rozbić przedział nieokreślonoóoi tak, by w dwóoh pozo 
etałyoh do analizy odoinkaoh, zmiennej niezależnej, f (x) by­
ła jednomodalna*

Widać to z rysunku nr 9»

Zakreskowano tutaj tę ozęść pierwotnego przedziału, która 
podlega eliminaoji. Teraz w każdym z pozostałyoh przedziałów 
można zastosować optymalny algorytm minimalizaoji - metodę 
Pibonaooiego. W ogólnym przypadku nie możemy przypuszczalnie 
wyznnozyć optymalnego algorytmu według metody minimaxu jak w 
rozdziale 2.4. V
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Przypuśćmy, że w wyniku eksperymentów uzyskano monotonioz- 
nie malejący ciąg wartośoi funkcji f x . Niestety, nie będzie­
my wiedzieli jak przeprowadzić eliminację. Przekonuje nas o 
tym rysunek 10.

By*. 10
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Linią oiągłą naszkioowano możliwe przebiegi funkoji dwu- 
modalnej f x . Przy zwiększeniu liozby eksperymentów, gdy 
ciąg f X., ... f x^ będzie monotoniozny, w dalszym oiągu nie 
wiadomo gdzie znajduje się "garb" rozdzielający oba jninima. 
Kiedy jednak w oiągu eksperymentów pojawią eię dwie wartoś-
oi funkoji f, większe od wartońoi sąsiednioh - to można prze­
prowadzić eliminaoję. Widać to na rysunku 11.

Ry». 11
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2.9» Tnberpolaoja kwadratowa

Rozważmy funkoję f(x) określoną w przedziale [а, b] roz­
wijaj ną w szereg Taylora w punkoie o

***• są bo w.yrazy wyższego rzędu niż 3 względem /х-о/

Jeśli funkoja f(x) posiada w o ekstremum, to f*(o) a 0.

W dosbateoznie bliskim sąsiedztwie o, możemy pominąć wyrazy 
rzędu wyższego niż drugi oznaozająo

Wynika z tego, że w dostateoznie bliskim sąsiedztwie o może- 
my uważać f/u/ za parabolę .

Założenia przyjęte powyżej są bardzo ostre. Ogólność ioh

nas w poprzednich punktach. Jednak bardzo ozęsto w programaoh 
szukania ekstremum funkcji wielu zmiennyoh można przeznaozyć 
na każdy wyraz sekwencji szukania Jednowymiarowego tylko parę 
obliozeń funkcji. Wówozas z konieoznośoi aprpksymujemy funk- 
oję najprostszym wielomianem, któiy już posiada minimunij ożyli 
parabolę. Dokładne wzoiy interpolacyjne znajdują się na przy­
kład w [12 3, [53*

+ « • * •

f(x) = f(o) + _ 0) 2 + •••

Ot = f(o)

U я X - 0.

Otrzymujemy wówozas«

f /и/ я ос + fi u2 (2$)

znacznie ustępuje założeniu jednomodalnośoi omówionemuI przez

1 Postępowanie opiera się na założeniu, że f" (c) 4 O
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2.10. Podsumowanie

Szukanie położenia minimum funkoji jednej zmiennej przepro­
wadza się albo za pomocą aproksymacji tej funkoji przez funk­
cję analityozną zazwyozaj będącą wielomianem, albo metodą eli-- 
minaoji. Metoda eliminacji przez złoty podział lub liozby Fi- 
bonaooiego jest metodą optymalną w sensie £ -minimaksu^poję- 
oia wywodzącego się z teorii gier. Dzięki niej na przykład 
już po 6 ekeperymentaoh można 13 razy zmniojszyć przedział 
nieokreśloności. W praktyoznyoh algorytmaoh optymalizaoji 
wielowymiarowej najozęśoiej stosuje się aproksymaoję funkoji 
jednowymiarowej przez wielomian stopnia drugiego. Metoda ta 
wymaga tylko trzeoh wyliozeń funkoji, której minimum się poszu­
kuje. Oba podejśoia będą sprawdzane przy optymalizaoji nastaw 
regulatorów kotła energetyoznego.

3. METODY GRADIENTOWE
3.1» Metoda etyoznyoh równoległyoh
3.1ф1. W p r o w a d z e n i e

Przypuśćmy, że funkoja f^x^,..., =» f(x) jest api-oksy- 
mowana w pobliżu minimum, formą kwadratową!

f(x)* ф ( | )  + \ ^  ( * i  - ti) - l^)fld( t )  .

9

J
2

(x )  ’  t ( x ) '

W zwartej fonnie wzór powyższy przedstawia się następująooi 

f (x) » f ̂  + (z - | ) ' A (x - .

Zakładamy, że A - maoierz kwadratowa tej formy, o eleaen- 
taoh я 0,25 t dest maoierzą dodatnio określoną. Za­
łożenie to będzie obejmowało swym zasięgiem cały rozdział 3»
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Гот1,)ящу więo wyrazy wyższego rzędu niż drugi w rozwinięoiu 
f(x) wokół punktu | na szereg Taylora. Dla takiego przypad­
ku, zresztą ozęsto snotykanego w praktyoe, efektywne metody 
iteraoyjne podali» 8hah Buehler Kempthome [B] ora* Powell 
pi]# Prooedury te nazwanoi "Partan" - skrót do słówi parallel 
tangot - styczne równoległe.

3.1 .2. U z a s a d n i e n i e  i o p i e  m e t o d y
d i e  p r z y p a d k u  d w u w y m i a r o w e g o

Rozpatrzmy formę kwadratową dwu zmiennych

f(*i, *2 ) * f(-) ” ? R11 ( X1 + а1г(х1 “ i ^ x2 ” ? 2 )̂ +

+ } B22 (x2 -S2)2
Warstwioe otrzymujemy przez równania f a oons*»

Są ono w tym przypadku elipsoidami konoentryoznymi. Jeżeli 
punkty x,j i x2 leżą na prostej przeohodząoej przez mini­
mum, to styozno do warstwie w punktaoh x.j x 2 ~ n 1 112 8f* 
równoległe. Przedstawia to rysunek 12.

Dowód tego faktu można np. znaleźć w [0].

Opierając się na tym możemy podać skuteozny algorytm poszu­
kiwania punktu  ̂»

1# W poozątkowej aproksymaoji xQ obliczamy styozną ST Q.

2. Obliozamy minimum f(x) wzdłuż jakiegokolwiek kierunku 
nie leżąoego w 3TQ. Otrzymujemy punkt x2*

3. Przez punkt x2 prowadzimy prostą 1t2 || Jt0.

4. Szukamy min. f (x) wzdłuż STg. Otrzymujemy punkt

Uzasadnienie oznaozeń wynika z uogólnienia algorytmu na 
przypadek wielowymiarowy.
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B y * .  12

5. Prowadzimy prostą 31 ̂  przez Xg i x^«

Najniższy punkt na tej prostej jest szukanym minimum. Za­
uważmy, że kierunek pierwszy) który wybieramy dowolnie może 
byó kierunkiem - Vf«

Przedstawia to rysunek 13,

Jak z niego widać, wariant Partan pokonuje wydłużony grzbiet 
funkoji f(x) w oiągu 3 iteracji. Klaeyozny wariant najszyb­
szego spadku w analogicznej eytuaoji wpadłby w charakterys­
tyczne osoylaoje, co także pokazuje rysunek 1 3 *

3.1.3» P r z y p a d e k  w i e l o w y m i a r o w y
»

Sekwenoją poszukiwań jednowymiarowych, do jakioh sprowadza 
się Partan, dla przypadku n-wymiarowego podaje sohemat podany 
na rysunku 14i
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Ry*. 13

II *»«•••»**»-4

Rye.

Analogioznie jak w przypadku dwuwymiarowym rozróżniamy dwa 
rodzaje otrzymywania kierunków, w któryoh będziemy prowadzili 
szukanie jednowymiarowe i

a. prowadzenie etyoznyoh równoległyoh
b. kierunki przyspieszonego szukania wzdłuż grzbietu.
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Kierunki pierwsze uzyskujemy prowadząo etyozne przez punk­
ty с wakafcnikaoh parzystyohi ?2 P^..., Г2п-2. Kierunki z dru­
giej rodziny otrzymujemy, łąoząo punkty o wskażnikaoh parzys- 
tyoh z punktami o wskażnikaon nieparzystyoh o 3 większyoh niż 
analogiozne wskaźniki parzyste.

3.1.4. W n i o s k i

Metoda Partan jest prooedurą o zbieżnośoi kwadrato­
wej. Główną jej zaletą jeet siybkie pokonywanie hiperpowierz' 
ohni w postaoi długich, ale prostoliniowych jarów. Metoda może 
być adaptowana dla każdej funkoji jednomodalnej. W tym oelu po 
oeiągnitjoiu punktu x (patrz rysunek) należy zatrzeć infor­
macje x0* л 0 , i zrobić podstawienie,
i * 1 ,..., 2k i kontynuować prooes aż do osiągnięcia kryte­
rium końoa iteracji.

Niestety, metoda ta wymaga złożonego algorytmu i długiego 
ozauu obliczeń na uzyskanie płaszczyzn równoległyoh. Poza tym 
zbieżność Jest gwarantowana, tylko w przypadku dokładnej zna­
jomości pierwszyoh poohodnyoh funkoji f(x).

Omówienie wyników eksperymentalnych podaje Powell [4].

3.2. Metoda gradientów sprzężonych 
3*2.1. W p r o w a d z e n i e

Metoda ta podana została przez Hestenesa i Stiefela w 
1952 r. [1]. Posiada ona własność zbieżnośoi kwadratowej, 
przy ozym znajduje minimum formy kwadratowej w liozbie kroków 
lteraoyjnyoh nie większej od liczby zmlennyoh. Procedura Hes- 
tenesa i Stiefela po raz pierwszy zastosowana została do mini­
malizacji tego rodzaju funkoji, nadaje się jednak do każdej 
funkoji, której gradient jest łatwo dostępny.
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3»2«2. A l g o r y t m

a* Przypuśćmy, że startujemy od punktu зс0, będąoego pooząt- 
kową aproksymaoją minimum funkoji f /jf/,

b. Obił о вату V f  /xQ/,

°* 5l ■ i0 “ /?с/' Л1 wybieramy bak, by zminima­
lizować t/x^/, podstawiamy 1 • 1 (

d. Przypuśćmy, fi* po i krokaoh iteraoyjnyoh doszliśmy do 
punktu jęlt posuwająo się wzdłuż kierunku Obliozamy współ­
czynnik

2

|2 
•1 I

•• Określamy nowy kierunek poszukiwań 

3 V f t ♦ •

f. Krok Jest wykonywany w kierunkui

*i+1 1 2 t “ «i 
oc j Jest tak wybrane by zminimalizować f / ^ +«j/.

g. Następnie kładziemy i+1 « i i  rozpoozynamy od punktu d.

ф
3.2.3. W n i o s k i

Metoda gradientów sprzężonyoh jest jedną z najskuteczniej­
szy oh, gdy rozporządzany dokładną wartośoią» Vf(x). W więk- 
szośoi wypadków jest ona troohę mniej szybka niż metoda Da­
vidona. W paru przypadkaoh [9] [19Ц okazała się jednak bar­
dziej stabilna. Poza tym trzeba uwzględnić, że posiada ona 
znaoznie prostszy algoxytm organizeoji prooesu szukania [2]•
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3»3. Metoda Davidona

3.3*1 . W p r o w a d  z e n i e

PrzypuAćmy, że naszym zadaniem Jest znalezienie minimum 
funkoji f(x)t przy ozjra możemy analitycznie obliozyć gradient 
tej funkcji Vf(x) * g(^)* Рг2У założeniu, że f(x) posiada 
tylko jeden punkt ataojonarny będąoy minimum, zadanie minima­
lizacji sprowadza się do rozwiązania układu równaój

g(jS) ■ 0. (26)

W ogólnośoi równania te mogą być nieliniowe i aby je roz­
wiązać trzeba posłużyć się metodami iteraoyjnymi. Jedną z ta- 
kioh metod jest metoda Newtona. Opiera się ona na następują­
cym równaniu rekurenoyjnym

2 1+1 я *i “ AiŁ gi (2?)
-ita aproksymaoja rozwiązania układu równań nieliniowyoh, a

Si - i(Si) (28)
osnaoza gradient w punkoie 2^
A^ - maoierz Jakobiego funkoji wektorowej g(x)

Г a g ^ "
[ a j k ]  s

li*
i

Niestety, algorytm Newtona posiada słabe strony. Najważ­
niejsza z nioh to trudnoóó wyznaczania macierzy A^. W prekty- 
oe można okreólić Д tylko numerycznie, 00 zwiększa tu bardzo 
ozas obliozeń.

Poza tym algorytm Newtona ozęsto nie jest zbieżny do roz­
wiązania problemu . Z tyoh względów nie możemy go uważać za 
dobrą praktyocną reoeptę. Idea tego algoiytmu była jednak ge­
nezą nowoozesnyoh metod poszukiwania tzn. qv•.>чi-newtonowskioh
P3D.
1 -
Warunki zbieżności metody Newtona podane są w monografii Ostrowskle- 
(0 Rll. Zależą one od początkowej aproksymacji x° rozwiązania ukln- 
du g(x) ■ 0. Musi ona być dostatecznie bliska właściwemu rozwiązaniu, 
eo w praktyce jest trudne do osiągni«cia [21].
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Główną oeohą tyoh metod jest rekurenoyjne wyznaozanie ma- 
oierzy Jaooblego. Jedną z metod quasi-newtonowskioh szoze- 
gźlnie skuteozną Jest metoda Davidona [7].

3. 5.2 . K l a s a  m e t o d  q u a s l - n e w t o n o w -
s к 1 o h
jest aproksymacją rozważanego układu równań. Załóżny 

ogóinie, te
*i+1 " *1 + 4  ii (29)

gdzie t^ oznaoza pewien skalar. Wybór jego będzie przedysku­
towany dalej i zalety od poszczególnej metody.

Przypuśćmy, że maoierz jest aproksymaoją maoierzy Jaoo- 
biego po i-tym kroku iteraoyjnym. Wówosas przez analogię do 
algorytmu newtonowskiego możemy zapisać, że

fii ■ “ BIi §1 * ( ?0

Załóżmy następnie, te wektor jj jest funkoją zmiennej 
s kale mej t

2S ■ + t j^. (31)

g jest także funkoją t. Wówozasi
/

d g/ “ a g 1 ^  /„ 4
. .ii m ^  j) ■ 1 1 2 f • • • f U > /

dt 9 x k dt

W postaoi wektorowej powyższy układ przedstawia się nastę- 
pująoo

—  - A £l . (53)dt Ł d g
Jeśli mamy do dyspozycji dobrą aproksymaoję -ftp- , to 

otrzymujemy warunek, który musi spełniać macierz Jaooblego, 
Ponieważ chcemy aproksymować tę maoiera w punkcie xl+1, więc
i w tym punkoie trseba przybliżyć wartość -3$ .



Przypuśćmy, że rozwijamy na szereg Taylora
/ "\ d В в1+1 - e(tŁ - я±) + • ~  + Г • -i 2t (З*.

Pray założeniu, że»

lim "A--=i~ a o (3 5 )
P i « i l l  — o || P i B l |

||... || norma euklidesowa 

pomijamy wyrazy wyższego rzędu i wówozasi

§i+1 “ S ( 4  - ei) " ei ,A £i (5е )

Metody quasi-newtonowakle wykorzystują to równanie do stój 
niowej aproksymaoji maolerzy A

Andrzej MULAWA

Si+1 - fi ( Ч  - ei) " ei Bi+1 Pi W

Przy założeniu, że pominięte wyrazy rozwinięoia są doeta- 
teoznie małe, maoierz Bi+1 będzie dobrym przybliżeniem A.

Wprowadzimy jeezoze kilka oznaozeń. W trakoie algorytmu 
nie będziemy wyznaozali maoierzy B, następnie odwraoali ją 
by podstawić do wzoru(30). Zamiast tego będziemy od razu ob­
liczać

“i - - (5»)

oanaовmy także różnioę

?i - §i+1 ~ £ (tA - s (39) 

otrzymujemy 1 (30) (37) (33) (39)

PŁ - %  (40)

Hi+1 2 i * “ "i Pi* C*1)
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Równania powyżaze nie definiują jednoznaoznie macierzy 
Hlf1. Wybór równania maoierzowego określa metodę. Równanie 
to musi być tak dobrane, by były spełnione równości (39)(40) 

Bzozególnle efektywna metoda powstaje gdy równanie us­
talimy w postaoii

( « )

Łatwo sprawdzić, te zaohodzi (4l)t

" i i i  i l " i
« 1 И  li . ■ Hi  ? i  •  Ц -------------------  J i

ii “l i i

■ Hi lx " Hi li " ei ■ " "i h *

- " 4

p p t -i li
T

El h

7 i  “

, . .  Jill
1+1 1 m T

h  H i Ii L i  Za

3.3.3» A l g o r y t m  D a v l d o n a
Podamy teraz algorytm Davldona w zwartej formie. Prooes 

itoraoyjny rozpoozynamy mająo do dyepozyojl xQ - poozątkową 
aproksymaoję minimum oraz maolerz HQ. Macierz ta może być ma- 
olerzą jednostkową.

Przypuśćmy, że wykonano i-ty krok, w wyniku czego otrzyma­
no i-tą aprokeymaoję x^ g^ oraz H^.

1 . Obliozamy kierunek poszukiwania jednowymiarowego 1

P i »  gj. (4 3)

2. Wyznaoaaey minimum f wzdłuż linii xŁ + tp^. Otrzymuje­
my ti

3. Wykonujemy krok wzdłuż linii + tf^ o długośoi tŁ« 
Wówczas * Xi + t'iEi (^0
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4 .^Wyznaozamy maoierz H^+ t̂ я + B^, (45)
gdzie li

4  Ji i*
Oj. e " ”T -------  (4б)

Pi у

Bi

tl il 

Hi Zi3riHi

Zi Hi li

M

5. Naatępnie kładziemy i * 1 + 1 1 powtarzamy od pkt 1 
З.ЗЛ. W n i о в к i

W praoaoh [7], [13] udowodniono, że algorytm Davidona po- 
Biada własność zbieżnośoi kwadratowej^, ożyli wyznaoza mini­
mum* f 3 x *A x, w skońozonej liozbie kroków. Odpowiada to 
rozwiązywaniu liniowyoh równań. Poza tym na wielu przykładaoh 
[9] [10] przekonano się, że algorytm ten przewyższa pozostałe 
w wypadku#gdy g(x) fleet łatwo dostępne. Z tego względu w tego 
rodzaju przypadkaoh metodę Davidona stosuje się najozęśoiej. 
Gdy gradient f nie jest dostępny bezpośrednio, algorytm 
ozęsto zawodzi a nawet staje się niestabilny [19] •
' —1 jako Sj przyjęto tj. Możliwe jest postępowanie bardziej ogólne.

2 Według Fletchers i Powell* [7] własność zbieżności kwadratowej po­
siada algorytm, który znajduje z dokładnością do błędów zaokrągleń, 
minimum funkoji f(*) » х' Ад ♦ J« ♦ с (A aaciers dodatnio określc- 
ną), wykonując skończoną liczbę liniowych minimalizacji. Określenie 
to zostało przyjęte w serii publikacji dotyczących minimalizacji 
funkoji wleiu smlennych [4 И [9] [Ю].
Poza tya termin - zbieżność kwadratowa - występuje w następującym 
przypadku [iO]» Przypuśćmy, te rozważany proces iteracyjny xQ, x,.,
♦ *_* „ rozwiązywania metodą Newtona równania f(x) ш O przy 
warunkioh *'(*) < 0  xo < r  3tC **) * 0 f"(x ) > °*o
Proces ten posiada własność zbieżności kwadratowej, gdyż seohodzl 
związek!

,2 f" (0̂
V 1  - *n|< k1 |*n - V 1 I • **ш1* k1 “ * r

oras q(x)* * - t(x)/t'(x)

0*5Ił 4 o)|

W tej pracy termin - zbieżność kwadratowa - pokrywa alę a określeniem 
Fletohera 1 Powellu.
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4. METODY SZUKANIA BEZPOŚREDNIEGO
4.1. Metoda konfiguraoji
4.1.1. W p r o w a d z e n i e

Autorami metody eą< Hook i Jeeves [8]. Procedura opiera 
się raczej na intuicyjnyoh wnioskaoh niż na zależnośoiaoh ma- 
tematyoznyoh. Należy do algorytmów szukania bezpośredniego, 
ożyli nie wykorzystuje gradientu funkoji f(x). Pewne zgrub­
ne przybliżenie V  f uzyskuje się w tym wypadku metodą prób
i błędów.

4.1.2. O p i s  a l g o r y t m u

Przed rozpoozęoiem iteraoji ustalamyt
a. pierwszą aproksymację minimum

m .
3 т. i i xi

*=i

| 1 »»»«* n układ wersorów,

b. układ wektorów zaburzeń

-1 3 ^ 1  I 1 ^ 1 ” P^ien a góry dany skalar,
0. к - parametr będąoy liozbą naturalną.

Ustalamy zmienne bieżąoe 
i o 1 t1;J - t1o « x1

j » 0 

к a 0

1. Obliozamy ti;j przy j + 1 u ji
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-U

iid-1 + + « j) < f(*iJ-l) •

-1,1-1 “ -J K<ly f(-iJ-1 " $ a) < f(-iJ-l) <

< + £ j ) *

iij-1 8dy
f (-ld-l) < min + -i)* “ -d)

Obliczenia powtarzamy dla d a 2,..., n. W wyniku otrzymuda-
Sin
2. Kładziemy x±+1 » tln

3. Sprawdzamy ozy f(xl+1) < t(xL) ‘ Jeśli tak, bo skok do 
pkt 5. Jeśli nie, to modyfikudemy wektory zaburzeńi

łi
-k+1 

o fc+1 die 1 я i,..., п. Następnie kładziemyi

*i+1 3 *i k+1 ш k.

4, Sprawdzamy ozy к 4 К. Jeśli tak to kontynuujemy od 
punktu 1. Jeśli nie to etop. х^ я szukane minimum.

5 » i+1 * i, t^Q я 2x^ - Rozpoozynamy od punktu

4.1.3, W n i o s k i

Uetoda konfiguraodi była sprawdzana wielokrotnie, a wyni­
ki publikowano. Autorzy zastosowali d4 <1° optymalizacji ukła­
dów reaktora darowego. Poza tym uproszczony wariant ted me­
tody użyto w regulatorzo ekstremalnym "Opoon" finny Westing- 
house Corporation [14]* Regulator pomyślnie zdał egzamin przy 
optymalizaodi kolumn destylacyjnych.

Doświadozenia i analiza algorytmu wskazują, że przeprowa-* 
dza on ekuteozne poszukiwanie wzdłuż silnie krzywoliniowych 
wąwozów. Wadą prooedury Jest d«J powolność. Poza tym w lite­
raturze podano nieregularne powierzchnie taki oh typów, dla 
któryoh algorytm nie zdade egzaminu [8].
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4.2. Metoda Rosenbrooka
4.2.1. W p r o w a d z e n i e

Metodę Rosenbrooka [3] można uważać za modyfikaoję popular­
nej metody Gausea-Seldla. Różnica polega na tym, że w metodzie 
Gausea-Seldla układ współrzędnyoh pozostaje niezmienny w oią- 
gu oałego procesu iteraoyjnego, a w algorytmie Rosenbrooka po 
każdym kroku iteraoyjnym dokonujemy obrotu układu współrzęd­
nych.

4.2.2. O p i a  a l g o r y t m u

Przypuśćmy, że wyjściowym układem współrzędnych jest zbiór 
wektorów ortogonalnych i =» 1 » • »•* n. Przypuśćmy, że
długośoi ty oh wektorów są znormalizowane ||®i|| e 1* Oznaozmy 
ten zbiór przez { c^j * {li}̂  • i *> 1,..., n. W każdym 
kierunku przeprowadzamy eksperymenty, które dostarozają nam 
lnformaoji o charakterze zmian funkcji f(x).

W tym miejsou rozohodzą się drogi metody Rosenbrooka i me­
tody Davisa Swanna Campeya [10]. W tej drugiej prooedurze ob- 
lioza się za pomooą interpolaoji parabolioznej przybliżoną lo­
kalizację minimum funkoji f^x +A przy zmianaoh Й . Otrzy­
mujemy wówczas wartość Л я d^.

W metodzie Rosenbrooka dla każdego kierunku wyznaoza
się parametr d^. Na poozątku ustalamy dj. » 0, Pierwszy ekspery­
ment polega na wykonaniu kroku o długośoi e^ a e£ w kierunku 
 ̂ Jeśli krok był pomyślny, to w następnej iteraoji 

di “ di + ®i' 6i " ei cc > 1, Jeśli krok był niepomyśl­
ny to ej a /5e£ 0 < fi < 1 ,

Parametry ej, oc , /b są ustalane przed startem programu. 
Wybór dokładny opiera się na intuicji. Ustalanie wielkośoi 
d^ przerywamy, gdy dla wszystkioh kierunków po kroku pomyśl­
nym nastąpił krok niepongrślny.
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1. Po wyznaozeniu zbioru parametrów można przystąpić 
do obrotu układu współrzędnych. Rotaoja ta opiera się na pro­
cedurze Grama-Sohmidta [/lj# i} Jeet wyjśoiowy zbiór wer- 
#orów ortogonalnyoh«

2. Pierwszy krok polega na wyznaozeniu zbioru wektorów | ĄŁ| 

^i ’ di ii + d2 iz + **• + dn In •

-2 я d2 i  2 + + dn i  n »

А я d i 0 •-n n i n

3. Po wyznaozeniu układu wektorów i ■ i,...,a okreń-
(.amy nowe wersory £ * ortogonalne względem siebie

-1 я ±11»

t 1 —1ę e ----  normalizaoja,
'  Ы
?2 = ~2 “ -2 ii li •

* n -  i :  *„ i j  i ]  • 
j=»i

Następnie prooedurę się powtarza od pkt 1.

4.3.3. W n i o s k i

Metoda Rosenbrocka i zbliżona do niej metoda Davisa 8war 
na Compeya (w skróoie DSC) była wielokrotnie sprawdzana w 
praktyoe [8] [9] [Ю] . Dużą ze.letą obu metod jest to, że w 
prooesie szukania nie wykorzystują one wartośoi poohodnyoh
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funkoji f. Poza tym eksperymenty wskazały na dużą niezawod­
ność tyołi meOod. Bardzo rzadko natrafiono na przypadki, gdy 
algorytm Hosenbrooka nie odnajdywał minimum. Metoda DSC oka­
zała się pod tym względem słabsza.

Jeśli uniwersalność jest zaletą procedury Rosenbrooka, to 
szybkość stanowi jej słabą stronę» Zwykle trzeba wykonać dużą 
liozbę wyliozeń f(x) » by znaleźć się w minimum, dużą w porów­
naniu z metodami Powella lub Davidona. Trzeba jednak podkreś­
lić, że metoda Rosenbrooka szczególnie skuteoznie pokonuje 
niersgulamośoi w postaoi parabolioznie zakrzywionyoh jarów.

Przykładem takiego ukształtowania powierzohni może być 
funkcja Rosenbrookał

f(x1t x2) = 100 (̂ x2 - 2 - X1)2 .

4.3. Metoda Powella-Zangwilla
4.3.1. W p r o w a d z e n i e

W 1964 roku Powell [5] podał bardzo efektywną metodę szu­
kania bezpośredniego, wykorzystująoą pojęoie kierunków sprzężo- 
nyoh. Au bor podał dowód zbieżności kwadratowej tego algorytmu.
W dowodzie tym tkwił błąd, który zauważył Zangwill. Zmodyfiko­
wał on algorytm Powella tak, że ten nowy algorytm zwany prooe- 
durą Zangwilla posiada własność zbieżnośoi kwadratowej [6j.

4.3.2. M e t o d a  P o w e l l a

Nieoh ^1,..., będzie układem wersorów wyjśoiowyoh, a 
nieoh xQ będzie poozątkową aproksymaoją minimum f(x).

1. Dla г я 1 , 2,..., n obliczyć Л г minimalizujące
/

f (^r-1 + Лг i r ) 1 położy6 5r “ *r-1 + Лг ir
2. Dla г я 1 , 2,..., n-1 żaetąpić £r przez | r+1 i zas­

tąpić  ̂n przez Хц - xQ.
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3. Wybrać minimalizujące + ?n “ 2S0 j *■ zastąpić xQ
przez xQ + - xQ) i skooeyć do punktu 1 .

Metoda Powella opiera aię na następująoych twierdzeniaoh i 
założeniaohl Nieoh f (x) = s x ' A x  + b x  + o X€-En będzie do­
datnio określoną formą kwadratową. Forma taka na pewno posia-

* —1da jedno minimum w punkoie x =* -0.5 A b. Dwa kierunki p i 
q e En nazywamy wzajemnie A-sprzężonymi, gdy p' A q = 0. Za- 
ohodzą wówczas dwa twierdzenia!

Twierdzenie 1. Jeżeli q^,..., q^ • m 4 n są zwrotami wzajem­
nie sprzężonymi, to minimum funkoji kwadratowej f(x) w prze­
strzeni m-wymiarowej zawierającej punkt xQ, można osiągnąć 
drogą tylko jednokrotnego szukania minimum f(x) wzdłuż zwro- 
tów q/|, • • •,

Twierdzenie 2. Jeżeli xQ jeet lokalnym minimum f(x) wzdłuż 
zwrotu q oraz x,j jest także lokalnym minimum wzdłuż zwrotu 
q, to kierunek x^ - x0 •J®8*' kierunkiem sprężonym do q.

Stosująo te dwa twierdzenia, Powell wyprowadził swój algo­
rytm minimalizaoji funkoji kwadratowej. Nie wziął jednak pod 
uwagę, że zwroty q^,..., q m $ n mogą wyznaozać tylko pod- 
przestrzeń Em przestrzeni ir1 i znalezione minimum będzie odpo­
wiadało najmniejszej wąrtośoi f(x) w Em , a nie w oałej prze­
strzeni En . Przykładem funkoji, której, algorytm Powella nie 
może zminimalizować, jeatt

f(x, y, z) *(x - у + z) 2 + (“X + у + z)2 + (x + у - z)2i

4.3.3» A l g o r y t m  Z a n g w i l l a

Należy tak zmodyfikować algorytm Powella, by zwroty sprzę­
żone q^ ..., qn mogły być rozpięte na oałej przestrzeni En ,
oo oznaoza, że zbiór q^ i a 1 ,..., m musi być zbiorem wekto­
rów liniowo niezależnych.

Nieoh £r, r » 1,..., n będzie poozątkowym zbiorem wersorów
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1. Nieoh będzie dany punkt oraz zbiór n wersorów 
{ l l }  r a 1,.... n. Obliozyć Д ° minimalizujące
f 1 C - n  +  A S i i  )  1 P ° ł o i y ó P ? + 1  -  й  ♦ A J  |  2  .  U s t a ­
lamy t «s 1 i rozpoozynamy iterację od к • 1.

к—Л с к2. Iteracja ki p  ̂ | , r * 1,..., n są dane. Znaleźć or 

minimalizujące f ( pK *  •»)• I
3» Określić

t + 1 gdy 1 < t * n,
1 gdy t a n«

Jeżeli «  / 0 to pj « p^” }̂ + ос o^. Jeżeli « a O powtórz
prooedurę od 2. Jeśli kroki 2 i 3 będą powtarzane n razy pod k-1rząd, to p£+,j j*et szukanym minimum.

4. Dla r a 1,..., » oblioa minimalizujące

f (si-1 + Л £ l i )  1 «definiuj
к к j к с к

Er 3 Er-1 + A r ! r *

Niech
к
n+1

/ к  „k- 1 \ / I) _k k- 1 II
\Pn  “ ?n + 1 ) / ii iTn ~ Pih-1 II *

Określić A ^+1 minimalizujące f (pjj + Л £+1 £ J+1)
к к ч к с кi położyć pn+  ̂ a pn + A n+  ̂ ę n+^. Następnie zdefiniować

| a 1 ,̂/j r a  1 ,»..» n, a potem skoczyć do 2 zaetępu- 
jąo k+1 przez k.

Zauważmy, że kroki 2 i 3 przeszukują wartości f(x) zawsze 
wzdłuż tyoh samyoh kierunków. Zapewniają one nastąpienie mo­
mentu końoa prooesu. Punkty dalsze to organisaoja prooesu 
szukania według metody Powella. Ponieważ przestrzeń Б11 jest 
rozpięta na zbiorze i = 1 ,..., n, więo zbieżność dla funk­
oji kwadratowej jest zapewniona.
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Uzasadnienie wyboru tej metody jako podstawowego algoryt­
mu optymalizaoji kotła energetycznego podaję w podsumowaniu.

5. OGRANICZENIA 
5*1» Wprowadzenie

Dla metod gradientowych skutecznym sposobem optymalizacji 
z ograniczeniami jest metoda gradientu z projekcją. Metoda ta 
nie daje elf adaptować na bezpośrednie metody szukania. Można 
wówczas pozbyć się ograniozeń przez odpowiednie transformacje 
zamieniające problem z ograniozoniami w przestrzeni X  na 
problem bez ograniozeń w przestrzeni V. .

5.2. Transformacje

Rozpatrzmy problem minlmalizaoji funkoji f(x) ■ f(x.],x2,xj) 
przy ograniozeniaoh O < x^ 4 x2 4 Rozważmy dla tego 
przypadku transformaojet

my
prieevrzenx u.

W problemach programowania nieliniowego mogą być użyteczne 
następujące przekeztałoeniat

x2 * U1 + U2’ 
x3 « U2 ♦ uf + Uj

1 . X1 ■ U2,
i2. Х1 a

3. - |и1(,

4. я Sin2 ,
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Pierwsze trzy zapewniają, że x^ jest nieujemne, podozaa 
gd,y os l;atnie dają się stosować gdy O * x.̂  * 1. W praktyoe naj- . 
ozęśoiej spotykamy ograniczenia w postaoi g.̂  < х^ 4 h^, oo 
oznacza, że obszar dopuszozalny sprowadza się do n-wymiarowego 
sześcianu.

Za pornooą transformacji

pozbywamy aię ograniozeń. W pierwszym z nioh талу do ozynie- 
nia z rozwiązaniem okresowym. W przestrzeni Un pojawi eię 
oiąg minimów. W praktyoe jednak kroki algorytmu szukania nie 
są tak duże, by prowadziły do skoków od jednego minimum do 
drugiego. Wszystkie wymienione transformaoje eą tego rodzaju, 
że otoozenie punktu х с En (En - przestrzeń euklidesowa) 
przechodzi w otoozenie punktu u e U n . Przy czym Un jest to 
przestrzeń otrzymana przez transfonnaoję przestrzeni En.

Ogólnie rzeoz biorąo, transformacje stosuje się w proble­
mie optymalizacji nie tylko by pozbyć się ograniozeń. Prooes 
szukania jest najłatwiejszy, gdy warstwice wokół minimów są 
zbliżone do okręgów. Przez odpowiednie *miany skal można ргк«> 
kształoić np. warstwioe nieregularne na kołowe.

Większość metod szukania zakłada, że f(x) w pobliżu mini­
mum ma szybko zbieżny szereg Taylora. Należy więo wybierać 
takie zmienne niezależne, przy który oh założenie to jest speł­
nione» Ilustruje to przykład [8] i

*i =• Sj. + ( h.( hi ’ «i.)

cp (p, t) = y0 [ 1-a (p - p0) 2 - b (t - t^ 2 ] ,
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У =><♦» ( п  , Ь) • yQ £l-a (еЛ - Р(̂ 2 - b(b - tQ) 2 j,

Wygodniej rozpatrywać Jest problem w przestrzeni p, t niż 
w przestrzeni ЗГ , fc, gdyż w tej pierwszej otrzymujemy bar­
dziej regularne wyrażenie na y.

$.3» Przykłady

Powróćmy do zastosowania transformacji, by pozbyć się ogra­
niczeń. Opiszemy kilka przykładów napotykanyoh w literaturze
[9] [15].

Obliozmy minimum f ■ - Xg Xj przy ograniozeniaohi

0 < x1 < 42,
O < x2 < 42,
0 < Xj < 42,
O < + 2x2 + 2xj < 72.

Rozwiązanie» f » 3, 456 przy x^ ■ 24, x2 ■ 12, Xj ■ 12.

Możliwą transformaoją jest układ 
x1 * X<|,

- X2 ,

x3 - г (X3 ‘ *1 ' “ ą)-

0 < Ł, « 42,
0 < X2 < 42,
O < X? < 72.

Następnie pozbywamy się ograniozeń przez zastosowanie 
transformaojl

X1  » g4 ♦ (hŁ - gt j sin2 T 1.
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Zastosowanie transformaojl nie spełnia jeszoze warunku 
> O. Przy > O x2 > O program szukająoy minimum ni* 

może wyjść poza ograniozenia.

Przydatność te(;o rodzaju transformaoji badano w [8]. Okaea- 
ło się, że przez ioh stosowanie problem szukania znaoznie się 
ekróoił dzięki metodzie Powella, która właśni* może działać
tylko przy braku ograniczeń.

5.4. Ograniozenia przy metodach gradientowyoh

Dla metod gradientowyoh Istnieją trzy efektywne sposoby 
pokonywania problemu ograniozeńi '

a. funkoja kary [16] [18] »
b. metoda zygzakowata [18] t
o. metoda gradientu z projekcją [16] •

Metoda zygzakowata [18] Jest metodą bardso powolną. Z tego 
względu prawie nie stosuje się jej w praktyoznyoh algorytmaoh. 
Metoda gradientu z projekoją wymaga dość skomplikowanego algo­
rytmu i działa pewnie przy liniowyoh ograniozenlaoh. Metoda 
funkoji kary może być stosowana zarówno do metod gradiento­
wyoh jak i do prooedur szukania bezpośredniego. Wadą tej meto­
dy jest jej pewna nieokreśloność я doborze stałyoh oharakt*ry­
zuj ąoy oh algorytm.

6. PODSUMOWANIE

Powszeohnie przyjętym kryterium wyboru algorytmu optymali- 
zaojl statycznej jest ozas praoy prooedury. Zamiennym wskaź­
nikiem jakośol jest ilość obliozeń funkoji f(x). Wynika to * 
tego, że wyliczanie wartośoi f(x) trwa przeważnie dużo dłużej 
niż organizacja prooesu szukania.

W literaturze podano w pozyojaoh [2] [9] 00] wyniki ekspe­
rymentów z różnymi programami przy stukaniu ekstremum hiperpo- 
wierzohnlt
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a, Parabolioznej doliny Roeenbrooka (1960)« 

t m 100 ^ X g  - x f ) 2 +  ̂1 - x^ 2 ,

x0 " (" 1*2» 1»0)*

b. Wąwozu hiperbolioznego Platohera i Powella (1963)« 

f » 100 [^x3 - 10e) 2 +(r - i)2J + x2,

X^ ш Г 008 2 or 0 ,

X2 ■ г Bin 2 3T 9 xQ a (- 1,0,o). 

о» Funkoji Powella (l962)i

t + 1 0 x g ^ 2  + 5  ^ X j  -  X4^ 2  + ( ^ x 2  -  2 x ^ 4

+ 10 ^x1 - x4)4 ,

* 0 * Ь \  -1 » 0» l).
d. Funkcji o zmiennej liozbie argumentów Powell-Fletoher 

(196?)I

n

ia1
Ei - Ż  ( am  flin«d + Bij ooe« О  

j»i

|2 I

Aij ®i1 liozbami pseudoprzypadkowymi z przedziału 
[- 100» 100].

Warunki poozątkowe wybrano w poetaoi oc^ + <5̂ ,
i a 1 f...f n gdzie oc^ reprezentowane są przez liozby rzeozy- 
wiste z przedziału С— OT » ЭТИ a S   ̂ przez liozby pseudo- 
przypadkowe z przedziału .

Eksperymenty te wskazują generalnie na przewagę algoryt­
mów posiadająoyoh własność zbieżności kwadratowej. Spośród 
tej klasy programów, wyróżnić jeszcze można algorytm Davido­
na i Powella-Zangwilla. Są one w przeważająoej liozbie przy­
padków esybss* od poaoetalyah.
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Jak zaznaozono we wstępie oelem opracowania był wybór od­
powiedniej metody optymalizacji regulaoji kotła energetyczne­
go f(x). Kryterium wyboru stanowi liozba kroków iteraoyjnyoh 
algorytmu aż do ohwili znalezienia 6 -nowego otoczenia stre­
fy minimum f(x). Ponieważ o funkoji oelu kotła energetycznego 
nie wiele wiadomo (poza tym, że jest oiągła) więc do optymali­
zacji wybrano metod? Powella, która nie musi aproksymować grâ  
dientu funkcji f. Poza tym studia Broydena i Barda wskazują 
na przypadki, w któryoh algorytm Davidona jest niestabilny 
[19].

Eksperymenty wykazały jednocześnie duże zalety prooedury 
Roeenbrooka. Chociaż algorytm ten nie posiada własnośoi zbież- 
nośoi kwadratowej i jest metodą powolną, to jednak bardzo pew­
ną. We wszystkich rozpatrywanych przypadkaoh osiągano za pomo­
cą tego programu minimum funkoji wielu zmiennyoh. Opierająo 
się na tym, postanowiono sprawdzić przydatność algorytmu Rosen- 
brocka przy optymalizacji kotła energetycznego, w wypadku gdy­
by zawiodła metoda Powella-Zangwilla. Z metod nie uwzględnio­
nych w tym opracowaniu na uwagę zasługuje jeszoze metoda sim­
pleksu [14] , adaptowana do przypadków nieliniowych. Jak spraw­
dzono metoda ta bardzo szybka dla dwóch i trzeoh zmiennyoh 
niezależnych, zupełnie zawodzi przy zwiększeniu liozby argu­
mentów funkoji f(x) [9]•
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ПРОСМОТР МЕТОДОВ ПОИСКА ЭКСТРЕМУМА ФУНКЦИЙ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ

Резюме
Работа является просмотром алгоритмов поиока наибольшей 

и наименьшей величины функций определённых на подмножествах 
Евклидова пространства.! Рассмотрены лишь детерминистские 
алгоритмы, использующие величины функции и величины её гра 
диента, численно заданные или учитивающие только величины 
функции. Обсуждённые методы применяются чаото для статичес­
кой оптимизации промышленных объектов. Более детально расс­
мотрена в отатье статическая оптимизация котла электростан­
ции.

A REVIEW o r  METHODS OF SEARCHIRQ HART VARIABLE FURCTIORS OF EXTREMUMS

Suamary

The paper is a review of algorithas of searching the biggest and 
the saallest functions value determined oa subsets of Euclidian spaoe. 
Only deterministic algorithms are considered that are aaking uss of the 
function value and its gradient valve given numerically, or taking lrt> 
to account only the function values. The discussed aethods are often 
used to static optimisation of industrial objeots. The paper oonslders 
the static optlaation of a power boiler aore in detail.
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