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ALGORYTMY, VII, Ne 12 (1970), 5-20

ON REGULAR VAN WIJNGAARDEN®"S
GRAMMARS

by Marek GLOWACKI
Received December 15th* 1969

This paper concerns a certain class of grammars
of the formal languages as it was introduced by
Van Wijngaarden (1968) for the syntax descrip-
tion of algorithmic language ALGOL 68. A cer-
tain subset of this class, named the class of
regular Van Wijngaarden®s grammars, is con-
sidered. It is proved that the class of lan-
guages generated by regular Van Wijngaarden®s
grammars coincides with the class of context
sen«J tive languages.

TABLE OF NOTATION

denotes the set of integers, including zero
|A| denotes the number of elements in a finite set A

A* denotes the set of all words over an alphabet A, includ-

ing the empty word denoted by e,

all occurences of the letter x by the word w
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1. INTRODUCTORT CONCEPTS

We shall use the conoept of a oontext sensitive and oon-
text free languages in the sense given by Ginsburg (1966a).

DEFINITION 1. A linear bounded automaton (abbreviated 1ba)
is a 5-tuple A=(, T, ¢ , qQ, F) <= where

() Q is a finite, nonempty set (of states),

(in) T is a finite, nonempty set (of inputs), where
Qn T =0

(iif) 5 1is a mapping of QxT into the subsets of

QxTx {-1,1,0},
(iv) % 1s an element of Q (the start symbol),
) FsQ (the set of final states™ .

The formalism involved in describing the movement of an
Iba is now given.

DEFINITION 2. A configuration of the Iba A = (Q,T, 8,q0,m
is a word in T*QT*. Let \j- /or Kj- when A is understood/
be a transitive closure of binary relation F defined on
T*QT* as follows. For u, v arbitrary elements of T* and o iIn
T, write

@) ucpav ugobv if$ (a) contains (g,b,-1),
(in) upav ugbv ifEB(pwa) contains (?

(iin) upav } ubgv if3 (p,a) contains (q,b,l1j.
This definition and its Interpretation were given by Ginsburg
(1966b) .

A word wcT+ is acoepted by an lba A if for some ucT+
and pcF we have qQw (J- up- The set of words aooepted by A
is denoted by t(a)-

A set X is a oontext sensitive language if and only if
there is an lba A such that t(a) = X (Ginsburg®s theorem,
1966b) .
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2. VAN WIJINGAARDEN"S GRAMMARS

The definition given below somewhat differs from the ori-
ginal Van Wijngaarden®s one. The formalism involved i1a simi-
lar to the well-known Backus notation.

DEFINITION 3. A Van Wijngaarden®s grammar (abbreviated

v-graramar) is a 7-tuple G = (M, V, T, B, ,\T 6) , where

©O) M is a Finite set (of metanotions),

(i) V is a Finite, nonempty set (the alphabet of no-
tions) ,

(iin) T is a Finite, nonempty set (of terminal letters),

(iv) B contains two different elements (notion boundary
markers). In this paper we always assume that
B ={<,>} ,

v) M, V, T and B are pairwise disjoint,

(vi) RM is a finite subset of Mx (vum)* . Each element

(m, p) of Ry is called a production of metalanguage
and is written m -»p.

Before defining the remaining elements of G we introduce
tho following terms* each element of PN a { X s x =<y>, with
ye (Mu V)+) is called a protonotion of G and each element of
N= (x !x =<y>with ye V+} is oalled a notion of G. Eaoh
element of (mul)* or (UuT)* is oalled a list of protono-
tion or list of notions respectively.

vli) R™ 1s a finite, nonempty set of pairs (p, 1), p in
PN and 1 in (PNuv)*. Each element (p, 1) of R®
is called production of language and is usually
written p»l.
(viii)  is an element of N.
For eaoh v-grammar G let {Gm}meM be a family of context
free grammars, where Gm a (muV, V, R m).

DEFINITION 4. a) A production r»k is said to be an exten-
sion of production p*l provided pjl a r»k or r»k =
= Sub (p»I, m— v) for some melanotion m and some v in L(Gm).
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b) A protonotion r is said to be an extension of protonotion
p 1if a production rie 1is an extension of p«e.

DEFINITION 5. A production pil is the terminal production
of the grammar G if there exist productions pMjIn, .. .pk»lk 3
3 ptl such that (i) p~ LU 1is in and (ii) Pl+1«li+l is an
extension of P*»” for each 1 s 0,1,...k-1. The set of all
terminal productions of grammar G 1is denoted by Pq.

DEFINITION 6. The set of protonotions generated in G by
protonotion p 1is the least set PN(p) such that* (i) p ie
in FNGp ){ (i1) if r is in w(p), then any extension of r 1is
in PN(p). Instead, the set of notions generated in G protono-
tion p is the set N(p) 3 FN(p) n N.

Remark that the sets Pq, Pw(p) , N(pJ are recursive be-
oause they are generated from some initial words by substitu-
tion of a number (less than IMI) of words belonging to some
oontext-free languages. For each context free grammar, it ie
recursively solvable whether the language generated by this
grammar is Finite or not. Hence, it is recursively solvable
whether sets PG, PN (p), N(p) are finite or not for eaoh
protonotion p.

DEFINITION 7» For given v-grammar G let => (or —>
when G is understood) be a transitive olosure of binary rela-
tion => defined on (Nul)* as follows. For I,k in (HuT)"
Kk => 1 if there exist k®, kg, k™ In (“Nul)* such that

(i) 13kjkgKk,.,

i) k= k"pkj,

(ii1) pskg i1s a terminal production of G (is in PQ).

DEFINITION 8. If G 1is a v-grammar, then the subset of
T* L(g) a [x€01* i1 0==>xJ 1is called a language generated
by G.

LEMMA 1. For eaoh v-grammar G there exists a v-grammar H
such that L(g) a1 G¢) and £ 1is not in b(Hy) for each meta-
notion m of H.
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Proof» Let G= (v, V, T, B, Riii, R*tc]be a v-gram-
mar. Sinoe Gfll is context free for each m Iin M, It IS recurs-

ively solvable whether e 1is in not (Ginsburg,
1966a). Furthermore (Bar-"Hillel, 1964) we can effectively
construct a set suoh that for eaoh G™ a (wuTl, V, R™, m)

(m in II) we have 1(G") = ~(M0L) “ G*

let Ha (m,V, T, B, R, r£, fF),.where r£ is the least
set such that (i) R”™ includes R™ (ii) if p:l is in R® and
m is a metanotion such that € is in v(G_), then rtk a
= Sub {’\pil, m —*'€} is iIn ” provided r i-s in PN and K 1is
In(-UruT)*>_*

For given sets M and RL the construction of R”™ is effect-
ive .

Note that eaoh production in R 1is in R* or it oan be
received from some production belonging to R™ by using num-
ber substitution of the form m —"mc . Thus, PG includes Pg.
The reverse inclusion is obvious, ,from whioh 1 @) a 1 (h) and
the lemma holds.

LEMVA. 2. For each V-grammar G there exists a v-grammar H
such that 1(@) a 1(h) and for each metanotion m of H the
language L(Hm) is infinite.

Proofs Let Ga (m, V, T, B, Rji, R, 6) be a v-gram-
mar. For each grammar Gm (m in m) it is effectively solvable
whether L~Gm) is finite or not. Hence, we can effectively con-
struct sets:

Fa {meM : L”Gm) is finite] a [m, ..., n™]
L~ o« LAGm~A) for 1 = 1*»e*»n

and the sequence RQ**»*»Rn defined as follows* let RQ = R"
and for 1 a 1,...,n let R™ a £sub(p:I, M — - w)s w€L™ and
P*I€Rj_,j]- In (Ginsburg, 1966a) is proved (lemma 1.4.7) that
it is effective to construct the set of production R™ suoh
that for eaoh G* r(iuT - F, V, R/, m) and for eaoh m in M - F
iU, b(<En)= H 1
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LetHa (m - F, V, T, B, R®, Rn,B) . Then, for each meta-
notion m of H, b(Hw) Is infinite. It iIs easy to see that
PG = because the construction of R™ consists of number
substitutions which generate the set of terminal productions
of G. Then1(h) =1 (@Q)-

5. REGULAR VAN WIJINGAARDEN®"S GRAMMARS

It is knovm (Sintzoff, 1967) that, in general, the lan-
guage generated by a Voi Wijngaarden®s grammar may not be re-
cursive.

To individuate nontrivial olass of v-grammars generating
recursive languages a notion of a regular grammar is intro-
duced. The class of regular v-grammars is somehow analogous to
the o0la33 w-regular grammars introduced by Mazurkiewicz (1969).

For v-grammar Ga (M, V, T, B, Rjj, R®, 0) let D and L be
mappings defined as follows.

D s (MuVuTuB)* — X
D(s) = 1(s) for 3 e (MuVutJd%
D(b) SD(c) =0 for beB,
D(v)= D(u) + D(v)for u,v, £ (MuVuTuB)*.

L s ((PNuD*- T
L =70
LOCO al for xePNuT,
L(uv)= L(u) + L(v) for u,ve (eNo T)*

DEFINITION 9. A v-grammar G is said to be regular

ifm—»v is in Hpg, then v 46 ,
if p*l is Iin Rl, then W e i

)] for each production p:1 in R and m in M, if L'\®,)
is infinite, then m ooours in 1 at least as
many times as in p,

-\

~ A A
-\
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(v) for each production pir in R®, if r is in PNuT
and N(p)is infinite, then D(p) ™~ D™r).

According to the note following definition 7* for eaoh
v-grammar G effectively solvable whether ( 1 ( i v ) holds
or not,

LEMMA 5. For eaoh v-grammar G = (m, V, T, B, R®, R™,6)
there exists a regular v-grammar H = (m#, V, T, B, R®, RE»0)
suoh that

(1) PH = PG,

@) ifm—-—>wis inR* thenw / e ,

G) if pil is in Rl then1 4c ,

™-) for eaoh production p*l in r£ every metanotion whioh
ooours in p also occurs, at least as many times as in 1,

(5) for eaoh produotion pir in r£ such that r e FNuT, p
is a notion or D(p) < D(r).

Proo ft It immediately i&risee from Lemma 1. We oone-
truot H by elimination of metanotion whioh generate finite
sets and by number extensions of produotion to perform /5/*

Let H3 (", V, T, B, RY, rE, 6) be a v-grammar such that
2),---, () hold and let a~, sH be numbers definixig by equa-
tions:

aH

max { D(p) > | ptl is in R£j
sH

max | D(p) tptr in r€ and p, r in nj
by definition aH, sH we have

() if stl is in RE, then D(s) $ D(I) +aH
(7) for p,r in PNu T, if pir is iIn r£, then
d(p) « max [sH, D(r) }

Remark, if conditions (6), (7) respectively hold for
s:1 ¢ r£ and p*r r£ then for each nonempty v in V* and m
in M* we have



12 Marek GLOWACKI

D(Sub (s,m— )) < D(sub (I,m-*v)) + aH
D(Sub (p,m —*v)) 4 D(sub (r,m —*V))

It implies the following lemma

LEMMA 4. If H is v-grammar such that (2Y¥,..., (5) hold,
then for each terminal production s:1 in Pg, D(s) 4 D({l) + aH
and for each production pir in PH such that r is a single no-
tion (r in Hul) we have

D (p) « max [sH, D(N}

LEMMA 5* For eaoh regular v-grammar G there exist numbers
a™, Sj, such that

() if 1=>k and L(1) < L(K),then D(I) < D) + aQ

(@ if 1=*k and L(1) » L(k), then D(I) < max {sG, D(k)}

Pro o f: Let H be a grammar defined in proof of Lemma 3

and let a» = a”, sG = s™. Since PH =Pq, we obtain (7) and
(B) from Lemma 6 and Definition 8.

LEMMA 6* For each regular v-grammar G there exist numbers
aQ, Sqg such that

(10) if 1=k, then D(I) < L(k) aQ + max [sq.

Proof: Let G be a regular v-grammar. If 1=>k, then
by definition 8 there exists a sequence 1Q, kQ, 1, k~,...,
In, kg "0 4 n <b(k)) with the following properties!

Xo 3 :
N => k" and bAM”™) s L~), 1 =0,1,...,n

KA —> "1 and LAkM)  ACTIHD* A = 0,1, . #n-1

k= k

Prom Lemma 5 there exist numbers aG, 85 such that
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d(1)) « max [sG, D(kjJ} , =0,1,...,n

AK) *O0H) +ao . B -oa. .

Collecting these inequalities together we obtain
D) :+ aQ.n + max [sG, D(k} < Lk)aQ + max (sG, D(K}

THEOREM 1. For eaoh regular v-grammar G there exists num-
ber bQ such that x is in 1 (@) if and only if Xx 1s generat-
ed by using productions belonging to set

Pg(x) “ (P!l b PO *4 P).« bG 4 x) 4 1)« bG 1()OI

Pr oo ft Let G be a regular v-grammar and let x be in
1(g)- Prom Lemma 6 there exist numbers aQ, sQ such that in

derivation o x we use only those productions ptl ePQ
which perform

D(p) « L(X) aG + max (sG, D)} and D(1)4 L(x)aQ+max {sG, D(x

Sinoe x s in T\ then L(x) = D(x) = I(x) and we have!
D(P)” L(x)aG + max JsQ, 10| < (aG+HD) 1)+ sG*(aG+BG+) 1(x)
D(I)N (G + sG + 1) 1(x)

It may be that v-grammar is not regular beoause the con-
dition (i) is not satisfied but, instead, the following one
holdst

(v) for eaoh metanotion m such that e 1is in 1) and
for eaoh production p*r in P such that r is in PNul,
m ocours in r exaotly as many times as in p.

For suoh a grammar, there exists a regular one \Aylj1gene—
rates the same language. We oonstruot it by using the method
given in the_proof of Lemma 1* Below, grammars performing
(ii),...,(v)will be also called regular. The grammar being
regular in this sense IS one in the proof of
the next theorem.
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4. REGULAR v-GRAMMARS AND CONTEXT SENSITIVE GRAMMARS

THEOREM 2. For each linear bounded automaton A there
exists the regular v—grairanar G suoh that T@ =L ¢)*

Proof» LetAa(q, T,s ,9Q, F) be an lba. Let 6 be
a new symbol. For eaoh element a in T, let a be an abstraot
symbol and let T#* {a : aeT] . Let G = (m, Q,uT u{e},
T#*{< #>} * %» rlI»<6>), where M » {WORD1, WORD2, LETTER} ,
RN contains the following productions:

LETTER —* a for each a In T*
WORD1 —* LETTER WORD1

WORD1 -  LETTER

WORD1L - £

WORD2 — - WORD1

and for p,g iInQ, s,z in T,

/1/ for eaoh p in F, R contains <C>! <WORD1 p>

/2/ it (q,s,l) 1is in fTi(p,z), then RN contains
<WORD1 3 g WORD2> : <WORD1 p z WORD2>
if (g,s,-1) 1is in6(p,z), then R oontains
< WORD1 g LETTER s WORD2 > s <WORD1 LETTER p 2 WORD2>
if (g,s,0) 1is in 6 (p*z), then R™ oontains
<WORD1 g a WORD2> » <WORD1 p z WORD2>

/3/ moreover, R~ contains the following produotionai
<qQ WORD2> t <6 WORD2>
<¢ 3 WORD2> t s <6 WORD2>, for each s in T
<B B> : s, for each s 1iIn T.

For an arbitrary word x, let x be the word obtained from x
by replacing the oocurenoe of any aeT by symbol a. The set
of terminal productions, obtained from productions given by
/3/* contains productions which allow for doing a derivation
<gQ x> => <c x> x (for x in T*).

Remark that if we have a notion of the form <qQx>and re-

lation >=> a holds, then a - a x> or a » <5>,
where o \-£ qOx.
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In the First case, there exists just one derivation
< €c X> => X, In the second case, to derivate <5> we
must use a terminal production obtained from a production
given by (2). Hence, x 1is in L@ 1if and only if
<G> JJ, <qQ X >. Productions given by (I) are used only
once in each derivation, so that each derivation is of the
forms <6> <y p> <% * > *=> x* Therefore we have:
X is in L(g) if and only if there exist y iInT* and p in
F such that <y p> =S <qQ x> .In this derivation we use
only terminal productions obtained by extension of productions
defined in (2). Remark that if <c”> s <c2> is such pro-
duction, then 02 * cl and inversely. Henoe,.<y p> =><qQx>
if and only if qQ x Fg yp. Therefore, x is in I(g) if and
only if x is in T(a). It is easy to verify that G satisfies
(ii)-(v).so that Theorem 2 holds.

THEOREM J. For eaoh regular v-grammar G the language L(G)
is oontext sensitive.

Proof: It is known (Kuroda, 1964) that language X
is oontext sensitive if and only if there exists an lba
A=(C,2 o {#] »S’1 q0. f) with the following properfciess

(OX =T

@) # 1is not in X .

@G) IfF~(p,#) contains (g, b, n), thenb = #
@ TA) =#X#.

To prove the theorem it suffioes to construct an Iba A
satisfying (1)-(4), for X a 1()-

Let G =M, V, T,{<,>] -%*%,* 6) be a regular v-gram-
mar and let x be in 1(g)- Then there exists a sequenoe
XQ =0, x1,..., xn = X such that x» => x™1 by using pro-
duction p* i Iy* in PG (i = 0,..., n-"1). By Theorem 1 there
ie an integer bg such that for arbitraiy x in L (@ we haves

DXD) A bG M x» APi)~ 26 1(x) * D) ~ G 1(X)*
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If protonotions of G are regarded as words in alphabet in-

cluding sets M, V, T and {< *>] , we haves

G) 1(xt) § 3bQ 1), I(Pi)4 3 bG 1(X), 1(4 )< 3 bGIX).

Hence, during a derivation of x in Gt we operate on words
satisfying (6)* Now we construct an Iba A performing t@) =

» 1(g)>.

Let alphabet

of A i”olude set T and contain auxiliary
symbols of the form:

w
n

where s is In T and w,..., wn are arbitrary words in 21
not longer than 3«bG, (n = IMI + 3).

Let x = be the initial word on tho tape of A. Afc

first, if x is In T* the automaton transforms its configura-
tion from qQ# x #tot

D o000 D
D o000 @

This transformation may be done by lba by using some num-
ber of auxiliary symbols and states. From this time onward

there will be auxiliary symbols on the tape of A. Therefore,
eaoh configuration will be of the form:
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Let X = X = Y]*=* s, R} = s 1f«.*,n) _.Lba A
can be regarded as a machine transforming words XfR1,...,Rn
in X/.

After the above initial movements we have:

) X=%Xx, RlL=0 ,Rg=R*= ... =Rn - e

Now we give a flow diagram (Fig. 1) for the machine which
operates on words X, R1,eee»Rn satisfying (6) on start.

(X =x) a(ri=0) a(r2=R3=e) n ~ A

1V e

F

for 1 = 4, ,h s Ri:=wi,
with in
Fa ~RMsSR™ in R™ n in
R2 ::Subl\R2 R “"%
R3s=Subl R5,™ — R4)

FNn (CjAoO\j n (~"2:R3 is an
sxtension of some produc-
tion in Rr)

RG ==8UbC Ro 4y — A R FA(i~1 Ri in 4 G)j 4 R2sR3. i3Sn

jl= i

Rj! SUb(RS*mn _ARJ extension of the antecedent
a2:sb)

Fa (RArRyis a terminal production”
R2 to R™ in R1

Fig. 1
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To substantiate this construction we use Floyd®s method
(Floyd, 1968). According to this, to each line of the flow
diagram there is assigned a predicate. If this assignment
satisfies the conditions given by Floyd, the machine at-
tains the terminal mode only if the relation given by the ter-
minal line predicate holds.

The machine described by the diagram should be regarded as
a nondeterministic one. The precise meaning of the node in-
structions 1is now given.

(i) *RR s= p; R = 1, with pil in R causes the transform-
ation of words R2 Rj into words p,l respectively (p:1 is an
arbitrary production in RY). If p or 1 is too long (longer
than 3bG 1(x) the result is undefined).

(ii) "for i = 4,...,n: Rl =w", with w, in L(,”™)" causes
the transformation of RL into some w” in L(G"j , for each
1ls Ll 74

We establish that M = m~,_...,mn and = Gm . If. some w
is longer than 3bQI(: ), the result is undefined*

(ifti) "Rgjs Sub”, mi¥- rJ; R?:=Sub”™, mtx—- rJ"
causes the transformation according to definition of Sub. The
result is undefined if after the substitution we shall obtain
a word longer than 2be 1(X). "

(iv) "Rg to RJ in R™' causes the substitution of word RM
instead of some occurence of R2 in R If after this operation
R™ is longer than 3bG I(x) the result is undefined.

All above operations and also the testing of condition
RN = Xmay be done by using linear bounded automaton. Deriva-
tions of the words of a context free language (ii) and substi-
tutions (iii), (iv) by Iba was used in (Kuroda, 1964). There-
fore, the machine may be an lIba. It is easy to verify that
predicates assigned to the lines of the diagram satisfy Floyd"s
conditions. Hence, the machine obtains the tenninal node only
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if 6 = RN = X = x} holds, i.e. only if x is in1(@)-
On the other hand, if x is in 1(g), then the maohine simulat-
ing a derivation of x also attains the terminal node. Henoe,

I @) is maohine aocepted and the theorem holds.
Prom Theorems 2 and 3 we have the following result:

THEOREM 4. The olass of languages generated by regular Van
Wijngaarden®c grammars ooinoides with the olass of context
sensitive languages.
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. O PErYNAPHON FPAMMATWKE BAH BEWHIAPLEHA

Pe3ime

PaboTa OTHOCUTCH K HEKOTOPOMY Knaccy rpamatuk dopmanu-
30BaHHbIX A3bIKOB cornacHo BaH BuHrappedy (1968) ans onuca-
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HNUA CUHTaKcuca anroputmuyeckoro Asbika A0 68. Paccmatpu-

BaeTCs MoAcxema 3TOro Knacca, TaK Ha3biBaeMblii Knacc perynsp-
HOW rpamMmaTuku BaH BuuHrapgeHa." [OKa3aHO, 4TO KNacC SA3bKOB

CO3/aBaeMuiX perynspHbiMu rpamatukamu BaH BuuHrapgeHa cosna-

JaeT C Knaccom A3bKOB YYBCTBUTE/IbHbIX K COAEPXaHMi.

© Instytut Maszyn Matematycznych
Warszawa, ul. Krzywickiego 3"
AM.
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STRUKTURA PODGRAMATYK GRAMATYKI
BEZKONTEKSTOWEJ

Jan MAEUSZYNSKI
Prace ztozono 12.3.1969

Praca zawiera definicje podgramatyki gramatyki
bezkontekstowej. Na zbiorze wszystkich podgra-
matyk gramatyki bezkontekstowej definiuje sie
dziatania sumy i1 iloczynu. Uzyskuje sie w ten
spos6b algebre, ktora jest strukturg.

1. WSTEP

W praoy [4]] zostato wprowadzone dla oeléw praktyoznyoh
pojecie podgramatyki gramatyki bezkontekstowej. Obeonie roz-
szerzymy nieco definicje podgramatyki i na zbiorze wszystkich
podgramatyk dowolnej gramatyki bezkontekstowej okreslimy dwu—
argumentowe dziatania sumy i iloczynu. Wykazemy, ze otrzymana
w ten sposob algebra jest strukturg.

2. PODGRAMATYKI GRAMATYKI BEzZKONTEKSTOTEJ

Stowem a nad alfabetem V nazywamy dowolny skonozony oiag
symboli, z ktdérych kazdy ualézy do skonozonego zbioru V.Zbioér
wezystkioh stéw nad alfabetem V oznaozamy V*.

Definicja 1
Gramatyka bezkontekstowg G nazywamy ozworke G * (v,T,P,B),
przy czym»
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V jest alfabetem gramatyki,

T s V nazywa sie alfabetem teiminalnym,

Pc (v-T) xVx jest skonczonym zbiorem produkcji,
B s (V-T) nazywa sie baza.

Zapis u ~ oznaoza, ze (u, e P; u nazywa sie lewa
strong produkcji, | prawa strong produkcji. Mozna wykazac
[51 ., ze definicja 1 jest réwnowazna (w sensie klasy genero-
wanych jezykéw) ogélnie przyjetej [IJ definicji gramatyki
bezkontekstowej, wedtug ktdérej baza gramatyki jest zawsze
zbiorem co najwyzej jednoelementowym. Zauwazmy, ze defini-
cja 1 obejmuje przypadek gramatyki bezkontekstowej o pustym
alfabecie, ktdrag bedziemy oznaczali O (0,0,0,0) i nazywa-
i gramatyka pusts.

Nastepnikiem dowolnego elementu aeV w gramatyoo
G = (V,T,P,B) nazywamy kazdy taki element b eV, ze istnieje
produkoja postaci a -*ubv e Va.

Definicja 2

Domknietym podalfabetem gramatyki bezkontekstowej
G =(v,T,P,b ) nazywamy taki podzbidér alfabetu V, do ktérego
wraz z kazdym elementem nalezag wszystkie nastepniki tego ele-
mentu w gramatyce G.

W szozeg6lnosoi zbidr pusty oraz kazdy podzbiér alfabetu
terminalnego dowolnej gramatyki bezkontekstowej jest domknie-
tym podalfabetem tej gramatyki.

Lemat 1

Suma Z domknietyoh podalfabetéw X 1Y gramatyki bezkon-
tekstowej G jest domknietym podalfabetem tej gramatyki .

Dowdd. Przypusémy, ze lemat 1 jest falszywy. Istnieje wow-
czas element be (v-Z), ktory jest nastepnikiem w gramatyce G
elementu a e Z = XuY. W przypadku gdy aeX, X wbrew zatoze-
niu nie jest domknietym podalfabetem gramatyki G. W przypad-
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ku, gdy acl otrzymujemy sprzecznos¢ z zatozeniem, ze Y jest
domknietym podalfabetem gramatyki G. obdo.

Lemat 2.

Iloczyn Z domknietych podalfabetéw X 1Y gramatyki bezkon-
tekstowej G jest domknietym podalfabetem tej gramatyki .

Dowéd. Przypusémy, ze lemat 2 jest fakszywy. Istnieje wow-
czas element be (v-2Z), ktéry jest nastepnikiem w gramatyoe G
elementu be Z = XnY. Wynika stad wbrew zatozeniu, ze zardéwno
X jak 1Y nie sg domknietymi podalfabetami gramatyki G. Wobec
tego lemat jest prawdziwy, obdo.

Definicja 3
Podgramatyka gramatyki bezkontekstowej G = (v ,T,P,b ) nazy-

wamy gramatyke bezkontekstowg H a (vH, TH, Pu, B"), o nastepu-
Jacych wkasnosoiachs

Vg  jest domknietym podalfabetem gramatyki G,

TH 3 TnVH*
pH-Uunm»0 «* | u€vh}*
BH = (BnVH)u {aeVH | 3 ge*}

L, HeP-%
Z definicji 3 wynika nastepujacy wazny wniosek:

Wniosek 1

Kazdy domkniety podalfabet dowolnej gramatyki bezkonteks-
towej wyznacza jednoznaoznie pewng podgramatyke tej gramatyki.

3. ALGEBRA PODGRAMATYK

Dana jest gramatyka bezkontekstowg G = (v ,T,P,b ) . Ozna-
czymy przez s (g) zbidr wszystkich podgramatyk gramatyki G.
Zbior ten jest oozywiscie niepusty 1 skonczony.
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Definicja 4

Jezelil F = (vp,TF ,PFtBF)e s @) oraz H = (vH ,TH ,PH ,BH)eS(G)
to podgramatyke K = (Vk»tk>*£*%) e SG™ talc3i ze vk = VFuVH
nazywamy sumg podgraiaatyk F i H 1 zapisujemy to w nastepujaoy
sposobt K: FTH, a podgramatyke L = (vl ,TL,PL,Bl) € S(G) ta“
ka, ze = Vj,nVg nazywamy iloczynem podgramatyk F i1 H i
zapisujemy to w nastepujacy spos6b* L = F /1 H.

Twierdzenie 1
Skonczona algebra (s(@),T , 1) jest struktura.

Dowdd. Nalezy wykaza¢, ze spednione sg aksjomaty struktury
tj. dla dowolnych X, Y, Ze s{) zaohodzis

1. X 1(Y1z) = @¢LY) 1 z,
2. XT(YTZ) = (xty)T Z,
J. XIY = YJLX,

4. XTY saYTX,

5. XIX = X,

6. XTIX =X,

7. XX (YT X) =X,
8. X1 (Y1X) s X

Wykazemy, ze spedniony jest aksjomat 1. W tym oelu na mo-
oy wniosku 1 wystarczy udowodnié¢, ze VXj*(y 12) = ~"(XAY)A Z*
VXI(YAZ) =VXn(WnVz) = (wXnWw )N ~Z = V(XiY)l Z*

W analogiczny sposob, przez wykonanie odpowiednich dziatan
nad alfabetami mozna wykaza¢ speknianie pozostatych aksjoma-
tow. obdo.

Dla dowolnego a€V zdefiniujemy indukcyjnie domkniety pod-
alfabet

1. aeNG ,
2. jezeli ueN&, to kazdy nastepnik elementu u w gramaty-
ce G nalezy do N’&’_ ,
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5. Zadne inne elementy nie nalezg do zbioru Nd

Jak wida¢ zbioér NW jest najmniej licznym domknietym pog'
alfabetem gramatyki G zawierajacym element a. Kazdy zbior Ng
lev wyznacza pewng podgramatyke A™e S (G). Zbidr wszystkich
podgramatyk gramatyki G oznaozymy a (g)-

Twierdzenie 2

Kazda niepusta podgramatyka Xes(G) jest sumg skonozonej
liczby podgramatyk ze zbioru a (g)-
Dowdd. X = vy Al obdo.
levx

Powyzsze oczywiste twierdzenie pokazuje zwigzek miedzy de-
finicja podgramatyki podang w pracy (4J i definicja

Wprowadzone pojecia zilustrujemy przykfadem pochodzgcym

z pracy

Przykdad 1

Dana jest gramatyka bezkontekstowa G = (v, T, P, B)t
=Jwsmiab 1 *+}»

={ab ; *+},

={w—sw—w;mw—w;S S— i+I m>*-I*i i~-a i-»ib i- ia],

= W)
Okreslimy zbi6:.* S (@) = a(g)ue(g)i

w T H<
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Zbior h(g) zawiera gramatyke pustg oraz 27-6 podgramatyk,
ktoryoh alfabety ag wszystkimi dotyohozas niewymienionymi pod
zbiorami alfabetu terminalnego gramatyki G, a zbiory
produkcji tych podgramatyk sg zbiorami pustymi.

4. ZAKONCZENIE

Z twierdzenia 1 wynika, ze na zbiorze s@) okreslony jest
czesciowy porzadek. W pracy [V] wskazano, ze porzadek ten
moze by¢ wykorzystany dla usprawnienia prooesu analizy syntak
tycznej. Dzieki znajomosoi struktury gramatyki mozna bowiem
w niektdorych przypadkach rozbi¢ proces analizy na poszczegol-
ne etapy oraz wyznaczyC ozynnosci, ktore moga by¢ wykonywane
jednoczesnie. Uzyskuje sie tez na ogdt dodatkowe warunki ko-
nieczne, ktore pozwalajg usprawni¢ wykrywanie bteddéw syntak-
tycznych.

Wydaje sie, ze badania struktur gramatyk bezkontekstowyoh
mogdyby doprowadzi¢ do sformutowania pewnych kryteridw opty-
malizacji gramatyki bezkontekstowej pod wzgledem utatwienia
analizy syntaktycznej.
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CTPYKTYPA NMOATPAMMATX TPAMMATWKIN HENOCPEACTBEHHBIX
COCTABNANLNX

Pestwme

PaboTa cogepxuT onpegeneHue noArpaMmmaTuku rpammaTuKu
HENOCPeACTBEHHLX COCTaBNAWWAX. Ha MHOXecTBe BCEX MoArpamma-
TUK rpaMmMaTUKK HENoCPeACTBEHHbIX COCTaBAAWWMX ONpefensieTcs
onepauuu 06beuHEHUs W nepeceyeHus. Takum onocobom nony-
yaeTca anrebpa aBnapWasca CTPYKTYpPOil.

THE LATTICE 0? CP-GRAMMAR SUBGRAMMARS

Summary

The paper contains the definition of CF-grammar subgrammar.
The operations of union and Intersection are defined on the set of
all CF-grammar subgrammars. In this way one obtains the algebra

whioh is a lattioe.

© Instytut Maszyn Matematyoznyoh

Warszawa, ul. Krzywiokiego 34
AM.
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ON CONVERGENCE OF A RANDOMIZED
OPTIMIZATION PROCEDURE

Ryszard ZIELINSKI
Received December 2Ist,1968

A randomized optimization procedure is
considered, and the Theorem of Driral
and Hans [1] 1is generalized.

Let X be a set and T a real valued funotion on it. It
is assumed that T 1is bounded from below and the problem is
to approximate the point in which T achieves its minimum.
In applications it is assumed that the function T 1is un-
known but its value oan be calculated accurately in any point
xeX. The following minimum seeking procedure is considered*
choose xQe X at random; 1if points xQ, x*,..., xn are oho-
sen, choose a point 6 x according to a probability dis-
tribution depending on the points xQ, x*,..., xn and values
T(xq) , T/)),---, “(xp)» is expected that - under appro-
priate conditions Imposed on the sampling - the sequence {
tends to the point in which the funotion achieves minimum.

In [1] the problem is formulated as follows*

Let (a, 6, ja) be a probability space, xX»*) a oeasur-
able linear space, R the 3pace of real numbers and N1 the
6 - algebra of all Borell subsets of. R. Let T be a measur-
able mapping of (x,jf) into » Let £>0 be a Tixed
number. Let bl . na 1,2,..., be a sequence of independent
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identically distributed random variables #-*-X. The follow-
ing procedure is considered:

(W) = x0 for every o ei
(xqg being an arbitrary point in X),
@), i FT@O +gl®@)» T(Fn (0)) - e,

© =
awl fa () + Sn &) , otherwise, )

fninsa 1,2,..., being random variables { -»X,
In [1] the following theorem is proved:

Theorem. If for every xeX and for every S >0

A {w T X+ S1(«) « TO + >0, ()

where TQ T(X), then {fn} tends (in any topology iIn-
troduced in the space X) with probability 1 to a random
variable fQ which has the property

p [o:T (FQ (P« TQ +e}= 1. ®)
Let us denote

Aga™"x T *TQ +e} .
We shall prove the thesis of the theorem changing the con-
dition (2) into the condition: for every xeX\AQ wo have:

JXEG : T(X+ gl W<TE®-Lj >0. G")

Proof. To prove the sure of convergence of the sequence
[fnd in any topology - see [1]. We shall prove, that fQ @)

satisfies (3).
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Let ua denote
Al = (x I TQ+1le< TX) 4TQ+ (D EJ , 1 =1, 2»». .

Obviously we have

e
A,nA. s If 1/ j and U A, = X.
1 =B i=0

Consider the sequence of random variables
hn (0) =1 if n () e A4.

Because of independence of gn the random variables
form a Markov chain with states 0,1,2,... and transition
probabilities P/Mj» for which in view of (Nt

PId =0, 1f 1< poo =1, @
and in view of (@ Ot
pN <1, 1if i >1. G)

From (4) and (6) we conclude, that the state 0 Is an ab-
sorbing barrier and all the remainder states are transient
ones. Thus the chain hn (w) aohieves the state 0 with pro-
bability 1 independently of initial distribution of U (j)-
So we have tT(QEP)) i TQ+£) =p [xdi Q) e A0]=
= :hQ (w) = o] al, g-e.d.

Referentka

[i] DRIML M., HANS O.s On a Randomized Optimization Procedure. Trans-
actions of the Fourth Prague Conference on Information Theory,
Statistical Decision Functions, Random Processes. Publ. House
of the Czech. Acad, of Sc., Prague 1967.
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0 CXOIMMOCTIA OJHOrO ANFOPATMA CNYYAMHOrO MOUCKA

Pe3ime

PaccmoTpeHa ofHa CTOXacTuyeckas npouesypa OnTUMUA3aLuu
W ykasbniBaeTcqd 0606uWeHne Teopems [Jpumng - Tadca [1].

© Instytut Maszyn Matematycznych
Warszawa* ul. Krzywickiego j4
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O PEWNEJ METODZIE GENERACJI WSPOLRZEDNYCH
PUNKTOW ROWNOMIERNIE ROZMIESZCZONYCH W
KOSTCE N-WYMIAROWEJ

Stanistaw BUDKOWSKI
Prace ztozono 8 marca 1969

Opisano metody generacji wspodrzednych punktéw
réownomiernie rozmieszczonych w kostce n-wymiaro-
wQj oparte o wykorzystanie cigglego 1 niecigglte-
go odwzorowania odcinka [0,1] na kostke n-wy-
miarowg [O,Ijn. Punkty odcinka okreslone sg
ciggiem liczb zdotych. Praca stanowi kontynu-
uje opracowan H. Steinhausa i Z.Zubrzyckiej,
ktéorzy podali metody generacji wspétrzednych
Punktéw réwnomiernie rozmieszczonych odpowied-
nio w odcinku oraz w kwadracie.

Opisana metoda zostata m.in. wykorzystana do
realizacji ciggu punktow probkowych w algoryt-
mie optymalizacji ukdadéw logicznycn metodg Sle-
pego przeszukiwania przestrzeni zmiennych decy-
zyjnych.

1. WSTEP

Rozmieszczenie punktéw w kostce n-vymiarowej jest rowno-
mierne, jezeli liczba punktéw znajdujacych sie w dowolnie wy-
branym podzbiorze tej kostki jest proporcjonalna do objetos-
ci tego podzbioru.

Znana metoda generacji wspodrzednych punktéw réwnomiernie
rozmieszczonych w przestrzeni n-wymiarowej polega na kolejnym
generowaniu liczb losowyoh o rozkkadzie réwnomiernym i utoz-
samianiu grup n takich liczb ze wspodrzednymi punktédw w kost-
ce n-wymiarowej. W przypadku tej metody przekonanie o roéwno-
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miernosci rozmieszczenia punktéw oparte jest na wykonanyoh
testach statystycznych dla generatora liczb losowych.

W artykule niniejszym opisano metody generacji wspotrzed-
nych punktéw réwnomiernie rozmieszczonych w kostce n-wymiaro-
wo,J oparte na wykorzystaniu liozb zdotych. Stanowi to konty-
nuacje pracy H. Steinhausa [i1J, ktéry podat takg metode dla
kostki 1-wymiarowej (odcinka) i pracy L. Zubrzyckiej M . Kkto-
ra podata taka metode dla kostki 2-wymiarowej (kwadratu).

Wspotrzedne punktéw moga by¢ generowane zardéwno przy wyko-
rzystaniu speojalnego programu dla maszyny cyfrowej jak i przez
stosunkowo prosty uktad elektroniczny.

Opisana metoda generacji wspodrzednych punktéw zostata za-
stosowana do optymalizacji ukdadéw logicznych [5], [9]-

2. ALGOJEttTM GENERACJI DLA ODCINKA [o,I]

Il Steinhaus zauwazy# E]. ze postulat réwnomiernego roz-
mieszczania punktow mozna spekni¢, wybierajac jako kolejne
punkty kolejne reszty modulo 1 z wielokrotnosci dowolnej licz-
by niewymiernej v. Kolejne punkty sa wiec zadane przez kolejne
wyrazy nioskoriczonego oiagu ktérego h-ty wyraz opisany
jest zaleznosciag

zh = h*v - E(h*v),|zh = [0,1], E - funkcja entier. O]

Rownomiernos¢ rozmieszczania punktéw wynika z wkasnosoi
ekwipartycji liczb niewymiernych sformutowanej w 1911 przez
W._Sierpinskiego w postaci nastepujacego twierdzenia:

Dla dowolnej liczby niewymiernej v i dowolnego pododcihka
J c fo,1J o dbugosoi |J|, jezeli

Zit= h*v - E(h»v) ®

oraz L(m,j) = card {z» : O<h*m, 2z”e Jj,
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to spedniona jJest nastepujaca relacja graniczna

tin S0 5y )

m. 0.0]

Innymi stowy dla dostatecznie duzej liczby préb B, liczba
generowanyoh punktéw ciggu 2z~ wpadajacych do dowolnego pod-
odcinka Jc[o,1J jest wprost proporcjonalna do ddfugosci tego
pododcinka oraz - co nalezy podkresli¢ - nie zalezy od poto-
zenia tego pododcinka w odcinku [O,1]. Jak wida¢ ciag z" jest
réwnomiernie rozmieszczony w odcinku [O,I]»

Opierajac sie na oszacowaniu podanym przez A.Ostrowskie-
go [6]

IL M3) -mIJ] |* 36 M log m, W

stusznym dla m > 10 oraz przy zatozeniu, ze mianowniki roz-
winiecia liczby niewymiernej v na udamok 4ancuchowy nie
przekraczaja pewnej liczby M, H.Steirjhaug zaproponowat, aby sa
liczbe niewymierng przyja¢ liczbe ztotgl z 3 » =
0,618033»== dla ktérej M * 1. Jak dotad nie ma dowodu na to,
ze nie istnieje taka liczba niewymierna, ro6zna od liczby zto-
tej, dla ktdorej ekwipartycja bedzie lepsza tzn. wyrazenie /4/
nie da sie oszacowa¢ lepiej z gory2. Weddug H. Steinhausa jest
jednak wysoce prawdopodobne, ze takiej liczby nie ma.

3. ALGORYTM GENERACJI DLA KWADRATU [0,132

L.Zubrzycka pokazata spos6b réwnomiernego rozmieszcza-
nia punktéow w kwadracie oparty o ciagte odwzorowanie odcinka
na kwadrat. Podany algorytm przejscia od kazdej kolejnej licz-
by zh (h = 1,2...) na pare liczb (Kj, k]), ktéra opisuje
punkt w kwadracie bedgoy obrazem punktu z odcinka jednost-
kowego, sktada sie dla kazdego h z 3 krokow:

Liczba ztota wynika ze zdotego podziatu odcinka jednostkowego na
dwie czesci z i 1-z, tak aby 1:z = z: (1-zj.

Ildentyczny wynik otrzymuje sie, jezeli za liczbe niewymierng przy-
jac¢ liczbe srebrng bedaca uzupeinieniem do 1 liczby zlotej.
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1. Rozwiniecia liczby z™ w systemie dziewigtkowym

@

Zh = b\ ~ ")

2. Zamiany kolejnyoh cyfr dziewigtkowych aw (w = 1,2,...)
na pary cyfr trojkowych fwl, Jw2; jwl, *w2 = {0,1,2}
wskutek czego zh reprezentowane jest przez ciag cyfr
trojkowych (@Gfil ji2 ~21 jp2 72

5. Przyjecia

o ©

Poniewaz krok 2-gi w cytowanej pracy nie jest podany ex-
plicite podamy ponizej\pedny opis analogioznego algorytmu tzn.
réwniez opartego o ciggto odwzorowanie odcinka i-l na kwa-
drat [0,1] 2, a roézniacego sie od podanego przez L.Zubrzycka
tym, ze otrzymane wspodrzedne k”, k2 sg przedstawione w po-
zycyjnym systemie dwojkowym, a nie trojkowym.

Poniewaz wiekszos¢ obecnyoh maszyn cyfrowych wykorzystuje
dwéjkowy system zapisu liczb, wiec algorytm taki jest bardziej
przydatny do zastosowan, praktycznych.

Ciagte odwzorowanie odcinka na hwadrat, na ktdérego podsta-
wie podany algorytm generacji wspotrzednych punktéw rowno-
miernie rozmieszczonych w kwadraoie, buduje sie w sposob nas-
tepujacy N *

Podzielmy jednostkowy odcinek T na 4 réwne czesoi T¢':| , T,[_]L,
Tg, TJ (indeksy dolne okreslaja kolejnos¢ ich wystepowania
na odcinku T od lewej do prawej strony). Podzieliby kwadrat
jJjednostkowy A na 4 rowne kwadraty AQ , A,L]i A%, Aj
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(rys. 1. odcinki oraz kwadraty A" @G €fo0,1,2,3}) nazywac
bedziemy odpowiednio odcinkami i1 kwadratami pierwszego przy-
blizenia. Podzielmy nastepnie kazdy z odcinkéw pierwszego
przyblizenia znowu na 4 rowne odcinki 1 oznaczmy odcinki czes-

oiowe otrzymane z podziatu odcinka Tq przez TjL, Tq2,
Tq3, z podziatu odcinka T2 przez t|O, tJ,, t]2, T i wresz-
cie z podziatu odoinka przez T™Q, , 172, T3 .
< A\ Al
a; 4

Rys. 1

Szesnascie tak otrzymanych odcinkéw T%Ot..., IRE nazywa¢ be-
dziemy odoinkami drugiego przyblizenia. Podzielmy obeonie
kazdy z czterech kwadratéw Aq, A™, A2, A na cztery kwadra-
ty - otrzymamy 16 kwadratéw drugiego przyblizenia, przy czym
kwadraty A”™ , Ag2, Aq3, A" sg™zawarte w kwadracie pierwsze-
go przyblizenia , kwadraty”™A10,MA11, A"2 , A3 - w kwadra-
cie Alt kwadraty A™ , A2-» Agg , A2] - w kwadraoie A2 i wresz-
cie kwadraty A™0, A3l , al|2» w kwadraoie A?.

Oznaozmy przez

AY 2.0l @DF 12 -l 2>

Istnieje naturalnie kilka innych sposobéw rozmieszczenia kwadratéw
Aj. aJ, Ag, A" « kwadracie jednostkowym A niz to zostato pokazane
na rys. 1.
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pewien odcinek (n-1) -szego przyblizenia. Wtedy odcinki n-te-
go przyblizenia zawarte w tym odcinku (n-1)-szego przyblizenia
mozna oznaczyC jako:

&y T@je. . 000 e=.
T o otgeee@rn—1 000 eee 06)
T CCAOLG***@n—1 ~(Deee

N N dpe«e 500 e«
Przyjmijmy, ze

0*1a2a3 ***an)"  *j = *n*5}

jest rozwinieciem w systemie pozycyjnym o podstawie +4 pewnej
liczby k

n
K=T o . .43 ©)
3=0 "I

Wtedy TJ oznacza k-ty odcinek n-tego przyblizenia. Ustalny,
ze kolejnos¢ wystepowania 4n odcinkdow n-tego przyblizenia na
odcinku jednostkowym od lewej do prawej okresla liczba k.

Analogicznie rozumujac przyjmijmy, ze A™ oznacza k-ty kwa-
drat n-tego przyblizenia. Ustalmy réwniez, celem spelnienia
warunku ciggtosoi odwzorowania , ze kwadraty n-tego przybli-
zenia A (k = 0,1,...4n-1) rozmieszczone sg w kwadracie jed-
nostkowym tak, aby dla dowolnego p kwadraty A 1 A~ miaty
punkt wspélny. Mozna zauwazy¢, ze Wystarozy w tym celu tak
rozmiesci¢ kwadraty n-tego przyblizenia, aby ostatni i pierw-
szy kwadrat n-tego przyblizenia otrzymane z podziatu dwu sg-
siednioh kwadratow n-1 -szego przyblizenia miaty wspolny
punkt.

Odwzorowanie jest ciagle gdy przez dostateczne zblizenie punktéw
odcinka mozna osiagna¢ dowolne zblizenie odpowiadajacych ia punktéw
kwadratu.
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Podziat odoinkéw i kwadratéw mozna kontynuowaé nieskoncze-
nie dbugo. W miare wzrostu n zaréwno ddugosci odoinkow kolej-
nyoh przyblizen jak i1 ddugosci bokéw kwadratéw kolejnych przy-
blizen zdaza¢ beda do zera.

Przyporzadkujmy obecnie kazdemu odcinkowi n-tego przybli-
zenia (k=0,1,2,...; n=1,2,...) kwadrat rowniez n-te-
go przyblizenia majgoy ten sam numer K co i odoinek. Otrzyma-
my wtedy dla kazdego n odpowiednios¢ wzajemnie jednoznacznag
miedzy odcinkami a kwadratami tego samego przyblizenia. Roz-
wazmy obecnie dowolny punkt t 2z odcinka jednostkowego T. Punkt
ten nalezy do co najmniej jednego"” z odcinkoéw pierwszego przy-
blizenia, do co najmniej jednego-> =z odcinkow drugiego przybli-
zenia, do co najmniej jednego™ odcinka trzeciego przyblizenia
itd. Rozpatrujac obecnie kwadraty, ktére odpowiadajg odcinkom
zawierajacym punkt tQ otrzymamy nieskoriczony zstepujacy ciag
kwadratow”, ktorych ddugosci bokow zdazajg do zera wraz ze
wzrostem n. Wszystkie te kwadraty bedg wobec tego miaty dok#ad-
nie jeden punkt wspolny aQ, ktory przyporzadkujmy punkto-
wi tQ Wynika to ze znanego [28] w topologii twierdzenia,
ktore orzeka: jezeli Fm sg podzbiorami domknietymi i niepus-
tymi zbioru zwartego R oraz tworzg cigg zstepujgaoy

37?723 fsioiad 00)
i ponadto ze wzrostem m Srednice zbioréw Fm daza do zera, to
i

loczyn

Fl-n F2 n ... nFmn ... (11)
sktada sie doktadnie z jednego punktu.

~ 1 nie wiecej niz do dw; do dwu nalezy wtedy, gdy jest on punktem po-
dziatu na odcinki kolejnych przyblizen. Np* punkt tQ oznaczony na
rys. 1 nalezy do odcinkéw Tg, T oraz do T, T™.

Zgodnie z odnosnikiem (5) Istnie¢ moga dwa takie ciggi np. AQ, Ay...
1 AN AN

~ Mozna zauwazyé, ze w przypadku opisanym w odnosniku (5) 1 (6)
Ag=AN ... T ... czyli otrzymamy ten eam punkt aQ, ktdry przy-
porzadkujemy punktowi Q.
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Zgodnie z powyzszym kazdemu punktowi odcinka T odpowiada
jeden okreslony punkt kwadratu.

Aby pokaza¢, ze opisane odwzorowanie jest przeksztatkceniem
odcinka na kwadrat™ nalezy jeszcze wykaza¢, ze kazdy punkt
kwadratu odpowiada co najmniej jednemu punktowi odcinka. Roz-
patrzmy dowolny punkt aQ zawarty w kwadracie jednostkowym.
Oznaczmy przez A™, Aj, A™,... nieskonczony ciag kwadratéow ko-
lejnych przyblizen, w ktdérych zawarty jest punkt
a0 (,..cA=Ajcald). Nieskonozony ciag odcinkéw odpowiadaja-
cych tym kwadratom jest nastepujacy: T?, , I-*,... Poniewaz
kazdy z tych odcinkéw zawiera sie w poprzednimi ...cTAcT cT?)
i ddugos¢ tych odcinkédw w miare wzrostu rzedu kolejnego przy-
blizenia maleje do zera wiec wszystkie te odcinki - Zzgodnie
z uprzednio przytoczonym twierdzeniem - majg dokdadnie jeden
punkt wspdlny tQ. Punktowi tQ odcinka T odpowiada wkasnie
punkt aQ kwadratu A.

Mozna zauwazy¢, ze odwzorowanie to nie jest wzajemnie jed-
noznaczne - jeden i ten sam punkt kwadratu moze odpowiadacd
kilku réznym punktom odcinka T. Na przykdad punkt bedacy wspol-
nym wierzchotkiem kwadratow drugiego przyblizenia AN, al, A™,
A~ odpowiada czterem réznym punktom odoinka T.

Mozna natomiast zauwazy¢, ze podane odwzorowanie jest ciag-
gte. Wynika to bezposSrednio z opisanego poprzednio sposobu
rozmieszczania kwadratéow kolejnych przyblizen w kivadraoie A.
Jezeli tQ jest dowolnym punktem odoinka T, to dla dowolnego n
kazdy punkt t tego odoinka, dostateoznie bliski punktu tQ, be-
dzie zawarty wraz z tg w tym samym lub w sasiednim odcinku
n-tego przyblizenia. ""Wowczas punkty aQ 1 a odpowiadajace
punktom tQ 1 t bedg zawarte w tym samym lub sgsiednim kwa-
dracie n-tego przyblizenia. Biorgo wieo punkty t dostatecznie
bliskie punktu tQ otrzymamy punkty a wodolnie bliskie aQ.

g
Gdyby wykaza¢, ze kazdy punkt kwadratu odpowiada dokkadnie jednemu
punktowi odcinka, to odwzorowanie bydoby wzajemnie jednoznaczne.
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Podany powyzej sposob ciaglego odwzorowania odcinka na kwa-
drat pozwala na okreslenie wspotrzednyoh k~, punktu w kwa-
dracie na podstawie liczby zh. Rozwijajac bowiem liczbe zh
w systemie czworkowym

@®
* ,5 “14°3 , (@)
gdzie aj = |0,1,2,3] otrzymamy nieskonczony ciag liozb
°H e FFFRW T FF*? przy CYT je3t numerem kwadratu pierw-

szego przyblizenia, w ktérym zawarty jest punkt odpowiadajacy
V. a2* Jest numerem zawartego w nim kwadratu drugiego przy-
blizonia, w ktérym zawarty jest punkt odpowiadajgoy zh itd.

Zmieniajac obecnie - weddug specjalnego algorytmu - cyfiy
aw tego rozwiniecia na pary cyfr fwl, ul ,~ ={0,1]
uzyskuje sie szukane wspétrzedne k», kg punktu w kwadracie
okreslone nastepujacymi wzorami!

©I1az2 ... «w...)-((M 11 TR $21 ~22* ** &wl &W2*** ) *

@®

K1 = (g 2" * (&11 "M21*%** FRl**) 0 *
@ /

k2 = o, "W2 2 W~ CFFI2 £227%* &w2**\) q *

Dla ulatwienia okreslenia sposobu przechodzenia od a, na
pare cyfr ywl, yw2 na rys. 2 na osiach k,, i k2 oznaczono
akale™ w systemie pozyoyjnym o podstawie +2 1 ponumerowano
kolejne kwadraty w ramach tego samego rzedu przyblizenia (od-
powiadajg one oyfrom ). Ze wzgledu na mozliwosoi wykonania
rysunku podziaty zakoriozono na 3-cim przyblizeniu. W tabelaoh
1, 2, 3 podano spos6b zamiany trzech cyfr rozwiniecia czwor-

kowego <*], a2 na odpowiednie pary cyfr , y12; y21,

Naturalnie mozna rowniez poda¢ skale w innym systemie dwojkowym np.
0 podstawie (-2). Wtedy liczbe z~ nalezy jednak rozwija¢ w systemie

pozycyjnym (-A).
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Tabela 2

Tabela 3

4-0 $-014 a1 =3
20 [AyBVevM y3EO. .3
&*32 £31 % ffﬁh 31 £32 34 I@ﬂ'@ﬂ @Eli’@
00 00 1 1 00
() 1 1 () %) C)

.0 0: 0:

® 44 02 A 03 A o3 #

oo~
oo
e

o-

0]
1
2
3

P °0
P °eQ0
o~ O
OO
°c O F
Qe -
- OO0

=

Na podstawie takich tabel okresli¢ mozna graf przejsc i
wyjs¢ automatu realizujgcego odwzorowanie nieskoniczonyoh cig-
gow oyfr ozworkowyoh aw (w =1,2,,..) na nieskonczone oiggi
oyfr "dwojkowych jfwl, Jw2* Graf takiego automatu pokazany jest
na rys. 5. Obok gatezi wpisano wartosci <k powodujace przejs-
cie automatu do nastepnego stanu zgodnie ze strzatkg w danej
gatezi craz (w nawiasie) wertosciami J”», )j2, jakie pojawiaja
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sie przy tym przejsciu na wyjsciu automatu. Zauwazmy, ze moz-
na wybra¢ dowolny z czterech standéw jako stan poczgtkowy, 00

wynika z czterech réznych mozliwosci rozmieszczenia kwadratéw
pierwszego przyblizenia w kwadracie jednostkowym. W przypadku
takiego ich rozmieszczenia jakie ukazano na rys. 3 stanem po-
czgtkowym jest stan ¢".

10 4)

Rys. 3

Dla ilustraoji okreslmy dwojkowe rozwiniecia wspotrzednyoh
punktu w kwadracie bedgoego obrazem Z~, tzn. pierwszego wyra-
zu ciggu {Z™]. Rozwijajac liczbe 7z = 0,618033*== w systemie
pozycyjnym o podstawie +4 otrzymany rozwiniecie

Wynika stad, ze obraz punktu Z1 w kwadracie lezy w 2-gim
kwadracie 1-szego przyblizenia, 1l-szym kwadraoie 2-giego przy-
blizenia zawartym w 2-gim kwadraoie 1-szego przyblizenia itd.

Postugujac sie tabelami 1, 2, 3 lub grafem z rys. 3 znajdu-
jemy rozwiniecia dwdjkowe
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Stad rozwiqfec%g w systemie pozycyjnym o pbdstawie +2 wspot-

rzednyoh Kk , obrazu punktu w kwadraoie maja postac
k}F=@Go1 ...) } ki=@G10 ..))
14 +2 * 4 +2

Jak dotad przyjmowalismy milczgoo, ze za posredniotwem omo-
wionego ciagtego odwzorowania odcinka jednostkowego na kwadrat
jednostkowy oigg punktow réownomiernie rozmieszczonych na odoin-
ku (dzieki whkasnosci ekwipartyoji ) przeksztatca sie na oiag
punktow réwnomiernie rozmieszczonych w kwadracie. Nie ma na
to jak dotad formalnego dowodu. O tym, ze tak moze by¢ sSwiad-
czy tylko pewna liczba wykonanych eksperymentow.

Stopien zblizenia do réwnomiernego rozmieszczenia punktow
mozna okresli¢, obliczajgc tzw. Steinhausa wskazniki zgeszoze-
nia S [Z] definiowane jako stosunek wariancji 62 do $Sred-
niej liczby punktow zawartych w kostkaoh edementamyoh powsta-
4ych przy pewnym regularnym podziale bokéw kwadratu c?yli

*2
S . -

gdzie:

Qan
62=5 A, (K - B2+

przy czym k™ - liczba punktéw zawartych w i-tym kwadraoie
elementarnym, N - liczba kwadratéw elementarny oh.

Ini S jest blizsze zeru tym rozmieszczenie jest blizsze do
réwnomiernego. W przypadku gdy S » 1 istniejg duze skupienia
punktow w pewnych obszarach i1 duze rozrzedzenia w innych.

W celu okreslenia wspétozynnika Steinhausa wykonano naste-
pujacy eksperyment: kwadrat [p,1J2 podzielono na 9, 25, 49
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169* 361, 841 kwadratéw elementarnych 1 za pomoog specjalne-
go programu dla maszyny UMC-10 okreslono dla kazdego z podzia-
46w 1 dla roznej liczby prob wspétczynnik S. W wyniku otrzy-
mano, ze nie przekracza on 0,57.

W tabeli 4 podano wyniki czesci eksperymentéw. W kolumnie
h podano liczbe préb, dla ktorej obliczono wskaznik Stein-
hausa S, a w kolumnie j podano dodatkowo stosunek liczby punk-
téw, ktore trafity do pewnego kwadratu elementarnego (wybra-
nego przypadkowo) o objetosci podanej nad tg kolumng do licz-
by wygenerowanych punktéw (kolumna h).

Wskaznik Steinhausa pozwala rowniez na porownanie (z punk-
tu widzenia réwnomiernosci rozmieszczenia punktow w kwadra-
cie) metody genegacji opartej o liczby zdote i metody opar-
tej o ich losowe wybieranie z réwnomiernym rozkdadem prawdo-
podobienstwa. Przy losowym rozmieszczaniu punktéw wskaznik
S = 1, gdyz liczba punktéw trafiajgoyoh w kwadrat elementar-
ny ma rozkdad Poissona, a wiec warianoje roéwng sSredniej [2]-
W rzeczywistosci S dla losowego rozmieszczania punktéw rozni
sie od 1, gdyz istniejgoe generatory liczb losowych spednia-
Ja warunki przypadkowosci jedynie z pewnym przyblizeniem.
Wskazniki Steinhausa otrzymane przy losowym rozmieszczaniu
punktow z wykorzystaniem generatora liczb losowych opracowa-
nego dla maszyny UMC-10 (opartego o algorytm Rotenberga [3]
wahaty sie w granicach 1,1 do 1,3.

Mozna zauwazy¢, ze wykonane testy (S i j) sa podobne do
testu x 1 testu czestosci jakie wykonuje sie dla generato-
row liczb losowyoh o réwnomiernym rozkdadzie prawdopodobien-
stwa.

4. ALGORYTM GENERACJI DLA KOSTKI n-WY_MIAROWEJ [O,I]n

Znane jest w topologii twierdzenie [B] , ktOre orzeka: kaz-
de continuum lokalnie H4ukowo spéjne jest ciggdym obrazem od-
cinka. Z twierdzenia tego wynika, ze kostka n-wymiarowa jest
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cigglym obrazem odcinka. Chcac okresli¢ odwzorowanie odcinka
na kostke n-wymiarowa w sposéb analogiozny do okreslonego dla
kwadratu napotyka sie jednak na trudnosci przedstawienia gra-
ficznego umozliwiajgcego okreslenie funkcji odwzorowujacej -
Zauwazmy, ze gddwng trudnoscig stojgca na przeszkodzie sfor-
mutowaniu metody generacji wspédrzednych punktow réwnomiernie
rozmieszczonych w kostce n-wymiarowej za posrednictwem uogol-
nienia opisanej poprzednio metody dla kwadratu jest sposob
odwzorowywania cyfr ozwérkowych o na pare oyfr dwdjkowych

twl> iw2*

Ze wzgledu na koniecznos¢ zapewnienia ciagtosoi odwzorowa-

nia nie mozna byto przy tym stosowa¢ do kodowania cyfr aw

pary oyfr r wl» w2 Pozycyjnego systemu dwéjkowego. Przy-
pomnijmy réwniez, ze wspodrzedne kN, k2 w przypadku kostki

* p° Okresleniu par awl fv2<song « 1... cfv-1 powstawadl

w ten sposob, ze kolejne cyfry rozwinieoia k™ otrzymywano,

biorac co drugg cyfre dwojkowa [, poczawszy od pierwszej

cyfry dwojkowej £wl, a kg poczawszy od £w2.

Gdyby mozna by#o przyjac¢ za dopuszczalne takie kodowanie
cyfr @ (*w = {0,1,2,1]) parg cyfr f~ jh2 3
= {0,1}) , w ktorym jivl, stanowig kolejne cyfry rozwi-
niecia ol,; w pozycyjnym systemie dwéjkowym, to zagadnienie
okreslenia explicits funkcji odwzorowujgcej ciag [zh] na
ciagg {("» k2,..., k£)j moghoby by¢ rozwigzane stosunkowo
prosto. Istotnie, zamiast rozwija¢ w pozycyjnym systemie
ozworkowym liczbe zh, a nastepnie kazdg cyfre tego rozwinie-
oia w pozycyjnym systemie dwéjkowym, mozna by po prostu roz-
wina¢ liczbe zh w systemie pozycyjnym dwojkowym 1 chcac okres-
li¢ obraz zh w kostce n-wymiarowej zadany wspotrzednymi
!, k2,..., kE) wystarozydoby okresli¢ oo n-te cyfry tego
razwinieoia, poczawszy od pierwszej dla k£, od drugiej dla
k2, od trzeoiej dla k™ 1itp. Zbiory takich cyfr dwdjkowyoh
podane w sposob uporzadkowany okreslatyby kolejne cyfry roz-
winieoia dwéjkowego w systemie pozycyjnym o podstawie (+2)
liczb k*, kg,===, kE
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Mozna zauwazy¢, ze w takim przypadku odwzorowanie odcinka
na kostke n-wymiarowg nie jest ciggle. Z drugiej jednak strony
nie wida¢ powodu do ograniozenia sie do poszukiwania jedynie
odwzorowan oiagtych, gdyz azgpa whasnos¢ ich ciggtosci specjal-
nie nas nie interesuje. Interesuje nas natomiast czy przy ta-
kim odwzorowaniu rozdtozenie punktéw w kostce bedzie dostatecz-
nie rownomierne. Jezeli za miare réownomiernosci rozdtozenia
przyjac¢ wspotczynnik Steinhausa, to wydaje sie, ze przy takim
odwzorowaniu nie nastgpi Istotna zmiana jego wartosci.

Przestanki powyzsze znalazdy potwierdzenie w wielu Wykona-
nych eksperymentach, ktérych czes¢ zostala zestawiona w tabe-
Ii 5 w postaci badania wspotczynnika Steinhausa i1 wartosci
"j" dla takiego odwzorowania. Postawiono pytanie czy tego ro-
dzaju postepowanie zapewnia ekwlpartycje punktéw w kostce
n-wymiaréwej, analogicznie jak ciagi liczb niewymiernych (zto-
tych) rozmieszczonych na odoihku,

A.J. Blikle na prosbe autora udowodnit+ w sposéb formalny
stusznos¢ przyjetej hipotezy, nazywajac tak powstate ciggi
oiggami elcwipartywnymi w kostce [0,1In.

Definicja. Ciggiem ekwlpartywnym 4 = {fhl w kostce
|0,1In nazywamy ciag, dla ktérego 4 * pseudomiara |JA|"
definiowana jako

IAl =lim~L (A,m), as)
m “m@®

przy czym

A - przedziat n-wymiarowy A C 0,1 n,

L, AAm = Card T~ h{0< h «m, 4heAl
* def 4 ]

pokrywa sie z miarg Lebesgue®a na wszystkich przedziataoh
n-wymiarowych.

Rozwazmy teraz nastepujace nieciggte odwzorowanie odcinka
[0.,]] na kostke [O,I1]n.
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Niech kc C°»™Q i niech

K =

[ (16)
Jezeli Kk jest liczbag niewymierng, to jak wiadomo, ciag
wyznaczony jest jednoznacznie. Jezeli I( < jest
wymierne, to moze posiada¢ dwa rozwiniecia. W jednym od pew-
nego miejsca wystepujg same jedynki, a w drugim od pewnego
miejsca - same zera. Aby zapewni¢ sobie jednoznacznos¢ przyj-
mijmy umowe, ze rozpatrujemy zawsze to drugie rozwiniecie.

Liczbie k przyporzadkujemy teraz punkt F(k) kostki [6,1]n,
ktory okreslimy w nastepujacy sposob:

)

gdzie:

.2t (18)

Innymi stowy, dwOjkowe rozwiniecie wspodrzednych k™ otrzy-
muje sie, biorgc co n-tg cyfre rozwiniecia dwojkowego liczby k,
poczynajac od p-tej cyfry tego rozwiniecia.

Na przyk#ad jezeli

v 2 —(1S2t3 ... A1 An g, - 1

ki - (fi Entl  X2n+l* -
k2 = b2
o 2 soe2s

(20)
kP K *p E£n+p £2n+p* "\z *

kn =:*n ~2n ¥Y3n *UKVV
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Jak udowodnid A.J. Blikle tak okreslona funkcja odwzorowu-
jJe odcinek E),I] na kostke [O,[hbez Jjednego punktu
(1,1,1... 1) w taki sposdb, ze dla kazdej liczby niewymier-
nej v, cigag ekwipartywny

= h.v - E(h.v) @

w odoinku [0,1] przechodzi na cigg okwipartywny w kost-
ce [0,I]n.

Funkcje f(k) konstruuje sie w sposob nastepujacy. Nieoh
przez m_ty regularny podziat odcinka (L rozumie sie po-
dziat na 2n*m réwnych odcinkéw (n-wymiar kostki, na ktérg
odwzorowuje sie odcinek jednostkowy).

Niech przez m-ty regularny podziat kostki [o,I]n rozumie
sie podziat na 2n,m réwnych kostek

[0,1]n = [bl 2'm, (b1 + D2*MIX ... x[bn 2~-m, (bn + D2"n] ,
gdzie

0 <b™, bg,.««, bn™ 2 -1,
b~, b2, ..., bn - liczby catkowite,
x - symbol i1loczynu kartezjanskiego.

Kazdemu odcinkowi m-tego regularnego podziatu odoinka [OW]
przyporzadkowuje sie wzajemnie jednoznacznie pewng kostke
m-tego regularnego podziatu kostki E;L - Na przyktad dla
n=2 przyporzadkowanie to buduje sie podobnie jak to zostato
oméwione dla odwzorowania ciggtego. Réznica polega na tym,
ze i1naczej numeruje sie kwadraty kolejnych przyblizen (kolej-
nych regularnych podziatow); mozna ja zauwazyC¢, pforéwnujac
np- rys. 1 i 2 odpowiednio z rys. 4 i 5. Obeonie 4 kwadraty
dowolnego przyblizenia rozmieszczone wewnatrz kwadratéw po-
przedniego przyblizenia ponumerowane sg zawsze w ten sam spo-
sOb. Poprzednio bydo to niedopuszczalne z punktu widzenia
ciggtosci odwzorowania, tzn. tak jak dla pierwszego przybli-
zenia (1l-szego regularnego podziatu). Sposéb rozmieszczenia
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kwadratéw pierwszego przyblizenia w kwadracie jednostkowym
wynika natomiast z przyjetego a priori systemu pozycyjnego +2,
w ktorym maja by¢ przedstawiane liczby h.
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Tak okreslone przyporzadkowanie odcinkéw na kostki dla do-
wolnego m-tego regularnego podziatu oznaczmy przez tf. W kwes-
tii przyporzadkowania < mozna pokaza¢, ze kazdy zstepujacy
oigg odcinkow regularnych podziatdw odwzorowuje sie na zste-
pujacy oiag kostek regularnych podziatéw. Poniewaz < jest
wzajemnie jednoznaozne wiec istnieje odwzorowanie odwrotne
cp''l, w kwestii ktérego mozna pokazaé¢ réwniez, ze kazdy zste-
pujacy ciag kostek regularnych podziatéw odwzorowywuje sie
na zstepujacy ciag odcinkéw regularnych podziatéw.

Kazdemu zstepujgcemu ciggowi odcinkow odpowiada jednoznacz-
nie pewien punkt odcinka jednostkowego wyznaczony jako jego
granica (patrz cytowane powyzej twierdzenie). Tym niemniej
te samg granice maja w niektdorych przypadkach dwa rézne ciagi
zstepujace, gdy granioa jest punktem krancowym odcinkéw wszyst-
kich kolejnyoh regularnych podziatéw. Mozna jednak okreslic¢
funkcje jednoznaczng ¢ przyporzadkowywujgcag punktom odcinka
ciggi zstepujgce do nich zbiezne, np# umawiajac sie, ze bie-
rzemy - gdy jest to.konieczne - oiaggi, w ktérych numer odcin-
ka pierwszego przyblizenia zawierajgacego rozpatrywany punkt
jest mniejszy z dwu mozliwych.

Funkcje ¥ okreslany teraz w eposob nastepujacy: Punktowi
ke [0,1] przyporzadkowywujemy jednoznacznie zstepujacy cigg
®(K) przedziatéw odcinka, ktdory odwzorowywujemy nastepnie
funkcja Pna zstepujacy ciag kostek <Gl - Wartos¢ funk-
oji T w punkcie k, czyli f(k) okreslamy jako granice ciggu
QB

Tak okreslona funkcja f(k) nie jest funkojg réznowartos-
oiowg na odcinku, tzn. réznym punktom odcinka jednostkowego
odpowiada¢ moze wspélny punkt w n-wymiarowej kostce jednost-
kowej. Scislej, istnieja takie pary punktéw k* i k" odcinka
Jjednostkowego, ze

k* « k™ ale f (k) = f(k™) . 22)
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Mozna jednak udowodni¢, ze

V k", k"« [0,1] ( F(k)= F)-(k - k™)ew) . )

gdzie W jest zbiorem liozb. wymiernych. Z drugiej strony poka-
zuje sie* ze

vi, gJem) [( 4 D= -z2" V\], €D
gdzie N jest zbiorem liozb naturalnych.

Wynika stad wniosek, ze funkcja "f(k) jest funkcjag rézno-
wartosoiowg na zbiorze punktdw oiggu . Innymi stowy funk-
cja f(k) nie "zlepia" zadnych dwoéch punktéw ciagu gdyz
punkty odcinka [0,1J posiadajgce te Same obrazy w kostoe
[0,1In nie nalezg do ciggu {z"j-

Niech Ff(T) bedzie zbiorem wszystkioh obrazéw punktdéw z od-
oinka T. Wtedy, jezeli T jest odcinkiem m-tego regularnego
podziatu kostki O,I_-h to f(T) jeat kostkg m-tego regularne-
go podziatu kostki [o,I]n. Korzystajao z rdéznowartosciowosci
funkoji f na zbiorze punktéw oiggu mozna udowodni¢, ze
dla kazdego odoinka T regularnego podziatu

1. m IF(T)1 «,) <25)
Poniewaz oiag £zhJ jest ekwipartywny, wiec
|TI_Z = . 6)

Stad

I*WFflbH) m 1i™~nr - w
co rzeczywiscie jest objetoscig kostki F(T).

Aby pokaza¢, ze oiag [f(2)] Jest ekwipartywny w kostoe
[0,1]n pokazuje sie jeszcze, ze dla kazdego przedziatu n-wy-
miarowego A w kostce [0,IIn (a nie tylko dla kostek regular-
nego podziatu )
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jest rowne objetosci tego przedziatu.

To, ze jest tak rzeczywiscie udowadnia sie, aproksymujac
przedziat A dwoma ciggami przedziatow i {C~, 1 =1,2,___,
gdzie dla kazdego i:

jest najmniejszym zbiorem zawierajacym A bedgcym sumg
kostek i-tego regularnego podziatu,

jest najwiekszym zbiorem zawartym w A bedacym suma kos-
tek i-tego regularnego podziatu.

W ten spos6b naszkicowano podany przez A.J. Bliklego do-
wod twierdzenia, ze dla kazdego v bedacego liczbg niewymier--
nga funkcja ¥ odwzorowuje ciag

zh = h.v - E (h.v)
na ciag ekwipartywny w kostce [o,1]n.

Tak wieo przyjeta przez autora hipoteza, w oparciu o eks-
perymentalne wyznaczanie wspodczynnikéw Steinhausa dla takie-
go odwzorowania, okazata sie stuszna.

5. Wl Z/AGI O MOZLIWOSCI GENEROWANIA WSPOLRZEDNYCH PUNKTOW ROW-
NOMIERNIE ROZMIESZCZONYCH W KOSTCE [O,IIn PRZY POMOCY
MASZYNY CYFROWEJ

Liczby zh sg liczbami niewymiernymi, a w praktyce ze wzgle-
du na skonczona dtugos¢ stowa maszynowego operowaC mozemy je-
dynie na ich skonczonyoh rozwinieciaoh. Ciag ~z\] jest wieo
wtedy okresowy. Okreslmy okres powtarzania takiego ciagu.
Niech v oznaoza odpowiednio bliskie przyblizenie liczby nie-
wymiernej v powstate poprzez uwzglednienie jedynie skonczo-
nej liozby cyfr rozwiniecia liczby v. Niech T oznacza okres
powtarzania cigagu {z"\j
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Twierdzenie

Jezeli v =~ , gdzie 4 jest udamkiem nie3kracalnym, to
okres powtarzania ciagu réwny jest T = q.

Dowod
Okres ciagu | rowny jest z definicji najmniejszej licz-
bie naturalnej T spekniajacej
~h+T = ah dla h =1,2,..» 9)

Liczba taka naturalnie Istnieje. Wobec tego

v(h+T) - B[v(h+T)]= v.h - e (v.D). J0)
Stad
v.T = e[ v(h+T)]- E(v.h) . (GI))

Jest wiec prawdg, ze liczba naturalna T spednia powyzsi-e
réwnanie wtedy 1 tylko wtedy gdy v.T jesb liczbg catkowity.

Rzeczywiscie: Jezeli v.T jest liczba catkowity, to
E[v(h+T)]= E(vih + v .t) = e(v-h )+ Vv.T,

a wiec rownanie (3"0 jest speinione. Jezeli roéwnanie (31)
jest speknione, to oczywiscie v.T jest liczbg catkowitg, co
wynika z postaci prawej strony réwnania (BD* Jezeli teraz
v =~ , gdzie ~ jest utamkiem nieskracalnym, ftc. oczywiscie
najmniejsza liczbe T takg aby ™~ . T bydto liczbg catkowita
jest g c.b.d.o.

Przy obliczeniach numerycznych liczbe v przedstawiamy w
postaci rozwiniecia dwojkowego
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Zakdznjy, ze jest to najkrotsze rozwiniecie dwojkowe licz-
by v, tzn. ak / 0. Wtedy utamek nieskracalny reprezentujacy
v jest postacis

Z powyzszego 1 z podanego twierdzenia wynika nastepujacy
wniosek.

Wniosek

Jezeli liczbe v uzyskujemy, biorac Kk cyfr rozwiniecia dwdj-
kowego liczby vt przy czym k-ta cyfra tego rozwiniecia roéwna
jest 1, to okres powtarzania ciagu zh wynosi T = 2° .

Z powyzszego wida¢, ze dla przecietnych ddugosci stoéw ma-
szynowych rzedu 30 okres powtarzania ciggu zh je3t wystarcza-
jJaco duzy dla zastosowan praktycznych. Dla duzych n, w przy-
padku stosowania metody opartej o nieciggte odwzorowanie od-
cinka na kostke n-wymiarowg, moze sie okaza¢ konieozne opero-
wanie na stowach o kilkakrotnej diugosci, gdyz inaczej liczba
cyfr rozwiniecia dwéjkowego wspétrzednych k», 1=1,2,...,n
moze okaza¢ sie zbyt maka.

\ " em e
6. POROWNANIE OPISANYCH METOD GENERACJI WSPOLRZEDNYCH PUNK-
TOW ROWNOMIERNIE ROZMIESZCZONYCH W KOSTCE [O0,1]n

Oméwione metody roéznig sie zasadniczo tym, ze opierajg sie
odpowiednio o ciaggte i1 nieciggte odwzorowania odcinka na kost-
ke. Wszystkie znane metody oparte o ciaggte odwzorowanie odoin-
ka na kostke maja nastepujgoe wady;

1. Algorytm odwzorowania ciggu [z\J na cigg wektoréw n-wy-
miarowych

komplikuje sie w miare wzrostu n.
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2. Kazde ciggte odwzorowanie odcinka na kostke nie jest
wzajemnie jednoznaczne, tzn. istnieja punkty w kostce, z kto-
rych kazdy odpowiada kilku réznym punktom z odcinka, Np. zgod-
nie z twierdzeniem Hahna-Mazurkiewicza.dla kazdego odwzorowa-
nia ciggltego odcinka na kwadrat istnieje nieskornczenie wiele
punktow kwadratu, z ktéiych kazdy odpowiada conajmniej trzem
réznym punktom odcinka.

Nalezy jednak zauwazy¢, ze sformudowania w p. 2 dotyczag
wszystkich punktéw odcinka, podczas gdy w rzeczywistosci in-
teresuje nas tylko to czy odwzorowanie punktéw 2z odcinka
okreslonych ciggiem (zbJ na punkty kostki jest wzajemnie jed-

noznaczne. Autor nie zna jak dotgad formalnego na to dowodu,
tzn. ze w ciagu |z| nie wystepuja punkty, ktérych obrazem w
kostce bydby ten sam punkt. Podczas przeprowadzanych ekspery-
mentéw nie stwierdzono ich istnienia.

Wad tych nie posiada metoda oparta o nieciagte odwzorowa-
nie odcinka na kostke n-wymiarowg. Po pierwsze znana jest
og6lna posta¢ funkcji odwzorowujacej
(n-dowolne™). Po drugie A.J. Blikle udowodni¥, ze tylko te
punkty odcinka maja identyczne obrazy w kostce, ktérych odle-
gtos¢ jest liczba wymierng, podczas gdy roéznica dowolnych
dwoéch wyrazéw ciagu jest liczbg niewymierna.

0 réwnomiernosci rozmieszczenia punktow w kostce, ktorych
wspotrzedne zostaly okreslone w oparciu o metode ciagtego od-
wzorowania odcinka na kostke swiadcza tylko eksperymentalne
wyniki z badania wspédczynnika Steinhausa, ktdérego wartosc
zalezy od przyjetego a priori podziatu na obszary elementar-
ne. Réwnomiernos¢ rozmieszczenia punktow w kostce, ktdrych
wspotrzedne okreslone sg w oparciu o metode nieciagtego odwzo-
rowania odcinka na kostke, jest formalnie udowodniona przez
udowodnienie wkasnosci ekwipartycji,

Z powyzszych rozwazan wynika, ze metoda oparta o nieciagte
odwzorowanie odcinka na kostke n-wymiarowg jest bardziej pre-
dysponowana do zastosowania w chwili obecnej.
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Tabela 4

+H04-9 kwadratéw

+00000000049
+00000000098
+0000000014-7
+00000000196
+00000000245
+00000000294
+00000000545
+00000000592
+00000000441
+00000000490
+00000000559
+00000000588
+00000000657
+00000000686
+00000000755
+00000000784
+00000000855
+00000000882
+00000000951
+00000000980

+0169 kwadratow

h

+00000000169
+00000000558
+00000000507
+00000000676
+00000000845
+00000001014
+00000001185
+00000001552
+00000001521
+00000001690
+00000001859
+00000002028
+00000002197
+00000002566
+00000002535
+00000002704
+00000002873
+00000005042
+00000003211
+00000003380
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+0,489796
+0.204082
+0,190476
+0,244898
+0,163265
+0.,149660
+0,165265
+0,147959
+0,115579
+0,126551
+0.163265
+0.165265
+0,163265
+0, 142857
+0.119728
+0,135204
+0,112845
+0,124727
+0,105265
+0,108165

+0,475373
+0,437870
+0,331361
+0,307692
+0,267456
+0,220907
+0,231615
+0,229290
+0,182774
+0,181065
+0,192577
+0,167655
+0,167501
+0,191885
+0,185404
+0,176056
+0,197007
+0,203156
+0,201806
+0,225444

+0,560000

+0,551020
+0.561224
+0,544218
+0,556122
+0,546939
+0,554422
+0, 556851
+0.551020
+0, 555556
+0.,555102
+0, 558442
+0,557825
+0.555730
+0,558309
+0,557825
+0, 559949
+0.560624
+0,560091
+0.561762
+0.560204

+0,240000
i

+0,242604
+0., 242604
+0,248521
+0,248521
+0, 246154
+0,248521
+0,245139
+0.243343
+0,243918
+0,243195
+0.242066
+0.242110
+0,242148
+0,242181
+0, 242209
+0. 242604
+0,241907
+0.241946
+0.241981
+0. 241420
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+0049 kwadratow

h

+00000000049
+00000000098
+00000000147
+00000000196
+00000000245
+00000000294
+00000000545

+00000000592
+00000000441

+00000000490
+00000000559
+00000000588
+00000000657
+00000000686
+00000000755
+00000000784
+00000000855
+00000000882

+00000000951
+00000000980

+0169 kwadratoéw

h

+00000000169
+00000000558
+00000000507
+00000000676
+00000000845
+00000001014
+00000001185
+00000001352
+00000001521

+00000001690
+00000001859
+00000002028
+00000002197
+00000002366
+00000002555
+00000002704
+00000002875
+00000005042
+00000005211

+00000005580

S

+0,816527
+0,550612
+0,58505%
+0,673769
+0,506122
+0,571429
+0,588921
+0,469588
+0,485261
+0,461224
+0,404453
+0,428571
+0,570487
+0,576095
+0,521088
+0,321429
+0,328932
+0,390025

+0,567547
+0,520408

S

+0,579882
+0,615585

+0,524655
+0,434911

+0,366864
+0,360947
+0,368555
+0,318047
+0,265615
+0,274556
+0,272189
+0,271203
+0,242148
+0,240913
+0,218540
+0,216716
+0,235902
+0,212560
+0,202429
+0,182840

PUNKTY W KOSTCE N-WYMIAROWE]

+0,560000

|
+0,510204
+0,550612
+0,551020
+0,551020
+0,559164
+0,557825
+0,559767
+0,561224
+0,555288
+0,561224
+0,565865
+0,562925
+0,563579
+0,564140
+0,565265
+0,562500
+0,561825
+0,565492
+0,561762
+0,559184

+0,240000

A

+0,236686
+0,255728
+0,236686
+0,235207
+0,229586
+0,235728
+0,234150
+0,255947
+0,256029
+0,254911
+0,257224
+0,257675
+0,258052
+0,257954
+0,237475
+0,237056
+0,237585
+0,238659
+0,238555
+0,238757
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Pewne watpliwosci budzié¢ moze jednak to, dlaczego jako
liczbe niewymierng przyjmowa¢ liczbe zlota. Nie jJest przeciez
udowodnione, ze uzyska si? wtedy lepsza ekwipartycje w sensie
oszacowania (V). Przestanka do takiej decyzji jest tylko to,
ze w chwili obecnej nie jest znana zadna inna liczba niewy-
mierna, ktéra pozwalataby uzyska¢ lepsza ekwipartycje na od-
cinku, 1 przypuszczenie, lepsza ekwipartycja ciagu
pozwala uzyska¢ lepsza ekwipartycje w kostce n-wymiarowej .
Tak wiec zagadnienie to pozostaje nadal otwarte i bedzie moz-
na je rozwigza¢ dopiero po udowodnieniu przez matematykéw® od-
powiednich twierdzen.
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O HEKOTCPOM METOOE MEHEPVIPOBAHUMA KOOPOYHAT, TOYEK, PABHOVEPHO
PACTIOJIOKEHDBX B H-VEPHOM KYBE

Pestome

OnucbIBaloTCA METOAbl FEeHEPUPOBaHUS KOOPAWHAT TOYEK, POBHO-
MEPHO PAacMofIOKEHHbIX p M-MEPHOM Kybe, KOTopble OCHOBaHbl Ha
oTobpauleHunto,oTpeskal0,1] T, H-mepHOl Ky6. ToukM OTpe3Ka ornpe-
LensoTcs BE/MUMHOM 30M10TOro ceveHmsi. Ctatbsl siBMSeTCA Mpo-
JomkeHnem pabot H.Cteilyramsa n 3.3y6KMCKENT KOTOpbIMXA MPUBO-
OATCS- MeToAbl FEeHEPUPOBAHUS KOOPAMHAT TOYEK, pPaBHOMEPHO
pacrnonoxeHHbIX Ha OTpe3ke W B KBagpare.

OnvcaHHbIi MeTof, UCMOJb3yeTCs, B YaCTHOCTWU, /18 peam3aumm
nocneaoBaTeslbHOCTU TOYeK BbIGOPKM METOAOM C/IENnoro roucka B
NMPOCTPAHCTBE MEPEMEHHbIX.

SOME METHOD OF COORDINATES®" GENERATION CONSIDERING POINTS EQUALLY
SPACED IN THE n-DIMENSIONAL CUBE

Suamnry

The methods of coordinate generation in case of points equally
braced in the n-dimensional cube are described. These methods employ
both Continuous and discrete mapping of segment [0,1] into n-dimen-
sional cube, while the segment points are defined by means of the
sequence of gold numbers. The paper is a continuation of works of
H. Steinhaus and Z. Zubrzycka who have shown methods of coordinate
generation in case of points equally spaced in both segment and qua-
drangle.

The described method was employed in order to generate the sequence
of sample points iIn the logic circuits®™ optimalisation algorithm by
means of free scanning of the decision variables® space.
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