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ON REGULAR VAN WIJNGAARDEN'S 
GRAMMARS

by Marek GŁOWACKI 
Received December 15th* 1969

This paper concerns a certain class of grammars 
of the formal languages as it was introduced by 
Van Wijngaarden (1968) for the syntax descrip­
tion of algorithmic language ALGOL 68. A cer­
tain subset of this class, named the class of 
regular Van Wijngaarden's grammars, is con­
sidered. It is proved that the class of lan­
guages generated by regular Van Wijngaarden's 
grammars coincides with the class of context 
sen«J tive languages.

TABLE OF NOTATION

I A |
denotes the set of integers, including zero 

denotes the number of elements in a finite set A

A* denotes the set of all words over an alphabet A, includ­
ing the empty word denoted by e ,

all occurences of the letter x by the word w
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1. INTRODUCTORf CONCEPTS

We shall use the conoept of a oontext sensitive and oon- 
text free languages in the sense given by Ginsburg (1966a).

DEFINITION 1. A linear bounded automaton ( abbreviated lba) 
is a 5-tuple A = (q, T, 8 , qQ, f) • where

(i) Q is a finite, nonempty set ( o f  states),
(ii) T is a finite, nonempty set (of inputs), where 

Qn T = 0
(iii) 5 is a mapping of QxT into the subsets of 

QxTx {-1,1,0},
(iv) %  is an element of Q (the start symbol),
(v) F s Q  (the set of final states^ .

The formalism involved in describing the movement of an 
lba is now given.

DEFINITION 2. A configuration of the lba A = (Q,T, 8,q0,F̂  
is a word in T*QT*. Let \j- /or Kj- when A is understood/ 
be a transitive closure of binary relation I—  defined on 
T*QT* as follows. For u, v arbitrary elements of T* and о in 
T, write

(i) ucpav |—  uqobv if$ (p»a) contains (q,b,-l),
(ii) upav |— uqbv if в (p»a) contains (q,b,o) ,
(iii) upav |—  ubqv if3 (p,a) contains (q,b,lj.

This definition and its Interpretation were given by Ginsburg 
(1966b).

A word wcT+ is acoepted by an lba A if for some u с T+ 
and p c F  we have qQw (j- up. The set of words aooepted by A 
is denoted by t(a ).

A set X is a oontext sensitive language if and only if 
there is an lba A such that t(a ) = X (Ginsburg's theorem,
1966b).
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2. VAN WIJNGAARDEN'S GRAMMARS

The definition given below somewhat differs from the ori­
ginal Van Wijngaarden's one. The formalism involved ia simi­
lar to the well-known Backus notation.

DEFINITION 3. A Van Wijngaarden's grammar ( abbreviated 
v-graramar) is a 7-tuple G = ( M, V, T, В, , \ f б) , where

(i) M is a finite set ( of metanotions),
(ii) V is a finite, nonempty set (the alphabet of no­

tions) ,
(iii) T is a finite, nonempty set (of terminal letters),
(iv) В contains two different elements (notion boundary 

markers). In this paper we always assume that
В ={<,>} ,

(v) M, V, T and В are pairwise disjoint,
(vi) RM is a finite subset of Mx (v u m )* . Each element 

(m, p) of Ry is called a production of metalanguage 
and is written m -»p.

Before defining the remaining elements of G we introduce 
tho following terms* each element of PN a { x s x = <y>, with 
ye (M u V)+) is called a protonotion of G and each element of 
N = ( x ! x = < y>with ye V+} is oalled a notion of G. Eaoh 
element of (mul)* or (Иит)‘ is oalled a list of protono­
tion or list of notions respectively.

(vli) R^ is a finite, nonempty set of pairs (p, l), p in 
PN and 1 in (PNuv)*. Each element (p, 1) of R^ 
is called production of language and is usually 
written p»l.

(viii) 6  is an element of N.
For eaoh v-grammar G let {Gm }meM be a family of context 

free grammars, where Gm a (m u V, V, R^, m).

DEFINITION 4. a) A production r»k is said to be an exten­
sion of production p*l provided pjl a r»k or r»k =
= Sub (p»l, m — v) for some melanotion m and some v in L(Gm).
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b) A protonotion r is said to be an extension of protonotion 
p if a production rie is an extension of p«e.

DEFINITION 5. A production piI is the terminal production 
of the grammar G if there exist productions p^jl^,...pk»lk з 
3 ptl such that (i) р ^ Ц  is in and (ii) Pl+1«li+1 is an 
extension of P^»^ for each i s 0,1,...k-1. The set of all 
terminal productions of grammar G is denoted by Pq .

DEFINITION 6. The set of protonotions generated in G by 
protonotion p is the least set PN(p) such that* (i) p ie 
in FN(p ){ (ii) if r is in ш(р), then any extension of r is 
in PN(p ). Instead, the set of notions generated in G protono­
tion p is the set N(p) з FN(p) n N.

Remark that the sets Pq , Pw(p) , N(pJ are recursive be­
oause they are generated from some initial words by substitu­
tion of a number (less than IMl) of words belonging to some 
oontext-free languages. For each context free grammar, it ie 
recursively solvable whether the language generated by this 
grammar is finite or not. Hence, it is recursively solvable 
whether sets PG, PN (p), N(p) are finite or not for eaoh 
protonotion p.

DEFINITION 7» For given v-grammar G let => (or ==> 
when G is understood) be a transitive olosure of binary rela­
tion => defined on (Nul)* as follows. For l,k in (H u T)' 
к => 1 if there exist k^, kg, k^ in (^Nul)* such that

(i  ) 1 3 k,j kg k,.,
(ii) к = k^pkj,
(iii) pskg is a terminal production of G (is in PQ).

DEFINITION 8. If G is a v-grammar, then the subset of 
T* L(g) я [x€l* i 0 ==>xj is called a language generated
by G.

LEMMA 1. For eaoh v-grammar G there exists a v-grammar H 
such that L(g) a l (h) and £ is not in Ь(Нщ ) for each meta­
notion m of H.
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P r o o f »  Let G = (м, V, T, B, Rjjj, R^t c]be a v-gram- 
mar. Sinoe Gffl is context free for each m in M, it is recurs­
ively solvable whether e is in not (Ginsburg, 
1966a). Furthermore (Bar-^Hillel, 1964) we can effectively 
construct a set suoh that for eaoh G^ а (миТГ, V, R^, m) 
(m in ll) we have l(G^) = ^(^01) “ G*

Let H a (m , V, T, B, R^, r£, ff),.where r£ is the least 
set such that (i) R^ includes R ^  (ii) if p:l is in R^ and
m is a metanotion such that € is in ъ(G_ ), then rtk a

/ \ * \ '= Sub (^pil, m —*•€] is in provided r is in PN and к is
1п(-ИГиТ)*.'

For given sets M and RL the construction of R^ is effect­
ive .

Note that eaoh production in R-̂  is in Rĵ  or it oan be 
received from some production belonging to R^ by using num­
ber substitution of the form m —*■ с . Thus, PG includes Рд.
The reverse inclusion is obvious,,from whioh l (g ) a l (h) and 
the lemma holds.

LEMMA. 2. For each V-grammar G there exists a v-grammar H 
such that l (g ) a l (h ) and for each metanotion m of H the 
language L(Hm ) is infinite.

P г о о fs Let G а (м, V, T, B, Rjj, R^, б) be a v-gram­
mar. For each grammar Gm ( m in m ) it is effectively solvable 
whether L^Gm ) is finite or not. Hence, we can effectively con­
struct sets:

F a  { m e M  : L^Gm ) is finite] a [m^,..., n^]

L^ “ L^Gm^) for i = 1 *»• *»n

and the sequence RQ**»*»Rn defined as follows* let RQ = R^ 
and for i a 1,...,n let R^ a £sub(p:l, m^ — - w)s w € L^ and 
P*l€Rj_,j|. In (Ginsburg, 1966a) is proved (lemma 1.4.7) that 
it is effective to construct the set of production R^ suoh 
that for eaoh G' r(iuT - F, V, R/,, m) and for eaoh m in M - F
■“ U .  Ł(<5m ) =  H  1
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Let H а (м - F, V, Т, В, R^, Rn, в) . Then, for each meta­
notion m of H, ь(Ню ) is infinite. It is easy to see that 
PG = because the construction of R^ consists of number 
substitutions which generate the set of terminal productions 
of G. Then l (h ) = l (g).

5. REGULAR VAN WIJNGAARDEN'S GRAMMARS

It is knovm (Sintzoff, 1967) that, in general, the lan­
guage generated by a Voi Wijngaarden's grammar may not be re­
cursive.

To individuate nontrivial olass of v-grammars generating 
recursive languages a notion of a regular grammar is intro­
duced. The class of regular v-grammars is somehow analogous to 
the о1азз w-regular grammars introduced by Mazurkiewicz (1969).

For v-grammar G. а (м, V, T, В, Rjj, R^, о) let D and L be 
mappings defined as follows.

D s (MuVuTuB)* —  X
D(s) = l(s) for 3 e (M u V u t J*,
D(b) S D(c) = 0 for beB,
l)(uv ) = D(u) + D(v)for u,v, £ (MuVuTuB)*.

L s (PNu T)* —  JT 
L (c) = ’ 0
L(x) a 1 for xePNuT,
L(uv)= L(u) + L(v ) for u,ve (eN o T)*

DEFINITION 9. A v-grammar G is said to be regular

(i) if m —►v is in Над, then v 4 6 ,
(ii) if p*l is in Rl, then W e i
(iii) for each production p:l in R^ and m in M, if L̂ Ĝ ,) 

is infinite, then m ooours in 1 at least as 
many times as in p,
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(iv) for each production pir in R^, if r is in PN u T 
and N(p)is infinite, then D(p) ^ D^r).

According to the note following definition 7* for eaoh 
v-grammar G effectively solvable whether ( i ( i v )  holds 
or not,

LEMMA 5 . For eaoh v-grammar G = (м, V, T, B, R^, R^,6 ) 
there exists a regular v-grammar H = (м#, V, T, B, R^, R£»o) 
suoh that

(1) PH = PG ,
(2 ) if m — >»w is in R^ then w / e ,
(5 ) if pil is in Rl then 1 4 с ,
4̂-) for eaoh production p*l in r£ every metanotion whioh 

ooours in p also occurs, at least as many times as in 1 ,

(5 ) for eaoh produotion pir in r£ such that r e FNuT, p 
is a notion or D(p) < D(r).

P г о о ft It immediately i&risee from Lemma 1. We oone- 
truot H by elimination of metanotion whioh generate finite 
sets and by number extensions of produotion to perform /5/*

Let H 3 (м', V, T, B, R^, r£, б) be a v-grammar such that
(2 ),..., (5 ) hold and let a^, sH be numbers definixig by equa­
tions:

aH = max { D(p) I>(l) | ptl is in R£ j 
sH = max | D(p) t ptr in r£ and p, r in n]

by definition aH, sH we have

(в) if stl is in R£, then D(s) $ D(l) +aH
(7) for p,r in PNu T, if pir is in r£, then 

d(p) « max [sH , D(r) }

Remark, if conditions (б), (7) respectively hold for 
s:l с r£ and p*r r£ then for each nonempty v in V* and m 
in M' we have
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D(Sub ( s,m — )) < D(sub (l,m —*v)) + aH 
D(Sub (p,m —*-v )) 4 D(sub (r,m —*-v))

It implies the following lemma

LEMMA 4. If H is v-grammar such that (2У,..., (5 ) hold, 
then for each terminal production s:l in Рд, D(s) 4 D(l) + aH 
and for each production pir in PH such that r is a single no­
tion (r in H u l )  we have

D (p) « max [sH , D(r)}

LEMMA 5* For eaoh regular v-grammar G there exist numbers 
а^, Sj, such that

(в) if 1 =>k and L(l) < L(k),then D(l) < D(k) + aQ
(9) if 1 =*k and L(l) » L(k), then D(l) < max {sG, D(k)}

P r o  о f: Let H be a grammar defined in proof of Lemma 3 
and let a^ = a^, sG = s^. Since PH = P q , we obtain (7) and 
(в) from Lemma 6 and Definition 8.

LEMMA 6* For each regular v-grammar G there exist numbers 
aQ, Sq such that

(10) if l=^k, then D(l) <. L(k) aQ + max [s q ,

P r o o f :  Let G be a regular v-grammar. If 1 ==>k, then 
by definition 8 there exists a sequence 1Q, kQ, 1^, k^,..., 
ln, кд ^0 4 n < b(k)) with the following properties!

Xo 3 1

1^ ==> k^ and b^l^) s L ^ ) ,  i = 0,1,...,n

k^ — > "̂ i+1 and L^k^ ) ^(^"i+l)*  ̂= 0,1,..#n—1
k = kn
Prom Lemma 5 there exist numbers aG, 8q such that
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d(1j) « max [sG, D(kjJ} , i = 0,1,...,n 
4ki) * D(1i+l) + aG» i = 0,1,..., n-1
Collecting these inequalities together we obtain

D(l) 4 aQ.n + max [sG, D(ki)} < L(k)aQ + max (sG, D(k)}

THEOREM 1. For eaoh regular v-grammar G there exists num­
ber bQ such that x is in l (g) if and only if x is generat­
ed by using productions belonging to set

Pg(x) “ (P!l b P0 * 4 P).« bG 4 х ) Ч 1 ) « bG 1(x)l

P г о о ft Let G be a regular v-grammar and let x be in 
l(g). Prom Lemma 6 there exist numbers aQ, sQ such that in 
derivation 0  x we use only those productions ptl ePQ 
which perform

D(p) « L(x) aG + max (sG, D(x)} and D(l)4 L(x)aQ+max {sG, D(x 

Sinoe x is in T \  then L(x) = D(x) = l(x) and we have! 

D(p)^ L(x)aG + max JsQ, l(x)| < (aG+l) l(x)+ sG*(aG+BG+l) l(x)

D(l)N< (aG + sG + 1) l(x)

It may be that v-grammar is not regular beoause the con­
dition (i) is not satisfied but, instead, the following one 
holdst

(v) for eaoh metanotion m such that e is in l (g) and 
for eaoh production p*r in P-̂  such that r is in PNul, 
m ocours in r exaotly as many times as in p.

For suoh a grammar, there exists a regular one which gene­
rates the same language. We oonstruot it by using the method 
given in the.proof of Lemma 1* Below, grammars performing
(ii),...,(v )will be also called regular. The grammar being 
regular in this sense is the one considered in the proof of 
the next theorem.
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4. REGULAR v-GRAMMARS AND CONTEXT SENSITIVE GRAMMARS

THEOREM 2. For each linear bounded automaton A there 
exists the regular v-grairanar G suoh that T (д) = L (g) *

P r o o f »  Let А я (q, T, 6 , qQ, f) be an lba. Let 6 be 
a new symbol. For eaoh element a in T, let a be an abstraot 
symbol and let T# * {a : aeT] . Let G = (m, Q,uT'u{e}, 
T#*{< ł>} * % »  rl»<6>), where M » {W0RD1, W0RD2, LETTER} , 
R^ contains the following productions:

LETTER — *• a for each a in T*
W0RD1 — * LETTER WORD1 
W0RD1 —  LETTER 
W0RD1 —  £
W0RD2 — - W0RD1

and for p,q in Q, s,z in T,

/1/ for eaoh p in F, R^ contains <C>! < W0RD1 p>
/2/ if (q,s,l) is in fi(p,z), then R^ contains

< W0RD1 3 q W0RD2 > : < W0RD1 p z WORD2 >
if (q,s,-l) is in6(p,z), then R^ oontains
< WORD1 q LETTER s W0RD2 > s < WORD1 LETTER p 2 W0RD2>
if (q,s,o) is in 6 (p*z), then R^ oontains
< WORD1 q a W0RD2> » < WORD1 p ż W0RD2>

/3/ moreover, R^ contains the following produotionai
<qQ W0RD2> t < 6 W0RD2>
< 6  3 WORD2> t s <6 W0RD2>, for each s in T
< в в > : s, for each s in T.

For an arbitrary word x, let x be the word obtained from x 
by replacing the oocurenoe of any ae T  by symbol a. The set 
of terminal productions, obtained from productions given by 
/J/* contains productions which allow for doing a derivation
< qQ x > => < с x > x (for x in T* ).

Remark that if we have a notion of the form <qQx>and re­
lation > = >  a holds, then a - a x > or a » < 5 > , 
where о \-£ q0x.
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In the first case, there exists just one derivation
< с x > ==> x, in the second case, to derivate < 5 > we 
must use a terminal production obtained from a production 
given by (2). Hence, x is in L (g) if and only if
< G> Jtj, <qQ x > . Productions given by (l) are used only 
once in each derivation, so that each derivation is of the 
forms <6> < у p> < % * > *=> x* Therefore we have:
x is in L(g) if and only if there exist у in T* and p in 
F such that < у p> ==S> <qQ x> .In this derivation we use 
only terminal productions obtained by extension of productions 
defined in (2). Remark that if <c^> s < c2 > is such pro­
duction, then o2 f-j- c1 and inversely. Henoe,.<y p> =><qQx> 
if and only if qQ x f-g- yp. Therefore, x is in l(g) if and 
only if x is in T(a). It is easy to verify that G satisfies
(ii)-(v).so that Theorem 2 holds.

THEOREM J. For eaoh regular v-grammar G the language L(G) 
is oontext sensitive.

P r o o f :  It is known (Kuroda, 1964) that language X 
is oontext sensitive if and only if there exists an lba 
A = (q , 2  о {#] » S’i q0. f ) with the following properfciess

(1)Х = Г
(2) #  is not in X  .
(3 ) If ^ ( p , # )  contains (q, b, n), then b = #
(4) T(A) = # X # .

To prove the theorem it suffioes to construct an lba A 
satisfying (l)-(4), for X a l (g ).

Let G = ( M, V, T, { < , > ] . % * % , *  6 ) be a regular v-gram­
mar and let x be in l(g). Then there exists a sequenoe 
xQ =o, x1,..., xn = x such that x^ => x^+1 by using pro­
duction pĵ i lĵ in PG (i = 0,..., n-"l). By Theorem 1 there 
ie an integer bg such that for arbitraiy x in L (g) we haves

D(xl) ^ bG M x )» ^(pi) ̂  ^G 1(x ) * D(^i)  ̂ ^G 1(x)*
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If protonotions of G are regarded as words in alphabet in­
cluding sets M, V, T and {< * > ] , we haves

(5) l(x± ) s< 3 b Q l(x), l(Pi)4 3 bG 1 (x), 1 ( 4  )< 3 bGl(x).

Hence, during a derivation of x in Gt we operate on words 
satisfying (5)* Now we construct an lba A performing t (a ) =
» l (g)>.

Let alphabet of A i^olude set T and contain auxiliary
symbols of the form:

8

w.

wn
where s is in T and w^,..., wn are arbitrary words in 21 
not longer than 3«bG , (n = I Ml + 3).

Let x = be the initial word on tho tape of A. Afc
first, if x is in T* the automaton transforms its configura­
tion from qQ #  x #tot

#

' 81’

1
C\J
Ф1_____

mс e e
с e • • • • e
• • •• • •• • •
e e e

This transformation may be done by lba by using some num­
ber of auxiliary symbols and states. From this time onward 
there will be auxiliary symbols on the tape of A. Therefore, 
eaoh configuration will be of the form:
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Let X = x = S/|• • * s^, Rj = s 1f«.*,n) .Lba A
can be regarded as a machine transforming words X fR1,...,Rn
in X/.

After the above initial movements we have:
(б) X = x, R1 = 0 , Rg = R^ = ... = Rn - e 
Now we give a flow diagram (Fig. 1) for the machine which 

operates on words X, R_1, •••»Rn satisfying (б) on start.

(x = x) a ( r i= o) a (r2=R3= e) л ^ A  

F
1 V е

for i = 4,...,n s Ri:=wi,
with in

R2:=Subl
R3s=Subl

VR2,R4  “*■ R/) 
R 5,m4 —  R4)

Rg :=Sub( 
Rj!=Sub(

R2*mn - ^ Rn)
R3*mn - ^ RJ

R2 to R^ in R1

F a ^R^sR^ in R ^  л in

F Л ( j/0 \ j  л (^2:R3 is an
sxtension of some produc-
tion in Rr )

F A ( i ^ 1  Ri  i n  4 Gi ) j  4 R2 sR3. i 3 S n
extension of the antecedent
a2 :s 5)

F a  (R^rRyis a terminal production^

V . t ( °  л

Fig. 1
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To substantiate this construction we use Floyd's method 
(Floyd, 1968). According to this, to each line of the flow 
diagram there is assigned a predicate. If this assignment 
satisfies the conditions given by Floyd, the machine at­
tains the terminal mode only if the relation given by the ter­
minal line predicate holds.

The machine described by the diagram should be regarded as 
a nondeterministic one. The precise meaning of the node in­
structions is now given.

(i) *'R2 s= p; R^ := 1, with pil in R-̂ ’V causes the transform­
ation of words R2 Rj into words p,l respectively (p:l is an 
arbitrary production in R^). If p or 1 is too long (longer 
than 3bG l(x) the result is undefined).

(ii) "for i = 4,...,n: Rl := w^, with w., in L(c,̂ )" causes 
the transformation of RL into some w^ in L(G^ j , for each
1. s • • • fZl«

We establish that 
is longer than 3bQl(:

(iii) "Rgjs S u b ^ ,  mi'—  rJ; R?: = S u b ^ ,  m± —  rJ" 
causes the transformation according to definition of Sub. The 
result is undefined if after the substitution we shall obtain 
a word longer than 2>bę l(x). '

(iv) "Rg to Rj in R^" causes the substitution of word R^ 
instead of some occurence of R2 in R^. If after this operation 
R^ is longer than 3bG l(x) the result is undefined.

All above operations and also the testing of condition 
R^ = Xmay be done by using linear bounded automaton. Deriva­
tions of the words of a context free language (ii) and substi­
tutions (iii), (iv) by Iba was used in (Kuroda, 1964). There­
fore, the machine may be an lba. It is easy to verify that 
predicates assigned to the lines of the diagram satisfy Floyd's 
conditions. Hence, the machine obtains the tenninal node only

M = m^,...,mn and = Gm . If. some w^ 
), the result is undefined*
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if (б ==* R-j)n = X = x} holds, i.e. only if x is in l (g) . 
On the other hand, if x is in l (g), then the maohine simulat­
ing a derivation of x also attains the terminal node. Henoe, 
l (g ) is maohine aocepted and the theorem holds.

Prom Theorems 2 and 3 we have the following result:

THEOREM 4. The olass of languages generated by regular Van 
Wijngaarden'c grammars ooinoides with the olass of context 
sensitive languages.
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. О РЕГУЛЯРНОЙ ГРАММАТИКЕ BAH ВЕЙНГАРДЕНА

Резюме 

Работа относится к некоторому классу граматик формали­
з о в а н н ы х  языков согласно Ван Вингардену (1968) для описа­
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ния синтаксиса алгоритмического языка АЛГОЛ 68. Рассматри­
вается подсхема этого класса, так называемый класс регуляр­
ной грамматики Ван Виингардена.' Доказано, что класс языков 
создаваемых регулярными граматиками Ван Виингардена совпа­
дает с классом языков чувствительных к содержанию.

©  Instytut Maszyn Matematycznych 
Warszawa, ul. Krzywickiego 3^
A.M.
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STRUKTURA PODGRAMATYK GRAMATYKI 
BEZKON TEKSTOWEJ

Jan MAŁUSZYŃSKI 
Pracę złożono 12.3.1969

Praca zawiera definicję podgramatyki gramatyki 
bezkontekstowej. Na zbiorze wszystkich podgra- 
matyk gramatyki bezkontekstowej definiuje się 
działania sumy i iloczynu. Uzyskuje się w ten 
sposób algebrę, która jest strukturą.

1. WSTĘP
W praoy [4]] zostało wprowadzone dla oelów praktyoznyoh 

pojęcie podgramatyki gramatyki bezkontekstowej. Obeonie roz­
szerzymy nieco definicję podgramatyki i na zbiorze wszystkich 
podgramatyk dowolnej gramatyki bezkontekstowej określimy dwu— 
argumentowe działania sumy i iloczynu. Wykażemy, że otrzymana 
w ten sposób algebra jest strukturą.

2. PODGRAMATYKI GRAMATYKI BEZKONTEKSTOTEJ

Słowem a nad alfabetem V nazywamy dowolny skońozony oiąg 
symboli, z których każdy ualóży do skońozonego zbioru V.Zbiór 
wezystkioh słów nad alfabetem V oznaozamy V*.

Definicja 1
Gramatyką bezkontekstową G nazywamy ozwórkę G * (v,T,P,B), 

przy czym»
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V jest alfabetem gramatyki,
T s V nazywa się alfabetem teiminalnym,
P с (v-Т) x Vх jest skończonym zbiorem produkcji,
В s (V-Т) nazywa się bazą.

Zapis u  ̂oznaoza, że (u, e P; u nazywa się lewą 
stroną produkcji, | prawą stroną produkcji. Można wykazać
[5 ] , że definicja 1 jest równoważna (w sensie klasy genero­
wanych języków) ogólnie przyjętej [lj definicji gramatyki 
bezkontekstowej, według której baza gramatyki jest zawsze 
zbiorem co najwyżej jednoelementowym. Zauważmy, że defini­
cja 1 obejmuje przypadek gramatyki bezkontekstowej o pustym 
alfabecie, którą będziemy oznaczali 0 ( 0,0,0,0) i nazywa­
li gramatyką pustą.

Następnikiem dowolnego elementu ae V  w gramatyoo 
G = ( V,T,P,B ) nazywamy każdy taki element b eV, że istnieje 
produkoja postaci a -*ubv e Vя.

Definicja 2
Domkniętym podalfabetem gramatyki bezkontekstowej 

G = ( v ,T,P,b ) nazywamy taki podzbiór alfabetu V, do którego 
wraz z każdym elementem należą wszystkie następniki tego ele­
mentu w gramatyce G.

W szozególnośoi zbiór pusty oraz każdy podzbiór alfabetu 
terminalnego dowolnej gramatyki bezkontekstowej jest domknię­
tym podalfabetem tej gramatyki.

Lemat 1
Suma Z domkniętyoh podalfabetów X i Y gramatyki bezkon­

tekstowej G jest domkniętym podalfabetem tej gramatyki.

Dowód. Przypuśćmy, że lemat 1 jest fałszywy. Istnieje wów­
czas element be (v-Z ), który jest następnikiem w gramatyce G 
elementu a e Z = XuY. W przypadku gdy аеХ, X wbrew założe­
niu nie jest domkniętym podalfabetem gramatyki G. W przypad-
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ku, gdy acl otrzymujemy sprzeczność z założeniem, że Y jest 
domkniętym podalfabetem gramatyki G. obdo.

Lemat 2.
Iloczyn Z domkniętych podalfabetów X i Y gramatyki bezkon- 

tekstowej G jest domkniętym podalfabetem tej gramatyki.

Dowód. Przypuśćmy, że lemat 2 jest fałszywy. Istnieje wów­
czas element be (v-Z), który jest następnikiem w gramatyoe G 
elementu be Z = XnY. Wynika stąd wbrew założeniu, że zarówno 
X jak i Y nie są domkniętymi podalfabetami gramatyki G. Wobec 
tego lemat jest prawdziwy, obdo.

Definicja 3
Podgramatyką gramatyki bezkontekstowej G = ( v ,T,P,b ) nazy­

wamy gramatykę bezkontekstową H я (vH, Тн, Рц, B^), o następu­
jących własnośoiachs

Vg jest domkniętym podalfabetem gramatyki G,
TH 3 TnVH*
рн - Ц и» 0  « * I u € vh } *
BH = (BnVH)u {ae VH | 3 ąe*}

(u,4)e P-%
Z definicji 3 wynika następujący ważny wniosek:

Wniosek 1
Każdy domknięty podalfabet dowolnej gramatyki bezkonteks­

towej wyznacza jednoznaoznie pewną podgramatykę tej gramatyki.

3. ALGEBRA PODGRAMATYK

Dana jest gramatyka bezkontekstową G = (v ,T,P,b ) . Ozna­
czymy przez s (g ) zbiór wszystkich podgramatyk gramatyki G. 
Zbiór ten jest oozywiście niepusty i skończony.
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Jeżeli F = (vp,TF ,PFtBF)e s (g) oraz H = (vH ,TH ,PH ,BH)eS(G)
to pod gramatykę К = (vk»tk >*£*%) e S(G  ̂ talc3i że vk = VF uVH 
nazywamy sumą podgraiaatyk F i H i zapisujemy to w następująoy 
sposóbt К = FTH, a podgramatykę L = (vl ,TL ,PL,Bl) € S(G) ta“ 
ką, że = Vj,nVg nazywamy iloczynem podgramatyk F i H i 
zapisujemy to w następujący sposób* L = F Л H.

Twierdzenie 1
Skończona algebra (s (g), T , l) jest strukturą.

Dowód. Należy wykazać, że spełnione są aksjomaty struktury 
tj. dla dowolnych X, Y, Z e  s.(g) zaohodzis

1. X 1 (Y1Z) = (XJL Y) 1 Z,
2. X Г (YTZ) = (x t y ) T Z,
J. XIY = YJLX,
4. X TY я Y Г X,
5. X I X  = X,
6. X Г X = X,
7. X X ( YT X) = X,
8. XI (Y1 X) я X.

Wykażemy, że spełniony jest aksjomat 1. W tym oelu na mo­
oy wniosku 1 wystarczy udowodnić, że VXĵ  (y IZ) = ^(XAY)A Z*
VXl(YAZ) = V X n (VY n V z) = (VX n Vy ) П ^Z = V(XiY)l Z*
W analogiczny sposób, przez wykonanie odpowiednich działań
nad alfabetami można wykazać spełnianie pozostałych aksjoma­
tów. obdo.

Dla dowolnego a € V  zdefiniujemy indukcyjnie domknięty pod- 
alfabet

a

1. a e N G ,
2. jeżeli ueN&, to każdy następnik elementu u w gramaty­

ce G należy do N̂ ’ ,cL

Definicja 4
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5. żadne inne elem enty nie należą do zbioru N .O.
Jak widać zbiór N jest najmniej licznym domkniętym podw V

alfabetem gramatyki G zawierającym element a. Każdy zbiór N 
lev wyznacza pewną podgramatykę A^e S (G). Zbiór wszystkich 
podgramatyk gramatyki G oznaozymy a (g ).

Twierdzenie 2
Każda niepusta podgramatyka Xes(G) jest sumą skońozonej 

liczby podgramatyk ze zbioru a (g ).
Dowód. X = у A1 obdo.

levx
Powyższe oczywiste twierdzenie pokazuje związek między de­

finicją podgramatyki podaną w pracy (4J i definicją

Wprowadzone pojęcia zilustrujemy przykładem pochodzącym 
z pracy

Przykład 1
Dana jest gramatyka bezkontekstowa G = (v, T, P, в)t

V = Jw s m i a b 1 * + } »
T = {a b ; • + } ,
P = {w— s w — w;m w — w;s s— i+i m-*-i*i i~-a i-»ib i — ia],
В = (w).

Określimy zbió:.* S (g) = a(g)ue(g)i

mo
 

i
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Zbiór h (g ) zawiera gramatykę pustą oraz 2^-6 podgramatyk, 
który oh alfabety aą wszystkimi dotyohozas niewymienionymi pod 
zbiorami alfabetu terminalnego gramatyki G, a zbiory 
produkcji tych podgramatyk są zbiorami pustymi.

4. ZAKOŃCZENIE

Z twierdzenia 1 wynika, że na zbiorze s(g ) określony jest 
częściowy porządek. W pracy [V] wskazano, że porządek ten 
może być wykorzystany dla usprawnienia prooesu analizy syntak 
tycznej. Dzięki znajomośoi struktury gramatyki można bowiem 
w niektórych przypadkach rozbić proces analizy na poszczegól­
ne etapy oraz wyznaczyć ozynności, które mogą być wykonywane 
jednocześnie. Uzyskuje się też na ogół dodatkowe warunki ko­
nieczne, które pozwalają usprawnić wykrywanie błędów syntak- 
tycznych.

Wydaje się, żę badania struktur gramatyk bezkontekstowyoh 
mogłyby doprowadzić do sformułowania pewnych kryteriów opty­
malizacji gramatyki bezkontekstowej pod względem ułatwienia 
analizy syntaktycznej.
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СТРУКТУРА ПОДГРАММАТЖ ГРАММАТИКИ НЕПОСРЕДСТВЕННЫХ 
СОСТАВЛЯЮЩИХ

Резюме
Работа содержит определение подграмматики грамматики 

непосредственных составляющих. На множестве всех подграмма- 
тик грамматики непосредственных составляющих определяется 
операции объединения и пересечения. Таким опособом полу­
чается алгебра являющаяся структурой.

THE LATTICE 0? СР-GRAMMAR SUB GRAMMARS

Summary

The paper contains the definition of CF-grammar subgrammar.

The operations of union and Intersection are defined on the set of 

all CF-grammar subgrammars. In this way one obtains the algebra 

whioh is a lattioe.

©  Instytut Maszyn Matematyoznyoh 
Warszawa, ul. Krzywiokiego 34 
A.M.



;

■ / •.. ... ■ ; ..'.-v
'

'"

■ * • * - '

■■/ ■
..



ALGORYTMY, VII, №  12 (1970) ,  29-32

ON CONVERGENCE OF A RANDOMIZED 
OPTIMIZATION PROCEDURE

Ryszard ZIELIŃSKI 
Received December 2lst,1968

A randomized optimization procedure is 
considered, and the Theorem of Driral 
and Hans [1 ] is generalized.

Let X be a set and T a real valued funotion on it. It 
is assumed that T is bounded from below and the problem is 
to approximate the point in which T achieves its minimum.
In applications it is assumed that the function T is un­
known but its value oan be calculated accurately in any point 
xeX. The following minimum seeking procedure is considered* 
choose xQe X at random; if points xQ, x^,..., xn are oho- 
sen, choose a point 6 x according to a probability dis­
tribution depending on the points xQ , x^,..., xn and values 
T(xq) , T(x/j),..., ^(хд)» is expected that - under appro­
priate conditions Imposed on the sampling - the sequence { 
tends to the point in which the funotion achieves minimum.

In [1] the problem is formulated as follows*

Let (a, 6", ja) be a probability space, (x »*) a oeasur- 
able linear space, R the зраое of real numbers and Л  the 
6 - algebra of all Borell subsets of. R. Let T be a measur­
able mapping of (x,jf) into » Let £>0 be a fixed 
number. Let Ы .  n a 1,2,..., be a sequence of independent
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СП+1 (o) =

identically distributed random variables Я-*-X. The follow­
ing procedure is considered:

f^ (w) = x0 for every о  ей

(xq being an arbitrary point in X),

fn (q ) , if T (fn (o) + gl (<o) ) » T(fn (o)) - e ,

0  )fa («) + Sn (<*>) , otherwise,

fni n я 1,2,..., being random variables Я -»-X,

In [1] the following theorem is proved:

Theorem. If for every x e X  and for every S > 0

Я { w  : T (x + Sl(«)) « T0 + >0, (2)

where TQ T(x), then {fn} tends (in any topology in­
troduced in the spaoe X) with probability 1 to a random 
variable fQ which has the property

p [o : T (fQ (<j)) 4  TQ + e}= 1. (5)

Let us denote

Aq a ̂  x : T (x) * TQ + e } .

We shall prove the thesis of the theorem changing the con­
dition (2) into the condition: for every x e X \ A Q wo have:

jx £ cj : T(x + g1 (u)) < T (x) - Ł j > 0. (3' )

Proof. To prove the sure of convergence of the sequence 
|fnJ in any topology - see [1]. We shall prove, that fQ (cj) 
satisfies (3 ).



OPTIMIZATION PROCEDURE 31

Let ua denote

Ai = ( x  i TQ + 1 e < T(x) 4 TQ + (1+1) £ j , 1 = 1 , 2»». . 

Obviously we have
«О

A,n A. s ф If 1 / j and U  A, = X.
1 ■'3 i=0

Consider the sequence of random variables

hn (o) = i if fn (со) e A4.

Because of independence of gn the random variables 
form a Markov chain with states 0,1,2,... and transition 
probabilities P^j» for which in view of (l/)t

Pld = 0, if 1 < poo = 1 , (4)

and in view of ( 2 ')t

p ^  < 1 , if i > 1 . (5 )

From (4) and (5) we conclude, that the state 0 Is an ab­
sorbing barrier and all the remainder states are transient 
ones. Thus the chain hn (w) aohieves the state 0 with pro­
bability 1 independently of initial distribution of Ц  (cj)•
So we have t T(tQ (cj)) i TQ + £ j = p [<J i fQ (o) e A0| =
= : hQ (w) = o| a 1, q.e.d.

R e fe re n tk a

[i] DRIML М., HANS 0.s On a Randomized Optimization Procedure. Trans­
actions of the Fourth Prague Conference on Information Theory, 
Statistical Decision Functions, Random Processes. Publ. House 
of the Czech. Acad, of Sc., Prague 1967.
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О СХОДИМОСТИ ОДНОГО АЛГОРИТМА СЛУЧАЙНОГО ПОИСКА 

Резюме
Рассмотрена одна стохастическая процедура оптимизации 

и указывается обобщение теоремы Дримля - Ганса [1 ].

©  Instytut Maszyn Matematycznych 
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O PEWNEJ METODZIE GENERACJI WSPÓŁRZĘDNYCH 
PUNKTÓW RÓWNOMIERNIE ROZMIESZCZONYCH W 
KOSTCE N-WYMIAROWEJ

Stanisław BUDKOWSKI 
Pracę złożono 8 marca 1969

Opisano metody generacji współrzędnych punktów 
równomiernie rozmieszczonych w kostce n-wymiaro- 
w0j oparte o wykorzystanie ciągłego i nieciągłe­
go odwzorowania odcinka [O,1] na kostkę n-wy- 
miarową [0,ljn. Punkty odcinka określone są 
ciągiem liczb złotych. Praca stanowi kontynu­
uję opracowań H. Steinhausa i Z.Zubrzyckiej, 
którzy podali metody generacji współrzędnych 
Punktów równomiernie rozmieszczonych odpowied­
nio w odcinku oraz w kwadracie.
Opisana metoda została m.in. wykorzystana do 
realizacji ciągu punktów próbkowych w algoryt­
mie optymalizacji układów logicznycn metodą śle­
pego przeszukiwania przestrzeni zmiennych decy­
zyjnych.

1. WSTĘP

Rozmieszczenie punktów w kostce n-vymiarowej jest równo­
mierne, jeżeli liczba punktów znajdujących się w dowolnie wy­
branym podzbiorze tej kostki jest proporcjonalna do objętoś­
ci tego podzbioru.

Znana metoda generacji współrzędnych punktów równomiernie 
rozmieszczonych w przestrzeni n-wymiarowej polega na kolejnym 
generowaniu liczb losowyoh o rozkładzie równomiernym i utoż­
samianiu grup n takich liczb ze współrzędnymi punktów w kost­
ce n-wymiarowej. W przypadku tej metody przekonanie o równo-



34 Stanisław BUDKOWSKI

mierności rozmieszczenia punktów oparte jest na wykonanyoh 
testach statystycznych dla generatora liczb losowych.

W artykule niniejszym opisano metody generacji współrzęd­
nych punktów równomiernie rozmieszczonych w kostce n-wymiaro- 
wo,:j oparte na wykorzystaniu liozb złotych. Stanowi to konty­
nuację pracy H. Steinhausa [iJ, który podał taką metodę dla 
kostki 1-wymiarowej (odcinka) i pracy L. Zubrzyckiej M .  któ­
ra podała taką metodę dla kostki 2-wymiarowej (kwadratu).

Współrzędne punktów mogą być generowane zarówno przy wyko­
rzystaniu speojalnego programu dla maszyny cyfrowej jak i przez 
stosunkowo prosty układ elektroniczny.

Opisana metoda generacji współrzędnych punktów została za­
stosowana do optymalizacji układów logicznych [5], [9].

2. ALGOJttTM GENERACJI DLA ODCINKA [o,l]

II. Steinhaus zauważył [1]. że postulat równomiernego roz­
mieszczania punktów można spełnić, wybierając jako kolejne 
punkty kolejne reszty modulo 1 z wielokrotności dowolnej licz­
by niewymiernej v. Kolejne punkty są więc zadane przez kolejne 
wyrazy nioskończonego oiągu którego h-ty wyraz opisany
jest zależnością

zh = h*v - E(h*v),|zh = [0,1], E - funkcja entier. (i)

Równomierność rozmieszczania punktów wynika z własnośoi 
ekwipartycji liczb niewymiernych sformułowanej w 19 1 1 przez 
W.Sierpińskiego w postaci następującego twierdzenia:

Dla dowolnej liczby niewymiernej v i dowolnego pododcihka 
J c fo,lJ o długośoi |J|, jeżeli

Zjt = h*v - E(h»v) (2)

oraz L(m,j) = card {z^ : 0<h*m, z^e Jj,
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to spełniona jest następująca relacja graniczna

L(m,j) lim — _  3 U l  (5)
m. oo

Innymi słowy dla dostatecznie dużej liczby prób в, liczba 
generowanyoh punktów ciągu z^ wpadających do dowolnego pod- 
odcinka Jc[o,lJ jest wprost proporcjonalna do długości tego 
pododcinka oraz - co należy podkreślić - nie zależy od poło­
żenia tego pododcinka w odcinku [0,l]. Jak widać ciąg z^ jest 
równomiernie rozmieszczony w odcinku [0,l]»

Opierając się na oszacowaniu podanym przez A.Ostrowskie­
go [6]

| L (m, j) - m|J| | * 36 M log m, (Ч-)

słusznym dla m > 10 oraz przy założeniu, że mianowniki roz­
winięcia liczby niewymiernej v na ułamok łańcuchowy nie 
przekraczają pewnej liczby M, H.Steirjhaug zaproponował, aby sa 
liczbę niewymierną przyjąć liczbę złotą1 z з ^ =
0,618033»•• dla której M * 1. Jak dotąd nie ma dowodu na to, 
że nie istnieje taka liczba niewymierna, różna od liczby zło­
tej, dla której ekwipartycja będzie lepsza tzn. wyrażenie /4/ 
nie da się oszacować lepiej z góry2. Według H. Steinhausa jest 
jednak wysoce prawdopodobne, że takiej liczby nie ma.

3. ALGORYTM GENERACJI DLA KWADRATU [o, 1 J 2
L.Zubrzycka pokazała sposób równomiernego rozmieszcza­

nia punktów w kwadracie oparty o ciągłe odwzorowanie odcinka 
na kwadrat. Podany algorytm przejścia od każdej kolejnej licz­
by zh (h = 1,2...) na parę liczb ( k!j, k|), która opisuje 
punkt w kwadracie będąoy obrazem punktu z odcinka jednost­
kowego, składa się dla każdego h z 3 kroków:

Liczba złota wynika ze złotego podziału odcinka jednostkowego na 
dwie części z i 1-z, tak aby 1:z = z: (1-zj.

Identyczny wynik otrzymuje się, jeżeli za liczbę niewymierną przy­
jąć liczbę srebrną będącą uzupełnieniem do 1 liczby złotej.
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1. Rozwinięcia liczby z^ w systemie dziewiątkowym
co

Zh = ]b\ ^  '5)

2. Zamiany kolejnyoh cyfr dziewiątkowych aw (w = 1,2,... ) 
na pary cyfr trójkowych fw1, Jw2; jfw1, *w2 = {0,1,2} 
wskutek czego zh reprezentowane jest przez ciąg cyfr 
trójkowych (jf11 jf12 ^21 jf22 f^2 ....

5. Przyjęcia
OO

k*= z
1 w=1

oo

Ponieważ krok 2-gi w cytowanej pracy nie jest podany ex- 
plicite podamy poniżej\pełny opis analogioznego algorytmu tzn. 
również opartego o ciągło odwzorowanie odcinka [o,l] na kwa­
drat [0,1] 2, a różniącego się od podanego przez L.Zubrzycką 
tym, że otrzymane współrzędne k^, k2 są przedstawione w po­
zycyjnym systemie dwójkowym, a nie trójkowym.

Ponieważ większość obecnyoh maszyn cyfrowych wykorzystuje 
dwójkowy system zapisu liczb, więc algorytm taki jest bardziej 
przydatny do zastosowań, praktycznych.

Ciągłe odwzorowanie odcinka na hwadrat, na którego podsta­
wie podany algorytm generacji współrzędnych punktów równo­
miernie rozmieszczonych w kwadraoie, buduje się w sposób nas­
tępujący И *

i  лPodzielmy jednostkowy odcinek T na 4 równe częśoi Tq , T,j,
Tg, Tj (indeksy dolne określają kolejność ich występowania
na odcinku T od lewej do prawej strony). Podzieliby kwadrat

Л 1 1 1jednostkowy A na 4 równe kwadraty Aq , A,j, A2, Aj

bw1 У »

-w
(6)
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(rys. 1)^. Odcinki oraz kwadraty A.̂  (i €fo,1,2,3}) nazywać 
będziemy odpowiednio odcinkami i kwadratami pierwszego przy­
bliżenia. Podzielmy następnie każdy z odcinków pierwszego 
przybliżenia znowu na 4 równe odcinki i oznaczmy odcinki częś- 
oiowe otrzymane z podziału odcinka Tq przez TjL, Tq2,
T q 3 , z podziału odcinka T 2 przez t|0, tJ,, t|2, T i wresz­
cie z podziału odoinka przez T^Q , , T^2 , T|3 .

a ; 4

a ;

< A\ Al

Д/ a ’ < Ki

Ał, A3,i Aa

4 К A%

Rys. 1

2 pSzesnaście tak otrzymanych odcinków T 00t..., TJ3 nazywać bę­
dziemy odoinkami drugiego przybliżenia. Podzielmy obeonie 
każdy z czterech kwadratów Aq, A^, A2, A^ na cztery kwadra­
ty - otrzymamy 16 kwadratów drugiego przybliżenia, przy czym 
kwadraty A^ , Aq2, Aq3 , A^ są^zawarte w kwadracie pierwsze­
go przybliżenia , kwadraty^A10,^A11, A^2 , A^3 - w kwadra­
cie A1t kwadraty A ™  , A2-» Agg , A2j - w kwadraoie A2 i wresz­
cie kwadraty A^0 , A31 , a|2» w kwadraoie A ?.

Oznaozmy przez

^ Ч  *2... “n-1 ООО...* “1' “2" "  *»-1 <?>
Istnieje naturalnie kilka innych sposobów rozmieszczenia kwadratów 
Aj. aJ, Ag, A^ w  kwadracie jednostkowym A niż to zostało pokazane 
na rys. 1.
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pewien odcinek (n-1) -szego przybliżenia. Wtedy odcinki n-te­
go przybliżenia zawarte w tym odcinku (n-l)-szego przybliżenia 
można oznaczyć jako:

CŁ̂| CĈj • . . ООО • • .

T ot ̂ otg • • • ос п—1 ООО • • • Сб )

T CC^OŁg***® n—1 "̂00 • • •

^ cc ̂ сUp •«• cc 500 •«*

Przyjmijmy, że

0*1 a 2 a 3 * * * a n)' ** j = *^*5}
jest rozwinięciem w systemie pozycyjnym o podstawie +4 pewnej 
liczby к

n
к = T  cc . 4 З (9)

3=0 n-j

Wtedy Tj oznacza k-ty odcinek n-tego przybliżenia. Ustalny, 
że kolejność występowania 4n odcinków n-tego przybliżenia na 
odcinku jednostkowym od lewej do prawej określa liczba k.

Analogicznie rozumując przyjmijmy, że A^ oznacza k-ty kwa­
drat n-tego przybliżenia. Ustalmy również, celem spełnienia 
warunku ciągłośoi odwzorowania , że kwadraty n-tego przybli­
żenia A^ (k = 0,1,...4n-1) rozmieszczone są w kwadracie jed­
nostkowym tak, aby dla dowolnego p kwadraty A^ i A ^  miały 
punkt wspólny. Można zauważyć, że Wystarozy w tym celu tak 
rozmieścić kwadraty n-tego przybliżenia, aby ostatni i pierw­
szy kwadrat n-tego przybliżenia otrzymane z podziału dwu są- 
siednioh kwadratów n-1 -szego przybliżenia miały wspólny 
punkt.

Odwzorowanie jest ciągłe gdy przez dostateczne zbliżenie punktów 
odcinka można osiągnąć dowolne zbliżenie odpowiadających ia punktów 
kwadratu.
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Podział odoinków i kwadratów można kontynuować nieskończe­
nie długo. W miarę wzrostu n zarówno długości odoinków kolej- 
nyoh przybliżeń jak i długości boków kwadratów kolejnych przy­
bliżeń zdążać będą do zera.

Przyporządkujmy obecnie każdemu odcinkowi n-tego przybli­
żenia (k = 0,1,2,...; n = 1,2,...) kwadrat również n-te­
go przybliżenia mająoy ten sam numer к co i odoinek. Otrzyma­
my wtedy dla każdego n odpowiedniość wzajemnie jednoznaczną 
między odcinkami a kwadratami tego samego przybliżenia. Roz­
ważmy obecnie dowolny punkt t z odcinka jednostkowego T. Punkt 
ten należy do co najmniej jednego'’ z odcinków pierwszego przy­
bliżenia, do co najmniej jednego-’ z odcinków drugiego przybli­
żenia, do co najmniej jednego^ odcinka trzeciego przybliżenia 
itd. Rozpatrując obecnie kwadraty, które odpowiadają odcinkom 
zawierającym punkt tQ otrzymamy nieskończony zstępujący ciąg 
kwadratów^, których długości boków zdążają do zera wraz ze 
wzrostem n. Wszystkie te kwadraty będą wobec tego miały dokład­
nie jeden punkt wspólny aQ, który przyporządkujmy punkto­
wi tQ Wynika to ze znanego [28] w topologii twierdzenia, 
które orzeka: jeżeli Fm są podzbiorami domkniętymi i niepus- 
tymi zbioru zwartego R oraz tworzą ciąg zstępująoy

3 ?2 3 *** 00)
i ponadto ze wzrostem m średnice zbiorów Fm dążą do zera, to 
iloczyn

F1-n F2 n . . .  nFmn . . .  (11)

składa się dokładnie z jednego punktu.

 ̂I nie więcej niż do dwu; do dwu należy wtedy, gdy jest on punktem po­
działu na odcinki kolejnych przybliżeń. Np* punkt tQ oznaczony na 
rys. 1 należy do odcinków Tg, T̂  oraz do T̂ , T̂ .
Zgodnie z odnośnikiem (5 ) Istnieć mogą dwa takie ciągi np. AQ, Ay... 
i A^.A^.

 ̂ Można zauważyć, że w przypadku opisanym w odnośniku (5 ) 1 (б )
Aq = A^ ... г ... czyli otrzymamy ten eam punkt aQ, który przy­
porządkujemy punktowi tQ.
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Zgodnie z powyższym każdemu punktowi odcinka T odpowiada 
jeden określony punkt kwadratu.

Aby pokazać, że opisane odwzorowanie jest przekształceniem 
odcinka na kwadrat^ należy jeszcze wykazać, że każdy punkt 
kwadratu odpowiada co najmniej jednemu punktowi odcinka. Roz­
patrzmy dowolny punkt aQ zawarty w kwadracie jednostkowym. 
Oznaczmy przez A^, Aj, A^,... nieskończony ciąg kwadratów ko­
lejnych przybliżeń, w których zawarty jest punkt 
a0 (,..c A^ = Aj c a J). Nieskońozony ciąg odcinków odpowiadają­
cych tym kwadratom jest następujący: T?, , T-*,... Ponieważ 
każdy z tych odcinków zawiera się w poprzednimi ...cT^cT^cT^) 
i długość tych odcinków w miarę wzrostu rzędu kolejnego przy­
bliżenia maleje do zera więc wszystkie te odcinki - zgodnie 
z uprzednio przytoczonym twierdzeniem - mają dokładnie jeden 
punkt wspólny tQ. Punktowi tQ odcinka T odpowiada właśnie 
punkt aQ kwadratu A.

Można zauważyć, że odwzorowanie to nie jest wzajemnie jed­
noznaczne - jeden i ten sam punkt kwadratu może odpowiadać 
kilku różnym punktom odcinka T. Na przykład punkt będący wspól­
nym wierzchołkiem kwadratów drugiego przybliżenia A^, a|, A^, 
A ^  odpowiada czterem różnym punktom odoinka T.

Można natomiast zauważyć, że podane odwzorowanie jest cią­
głe. Wynika to bezpośrednio z opisanego poprzednio sposobu 
rozmieszczania kwadratów kolejnych przybliżeń w kivadraoie A. 
Jeżeli tQ jest dowolnym punktem odoinka T, to dla dowolnego n 
każdy punkt t tego odoinka, dostateoznie bliski punktu tQ, bę­
dzie zawarty wraz z tg w tym samym lub w sąsiednim odcinku 
n-tego przybliżenia. ''Wówczas punkty aQ i a odpowiadające 
punktom tQ i t będą zawarte w tym samym lub sąsiednim kwa­
dracie n-tego przybliżenia. Biorąo więo punkty t dostatecznie 
bliskie punktu tQ otrzymamy punkty a wodolnie bliskie aQ.

g
Gdyby wykazać, że każdy punkt kwadratu odpowiada dokładnie jednemu 
punktowi odcinka, to odwzorowanie byłoby wzajemnie jednoznaczne.
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Podany powyżej sposób ciągłego odwzorowania odcinka na kwa­
drat pozwala na określenie współrzędnyoh k^, punktu w kwa­
dracie na podstawie liczby zh. Rozwijając bowiem liczbę zh 
w systemie czwórkowym

OO

* ,5 “.1 ł'3 , (12)

gdzie a.j = |0,1,2,з| otrzymamy nieskończony ciąg liozb 
°<~1 ««-2» * * * *aw’ * * * ’ przy С2Ут je3t numerem kwadratu pierw­
szego przybliżenia, w którym zawarty jest punkt odpowiadający
V  a 2* Jest numerem zawartego w nim kwadratu drugiego przy- 
bliżonia, w którym zawarty jest punkt odpowiadająoy zh itd.

Zmieniając obecnie - według specjalnego algorytmu - cyfiy 
aw tego rozwinięcia na pary cyfr f w1, U l , ^  ={0,l]
uzyskuje się szukane współrzędne k^, kg punktu w kwadracie 
określone następującymi wzorami!

(ol1 a 2... «w... )-((Г 11 JT «]2 $21  ̂22* * * & w1 &w2*** ) *

00
k1 = ^  2 " * (&11 ^21*** ffWl*** ) 0 *WS8 I

00 / 
k2 = ^w2 2 W ~ Cffl2 £ 22 * * * &w2**\) o *W= I +<d!

Dla ułatwienia określenia sposobu przechodzenia od a naW
parę cyfr yw1, yw2 na rys. 2 na osiach k,, i k2 oznaczono 
akalę^ w systemie pozyoyjnym o podstawie +2 i ponumerowano 
kolejne kwadraty w ramach tego samego rzędu przybliżenia ( od­
powiadają one oyfrom ). Ze względu na możliwośoi wykonania 
rysunku podziały zakońozono na 3-cim przybliżeniu. W tabelaoh 
1, 2, 3 podano sposób zamiany trzech cyfr rozwinięcia czwór­
kowego <**], a2i na odpowiednie pary cyfr , y12; y21,

Q Naturalnie można również podać skalę w innym systemie dwójkowym np. 
o podstawie (-2). Wtedy liczbę z^ należy jednak rozwijać w systemie 
pozycyjnym (-A).
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Rys. 2

2̂2$ 3̂1* )Гз2* Analosicz;nie podać można tabelki dla liczb 01̂ , »«■£»•• •? ze względu na ioh rozmiary nie są one jednak przy- toozone. Istnieją 4 różne funkcje <|>̂, ц>̂ Ц)̂ odwzorowują­
ce aw iia parę oyfr J f » jfw2 zależnie od ,<*w_2‘• “ » а1 *
Tabela 1

°4 &11 fl2

0 0 0
1 0 1
2 1 1
3 . 1 0

Ф 1
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Tabela 2

« . . ]  = 0
* 1

. { 1 , 2 )
* 1  s 3

0 1 2

£  2 1 £  2 2 f e l 5  2 2 У 2 1 S 2 2

0 0 0 0 0 1 1

1 1 0 0 1 0 1

2 1 1 1 1 0 0

3 0 1 1 0 1 0

C
M

Э
-

Ф 1 Ф 5

Tabela 3

"3

°4 = 0 SL - 1 {1.*} 0L1 =3
<*2=0 V [1.2]V= 3 V 0 V M V 3 Ы2=0 . ОС 2 ==3
&31*32 £31 *32S31 f32hi f31 £32 Гз-Ir32*31f32f3l f32$31*32

0 00 00 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 . 1 1 0 0
1 0 1 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 1 00 1 0 1
2 1 1 1 1 0 Q 1 1 1 1 0 0 0 00 0 1 1
3 1 0 0 1 0 1 0 1 1 0 1 0 0 1 1, 0 1 0

Ф2 44 Ф 2 <P1 Ф 3 94 Фз <ł>1

Na podstawie takich tabel określić można graf przejść i 
wyjść automatu realizującego odwzorowanie nieskończonyoh cią­
gów oyfr ozwórkowyoh ocw (w =1,2,,..) na nieskończone oiągi 
oyfr 'dwójkowych jfw1, Jw2* Graf takiego automatu pokazany jest 
na rys. 5. Obok gałęzi wpisano wartości <x powodujące przejś­
cie automatu do następnego stanu zgodnie ze strzałką w danej 
gałęzi craz (w nawiasie) wertościami j^, )j2, jakie pojawiają
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się przy tym przejściu na wyjściu automatu. Zauważmy, że moż­
na wybrać dowolny z czterech stanów jako stan początkowy, oo 
wynika z czterech różnych możliwości rozmieszczenia kwadratów 
pierwszego przybliżenia w kwadracie jednostkowym. W przypadku 
takiego ich rozmieszczenia jakie ukazano na rys. 3 stanem po­
czątkowym jest stan ф^.

Dla ilustraoji określmy dwójkowe rozwinięcia współrzędnyoh 
punktu w kwadracie będąoego obrazem Z^, tzn. pierwszego wyra­
zu ciągu {Z^]. Rozwijając liczbę Z^ = 0,618033*•• w systemie 
pozycyjnym o podstawie +4- otrzymany rozwinięcie

Wynika stąd, że obraz punktu Z1 w kwadracie leży w 2-gim 
kwadracie 1-szego przybliżenia, 1-szym kwadraoie 2-giego przy­
bliżenia zawartym w 2-gim kwadraoie 1-szego przybliżenia itd.

Posługując się tabelami 1, 2, 3 lub grafem z rys. 3 znajdu­
jemy rozwinięcia dwójkowe

1 0 ,1)

Rys. 3
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Stąd rozwinięcie w systemie pozycyjnym o pbdstawie +2 współ- /1 /1
rzędnyoh к , obrazu punktu w kwadraoie mają postać

k} = (i 0 1 ...) } ki = (i 1 O ...)
1 4  +2 * 4 +2

Jak dotąd przyjmowaliśmy milcząoo, że za pośredniotwem omó­
wionego ciągłego odwzorowania odcinka jednostkowego na kwadrat 
jednostkowy oiąg punktów równomiernie rozmieszczonych na odoin- 
ku (dzięki własności ekwipartyoji ) przekształca się na oiąg 
punktów równomiernie rozmieszczonych w kwadracie. Nie ma na 
to jak dotąd formalnego dowodu. 0 tym, że tak może być świad­
czy tylko pewna liczba wykonanych eksperymentów.

Stopień zbliżenia do równomiernego rozmieszczenia punktów 
można określić, obliczając tzw. Steinhausa wskaźniki zgęszoze- 
nia S [Ż] definiowane jako stosunek wariancji 62 do śred­
niej liczby punktów zawartych w kostkaoh ełementamyoh powsta­
łych przy pewnym regularnym podziale boków kwadratu c?yli

*2S . --- ,

к
gdzie:

к = J Z  kj »" i=1 1

6

(14̂

2 = 5 A  (ki  - k) 2 •i=1

przy czym k^ - liczba punktów zawartych w i-tym kwadraoie 
elementarnym, N - liczba kwadratów elementarny oh.

Ini S jest bliższe zeru tym rozmieszczenie jest bliższe do 
równomiernego. W przypadku gdy S » 1 istnieją duże skupienia 
punktów w pewnych obszarach i duże rozrzedzenia w innych.

W celu określenia współozynnika Steinhausa wykonano nastę­
pujący eksperyment: kwadrat [p,lj2 podzielono na 9, 25, 4-9»
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169* 361, 841 kwadratów elementarnych i za pomooą specjalne­
go programu dla maszyny UMC-10 określono dla każdego z podzia­
łów i dla różnej liczby prób współczynnik S. W wyniku otrzy­
mano, że nie przekracza on 0,57.

W tabeli 4 podano wyniki części eksperymentów. W kolumnie
h podano liczbę prób, dla której obliczono wskaźnik Stein­
hausa S, a w kolumnie j podano dodatkowo stosunek liczby punk­
tów, które trafiły do pewnego kwadratu elementarnego (wybra­
nego przypadkowo) o objętości podanej nad tą kolumną do licz­
by wygenerowanych punktów ( kolumna h).

Wskaźnik Steinhausa pozwala również na porównanie ( z punk­
tu widzenia równomierności rozmieszczenia punktów w kwadra­
cie) metody genegacji opartej o liczby złote i metody opar­
tej o ich losowe wybieranie z równomiernym rozkładem prawdo­
podobieństwa. Przy losowym rozmieszczaniu punktów wskaźnik 
S = 1, gdyż liczba punktów trafiająoyoh w kwadrat elementar­
ny ma rozkład Poissona, a więc warianoję równą średniej [2].
W rzeczywistości S dla losowego rozmieszczania punktów różni 
się od 1, gdyż istniejąoe generatory liczb losowych spełnia­
ją warunki przypadkowości jedynie z pewnym przybliżeniem. 
Wskaźniki Steinhausa otrzymane przy losowym rozmieszczaniu 
punktów z wykorzystaniem generatora liczb losowych opracowa­
nego dla maszyny UMC-10 (opartego o algorytm Roteńberga [3] 
wahały się w granicach 1,1 do 1,3.

Można zauważyć, że wykonane testy (S i j) są podobne doptestu ж i testu częstości jakie wykonuje się dla generato­
rów liczb losowyoh o równomiernym rozkładzie prawdopodobień­
stwa.

4. ALGORYTM GENERACJI DLA KOSTKI n-WY. MIAROWEJ [0,l]n

Znane jest w topologii twierdzenie [в] , które orzeka: każ­
de continuum lokalnie łukowo spójne jest ciągłym obrazem od­
cinka. Z twierdzenia tego wynika, że kostka n-wymiarowa jest
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ciągłym obrazem odcinka. Chcąc określić odwzorowanie odcinka 
na kostkę n-wymiarową w sposób analogiozny do określonego dla 
kwadratu napotyka się jednak na trudności przedstawienia gra­
ficznego umożliwiającego określenie funkcji odwzorowującej. 
Zauważmy, że główną trudnością stojącą na przeszkodzie sfor­
mułowaniu metody generacji współrzędnych punktów równomiernie 
rozmieszczonych w kostce n-wymiarowej za pośrednictwem uogól­
nienia opisanej poprzednio metody dla kwadratu jest sposób 
odwzorowywania cyfr ozwórkowych ot na parę oyfr dwójkowych
t w1 * i" w2 *

Ze względu na konieczność zapewnienia ciągłośoi odwzorowa­
nia nie można było przy tym stosować do kodowania cyfr aw 
pary oyfr r wl» Ifw2 Pozycyjnego systemu dwójkowego. Przy­
pomnijmy również, że współrzędne k^, k2 w przypadku kostki

* p° Określeniu par ccw1 <£w2<scwg «. 1... cfw-1 powstawały 
w ten sposób, że kolejne cyfry rozwinięoia k^ otrzymywano, 
biorąc co drugą cyfrę dwójkową |fw ,̂ począwszy od pierwszej 
cyfry dwójkowej £w1, a kg począwszy od £w2.

Gdyby można było przyjąć za dopuszczalne takie kodowanie 
cyfr oc (*w = {o, 1,2,1]) parą cyfr f ̂  jfw2 3
= {0,1}) , w którym jfw1, stanowią kolejne cyfry rozwi­
nięcia oł.,; w pozycyjnym systemie dwójkowym, to zagadnienie 
określenia explicits funkcji odwzorowującej ciąg [zh| na 
ciąg {(^» k2,..., k£)j mogłoby być rozwiązane stosunkowo 
prosto. Istotnie, zamiast rozwijać w pozycyjnym systemie 
ozwórkowym liczbę zh, a. następnie każdą cyfrę tego rozwinię­
oia w pozycyjnym systemie dwójkowym, można by po prostu roz­
winąć liczbę zh w systemie pozycyjnym dwójkowym i chcąc okreś­
lić obraz zh w kostce n-wymiarowej zadany współrzędnymi 
(k!|, k2,..., k£) wystarozyłoby określić oo n-te cyfry tego 
rozwinięoia, począwszy od pierwszej dla k£, od drugiej dlau U ’
k2, od trzeoiej dla k^ itp. Zbiory takich cyfr dwójkowyoh 
podane w sposób uporządkowany określałyby kolejne cyfry roz­
winięoia dwójkowego w systemie pozycyjnym o podstawie (+2) 
liczb k*, kg,•••, k£ .
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Można zauważyć, że w takim przypadku odwzorowanie odcinka 
na kostkę n-wymiarową nie jest ciągłe. Z drugiej jednak strony 
nie widać powodu do ograniozenia się do poszukiwania jedynie 
odwzorowań oiągłych, gdyż аздаа własność ich ciągłości specjal­
nie nas nie interesuje. Interesuje nas natomiast czy przy ta­
kim odwzorowaniu rozłożenie punktów w kostce będzie dostatecz­
nie równomierne. Jeżeli za miarę równomierności rozłożenia 
przyjąć współczynnik Steinhausa, to wydaje się, że przy takim 
odwzorowaniu nie nastąpi Istotna zmiana jego wartości.

Przesłanki powyższe znalazły potwierdzenie w wielu ’wykona­
nych eksperymentach, których część została zestawiona w tabe­
li 5 w postaci badania współczynnika Steinhausa i wartości 
"j" dla takiego odwzorowania. Postawiono pytanie czy tego ro­
dzaju postępowanie zapewnia ekwlpartycję punktów w kostce 
n-wymiarówej, analogicznie jak ciągi liczb niewymiernych (zło­
tych) rozmieszczonych na odoihku,

A.J. Blikle na prośbę autora udowodnił w sposób formalny 
słuszność przyjętej hipotezy, nazywając tak powstałe ciągi 
oiągami elcwipartywnymi w kostce [0,1 J n.

Definicja. Ciągiem ekwlpartywnym 4 = {fhl w kostce 
|0,l]n nazywamy ciąg, dla którego 4 ** pseudomiara | A|̂  
definiowana jako

I A| = l i m ^ L  (A,m), (1 5)
m -*■ 00

przy czym

A - przedział n-wymiarowy А С 0,1 n,
L, A,m = Card f ^ h{ 0 < h « m, 4 h e A l
* def Ł ■

pokrywa się z miarą Lebesgue'a na wszystkich przedziałaoh
n-wymiarowych.

Rozważmy teraz następujące nieciągłe odwzorowanie odcinka 
[0 ,1] na kostkę [0,l]n.
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Niech к с C°»^Q i niech

к = Л  jf , 2-3
j-1 0

(16)

Jeżeli к jest liczbą niewymierną, to jak wiadomo, ciąg 
wyznaczony jest jednoznacznie. Jeżeli k(o<k<l) jest 

wymierne, to może posiadać dwa rozwinięcia. W jednym od pew­
nego miejsca występują same jedynki, a w drugim od pewnego 
miejsca - same zera. Aby zapewnić sobie jednoznaczność przyj­
mijmy umowę, że rozpatrujemy zawsze to drugie rozwinięcie.

Liczbie к przyporządkujemy teraz punkt f(k) kostki [6,l]n, 
który określimy w następujący sposób:

gdzie:

. 2-i

(17)

(18)

Innymi słowy, dwójkowe rozwinięcie współrzędnych k^ otrzy­
muje się, biorąc co n-tą cyfrę rozwinięcia dwójkowego liczby k, 
poczynając od p-tej cyfry tego rozwinięcia.

Na przykład jeżeli

zh " 

to
i=1 tŁ 2--i _ (̂ 1 S 2 t3 ... ^П-1 ^n

k-i - (fi £ n+1 X 2n+1* i+2 ’k2 =(ч̂ 2 f n+2 S 2n+2* * +2 ’

kP К *P £ n+p £ 2n+p* '\z *

kn = ;*n ^2n У3п *•*.W

'0 ’ 4 2 (19)

(2 0 )
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Jak udowodnił A.J. Blikle tak określona funkcja odwzorowu­
je odcinek [o,l] na kostkę [o,l]n bez jednego punktu 
(l,1,1... i) w taki sposób, że dla każdej liczby niewymier­
nej v, ciąg ekwipartywny

'= h.v - E(h.v) (21")

w odoinku [0,1] przechodzi na ciąg okwipartywny w kost­
ce [0,l]n.

Funkcję f(k) konstruuje się w sposób następujący. Nieoh 
przez m_ty regularny podział odcinka [o,l] rozumie się po­
dział na 2n*m równych odcinków (n-wymiar kostki, na którą 
odwzorowuje się odcinek jednostkowy).

Niech przez m-ty regularny podział kostki [o,l]n rozumie 
się podział na 2n,m równych kostek

[0,1]n = [b1 2"m, (b1 + l)2“mJX... x[bn 2~m, (bn + 1) 2”n ] ,
gdzie

0 < b^, bg,.««, bn ^ 2 — 1,
b^, b2, ..., bn - liczby całkowite,
x - symbol iloczynu kartezjańskiego.

Każdemu odcinkowi m-tego regularnego podziału odoinka [ОИ] 
przyporządkowuje się wzajemnie jednoznacznie pewną kostkę 
m-tego regularnego podziału kostki [o,l]n. Na przykład dla 
n=2 przyporządkowanie to buduje się podobnie jak to zostało 
omówione dla odwzorowania ciągłego. Różnica polega na tym, 
że inaczej numeruje się kwadraty kolejnych przybliżeń (kolej­
nych regularnych podziałów); można ją zauważyć, pforównując 
np. rys. 1 i 2 odpowiednio z rys. 4- i 5. Obeonie 4 kwadraty 
dowolnego przybliżenia rozmieszczone wewnątrz kwadratów po­
przedniego przybliżenia ponumerowane są zawsze w ten sam spo­
sób. Poprzednio było to niedopuszczalne z punktu widzenia 
ciągłości odwzorowania, tzn. tak jak dla pierwszego przybli­
żenia (1-szego regularnego podziału). Sposób rozmieszczenia
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kwadratów pierwszego przybliżenia w kwadracie jednostkowym 
wynika natomiast z przyjętego a priori systemu pozycyjnego +2, 
w którym mają być przedstawiane liczby h.

A?
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Al A* Af, Af,
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A? Aj A* A1
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Tak określone przyporządkowanie odcinków na kostki dla do­
wolnego m-tego regularnego podziału oznaczmy przez tf. W kwes­
tii przyporządkowania <p można pokazać, że każdy zstępujący 
oiąg odcinków regularnych podziałów odwzorowuje się na zstę­
pujący oiąg kostek regularnych podziałów. Ponieważ <p jest 
wzajemnie jednoznaozne więc istnieje odwzorowanie odwrotne 
cp"1, w kwestii którego można pokazać również, że każdy zstę­
pujący ciąg kostek regularnych podziałów odwzorowywuje się 
na zstępujący ciąg odcinków regularnych podziałów.

Każdemu zstępującemu ciągowi odcinków odpowiada jednoznacz­
nie pewien punkt odcinka jednostkowego wyznaczony jako jego 
granica (patrz cytowane powyżej twierdzenie). Tym niemniej 
tę samą granicę mają w niektórych przypadkach dwa różne ciągi 
zstępujące, gdy granioa jest punktem krańcowym odcinków wszyst­
kich kolejnyoh regularnych podziałów. Można jednak określić 
funkcję jednoznaczną ф przyporządkowywującą punktom odcinka 
ciągi zstępujące do nich zbieżne, np# umawiając się, że bie­
rzemy - gdy jest to.konieczne - oiągi, w których numer odcin­
ka pierwszego przybliżenia zawierającego rozpatrywany punkt 
jest mniejszy z dwu możliwych.

Funkcję f określany teraz w eposób następujący: Punktowi 
ke [0,1] przyporządkowywujemy jednoznacznie zstępujący ciąg 

ф(к) przedziałów odcinka, który odwzorowywujemy następnie 
funkcją <p na zstępujący ciąg kostek <f[<jj(kjj] . Wartość funk- 
oji f w punkcie k, czyli f(k) określamy jako granicę ciągu 

(k)].

Tak określona funkcja f(k) nie jest funkoją różnowartoś- 
oiową na odcinku, tzn. różnym punktom odcinka jednostkowego 
odpowiadać może wspólny punkt w n-wymiarowej kostce jednost­
kowej. Ściślej, istnieją takie pary punktów k' i k" odcinka 
j e dnos tkowego, że

k' 4  k" ale f (k') = f(k") . (22)
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Można jednak udowodnić, że

(V k', k"« [0,1]) ( f(k')= f(k")-(k'- k")ew) . (2 J>)

gdzie W jest zbiorem liozb. wymiernych. Z drugiej strony poka­
zuje się* że

(Vi, jen) [(i 4 j)=> (Zj - Z ^  w], (24)

gdzie N jest zbiorem liozb naturalnych.

Wynika stąd wniosek, że funkcja 'f(k) jest funkcją różno- 
wartośoiową na zbiorze punktów oiągu . Innymi słowy funk­
cja f(k) nie "zlepia" żadnych dwóch punktów ciągu gdyż
punkty odcinka [0,lJ posiadające te Same obrazy w kostoe 
[0,l]n nie należą do ciągu {z^j.

Niech f(T) będzie zbiorem wszystkioh obrazów punktów z od- 
oinka T. Wtedy, jeżeli T jest odcinkiem m-tego regularnego 
podziału kostki [o,l]n to f(T) jeat kostką m-tego regularne­
go podziału kostki [o,l]n. Korzystająo z różnowartościowości 
funkoji f na zbiorze punktów oiągu można udowodnić, że
dla każdego odoinka T regularnego podziału

•*l. ■ lf(T)l « , )  <25) 
Ponieważ oiąg £zh J jest ekwipartywny, więc

1
| Tl = . (26)’ 'z 2n,m

Stąd

I * W flł) ■ i ^ n r  • W

co rzeczywiście jest objętością kostki f(T).

Aby pokazać, że oiąg [f(z)| jest ekwipartywny w kostoe 
[0,1]п pokazuje się jeszcze, że dla każdego przedziału n-wy- 
miarowego A w kostce [0,l]n (a nie tylko dla kostek regular­
nego podziału )
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jest równe objętości tego przedziału.

To, że jest tak rzeczywiście udowadnia się, aproksymując 
przedział A dwoma ciągami przedziałów i {C^ , i = 1,2,...,
gdzie dla każdego i:

jest najmniejszym zbiorem zawierającym A będącym sumą 
kostek i-tego regularnego podziału,

jest największym zbiorem zawartym w A będącym sumą kos­
tek i-tego regularnego podziału.

W ten sposób naszkicowano podany przez A.J. Bliklego do­
wód twierdzenia, że dla każdego v będącego liczbą niewymier-- 
ną funkcja f odwzorowuje ciąg

Tak więo przyjęta przez autora hipoteza, w oparciu o eks­
perymentalne wyznaczanie współczynników Steinhausa dla takie-

5. Ш /AGI 0 MOŻLIWOŚCI GENEROWANIA WSPÓŁRZĘDNYCH PUNKTÓW RÓW­
NOMIERNIE ROZMIESZCZONYCH W KOSTCE [0,l]n PRZY POMOCY 
MASZYNY CYFROWEJ

Liczby zh są liczbami niewymiernymi, a w praktyce ze wzglę­
du na skończoną długość słowa maszynowego operować możemy je­
dynie na ich skończonyoh rozwinięciaoh. Ciąg ^z^J jest więo 
wtedy okresowy. Określmy okres powtarzania takiego ciągu. 
Niech v oznaoza odpowiednio bliskie przybliżenie liczby nie­
wymiernej v powstałe poprzez uwzględnienie jedynie skończo­
nej liozby cyfr rozwinięcia liczby v. Niech T oznacza okres 
powtarzania ciągu {ż^j

zh = h.v - E (h.v ) 

na ciąg ekwipartywny w kostce [o,l]n.

go odwzorowania, okazała się słuszna.
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Twierdzenie
Jeżeli v = ^ , gdzie -j- jest ułamkiem nie3kracalnym, to 

okres powtarzania ciągu równy jest T = q.

Dowód
Okres ciągu | r ó w n y  jest z definicji najmniejszej licz­

bie naturalnej T spełniającej

^h+T = ah dla h = 1,2,..» (2 9)

Liczba taka naturalnie Istnieje. Wobec tego

v(h+T) - B[v(h+T)]= v.h - e (v .!).) . (JO)

Stąd

v.T = e [ v(h+T)]- E(v.h) . (51)

Jest więc prawdą, że liczba naturalna T spełnia powyżsi-e 
równanie wtedy i tylko wtedy gdy v.T jesb liczbą całkowitą.

Rzeczywiście: Jeżeli v.T jest liczbą całkowitą, to

E[v(h+T)]= E(v.h + v .t ) = e(v.h ) + v.T,

a więc równanie (3"0 jest spełnione. Jeżeli równanie (31) 
jest spełnione, to oczywiście v.T jest liczbą całkowitą, co 
wynika z postaci prawej strony równania (3l)* Jeżeli teraz 
v = ^ , gdzie ^ jest ułamkiem nieskracalnym, tc. oczywiście 
najmniejszą liczbę T taką aby ^ . T było liczbą całkowitą 
jest q c.b.d.o.

Przy obliczeniach numerycznych liczbę v przedstawiamy w 
postaci rozwinięcia dwójkowego
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Załóżnjy, że jest to najkrótsze rozwinięcie dwójkowe licz­
by v, tzn. ak / O. Wtedy ułamek nieskracalny reprezentujący 
v jest postacis

Z powyższego i z podanego twierdzenia wynika następujący 
wniosek.

Wniosek
Jeżeli liczbę v uzyskujemy, biorąc к cyfr rozwinięcia dwój­

kowego liczby vt przy czym k-ta cyfra tego rozwinięcia równa
кjest 1, to okres powtarzania ciągu zh wynosi T = 2 .

Z powyższego widać, że dla przeciętnych długości słów ma­
szynowych rzędu 30 okres powtarzania ciągu zh je3t wystarcza­
jąco duży dla zastosowań praktycznych. Dla dużych n, w przy­
padku stosowania metody opartej o nieciągłe odwzorowanie od­
cinka na kostkę n-wymiarową, może się okazać konieozne opero­
wanie na słowach o kilkakrotnej długości, gdyż inaczej liczba 
cyfr rozwinięcia dwójkowego współrzędnych k^, i=1,2,...,n 
może okazać się zbyt mała.

\ ". • m •
6. PORÓWNANIE OPISANYCH METOD GENERACJI WSPÓŁRZĘDNYCH PUNK­

TÓW RÓWNOMIERNIE ROZMIESZCZONYCH W KOSTCE [0,l]n

Omówione metody różnią się zasadniczo tym, że opierają się 
odpowiednio o ciągłe i nieciągłe odwzorowania odcinka na kost­
kę. Wszystkie znane metody oparte o ciągłe odwzorowanie odoin- 
ka na kostkę mają następująoe wady;

1. Algorytm odwzorowania ciągu [z^J na ciąg wektorów n-wy- 
miarowych

komplikuje się w miarę wzrostu n.
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2. Każde ciągłe odwzorowanie odcinka na kostkę nie jest 
wzajemnie jednoznaczne, tzn. istnieją punkty w kostce, z któ­
rych każdy odpowiada kilku różnym punktom z odcinka, Np. zgod­
nie z twierdzeniem Hahna-Mazurkiewicza.dla każdego odwzorowa­
nia ciągłego odcinka na kwadrat istnieje nieskończenie wiele 
punktów kwadratu, z któiych każdy odpowiada conajmniej trzem 
różnym punktom odcinka.

Należy jednak zauważyć, że sformułowania w p. 2 dotyczą 
wszystkich punktów odcinka, podczas gdy w rzeczywistości in­
teresuje nas tylko to czy odwzorowanie punktów z odcinka 
określonych ciągiem (zbJ na punkty kostki jest wzajemnie jed­
noznaczne. Autor nie zna jak dotąd formalnego na to dowodu, 
tzn. że w ciągu |z^| nie występują punkty, których obrazem w 
kostce byłby ten sam punkt. Podczas przeprowadzanych ekspery­
mentów nie stwierdzono ich istnienia.

Wad tych nie posiada metoda oparta o nieciągłe odwzorowa­
nie odcinka na kostkę n-wymiarową. Po pierwsze znana jest

(n-dowolne'). Po drugie A.J. Blikle udowodnił, że tylko te 
punkty odcinka mają identyczne obrazy w kostce, których odle­
głość jest liczbą wymierną, podczas gdy różnica dowolnych 
dwóch wyrazów ciągu jest liczbą niewymierną.

0 równomierności rozmieszczenia punktów w kostce, których 
współrzędne zostały określone w oparciu o metodę ciągłego od­
wzorowania odcinka na kostkę świadczą tylko eksperymentalne 
wyniki z badania współczynnika Steinhausa, którego wartość 
zależy od przyjętego a priori podziału na obszary elementar­
ne. Równomierność rozmieszczenia punktów w kostce, których 
współrzędne określone są w oparciu o metodę nieciągłego odwzo­
rowania odcinka na kostkę, jest formalnie udowodniona przez 
udowodnienie własności ekwipartycji,

Z powyższych rozważań wynika, że metoda oparta o nieciągłe 
odwzorowanie odcinka na kostkę n-wymiarową jest bardziej pre­
dysponowana do zastosowania w chwili obecnej.

ogólna postać funkcji odwzorowującej
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Tabela 4

+004-9 kwadratów +0,560000

+00000000049 
+00000000098 
+0000000014-7 
+00000000196 
+00000000245 
+00000000294 
+00000000545 
+00000000592 
+00000000441 
+00000000490 
+00000000559 
+00000000588 
+00000000657 
+00000000686 
+00000000755 
+00000000784 
+00000000855 
+00000000882 
+00000000951 
+00000000980

+0169 kwadratów 
h

+00000000169 
+00000000558 
+00000000507 
+00000000676 
+00000000845 
+00000001014 
+00000001185 
+00000001552 
+00000001521 
+00000001690 
+00000001859 
+00000002028 
+00000002197 
+00000002566 
+00000002535 
+00000002704 
+00000002873 
+00000005042 
+00000003211 
+00000003380

+0,489796
+0,204082
+0 ,1 9 0 4 7 6
+0,244898
+0,163265
+0,149660
+0,165265
+0,147959
+0 , 1 1 5 5 7 9
+0,126551
+0,163265
+0,165265
+0,163265
+0,142857
+0,119728
+0,135204
+0,112845
+0,124727
+0,105265
+0,108165

+0,475373+0,437870
+0,331361
+0,307692
+0,267456
+0,220907
+0,231615
+0,229290
+0,182774
+0,181065
+0,192577
+0,167655+0,167501
+0,191885
+0,185404
+0,176056
+0,197007
+0,203156
+0,201806
+0,225444

+0,551020
+0,561224
+0,544218
+0,556122
+0,546939
+0,554422
+0,556851
+0,551020
+0,555556
+0,555102
+0,558442
+0,557825
+0,555730
+0,558309
+0,557825
+0,559949
+0,560624
+0,560091
+0,561762
+0,560204
+0,240000

i

+0,242604
+0,242604
+0,248521
+0,248521
+0,246154
+0,248521
+0,245139+0,243343
+0,243918
+0,243195+0,242066
+0,242110
+0,242148
+0,242181
+0,242209
+0,242604
+0,241907
+0,241946
+0,241981
+0,241420
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Tabela 5

+0049 kwadratów 

h
+00000000049
+00000000098
+00000000147
+00000000196
+00000000245
+00000000294
+00000000545
+00000000592
+00000000441
+00000000490
+00000000559
+00000000588
+00000000657
+00000000686
+00000000755
+00000000784
+00000000855
+00000000882
+00000000951
+00000000980

+0169 kwadratów 
h

+00000000169
+00000000558
+00000000507
+00000000676
+00000000845
+00000001014
+00000001185
+00000001352
+00000001521
+00000001690
+00000001859
+00000002028
+00000002197
+00000002366
+00000002555
+00000002704
+00000002875
+00000005042
+00000005211
+00000005580

s
+0,816527
+0,550612
+0,58505’+
+0,673^69
+0,506122
+0,571429
+0,588921
+0,469588
+0,485261
+0,461224
+0,404453
+0,428571
+0,570487
+0,576095
+0,521088
+0,321429
+0,328932
+0,390025
+0,567547
+0,520408

s
+0,579882
+0,615585
+0,524655
+0,434911
+0,366864
+0,360947
+0,368555
+0,318047
+0,265615
+0,274556
+0,272189
+0,271203
+0,242148
+0,240913
+0,218540
+0,216716
+0,235902
+0,212560
+0,202429
+0,182840

+0,560000

i
+0 ,5 10 2 0 4
+0,550612
+0 ,5 5 10 2 0
+0 ,5 5 10 2 0
+0,559164
+0,557825
+0,559767
+0,561224
+0,555288
+0,561224
+0,565865
+0,562925
+0,563579
+0,564140
+0,565265
+0,562500
+0,561825
+0,565492
+0,561762
+0,559184

+0,240000
A

+0,236686
+0,255728
+0,236686
+0,235207
+0,229586
+0,235728
+0,234150
+0,255947
+0,256029
+0,254911
+0,257224
+0,257675
+0,258052
+0,257954
+0,237475
+0,237056
+0,237585
+0,238659
+0,238555
+0,238757
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Pewne wątpliwości budzić może jednak to, dlaczego jako 
liczbę niewymierną przyjmować liczbę złotą. Nie jest przecież 
udowodnione, że uzyska si? wtedy lepszą ekwipartycję w sensie 
oszacowania (V). Przesłanką do takiej decyzji jest tylko to, 
że w chwili obecnej nie jest znana żadna inna liczba niewy­
mierna, która pozwalałaby uzyskać lepszą ekwipartycję na od­
cinku, i przypuszczenie, lepsza ekwipartycja ciągu 
pozwala uzyskać lepszą ekwipartycję w kostce n-wymiarowej.
Tak więc zagadnienie to pozostaje nadal otwarte i będzie moż­
na je rozwiązać dopiero po udowodnieniu przez matematyków' od­
powiednich twierdzeń.

Literatura

[ij STEINHAUS H.: Liczby złote i żelazno. Zastosowania matematyki 
t, III» zeszyt 1, 1956.

£2] ZUBRZYCKA K.: 0 rozmieszczaniu punktów próbkowych na płaszczyz- 
nie. Zastosowania matematyki, t. V, zeszyt 2, 1960.

[3] ROTENBERG A.i A New Pseudo-random Number Generator. JACM №,
1960.

BUDKOWSKI S.: 0 pewnych metodach optymalizacji układów logicz­
nych. Rozpraw».doktorska, Warszawa 1967.

BUDKOWSKI S.: Optymalizacja układu logicznego negaoji sumy me­
todą ślepego przeszukiwania przestrzeni zmiennych decyzyj­
nych. Rozprawy Elektrotechniki N2, 1969.

W  OSTROWSKI A.s Bemerkung zur Theorie der Diaphantischen Approxima­
tion, Abhandlungen aus dem Mathematischen Seminar der Hambur- 
gischer Universitflt, 1, 1922 oraz 3» 1924.

[7] PARCHOMIENKO A.S.s Co to jest linia. Warszawa 1961.
[8^ KURATOWSKI K.s Wstęp do teorii mnogości i topologii, Warszawa

1955.
£93 BUDKOWSKI S.: 0 pewnych metodach optymalizacji układów logicz­

nych. Archiwum Autom, i Telem. Ы 4, 1969.



№  12 PUNKTY W KOSTCE N-WYMIAROWEJ 61

О НЕКОТОРОМ МЕТОДЕ ГЕНЕРИРОВАНИЯ КООРДИНАТ, ТОЧЕК, РАВНОМЕРНО 
РАСПОЛОЖЕННЫХ В Н-МЕРНОМ КУБЕ

Резюме 

Описываются методы генерирования координат точек, ровно­
мерно расположенных р п-мерном кубе, которые основаны на 
отобращению,отрезка[0,1]т, н-мерной куб. Точки отрезка опре­
деляются величиной золотого сечения. Статья является про­
должением работ Н.Стейцгаиза и 3 .Зубжискейг которыми приво­
дятся- методы генерирования координат' точек, равномерно 
расположенных на отрезке и в квадрате. 

Описанный метод используется, в частности, для реализации 
последовательности точек выборки методом слепого поиска в 
пространстве переменных.

SOME METHOD OF COORDINATES' GENERATION CONSIDERING POINTS EQUALLY 
SPACED IN THE n-DIMENSIONAL CUBE

Suamnry

The methods of coordinate generation in case of points equally 
braced in the n-dimensional cube are described. These methods employ 
both Continuous and discrete mapping of segment [0,1] into n-dimen­
sional cube, while the segment points are defined by means of the 
sequence of gold numbers. The paper is a continuation of works of 
H. Steinhaus and Z. Zubrzycka who have shown methods of coordinate 
generation in case of points equally spaced in both segment and qua­
drangle.

The described method was employed in order to generate the sequence 
of sample points in the logic circuits' optimalisation algorithm by 
means of free scanning of the decision variables' space.
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