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UASZYNY PROGRAMOWANE

Zdzistaw PAWIAK
Prace ztozono 16.4.1968 r.

Celem pracy jest sprecyzowanie podstawowych
poje¢ z zakresu maszyn matematycznych, ta-
kich jak pamie¢ maezyny, obliczenie, prog-
ram itp. Punktem wyjScia pracy jest pojecie
procesu obliczania . Zdefiniowano maszyne
Jjako funkcje czesciowg, ktdrej argumentami

i wartosSciami sg stany pamieci maszyny. Udo-
wodniono pewne elementarne wdasnosci maszyn
oraz wskazano na dalsze problemy zwigzane z
ich teoria.

Dla stworzenia teorii maszyn matematycznych przydatnej do
formudowania i rozwigzywania rzeczywistych probleméw prawdziwych
wych maszyn matematycznych konieczne Jest sprecyzowanie pod-
stawowych poje¢ takich Jak, pamieé¢ maszyny, maszyna cyfrowa,
obliczenie, rozkaz, program etc.

Celem niniejszej notatki jest wkasnie préba sprecyzowania
tych poje¢. Punktem wyjsScia Jest pojecie procesu obliczania.
Pojecie to pozwala na zdefiniowanie maszyny, Jako funkcji
czesciowej, ktdorej argumentami i1 wartosciami sa etany pamieci
maszyny. Taka definicja maszyny Jest zgodna z intuicjami tech-
nicznymi, 2z drugiej za$ strony pozwala na +*atwe formalne defi-
niowanie 1 badanie réznych maszyn. Zdefiniowanie bowiem kazdej
maszyny sprowadza sie do okreslenia pewnej funkcji, zas$ bada-
nie wkasnosci maszyn sprowadza sie do badania odpowiednich

whasnosci funkcji. Przyjeta definicja jest na tyle ogdlna, ze
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mieszczg sie w niej wszystkie znane pojecia maszyny jak np.
maszyny Turinga, automaty skoriczone itp., jednakze tego’rodzaju
maszynami nie zajmujemy sie tutaj: interesowa¢ nas beda takie
maszyny, ktore sa mozliwie bliskie rzeczywistym maszynom mate-
matycznym.

1. Procesy

Niech ¥ : T - T bedzie funkcjg czesciowa. Ciag t-Q.t°,,..
taki, z¢ t,e T dla kazdego 1 , 04 1, = I (tj) nazwiemy
procesem*” nieskonczonym, t» nazwiemy stanami procesu, zas I
funkcja przejscia procesu. Cigg tg,t”,...,tk nazwiemy proce-
sem skonczonym. Jezeli t~c T oraz dla kazdego i , + JE»
natomiast tkf , gdzie oznacza dziedzine funkoji JU .

t nazwiemy stanem poczgtkowym procesu, zas tk stanem kornco-
wym. Proces ze stanem poczatkowym tg i funkcjg przejscia 3
oznacza¢ bedziemy przez P» (tQ) .

Lemat 1. Jezeli w procesie PO (t) istniejg dwa stany Jed-
nakowe tj. (t4 * tj, 1 A J) , to dla kazdego k 0, tl+k= tJ+k.

Dowéd. Prawdziwos¢ lematu i wykazemy przez indukcje wzgledem
k. Z zatozenia lemat i Jest prawdziwy dla «k = 0. Zatozmy, ze
lemat i jest prawdziwy dla k =n, tj. tj+n x ~l+n* w°bec tego
"(4+n)" * (**+»)e Poniewa* ~"Ch+n)8 “i+n+i < za$

* (tJ+B) - t3+n+l . »i«e ti+n+l . €J+Q+1 , co koniczy dowdd.

Twierdzenie 1. Jezeli proces Par(H0) atp,tl,...,tr Jest
skonczony, to dla kazdego i,J (o ™ i,j 4 , ™/ g .

Dowod. Udowodnimy przez indukcje twierdzenie przeciwstawne,

tj. Jezeli w procesie P” (tQ) istnieja takie 1i,J , ze 1< J
oraz tj * tj , to proces P” (tQ) nie jest skonhczony.

Proces ten mozna uwaza¢ za szczegolny przypadek procetsu Markowa.
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Jezeli proces P” (tQ) jest skonczony, to istnieje takie
Jezeli proce3z Pn (tQ) jest

K , ze tj+k ¥ D,

nieskonczony, to nie

i odwrotnie,

istnieje takie K , ze tj+fc Djr =

Pokazemy przez indukcje wzgledem «k , ze dla kazdego «k >0,
Jezeli Kk =0, to z zatozenia t, = 4 .

tj+k £ Dji -

Poniewaz tt£ DM\

,wiec 1 tj e

dla pewnego k>0 . Pokazemy, ze

. Przyjmijmy, ze tj+ke
tj+k+™ 6 D,

Na podstawie lematu i jest t; +k=ti+k. Wobec tego a (tj+k)«

= a1( 4 +K) = Ponlewaz

3 4+k+1 -wlec “J+k+i

podstawie definicji
wod.

Proces P”™ (tQ)

cyklem procesu

«.

procesu, wiec

tj+k+1l oraz * (Y +K) -

3 Y +k+1 * Jednakze 4 +k+i1 € D3 na

e " 00 konczy do-

nazwiemy cyklicznym, jezeli istniejg takie
liczby p,r , ze dla wszystkich
liczbe p taka, 2e(dl§ kazdego

*

>r , tj = tl+p ; najmniejsza
i»r , t4 = t4 , hazwiemy
i i+p

Z lematu 1 i1 twierdzenia i wynika

Wniosek 1. Jezeli w procesie
Ze i/ J oraz tj = tj , to OMt) Jest cykliczny.

Jezeli istnieja

takie n,t ,

T...T3®

PN (© istnieja takie 1,3 ,

ze

»

t,

to a nazwiemy funkcjg cykliczng, a liczbe n cyklem funkcji
I 1 zapiszemy 3In () = t .

Jezeli w procesie P,.. (t) dla kazdego 1i,j , t i

gdy i1/ J i to proces Hj. () nazwiemy roznowartosciowym.

Twierdzenie 2. Dla wszystkich t proces P~ (©) Jest roézno-

wartosciowy wtedy
nie Jest cykliczna.

i tylko wtedy,

gdy Jego funkcja przejscia n
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Dowéd. Pokazemy najpierw, ze Jezeli dla kazdego t pro-
ces -PN () Jest roznowartosciowy, to funkcja przejscia 3 nie
Jest cykliczna. Jezeli bowiem funkcja a Jest cykliczna, to
z definicji istniejg takie t i n, z2 3n() = t , a wiec
istnieje proces t, 3r(), a2 (t),..., I3n () , w ktérym
t » jen (©) , 00 przeczy zatozeniu.

Pokazemy teraz, ze Jezeli funkcja przejscia nie Jest cyklicz-
na, to dla kazdego t proces P~ () Jest roinowartosciowy.
Zakbézmy, ze proces PACt) nie jest réznowartosciowy. Wtedy
Pa 4t) zawiera dwa wyrazy jednakowe, a wiec funkcja przejscia
ir jest cykliczna, co przeczy zatozeniu.

Twierdzenie 3. Jezeli dla dowolnych P3r Cfo) 1 P3r(to)
istniejg takie i,J , ze tj = t" , to dla kazdego «k > 0
4+Kk * *J+k *

Dowéd. Twierdzenie to udowodnimy przez indukcje-.

Jezelli Kk =0 , to twierdzenie Jest prawdziwe na podatawie
zatozenia.

Zakoézmy, ze twierdzenie 3 Jest prawdziwe dla k - n (n>o0),
tj. ti+n * tj+n , Pokazemy, ze Jest ono prawdziwe dla k * n+i.
Poniewaz tj+Q+1 . n (tJ+n) oraz t++n++x = F (*1+n) , zas na

podstawie zatozenia indukcyjnego mamy tj+n * "j+n+i * 00 aale-
zato pokazac.

Z twierdzenia 3 wynikaja nastepujace wnioski:

Wniosek 2. Jezeli procesy PN (tQ) « to»ti»"*,,tk oraz
PX (*0) e tO»ti»*"**tp 8g skonczone oraz istniejg takie i,J

22 1/ J oraz ttmt' , to tk * t oraz k-i 4 p-j

Procesy p, (tQ) i P,(tf) sg rowne (*s (tQ) - P*(*0)), Jezeli
dla kazdego 1 , tj = tj .

Wniosek 3. Jezeli tQ =t" , to P*(tQ) - P*(t").
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2. 0goélne pojecie maszyny

Powiemy, ze stany t 1 t° T saw relacji 11 wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje skonczony proces P~ m tO>tlf...,tk
taki, z¢e tj mt 1 tk * t".

Twierdzenie 4. Relacja jest funkcja.

Dowodd. Prawdziwos¢ tego twierdzenia wynika bezposrednio
z wniosku 2.

Kazda funkcje bedziemy nazywa¢ maszyna.

Zbior T nazwiemy zbiorem stanéw albo pamiecig maszyny
zbiér T°= T - Djj - zbiorem standw koricowych maszyny
za$ funkcje 3 - funkcja przejscia albo sterowania maszyny

Proces Pjf(t) nazwieiay obliczeniem w maszynie - Jeze-
i ciag Jest obliczeniem w maszynie U , to zapisze-
my

Z definicji maszyny wynika, ze kazdg maszyne U mozemy przed-
stawi¢ w postaci:

Ma(0 > h (t.k"J,

gdzie
h (t,0) = t
h (t,k+i) *a (h (t.kj) ,
zas kN - oznacza najmniejsze takie Kk , ze
h (t.k) i Dn .

Niech 1 M, oznaczaja odpowiednie maszyny o funkcjach
Przejscia a”™ i W2 oraz pamieciach Tj i T2 . Powiemy,
ze maszyna Jest f - nasladowana /symulowana/ przez maszy-
ne Mg (symbolicznie : M, mh wtedy i1 tylko wtedy, gdy
istnieje takie wzajemnie Jednoznaczne odwzorowanie f s
ze

i° 4 put (® -I2(9 ©® ,
te Du
Mi
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: v ?iM) - 52Cy (Q

t enpn

Jezeli < Mg oraz Mg M~A, to powiemy, ze maszyny
Mg sa izomorficzne T zdpiszemy M2 ~ Mg

Powiemy, ze maszyna Mjj. oblicza funkcje f : X
wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieja takie odwzorowania X X=-*T
oraz 61T X , ze dla kazdego x e X , FT(X)« <5(mn (* X))) -

Jezeli Ma. oblicza funkcje F przy ustalonym 6 1 s to po-
wiemy, ze t Jest obliczalna przez maszyne M\. 1 zapiszemy

T lub kroécej f zaktadajac, ze <5,« ,3r sg ustalone
ﬁjr 4y J 7] S 4 « a
i znanej

Miech M1 oznacza maszyne M~ , zas§ Mg - maszyne M~*

Powiemy, ze maszyny M~ 1 Mg sa réwnowazne, symbolicznie
M, s Mo wtedy i tylko wtedy, gdy £ = 2

Bezposrednio z definicji zawierania i réwnowaznosci maszyn

wynikaja nastepujace wnioski: 4

C
Wniosek 4. Jezeli MM < Mg, to

i . Dla kazdego obliczenia a t0,..., th w Mj ist-
nleje obliczenie P~ACM0.) E w2 taki«* ze
N A
Oii«n i«J<m [ti - ~"(tj* *6 = *m * 2 (0
A 4 Pi (0O) * dP2(? &*)) .
teD..

gdzie d(P1(t)) oznacza dd¥ugosé¢ obliczenia P~ (b)

Jezeli obliczenie Jest nieskonczone, to nie zachodzi trzeci

oston koniunkcjl.

Wniosek 5. Jezeli ;- S to
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1° . Dla kazdego obliczenia p~(™0) X tO,***,tn w Mi

istnieje obliczenie P270) “ w 2 takie, ze
04iin [t = 2 (t)] .
2° . A d(pi () - d(P2
t £ DM

3. Maszyny programowane

Okreslimy najpierw pamie¢ maszyn programowanych.

Niech 21 i A beda dowolnymi zbiorami takimi, z ZnA / O.
21 bedziemy nazywa¢ alfabetem, zas A zbiorem adresow. Zbidr
funkcji C c ¥~A nazwiemy pamiecig adresowg. Poniewaz w dalszym
ciggu bedziemy zajmowac¢ sie tylko pamieciami adresowymi, zamiast
"pamie¢ adresowa' bedziemy uzywali zwrotu "pamie¢". Kazdag funk-
cje c e C bedziemy nazywa¢ zawartosciag pamieci. Przyjmiemy
w dalszym ciggu, ze pamie¢ spednia nastepujace warunki:

Wi i} Dziedzina Dc jest skoniczona.
ce C
w 2. W zbiorze adreséw A istnieje wyroézniony element
1 , zwany licznikiem rozkazéw taki, ze N 1e Dc

cedC

W ten sposo6b okreslimy pamie¢ maszyn programowanych.
9
Zanim okreslimy sterowanie tego rodzaju maszyn, wprowadzimy

najpierw kilka poje¢ pomocniczych. Kazda funkcje postaci:
r: An x C —=- C , n 0

nazwiemy schematem instrukcji n adresowej w pamieci C .
Jezeli w schemacie instrukcji adresy traktowa¢ bedziemy Jako
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parametry, to funkcje

an

nazwiemy instrukcjg n adresowg w pamieci C . Instrukcje
bedziemy krétko oznaczali przez r*

Przyjmiemy w dalszym ciggu, Zze instrukcje spedniajg nastepu-
Jacy warunek:

W 3* N ceC aY a r /A- 1ua 3C/A- 1ua -

Znaczy to, ze kazda instrukcja moze zmieni¢ zawartos¢ pa-
mieci co najwyzej w dwu adresach 1 1 a

Niech Rg c¢ Rc , gdzie Rc Jest zbiorem wszystkich instruk-
cji w pamieci C , zas$ @ : —mR* niech bedzie wzajemnie
Jednoznacznag funkcja, zwana w dalszym ciagu kodowaniem. Kazda
maszyne posiadajacg pamie¢ C spedniajacg warunki W i 1
W 2 oraz funkcje przejscia okreslong Jak nizej

A 0" =[pCc M1 © .,
ceC

gdzie c*(@ =c(c M) ,

nazwiemy maszyng programowana.

Przyktad. Rozpatrzymy maszyne tréjadresowa o pamieci
, gdzie A » IluN, za! N =0,1,2,,.. 0 nastepujacym
zbiorze schematéw instrukcji : *

+(C3) » “(@)* *(@3)» / (*3)* 1 (@3)« ? (@3). st°p (a3) |
gdzie ® *al a2 az t €N

Schematy te sg okreslane nastepujaco:

X [+ @) ]1CE) -
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gdzie

OcCai) + O (@n* gdy x “asz* 1 e a
>*(®) c M+ 1 ,0dy x *1
c X, gdy x/ a3 i x t 1 .
Podobnie mozemy okresli¢ instrukcje odejmowania, mnozenia

i dzielenia. Instrukcje 1(a3) nazwiemy przejsciem bezwarun-
kowym i1 okreslimy Ja nastepujaco:

c = [ 1 (a3)](°) = «dzle

_°(@3) ,gdy x =1
c(x) - gdy x/ 1.

o0)

Instriikcje ?(*U) zwana przejsciem warunkowym zdefiniuje-
my Jak nizej:

c"“ [? (@a3) 1) > edzie
c(D+1i ,gdy x =1oraz c(at) - 0 ,

c"(X)*< ¢ (@3) ,gdy x =1 oraz c(al) A O,
.c (X ,qgdy x/ 1.

Instrukcja stop(a3) ma postac

c” = [stop (S3)] (©

1 Jest nieokreslona dla zadnego oec

Dla pednego okreslenia maszyny musimy poda¢ Jeszcze kodo-
wanie @ . Gdy zbidr instrukcji Jest nieskonczony, mozemy przy-
ja¢ tu Godelowska zasade numeracji instrukcji. Dla skonczonego
zbioru adreséw sprawa Jest o wiele prostsza; wystarczy symbolom
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+ - .,/ , 1V ,7? , stop przyporzadkowa¢ numery od 1 do 7.

Numerem instrukcji d», ag bedzie liczba, ktérej cyfry
rozwiniecia dziesietnego sg kolejnymi cyframi liczb dl1,al.,a.,,a3
dj Jjest numerem symbolu Y A | , stop - uzu-
pedniajac odpowiednio liczby a”ia2<a3 zerami, tak aby maksymal-
na 1los¢ pozycji przeznaczonych na jeden adres pozwalata na za-
pisanie kazdego adresu.

Jezeli maszyna M spednia warunek

A A ci(l)= Cjci)"*or i1) *
« 4. (cO,clt._)e M 0*1,]
=c (D)1 i* I
to maszyne M nazwiemy statoprogramowa.

Jezeli maszyna M spednia warunek

Vo A G 1(Ga¢ (O 4o [Come

W 5. (colci¥es)e M 0~1J

to maszyne M nazwiemy zmiennoprogramowa.

Niech Ky i K4 oznaczaja odpowiednio klasy maszyn stato-
i zraiennoprogwamowych. Powiemy, ze klasa Kg Jest zawarta w
klasie Kz wtedy i tylko wtedy, gdy

0 J1 V. Ve ¢

M & K u* e K
z

Przyjmiemy, ze dla maszyn programowanych odwzorowanie
spednia nastepujace warunki:

LY X 2CCT(XP* ? ¢t -

gdzie ¢ : A-"A jest mwzajemnie jednoznacznym odwzorowa-
niem zbioru adreséw pamieci maszyn M i M*,
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2. I"= g4 (), gdzie 1 i 1" sg odpowiednio liczni kau;
rozkazéw w maszynach M i

Twierdzenie 5. Klasa maszyn statoprogremowych Jest istot-
nie zawarta w klasie maszyn zmiennoprogramowych.

Dowdéd. Pokazemy najpierw, ze dla kazdej maszyny statoprog-
ramowej istnieje maszyna zmiennoprogramowa spedniajgca warunek
).

Niech H&j bedzie maszyng statoprogramowg z pamiecig C
zbiorem instrukcji R* oraz funkcjg przejscia ora , zas
niech bedzie maszyna zmiennoprogramowg o pamieci C , zbiorze
instrukcji R* takim ze R* 3 R* i funkcji przejscia

*z" <Pz (° (c Cl)) *

gdzie

takiej, ze Jezeli 4(a) e R* *° 4Ca) " 4YTCR)*
Maszyna Mg Jest wtedy oczywiscie zawarta w maszynie

Pokazemy teraz, ze Jezeli Mz Jest maszynag zmiennoprogra-
mowg, to nie istnieje maszyna statoprogramowa Mg taka, ze
J c Ma . Méwiac inaozej, Jezeli U Jest maszynag zmienno-
programowg oraz M, % M*, to M*© J;?t tez maszynag zmlennoprog-
ramowg dla dowolnych maszyn Mz, M* i odwzorowania e.

Poniewaz maszyna Mz jJest zmiennoprogramowa, mozemy wiec
napisac

i) co»°Y **e eMz i"J [“iC1)* cj(1)~ ci()” °j(VI"

Na podstawie zatozenia, ze Mz<nm ", wniosku 4 warunkow i1 i1 2
spednianych przez odwzorowanie ” - 1) mozemy przepisaC w pos-
taci

4 Na konieczno$¢ umieszczania tych warunkéw zwrécili mi uwage dr G.
Rozenberg oraz mgr Z. Sozarnska.
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V,
2 * x
) Oq#,Cp ..-GM +
gdzie
°p = ?C°1i) oraZl °q *?(°J) zac 1 = 2°(*) *

A wiec M* Jest zmiennoprogramowa.

W podobny sposéb mozna udowodni¢ wiele innych twierdzen
o0 maszynach programowych. Zostang one pokazane w dalszych pra-
cach.

Rozpatrywany tu zbidér stanéw T mozna interpretowa¢ zalez-
nie od potrzeb, Jako zbidér liczb naturalnych skonczony Ilub
nieskonczony , zbiér liczb rzeczywistych, zbior funkcji czy
tez nawet bardziej ztozonych poje¢ matematycznych. Interpreta-
cja zbioru T jako zbioru liczb rzeczywistych moze by¢ przydat-
na do opieil maszyn analogowych. Dla dobrego opisu istniejacych
maszyn wydaje sie rzeczag konieczng wprowadzenie Jeszcze bardziej
ztozonych poje¢ matematycznych do opisu stanu maszyny.

Rozpatrzmy dla przyktadu pamie¢ rzeczywistej maszyny cyfrowej
Pamie¢ taka mozna uwaza¢ za pewnego rodzaju graf, punkty ktore-
go ea interpretowane Jako komOrki pamieci. Poniewaz w kazdej
komérce moze znajdowa¢ sie pewna liczba, mozemy méwi¢ o funkcji,
ktérej dziedzing Jest zbidr punktéw grafu, zas przeciwdziedzlng
sg liczby naturalne. Taki model pamieci tj. graf oraz funkcja
zawartosci okreslona na grafie dos¢ dobrze oddaje techniczng
strukture wielu rodzajow pamieci.

Poniewaz techniczne przesytanie zawartosci komérek pamieci
moze odbywa¢ sie Jedynie pomiedzy tymi komérka?-; , ktére ag bez-
posrednio poltgczone - kazdg instrukcje maszyny ffiozeny uwaza¢ za
funkcje, ktora zmienia zawartos¢ pamieci w ten mposéb, ze novta
zawartos¢ zalezy co najwyzej od zawartosci komérek z nig sasiada
Jacych tj. komoérek, ktére sg z nig bezposrednio polaczone.
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Dla dobrego okreslenia maszyny konieczne jest wiec przyjecie,
ze w zbiorze adresow okreslona Jest pewna relacja binarna okres-
lajgca strukture potaczen w pamieci maszyny.

Ten spos6b opisu pamieci wydaje sie jednak dos¢ niewygodny
do formalnego traktowania, dlatego rzecza wygodniejszg bedzie
przyja¢, ze pamie¢ jest pewng przestrzenig ciagla, w ktorej
jest okreslone pojecie odlegtosci. Na przestrzeni tej okreslo-
na jest funkcja zawartosci. Instrukcjami bedg wtedy pewne ope-
ratory zmniejszajace zawartos¢ pamieci w ten sposéb, ze nowa
zawartos¢ dowolnego punktu przestrzeni moze zaleze¢ co najwy-
zej oa zawartosci punktéw nie dalszych niz pewna z gory ustalona
odlegtosc.

Inaczej mowigc dziatanie instrukcji jest lokalne: zmiana za-
wartosci dowolnego miejsca pamieci moze zaleze¢ jedynie od za-
wartosci miejsc najblizszych. Miejsca dostatecznie dalekie nie
maja bezposrednio wpitywu na zmiane zawartosci miejsc najbliz-
szych. Miejsca dostatecznie dalekie nie maja bezposrednio wphty-
wu na zmiane zawartosci. Program powoduje propagacje zmiany
zawartosci pamieci od punktu sasiedniego do punktu sasiedniego.
Przypomina to rozchodzenie sie zaburzenia w przestrzeni fizycz-
nej .-

Wydaje sie, ze zastosowanie modelu ciggtego dla maszyn cyfro-
wych moze doprowadzi¢ do gtebszych i blizszych praktyce wynikow,
chociaz maszyny te sg w swej istocie nieciaglte. Proéba takiego
ujecia zostanie przedstawiona w Jednym z najblizszych artykudow.

Na rozpatrywane tu sprawy mozna spojrze¢ z nieco iInnego

punktu widzenia. Zbidor T mozemy interpretowa¢ jako alfabet
skonczony albo nieskonczony , ktérego elementami moga by¢ licz-
by naturalne, liczby rzeczywiste, funkcje, przestrzenie itp.
zaleznie od potrzeby. Stowem w alfabecie T nazwiemy kazdy ciag
skonczony lub nieskoniczony elementéw zbioru T . Bedziemy moéwi-
li, Zze stowo W Jest akceptowane przez maszyne o sterowaniu I
wtedy i tylko wtedy, gdy W >~ (0O . gdzie t Jest pierwszym
elementem stowa W . N ten sposéb kazda maszyna wyznaoza pewien
Jezyk.
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Wynika stad, ze maszyne mozna zdefiniowa¢ nie Jako funkcje,
Jak to uczynilismy na poczatku niniejszej pracy, a Jako Jezyk
zdefiniowany przez zadang funkcje przejscia moze sensowniej
bytoby wtedy nazywa¢ maszyng nie jezyk a samg funkcje przejscia .
Taka definicja moze by¢ do wielu celdéw nawet lepsza niz poprzed-
nia. Maszyna Jest bowiem wtedy utozsamiana ze zbiorem wszystkich
wykonywanych przez niag obliczen, réwniez nieskonczonych, i na
takim zbiorze mozemy wykonywa¢ operacje teorio-mnogosciowe
otrzymujac nowe maszyny. W ten sposob otrzymujemy pedniejsza
charakterystyke pracy maszyny, gdyz wykgaczone sa roéwniez przy-
padki, kiedy maszyna sie nie zatrzyma. Natomiast przy rozumie-
niu maszyny Jako funkcji mozemy rozpatrywa¢ tylko przypadki
pracy maszyny prowadzgce do zatrzymania. Dla wielu zastosowan
Jest nie wystarczajace.

Warto”™tu zwrdéci¢ Jeszcze uwage na nastepujaca interpretacje
pojecia maszyny : kazdg maszyne mozna przedstawi¢ w postaci
jak niZj

Prostokatne pudetko symbolizuje urzadzenie realizujgce fun-
kcje przejscia. Podany na wejsciu pudetka sygnat reprezentuje
etan poczatkowy maszyny. Urzadzenie realizujace funkcje przejs-
oia po pewnym czasie na wyjsciu wyprodukuje sygnat reprezentu-
jJjacy nastepny stan maszyny. Sygnat ten ponownie Jest poprzez
sprzezenie zwrotne kierowany na wejscie i Jezeli nalezy on do
dziedziny funkcji przejscia produkowany Jest nastepny stan ma-
szyny.

W ten sposob na wyjsciu maszyny pojawiajg sie kolejne stany
procesu. Jest rzeczg ciekawa, ze podany schemat maszyny jest na
tyle ogolny, ze miesSci sie w nim zaréwno pojedynczy przerzutnik
jak i cata maszyna cata maszyne mozna zreszta uwaza¢ za bardzo
ztozony przerzutnik . W schemacie tym mieszczg sie takze inne
urzadzenia elektroniczne, Jak np. Ffiltry, wzmacniacze, a takze
maszyny analogowe.
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Wydaje sie, ze badania tego rodzaju mogg mie¢ rowniez znacze-
nie dla dowodzenia twierdzen, bowiem proces dowodzenia twierdzen
miesci sie rowniez w podanym schemacie maszyny i obliczenia.

Z podanych tu interpretacji ptynie bardzo bogata problematy-
ka badawcza, ktdrg trudno omowi¢ w tak krotkiej notatce.

STORED H¥OGRAM COMPUTERS

Summary

This note contains general definition of a computer and on this
basis stored program computer is introduced. As a primitive notion
we use the set.of 3tates T of a computer and a transition func-
tion I - T-T . /3 is partial function/. Sequence t ,t , ...
is called process if for all i tiJ] —jr (t*). The procSss is finite

if it has the form t_,tl1,... ,g£ and t does not belong to the
domain of a transition function 3r e Some“elementary properties of
processes are proved. Than the relation Mcl x T 1is introduced by
all finite process /by fixed transition function 3 / and it is shown
that this relation is a function. This function is called machine.
Some elementary properities of machines are shown, the inclusion
/the simulation of one machine by another machine/ is defined, as
well as the equivalence of machines is introduced.

In the second part of this note the stored program computer is
defined. The notion of adressable memory, the notion of scheme of
instruction and the instruction itself are defined for such kind of
machines. It is shown that the class of stored program computers
with modification of instructions is essentialy wider /in the sense
of the concept of inclusion/ than the class of Stored program com-
puters without the modification. Thus the idea of von Neumann com-
puter is essentialy different from those not containing the ability
of modification.

Some further problem related to the theory of computers are
outlined.

® Instytut Maszyn Matematycznych
Warszawa, ul. Krzywickiego 34.

Z.P.
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This paper contains sone results concerning
mathematical model for computers. 2ach computers
is represented by a function with ar“uneats and
values fron tie set of memory states, Soae pro-
perties of functions representing computers are
Investigated.

In this note we shall treat the class of machines the
concept of which was introduced by Z.Pawlak [2].

By D f (or DFf) and R f we shall denote the domain and
the range of the function f respectively.

Let there be given any set T, the partial function f:T-T

and the set Djc. T- First we shall quote the definition of a
machine fron: [2].

Definition: By a machine we understand the function
MF® = h(t,k ™), teT, Kij €N
where h (t,0) =t,

h(t,k+1) = F(h(t,0) ,

K * min h(t,k) e DF
k>0 *
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Of course, the domain of the machine is
K
teDFf : K k<k fkr")e D af~(t) i D
r P

where by fk(®) we understand F (F. .. f(,H) ,
K times

We shall try to characterize the class of machines.

Theorem 1. The class of machines is given by all functions
g such that D nR * O.
g9 g9

Proof. Let us consider an arbitrary machine
If teD MF then MFf()™ DFf by the definition of a machine.
Because D c therefore Mf(M® £ D )F for every teD U
Consequently D n R =0 for every machine
Now let g:T-*T be an arbitrary function safisfying the condi-
tion Dgn Rg = 0. Then obviously ug(®) =b@»0 * 6{) for
some t, where h is the function obtained from the definition
of a machine by the substitution of g for *f.
Therefore we have obtained the machine which is equal to
the function g.

Corollary i. For every function F

R UJCT - D{ and * Mg.
Let z(PH) =jg : J .By corollary i follows at once
that 3 Z(f). We shall try to characterize the set z(fj

only by means of the function F.

Theorem 2. gez(¥F) If and only if for every te T

XF»* V.. « »<»/ /

ng~r@® ~bga FP ®® -gP (O , or
t

(teDf v £0 A(tEDg v A o ,-W € d).
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The proof iIs obvious because either teD D M and
then MF® aMg@® , or tjtb MF and t4£D Mg (since DMf=DUQ).

The same problem may be given for the machine (instead
of the function *FJ. .

Corollary 2.

Theorem 3. For every functions ¥, g either z(P) = z(Q©),
or z(Mn 2@ a o.

Proof. It suffices to prove that if the sets Z(F), Z(Q)
are non-empty, and z(®)MNz@) 7/ 0, then z(®F) = Z(9)-
We suppose that Z(F)n z(g A O. There exists the function

f,i such that MtX a Mg and Uﬂ = Hf.

From here and ZzZ(@) *{f2:Uf = Mg } “

Consequently Z(@) = Z(F).

If T =N (the set of all positive integers), then the fol-
lowing theorem holds:

Theorem 4. If f is a primitive recursive function, and Df and
N - Df are recursively enumerable sets, then is a partially
computable function.

Proof. fn is a partial recursive function (because it
is the superposition).. The quantification of a recursively enum-
erable relation by means of the existential quantifier as well
as by means of the bounded universal quantifier is a recursively
enumerable relation.
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Then the sets {(tl1.,2) : ~ n<~ f(l)ebDTf],

I(l-l - b) - AO J“°Cti)eN—Df} and i(l-l—b) « |'|0 )_ *2’

are recursively enumerable sets. Therefore the set

{(4°’b) 5 £<no "n(4)e Dfn fn°(4)eDfn fn°C4) 3 12

is a recursively enumerable set (as intersection). Then the

set : N2 = *r(ti)} is a recur8lyelyY enumerable set.

Consequently is a computable function (because its
diagram is a recursively enumerable set).

We are going to show now, that the machines exist.

Example. Let T be a set consisting of at least two
elements and tQeT. A very simple machine is the function
t: T-T such that Ff(t) = tQ for all teD f, where
Df=T-tQ .

The author wishes to express his thanks to Dr. Pawlak
for his constant encouragement during the course of his
research and for his careful review of the manuscript.
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FORMALI1ZACJA POJECIA
PROGRAMU

Henryka ROSSNER
Prace z#ozono Oct. 10th,1968 r.

Praca ta jest préba formalizacji pojecia programu.
Okreslono W niej pojecia funkcji obliczalnych przez
propran 1 pojecia propraméw réwnowaznych. Ponadto

pokazano pewne wkasnosci programéw, jak jednoznacz-
no$¢ obliczania i mozliwosci upraszczania grafu prog-
ramu, czy tez upraszczania instrukcji. Wreszcie okres-
lono sk#adanie proeraaéw 1 pojecia podprogrambéw oraz
prograadéw zawierajacych sie, a takze zaleznos¢ miedzy
progranani o grafach izomorficznych.

SPIS RZECZY

n

wstap

2 Rozdziat 1. PODSTAWOWE DEPINICJE ... ... . .....-.
3 Rozdziat IX. odiSil.iJKIARNE >itASNOt>CI PROGRAMOA™ .......
4 Rozdziat 111. SKLADANIE PROGRADIOEF ... .....ocooeioo...
5 Rozdziat IV. ODWZOROWANIE PROGRAMOW ....couoeuoaaann.
i. FfSTep

Praoa ta jest probag formalizacji pojecia programu. W szcze-
g6Inosci starata® sie zbada¢ niektdére zaleznosci miedzy prog-
ramami rownowaznymi /tzn. obliczajacymi takie same funkcje/.

W pierwszym rozdziale podano definicje potrzebne do okres-
lenia pojecia programu i funkcji obliczanej przez ten prog-
ram /a wiec definicja grafu przeptywu, pojecie realizacji i
obliczenia programu, a w koncu pojecie rdéwnowaznosci progra-
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mu okreslone przez réwnos¢ funkcji przez nie obliczanych/,

W rozdziale drugim pokazatam takie wkasnosci programéw,
Jak jednoznacznos¢ obliczenia, mozliwos¢ uproszczenia grafu
programu /bez zmiany jego dziatania/, czy tez uproszczenie
instrukcji. Nastepny rozdziat opisuje sktadanie programow
/a wiec superponowanie funkcji przez nie obliczanych/ oraz
mozliwos¢ zamiany programéw rownowaznych przy wykonywaniu
tej operacji. Okreslono tam takze pojecie zawierania sie
programoéw i pojecie podprogramu. W kohcu oméwiono zaleznosé
miedzy programami obliczajacymi funkcje okreslone na roz-
nych dziedzinach”™ przy roéznych zbiorach funkcji elementar-
nych /zaleznych Jednak w pewien spos6b od siebie/ i przy
graf..ch izomorficznych.

Rozdziat 1
PODSTAWOWE DEFINICJE

Definic]ja 1
4
Grafem nazywamy uporzadkowang czwérke G=<Q,QIQp,H>
gdzie: Q * {qO0,qlt ...,g”~ - skonczony zbidér wierz
chotkow,
Q+c Q - zbidr wierzchotkéw koncowych,

QpC Q - zbidr wierzchotkéw poczatkowych,

HjJ/Q-Q+/ — 2~ - funkcja nastepnego wierz-
chotka /g eQ+, to H/q/ -
nieokreslona/.

Droga D /q,qV w Q z q do Q. nazywamy o0iag
/<Ili»gql2**e*“lin/ q=qj™ gq k™uy ~ dla i=i,2,.. . ,m1

ql(i+i) e H/1u/«
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Grafemnm przeptywa nazywamy graf spednia-
jJjacy warunki:

1° Qp * 1  /oznaczamy Qp * {qO]

2° Q+A O

3° N D/q0,q/ .
Q-K)

4 A . Y . D/q.q+/.
qeQ-Q qreQ+

Programenm nazywamy uporzadkowanag piatke

S a<G,A*,R, 9 ,h> , gdzie:

0. - graf przeptywu,
A = {ai»*--*ap} “ skonczony alfabet,

R s {¥*<»eee trn| ~ skonczony zbidér funkcji ele-
mentarnych,

rte R, to rj TOAF-F A*; rQ - wyrézniona fun-
kcja /tozsamosc¢/,

<f: Q *H 1

h: A* x/Q-Q+/ -¢ Q - funkcja przejscia, zwigzana

z funkcja nastepnego wierz-

chotka; H/q/ qeQ: V
le A
q"* h/a,q/} dla gc Q

Mozna tez okresli¢ funkcje g: A* x Q — A°“, gdzie

_A A g /5, of =[« /q/]1 /as , wtedy <S= G,A”",R,g,h>,
aei* qeQ

ktére to przedstawienie Jest odpowiedniejsze przy badaniu
automatow. Pri-yjmlJicsy, dla prostoty, ze jesli qeQ+, to

* /q/ - rO
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Definicija 5:
Produkci]ja programu S nazywamy funkcje p*/g,h/:
A“xQ ~A*xQ ,

aeA“,qe Q-Q+;p/<a,q>/=. <g/a,q/,h/a,q/> *<[<f/q/]/a/.,h/a,q/>

Definici]ja 6
Realilzaci]ja P programu S nazwiemy kazdy ciag
/POPI ... Pe/ takl* *= Po e < 50* V > »

Pi * P/<50* qo>/ A P/P</ *<5i* qli> =~

pi+i * P/<*1,qli>/m P/Pi/* <ai+i"ql(i+i)>

dla 1 * OFf...,«-1.

Realizacje /PO ,PIf._.,pg/ nazywamy obliczenienm
dla ao w programie S, Jezeli qfi - Ig /pg/e Q+ . Wtedy 5b
nazywamy wynikiemnm obliczenia P i1 zapisujemy

vV V V " 5s t /P /a0, qO0/ - Pg/

Obliczenie Jest wieo odwzorowaniem P: A* x Q —-A* x Q ,
/Pt A* x {qO0} -A*xQ+/.

Méwimy, ze stowa a, B eA* spe #+niaja program
S, Jes$li istnieje takie obliczenie Pfl, 2¢ b m Pt /a, q 7/,

Instruko]ja programu, o etykiecie q nazywamy
J/q/»<<f/q/, H/q/>
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[ /971 /a/ a < g/a,q/,h/a,q/> * p/< a,q>/ - méwimy /przy
ustalonym g/, ze ta produkcja odpowiada danej instrukcji J/q/,
ktéra Jak wida¢, wskazuje, jaka funkcje elementarna nalezy
wykona¢ oraz etykiety instrukcji nastepnych. Wida¢ stad, te
program mozna przedstawi¢ Jako skonczony ciag instrukcji:

J/q0/ “ << /q0/, H/qo/>

J/qt/ * < w /[at/, H/4j/) ,

J/Qi/ *< <f /qj/, H/qj/>
Definici]ja 10:

Funkcja obliczalna przez program S:
81 A* —eA* - funkcja taka, ze dla kazdego stowa a e A*
istnieje takie obliczenie Pg, ze tB /a/ * Pj/a, qO/.
/Tzn. wartos¢ funkcji Jest wynikiem obliczenia, cryll jej
argumenty 1 wartosci tworza zbidér par spedniajacycn program
S/.

Definic]ja li:

Programy S = <G,A*,R,g,h> 1 Sj m<
nazywamy rbwnowaznymi /S~Sj3/, Jesdli dla kaz-
dej pary a, B spedniajacych program S w pewnym obliczeniu
Pg istnieje obliczenie Psl«w ktéorym a, b spe#niajg Sj
/ 1 na odwrét /. Oznacza to, ze dla kazdego aeA* : fs/a/=;
« tal/a/.

3. Eozdzlat 11
ELEMENTARNE WEASNOSCI PROGRAMOW

Odwzorowania h 1 g sa funkcjami, a wiec Jesli

i Ywab>t h/arqy/ = h/Sg.qo/ 1 g/a™qj/ » 9/S,q2/-
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Wynika stad
Lemat i

Dla kazdej pary stdw a, b e A*, spelniajacych program S,

istnieje doktadnie Jedno obliczenie /pO,pi, ...,PS/ takie,
ze a=1pg i E*ab.
Dowodd:

Przypusémy, ze istniejg dwa réozne obliczenia: /PO».--*PS/
1 /p0,... ,P~/ i w obu wynikiem jest b, a stowem poczatkowym
a. Z definicji obliczenia musi by¢ p0O = p* =<a, qQ> .
Niech 1 bedzie najmniejszg liczbg takg, ze Pi+i t Pi+i =
Mamy wiec:

*

Pt =<aA» 41+> » < , qlL > = Pj

Ale w takim razie

ql<i+i)= b/51»4Yy/ =b/a*".q”/ = Ga+1) *
ai+l ~ B B/aj.qjj/ * *i+l

czyil pl+l . pi+l

doszlismy wiec do sprzecznosci. Chdo.

Okre Slenle:
Dane sa programy SA = <GA, A*,KO , <A ,bj > oraz

SB = <GB. B*! Ry, 40, hg> . Odwzorowaniem ¢, W SB nazy-

Hawy uk¥ad odwzorowan /G,F,E/ takich, ze G: <A 7,

F: A* m®=*

E. BA - ~RB =
Twierdzentie 1

Dla kazdego programu S istnieje rownowazny mu program
S" ktorego graf przeptywu spednia warunek: /1 , H*/q/4 2
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Dow 6 d:

31

Zatozmy na poczatek, ze istnieje jeden taki wierzchotek

q, z¢ H/qg/= {qgtl._..qtr) 1 r>2_ Instrukcje J/q/
< /q/«/q/ > programu S zastepujemy ciagiem r-i
cji nastepujacej postaci:

V. 4 o [/ =< tf 7 qgto/ { 4 i "4i)>

J2//qEir=1" ro T (42*qE2}> %

Jr-2/qt(r-3)/= <ro> {qt(r-i} ,qtr}>

Okreslamy przeksztatcenie S na S" takie, ze
F/A*/ = A* , E/R/ - R"= R,
6/Q/= Qu{gn0....qt(r-2)] = Q > gdzie ~ ={q s ge Q}

o/H/=Q+ i g/q¥ * %
. "arotr T qe(r-2)# Jesli 4=4 «
i q jesli  qitg .
4 /gq/ Jesli q=. G/q/ i H/q/ S 2,

A v Gesti aa g

Jesli g"= q'ti i=1a, ...,r-2

instruk-
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o jesli istn. q takie, te q"=G/q/

qti jeshi 4 =qt(i-D 1 h/a,q/=qtl

h=/a,q7/* qu Jesli 4 =qtCi-1D 1 h/7a,q/=qtJ i
qtr Jesli q™ 4t(r-2)1 h/7a,q/=qtr

G/h/a,q// dla gq°= G/q/ i H/g/ < 2

W ten spos6éb $/3"/ tez jest okreslone. Odpowiada to przeksztat-
ceniu fragmentu grafu Q =z wierzchotkiem q 1 Jego nastepnika-
mi H/g/ w nastepujacy sposob: *

Pokazemy teraz, ze dowolna para stow a, b spednia program
S - spednia program S°.

1° a, b spedniaja S w obliczeniu PO =<a, Q> a = aQ

Pl=<[»/ur (i_i)/ j 7ai-1/~h/ai-i»qi(i-i/”<ai

pi+i1<[*2/41i/] /al/,h/S1,qll/> =<a. +1%ql (i+1>>,

P8“ <Ss-gs> * <B*gs> 1 gse Q+
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Niech dla eQ :H /p-u/) 2 /tzn. ( » q/. Zastepujemy pro-
dukcje ciggiem produkoji /zgodnych z nowo okreslonymi
instrukcjami/. Niech przy tym H/qn / « [«1x1,... ,qllr) =>
- Uti"--->4r} oraz */ vqii/ 3 4(1+1)3 «lik 3 °-tk =
gdzie 1(kir

pt A qu > .

Pio *<I> /C*us1 7 v > qltil> 7 <Si+l- qlll> -

pli &i+l» q112 > *

pik-1 ai+i“qlik> “ <ai+i.»ql(i+i)> *

pi+2 -<[4» /41Ci+1/] /5i+i/” ~ 1 U «4(1l+1)/ =

Jak wida¢, nowe produkoje nie zmienity stowa ai+l, a wiec 1 tu
wynik bedzie b, bo dalsze produkoje sa nie zmienione. Z okre-

Slenia S"wida¢, ze otrzymalismy ciag bedacy obllozenlem w s".

2° niech /PO, P t.-..Pp/ bedzie obliczeniem a w S*

i a~ = b . Niech i1 bedzie najmniejsza liczbg taka, ze g”eQ"-0Q

1 gli * qto * A le w tskIlm razle 4>,/ q{ (1+1)/ ro , bo tak

poprzednio okreslilismy.

Niech ql(l+t) ,0{(@+k) €Q*-~5 i~ X /ql(i+j/ 3 ro” I *F____ k-
I ¥« Ks B . Grupe produkcji pr, pT+l.o.... PA+k+i1 mo*emy wiec
zastapi¢ produkcja postaci <[<f7q{ (1.7~7 1] (1+1t+1) >
ktéra Jest produkcja w programie S. Ponadto ax * a"+jf£ - bo

wyeliminowalismy produkcje z funkcjami tozsamos$ciowymi /mody-
fikujac Jednoczes$nie pozostate tak, by "przeskakiwaty™ te usu-
niete/. Pozostate produkoje sg takie same, a wiec 1 tu b Jest

wynikiem obliczenia.

Zatozylismy™ poczatkowo, ze tylko dla Jednego wierzchotka
q £ Q : H/gq/ > 2. Wida¢ teraz, ze postepowanie takie mozeoagy
rozszerzy¢ - Jest ono bowiem skonczone /bo Q - zbidér skonczo-

ny 1 w kazdym obliczeniu ciagg produkoji jest skonczony/.
Cbdo.



A Henryka ROSSNER ALGORYTMY

Bedziemy teraz mogli instrukcje programu przedstawi¢ w

postaci:
g/ »< & /A, {qQ", 9] > gdzie {q", q"} » H/q/.

Twierdzenie 2
Dla kazdego programu S okreslonego przez ciagg instruk-
cji

3790/ =< @ /q0/f { q;,

J/qj/ =< < /ux/,  la{, qi*">

istnieje réwnowazny mu program S, ktorego instrukcje sped-
niaja warunek:

f/\/ A r0, to qgl-qi « gl+z i =o,...,1-i.

Dowod: /uproszczony o tyle, ze w przecietnym programie
nie koniecznie trzeba modyfikowa¢ wszystkie instrukcje/.

Kazda instrukcje programu S vrozbijamy na dwie w S ;

3/ V* <2/V " {9 1+i.ql+l}>,
J/qt/ *< @ /Jud, {

3/7qi+l/ -<r0 .{aj"".q;:")-

Wigze sie to z odwzorowaniem programu S &<G,A*,R,(f,h)
na program s a<S,A*,R, & ,E > W ten sposéb, ze dla
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Q = (qQ ---- mamy: G/Q/»S= { ee 521+1] = gdzie

G/q0/ mq0 1 G/Q+/ » & .

G/g™N/ * | 42A* "N2i+i} N m<>neee «1 i

P dla J " pwzyet-ych.
dla J - nieparzystych.

qi+l Jeisll 1 parzyste,
H/a, <L/

Gj/h/ Jesli 1 nieparzyste
I, J «0,...2 1+1

Odpowiada to okreslonemu na rysunku przeksztatceniu grafu
programu:

a,b spedniajg program S = spedniajg program 5
1° Niech /p,o, P- a--- ,Pg)/ bedzie obliczeniem aw S i . -

Ciag /Pq .Pj .... P2s-*V P°wetaty 2 /Po****»P8" Przez zastgpie-
nie kazdej produkcji p4 /i ~J £ B/ odpowiadajgcej pewnej
U
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instrukcji J/qj/ /011 (1/ przez pare produkcji P?j_P2j+i
odpowiadajacych instrukcjom 3/<7~/, 3/qi+i/ okreslonym J.w.,
Jest obliczeniem a w 5.

Niuch J=i; at . [CF/q0/ ] Zao/ » [<p /qc/] /S/=r0/[cf/q0/j/S/

= a

Niech A a. = a-, ; wtedy alJ+l- [p /«,,/1/*/
14143 3 23

“ rol|> /q1Q23)/]1 /~j/7 “ S23+2 *

A wiec takze ag = a3 = b - czyli a, b speiniajg 3

2° Niech /pO,plt,-._Pj/ bedzie obliczeniem a w 5 i niech
ar * b. Niech i /O£ 1i £ r/ bedzie najmniejszg liczbg taka,
ze Jednoczes$nie

*j+1 51(1+1)> "

< ait+i» Mi+i)>

U2 * < ai+it N “i+1*AMICH+i) /N tzD"

NKi+i1/ eroe

Jak widac¢, produkcje te odpowiadaja parze instrukcji J/q”/,
ANKE+1) " A" **1n* Zast?Pul4c Je przez produkcje od™-riadajaca
produkcji J/qgti/ okreslonej J.w. otrzymujemy produkcje v
programie S. Postepowanie takie jest skonczone, bo skonczone
Jest obliczenie; poniewaz zachowane zostajg wszystkie operacje
na stowach i1 kolejnos¢ ich wykonywania, wiec wynik sie nie
zmieni.

Chdo.
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Wniosek

Przez "dopisanie”™ miedzy dwoma dowolnymi wierzchotkami

qli* ql@i+l") 8rafu programu 4uku /tzn. drogi bez cykli/
o wierzchotkach qH:b». - gdzie rozszerzona funkcja

® /¢ oy qeQ ,

¢p/q/
gqu HiJ 3k

h/a,q/ gdy q i Q - [qzj

H/a,q/ qlil gdy gq ° qli i
qli(J+i)gdy g x qlij
gl(i+i)edy q " qlik =

otrzymujemy program réwnowazny.

Odpowiada to w tablicy Instrukcji dopisaniu w miejsce

J/ql/=<9 /qj/-H/qj/ > ciagu instrukcji: J/qj/«<g> /qj/-q*),
J/ql11/=<r0,qi2> ,

J/qik/><r0 H/qi/> .

Rozdziat 111
SKEADANIE PROGUAMOW

Dane o0g programy >» < GN A*, Rj, CFlIt hx> ,
Sg a (Ggj Ay 2» "N *
Definic]ja 13:
Z+ozenien S2 * si programéw S2 nazywamy prog-

ram S okreslony nastepujaco:
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S =<G,A*,R, tf ,h > , gdzie: E = Rj U ~
Q=axu Q- ¢

przy czyn qQ = qol i Q+ = Q2« zas$ funkcje tF i h bedsg

>i /4/ 9dy g & qa

cf/q/
R /V gdy uy n 2
ht/a,q/ gdy g e Qa
dla kazd
oraz h/a,q/ = % 2 gdy qge Qj a kazdego

a e A*

bg/a.q/ gdy qe Q2

graf G Jest grafem
doktadnie jeden wierzchotek poczatkowy, niepugty zbidr wierz-
chotkédw koncowych oraz dla dowolnego qge Q - {40) istn:lede
droga

Di/qoi*4l/ * D2/qo2,q9/ dla 4 £ Q2
D/oQ.o/

D I//qoi* ~ dla g £ Qi

i dla kazdego qe Q - Q+ istnieje g+ t Q+ taki, ze istnieje
droga

Di/,q"4i/» »g2" dla 4 c QI -
D2/q.,q™/ dla qe Q2 ,
Wida¢ stad, ze dziatanie programu S = S2 * odpowiada

dziataniu jednego programu po drugim, gdzie dla kazdego
obliczenia w S, wynik Jest zarazem stowem poczatkowym dla
obliczenia S*. Ztozenie programéw okresla tablica instrukcji
sktadajaca sie z kolejno po sobie wypisanych instrukcji
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programu Si /z odpowiednio zmodyfikowanymi nastepnikami
wierzchotkow koncowych/ a potem instrukcji S2

Lemat 2

Sktadanie programéw Jest #gczne, ale nie przemienne /ana-
logicznie, Jak superponowanie funkcji/.

Lemat 3

Jesli A2 A* —%A* i jJ A*—>» A* sg funkcjami obliczal-
nymi, odpowiednio, przez programy S~ i S2, to funkcja Ffe obli-
czalna przez S « Sj * S~ Jest superpozycja tamtych funkcji:

f8/a/s = f2/f1 /a// /jesli a nalezy do dziedziny " a t™/a/
nalezy do dziedziny f2/.

Twierdzenie 3

Dane sa programy SA, s*, S2, S2 takie, ze Sj"-S*" i S2~ S2
Sktadanie programéw zaohowuje roéwnowaznos$é: S2*S1~S2 *S~

Dowo6d

Oznaczamy S = S2*S1 1 s* * S2 * Sij =
Pokaza¢ nalezy, ze a, b e A* spekniaja S2* SN * spekniaja
s2 * Si * _ *
Niech /pn,...*P_/ bedzie obliczeniem a /z wynikiem B/ w S.
Zgodnie z okresleniem drogi D/qQ,q /7 w grafie ztozenia prog-
raméw istnieje taka liczba r&s, ze PO,...,Pr Je«t odpo-
wiednikiem obliczenia /p*,...,pE/ stowa a W programie Sj
gdzie wynikiem Jest ar i H/qlr/e(l02 1 poprzednie produkcje
sg zalezne jedynie od cplt Qt, hj. /a, aspedniajag wieo S»,
a tym samym - spedniajg s® w pewnym obliczeniu p*,...,p"

Obliczenie Pr+i»***«Ps Jest tu wiec obliczeniem ar W programie
S z wynikiem B, istnieje wiec odpowiednie obliczenie w S2
dla stowa a: PO" *eee«?f /z tymze wynikiem/.

Ostatecznie wiec a, b spetniajg program S* w obliozeniu
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/P .. P** . PO"™ ..... Pw'"/ /gdzie p~* rézni sie od tym,
ze h™ /\, qlk/ = q 2, a g - nieokreslony/.

Cbdo.
Definicija 14

Méwimy, ze program S » XS,A*,R,<p,hY jest zawarty
w programie S * <G,A*,R,cf,h> , gdy spednione sg warunki:

1° Q £ Q /Q jest pod grafem grafu Q/,

2> O ge Q= (/o « </a/,

qeQ
3° /\ /\ h/a,q/ * h/a,q/1 fi okreslone gdy h
aeA* qe $ okreslone ,\a wieo H/q/ tez okres$lone,

4° Q Jest grafem przeptywu.

5° w $ nie istnieje wierzchotek g taki, ze qeH/q/
i geQ-Q /odpowiada to pewnym ograniczeniom w niektérych
istniejacych jezykach programowania/.

Z definicji tej wynika, ze ¢ S Q+ i Jesli gOe t0 $ Q-
Twierdzenie 4

Jezeli program S2 powstaje z programu zawierajacego
program przez zastgpienie programem S2 takim, ze

S~ Sg i w taki sposéb, ze qo2 * 40i» t0O S2~ Si *

Dowo6d

Hiech a, b spe#niaja S*. Istnieje wiec w St odpowiednie

obliczenie /pO,Pl,...,P8/. Rozpatrzymy dwie mozliwosSci:

1 glg e (Q+ - 3J) - i to oznacza, ze w drodze /30,qllt.._,qls

zaden z wierzchotkéw nie nalezy do ; wtedy a, spetniajg

S2 przez to samo obliczenie /p0 ,pt«.ee«P/*

2° glB £ - a wiec istnieje 04 14 s. Yy = o

wtedy /PI1 .P1+1..._._. Ps/ J®8t w 81 P®wnym obliczeniem o wyniku
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dla stowa a*. Ale w takim razie istnieje w 82 obliczenie
PO«Pj[f*»Pk talfie» ze /Sj.B/ spedniajg §2. Obliczenie
/Pi»* e=»Pi_i> PO»*,**pk# ~est obliczealem dla aw S2 z wyni-

kiem b.
Chde.

Jak wida¢, jesli S =S2 = SN, to S2 jJjest zawarty w S.

Definicja i5

Podprogramenm programu S nazywamy taki prog-
ram S,. ze istnieja programy S?u...,Smr tﬁ S = Sm*-sm—i 1
i istnieje 1IN 1 takie, ze program S jest zawarty w pro-

gramie SN
Wniosek:
Przez zmiane podprograméw rownowaznych otrzymujemy programy

réwnowazne.

Rozdziat 1V
ODWZOROWANIE PROGRAMOW

/Patrz okreslenie w rozdziale 11/

Twierdzenie 5

Jesli 4° G jest funkcja wzajemnie jednoznaczng i takg, ze
G /90A/ a 40jy/ oraz G /Q™/ = Qg , zas funkcje przejscia sa
zwigzane: G/h~/a.g™//* hg/F/a/, G/q”// /to znaczy grafy
i GB sa izomorficzne/

2° funkcja E spednia warunek:

“P/[ W ] “r /0/’uA/ /1 j /Pa/
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to Jesli para stéw /a, b/ spednia program Sg, to /F/a/ |,
F/b// - spednia program Sg.

Dowod

Niech PO,...,PS bedzie obliczeniem dla /a, B/ n SA ,
niech PO = < a, qoA>

niech 0 X i1 4 s : pt =<6A , qJlA>.

Wtedy obliczenie /pQ,pA,... ,pg/ takie, 4e Pj = < F/Sj/, 0/qliA/>
Jest obliczeniem dla F/a/, F/B/ w Sg.
Mamy bowiem: PQ =<F/ao/ ,G/qQA/ >=<F/aQ/ ,qQB > ,

Pj *<F/ai/,G/qj”A/> , to nastepna produkcja

Pi+i =<[<€B/CG/<11iA//] /F/S1// _hB/E/Si/*G/ AliA/ /> *

*< /ai//1 »A1IAN * =

= <F/ai+1/,G6/qi A+ o/ >

A wiec takze dla s: F/a.,/ » F/b/ jest wynikiem tego oblicze-
nla- Cbdo.

Stad wida¢, ze dla funkcji obliczalnych przez programy SA,
Sg zachodzi: F (f/5/) = fg/Fa/ dla kazdego a 2z dziedziny
fA. Relacja okreslona przez tréjke odwzorowan /G,F,E/ miedzy pro-
gramami SA a Sg Jest zwrotna i1 przechodnia.

ZAKONCZENIE

Nalezatoby zapewne doktadniej 1 szerzej zbada¢ zwkaszcza opi-
sane na koncu zaleznosci miedzy progranami oblic¢snjgeyrji funkcje
okreslone na roznych dziedzinach /z roéznymi alfabetami/, przy
grafach programéw niekoniecznie izomorficznych/lecz zaleznych
od siebie w jakis bardziej ogolny sp.zéb/, co pociggatoby za so-
ba takze uogdélnienie zwiazkéw miedzy zbiorami funkcji elementar-
nych.
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Kio Jest wykluczone, z® whkasnosci te mogtyby miec¢ pewne
znaczenie przy translacjach i interpretacjach Jezykéw progra-
mowych, przy zmianach pozioméw Jezykdéw - przy czym zawsze na-
lezatoby uwzglednia¢ niedopuszczalnos¢ pewnych struktur w
niektdéiych Jezykach, a wiec koniecznos$¢ obrania innej drogi
ttumaczenia.
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FORMALISATION OF THE NOTION OF THE IROGRAMM

Summary

The aim of this paper is to give mathematical model for programs.
Equivalence of programs is considered and some elementary properties of
progTitfi are showen. Further composition of programs and the notion of
subprocram are introduced and some relations between programs are defined

and investigated.

@ Instytut Maszyn Matonatycanych
Warszawa, ul. Krzywickiego 34.
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ON THE SIMPLE FORM
OF THE DEDUCTION SYSTEMS

by Antoni MAZURKIEWICZ
Heoeivod Cot, 18th,1968 r.

The aim of the paper is to show ho.v a given deduc-
tion system can be reduced to a ' simple " form,

suitable for automatic processing* It may be of
some interest to compare this simple form with the

well known results in the domain of recursive func-
tion,namely with Kleene 3 normal form of recursively
enumerable predicates [I] . The results of this pa-
per may be applied to any first order theory.

1 By the deduction systenm /or simply:
system/ S over an alphabet-V we mean a quadruple (v ,W,a,r)
where V is a finite set of symbols Wc. V* is a set of well

formed Formulas In S /shortly: vff's/, A c W is
aset of axioms in S, and R 1is a set of
rules in 3 1i.e. word predicates [2] over W x W X ...X

A finite sequence of wff"s:

is called a proof in S if for each i, 0 * 14 u,
either is an axiom In S or there exists a rule r |In
S and k-tuple of IEdlces (ij, i2i **= » i™)» 04 ij 1, such
that r , Wj holds.
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The wff w is to be a theorenm of S
(briefly : tWw w) if it is the last wff of some proof in S.

The system S is said to be recursive if sets
W, A, R are recursive. It is known that if S 1Is recursive
then t(s) (the set of all theorems of Is recursively
enumerable [2] (but not necessarily recursive).

2. The system S is said to bo simple if each
rule In S is a binary word predicate. It is easy to show
that for each w being a theorem in any simple system S
there exists a proof with the following properties:

1. wQe A, .

2. for each positive 14 n there is anr
in R such that r ("1_1 » «A) ,

3. W = w .

The system S is called a conjunction system
if there exists an element 4 eV ,called a conjunc
tion symbol , such that:

F w. and Fow, iff 1 w. a . /17
s 1 S '2 s 1 2

3. Now we proceed to demonstrate the following:

Ti. For each conjunction system S over V  there exists
a simple system S" over \V with the same set of wff"s as
S such that:
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i. It + v , then b- w
S S
li. if c w, then either h*,w or there exists
S S
a wff v such that i~s'v > and hj-'VTw, where

& is the conjunction symbol of S

If S 1is recursive then s' and t(s") are
recursive.

Dea Let S"= (Vv ,W, a®, R") where vV * VvV W= W

If (aQ, at....an,.,.) is an arbitrary ordering
/lexicographic, for example/ of axioms in S, then
a"=(@", a",.-..,Bl,---) , Where

ao “ ao - /2/

an e an-I N an ~’ n *e

Hence, if A 1s recursive, then so iIs A*» To each rule
r e R corresponds a rule r*e R* such that:

r~ (v, w) iff there exists a sequence of wff"s

w2 ’*" Wn SUch that

V=WwW. gwl o ... CWwW

a-1 7~ /37
W =V wn , and
r (wi( w2, ..., wn) holds.

Besides the above rules r * contains the “permutation** rules:

r* (v, *) iff V»p<xq and w *gCp

/4/
for soree p, g
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and the "extension" rules:

r*" (v, w) iff  there exist p, g, s such that
v=pcrq, » *p «B and either /5/

r'<g, s) or r" (g, s).

Clearly, if W and H are recursive, then a"_is recursive.
It follows that if S is recursive, then so is S*. Obviously
s' is simple.

Now, let ** is easy t0 see that if w 1is an
axiom of S' , then it is a theorem of S (The system S
is a conjunction system). By induction, assume that hrv

and let w be such that either r-“(v,w), or r"(v, w), or

r "(r, wy. If r°(v, w), then there exist w", and w®, w2,
... ,Wwn such that v * aw2 d...4 , W= v «w”", and
riwl,w2, ... ,wn) holds for soma r 1in R . Since F v
then Hg Wj because S 1is a conjunction system. Thus S

g w*from the definition of tg , and €g vcrw® because S is
a conjunction system. That is, ®gw. If r"(v, w), then

v = pcg, and w = qg-p for some p, g. That is, hg w.
Similarly if r""(v, w) ,and hfv , then hgw. Hence in

all cases we have hg-w which proves (i).

Conversely, if « } w then there exists a proof
S

wo* wl” e** * wn

in S, w. for each positive i4dn , and from 71/
f-woawtc ... Tdwn .

Ifn * 0, then w is an axiom of S, say, Aj. Then

a" = Naj /°r ail *ai *** oy diIIs axiom of s-*,
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honee a theorem of s' and a° Ffulfills/11/. By Induction,
assume usTw Iw <I... TwW . for aoce n . Then by

rule 73/, and /5/

MO-wWy ¢...awitOm.

Denoting u§ wQo ~ o ...a”~ t by v we obtain /ii/.

To demonstrate /111/ we can observe that for each w the
set of wff"s, which optionally can occur in the proof of w in
s", contains words not longer than the length of w. Because
V la finite, and S" is recursive, then there exists an ef-
fective procedure to check for arbitrary w whether w 1is or
is not a theorem of S". MNence, t (s ")1s recursive.’

4. The deduction system s" is essentially.poorer than S
i.e. t( Xxt() and TSO)LE t(s)- However, we can obtain
another sitsple system equivalent to S by adjoining to R*
one additional rule. Ve have the following:

T2, For each cdnjuction system S over V there exists
a simple conjunction system S* over V /with the same set
of wff"s/ such that:

i. H-w IFF hg»w

ii. if S 1iIs recursive then so iIs S* .

D em At first we construct a system S" as above. Next,
we define the system S* as s" with one additional rule;

r*(w, v) iff there exists a wff u suoh that
w = uO0"v
/6/
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Obviously, S* 1is recursive if S is . Not? , by Ti
if - n, then either HF*W  (hence bg*w) or /s/U<JdW
for some u , and by new rule /6/ fgw. Conversely, if bg*w,
then omitting in the proof all applications of the rule /6/
we obtain hg-"Uow, therefore, by Ti we have fgudn, and by 71/
hg- w.

5. We have demonstrated somewhat more than T2 ascertains.
Namely, that rule /6/ need not be applied snore than once,
as the last step of the proof. Speaking about the rules of
S* as being the "effective" ones /for they assure the recur-
siveness of T IS¥) /and about the rule r* as being the 'non-
effective" one /for it may cause a lack of recursiveness of
T (s*) /the following can be added to the thesis of T2:

iii. Each proof in S* requires several applications of
the "effective" rules, and at most one application
of the “non-effective"” rule.

A close similarity of this result to the Kleene normal
form of recursively enumerable predicates can be easily seen.
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WY ZNACZANIE METODA MONTE
CARLO ROZKLADU PRAWDOPO-
DOBIENSTWA .ROZSTEPU W PEW-
NYM CIAGU ZMIENNYCH LOSO-

WYCH
Witold KUPSC
Prace z4ozono 28.12.67 r.
Dla ciagu zmiennych losowych okreslonych
jako X,,n0, + (kat ,2,.. .n) gazie

sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozk¥a-

dzie normalnym N (0 , 6), okreslono rozstep

jako D = max X, - min X. i wyznaczono me-
n Oik4n 0$ks$n

toda Konte Carlo wartos$ci dystrybuanty

rozstepu Fr (o <d)dla n =1(1)7, 9(5)29

i d-0 (0.5)16.

i. SFORMULOWANIE ZADANIA

Przy rozwigzywaniu pewnego zagadnienia technicznego powsta-
40 nastepujace =zadanie:

Dany Jest ciag {x~} zmiennych losowych okreslony Jako

x0 - 0 ,
/1/
Xk s ~~ N i K e 1l]2,,,,,n t
gdzie sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie

normalnym N (o, ff).



52 ".Vitold KUPjC ALGORYTMY

Okresla sie zmienng losowag Dn Jako

D = max X, min  X,. /2/
n Oi k§n ~ Oi kin

i nalezy wyznaczy¢ jej rozktad prawdopodobienstwa:

pron <d) - pW = /3/
Zmienng losowa Dn mozna nazwa¢ rozstepem ciggu n zalez-
nych zmiennych losowych { , Josli istnieje funkcja gestos-
ci tacznego rozkdadu zmiennych {X°j , ktéra zapisa¢ mozna
w postaci F (x*,x2,...,xn) , to dystrybuanta rozstepu (3)
lest’okreslona wzorem (por. np. ij)

ol e  xkw
J

* fon<M -2z = / F (x1,@™..#xn)N" dx
ked =i
No
d d n > al
+ 5 joeee I ( x. *f«.. xn) FTodx  d.
xk xk 1 t JSAI 0

Funkcja gestosci +acznego rozkdadu zmiennych X~ jest w przy-
padku rozpatrywanego zadania n-wymlarowg funkcja rozkdtadu
normalnego

n 2]
fFXIx2....xn) * - i—— g- exp

/5/

Obliczenie wartosci dystrybuanty sprowadza sie do zcatkowa-
nia wyrazenia (4 ) przy funkcji Ff x, .x2,. .. 1 okreslonej wzo-
rem (6).-
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2. SPOSOB OBLICZANIA PRAWDOPODOBIENSTW

Efektywne catkowanie wyrazenia (4) Jest trudne Juz dla
n > i, gdyz wymaga obliczania catek wielokrotnych z wielowy-
miarowego rozkfadu normalnego dla zmiennych losowych s t a -
lowanych ze soba. Dlatego dla oszacowania wartosci dystrybu-
ant Fn (d) postuzono sie metodg Monte Carlo w nastepujacy
sposob.

Dokonuje sie N realizacji ciggu zmiennych
losowych okreslonych przez wyrazenie (1 )i dla kazdej z nich
wyznacza sie wartoscé

d, = max XV, - min XV, a-=1,2,...,N kK =0,2,..n 1/6/
1 Oiksn 1 O«_k*n

Oznaczajagc przez A zdarzenie polegajace na przyjeciu przez
dj wartosci mniejszej niz zadane d, otrzymuje sie oszacowanie
P (a ) prawdopodobienstwa P (a ) czyli wartosci nieznanej
dystrybuanty F(d) Jako

£(A) = E(d)=»-ff* 17/

gdzie M - liczba realizacji zdarzenia A w ciggu N doswiadczen.
Gdy realizacje N ciagoéw niezalezne, wtedy zgodnie z
prawem wielkich liczb Bernouillego dla dowolnego + >0, zacho-

dzi:

lim Pr f - F@]<i - 1. /8/
N —<»
Dla duzych N wielkos¢ mozna wiec przyjac¢ za dobre osza-

cowanie F (d). Dla duzych N znany Jest rowniez rozktad esty-
matora ? (d). Jest to rozkkad normalny o wartosci S$redniej
E{£ (d)] * F (d) 1 odchyleniu standartowym

\Jf (dj[l - F(dj]/N . Znajomosé rozkkadu pozwala
zbudowa¢ przedziat ufnosci dla F (d) w postaci
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Ppr{P(Ci)-tv Gp* p(d)<#(«) + tw6"} ai-&/9
Najczesciej prawdziwa wartos¢ ffp Jest nieznana, gdyz zalezy

od F (d). W takich przypadkach przedziat ufnosci okreslony
Jest wzorem:

N \nr*\ . "l Al P@ [I-F@S ~(AV AF() A
Pr _ c
-N:I_-.t”? L 2K M N V\¥ \2N/
/Yo/
a ,A\IF () CI-F(d)] A bsy e a
nd) + 2n + M/ N V2N !

N+t.

Wzory (9)i (0) podajag przedziaty ufnosci dla ustalonych
argumentéw d dystrybuanty F(d). Mozna jednak roéwniez otrzymac
oszacowanie dla catego przedziatu, w Ktérym dystrybuanta Jest
okreslona, w tym celu nalez)- skorzysta¢ z rozktadu statystyki
Kodmogorowa ~ = sup | ~N({) - F (d)] i wyznaczy¢ granice prze-
dziatu ufnosci przy pomocy wzoru (por. [2])

Pr{PN({d) -r*£ F(A)$ &) +ralJ =1 -¢ , /11/

gdzie 1~ -oi Zwartosc¢ zmiennej losowej Ry . Tak wyznaczony
przedziat nie zalezy od parametréw nieznanej dystrybuanty F (d),
Jest natomiast zwykle szerszy od przedziatow okreslonych wzora-

mi (9)1i1 (10).
W obu wzorach (B) i fio) ta oznacza taka wartos¢ zmiennej
o rozktadzie normalnym N (O,1), ze p(]T|l<ta)= i-a

3. WYNIKI OBLICZEN

Obliczenia przeprowadzono ma maszynie cyfrowej ZAM 2 dla
n=1,2,3,4,5,6,7,9,14,19,24 i 29 przy N = 1000, korzysiajao
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z programowego generatora liczb pseudolooowyoh o rozktadzie

normalnym. W obliczeniach przyjeto zestandaryzowang wartosc¢
6 =1 . Tabela i podaje otrzymane wartosci dystrybuant empi-
rycznych Fq (d) oraz otrzymane oszacowania wartosci Srednich
rozstepu Dn 1 odchyleh standartowych 6n . Wyniki obliczen
dla n = i mozna poréwna¢ ze stablicowanymi”™artosciami roz-

k#adu modudu zmiennej losowej normalnej n (o,i) , gdyz

J exp (-x2/2 ) dx . /11/
o]
Tabela 1. Dystrybuanta empiryczna ?n(d)
d K M
-— L .

n i 1 ] 0S 3 1 4 5 6
0.0 .000 .000 .000 .000 .000 .000
0.5 -389 -120 .032 .011 .001 .001
1.0 .684 .367 .184 .078 .042 .017
1.5 .856 .635 .421 .272 .165 -090
2.0 .943 .819 .624 477 .346 .229
2.5 -988 .910 .791 -660 .535 .422
3.0 -997 -963 .889 .793 .688 .603
3.5 1.000 -980 -949 .897 .793 .723
4.0 -993 971 .934 -869 .823
4.5 -999 -989 -966 .926 -900
5.0 1.000 -994 .984 -960 -949
5.5 -996 -992 .976 -968
6.0 -998 -995 .985 977
6.5 1.000 -997 -989 -986
7.0 -999 -994 -989
7.5 1.000 .995 -994
8.0 -998 .994
8.5 1.000 .997
9.0 -998
9.5 -999
10.0 1.000
D 0.821 1.357 1.833 1.917 2.619 2.921

<b 0. 615 0.801 0.946 1.053 1.221 1.253
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Tabela 1. fc.d®

d

0.0
0.5
1.0
1.5
2.0
2.5
3.0
3.5
4.0
4.5
5.0
5,5
6.0
6.5
7.0
7.5
8.0
8.5
9.0
9.5
10.0
10.5
11.0
11.5
12.0
12.5
13.0
13.5
14.0
14.5
15.0
15.5
16.0

«0

.000
.000
-008
.057
. 156
.342
.523
.646
.743
.832
--.889
-939
-963
974
.985
-990
-994
-996
-998
-998
1.000

3.332
1.306

Witold KOP&S

-000
.000
-000
.020
.084
-199
.357
-494
.613
727
.813
-883
.918
914
-966
-975
-985
-992
-996
-998
-999
-999
1.000

13.779
| 1. 520

n (d)
Ii

-000
-000
-000
.001
.011
.044
121
222
.342
475
577
.693
.765
.829
.863
-905
-929
.948
-964
.973
-986
-996
.997
.997
-998
-998
-999
1.000

4. 929
j 1.841

19

-000
,000
-000
-000
-000
-010
.045
.097
-176
274
-395
.513
.616
.679
.739
.796
.841
.873
-899
.924
-944
-960
975
.984
-989
-993
-996
-997
-998
299G
-998
-999
-999

5.785

3-

24

-000
-000
-000
.000
-000
-000
.010
.025
.073
- 145
.261
.356
-449
.524
.614
-691
.743
.792
.845
.880
.918
-940
.952
-966
974
-980
-986
-991
-991
-995
-997
.997
-997

6.716

ALGORYTMY

29

-000
-000
-000
.000
-000
-000
.003
.017
-040
.081
.154
.234
.318
-406
-496
-568
-629
.710
-769
.813
.851
.881
-903
,920
-946
-960
-968
.976
.979
-984
-986
-990

-992

". 460

\0 4o
2.133 N0 4%

-524

—
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Korzystajac ze wzoru (9) wyznaczono 95 % przedziaty
nfnocol dla dyetrybuanty F (d) 1 zestawiono wynllcl w tabeli S.

Tabela 2. Granice przedziatdéw ufnosci dla F (d)

d F (d) Kd)- tee f Kd) + taof
0.5 0.3829 0.3589 0.4191
1.0 0.6827 0.6552 0.7128
1.5 0.8664 0.8348 0.8772
2.0 0.9545 0.9301 0.9559
2.5 0.9876 0.9811 0.9949
3.0 0.9973 0.9937 0.9998
Lit«rattor*

[1] WOLODIB B.G., OANIN M.P. 1 innii Problemy rachunku prawdopodobienstwa.
Warszawa, m 1966 (str. 115)

[2] UBW W .M.Q., STUART A.1 The advanoed theory of statistics.
London 1960, rol. Il, p. 457.

iVALOATIOB BY HONTB CARLO METHOD THE DISTRIBUTION OF RANGE OF A SEQUENCE
0? RANDOM VARIABLES

Sunry

Let 1”be « sequenoe of randon Tariables defined by

X0 - 0 a ijj“ (knl*2, ... ,n) ,

where [ . are uncorrelated random rariablea distributed
normally B (0, O ). Define the ranee of n-Tariables by
D - oaz £t - Bin X. .

O<k<n K O0<k<n

Values Pr(D < d ) are calculated by Monte Carlo
method for n-1(1j7, 9(5)29 uA d e 0.(0.5) 16.

© Instytut Maszyn Matematyoaaych
Vimsra, ul. Krwywlfltiego M

ld.
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ALGORYTM LEWOSTRONNEJ REDUKCJI

SLOFF

Artykut zawiera algorytm rozkdadu syntak-
tycznego stow dla jezykéw bezkontekstowych
generowanych przez niecykliczne i nieskra-
cajace gramatyki. W celu opisu algorytmu
wprowadzono pojecie drzewa lewostronnej re-
dukcji stowa terminalnego.

WSTEP

Jan MAKUSZYNSKI
Prace ztozono 18.10.1968 r.

Problem rozkdtadu syntaktycznego stéw Jezykdéw bezkonteksto-
wych ma duze znaczenie praktyczne 1 byt wielokrotnie rozwaza-
ny przez roéznych autoréw /m. In. [N .[3] .[63.0[73 .L3al.[0] ~/-
0gélny przeglad metod stosowanych przy rozwigzywaniu tego za-
gadnienia znalezé mozna w pracach [2] oraz £5]. z analizg syn-
taktyczng wigze sie Scisle problem rozpoznawania s#éw polega-
jJacy na badaniu przynaleznosci stowa do zadanego Jezyka. Kaz-
dy algorytm rozkd#adu syntaktycznego mozna zmodyfikowaé tak,
aby mogt stuzy¢ do rozpoznawania, jednak nie na odwrot.
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Trescig tej pracy jest algorytm rozkdadu syntaktycznego
stow dla Jezykéw bezkonsekstowych generowanych przez pewnag
klase gramatyk. Oprécz opisu podana Jest rowniez realizacja
algorytmu w postaci programu w Jezyku EOL Il. Zastosowana
metoda rozk#adu syntaktycznego Jest zblizona do algorytmu
NDS [5]-

i. PODSTAWOWE POJECIA 1 DEFINICJE

Alfabetem nazywamy skonczony niepusty zbidor symboli zwa-
nych literami. Stowem 6 nad alfabetem V nazywamy dowolny
skoniczony ciagg element” 61 eesk* z ktérych kazdy ne—»
lezy do V. /W dalszej tresci oznacza¢ bedziemy stowa zawsze
za pomoca matych liter alfabetu greckiego/. Liczbe elementdw
stowa 6 nazywamy ditugosciag stowa i oznaczamy |6]. Stowo
sktadajgce sie z zero liter nazywamy sdowem pustym i oznaczamy
£

Zbior wszystkich stoéw nad alfabetem V /wraz z £ / oznacza-
my V* .

Definicja 1

Gramatyka bezkontekstowa G Jest to czwérka G 3 (V,T,P,B)
przy czym:

1. V Jest alfabetem,

2. TEV,

3. P E£"v-t)xV* jest zbiorem skonczonym,
4. B s(v-T") nazywa sie bazg.

Elementy zbioru T nazywamy symbolami terminalnymi. Elemen-
ty zbioru P nazywarcy produkcjami i zapisujemy Je w postaci
u—4 . Jeiell D,4€ v** istniejg stowa 6(,a2e V* oraz
produkcja u-»t takie, z& TD>»6,u<62 1 $=07"6" to méwlay,
ze e " Jest bezposrednia konsekwencja D , a p bezposrednig
redukcjag ”~ 1 zapisujemy to w nastepujacy sposotb -
Jezeli 1 Istnieje cigagg TJq, DIf ... , yT toki, ze
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DO =TN«Dr=~" oraz dla kazdego i ,04 i < r +i
iff

to piszemy 7)=>”" i ciag ©Q, DY, ... ,Vr nazywamy wywodem

stowa £ 2e stowa T}, a ciag TIr, ... »TIL.TO redukcjg sto-

wa ~ do stowa T), przy czym jezeli TDeB 1 "€T to wywdd
taki nazywamy wywodem podstawowym.

Definic]ja 2

Jezyk bezkontekstowy L (g ) generowany przez gramatyke bez-
kontekstowg G = (v,T,P,B ) jest to podzbidér zbioru T* taki,
ze a €1 (@) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje bc B, z
b=*a i aeT™* .

Przyk#4t+ad i

Dana Jest gramatyka G = (v ,T,P,b) j V x |x,y,a,b,c] ;
T = [a,b,c]; B ={x] : P «{x-ay, ’x-—yb, x-*b, y— xcy, y-a]
Stowo bcbcab nalezy do L (g) poniewaz istnieje wywoéd podsta-
wowy X =*yb~Axcyb”~xcxcyb =>bcxcyb =» bcxcab =» bebceab

Wywodem prawostronnym nazywamy taki wywod T)XQ, - L, Jr,
ze dla kazdego ONi <r jezeli N1 oraz
i+l * cjj «Cj "1( przy czym to ~ e T*. Mozna wyka-

za¢ zmieniajac kolejnos¢ stosowanych produkcji, ze jezeli dla
pewnego stowa istnieje wywodd podstawowy, to dla tego stowa ist-
nieje réwniez prawostronny wywoéd podstawowy. Gramatyka bezkon -
tekstowa G nazywa sie niejednoznaczng jezeli dla pewnego stowa
z L (g) istnieja co najmniej dwa roézne prawostronne wywody pod-
stawowe .

Gramatyka, ktoéra zav.iera produkcje postaci: z—* +1

04 i1 <n zle(v-1), przy czym 20 = zn * naz>wa 81S gramatyka
cykliczng.

Gramatyka bezkontekstowa G taka, ze.dla kazuego xe(T-T]
(x-*1U P nazywa 3ie gramatyka nieskracajgcg /ang. £ -free/.
Posiada ona nastepujacg wkasnos¢: Jezeli a ,ft&V 1 a=f, to
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Xl £ Ipbl. W [4] wykazano, ze dla kazdej gramatyki bezkonteks-
towej G = (v,T,P,b) o0 Jednoelementowed bazie Istnieje nieskra-
cajgoa gramatyka G,=(v,T,P”b) o Jednoelementowed bazie taka,
ze L (@H=L (© Zbiér P" mozna wyznaczy¢ za pomoca
prostego algorytmu. Twierdzenie to Jest prawdziwe roéwniez przy
zatozeniu, Zze baza Jest zbiorem wieloelementowym.

2. OPIS ALGORYTMU ROZKLADU SYNTAKTYCZNEGO

Sformutujemy teraz problem bedacy przedmiotem naszych roz-
wazan .
Dana Jest niecykliczna, nieskracajgca gramatyka G=(v,T,P,b)

oraz stowo a eT~. Zbadaé, czy «6L(g) 1 jezeli aelL (G)
poda¢ wszystkie prawostronne wywody podstawowe stowa a ,

Niech P = {uj~~j I J “ 1,2,...Nj . Okreslamy N + 1 ele-
mentowy alfabet Q ={Q | J * 1,2,.._.N+1] . Dla kazdego
r t (v*xT *xQ~") okreslamy zbiory Sj(r) J = 1,2,...N+i, oraz
S(r). rfe Sj(r) (@I * 1,2,...n) wtedy i tylko wtedy, gdy
re(v*xT*xQ*) oraz r 1 r"=(ur,T:, p )
T" e su+t™(r) wtedy i tylko wtedy, gdy r"e( V*xXxT"xQ*) oraz
r *(6 , st ,< i r'= (Se, t ,?%+i) = KazdY zbidr S~(r)
Jest zbiorem jednoelementowym lub zbiorem pustym. r" e s(r)
wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje JSN+1 takie, ze r'e Ss.(r).

Dla dowolnego stowa a eT™* definiujemy Indukcyjnie zbior
R(@)e(v*x T* xQ*):

1. (¢ ,a ,fc)e R(ob) ,

2. Jezeli vreF.(@.) 1 res(r) to r"e R(oUD) ,

3. Zzadne inne elementy nie nalezg do zbioru h(«.) .

Definic]ja 3

Drzewem lewostronnej redukcji stowa « e T* w zadanej grama-
tyce bezkontekstowej G *» (v,T,P,b) przy zadanym alfabecie Q
nazywamy pare (H(«.),[ ) przy czym



H® 10 ALGORYTM LKffOSTEOHHEJ HBDDKCJI 63

1. T ¢ a(a) x R(ot) |,
2. Jezeli rxe K) i r2+ r(e) to (rifr)c [ wtedy
i tylko wtedy, gdy r2€ S~rn =*

Kazdy element reB(oc) nazywa sie wierzchotkiem drzewa,

kazda para (ri»r2)e ~ 4dufciee-

L e taat 1

Dla dowolnej niecyklicznej i nieskrecajacej gramatyki
G w (v, T,P,b) drzewo lewostronnej redukcji kazdego stowa «eT™*

Jest skonczone.

Dowo6d

Dla kazdego r e R(«.) s(r) Jest zbiorem skonczonym. Wys-
tarczy wykazaé¢, ze nie Istnieje nieskonczony ciagg rltr2,...
taki, ze dla kazdego i1 « 1,2,... rj+jJ-€ s(ri) gdzie r™ »
w(® i’~*i* 1) * Przypusémy, ze ciag taki istnieje. Poniewaz
ol |Jest liczba skonczong, a G Jest gramatyka nleskracajaca,
wiec dla kazdego 1 |6 "t™M |4 |«@] 1 istnieja wskazniki iQ
oraz 4i" talf£ie* ze dla kazdego 1 >1i0 i B A |
oraz dla kazdego i >i”" |® 1+1] » | | - Wynika stad, ze
dla kazdego i ® i+i = 60 vi+l * i =50vi * Alfabet
V Jest skonczony i wobec tego w ciagu nieskohczonym VAR
muszg wystepowaé powtdérzenia. Jest to sprzeczne z zatoziniei
o nieoykllcznoscl gramatyki G. Cbdo.

Lemat 2

Dla kazdego prawostronnego wywodu podfctawowego Ba E .-
ma e T* w dowolnej niecyklicznej i nieskrecajgcej gramatyce
G * (V,T,P,B) i1 kazdego drzewa lewostronnej redukcji stowa a
w tej gramatyce, Istnieje taki cigg {Tj} r" _Coieci>?i)e
ze CU 14k +pioraz dla kazdego i1 ril+(e S(rv i



64 Jan MALOSZY&SKI AicKsmcr
Dowod

Zadany wywoéd okrec¢la redukcje: Tk » Ak £k 5nd= Dk ~ »

~ | \
\ k-1 / ~2
[ ] *A . 4K-i® k-1~ NK=2 FF* <= NjUN2uU2MN24“ N J g
wlui™l * aieB » przy czya dla kazdego 0< J4 K *J“NJ e v*™

6 c f*, Uje (v-t) oraz hj Jeet nuneren produkcji u™-*$j

Konetruujeay olag {ri} O wkasnosciach podanych w tezie:

1. ro -(i,cc,e) , eoT 0 “~~-o0+]al-l«x] “ T?k; * 4+ o -
zenia Tk » a .

2. Dla kazdego 0~ i<Ja]- || [I\H 8 (ri)*
Sprawdzany, ze i«’\k- iMl-kj "Mk-1+1 " "*k bo

Jt)POA| m i ; z drugiej strony § ik a definicji
SH+i(rl-i) *

3. Przypusémy, te dla pewnego 1>0 r4 = CtA* I@ﬁf\) [
Iwdw e5w*?21) 1 w - k“1+ 1641- IX1 FF »<wo*M prayjrujeny
ri+i >~ (FfA+i» T I*i» ?21+i) "2wSr*/~»" ? Sjrrre s(rd).
Sprawdzany, Ze w-Wc-1+]cl]- |%] - 0« *~(I+1)"1«U+ Ki+i 1>

z drugiej strony fR+IiX i+ “2Aw0**» " Mw-i 1 * *en» wta*»
nos6 zachodzi.

4. Oznaczay n -Jo~1 “|™w-il>0 e D1* kazdego 1*14 KI-m+i
przyjnujewy ri+l - sn+1(@DEs(@i). Sprawdzaj, ze w-iI"k-i+
OLC HYl-1- K-(I-"HN-INI---"wWHCKI-IDH -

e k-1+]oL]|-|Tj | - §; * drugiej strony * Aw-i *

wkasnos$é zachodzi.

Poniewaz *fa|_ | i rlw]l naja takie otasnosoi jak ri#

wiec konstrukcja ciggu zostata zakonczona. 2 okreslenia
cigga wynika, zs istnieje dokdtadnie |t takich wyrazéw rt , ze
r4 -sN+1(ri) = wike O4u K ¢l.aj chdo.
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Least 3

Jezeli dla pewnego drzewa lewostronnej redukcji stowa de T*
w niecyklicznej 1 nieskraoajacej gramatyce G**W,T,P,b) istnie-
je rek@) postaoi r»(b, £,e) beB, to istnieje prawostronny

wywéd podstawowy b * > > JEONVENT
Dowod
Jezeli reB~” to istnieje cigg {r™ , "tj. e4)

O4i<n taki, ze rQ »(t»*,£)), rn * r oraz dla kazdego
1 rli+d c s(r-j)- ri+l 6 S(r4) wtedy i tylko wtedy, gdy ist-
nieje liczba naturalna h 4N +1 taka, ze rl1l+l * Sh(ri)*
Jezeli rd+i » SN+i(ri) to thi+1 X+l » «j TJ w przeoiwnyK

przypadku ®i+i riti” e Otworzmy elbb ak<*w }
O$i1in 1 wybierzmy * niego wszystkie wyrazy t,
J J
takie , ze a, <4 A a< . *4 A KJik i dla kaz-
43 1J “ 1 “ 1

dego J ij+1 > ij . Wynika stad, ze ~Nin~MNk M 6ncn b

Otrzymalismy w ten spos6b wywéd podstawowy:

b*\e ik <cikeT}o 4@ik-1 4 k-1 * Neem*Sii 41 -0 *

» Tk » <« . Z definioji drzewa lewostronnej redukcji wynika,
ze wywod ten jest prawostronny. Chdo.

Przypusémy, ze na zbiorze Q okreslona zostata relacja
catkowitego porzadku. Okreslimy relacje catkowitego porzadku
na zbiorze Q* w nastepujgoy sposob:

1. Dla kazdego stowa fe Q* f>e jezeli |Ff]>0 1 f=e
Jezeli |l |20

2. Jezeli e »pe Q* fuEl»2*"*@1L » ~*“ Fit2**"fm t0“

a. Jezeli l«m 1 dla kazdego 0=*J<1 8j°j to ?=+ -«
b. Jezeli istnieje najmniejszy wskaznik JO”»in(l,a)
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taki, ze s. /A t4 to >0 d B. > t. ip<c
70 € gay 30 p<cp
gdy s. <t, .
0 JO

c. Jezeli 1 A w 1 wskaznik JQ nie istnieje to ~><p,
gdy 1>m 1 e<ll) gdy I<m.

Okreslimy relacje catkowitego porzadku na zbiorze ncx) -
Jezeli rltrj g R(«) rt «(cj, ri, ?21), m *» , «Cj, fJ)

to rA>rr gdy fi>fj , *l<*y gdy ?2i <?j =1 "i-rj ,
gdy 9i = . /Z definicji zbioru R(a) wynika, ze Je*«li

?1 - ?J to cx - Cj i Xt e Xj/.

Algorytm rozkd#adu syntaktyoznego stowa asT* w niecyklicz-
nej 1 nieskracajgoej gramatyce i » (y,T,P,B) przy zadanym upo-
rzadkowanym alfabecie Q polega na kolejnym generowaniu Ww ros-
nacym porzadku wszystkich elementéw zbioru HC®9 < Elementy
postaci (b, e ,9 b 6 B, 9e Q* wyznaczaja Jednoznacznie prawo-
stronne wywody podstawowe stowa w gramatyce G /patrz dowodd
lematu 3/. Elementy te sg wyrdzniane w procesie generacji. Tak
okreslony algorytm bedziemy nazywali algorytmem lewostronnej
redukcji stowa ot w gramatyce O .

Rys. 1 przedstawia sied dziatan dla maszynowej realizacji
podanego algorytmu przy zatozeniu, ze zadana Jeet pewna numera-
cja zbioru produkcji, a relacja porzadku na zbiorze Q okres-
lona Jest w nastepujacy sposob: dla kazdego J ~1 qj >
wtedy 1 tylko wtedy, gdy J > 1

Przyk+ad 2

Dla gramatyki G 2z przyk#adu i produkcje zostaty ponume-
rowane w nastepujacy sposob: i. x-*ay, 2. x—yb, 3. x-»b,
4. y—xcy, 5. y— a. Okreslimy zbiér Q~ci™-1,02«2,q3*3,9°n4,

g5*5tg6=e] oraz relacje porzadku: dla kazdego J A 1
aq >4 wtedy 1 tylko wtedy, gdy J > 1
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6.=t
t: «4
1
ji= 0
? iq,*@ Ne WZrecza
=25 wwad poditow

Rys* 1. Sie¢ dziatan dla maszynowej realizacji algorytmu
lewostronnej redukcji. Dla kazdego G «s"\s2ee.s'C

®~B) -F81, ~2(e)SF82...3r, F3(6)SF8r , <4 (e)-feiB2...8r_

1
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Rys. 2 przcdetawia drzewo lewostronnej redukcji sdtowa

a. = boab. Jak wida¢ zadane edowo nalezy do L (g) poniewaz
element zbioru R&) t * (*, i ,,63665462) wyznacza prawostron-
ny wywoéd podstawowy X»»yb <, Xcab bcab . Jest to jedyny
ent zbioru posiadgjacy te wkasnos¢. Elementy zbioru
%‘ generowane sg pﬁ%]wnlewostronnej redukcj i Wko-

lejnosci oznao«on<sj na rysunku strzaktkami przerywanymi.

Rys. 2. Orzews lewostronnej rodukoji chlowa bo*b /przykdad 2/



N 10 ALGORYTM LEYFOSTEOKHEJ REDUKCJI 69

3. METODY ULEPSZENIA ALGORYTMU

Zaletg sformutowanego wyzej algorytmu Jest stosunkowo nie-
wielka objetos¢ pamieci niezbedna do jego realizacji maszyno-
wej. W pamieci przechowuje sie w zasadzie tylko gramatyke i
kolejny element r » (C , % ,e)e R(-). w miare wzrostu diu-
gosci stowa “zmiejsza sie suma dktugosci stdw 6 1 %

Powazng wadg algorytmu wykluczajgcag w wielu przypadkach
praktyczne jego =zastosowanie jest szybki wzrost liczby elemen-
téw zbioru r() wraz ze wzrostem ddugosci stowa a , co znacz-
nie wydtuza czas dziatania. Jednym ze sposobdéw ulepszenia algo-
rytmu Jest znalezienie dodatkowych warunkéw koniecznych sped-
nianych przez stowa CT nalezace do wywodéw podstawowych. Warun-
ki takie pozwolityby z géry eliminowa¢ pewne drogi drzewa reduk-
cji tj. pewne podzbiory zbioru r(o0) nie bydyby generowane
przez algorytm. Jako przyktady zastosowania takich metod mozna
podaé algorytm SDS [5] orat algorytm opisany w pracy 9] .
Szczeg6lnie prosto warunki takie mozna sformutowaé¢ dla nieskra-
oajacej 1 niecyklicznej gramatyki liniowej tj. takiej niecyk-
licznej gramatyki, w ktérej wszystkie produkcje sg postaci
w . x Ji,0le T*tJdieT* we (V-T), xeV. Oznaczmy przez Iffix
maksymalng ddugos¢ prawej strony produkcji tej gramatyki.
Woéwczas Jezeli stowo ST nalezy do wywodu podstawowego to
Smt lub 6=T}wE, T, eT*, weV 1 J]al< Inax. Warunki
te zostaty wykorzystane w przytoczonym nizej programie rozkta-
du syntaktycznego napisanym w jezyku EOL 11 [B]

Danymi dla programu sg gramatyka i1 stowo. Gramatyke zadaje
sie w postaci ciggu produkcji oraz ciagu elementéw bazy, przy
czym zakdtada sie, ze produkcje zostaly ponumerowane od zera w
kolejnosci odwrotnej do ich wystepowania w ciggu tj. ostatniej
produkcji nadano numer zero. Wszystkie litery wystepujace w le-
wych stronach produkcji okreslajg zbior (V-T), a wszystkie
litery wystepujaco w produkcjach okreslaja zbior V

Alfabet Q okreslony zostat w nastepujacy sposob: dla kaz-
dego Ou i s+l = 1 . Po wczytaniu gramatyki wyznaczana
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jest maksymalna ddugos¢ prawej Gtrony produkcji Imny ,
zbiory V i T /przy czym zbiér T Jest wypisywany przez
maszyne/ oraz bada sie czy gramatyka Jest liniowa.

W przypadku gramatyki liniowej, w trakcie realizacji algo-
rytmu lewostronnej redukcji po utworzeniu kazdego nowego ele-
mentu r e R() badane sg sformutowane wyzej warunki konieczne
na stowo 6*c. Jezeli nie sag one spednione przechodzi sie do
tworzenia nastepnej drogi drzewa lewostronnej redukcji. W obyd-
wu przypadkach maszyna wypisuje wszystkie stowa C odpowiadajace
osiaggnietym wierzchotkom drzewa redukcji dla ktéorych S (r)
Jest zbiorem pustym. Dla wierzchotkéw postaci (b, t , ,be B
wypisywane Jest dodatkowo stowo F 2z pominieciem liter <l .
W programie zastosowano sposéb pozwalajacy nie umieszczacé¢ liter
oN+1 w stowie F < DaJe to pewng oszczedno$¢ miejsc pamieci.

W praktycznych zastosowaniach czesto mozna z gory zatozyc
Jednoznaczno$¢ gramatyki. Pozwala to zakoriczy¢ tworzenie drzewa
redukcji po znalezieniu pierwszego elementu r e R(«.) postaci
(b, t.,y) bcB . 0 ile element taki nie istnieje /zadane stowo
nie nalezy do L (g)/ analiza obejmuje cate drzewo lewostronnej
redukcji .

Zato6zmy, ze istnieje szukany element reE(«) i gramatyka
Jest Jednoznaczna. Wychodzac z poczatkowego wierzchotka drzewa
lewostronnej redukcji posuwamy sie w czasie realizacji algoryt-
mu w ten sposéb, ze w kazdym osiggnietym wierzchotku drzewa do-
konujemy wyboru jednego z wychodzacych Hukéw o ile Huki takie
istnieja. Przy ustalonej numeracji produkcji wybér ten zdeter-
minowany Jest przez przyjeta relacje porzadku na zbiorze Q .

Wida¢ stad, ze dla niektdrych s#oéw gramatyk Jednoznacznych
mozna bardzo znacznie skréci¢ czas rozkdadu syntaktycznego
przez odpowiednie okreslenie relacji porzadku na zbiorze Q
lub co Jest roéwnoznaczne przez odpowiednig numeracje produkcji
gramatyki .

Autor pragnie wyrazi¢ podziekowanie dr Antoniemu Mazurkie-
wiczowi za duzg pomoc okazang w czasie rozwigzywania problemu.
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LEFT-TO-RIGHT BOTTOM-UP PARSING ALGORITHM

Sunmmary

A version of left-to-right, bottom-up parsing algorithm for
context-free languages generated by cyclically non-null, t -free
grammars is presented. The features of the algorithm are discussed
with the use of left-to-right, bottom-up parsing tree.

@ Instytut lleryn Eatei-atycznjroh
Jar g, ul. Krzywickiego 34
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SECTION PARSING

/e

WA:CLFAR
SET
READ
SET

11,L;
WAL (jl
11,A4,Rb
wx A2

WB;CLEAR |1,L{
SET #MB *L',Q1
READ 11,A2,1
EQ |1,V

GOPL WD

EQ il,L

GOPL WB

GOTO WA
WDrCLF.AR 1I1,L
SET 'WD«L\Q1
READ |1,A16,1
Ec fi* P>
GOMI WD

/((

WE:SET ***f A2
SET 'L',A6
MOVE 82,A12
SET 0.A15

SET '**#A5

LA:EO A12, ****,
GOMI LB

MOVE B12.A13,
GOMI LB3
FIND 813,K14
GT 814,.015
GOPL LC
CLEAR Al4
GOTO LD
LCrCLEAR A15
MOVE AU.A15

Jan KALUSZX&SKI1

CZYTANIE GRAMATYKI */

/«CZYTANIE LEWYCH STRON PROOUKCI */

/* CZYTANIE PRAWYCH STRON PRODUKCIl «/

BADANIE GRAMATYKI */

/* SZUKANIE MAX DLUGOSCI PRODUKCIl «/



N 10 ALGORYTM LEWOSTRONNEJ REDUKCJI

LD: CLF.AR A13.T4; /# BADANIE LINIOWOSCI GRAMATYKI */
CLF.AR Al13, 1

CLEAR A13.T4

GOMI LB

CLF.AR A13

SET 'N#AG6i /* GRAMATYKA NIELINIOWA */

LB:EQ M12,T4{ /* TWORZENIE LISTY TERMINALNYCH «/
GOMI LB1

LBQ:CLFAR A12, 1

GOTO LA

LB1:EQ 812,T5
GOPL LBO

HOVE A12,A5,1
GOTO LA
LB3:WR|TE B5,Q1
SET "*L',Q1

/* ROZKLAD SYNTAKTYCZNY StOWA

B:CLEAR 11,L4 /* CZYTANIE SLOWA «/
READ 11,A7,1

EQ B7.T5

GOMI DR2

EQ |1,V

GOM B

GOTO KON

KON:MOVE A7,A8

PORO:MOVE AB,A7,1i /* DOPISYWANIE KOLEJNEJ LITERY */
GOMI K

POR1 :EQ B6, T

GOMI PO11 )

FIND 87,K14,T4j /«BADANIE WARUNKOW KONIECZNYCH DLA GR.LIN*/
GOMI PO11

GT B15.B14

GOPL PO11

PO12:CLEAR A13

CLEAR Al4 ]

GOTO DRP,  /<* ZASTOSOWANO NIEWLASCIWA PRODUKCIE */
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PO11:MOVE A2,Al,1; /* SZUKANIE PRODUKCI «/
WYE A2, A1, 87

GOMI  POM

EQ @1, "**"

GOMI  PO11

MOVE 82, A9, ***"

FIND B9,K10

MOVE B7,A11,N10

GOMI  AM

AP:COMPRESS A9

COMPRESS All

EQ A9.B11

GOPL AK

AM:CLEAR A9

CLEAR All

CLEAR A10

GOTO PO11

POM:MOVE A1,A2 ,
GOTO PORO

AK:EQ 86,4 %

GOMI  AK1

MOVE 87,613; /* BADANIE WARUNKOW DLA GRAM. LINIOWEJ */
CLEAR A13,N10

CLEAR A13,TA

GOMI  AK1

CLEAR A13

GOTO AM

AK1:CLEAR A11i /* TWORZENIE BEZPOSREDNIE] REDUKCI <F
CLEAR A7,N10

CLEAR A10

MOVE B1,A2

FIND B1.K10 )
MOVE A10.A20; /* TWORZENIE STOSU NUMEROW */
GW:SET O,Al10

GWISCLEAR Al,1

CLEAR A1 ,**

GOMI F

ADD A10,1

GOTO Gwl

F:MOVE A4,A3,N10

MOVE B4,A7,1

MOVE A3.A4

MOVE A10.A21

GOTO POR1
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K:FIND 87,K10; A KONIEC SLOWA */

MOVE 87,A7,N10

WRITE A7,Q1,N10{ A WYPISYWANIE WYNIKOW POSREDNICH */
SET '*L',Q1

EQ A10,1

EQ 87,T16 _ _

GOPL DRO} A SLOWO NALEZY 00 JEZYKA */

CLEAR A10

GOTO ORP

DRUK:DRO:MOVE R21.810

DR3:MOVE A10,A22,1

GOMI DRP )
WORD A22; A WYPISYWANIE STOSU NUMEROW «/
WRITE A22,Q1

SET '*L',Q1

GOTO OR3

DR2:STOP

DRP:MOVE Al,A25 A TWORZENIE BEZPOSREDNIE] KONSEKWENCII
DRPO:MOVE A7.A8,1

GOM! DR2; A ZbADANO WSZYSTKIE REDUKCIE */
EQ 88,T5

GOMI DRP1

GOTO DRPO

DRP1:MOVE A2, A1,N20

CLEAR A20,1

CLEAR A21,1

CLEAR AS8,1

MOVE B2,87, "**"

GOTO POR1

ENDS

KONP PARSING
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PRELIMINARY ANALYSIS OP ALGOL-60 SOURCE
PROGRAMS FOR 2AM COMPUTERS

by Jowita KONCE,YIC2
Received March 15th, 1968

The paper deals with the conversion
of Al/}0L-60 programs into sequences
of compiler intermediate language
words. The method of source text syn-
tactic analysis and transformation ty
an automaton with 6 states is given.
The describes method has been used in
the design of first pass of two
ALGOL-60 oonpilers far SAM computers.

In preparation of an ALGOL-60 compiler for ZAM 21-ALPA com-
puter, its preliminary part has been treated separately. This

part, called first pass of the compiler, will perform the
following tasks:

e reading the source program written in ALGOL hardware
representation,

identifying basic syntactic units of reference language*

translation of the above units into symbols of so-called

As the paper "Revised Report..." [ij does not introduoe the term "basic
syntactic unit of reference language', identifiers, numbers, strings,
and basic symbols, excluding letters and digits, will be understood as
the above .mentioned term.
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intermediate language with a uniform structure convenient
for further compiler work.

The idea was to make the compiler dependent neither upon
the actual hardware representation, nor upon the type of input
equipment. On the other hand, shortened and uniform text of a
source program is essential for multipass compiler work. It
should be noticed that every pass transfers the text handled
from the drum to the internal storage, and next, after having
processed it, sends it back to the drum. A shortened and uniform
text allows to save storage and simplifies the program design
which transiorms the symbols given.

It also seemed useful to reach a flexible organization of
the program realizing the above mentioned problems. This flexi-
bility would cause an easy exchange of some small parts e.g.
some constants in the progra_Y without disturbing the general
structure. The above changes can be made In hardware represen-
tation as well as in machine representation of separate inter-
mediate language symbols (the latter very often occur during
debugging apd preliminary compiler exploitation). The required
flexibility is obtained due tos

* the expression of the basic part of the pass 1 program
in the form of a transition table of a small finite
automaton,

" application of table-look-up technique to the majority
of symbol identification and coding of intermediate lan-
guage symbols,

* performing preparatory and supplementing operations of
the automaton action by means of auxiliary subrutines.
i. Description of hardware representation alphabet
For all hardware representation texts the following six cate-
gories are distinguished:

1. identifiers ,
2. delimiters ,
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3. key words ,
4. numbers ,
5. string3 ,
6. comments.

Texts are made of the following teletype code characters:
letters: A, B, C, D, E, F, G, H, I, J, K, L, M, N, O, P, Q,
R, S, T, U, V, W, X, Y, Z
numbers: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9;
delimiter symbols: J A ,
d-L-1* .
allocation symbols: space, new line.

Because of the lack of teletype characters corresponding
to the remaining delimiters in ALGOL, and because of the impos-
sibility to underline the texts, the necessity arose to intro-
duce the notion of key words, i.e. such texts which are not
allowed to be used as identifiers. Hence if a delimiter sym-
bol does not appear, after an identifier, a «c/ word, or a “lum-
ber, a space, or a new line should follow. However, inside the
Identifiers and key words, except GO TO, a space (new line) is
not permitted. In the remaining cases the symbols space and new
line are of no importance.

Identifiers oan be of any length. Strings can be of any
length too, but the characters space and new line - inside the
strings - are unnoticeable during source program reading.
Strings cannot Include any other strings. Comments can be used
according to the definition given in £I[] and they do not af-
fect the object program.

Table 1 gives the correspondence between the reference
ALGOL language and the delimiters and key words of a hardware
representation in ZAM computers.

2. Description of intermediate language alphabet

All symbols of intermediate language alphabet are of the
same length equal to that of the computer word (24 bits) find
are divided into the following Ffive categories:



80 Jowita KONCKWICZ ALGORYTMY

1. i1dentifiers,
2. delimiters,
3. numbers ,

4. strings,

5. errors.

The symbols of the first four categories represent suitable
basic syntactic units of the language, but the "error'” symbols
are used to replace incorrectly made texts of the source pro-
gram*. The make-up of all the symbols is the same: the first
15 bits of the word contain the code of the given symbol cate-
gory, the remaining 9 bits include the code that distinguishes
the symbol within its category.

The initial texts of identifiers and strings are stored in
tables, since they may be of any length in hardware language
representation. The corresponding symbols of the intermediate
language consist of a code determining the symbol category and
its relative address in an adequate table.

As in the ZAM-ALGOL implementation real and integer numbers
are in the floating-point representation comprising two machine
words, all numbers are stored In a common number table. Therefore,
number symbols of the intermediate language, made identically as
symbol identifiers or strings correspond to numbers in hardware
language representation.

Thus, tables of identifiers, strings, and numbers that store
their initial form, are a supplement to the source program in
the intermediate language.

3. Problem realization

The following three categories of texts are distinguished

Such a convention was accepted in connection with the principle that
an occurence, of error does not interrupt the compiling process.
Information about all the errors met is written by the compiler a’“ter
the end of source prograia translation into an object program with s
symbolic address, i.e. after four passes of compiler.
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while the pass 1 program procedes to read a teletype symbol
sequenoe:

1. sequence of letters or digits beginning with a letter
and ending with a symbol of delimiter or symbol of
allocation,

2. sequence of digits beginning with a digit, the symbol
or the symbol 0", ending with the symbols of
delimiter, allocation or letter,

3. symbol of delimiter or of alignment format.

For every category of texts there is a separate device that
reads a given text and translates it in to an intermediate
language symbol. The symbols, when translated, are sent to the
input of the program which realizes the operation of the so-
called automaton A, controling the whole pass i. The automaton
A checks the source text correctness basing on the context made
of the adjoining basic units of the reference language. It de-
cides on writing symbols of the intermediate language, continuing
the source program reading and translating, or finishing pass
1 operation.

General outline of action of pass 1 program is the following:

1. Read the symbol of the teletype code and put it into the
auxiliary store MAGI.

2. If the symbol is not a letter, a digit, "0" or
then go tP? potD* 4.

3. Read subsequent text symbols and store them in MAGI until
meeting the terminal symbol of this category; load the
terminal symbol in the store MAG2.

4. Translate the text in MAGI in to a symbol of the inter-
mediate language.

5. Perform one cycle of A automaton action.

6. ITf in MAG2 is an alignment format symbol, then go to point 1

7. Move the content of MAG2 to MAGi, load in MAG2 the aligment
format symbol and go to point 4.
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All the operations mentioned in items 1-4 and 6-7 of the
general outline of action are supplementary for automaton A.
Operations 1-4 translate the texts in hardware ALGOL representa-
tion In to machine representation of reference language. The
latter representation constitutes the input alphabet of A.
Operations of items 6-7 are result of the fact that the texts
of the first and second categories are read together with their
terminal symbol. Therefore, they are generally translated in to
two basic units of the reference language, but automaton A reads
the input alphabet successively one symbol at a time.

4. Table-look-up technique for translating; hardware representa-
tion into intermediate representation

There are five following tables:

1. key words,
2. delimiters,
3. identifiers,
4. numbers,

5. strings.

The first two tables contain intermediate language codes
of delimiters. They constitute a constant part of pass 1 pro-
gram. The last three tablee are formed by the pass 1 program.
They contain respectivelys

* identifiers loaded by four characters of the input alphabet
in one storage word,

numbers in floating point binary representation (two storage
words) ,

* strings with their delimiter symbols, loaded by three input
alphabet symbols in olio storage word.

An appropriate table does not have to be consulted to see
whether i1t contains numbers and strings before loading them,
because they will appear explieite iIn the object program, and
az T3ny times as they were used iIn the source program. The
above tables are made solely to get a uniform and ooncise form
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of intermediate language. However, this principle cannot be
applied to identifiers for corresponding values are loaded
outside the object program according to a proper declaration,
and the object program operations refer to their addresses.
This causes the necessity of one-to-one translation of iden-
tifiers being identical in the source text - into intermediate
language codes, thus it requires the table to be searched
every time an identifier is being met.

In order to reduce the tiite for identifier table searching,
a special technique of table organization was applied. The
latter is a modified version of the technique used for similar
tasks in ALFA compiler of U-20 computers [3]-

It consists in assigning to every identifier the integer num-
ber n which is the value of the so-called allocation function
for identifiers in a given storage area before checkir. the
table. Then, the n-th location of the storage iIs checked instead
of searching the whole table. Allocgation function is defined as
follows. The table contains 512 = 2 storage locations. The se-
quence of storage words, including an identifier, in the form
of four characters loaded in one word, 1is divided into 9 bit
segments, and integer numbers in these segments are summed
modulo 2 . The obtained number O0~n~511i is the expected
identifier address in the table.

However, as the so computed assignment is not synonymous, it
might occur that the n-th place in the table would be already
occupied by another identifier. Then the following storage words
are being consecutively investigated until tbo mentioned identi-
fier or the first vacant location is being met. Then the iden-
tifier is loaded into it. The operation of table searching is
acting so as if the beginning of the table was stocked to its
end, i.e. the location with the relative address O iIs next to
the storage location with the relative address 511.

The length of identifiers is different. One storage word
contains four alphanumerical characters, therefore, besides
the above discuseed table, another one is made for identifiers,
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whose length exceeds four characters. The latter identifiers
in this table are stored successively.

The identifier address in the above discussed table together
with the information on the identifier length is in this case
loaded in the address assigned to the given identifier by the
allocation function.

5. Description of the automaton A

The work of automaton A consists in repeating single cycles,
each consisting of the following three operations:

1. read the input alphabet symbol,
2. write the output alphabet symbol,
3. change the state.

The input alphabet A comprises symbols: identifier, number,
key word, delimiter, and the alignment format symbol.

The output alphabet A comprises symbols:

K - intermediate language code of the basio unit of the
reference language,

B - blank,

E - error.

Nonterminal states A are marked by digit* O, i, 2, 3, 4, 5.
They are determined in Tabic 2, which defines the outputs and >
transitions of the automaton A. At the begining of the pass i
action the automaton A is in the initial state (0).

Terminal states A are called iIn abbreviated form: 1D, NB,
EN, PE, AS, CO, and ST.

Terminal states denote a transfer to certain operations de-
fined in Table 3. These operations have been distinguished for
the reduce of the size of the outputs ana transitions table of A.
After proper subroutines performed bue auove operations, the
state of the automaton A is changed (cf. Table 3) , except for
the case when the operation of pass 1 program is finished,
which can ooour in state EN. Suoh a connection of automaton
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with subroutines which supplement it significantly facilitates

the automaton construction and optimizes the pass 1 program.

6. Final notes

The described way of reading the source program is injle-
mented in ALGOL-60 compiler, operating on ZAM 21-ALFA computer.
Now it has been shown it can be applied in total in ALGOL-60
compiler for ZAM 41 computers, despite essential differences
in both compilers design. It proves that the methods applied
to realize the discussed problems ensure their independence of
hardware representation as well as of the entire translation

process.

Table 1. Correspondence between ALGOL reference language
and ZAM hardware representation
Reference ZAM hardware Reference ZAii hardware
langnase representation language representation
+ + t S
_ - . t
X * I« o»
/ /
* DIV ateg STEP
¢ POWER until UNTIL
< LESS while WHILE
> NOTLESS comment COMMENT
EQUAL or - (
4 NOT GREATER )
> GREATER C t
i NOTEQUAL J
B EQUIV
= IMPL
v ®R begin BEGIN
il AND “end END
- NOT own OWN
go to GOTO or GO TO Boolean BOOLEAN
1 1? InfSglr INTEGER.
then THEN real” REAL
else ELSE array ARRAY
for FOR switch SATITCH
do DO grocedure PROCEDURE
t - String STRING
- label LABEL
10 0 value VALUE
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Table 2. Table of output and transition of automaton
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Table 3. Subroutines supplementing the action of automaton A

Tersninal

state

1D

NB

EN

PR

AS

CO

ST

A

Operation

if is the next symbol, write
K, if not, write E

add 1 to the counter of BEGIN
symbols

subtract 1 from the counter of
BEGIN symbols; if it equals O
finish the pass 1 operation

read the symbol sequence until

the context is met and re-
place the written code ") " by
the code '",n

replace the written code by

the code

read the symbol sequence until
is net

read the symbol string until ™ *»
is met, put the string in the ,
table of strings and write the
code 'string"

State A
after
operation
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THE OPTIMUM SELECTION OF VARIOUS
TYPES OF INTERNAL STORAGE

by Bartdomiej GLOWACKI
Received October 15th,1968

Given a computer internal storage comprising
a series of various storage types. For such
a storage its cycle time distribution
is so determined, that with a fixed, cost of
the internal storage, the mean cycle time is
minimum.

In the process of computation the frequency of using in-
ternal storage locations is not the Bawe for all of them.
Small quantity of data is used with great frequency; medium
quantity, with medium frequency; a very large quantity,
with a low one. It is evident that the access time to the
often used locations significantly influences the mean stor-
age cycle, whereas the access time to seldom used locations
exerts the minimum influence.

On the other hand, the speed of storage varies in the
inverse proportion to the capacity,when the oost-per-bit is
constant.

Both the above mentioned facts are taken into account
while designing modern computers equipped with a hierarchic
internal storage comprising a series of storage of various
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capacities, cycles,and costs. These facts contribute to
substantial performance/cost advantages if storage hierarchies
can be effectively used. The choice of various computer stor-
age types is left to the system designer. The present paper
gives an exact solution of this problem.

Let the internal storage be of storage types deter-
mined by
i = 1,2, . n
where
- cost ,

" - cycle time ,

sN - capacity

We take into consideration that internal storage is a one
level storage /Zuniformely addressed independently of the
type/. We assume also that if

then the probability of carrying out an operation on

is greater than the same probability for (&

Let us assume that p(xX) is the probability of operation
execution on the first x storage locations, then the
probability of a request on & storage is determined as
follows

and the mean cycle time

/1Y
1«1
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If the cost of oij storage is admitted as

where ai is the constant, then the total cost of the inter-
nal storage equals

/2/

*
1|

Let us pose the problem,

With a fixed total cost of internal storage find such a
distribution of cycle times of various storage types
so that the mean cycle time is the minimum.

We shall solve the problem using Lagrange®s method. The prob-
lem ie reduced to find the minimuai function tm muniter the
condition K = KO = constant.

We introduce the indefinite multiplier m and make a
function of n+i variables.

PAT. T2, e oy sZ = - m K-V

The necessary condition of the existence for the ¢  func-
tion extremum reduces the problem to the following set of
n+i equations
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While solving the set of equations we obtain

Ha/1T
sk Pk . /3/

Substituting these results in the equation /1/ we obtain
the minimum cycle time of internal storage

n \2

1 /«</
‘«In * KO

The probability distribution p”™x) being accepted on the
basic of [I] , or for approximate computations the nonhomo-
geneous Poisson®s distribution, the required cycle times of
separate storage types can be determined from formula /3/ if

copacities are known. The minimum cycle time can be determined

from formula /4/.
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