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Uzywana symbolika:

uu w

un w

Oznaoza przynaleznos¢ elementu x do zbioru Wj
gdy x jest litera, a W Jest stowem, oznhaoza przy-
naleznos¢ litery x do stowa W.

Jesli A 1 B sa stowami, oznacza, ze A Jest czesoig
stowa B.

Oznaoza sume zbiorow U i W.
Oznaoza ozes¢ wspolng zbiorow U i1 W.

Oznaoza iloozyn kartezjanski zbioréw U i1 W /tzn.
zbior wszystkioh takich par uporzgadkowanyoh (x,y),
ze xelU 1 y GW.

Oznaoza sume tych zbiordéw rodziny , dla ktorych
i G J.

Xg W/ ,X2, ..., Xp)]1 Oznaoza zbidr tyoh i tylko
tyoh uk¥adéw uporzadkowanyoh (X.,,x2, ..., Xu), dla

ktéryoh zachodzi W ,X2, eee, X1) »
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O PROBLEMIE CZYTANIA DLA PEWNYCH
JEZYKCW FORMALNYCH

Antoni MAZURKIEWICZ

Prace ztozono 12.9.1966 r.

The paper deals with recognition and parsing
algorithms for phrase structure languages. The
main result is that for each context free lan-
guage there exists a oontext-sensitive language
which is equivalent to the given language, and on
the other hand is much simpler with respect to
the recognition and parsing process. The trans-
forming and recognition algorithms are given.

1. WSTEP

1.1. Wprowadzenie

W ostatnich lataoh. notuje sie wzrost zainteresowania praktyoz-
na strong probleméw, dotyozacyoh jezykéw formalnyoh. THhumaczy sie
to rozwojem Jezykéw programowania i potrzeba konstrukoji programoéw
thumaozgoyoh dla takich jezykow tj. programéw, przeksztatoajacyoh
zapis algorytméw w jezyku programowania na zapis tyoh algorytmoéw
w jezyku maszyny oyfrowej. Jezyki programowania wesz4y obeonie w
stadium formalizaoji np. zostat stworzony formalizm, stuzgcy do
opisu ioh sktadni £1j. W zwiazku z tym, niektdre problemy praktycz-
ne dotyczgoe tyoh jezykdéw mozna wyrazi¢ w czysto matematycznej
formie. Nalezy do nich "problem czytania", ktdremu Jest poswieco-
na niniejsza praca.
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1.2. Problem czytania

Niech bedzie dany pewien niepusty zbidr przedmiotéw, zwanych li-
terami. Skonczony oigg liter X = x1,x2, ..., xn .nazywaC¢ bedziemy
stowem o ddugosci d(x) = n. Skowo, zawierajace zero liter nazywac
bedziemy stowem pustym i jego ddugos¢ przyjmujemy jako rowng zeru.
Jesli U, V sa stowami, to przez UV oznacza¢ bedziemy konkatena-
cje stow U, V. Jezykiem nazywa¢ bedziemy pare b ™),
gdzie B () jest pewnym niepustym zbiorem skdéw, zwanym baza jezyka

G LS) jest skonczonym zbiorem uporzadkowanych par s#éw, zwanym
gramatyka jezyka . Powiemy, Zze stowo W jest stowem jezyka ,
jesli BUﬁﬂetwus@mzmyCMgSMW @OWV "”\%L n o,
ze W=WQ,V e8B ) oraz dla kazdego 1 =1, 2, ..., n Istnie-
ja stowa P~, ™, X., YN takie, ze W. N m NMIMNINM* M= MMM
1 Xk Y+ jJe d{yS). Ciag X2,y ,«..., (X~1
nazywamy przy tym rozkdadem syq;gktycznym stowa W w jezyku \fF.
Problemem czytania dla Jezyka i stowa W nazwiemy nastepujacy

problem:

Dany jest jezyk i stbowo W. Nalezy stwierdzi¢, czy W jest
stowem jezyka b czy tez nie.

W zagadnieniaoh zwigzanyoh z konstrukoja programéw tdumaozgoyoh
wieksze znaczenie praktyozne posiada bardziej ogoélny problem, kto-
ry nazwiemy problemem ozytania dla Jezyka sb :

Dany jest Jezyk b 1 pewna klasa stéw. Nalezy znalez¢ algorytm
pozwalajgoy dla kazdego stowa W danej klasy rozstrzygnac¢ problem
czytania dla jezyka i stowa W.

W zagadnieniach tyoh "stowem™ Jest program dla maszyny cyfrowej,
gramatyka - opis syntaktyozny jezyka, "bazg" - zazwyczaj jeden wy-
brany element opisu jezyka np. w opisie jezyka ALGOL 60 ~8" bazg
Jjest Jednostka syntaktyczna <program>. Jest rzeczg pozytecznag,
aby poszukiwany algorytm, w przypadku pozytywnego rozstrzygniecia
problemu czytania dla stowa V/, okreslat rozktad syntaktyczny te-
go stowa. W wiekszosci programéw tdumaczacych jezyki programowania
jeden z ioh zasadniczych fragmentéw stanowi algorytm ozytania. Na
przyktad w programie tdumaozacym jezyk SAKO [j>F 7~ fragment taki
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Jest wydzielony i nosi nazwe "ldentyfikatora™ W ostatnim oza-
sie problem czytania dla Jezykéw programowania Jest rozpatrywany

w formie jeszcze bardziej ogdélnej; poszukuje sie mianowicie rozwig-
zania nastepujacego problemu:

Dana jest pewna klasa jezykéw. Nalezy znalez¢ algorytm, pozwala-
Jaoy rozwigzac¢ problem czytania dla kazdego jezyka danej klasy.

Dazy sie w ten sposob do okreslenia konstrukcji uniwersalnych
programow tdumaozaoych QF, 4, 5. W niniejszej pracy rozpatruje
sie mozliwos¢ rozwigzania problemu czytania dla pewnej klasy jezy-
kéw przez sprowadzenie tego problemu do pewnej innej klasy, dla
ktérej problem ten jest stosunkowo *atwo rozwigzywalny.

1.3. Jezyki proste

Bezposredniag redukcjg w ~ skowa W nazywamy takie stowo V,
ze istniejg stowa P, T, X, Y takie, ze W u PXT, V - PYT i
y) e GQO\P)- Jezyk & o tej whasciwosci, ze dla kazdego stowa
W  Jezyka \5 istnieje o0 ewajwyzej Jedna bezposrednia redukcja w /?,
nazywamy prostym. Jesli -J jest Jezykiem prostym, to ma on nas-
tepujaca whasoiwosc: dla kazdego stowa W w tym jezyku istnieje
doktadnie Jeden ciag stow (WO>wi» eee» wn, eee) taki, ze W *
m WQ, W+ Jest bezposrednig redukojg w s/ stowa 1 dla i =
1,2, ..., oraz w ciagu tym, dla pewnego m ~ 0 wystepuje ele-
ment WLLI e B (&0.

Ta wkhasciwos¢ Jezykow prostych posiada zasadnioze znaozenie
dla konstrukoji algorytméw rozstrzygajacych problem czytania. Mo-
zna postawi¢ pytanie nastepujace: dana Jest pewna klasa jezykow;
czy dla kazdego Jezyka ~ tej klasy i1 pewnego zbioru stow da sie
skonstruowa¢ Jezyk prosty JO oraz stowa X, Y o tej whkasciwosci,
ze problem ozytania dla Jezyka i stowa W tego zbioru jest
rownowazny problemowi ozytania dla jezyka i stowa XWY. Niniej-
sza praca daje odpowiedZz twierdzaca na to pytanie.

1.4. Twierdzenie o réwnowaznosoi

Nazwijmy Jezykiem typu 2 jezyk 5 o0 nastepujacych wkasciwos-
ciach:
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1°. Zbior B (60 jest zbiorem skonczonym.

2°_. Dla*kazdego S e B () Jest d(s)« 1 i nie istniejg takie sto-
va X, Y, P, ze (xsY,p) e o).

3°. Jesli (xfY) e G (30 to d(x) » d(y) - 1.

4°_ Nie istnieje taki olag stow. (X0 ,X.,, ---, Xn), n >0, ze
xi_1J3xi)c Gffi) dla i m 1,2, n oraz XQ m Xn. /Zatoze-
nie o nieoyklicznosoi gramatyki/.

Stowo* W jezyka §W5, dla ktorego nie istnieje takie stowo V,
ze W jest bezposrednig redukojg w \f stowa V, nazywamy stowem
terminalnym Jezyka \J . Alfabetem terminalnym Jezyka 7T nazywamy
zbior wszystkich liter, wohodzgoyoh w sktad s#éw termlnalnyob Jezy-
ka e Stowem w alfabecie terminalnym Jezyka 5 nazwiemy kazde
stowo, zbudowane wydgcznie z liter alfabetu terminalnego Jezyka
Stowo takie, rzecz jasna, nle musi by6é stowem Jezyka n$. Ua miejsce
nastepujgoe twierdzenie:

Dla kazdego jezyka N\ typu 2 Istniejag takie stowa X, Y oraz
Jezyki proste o wspo6lnej gramatyoe, ze dla kazdego stowa
w alfabecie terminalnym ~ zaohodzi:

1°. W Jest stowem Jezyka 5 wtedy i1 tylko wtedy, gdy XIVW Jest
stowem Jezyka i!1;

- (U
2 « W nie Jest stowem Jezyka \J wtedy 1 tylko wtedy, gdy XWY
Jest stowem Jezyka

Z dowodu tego twierdzenia wynika Jego Jconstrukoyjny oharakter.
Istotnym w konstrukoji jezyka 1 0;~ Jest fakt uporzadkowania
zbioru G (¥$) i przyporzadkowania w sposob wzajemnie jednoznaozny
pewnyoh nav*. jego elementaif. Alfabet jezykodw 1 i}2 zawiera
alfabet Jezyka 5 oraz zbidor nazw wszystkich elementéw gramatyki
ghe W tym senoxe Jezyki -XL i 1i},, zawlerajg fragment rege\:_taje—
zyka, opisujacego Jezyk 0. Jesli W JeSt stowem jezyka 5, to
w mysl twierdzenia, istnieje olag (Ug»”, ..., Un) taki, ze UQ m
m XWY, On e 1 Dt Jest bezposrednig redukojag w )1 stowa
Uileg; Stowo Ih ma wowczas postaé XW_YR, gdzie HO e B() a, \
stowo R opisuje za posrednictwem przyjetyoh nazw elementéw G (-J)
rozktad syntaktyosny stowa w 2z Jezyku Jezyki [}, 1 Jjj2 po-
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siadajg wsp6lng gramatyke; mozna wiec méwi¢ o bezposredniej reduk-
cjiw /& stowa W, rozumiejac przez to zaréwno bezposrednig re-
dukoje w stowa W, Jak 1 bezpos$rednig redukoje w -$2 tego
stowa.

1.5. Algorytm

Nizej opisany prooes jest algorytmem, wynikajgcym z przytoczo-
nego twierdzenia. Stanowi on rozwigzanie problemu czytania dla kaz-
dego jezyka typu 2 1 dla kazdego stowa W w alfabecie terminalnym
Jezyka \5.

1. Na podstawie opisu jezyka utworzy¢ stowa X,Y oraz jezyki

i £ 2.
2. Zbudowaé¢ stowo XWY.

3. Zbada¢, ozy otrzymane stowo nalezy do bazy jezyka .17; jesli
tak, to przejs¢ do punktu 6, jesli nie, to przejs¢ do punktu 4.

4. Zbada¢, ozy otrzymane stowo nalezy do bazy Jezyka i1)2; jesli
tak, to przejs¢ do punktu 7, jesli nie, to przejs¢ do punktu 5.

5. Utworzy¢ bezposrednig redukcje w J} otrzymanego stowa 1 przejsc
do punktu 3.

6. Koniec prooesu; stowo W jest stowem Jezyka . Ostatnio otr’y-
mane stowo okresla rozkdtad syntaktyczny W w jezyku mJ .

7. Koniec prooesu; stowo W nie jest stowem Jezyka -

Powyzszy prooes jest opisany Jednoznacznie, gdyz sfowo XWY, w
my$sl prawa wydaczonego sSrodka, jest stowem albo jezyka albo
Jezyka JO2 . Stad, na mooy faktu, ze 1 A?2 sag proste, wynika,
ze olag UQ, U.], ---, UQ, -.. taki, ze XWY « UQ, jest bezpo-
Srednig redukojgw /0 stowa U;_1 dla i1 > 1 jJest przez W wyz-
naozony jednoznacznie. Ponadto dla pewnego m > O Ue.e B™) , Je-
sli W jest stowem N lub Um e b@02), jesli W nie jest sto-
wem \5. Dowodzi to skonozonos$oi prooesu.
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1.6. Realizacja maszynowa

Na podstawie zadanego Jezyka o tworzy sie w pamleoi maszyny
tzw. "tablice kontekstéw™. Majac dane stowo, wprowadza sie do pamie-
ci maszyny kolejne /od lewej/ litery danego stowa, korzystajac z
dwu list o organizacji ''stosu™ /w ang. “stack™ [JOj/> Jjed-
nej nazywanej ‘'stosem liter'™, drugiej - ''stosem nazw'. W momencie
rozpoozeola prooesu oba stosy sg puste. W trakoie prooesu wpisuje
sie kolejne wprowadzane litery badanego stowa na stos liter. Na pod-
stawie grupy liter, znajdujgcej sie aktualnie na wierzohotku stosu
i tablioy kontekstéow okresla sie ozynnos$oi, ktére trzeba wykonadé na
obydwu stosach. Czynnosci te polegajg na zmlanaoh stanu pewnyoh po-
mocniczych wskaznikéw, zastepowaniu grup liter na wierzchotku sto-
su liter przez inne, wpisywaniu badz wymazywaniu nazw elementéw gra-
matyki G(tf) z wierzchotka stosu nazw.

W momencie zakonozenia prooesu, w przypadku pozytywnym, stos li-
ter zawiera tylko Jeden element, a mlanowiole element bazy jezyka
badanego, etos nazw zawiera olag nazw elementéw g(*), okreslajgoy
rozktad syntaktyozny badanego stowa. W przypadku negatywnym, stos
liter zawiera wszystkie litery badanego stowa, zas$ stos nazw jest
pusty.

2. PODSTAWOWE OKRESLENIA I DEFINICJE

Niech TR bedzie niepustym zbiorem przedmiotdéw zwanyoh lite-

rami . Skonozony olag X liter

X mx], x, ..., x»
nazywamy stowenm w o] dfugosci m. Cigg aa-
wierajagoy zero liter nazywa¢ bedziemy stowenm pustym.

W dalszym olagu praoy bedziemy oznacza¢ stowa duzymi literami alfa-
betu, litery - matymi. Skowo puste oznaoza¢ bedziemy symbolem O .

Dhugos¢ stowa X oznaoza¢ bedziemy przez d(x); przyjmujemy d(#) =
» 0.

Dla ka&dyoh dwu s#ow okreslone jest dziatanie, zwane K on -
katen&oja. Méwimy, ze Z Jest wynikiem konkatenaojl, al-
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bo krooej, konkatenaojg s#éw X m x1, x2,
- Yu wtedy i1 tylko wtedy, gdy

Z e x1,x2, ..., Xn> yl, y2, eee» Y .

Konkatenaoja Jest dziataniem dgoznym, oo pozwala zapisywa¢ konka—
tenaoJe kilku s#6w nie uzywajgo nawiaséw, okreslajaoyoh kolejnosé
wykonywania tego dziatania.

Zgodnie z okresleniem stowa pustego mamy dla kazdego X:
X0m0OX - X
Jesli Z » XTU to piszemy Y<Z; JeSli przy tym Y m a, to
piszemy acZ. Prawdziwe sg nastepujace zalezno$oi:
1.dXY) - d(x) + d(Y).-
2. d(x) m 1 wtedy i tylko wtedy, gdy X m a dla pewnej litery a.

3. Jesli X <Y to d(x) $ d(Y)} w przypadku tym réwnos¢ zaohodzl
wtedy 1 tylko wtedy, gdy X m Y.

4. Jesli d(x) mn + K, n, K - llozby naturalne, wlwczas istnieje
doktadnie Jedno takie U i doktadnie jedno takie V, ze X m
-UW 1 d@W - n, d(v) - k.

5. Jesli XY - UV i1 X<U, to V<Y.

Nieoh 5® oznaoza dowolny zbidr stéw. Przez Alf (2)3) rozumie-

my zbidr wszystkich liter nalezgoyoh do stéw zbioru 48 :

Alf (2B) «{ala e i istnieje takie X eb® ze a t x). Je-
wT-TX X, to przez AIf (51) rozumiemy zbidér AIf (.5B) u
U AIT [%)-

Definloja 1.1

Nleoh AN oznaoza zbidér wszystkioh sdow w 1 nleoh
Pare (@ ,35 )nazywa¢ bedziemy jJezy -
kiem o] gramatyoe G 1 bazie 99 -

Nleoh ~ * (($ ,95) bedzie dowolnym jezykiem. Wprowadzamy naste-
puJ®oe oznaozenla:

1. &(3)-0 ,
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2. B(3)-0.

Kazda pare (x.y) e G (\p) nazywamy produko]ja o
poprzedniku X i nastepniku Y. Kazde
stowo S_e B (37 nazywamy stowenm uodstaWowym
Jezyka
3. BR ¢gmm {x,Y I istniejg takie stowa X1, X2 oraz produkoja

(P,g9)+g GO, ze X - XIPX2 i Y-X~Xg]j -

Relacje BR () nazywac bedzﬂ;my relaoja bezposred-

niej redukcji w -J lut krécej, b-redukcijag
w \5 . Bedziemy tez mowi¢, ze Y Jest b-redukcja X w N, 1ub
ze X Jest bezposredniag konsekwencija

/w skrécie: b-konsekwencjag/ stowa Y » J. Produk-

cje (p.,q) nazywa¢ bedziemy produkcja prze prowad z a -
jJjac a X w Y.

4. Ciag /skonczony lub nie/ stow i > 0 tej whasciwosoi,
ze

Wi-1» Vi) e BR N\

6]
dla 1 > 0 nazywa¢ bedzie wywodem w\) .
Stowo Wg nazywamy poo zagtkienm wywodu. Jesli wywod
jest skonczony, to wowcBas ostatnie stowo wywodu nazywamy K 06 -
oem wywodu. Jesli wywdd coen W ma te wkasoiwosc¢, ze

9
w nie ma b-redukcji w Qé to wywdd taki nazywamy pednynm
5 rQ\d« {X,Y | istnieje skonczony wywéd WQ,wWwi, ..., Wn) w ~
taki, ze n 30 1 X = Wqg,Y - WQJ-
Relacje R (%) nazywa¢ bedziemy relaoja redukoji whNd .
Jesli  (X,Y)Er (\I), to bedziemy tez mowié, ze Y jJest r e d u k-

o J a X w , lub ze X jest konsekwenc]jag Y
w . Méwiagc o wywodzie Y z X w N\if, jesli (XYy)
€ r (\)), bedziemy mieli na mysli pewien konkretny wywdd ,o,Wn

taki, ze X W , Y®mW _ Wywod taki b(—;dzie)ny Qazywae(_(; Wywo -
dem realizujacym redukoje (X,YJ w -J. Liozbe na-
turalng n nazywa¢ bedziemy dtugoscia wywodu

(Wo ,W2 , eee* wn) i oznaoaaC przez WO>w-i* eee» wn ) Méwigc o
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ddugosoi wywodu Y z I w5 , Jeslhi &Y) e r("T)» bedziemy mie-
li na mysli dtugos¢ pewnego konkretnego wywodu, realizujgoego te

redukoje. DHtugos¢ tego wywodu oznaozad bedzie przez D™N(X,Y).

Relacja wu(@b), Jak mozna dtatwo stwierdzicé¢, Jest przeohodnia i
zwrotna. Jesli DMX,Y) » n > 0 to istnieje takie Z, ze
x,2) e r(3Q, E.,Y) £Br(3), DjI-(X,2) - n - 1. Istnieje tez takie

Z" ze (X,Z")eBR o, (z,"Y)eR(™) 1 @ ",Y) «n - 1
ew

Powiemy, ze stowo X nie ma redukcji w ?, je-
Sli nie istnieje takie Y, ze (XY) e BR(B0; w przeciwnym przy-
padku méwimy, z e X ma redukoje w-J . Powiemy, ze
X nie ma konsekwenci]ji w , Jesli nie ist-
nieje takie Y, ze (¥,X) e Br(\$); w przeciwnym przypadku powie-
my, ze X ma konsekwencije w
6. Red™(x) - {y +(X,Y) gh(3)}.

Zbior Redg(x) Jest zbiorem wszystkich redukcji stowa X w

Lemmat 1.1.

Niech G (30 bedzie zbiorem skoriozonym.

Woéwczas zbior:
Al (Red (X))
jest skonczony dla kazdego X.

Dowodd

Nieoh 3 X)) “ AIf(x) U AIf(&(MjH)- Jest oczywisoie
AIF(X)cS (x). Jesli AIFCO C S o i (X,Y) e Br(3H, to na mooy
definioji relaoji Br ((J), AIT(Y)c 3 (x)* Wnioskujemy stad przez
indukcje, ze kazda redukoja Y stowa X ma te wkasoiwos$6, ze
AIF(Y)c 3(X). Poniewaz AlIf(Red X)) =

Q AIT(y) wiec AIf(Red3®))X U &(xX) >3 W-
Y « Red "(X) X - Red™(X)
3(x) Jest zbiorem skoriozonym dla kazdego X, gdyz G (1?) Jest
zbiorem skonozonym, skad Alf(Red™(x)) Jest zbiorem skonczonym.
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Deflnloja 1.2.

Gramatyke nazywamy cyklicznag, gdy istnieje oigg stow:
(PO ,P?, R ,Pn ), n { 0, I&\tej wkagciwosoi, ze dla kazdego 1,
1l <1 4n, (i_i» eGW~” oraz PQ m Pn. Jesli gramatyka nie

jest oykliozna, to méwimy, ze jest nieoyklioznag.

Deflnloja 1.3.

Produkoje (xu,v), (PX,q) nazywamy zazebionymi,
gdy UP fl 0. JeSli w gramatyoe ($ wystepujg produkoje zazebione,

to gramatyke te nazywamy zazebionag. W przeciwnym przy-
padku gramatyke nazywamy niezazebionag. Stowo X na-
zywamy sdowem zazebienia gramatyki @ -

Deflnloja 1.4.

Jezyk ¥ nazywamy Jezykiem typu 1 wtedy i tylko wtedy,
gdy e @F) Jest skonczona 1 niepusta oraz dla kazdej produkoji
X,Y) e 6(?) zachodzi d(x) »1, d®¥) >1.

Jezyk % nazywamy Jezykiem typu 2, Jesli Jest Jezykiem
typu 1, g (3) Jest nieoykliozng, B (30 jest zbiorem skonczonym i
dla kazdej produkoji (x,y) e 6(5) zaohodzi d(Y) m 1 oraz jesli
Se B(5)to d(s) - 1 i dla kazdyoh P,0,T (PSO,T) i g(3).-

Jezyk nazywamy jezykiem typu 3, Jesli Jest jezykiem
typu 2, dg(\$) jest nlezazeblona i dla kazdej produkoji (X,Y)eG("\J)
zaohodzi d(x)<2.

Przyk+ady 1.1.

1. Jezyk $ , typu 2:

(a".t)
(»t,0)
g (©) (b,n) b ($) - A{s}-
(aua,u)
(tu,s)
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2. Jezyk ¢ , typu 3:

a,o)
a, t)
a,w)
b,u)
W o— t,e) B(W)- Jej
t, 1)
of ,t
ou,V
eu,8
VW, U

3. Jezyk fir?, 1

(b,u)

(aua,u)
(<m). (auu, tuo)

(at,t)

(atu, ka)

Definloja 1.5.

Stowo X nazywamy stowenm Jezyka \f wtedy 1 tyl-
ko wtedy, gdy dla pewnego S e B(\Y,) zaohodzi x,s)c r (). Jesli
ponadto X nie ma konsekwencji w N\ , to X nazywamy s +o0-
wem terminalnym Jezyka n5. Zbidér stow Jezyka ozna
ozamy przez s(Q\J), zbidor stoéw terminalnyoh oznaczamy przez St(®)

Przyk+ad 1.2.

Stowo "aaaabaa' Jest stowem terminalnym Jezyka $ , zdefiniowa-
nego w przyktadzie 1.1. Stowo "ataua? nie Jest stowem terminalnym
Jezyka $ , Jest natomiast stowem tego Jezyka.
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Definloja 1.6

Méwimy, ze Jezyk , Jest rownowazny Jezykowi \J2, Jesli
St(SpD = e Piszemy woéwozas ~ \S2* Jak mozna #atwo spraw-
dzi¢, relaoja ~ Jest zwrotna, symetryczna i1 przechodnia.

Wykazemy oheonie, ze dla kazdego Jezyka N typu 2 istnieje row-
nowazny mu Jezyk typu 3. W tym oelu wykazemy prawdziwos¢ nas-
tepujacych lemmatoéw:

Lemmat 1.2

Nieoh (xQY,z)e ($ i nieoh ($" powstaje z (&I droga zamiany pro-
dukoji  (xQY,z) przez pare produkcji (Q,q), (XqY,z), przy czym
g $ AIT(<$). Wowczas dla kazdego 55 :

(<S,®)~(<S',®).
Dowod

Nieoh S8 -(<$,0), ST « (<$"%). Jesli X e ST {%) to istnieje
wywod w N

(Ffo»WL ......... \) /v

taki, ze Wgm X 1 WQe b(™). Ciag stdw, powstaty przez zasta-
pienie w /1/ kazdego stowa W~ takiego, ze a OXQyv, wn *
m UZV dla pewnych U i V, przez pare stoow: TIXgwW, W~ dla

i -1,2, ..., n, Jest wywodem stowa Wn e b (\5) ze stowa X w \F.

Na odwrot, Jesli Y e ST(tT) , to istnieje wywoéd w

C w e—» Vm) /2/

taki, ze Vq - Y, Vvile B(\ND m b(\J)). Wowozas oiag stow powstaty
z /2/ przez zastgpienie w kazdym litery q przez stowo 0 1
przez wykreslenie w tak otrzymanym oiggu kazdego stowa, ktére Jest
identyczne ze stowem poprzedzajgcym go w tym olaggu, Jest wywodem
stowa Y ze stowa Vm e BMH w . W ten sposoéb W Jest sto-
wem terminalnym Jezyka , f wtedy i1 tylko wtedy, gdy W Jest sto-
wem terminalnym Jezyka -J.
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Lemmat 1.3

Dla kazdego Jezyka s typu 2 Istnieje jezyk < typu 2 taki,
ze dla kazdej produkcji ,Y)e G(9) Jest d(X)"2 i

Dowod

Nieoh k(-jJ)bedzie liczbg, zdefiniowang Jak nastepuje:
dla kazdej produkoji (YY) e g™, nieoh 1 Y) =dXxX) - 2, gdy
d(x) >2 Iub 1Y) =0 gdy d(x) 42 i

Poniewaz G () Jest zbiorem skonczonym, wiec Kk (\$) Jest liozbg
akonozonag. Dowdd przeprowadzimy przez indukcje wzgledem kQ\}J)-

Jesli k (B * 0, woéwozas w /6 spednia teze lemmatu, gdyz
znaozy to, ze dla kazdej produkcji (X,Y) € G (5) Jest d(Xx) = 2.

Zatozmy, ze n > 0 1 ze lemmat Jest prawdziwy dla kazdego Je-
zyka ~ , dla ktéorego k(") <n - 1 i niech dla jezyka 5 be-
dzie k(j)= n. Woéwozas istnieje produkcja (&,y) IcG(\J) taka, ze
d(x)>2. Nieoh X « xU, d(u) <dX) - 162' Na mooy lemmatu 1.2
istnieje dla jezyk 0" taki, ze ! i 707\ powstaje z
G (\J) droga zamiany produkoji (xU,Y) przez pare produkoji (u,v),
&y.Y). Dla tak okreslonej gramatyki liczba k(%) *n - 1, gdyz
Ixv,Y) + Iu,v) - 0+ 1(x,v) - 1= 1¢X,Y) - 1, =za$ dla pozosta-
4+yoh produkcji (P,Q) liczba [1(p»0) pozostaje bez zmiany. Stad,

na mooy zatozenia indukcyjnego, istnieje jezyk , roéwnowazny
, 0 okreslonyoh w tezie lemmatu wkasoiwosoiaoh. Na mooy prze-
ohodniosci relaoji ~ Jest ~ ~ S$ . Chdo.

Przyk#ad 1.2

Dla jezyka $, okreslonego w przyktadzie 1.1 Jezyk o]
wkasoiwosoi okreslonej w lemmacie 1.3 ma postac:
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(CH3)
(at,t)

(b»n) (<€) = |s)
(au,r)

(tu,s)

Lemm@aat 1.4

Dla kazdego jezyka $$ typu 2, takiego, ze Jesli (x,Y)e g(™)
to d(x) 4 2, istnieje jezyk 3" typu 3, réwnowazny danemu:

Dowo6d

Niech Z (S) bedzie zbiorem wszystkioh produkcji zazebionych,
nalezacych do G &) 1 niech m D) bedzie iloscig elementow
zbioru Z ») . Dla kazdego jezyka 4? +typu 2 liczba m &) ist-
nieje, gdyz G (») Jest zbiorem skofiozonym. Dowdd przeprowadzimy
przez indukcje wzgledem m("?).

Jesli m ($)- o, to 0 =<5 8peknia teze lemmatu.

Zatozmy, ze n > 0 i ze dla kazdego Jezyka (£, spedniajgcego
zatozenia lemmatu i takiego, ze m ((?), Ilenimat jest prawdziwy.
Niech m( )= n.

Istniejg wowczas w G () ) produkoJe zazebione postaoi:

&y .z),
Ux,Y).

Nieoh (?° bedzie jezykiem powstatym z £ przez zamiane w g(£)
produkoji  (XY,z) para:

x,x"),
X" Y,2)

oraz nieoh (£ powstaje z ($" przez zamiang w »«?) produkoji
(ux,v) para:

X,
(ux,v),
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gdzie X", X" sg stowami w alfabecie réznym od AIf(N).

Na mooy lemmatu 1.2 i przechodniosci relacji ~ zachodzi

i (? powstaje z ~ przez zamiane w »(«) pary produkcji zaze-
bionych (XY,2) 1 (UX,V) czwdrka niezazebionyoh produkcji (X,X")
LX), X7 Y,z), (OX', V). Produkcje (X, X") 1 (X, X'")  w mysl de-
finicji 1.3 sa niezazebidne. Tak wiec m ((?) <m (&)= n 1 na mo-
cy zatozenia indukcyjnego istnieje jezyk ~GZ, 0" jest typu 3.
Na mocy przechodniosci relacji ~ zachodzi 3r ~ «5

Twierdzenie 1.1

Dla kazdego jezyka typu 2 istnieje réwnowazny mu jezyk o
typu 3.

Dowod

Wynika z lemmatow 1.3 1 1.4 na mocy przechodniosci relacji

Twierdzenie to pozwala natozy¢ na jezyk badany pewne ogranioze-
nia dotyczace budowy gramatyki tego jezyka, nie zmniejszajac ogol-
nosci rozwazan. Tak wiec wszystkie nastepne twierdzenia, dotyczace
stow terminalnych Jezykéw typu 3, pozostajg prawdziwe dla jezykow
typu 2.

Przyk+t+ad 1.3

Jezyk ¢ typu 3 z przykkadu 1.1 jest rownowazny jezykowi $
typu 2, z tegoz przyk#adu.

3. CYKLICZNOSC GRAMATYKI, WYWODY NIESKONCZONE, RZAD StOWA

Y tym paragrafie, o ile nie bedzie powiedziane inaozej, Jezyk
) bedzie Jezykiem o bazie i gramatyce skonczonej niepustej oraz
takiej, ze Jesli (X,Y) e &?) to d(x) ~ <KY) =1. Jest on nie-
oo ogolniejszy od jezyka typu 2 na skutek pominiecia zatozenia o
niecyklioznosci gramatyki.

Zasadniozym celem paragrafu bedzie sformufowanie zaleznosci mie-
dzy oyklicznoscig gramatyki a istnieniem wywoddéw nieskonczonych w
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Jezyku. Ponadto okreslony zostanie tzw. "rzad stowa™, pojecie, z
ktérego bedziemy korzystaé¢ w § 5.

Zauwazmy, ze skonozono$¢ zbioru Redg (x), oo dla Jezykéw typu 2
udowodnimy ponizej, wskazuje na rozstrzygalnos¢ problemu *czytania"
dla stowa X w Jezyku n?; mozna bowiem stwierdzi¢ w skonozonej lioz-
bie krokéow, ozy zbidér B(”5)nRedg(x) jest niepusty.

LEemmat 2.1

Jesli  (X,Y) e BR(™) to d(xj > d(Y) > O.

Dowod

Poniewaz (X,y) e BR(rj), to istnieja takie X1, X2 i produkoja
(.q) e g(\J), ze X % X1PX2,Y m X"QXg. Z definioji dkugosoi mamy
d@) » dOX¥™) + d(p) + d(X2J. Poniewaz Jezyk jest typu 2, zatem
d(o) * 1 * d(p), stad d(X) > d(X1) + d(0) + d(xj= d(¥). Ponad-
to stowo puste nie jest b-redukcjg w \if zadnego stowa X, skad
wynika d(Y) >0.

Wniosek 2.1

Jesli (X,Y) e r (™, to d(x) } d(y)- Jesli ponadto d(x)>0
to d(y) > O.

Jesli X « Y, to wniosek jest oczywisty} jesli przy tym d(X) =
-0, to X=%$*Y i d¥Y) - 0. Jedsli y)eR @i XAY to

istnieje wywod (WO»w—p> e==» w,,) w taki, ze X =WQ 1 Y =
aw oraz ( , WAj e Br(®3J) dla 1 « 1,2, ..., n. Na mooy lem-
matu 2.1 > AWID) >0 dla 1 ™ 1»2> **e» n» skad wynika

d(x) > d(Y) >0.

Twierdzenie 2.1

Zbior Red~X /patrz lemmat 1.1/ jest skonozony dla kazdego X.
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Dowod

Jak wynika z leramatu 1.1 zbidér AlIf*Redg(x)) Jest skonhozony dla
kazdego X. Niech d(X) = k. Woéwczas na mocy lemmatu 2.1 zbiodr
Redg(x) Jest ztozony ze stdéw o dtugosoi k. S¥ow takich, utwo-
rzonyoh z liter skonozonego alfabetu jest skonczona ilos¢. Chdo.

Wniosek 2.2

Dla kazdego X zbidér wszystkioh takich Y, ze (x.,y)e BR (\])
Jest skonozony.

Dowo6d

Zbior ten Jest zawarty w zbiorze Red™(X), ktéry Jest skonczony.

Wniosek 2.3

Jesli (wg, W1, ..., W, ...) Jest wywodem nieskonozonym w 5 ,
to istniejg takie liczby naturalne k, m, ze kK <m i wom Wm-

Dowod

Z definioji Redg(x) , W e Red (Wc) dla kazdego i ~ 0. Ponie-
waz Redcf(WQ) Jest zbiorem skonczonym, zatem w kazdyu nieskonczo-
nym oiagu, zdozonym z elementdéw tego zbioru, pewien element V wy-
stepuje nieskonczong ilos¢ razy. Istniejg zatem takie Kk, m, K < m,
ze V = W O Wm
Wniosek 2.4

Jesli w \S istnieje wywod nleskonozony, to dla pewnego VO ist-
nieje w -J wywod:

(Vo* V1» V2* **0* Vn-1» Vo)

> 0.

-
=
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D ow 6 d

Wynika wprost z wniosku 2,4 przyjmujagc n - m - K i

Lemmat 2.2

Jesli d(X) =d) i d¥) - d(v; oraz (XY,Uv) c R (D) to
XweRE@ I G.v)er($]-

Dowo6d

Z zatozen lesnmatu wynika, ze d(XY) m d(uv). Jesli wieo
w ,w,, ... w,) Jest wwodemw /6 i XY mW . UV mW to
é{\DN)\ ] d’(Wn} 1 na mooy lemmatu 2.1 oraz wniosQu 2.1 tm \ ]
- d(wx) dla i m 1,2, ., n. Okreslamy oiagi XQ, X,,

i Yqg, Y, ..., Yn Jak nastepuje:

dla kazdego 1, 1 - 0,1, ..., n

d(xz) - d(x), d(Y¥) - d(Y), W+ .
Mamy wiec XQ m X, Yg » Y, XQ m U, Yn m V. Ponadto, na mooy rela-
oji (wx-1,wx) BR () i d(wx.,) - d(wt) wynika, ze letnleja
takie W, WE oraz produkcja (@,9) ¢ G (M))»d(@) * dU) * 1, ze

Wi-1 - Wip Wi~ Wl “ Wi g W1°

Jest wieo 3JL 1 Yw - Wrp w”, X+ Y+ - WAg W i albo W"p
< X~_.j, wowozas Wjg < X oraz

(Xi_i, X+) e BR(30, YL _1 - Y=*F
albo pw" < Yx-1, wowozas gW™ < Y+ oraz
X1 - (Y£ 1t Y+) G Br (3Q.
W kazdym badz razie (Xi-1» Xi) e R*» (Yi-1* Yi)eR Mt dla
iBl,2, ..., n. Na mooy przeohodnlosoi relacji R (})), x5Xn)

r 3, (vg, Yn)e R(GB), oo wraz z XQ - X,Yq - Y, 3 - U, Yn -
V koriozy dowdd.

m D
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Wniosek 2.5
Jesli  (XPY, XQY) e r BQ i d(p) « d(@Q, to (.a)de r M.
Dowod

Skoro d(p) *=d(), to d(xp) = d(x0) i na mocy lemmatu 2.2.
(XP,XQ) e H(3). Stad powtdrnie na mooy lemmatu 2.2 jest (p»Q)
eR(®)

lemwat 2.3

Jesli nh /b istnieje wywod (VQ, V1,
«Vn, to G (5) Jest cykliczna.

- Vn), n >0 1 VQ

Dowo6d

w . = i 1.
Skoro VO /\’(_k zatelp ({fv ) d(\vn) i na mocy lemmatu 2.1

wniosku 2.1 d(vxx) - d(vl) dla i * 1,2, ..., n. Poniewaz
(v , Y1) e Br(m ), =zatem istniejg takie X,Y oraz produkcja
@<Dcg@), ze VQ « XPY, = XQY 1 poniewaz d(Vo) « dVi)»

zatem d(p) »d() - 1. Mamy ponadto (v.,, Vn) e r(@J» Vn - VQ,
stad

XQY, XPY) 6 R(3)
i na mooy wniosku 2.5 (<J,P) e r \$). Istnieje wiec wywod w

(Po» Pl» Pm)

taki, ze 0 * PQ, P * Pm. Poniewaz d(P) * d(o) « 1, zatem na
mooy lemmatu 2.1 i wniosku 2.1 Jest

deri) ” 1 i - 0,1, m

Skoro wiec ?t) e BR (5) dla 1 1,2 ..., m to musi by6

(Pi 1» Pi) e Gt”~) dla 1 “ 1»2» eee» m* 1O gramatyki g @) nale-
zg wieo produkoje:
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(*0) »
(Q’ Pl) ’ gdyZ PQ - Q1

PL* P>
(pn-1» P)i sdjrz Pm “ P>
ozyli g (\T) jest oykliozna.
temmat 2.4
Jesli G (UiT) Jest oykliozna, to istnieje oigg nieskonczony skow:

(wo, cees Wn,oLl0),

bedacy wywodem w v

Dowod

Jesli G (\N Jest oykliozna, to istnieje takie m, 2ze produkoje

(pc* PD»
P-.. P2y
(Pm-1~ Pm )

nalezg do G(\5) i PO * Pm« WoOwozas kazdy ciag nieskonczony pos-
taoi:

(Po* P1> ***” pm* P1~ P2* Pm* P1® p2* ***)
jest wywodem w >5 .
Twierdzenie 2.2

Na to, aby w istniat wywéd nieskonczony, potrzeba i wystar-
oza, aby G ($ )byta oykliozna.
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Dowod

Jeshi w istnieje wywéd nieskonozony, to na mooy wniosku 2.4
lemmatu 2.3 wynika, ze G (™$) jest cykliczna. Na odwrét, jesli
(t)) jest cykliczna, to na mocy lemmatu 2.4 w -J istnieje wywdd
ieskonozony. Chdo.

5 @ -

Wniosek 2.6

Jesli /b6 jeat typu 2, to nie istnieje wywdéd nieskonozony w O .

Dowobd

Poniewaz jest typu 2, zatem G () jJest nieoykliozna i na
mooy twierdzenia 2.2 nie letnieje wywod nieskonnozony w -

Twierdzenie 2.1, twierdzenie 2.2 i wniosek 2.6 mozna nastepujgoo
zilustrowa¢ grafloznle. Niech A bedzie dowolnym stowem, zbidér
Redg(A) przedstawimy Jako zbidr punktéw na ptaszczyznie i1 jesli
(X,Y]e BR (6)> XeRed\;-(A), YeRed—-n)(A), to punkty reprezentujace
X,Y potaczymy strzatkg skierowang od X do Y:

A

m/l.
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Z twierdzenia 2.1 wynika, ze zbidér punktéw wykresu jest skonozo-
ny. Wniosek 2.6 méwi, ze dla jezykow typu 2 nie moze mie¢ miejsca
sytuacja, jaka powstaje prnez potaczenie strzatkg punktu S z punk-
tem E.

Nalezy podkresli¢, ze kierunek strzatki odpowiada kierunkowi
redukcji stowa, przeciwny do kierunku konsekwencji stowa. Jesli np.
stowo MeB (50 » woéwczas stowa ~}3,G,E,C,A nalezg do S (60 oraz sg
w tej whasnie kolejnosci wyprowadzane z M.

Skonozono$¢é zbioru Redg(X) pozwala na s-formutowanie nastepuja-
cej definicji:
Definic]ja 2.1

Niech m (01) bedzie ilosScig elementédw zbioru skonozonego Qt.
Rzedem stowa X w nazywamy liczbe naturalng r~(X):

Przyktad 2.1

Dla sytuacji, przedstawionej na przytoozonym wykresie, mamy:

rg» - 17 ,
rg(Gg) " o *
r~p) * 0.

Lemmat 2.5

Jesli ~ jest typu 21 (.y)eBr@Q, to r(x) >rJly).

Dowo6d

Skoro (,y)eBRO), to Red™(X) DRed~(Y). Z definicji rela-
cji r (50 i zbioru Redg(X) =zaohodzi XeRedg(x). Nie moze byé
natomiast XeRed(y), gdyz wéwczas bydoby ¢ .,x)er (51 co *3cz-
nie z (x,Y)eBR(-j) dawatoby wywéd w nastepujacej postaci:

x,Y, ..., X) 1 d5(x,Y, X) > 1
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Skad, na mooy lemmatu 2.3 G (1?) bytaby cykliczna, co jest niemoz-
liwe, gdyz \5 jJest typu 2.

Jest wieo:
X e Redcj-(x%),
X ¢ Redg(Y ),

co tacznie z Red™(X) 3 Red™(Y) moéwi, ze zbidér skonczony Red™(Y)
jest podzbiorem whasciwym zbioru skonczonego Red™(X). Stad

mRedg(x)”™) > m (Redcj("O™

i r3®x > r3(y).

Lemmat ten bedziemy stosowa¢ w dowodach przez indukcje wzgleitm
r3(j-

4. StOWA ZGODNE 1 SPRZECZNE

W paragrafie tym okreslimy pewng wkasciwos¢ s#ow jezyka b zwang
zgodnosciag.- Zasadniczym celem paragrafu bedzie wykazanie,
ze zgodnos¢ stowa jest warunkiem koniecznym nalezenia tego sdowa do
sQ(\Q. /Twierdzenie 3.1/. Wkasciwos¢ ta bedzie dalej pomoona przy
okresleniu produkcji jezyka \HE

Niech w dalszym ciggu tego paragrafu bedzie jezykiem typu 3.

Definicja 3.1

Niech X, y, «,w bedg literami 1 nieoh w, <© nie nalezg do
AT (3).
Méwimy, ze para (X,y) jest zgodna w i piszemy

x,y) e Zg(J )wtedy i1 tylko wtedy, gdy jest spedniony jeden z nas-
tepujacych warunkow:
1. x e B(®H i y = (W).
2,vyebED i1 X » ().
3. Istnieje takie v, ze xy,v) & G \)) -
4. Istniejg takie U,v, ze U,v) e G() x,v) e Zg(™).-
5. Istniejag takie u,v, ze Ux,v) e g (I ,y) e Zg™).-
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Méwimy, ze para x,y) Jest Ssprzeozna w 1 pi-

szemy (XYy) e Sp(3), jesli (y) o Zg(®)-

Przyk#ad 3.1

Dla jezyka 5% okreslonego w przykdtadzie 1.1 pary zgodne opisuje
nastepujgoa tabelka:

lewy element pary prawy element pary
a 8, e, t, v, 0, a
s, u, w, b, a u

e, t, F, a u, v, o, a, b

vV, u, w, b, a w, a

0, a u, v, o, a, b

o, a f, t,o0, a

W kazdym wierszu para pierwszych symboli stanowigoyoh lewy i1 pra-
wy element jest zgodng na mooy 1,2 lub 3 warunku deflnlojl; pozosta-
4+e komblnaoje symboli z tego samego wiersza sg zgodne na mooy warun-
kéw 4 15.

Tak wieo, np. ostatni wiersz tabelki okresla nastepujgoe pary:
@) i (0,0, (o,a), (@a,H, (a,v), (@,0) , @»=) jJeko zgodne
w g .

Definio jJa 3.2

Méwimy, ze stowo W jest sprzeozne » \J, jesli ist-
nieja takie U 1 V oraz para ,y) e Sp(-)), ze

WmaUXxy V.

Stowo W jest zgodne w $ jesli nie Jest sprzeozne w 5.

Przyk#ad 3.2

Dla jezyka 5%, okreslonego w przyktadzie 1.1 nastepujaoe stowa
sg zgodne:
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Qaaabao
& abaaam
tabu
aaaaau
atuaaw
oiooouaaco ,
za$ nastepujace sg sprzeczne:
naabbau
«baao
«a8abaaom
«CO y 0o®
naatu
W stowach sprzecznych podkreslono pary sprzeczne.
Lemmat 3.2
Jesli stowo W nie ma redukcji w "5 i W™ b®), to xkWo
jest sprzeozne w \S.
Dowod
Nieoh W * x_j,x2, ..., Xy, n >1._
Jesli dla pewnego i, 1~ i1 4 n, zaohodzi x™ m s, gdzie
se B(B), to &aW @ jest sprzeozne, ohyba, ze i mnm 1, Dla zad
nego bowiem x para (X,s) lub (e,x) nie Jest zgodna, na mooy de
finiojl 1.4 1 3.1. Zak6zmy wieo, ze dla kazdego 1 jest x” / s.
Jesli  («,x) e Zg(\jJ), to istniejg takie ze ,
( x1 UIf V.))e GO), /1/

gdyz w przeoiwnym przypadku zaden z warunkow definioji 3.1 nie by#-

by spedniony.
(XIf tJ .gcCT

Ponadto
i stowo

4 i

, gdyz w tym przypadku by+oby
W miatoby bezposredniag redukoje

XN, L*
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Jesli (x1, x2) e Zg(3), to istniejg takie U2, v2, ze
x2U2, v2) e , /2/

gdyz w przeciwnym przypadku zaden z warunkéw definicji 3.1 nie byk-
by speiniony. Nie moze by¢ bowiem ( e gdyz produk-
oja ta bytaby zazebiona z produkcjag /1/. Ponadto, tak jak w /1/,

u2 t o,

Ogélnie, na to, aby zachodzito (xz-1, xt) e Zg (\f) konieczne
mjest, aby istniaty takie I#, vi, / i, ze

XiNi*VI)® @0 A =2, ee», n = 73/

Jesli teraz dla i1 = 2,3, .«., n (xi_l, xx)e Zg(™), to para
(xn,w) musi by¢ sprzeczna. Nie zachodza bowiem warunki 1,2,3 i 4
definicji 3.1 i nie moze spedniony by¢ warunek 5, gdyz wowozas ist-
niataby produkcja (uxn, v) e g(), zazebiona z produkojg /3/ dla
i *n. Tak wiec stowo <« Ww, jeSii nie identyczne z a s @,

musi by¢ sprzeczne w sb6 * Chdo.

Lemma t 3.3

Jesli (w, vv er \5) i « W w jest sprzeozhnew 5 , to nV o
jest sprzeozne w -

Dowod

Jesli W =V, to dowdéd jest oczywisty.

Niech (W,V) e Br (). Jesli a W o jest sprzeozne, to istnie-
Jja takie stowa , W2 i litery u, v, /by¢ moze identyozne z «
lub oj /7, ze

« Ww =WLuxyvW i Gy) £ Sp(M).

avw moze mie¢ jJedna z nastepujacych postaci:
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1. nVu =V1zxyvWw2 1 i"u, V1z) e BR ("5).
2. aVo =W1Lzyv W i (ux,z) e G (\))-

3. aVu mWluzvW2 i xy,z) e G ().

4. « Vu =WLux zW2 i (yw,z) ¢ G (U5).

5. i

«Vu nWMruxyzVg (W2, z V2) e BR (30.

W przypadkach 115 sfowo a V u jest sprzeczne, poniewaz
,y) e Sp(\J)- Przypadek 3 zachodzi¢ nie moze, gdyz na mocy warun-
ku 3 definicji 3.1 i produkcji (xy,z) para (X,y) byktaby zgodna.
W przypadku 2, para (z,y) Jjest sprzeczna, gdyz w przeciwnym przy-
padku, na mocy warunku 5 definicji 3.1 para (X,y) by#aby zgodna.
Podobnie w przypadku 4, para (X,z) jest sprzeczna, gdyz inaczej
na mocy warunku 4 aefinioji 3.1 para (X,y) bytaby zgodna. Tak
wiec w kazdym przypadku s#owo a V w jest sprzeczne w O .

Jesli sprzeoznos¢ stowa a W po“ciaga sprzecznos¢ kazdej jego
bezposredniej redukcji, to i kazda redukcja stowa <<«W o jest sto-
wem sprzecznym. Cbdo.

Twierdzenie 3.1

Jesli stowo « W o jest sprzeozne w 5 , to w * s(3); na od-
wrot, jesli W S(3), to kazdy wywod pedny ze stowa « W w w \5
zawiera sfowo sprzeczne.

Dowodd

Jesli « W w bykoby sprzeczne w sb i zachodzitoby (w,s)c r(SQ
dla pewnego S e bQ(\!0, to na mooy lemmatu 3.3 stowo a S u bydto-
by sprzeozne, co jest niemozliwe.

Jesli  (w,s) $ r(») dla kazdego Se b () i W,w., -.., )
jest wywodem pednym w ) to nie ma redukcji i f B\-Jj-
eWQw jJest zatem na mocy lemmatu 3.2 stowem sprzecznym w \j
co koniczy dowdd.

Uwaga 3.1

Ze zgodnosci stowa W o nie wynika, ze W e S (\J) np. stowo
abaa w" jest zgodne w ¢ /patrz przykdad 1.1/, natomiast 'abaa™
nie nalezy do S(>p).
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5. WYWODY LEWOSTRONNE, POSTACI NORMALNE

Jesli  (x,y)er (™), wowozas istnieje na ogot wiele wywodéw, re-
alizujacych te redukcje. Okazuje sie jednak, Zze mozna znaoznie za-
wezi¢ klase tych wywodow, rozpatrujgo jedynoi_e tzw. wywody
lewostronne Y z X. Jesli jest jezykiem typu 3
wowczas istnienie wywodu stowa podstawowego S ze stowa X jest
rownowazne istnienie wywodu lewostronnego S z X (tw. 4.1). Wywodd
lewostronny ma te wkasoiwos¢, ze wszystkie stowa, nalezace do tego
wywodu maja okreslong budowe, a mianowicie sg w tzw. posta-
oi normalnej. Fakt ten bedzie wykorzystany w § 5. Obe-
cnie podamy kilka definicji i twierdzen, dotyczacych wywodéw lewo-
stronnyoh i1 postaci normalnych. W oatym paragrafie jezyk ~ bedzie
Jezykiem typu 3.

Definioja 4.1

I1br(30- .,y | G,y)eBR (3) i dla kazdych X~jXg~g takioh, ze
X - X1X2,Y = X1Y2, (X2,Y2) €Br@U, stowo X1 nie ma
redukcji w j .

Relaoje LBr () nazywa¢ bedziemy relacja lewostron -
nej bezposrednie]j redukcji w-J, w skro-
cie Ib -redu I;N/c ja w . Bedziemy tez mowic, ze Yew jest
Ib-redukojg X w 5 oraz ze X jest Ib-konsekwenojg Y w -J.

Definioja 4.2

Ciag /3konoaony lub nie/ stow |w”™], 1 ~ 0, o tej whasciwosci,
ze
wi_1l, Wt)e tbn(), ix 1,2, ..., n, ...
nazywa¢ bedziemy wywodem Lewsstronnym w O
lub w skréoie: 1 -wywodenm w3 .

Definic]ja 4.3

Lr(ab5)“ [x,Y | istnieje skonozony 1l-wyrdéd (wOmw._p eee> wn) w

taki, ze n 20 1 X e W0, Y «WnJd.
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Relaoje LR (30 nazywac¢ bedziemy relaoja redukoji
Iewostcrronnej w 3N w skrocie: relaojg 1 r edu k-
oji w O

Wszelkie definicje 1 warunki 8§ 1 dotyczgce redukoji i wywodu
przenosza sie na l-redukoje 1 l-wywody z tym, ze wszedzie gdzie w
definiojaoh tych wystepuje stowo "redukojg™ lub "wywdd" lub "b-re-
dukcja™ nalezy rozumie¢ odpowiednio "l-redukcja"™, "l-wywod" i "lIb-
-redukoja™.

Definloja 4.4

N (3i )= ~X 1 dla kazdyoh X2 Jesli X m i ma re“
dukcje w «? to X2 nie ma konsekwenoji w -jj-
zbiér N (30 nazywaé bedziemy zbiorem s 46w normal -
ny oh w \F, a stowo X e N (A) nazywa¢ bedziemy sktowem
normalnymeW w \J, albo stowem o postaci nor -
malnej w \J.

Przyktad 4.2

Dla jezyka $ , okreslonego w przyktadzie 1.1 nastepujaoy wy-
wod stowa "aaaba™ nie jest lewostronny:

O~ OO0 % DO YL YL Y O
CC =ttt D
ccc < <O 99
= o c c c o

Lo o

(]

za$ nastepujgoy jest lewostronny:
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o o0 9
OOSJJSJJLhH'SDSD
|CO‘UUQJSJJSJJ$D
Q ®» 9 9 T T T o

SR R )

< <
= 9

w ® ® ® ® ® DO ~+
c

Nastepujgoe stowa jezyka $, okreslonego w przyktadzie 1.1, nie sa
w postaci normalnej:

aa au a
at au a
at vw

tu ,

za$ nastepujgoe sa w postaci normalnej:

aaaba
c faba
eva
eu

Lemmat 4.1

Jesli X nie ma konsekwencji w *5, to X e n(@J); jesli X nie
ma redukcji w , to X e n(\9.

Dowod

Pierwsza czes¢ lemmatu wynika z faktu, ze jesli X nie ma kon-
sekwencji w tJ , to dla kazdyoh X.X5 takioh, ze X = X’:Xg, X§
nie ma konsekwencji w , bez wzgledu na to, czy X. ma redukoje
w V) ozy tez nie.
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Druga czes¢ lemmatu wynika z faktu, ze dla kazdych X1, X2 ta-
kich, ze X = X1 X2, X1 nie ma redukcji w , a zatem poprzednik
implikacji, wystepujacej w definioji n (J), jest fakszywy, co do-
wodzi prawdziwosci catej implikacji. /Warunek jest spedniony "w
prézniell/.

Lemmat 4.2

Jesli (Al,LweR GB) i V - viyup> to istniejg takie W1, W2, ze
W - wilw i wWi,vl)ehn®B), W2,v2)er@B0. Przy tym DMw,Vv) =

“ Dg K vi) +
Dowéd

Jesli D,,(w,v) =0, to W=V 1 W1=V1l, Wg =V2 spektniaja
teze lemmatu.

Zakozmy, ze D™w,v) = kK >0 i ze lemmat jest prawdziwy dla
Dp~(w,v) = Kk - 1. Istnieje zatem takie W*, ze (w,w") eBRQO\JQ 1
W% vyer®), przy tym DWw", v) * K — 1. Na mooy zatozenia in-
dukcyjnego istniejg takie WA, WA, ze W™, Vi) e r Q\D,
w2, v2)e R(30, W= = Ww; w2 oraz + DN, V2)=
= Dcj(wy V) = k — 1. Skoro (W,W") c BH(4wY), =zatem istnieja takie
U, Z oraz Q@QFKbH e G(™» ze W = UQZ, W* * UgZ. Moga zajs¢ wow-
czas dwa przypadki:

1. W" =UgX, WwW2=Y 1 XY =12

Wowczas W1 « UOX, W2 =Y spedniajg teze lemmatu, gdyz

Dog(wi»wi) + Dgw2w2) -1 +0 = 1= Dg(w,w") 1

D ?2(wi»vi) + Dglw2'v2) = Dg(wi »wi) + D«r(wi'»vi) +

+ Bgg(W2 ,W2) + D5(W2,Vv2) = DAw”w;) + Dy(w2,w™) +

+ Dgwr,vl) + bDg(W2,v2) * 1 + K - 1 « K - DgW,v) -
2. W; =X, W2=YgZ 1 XY « U .

Wowczas W1 = X,W2 = YQZ spekniajg podobnie, jak w przypadku 1,
teze lemmatu.
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L ewmat 4.3

Jesli  (xW,v) e Rass) 1 Dg(xWw,v) - 0O, to istnieje takie U i w,
ze (xU,w) e g(J).

Dowo6d

Jesliby w G (\J) nie istniata produkcja postaci (xU,w), wowczas
kazda redukcja stowa xW bykaby postaci xV 1 W,v) e r @ND- Jes-
liby v = xV, wowozas musiatoby by¢ v mx i V m 0, o0 jest nie-
mozliwe z uwagi na fakt, ze (W,0) € R (\J) dla kazdego W.

Lemmat 4.4

Jesli  (w,v) e LBRQAD 1 (@p,r) e G (\})) to (gW,qV) c LBR( -
Dowod

Przypusémy, ze tak nie jest, tzn. ze

(w,v) e LBr (30,
@w, av) ¢ LBr(3).

Skoro (w,v) e LBRpS), to dla kazdyoh W," W*J V"™ takich, ze
W « WEW*™, V= W"V" i W', V")eBH(30, stowo W*® nie ma re-

dukoji w - Jesliby (@W,qv) ® LBr(\$), znaozytoby to, ze dla
pewnych W=, W, V™, takich ze W » W*W", V «W*V"™ i
w™, v") e Br(30, W" nie ma redukoji w , qw" miatoby reduk-

cjewb5 , Jesliby teraz W" - 0, to wowczas istniataby produkoja
@,v) e g(5J3 dla pewnego Vv, zazebiona z ~gp,r), 00 jest niemoz-
liwe.

Jesli WV to istniatyby takie T, x, ze W' « xT. Wowozas
bytoby W m x T W (w,p) e R (\JQ i na mooy lemmatu 4.3 istniaktaby
w g(3) produkoja postaoi (xU,v). Z drugiej strony, poniewaz XxT
nie ma redukoji w ) f g nie ma redukoji w «d f zatem musi ietniec
w G (\P) produkoja (gx,u) dla pewnego u, zazebiona z produkojag
(xU,v), 00 réwniez Jest niemozliwe. Tak wieo (gW, qv) e LBr(5).
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Lewmat 4.5

Jesli (w,y) € LBR (3) to (wx,vx) e LBR (5) dla kazdego X.
Dowod

Jesliby tak nie byto, to Istnialyby stowa Pl ,P2,02 takie, ze
WX m P1 P2, VX = P"Qg, e 1 Pl miatoby redukcje
w \J . Nie moze by¢ ?2< X, gdyz wowozas bytoby Q2 * P2 i
(P2,P2) e BR ("5) co jest niemozliwe ze wzgledu na to, ze Gr(M)jest

nieoykliozna. Musi wieo byc:
P2 » ZX,Q2 - YX

oraz

P,Z = w, P.,Y - V.

Skoro (P21?2) e brQ\5), to musi by¢ (z,Y) e BR(5) 1 P ma re-
dukcje w V), ozyll @W,v) i LBr(\)Q, wbrew zatozeniu.

Lemmat 4.6
Jesli  (w,s) e a(30, to W,s) e Lr (D).
Dowod

Nalezy zbudowa¢ 1-wywéd s z W w ~ , nakltadajac, ze istnie-
je wywod:

(w, Wit .., Wn—", s) w \J .

Jesli DOgfiV,s) «0, to W « s i lemmat jest oozywlsty. Zatéz-
my, ze D™W,s) *n >0 i ze lemmat jest prawdziwy dla wywodu
(w,s) o dhugosoi <n. Jesli d(w) * 1, wowczas wywéd ten jest
lewostronny. Nieoh d(W) >1. Istnieje wOwozas takie k, 1f£k<n-1
ze Wk «qgp,N1 +1 * T dla pewnyoh p,q,r. Mamy wéwozas
(w,wk) e R@BFH. (wk»wk+i) e BHIN), (Wk+1, B) ¢ h(3)« Jest wiec
Dejw,W.) $ n - 1 < n, 1 na mooy lemmatu 4.2* istniejg takie W-,
w", W'tp er@, (", g er(3) oraz DgW', o) + Dg(W’,p)
m DM(w, gp) < n, zatem Dej-W,9) <n, DA(w"™, p)<n. Na mooy zato-
zenia indukcyjnego istnieja 1-wywody:
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Mg, w~, a) sbowa qzW w J ,

WE, W, P) stowa p z W' w ~ .

Nastepujacy wywdéd na mooy lemmatéw 4.4. i1 4.5. jest lewostron-
ny :

Ko WE, w; W', ..., gW”, ..., gp, I, -.., S)

na mooy leuunatu 4.5 na mocy lemmatu 4.4

jest wiec zatem (W W, s)e LR ¢B) czyli W,s) £ Lr (D).
Lemmat jest zatem prawdziwy dla kazdego skonczonego wywodu w
-J, ozyli na mooy wynikéw 8§ 2, dla kazdego stowa W.

Lemmat 4.7

N <
réoznymi bl-redukcjami stowa W w . Wowczas istnieja takie

Niech W e » (5) i niech V'l’ \ \Y bedg wszystkimi

Wi w2x P” P1” p2* "** pm» ze na8"9PUjace zdania sa prawdziwe:
1. W, nie ma redukcji w ~ .
2. Wg nie ma konsekwenoji w
3. (PpgleG (\p) dla 1 « 1,2, ..., m.
4. W « W1PW2.

5. Vx » W-)PAW2 dla 1* 12> eee» m>
6. Vzxe N () dla .. ... ... ._....__ -

Dowéd

Skoro (WjV-.jJ e LBr(\J), to istnieja takie W1, W2 oraz
(P,Pi) £g(\I), ze W - WAPWg, - wP;W2* Poniewaz
(PWg,piW,C) e r(\J), =zatem na mooy lewostronnosci redukcj/(_L\ ,V.)
wynika, ze W. PFnie ma redukcji w . Poniewaz W N1LOi1 WP
ma redukcje w \J, wiec nie ma konsekwenoji w s) . Tak wieo
prawdziwe eg tezy 1, 2 i 4 lemmatu. Jesliby dla pewnego J zaoho-
dzito W = WA Q Wg, Vj * W q WE, W,” nie ma redukcji w J
@Q,Q1) e G (™i P ¢ 0, wowczas bytoby:
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1. Albo Q < W, o0 niemozliwe, gdyz W1 nie ma redukcji w \5 .
2. Alto Q < W2, o0 niemozliwe,gdyz wowczas P < W1 i1 W, mia-
+oby redukcje w \S.

3. Albo (p,px), bytyby zazebione, oo niemozliwe w g (/0.
Tak wiec P * Q. Wynika stad, ze dla kazdego i=1,2,...m
W - WiPw2, V+ - WipxWw2, czyli (P,Px) e G () dla kazdego i -
ml,2, ..., m. W ten spos6b wykazana Jest prawdziwos¢ tez 3 i 5
lemmatu. Aby udowodni¢ 6, nalezy zauwazy¢, ze dla kazdyoh V», V*
takich, ze W+ « WA V* 1 ~ 118 redukcje w , musi byc
wlpi < "M» W1l nle 1B redukoJdi. Wynika stad, ze V* < W2,
zatem V* nie ma konsekwenodi, ozyli e n(Q(\J), co konozy do-
wod.

Twierdzenie 4.1

Na to, aby (W,s) e r (3), potrzeba i wystarcza, aby (w,s)elLR(3)
Jesli przy tym W nie ma konsekwencji, to kazde stowo 1-wywodu
s z W w5 Jest postaci normalnej.

Jesli W»s)e kNS, to W,s) ¢ LR (\S) na mooy lemmatu 4.6.
Jesli  (w»s) G LR to (W,s) e r(J), poniewaz relacja LR Jest
zawarta w relaoji R /patrz definioje 4.1, 4.2, 4.3/. Jesli W
nie na konsekwencji, to na mooy lemmatu 4.1 W e N (J)-Z lemma-
tu 4.7 wynika, ze l-redukoja stowa w postaci normalnej jest w po-
staci normalnej, oo znaczy, ze 1-wywdod ze sdowa w postaci normal-
nej zawiera tylko stowa w postaci normalnej. Cbdo.

Twierdzenie 4.2
Niech r.:](W) > 0. Na to, aby by#o

W e 3(3),

potrzeba i1 wystaroza, aby dla pewnej Ib-redukcjl V stowa W w
zachodzito
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Dowodd

Jesli W & to istnieje takie s e B(\f), ze
w,s) € r\?). Poniewaz r (W) >0, zatem W / s 1 istnieje wy-
wod

(w> WIF Wg, =) » S)

w =J o dhugosoi m, m > 0. Na mooy lemmatu 4.6 istnieje wywod
lewostronny:

(w, v2, .*<» vk-1, s)

o ddugosci k > 0.
Zatem Jest (v.,, B4 e LR ozyli e s("f) oraz V1 jJest
Ib-redukcjg W w \5 .

Na odwrot, Jesli pewna lb-redukoja V stowa W nalezy do
8(3) toi W nalezy do s(@S). Chdo.
Twierdzenie 4.1, 4.2 oraz lemmat 4.7 stanowig zasadniozy wynik
tego paragrafu. Pozwalaja one sprowadzi¢ analize wszelkich wywo-
doéw do analizy 1l-wywodow, podajg ponadto strukture skow, wyete-
pujaoyoh w tych wywodach. Wyniki te znajdujg zastosowanie w pa-
ragrafie nastepnym.

6. KONSTRUKCJA JEZYKA i}

Niniejszy paragraf jest poswiecony wykazaniu, ze dla danego
Jezyka typu 3 istnieje para Jezykéw J01 1 ~ 2» ~Pwu 1» 0
nastepujacych wkasciwosciach.

Rozpatrujemy stowa W w alfabecie terminalnym jezyka ,
Dla kazdego takiego stowa tworzymy stowo <«AWu , gdzie a, A ,
u nie wchodzg w sktad alfabetu . Jezyki -51 i posiada-
ja wspolna gramatyke i rozdaczne bazy /przeliczalne/. Pozstrzyg-
niecie, czy stowo W jest stowem terminalnym Jezyka <6 Jest
réownowazne rozstrzygnieciu, ozy stowo a X Wcj jest stowem je-
zyka ozy Jezyka in2#
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JezykKi i ag tak skonstruowane, ze sdowo postaci
« AW <0 Jest stowem aTbo Jezyka albo Jezyka 3}*. Ponadto
maja one te whkasoiwos¢, ze kazde stowo, bedace redukcja stowa
a AYf @ posiada co najwyzej Jedng bezposrednig redukcje. Jezyki
tego typu bedziemy nazywaé¢ jezykami prostymi.

Ostatnie twierdzenia tego paragrafu stanowig zasadniczy wynik
pracy, tzn. sprowadzanie rozstrzygania problemu przynaleznosci
skow W do Jezyka \J do rozstrzygania problemu przynaleznosci
odpowiadajacych im stéw do Jezykdédw prostych lub SS

W dalszym olagu tego paragrafu Jezyk , Jesli nie bedzie po-
wiedziane inaczej, bedzie jezykiem typu 3.

Definicja 9.1

Przyporzadkujmy kazdej produkoji (X,y) e G (\J) slement p
pewnego zbioru, rozdgozonego z AIFQS), zwany nazwa pro-
dukcjl (X,y)- Niech przyporzadkowanie to bedzie wzajemnie jed-
noznaczne. Niech relacja:

X,y, p) e Prod ()

zaohodzi wtedy i tylko wtedy, gdy X, y) e G \H i p Jest naz-
wa tej produkcji. Skonozony zbidr nazw wszystkich produkoji gra-
matykl G (5) oznaoza¢ bedziemy przez 91(3). Zbioér 3 Il ) raoz—
na uporzadkowa¢ i nieoh np. relaoja " < " bedzie relacja, kto-
ra ustala porzadek w zbiorze

Definioja 9.2

PLg) m £X,y,z I (X,y,z) e Prod () i dla kazdyoh u,v, ta-
kich, ze (X,u,vJ e Prod (50 zaohodzi v < z j.

Stowami: (X,y,z) nalezy do Pl (3) wtedy i tylko wtedy, gdy pro-
dukoja (X,y) e G () ma najwczesniejsza nazwe z wszystkich pro-
dukoji o poprzedniku X.

PPN)e I X,y,z 1 (X,y,z) e Prod (\J) i dla kazdych u,v, ta-
kioh, ze (X,u,v) e Prod(\J) zachodzi z < v j.

Stowami: (X,y,z) nalezy do P2 (\J) wtedy i1 tylko wtedy, gdy pro-
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dukcja (ky) e G (\ ma najpozniejsza nazwe ze wszystkich produk-
oji o poprzedniku X.

N(3). {x,y,u,v | istnieje takie Q, ze (Q,x,y) e Prod(50),
Q,u,v) e Prod (3) i y <v oraz dla kazdych z, w,
takich, ze (o0,z,wJe Prod (B) zachodzi w <y lub
v<w]-

Stowami: (x,y,u,r) nalezy do N (-0) wtedy i1 tylko wtedy, gdy wsréd
produkoji o tym samym poprzedniku produkoja o nastepniku u ma ko-
lejng najwczesniejsza nazwe po produkoji o nastepniku x.

Przyk+ad 5.1

Przyporzadkujmy produkcjom Jezyka 5[y /przyk#ad 1.1/ nazwy r°
w nastepujacy sposob:

(a*°)
(a,t)

i®»*)
(CAY))
(t,e)

) >
Tj : (of,v)

(ou,n)
(eu,e)
*10 (w,u)

i niech porzadek wsrod nazw ustala relacja miedzy wska-
¢nlkami:
rl < rJ 143

Wowczas zachodzg nastepujace relaoje:

a,o,riJe Prod \}) (a,w,r3)e P2 (3),

cf,t,r?)e Prod (3) (t,f,r6)e P2 (3)

a»o,rl )e Pl (3) (ou,v,r8)e P2 G»

t,e,r5Je Pl car) (o,ri1ft,r2) e N (5)

ouswrgye V(B (e.r5.f.r6) e ir(3)
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oraz
@»*»rd4) i Prod &) @.c,r.,) o P2 (% ,
(a,t,r2) ; Pi @) ©.r.,,w,r3) ¢ N .
(t,e,r5) i P1(30 (t.r2,0,ri jj. N (@1?),

(a,t,r2j P2 w

Definioja 5.3

Nieoh symbole

a, A, W

beda literami, nie nalezgoymi ani do zbioru 9} (\f), ani do zbio-
ru AIfQ\F). Nieoh x,y o0znaozaja dowolne elementy zbioru
AIT(30 U{«,u}.

Oznaczymy przez (3 (%) zbidér par (X,y) , gdzie X 1 Y sa
stowami w alfabecie

AIF G u 9K\j) U ja.A.,Z/i ,uj

i gdzie stowa te spekniaja warunki okreslone w tabeli 1.

Na podstawie definicji 5.1 1 5.2 mozna tatwo stwierdzié, ze
kazdemu stowu X o0 postaci x Ay badz x ~y Jlub x jxy od-
powiada doktadnie Jedno stowo Y, okreslone w powyzszej tablioy.

Przyk+t+ad 5.2

Ponizej przedstawiamy niektére z par stéw, nalezace do (% ().
®'" jezyk okreslony w przyktadzie 1.1.

(a A a, ac TFi) nr, 3 ,
(04 r1c tr2-w nr 57’
(wK ra» az2) nr 6 ,
(aAb,c”b) nr 2,
(oA wu, vrgu) nr 1,
(™/ia, a.,p.) nr 9,

(™/3L, nr 10 .
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Tabela 1

X y jeshi warunek Nr

Ww7i n (xy,u,v) e P1 1

xXxy 13y T uydesp ED 2

xuv// T y,u,v) c PL (P i (x.y) c Zg (gf) 3

Xy A V pozostatych przypadkach 4

uv/( jeshi  (x,y,u,v) « N(*j)) 5

x Y Uvi " (Uv,x,y ) e P2 (5) 6

?yx 4 yC9M3) 1 xe Alf(s_(3))U'| 7

xy? w pozostatych przypadkach 8

yXa jesti Y€ 9} (3) 1 y*“ 9

wx % e (@1 y-w r

X y XAy < X ma u

MW w pozostatych przypadkach 12

Definioja 5.4

Jezykiem A (3) nazywamy pare gdzie

B, B - JxIX-ctXsuR 1 seB(MjJ)i R jest stowemw 9} (\P) j-

Jezykiem -S2 (3) nazywamy pare (@(30, S, (56)) ogdzie
582 (5) = |Ix IX » a@W ™ w i W jest shtowem w AIFAST (M))].

Zauwazmy, ze Jezyki @) 1 S22k maja identyozne grama-
tyki, tak wiec relacje redukcji i konsekwencji zaohodzg lub nie
zachodzg roéwnoczesnie w obu jezykach. Zamiast wieo pisad

bedziemy pisa¢ r(4” (-j)j - Podobnie bedzie-
my pisa¢ BR A» LBR (/O (\))oraz « N (U.

Definioja 5.5,

ew
Jezyk /dowolnego typu/ nazywamy prostym, josli
dla kazdego stowa W Jezyka \J istnieje doktadnie jedno takie
vV, ze (w,v) e BR().-
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Twierdzenie 5.1

1. ifi,e , b(S2 (?)) sg zbiorami rozdgoznymi, przeliczalnymi.

2. sCC (3)) jest zbiorem skonczonym.
3. am),arT sg jezykami typu 1, prostymi.
Dowod

1. Zbidér takioh s,ze s e B (\J) Jest skonhozony z definloji
Jezyka typu 3. Zbioér Q) Jest skonozony, a wiec zbiér stow R
w alfabeoie 91 (6Q jest przeliozalny jako zbidér wszystkich, cig-
géw ekonozonyoh, utworzonych z elementéw zbioru skonczonego.Wyni-
ka stad, ze zbidor s#éw postaci n A so R jJest przeliozalny.
Zbior AIF(sT (31) jest skoriozony, zatem zbidr wszystkich stow w
alfabecie AIFf/AST jest przeliozalny, skad zbiér s#éw oiW”o
jest przeliczalny. Zbiory BGMC5)) 1 b(£2 (\J)) sa roztaozne,
gdyz jesli X e b(™®» () to /N1 e X, jesliby byto pray tym
X C BtC2(3)), to w stowie postaoi aW yom wystepowataby lite-
ra 1, wbrew okresleniu W.

2. Zbior poprzednikéw X produkoji (X,y)cg(/£ i-0) jest
skonozony na mocy skonczonosoi Alf (st(3Q). Kazdemu poprzedni-
kowi odpowiada doktadnie jeden nastepnik w gC2 Stad zbior
wszystkich produkcji gramatyki G ™)) Jest skonozony.

3. Z postaci produkcji gramatyki @18 »)) wynika, ze jesli
y) 6 g(E {lI to d(xX) - 3, d(Y) » 2. CGramatyka G(B
jest ponadto niepusta oraz na mooy punktu 2 niniejszego twierdze-
nia, skonczona. Wynika stad, ze zaréwno Jezyk (BQ Jak 1 Je-
zyk 1)2 (5) Jjest typu 1.

Aby udowodni¢ fakt, ze jezyki QY 1 i} () sa proste, zat
uwazmy, ze bazy tyoh Jezykdéw zbudowane sg ze s#ow zawierajaoyoh
doktadnie jedng z liter A ,” ,/j i1 ze relaoja bezp. konsekwen-
cji te wkasnos¢ zachowuje. Wynika stad, ze kazde stowo jezyka
£,(3) 11 ?((3) zawiera doktadnie Jedng takg litere. Ponadto
kazde takie skrjwo, na mooy okreslenia gramatyki, posiada oo naj-
wyzej jedna bezposrednig redukcje. Stad zarowno jezyk
Jak 1 jezyk X*2 ($) Jest prosty. Cbdo.
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Lemmat 5.1

Jesli stowo xW nie ma redukcji w sb i nie jest sprzeozne w
\S, to

(x AW, xWa) eR {£ [UL.

Dowo6d

Jesli d(w) * 0 to teza lemmatu Jest ooaywista. Zatézmy, ze
lemmat Jest prawdziwy dla dW") < n, n >0 i ze dw) = n. Ist-
nieje wowozas takie q, ze W - gWi, dw) mn-1<n i1 W
nie ma b-redukoji3v t! .

Wéwczas

(x N gWwi1, xq 1 W1i)e R (fi (3))
z produkoji o numerze 4 oraz
(xqg A W1, xgwin)e R G} ($))
z zatozenia indukoyjnego. Poniewaz

X T gWwl - x AW,
VA m xXWA

zatem lemmat Jest udowodniony.

Lemmat 5.2
Dla kazdego stowa W w AIf (3) 1 dla kazdego re 9} (G) jest:
(rM W, WrM)e R (3))

Dowod analogiczny do dowodu lemmatu 5.1 z tym, ze korzysta
sie z produkcji o numerze 9.

Lemmat 5.3

Dla kazdego stowa W w AIf () 1 dla kazdego x e AIT ()
zaohodzl
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(X y W, xWs) e R G-

Dowod analoglozny do dowodu lemmatu 5.1 z tym, ze korzysta
sie tutaj z produkcji o numerze 8.

temmat 5.4
Dla kazdego stowa W w AIf Q\?) zaohodzl

(» Pi MWo) e

Dowod analoglozny do dowodu lemmatu 5.1 z tym, Zze korzysta
sie tutaj z produkcji o numerze 12.

Lemmat 5.5

Jesli stowo W w AIf (\J) nie ma b-konsekwenojl w i
re ) , to

(w*r, 1rW)erC£

Dowodd analoglozny do dowodu lemmatu 5.1 z tym, ze korzysta
sie tutaj z produkojl o numerze 7.

Lemmat 5.6

Jesli stowo® W w AIf (™) nie ma redukojl w 3 1 a&W jest
sprzeozne w S to

(AW, «Wa) e R(Fi (30).
Dowéd

Poniewaz « W jest sprzeozne, wieo na mooy deflnlojl 3.2 Ist-
niejg takie U, 7 ze

W e uxyV 1 (Oo»y) G Sp (30 .

Mozna zatozy¢, nie zumiejszajgao ogoélnosol rozwazan, ze stowo Ux
nie jest sprzeozne w -
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Jesli U&e# to X *e& 1 w«yV, a 1 W - xAyVj na mooy pro-
dukcji o numerze 2:

(x AyV, x wyv) e BR (i} (%) /17

i xX-yyY - &”W, co z uwagi na lemmat 5.3 daje

3w, »Wj)e R (? (30), /2/
co w przypadku U - konczy dowdd.
Jesli U~ woéwczas U » 1

« AVm aA UxyV

Poniewaz U™ nie ma b-redukcji w o> i jest zgodne w za~
tem, z uwagi na lemmat 5.1, mamy:

A UMYV, nllx AyV jer (I} Q\D)- /3/
Na mooy produkcji o numerze 2
(« U x NyV, CilX yyv) € BR (1?7 (5))
1 zgodnie z lemmatem 5.3:
(»ol X * yv, wxyv-jj) e R (I} E?))

co konozy dowéd, poniewaz w UXyV i m aWy. Chdo.

Lemmat 5.7

Niech W - WiPW,, bedzie stowem o postaoi normalnej w Alf(3l
ddN.»P nieoh bedzie zgodne w 4 i nleah V\ Vg, VUJ beda
wszystkimi Ib-redukcjami stowa W w =] oraz niech rl1,r2,.._,rm
bedg nazwami produkcji przeprowadzajacych /patrz § 1/ stowo W
w stowa Vv-bw2" eeen Vm* °dP°wiednio.

Zat6zmy ponadto, ze dla kazdego 1 m 1,2, .., m-1 zaohodzi
rn < oraz ze stowo WAP Jest zgodne w

Woéwozas maja miejsoe nastepujaoe relacje:
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1. (a X Ww , N1 Viw rl) eR (£ (D)
2. (@ Vjjwrx, a X V1l u r=1 )e 9 {£ (%)) i-1,2 m-1,

3* (* Vm*° V. * wf«) £ERN $)).
Dowod
W mysSl lemraatu 4.7 JeSli stowo W ma postac:
Wa WL P w2

i T nie ma redukcji oraz W2 nie ma konsekwencji w , to sto-
wa sg postaci

Vi " Wlpiw2 1" 1>2» * e» 1

oraz speinione sg nastepujgoe relaoje:

6 Prod (3) i-1,2, ..y we
Niech P * xy. Woéwczas
aXWco*«AWIxyW2gj . /17
Wj nie ma redukcji w , zatem na mooy lemraatu 5.11
N Aw.,xyw2cj , a wl n xyW2o0) € RCC (30) 72/
X nie ma redukcji w , zatem na mocy produkcji o numerze g4
(«WAXyWgQ , «WixXyw2w) € BR (I* (|$)) 73/

i na mooy produkoji o numerze 1
(0>WixXyW2w, a Wiplriuw2<) g BR (I* (). /47
Zgodnie z lemmatem 5.2

(a wiplrlN (w2 W , awl W2ri@c) e R (Ffi (395)) /5/
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i na mooy produkoji o numerze 10:

(a WIPIW2rl/uci , a.WlP1W2yjg rl) t BR (£ (\J)). /6/

Z uwagi na lemmat 5.4 1 z okreslenia :

«W1piWw2 fi« rl - n /7/

(XV1/ici rl, xaViorl) £R (Ffi (3)). /8/
Na mooy produkcji o numerze 11:
@y o ™, all gr*j e BR (5 M- /9/
Zbierajac /1/ - /9/ otrzymujemy pierwszg z relacji, stanowig-
oyoh teze lemmatu dla P m xy. Jesli P wmy, dowdd Jest analo-
giozny, z tym, ze zamiast produkoji o numerze 1 stosuje sie produk-
Cje o numerze 3. Poniewaz w Jezyku wystepuja jedynie produkoje

0 poprzednikach albo postaoi xy albo postacoi x / \b Jest typu Y,
zatem relacja 1 tezy lemmatu Jest udowodniona.

Przechodzac do relacji 2, mamy z okreslenia V/:

aVvxyw rx m « WIPIW2j w rz /10/

1 na mooy produkcji o numerze 8 jest:

(<*wlPIw2l o rt, r£) e BR (ii (30)

oraz z uwagi na lemmat 5.5

(aWIPiWu I( ri» aWlpi3 riWw°) e R NY) e /11/

Stad na mooy produkoji 5:

(*wlpiZf riw2w » aWIPi+1lri+1/”W2“ ) « BR(™ (M) /12/
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Dalej analogicznie Jak w /5/ - /9/ tego dowodu, mamy kolejno:

(SWLPpI+1ri+l/"IW24) »  *Wipi+1W2 ri+lAwP 6 713/
(eW1pi+1W2 ri+17u ~ # Wipi+1W2>tW ri+l ) e BR ~ /U/

aWlPi+1W2/a0 ri+l « *Y++1 r++1 , /15/
(avVi+l”™u ri+l *@AL Vi+tlw ri+l )eR /16/
OGY-Y1+Ul ri+1** 1 Vi+1W ri+l ) e BR (i? (30) . /17/

Relacje /10/ - /17/ daja #aoznie relacje druga tezy lemmatu.

Relacje 3 dowodzi sie analogios$nie Jak relaoje 2 z tym, ze ko-
rzysta sie zamiast z produkoji o numerze 5 z produkoji o numerze 6,
poniewaz produkcja (p»Pm) w przyjetym uporzadkowaniu najp6z-
niejsza nazwe, a zatem zachodzi relacja

(P*V m)E£pP2®
Chdo.

Ltemmat 5.8

Przy zatozeniaoh i oznaczeniach poprzedniego lemmatu, Jesli
W1P Jest stowem sprzecznym w \5 , woéwczas

«/l Ww ,a deR o 9v) .
Dowéd

Jesli oiW.,P Jest stowem sprzecznym, to albo eWl Jest sprzeoz-
ne, albo »W1 m Ux, p *yv 1 para Yy) e Sp(i). Nie moze byc
bowiem sprzeczne stowo P, jako poprzednik produkcji gramatyki
0(3).

Jesli oW jest sprzeczne, to poniewaz nie ma ono redukcji w -J,
wiec z lemmatu 5.6 wynika
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@nWlpw2o , «w,qPw2u) g *(Fi  (3))
1 z lemmatu 5.3:
(a W1~ PW2w , wW.jPWgju) e *C8 (5 ))-

Jesli «w., nie Jest sprzeozne, to poniewaz nie ma ono redukcji

w \J, wiec na mooy lemmatu 5.1%*

(<« AWLPW240 , « W1 A PWEG)) c R (5 (30).

Nieoh <xWl1 m Ux, P m yV. Jeet wiec
aWwl X PW2co » UXx A yVW2u>.
\ n
Para (x,y) muai by¢é sprzeozna w -J, gdyz w przeciwnym razie
sdowo «WAP - UxyV nie bydoby sprzeczne, wbrew zatozeniu. Jest

wiec na mooy produkcji Nr 2:

Gewar |, BuyWwju) e R(E  (50)
i uwzgledniajgo lemmat 5.3

(YWY, UG «) €R (fi (3)),
co wobeo UXyVW2 ~<*>  » X fF™N o konczy dowdd.

WnioseHKk 5.1 -

W nie ma redukcji w J

Jesli c™>Weco Jest sprzeczne w

(a A Wuj, aWjo) 6 R (Fi

Dow6od

Jesli « W Jest sprzeczne, to na mooy poprzedniego lemmatu

J»XWu, <xW~co)eR(i} (5))

Jesli « W Jeet zgodne, to nieoh
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aW - Ux

i wowczas M u . Uxo. Poniewaz Ux Jeet zgodne w 3 , wiec pa-
ra (x,w) musi byd sprzeozna. Jeet wieo:

(an w«w, awAo) e R (/C (30)
na mooy lemmatu 5.1 1

« Il o x UX Ao,
(UxAu, Uxjjoj) C BR {Si (5))
na mocy produkcji nr 2, oo wobec réwnosoi

daje teze wniosicu. aw » Ux

Lt ewnmat 5.9

Nleoh W bedzie stowem o postaci normalnej w AIf("). Prawdzi-
we sg nastepujaoe zdania:

(1) Jesli We S (3) to dla kazdego stowa R w 9" (3) Istnie-
je takie stowo R#w (3) oraz takie m e B(thH), ze

AW« H, «XauE")e r(d0 (30Q).

(2) Jesli W £ S (30 to dla kazdego stowa R w <H (3) zachodzi
(AW <OR, aw-jw r) e R (fi cn).

Dowdd przez Indukoje wzgledem rzedu rJw) sdowa W.
A. Nleoh ~(w) - 0; woéwozas W nie ma redukojl w -

Al. Jesli We S (B3) to We B (\J)i zdanie (1) Jest prawdziwe
dla 8 - W, R* - R.

A2. Jesli W¢p S (\P) to w mysl lemmatu 3.2 #W u Jest elowem
sprzecznymw 3 i1 z wniosku 5.1 wynika
(aA w'coR, ciWw*wR) 6 R (Om , 00 dowodzi /2/.

B. Nleoh rg(w) * n >0 1 aieoh lemmat bedzie prawdziwy dla
r(w) < n.

Skoro W Jest w postaol normalnej, to

W - W1Pw2
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W. nie ma redukcji, W_ nie ma konsekwencji w /6 , P Jest
poprzednikiem pewnej produkcji w G\ﬁ/.

Nieoh (p, px) e g B0 i - 1,2 ... m bedag wszystkimi pro-
dukcjami o poprzedniku P w gramatyoe g¢g(-J), ustawionymi w takiej
kolejnosci, ze jesli

P, pt, Tt) ¢ Prod (30 i - 1,2,..., m,

to rt< rj wtedy i tylko wtedy, gdy 1 4 J.
Woéwczas na mooy lemmatu 4.7 wszystkimi lewostronnymi redukojaai sto-
wa W w N5 sa stowa:

Vi “ Wipi W2 1" m.

Jak wynika z twierdzenia 4.2 na to, aby byto W e S (30 potrzeba
i wystarcza, aby dla pewnego k, 14 k< m, byto

VK £ S (3Q .

B.1. Nieoh W e s(30« Mozna zatozy¢, nie zmniejszajac ogoélnosci
rozwazan, ze dla 1 < k Jest

Vx f s(30, Vk e S .

Ponadto, stowo n Ww Jest zgodne w ~ .

Z uwagi na lemmat 2.5 Jest r3(7™) <ni i1 “1*2,...,m iz za-
+ozenia indukcyjnego

@ X g rx, «xVI3w rx)e RNe(5)1 1-1,2._.... k-1
oraz z lemmatu 5.7
rx, « 1 Vi+iw ri+1) e R (@} &), 1-1,2, ..., k-1.
taozgo te relacje, otrzymujemy
( r~*p X O ri+1)~~2C0 (B)),1 »1,2, ..., k4,

co daje po k-1 krotnym zastosowaniu prawa przeohodniosoi dla re-
lacji R(i*(30)
N NIViorl, a N1 vko rk) e R (@* (30).
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Ponadto, na mocy lemmatu 5.7
(«’A Wu, o.-XV1i<*>r1i)eR (£ (%)
oraz z zatozenia indukcyjnego
N"NVkork, «As wR") e?(S (nO) dla pewnego SeBtJ) .
Z trzech ostatnich relaoji dostajemy

(@nNWec, c<hswR"] eR (-2 (50) ,

ozyli dla kazdego R, oznaczajagc R' =R" R
[aAltuR, aAso R e R(-£ (\j)) , oo dowodzi prawdziwosci zda-
nia /2/.
B.2. Nieoh W ¢ S(5). Woéwczas, na mooy twierdzenia 4.2 dla kaz-
dego i, i * 1,2, ...,m zachodzi
Y+ i S($0 .
B.2.1. Niech W, P bedzie zgodne w ~ . /Umozliwia to stosowa-

nie lemmatu 5.7/.

Jest wiec, poniewaz rg-(Vj) < n> z zalozenia indukcyjnego:
(QAViu rt,a ~wrx).«(i @), 1.1,2._..... ..
oraz z lemmatu 5.7:
VAN<OrDN, (XA Ni+l N N+l A A IO * 12, ..., m-le
tgozgo powyzsze relaoje, otrzymujemy:
@A »a N Ni+lwri+l) @ » TN > N x 1»2, w—1.

Stosujgc m-krotnie prawo przeohodnio$oi relaoji R (E (\]j)) otrzy-
muj emy:

@AViw r1,aAvYno rm) eR (E ).
Ponadto, z lemmatu 5.7 mamy:

WA w co,0.Aviurj er (/C (\J))

KM R
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oraz
Inhwy u ru, aWw-jo) eR te (5)).-

Zbierajao trzy ostatnie relacje, otrzymujemy:
&NwwR, aW-jor) e R (30)

dla kazdego R.

B.2.2. Nieoh W1P bedzie sprzeozne w *0 .
Woéwozas na mocy lemmatu 5.8 mamy dla kazdego R:

AKAWOR, aWiur] eR te W),

oo konozy dowdd we wszystkich przypadkach. Cbdo.

Twierdzenie 5.2

Nieoh W bedzie stowem w Alf (\J) i nieoh W nie ma konwek-
wencjl w -J . Wowozas:

1. Jesli WeS (3) ,to WUnNWmoESte,0)).
2. Jesli W~S (\J).,to a Awco e s(i?2("}))).-
Dowodd

Twierdzenie Jest bezposrednim wnioskiem z definicji 54 i lemma—
toéw 4.1 1 5.9.

Lemmat 5.10

Dla Jezykodw Q\J) okreslonych def. 5.4 nie istnieje ta-

kie X, ze X Jest stowem jezyka /S1(3) i1 X Jest stowem jezy-
ka 172(30 .

Dodod

Przypusémy, ze tak nie Jest, tj. ze pewne X jest zaréwno sto-
wem Jezyka ~(3) Jak i1 jezyka Istnieje wiec taki oiag

Wo> W* eeex /V
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ze n > 0, X m WQ, Wne _N,191 oraz
n ) e Br (™ (1)) dla i m 1,2, «««,n

Istnieje tez oiag

vO, V1t ..., Vn /2/
taki, ze m 3} O, X » VO, 7m ¢ b N2 N ) oraz
(»1-1>T+) 6 BR(C 2 o",>,2 ... -2 “ed * " To " V
z faktu, ze Jezyki wJ 1 sg proste 1 maja wspolna
gramatyke, wynika, ze Wl = V1. Podobnie w2 " VvV2* Itd* Nieob
n < m; wowczas mamy wn “ wvn 1 na mooy /2/ zachodzi relaoja
(Wn, vB)euccz2u ; Jesli m * n, mamy “we 1 nawun°oy 71/
zachodzi relacja (ym» wn) * < a , 1 . Zatem dla pewnego S e b(3i),

stowa W w AIFf U5) 1 stowa R w 91 (\jQ miataby miejsce Jedna Zz
dwéoh relaojl:

(kA SR, ciW*«0) e RCC (5)),

(aWj«, <A S<oR)eR(jC (30) ,

oo nie Jest mozliwe z uwagi na postac¢ produkojl gramatyki g 4J (30)
Cbdo.

temmat 511
Niech W bedzie stowem w Alf (\F) 1 nleoh W nie ma konsekwen-
cji w \f. Zaohodzg woéwczas réwnowaznosol:
1° We S (30 wtedy i tylko wtedy, gdy a N1 Ww e S(/CL(3H)".
2° W j. S (30 wtedy 1 tylko wtedy, gdy a /1 W<o £ s(,02(30)-

Dowodd

1°. Jesli W m to z twierdzenia 5.2 wynika, ze
« AWho e 3~ (30). Jesli W j s@BF), to z tegoz twierdzenia wy-
nika, ze <A W< e s(A?2(\P)) skad na mooy lemmatu 5.10 wniosku-
jemy, ze « A Woj ™ s(i*1 (M)).-

2°. Jesli W 65(3), to z twierdzenia 5.2 wynika, ze
nAWme s(i?20\)) . Jesli W e s(3), to z tegoz twierdzenia
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wnioskujemy, ze a A Wo e sN,(5)) skad na mooy lemmatu 5.10
wnioskujemy, ze <« /1 w o s{A?2 (B0).

Twierdzenie 5.3

Dla kazdego jezyka $ typu 2 istnieja takie jezyki o wspdlnej
gramatyce i}, 1 JO2, typu 1, proste oraz takie stowa X, Y, ze
dla kazdego stowa w AIf (J?), nie posiadajgoego konsekwenoji w
prawdziwe sa nastepujgce tozsamosci:

1° W e S ($) wtedy
2° wcs($) wtedy

i tylko wtedy, gdy XWY s. s (Q)-
i tylko wtedy, gdy XWY c s{£2).

Dowod wynika natyohmlast z lemmatu 5.11 i twierdzenia 1.1.

Na marginesie twierdzenia 5.2 1 lemmatu 5.9 nalezy zwrd6oidé uwa-
ge na fakt, ktéry wynika z dowodu lemmatu 5.9. Jesli stowo W w al-
fabecie Alf (3) jest poetaoi normalnej w oraz W e SW to
wowozas Istnieje takie stowo R, ze

«AWo, »bwR)eR(CiIi ())-

Stowo R Jest zbudowane z nazw produkcji gramatyki &), przy
czym anallzujgo dowdd lemmatu 5.9 i etosujgo zasade indukcji, mozna
wywnioskowa¢, ze kolejne /poczawszy od prawej/ litery stowa R sta-
nowig nazwy kolejnych produkoji, okreslajgacych wywéd stowa s ze
stowa W w -J.

Stowo R reprezentuje to, 0o nazywa sie rozkd+aden
syntaktyo znymnm stowa W w

Przyk+ad

Nastepujacy przykktad wywodu stowa "aaaba"™ dotyozy okreslonego
w przyktadzie 1.1 Jezyka ¢, typu 3, ktory jest rownowazny jezy-
kowi , typu 2. Produkoje gramatyki jezyka Q (&) nie beda ex-
plioite wypisywane. W przyktadzie bedg wykorzystane tylko sohematy
produkoji, wymienione w definioji 5.3.

W wywodzie tym opuszozono niektdére stowa wywodu w jezyku -£(),
pozostawiono Jedynie sdowa postaoi n X W R i Ponad-
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to, stowo R bedzie zbudowane ze wskaznikow "i'" zamiast z nazw
produkoji "r”~, litery « , w beda /z matymi wyjatkami/ opuszozone.

Stowa wywodu sa ponumerowane kolejno w ten spos6b, ze stowa

aAWDR 1 #WJjuR otrzymujg ten sam numer. Pary sprzeozne w
nwu sa podkreslone.

Wywod jest zilustrowany wykresem, ktdérego znaozenie Jest naste-
pujace: liczba zakreslona kétkiem reprezentuje stowa wywodu, zao-
patrzone we wspolny numer réwny danej liczbie. Strzatki ciagle re-
prezentujg relaoje bezposSrednich redukcji w Jezyku Numer przy
strzatce ciaglej prowadzacej od stowa X do stowa Y okresla pro-
dukcje z G (¢ ) przeprowadzajacag stowo X w stowo Y. Strzatka
przerywana prowadzgoa od stowa X do stowa Y okresla relacje re-
dukcji w jezyku [O}(®)-

Ponadto, wywdéd lewostronny sdowa "aaaba" zostat w przykdtadzie
przedstawiony w postaci dwéch innyoh diagraméw, z ktérych pierwszy
przedstawia wywéd tego stowa w jezyku 5%, drugi - w pierwotnym je-
zyku $, rownowaznym ¢ . Linie poziome podkreslaja ciag liter,
przeprowadzanych przez produkoje w pewng litere napisang bezposSred-
nio pod linig. Liczby, wypisane po lewej stronie takioh linii okre-
Slajg numery odpowiednioh produkcji. Widoozny jest bezposrednio
zwigzek miedzy ciagiem tyoh numeréw a stowem R, wystepujacym w
ostatnim stowie wywodu w Jezyku i? "P.-

1. «Aa aaba

2. Acaab a

3. oo ab a 1 1

4. Ao oba 1 1 1

5. Acoou a 4 1 1 1

6. Xocv a 8 4 1 1 1
7. Aooyo 1 8 4 1 1
7. oot oAN 1 8 4 1 1
8. Aooy t 2 8 4 1 1
8. ooy t 2 8 4 1 1
9. Ao oy w 3 8 4 11
10. Aoou 0 3 8 4 1
11, Ao v 810 3 8 4
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