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Używana symbolika:

x e W Oznaoza przynależność elementu x do zbioru Wj
gdy x jest literą, a W Jest słowem, oznaoza przy­
należność litery x do słowa W.

A < В Jeśli A i В są słowami, oznacza, że A Jest częśoią
słowa B.

U U  W Oznaoza sumę zbiorów U i W.

U П W Oznaoza ozęść wspólną zbiorów U i W.

U x W Oznaoza iloozyn kartezjański zbiorów U i W /tzn.
zbiór wszystkioh takich par uporządkowanyoh (x,y), 
że x e U i у G W/.

Yl Oznaoza sumę tych zbiorów rodziny , dla których
i€ J 1 i G J.

^Х,,Х2, Хд |v/(X1 ,X2, ..., Хд)] Oznaoza zbiór tyoh i tylko
tyoh układów uporządkowanyoh (х.,,х2, ..., Хц) , dla 
któryoh zachodzi \V'(X1 ,X2, •••, Хд) »
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Antoni MAZURKIEWICZ 
Pracę złożono 12.9.1966 r.

The paper deals with recognition and parsing 
algorithms for phrase structure languages. The 
main result is that for each context free lan­
guage there exists a oontext-sensitive language 
which is equivalent to the given language, and on 
the other hand is much simpler with respect to 
the recognition and parsing process. The trans­
forming and recognition algorithms are given.

1. WSTĘP

1.1. Wprowadzenie

W ostatnich lataoh. notuje się wzrost zainteresowania praktyoz- 
ną stroną problemów, dotyozącyoh języków formalnyoh. Tłumaczy się 
to rozwojem Języków programowania i potrzebą konstrukoji programów 
tłumaoząoyoh dla takich języków tj. programów, przekształoającyoh 
zapis algorytmów w języku programowania na zapis tyoh algorytmów 
w języku maszyny oyfrowej. Języki programowania weszły obeonie w 
stadium formalizaoji np. został stworzony formalizm, służący do 
opisu ioh składni £lj. W związku z tym, niektóre problemy praktycz­
ne dotycząoe tyoh języków można wyrazić w czysto matematycznej 
formie. Należy do nich "problem czytania", któremu Jest poświęco­
na niniejsza praca.
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Niech będzie dany pewien niepusty zbiór przedmiotów, zwanych li­
terami. Skończony oiąg liter X = x1,x2, ..., xn .nazywać będziemy 
słowem o długości d ( x )  = n. Słowo, zawierające zero liter nazywać 
będziemy słowem pustym i jego długość przyjmujemy jako równą zeru. 
Jeśli U, V są słowami, to przez UV oznaczać będziemy konkatena- 
cję słów U, V. Językiem nazywać będziemy parę b (̂ )),
gdzie В (̂ j) jest pewnym niepustym zbiorem słów, zwanym bazą języka

G LS) jest skończonym zbiorem uporządkowanych par słów, zwanym 
gramatyką języka . Powiemy, że słowo W jest słowem języka , 
jeśli istnieje taki skończony ciąg słów (W .W,, ..., V/ ), n 0,ł \ \ O • П
że W = WQ, V/ e В ) oraz dla każdego 1 = 1, 2, ..., n Istnie­
ją słowa P^, T^, X., Y^ takie, że W.  ̂ ■ ^i^i^i* ^i = ^i^i^i
1 (X±ł Y± j e  d{yS). Ciąg (X2, y J ,« . . . , ( X ^ l
nazywamy przy tym rozkładem syntaktycznym słowa W w języku \f.

C*'Problemem czytania dla Języka i słowa W nazwiemy następujący 
problem:

Dany jest język i słowo W. Należy stwierdzić, czy W jest
ę**

słowem języka л5 czy też nie.
W zagadnieniaoh związanyoh z konstrukoją programów tłumaoząoyoh 

większe znaczenie praktyozne posiada bardziej ogólny problem, któ- 
ry nazwiemy problemem ozytania dla Języka л5 :

Dany jest Język y$ i pewna klasa słów. Należy znaleźć algorytm 
pozwalająoy dla każdego słowa W danej klasy rozstrzygnąć problem 
czytania dla języka i słowa W.

W zagadnieniach tyoh "słowem" Jest program dla maszyny cyfrowej, 
gramatyką - opis syntaktyozny języka, "bazą" - zazwyczaj jeden wy­
brany element opisu języka np. w opisie języka ALGOL 60 ̂ 8^ bazą 
jest Jednostka syntaktyczna <program>. Jest rzeczą pożyteczną, 
aby poszukiwany algorytm, w przypadku pozytywnego rozstrzygnięcia 
problemu czytania dla słowa V/, określał rozkład syntaktyczny te­
go słowa. W większości programów tłumaczących języki programowania 
jeden z ioh zasadniczych fragmentów stanowi algorytm ozytania. Na 
przykład w programie tłumaozącym język SAKO [j>f 7^ fragment taki

1.2. Problem czytania
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Jest wydzielony i nosi nazwę "Identyfikatora" W ostatnim oza-
sie problem czytania dla Języków programowania Jest rozpatrywany 
w formie jeszcze bardziej ogólnej; poszukuje się mianowicie rozwią­
zania następującego problemu:

Dana jest pewna klasa języków. Należy znaleźć algorytm, pozwala- 
jąoy rozwiązać problem czytania dla każdego języka danej klasy.

Dąży się w ten sposób do określenia konstrukcji uniwersalnych 
programów tłumaoząoych Qł, 4, 5^. W niniejszej pracy rozpatruje 
się możliwość rozwiązania problemu czytania dla pewnej klasy języ­
ków przez sprowadzenie tego problemu do pewnej innej klasy, dla 
której problem ten jest stosunkowo łatwo rozwiązywalny.

1.3. Języki proste

Bezpośrednią redukcją w ^  słowa W nazywamy takie słowo V, 
że istnieją słowa P, T, X, Y takie, że W ч РХТ, V - PYT i 
(x,y) e G(\$). Język \$ o tej właściwości, że dla każdego słowa 
W Języka \5 istnieje oo najwyżej Jedna bezpośrednia redukcja w л?,ęw
nazywamy prostym. Jeśli -J jest Językiem prostym, to ma on nas­
tępującą właśoiwość: dla każdego słowa W w tym języku istnieje 
dokładnie Jeden ciąg słów (w0>wi» •••» wn , •••) taki, że W *
■ WQ, W± Jest bezpośrednią redukoją w л$ słowa 1 dla i ■ 
•1,2, ..., oraz w ciągu tym, dla pewnego m ^ O występuje ele­
ment W e В (50.

Ш

Ta właściwość Języków prostych posiada zasadnioze znaozenie 
dla konstrukoji algorytmów rozstrzygających problem czytania. Mo­
żna postawić pytanie następujące: dana Jest pewna klasa języków; 
czy dla każdego Języka ^  tej klasy i pewnego zbioru słów da się 
skonstruować Język prosty JO oraz słowa X, Y o tej właściwości, 
że problem ozytania dla Języka i słowa W tego zbioru jest 
równoważny problemowi ozytania dla języka i słowa XWY. Niniej­
sza praca daje odpowiedź twierdzącą na to pytanie.

1.4. Twierdzenie o równoważnośoi

Nazwijmy Językiem typu 2 język 5  o następujących właściwoś­
ciach:
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1°. Zbiór В (50 jest zbiorem skończonym.
2°. Dla* każdego S e В (̂ S) Jest d(s)« 1 i nie istnieją takie sło- 

va X, Y, P, że (xsY,p) e o(^).
3°. Jeśli ( x fY )  e G (30 to d (x )  » d ( y )  - 1 .
4°. Nie istnieje taki oląg słów. (X0,X.,, ..., Xn ), n > O, że

(xi_1Jxi )c G ffi) dla i ■ 1,2, n oraz XQ ■ Xn. /Założe­
nie o nieoyklicznośoi gramatyki/.

(wSłowo* W języka \5, dla którego nie istnieje takie słowo V, 
że W jest bezpośrednią redukoją w \f słowa V, nazywamy słowem 
terminalnym Języka \J . Alfabetem terminalnym Języka лТ nazywamy 
zbiór wszystkich liter, wohodząoyoh w skład słów termlnalnyob Języ­
ka • Słowem w alfabecie terminalnym Języka 5  nazwiemy każde 
słowo, zbudowane wyłącznie z liter alfabetu terminalnego Języka . 
Słowo takie, rzecz jasna, л1е musi byó słowem Języka л$. Ua miejsce 
następująoe twierdzenie:

Dla każdego języka -\J typu 2 Istnieją takie słowa X, Y oraz 
Języki proste o wspólnej gramatyoe, że dla każdego słowa
w alfabecie terminalnym ^  zaohodzi:
1°. W Jest słowem Języka 5  wtedy i tylko wtedy, gdy XIVY Jest 

słowem Języka i!1 ;
- (V2 • W nie Jest słowem Języka \J wtedy 1 tylko wtedy, gdy XWY 

Jest słowem Języka
Z dowodu tego twierdzenia wynika Jego Jconstrukoyjny oharakter. 

Istotnym w konstrukoji języka 1 0;^ Jest fakt uporządkowania
zbioru G (y$) i przyporządkowania w sposób wzajemnie jednoznaozny 
pewnyoh паи*. jego element onf. Alfabet języków 1 i} 2 zawiera
alfabet Języka 5  oraz zbiór nazw wszystkich elementów gramatyki 
g №  W tym senoxe Języki -XL i i}„ zawierają fragment metaję-Л  С'*'zyka, opisującego Język <0 . Jeśli W JeSt słowem języka 5̂ , to 
w myśl twierdzenia, istnieje oląg (Uq »^, ..., Um) taki, że UQ ■
■ XWY, Ои e 1 D± Jest bezpośrednią redukoją w Д) 1 słowa
U4 л • Słowo II ma wówczas postaó XW YR, gdzie НУ e В ( )  aIе * И •• U / \słowo R opisuje za pośrednictwem przyjętyoh nazw elementów G (-J ) 
rozkład syntaktyosny słowa W z Języku Języki Д}., 1 Jj?2 po­
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siadają wspólną gramatykę; można więc mówić o bezpośredniej reduk­
cji w /$} słowa W, rozumiejąc przez to zarówno bezpośrednią re- 
dukoję w słowa W, Jak 1 bezpośrednią redukoję w -$2 tego
słowa.

1.5. Algorytm

Niżej opisany prooes jest algorytmem, wynikającym z przytoczo­
nego twierdzenia. Stanowi on rozwiązanie problemu czytania dla każ­
dego języka typu 2 1 dla każdego słowa W w alfabecie terminalnym 
języka \5.
1. Na podstawie opisu języka utworzyć słowa X,Y oraz języki 

i £ 2.

2. Zbudować słowo XWY.
3. Zbadać, ozy otrzymane słowo należy do bazy języka .1^; jeśli 

tak, to przejść do punktu 6, jeśli nie, to przejść do punktu 4.
4. Zbadać, ozy otrzymane słowo należy do bazy Języka i)2; jeśli 

tak, to przejść do punktu 7, jeśli nie, to przejść do punktu 5.
5. Utworzyć bezpośrednią redukcje w J} otrzymanego słowa 1 przejść 

do punktu 3.
6. Koniec prooesu; słowo W jest słowem Języka . Ostatnio otr^y- 

manę słowo określa rozkład syntaktyczny W w języku ■J .
7. Koniec prooesu; słowo W nie jest słowem Języka .

Powyższy prooes jest opisany Jednoznacznie, gdyż słowo XWY, w 
myśl prawa wyłączonego środka, jest słowem albo języka albo
Języka J02. Stąd, na mooy faktu, że 1 Д? 2 są proste, wynika,
że oląg UQ, U.|, ..., UQ , ... taki, że XWY « UQ, jest bezpo­
średnią redukoją w /0 słowa U;j_1 dla i > 1 jest przez W wyz- 
naozony jednoznacznie. Ponadto dla pewnego m > O Ue. e B ^ )  , Je­
śli W jest słowem ^  lub Um e b(j02), jeśli W nie jest sło­
wem \5. Dowodzi to skońozonośoi prooesu.
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1.6. Realizacja maszynowa

Na podstawie zadanego Języka \5 tworzy się w pamlęoi maszyny 
tzw. "tablicę kontekstów". Mając dane słowo, wprowadza się do pamię­
ci maszyny kolejne /od lewej/ litery danego słowa, korzystając z 
dwu list o organizacji "stosu" /w ang. "stack" [jOj/> jed­
nej nazywanej "stosem liter", drugiej - "stosem nazw". W momencie 
rozpoozęola prooesu oba stosy są puste. W trakoie prooesu wpisuje 
się kolejne wprowadzane litery badanego słowa na stos liter. Na pod­
stawie grupy liter, znajdującej się aktualnie na wierzohołku stosu 
i tablioy kontekstów określa się ozynnośoi, które trzeba wykonaó na 
obydwu stosach. Czynności te polegają na zmlanaoh stanu pewnyoh po­
mocniczych wskaźników, zastępowaniu grup liter na wierzchołku sto­
su liter przez inne, wpisywaniu bądź wymazywaniu nazw elementów gra­
matyki G(tf) z wierzchołka stosu nazw.

W momencie zakońozenia prooesu, w przypadku pozytywnym, stos li­
ter zawiera tylko Jeden element, a mlanowiole element bazy języka 
badanego, etos nazw zawiera oląg nazw elementów g (^), określająoy 
rozkład syntaktyozny badanego słowa. W przypadku negatywnym, stos 
liter zawiera wszystkie litery badanego słowa, zaś stos nazw jest 
pusty.

2. PODSTAWOWE OKREŚLENIA I DEFINICJE

Niech ffł będzie niepustym zbiorem przedmiotów zwanyoh l i t e ­
r a m i .  Skońozony oląg X liter

X ■ x.|, x^, ..., x^

nazywamy s ł o w e m  w o d ł u g o ś c i  m. Ciąg aa-
wierająoy zero liter nazywać będziemy s ł o w e m  p u s t y m .
W dalszym olągu praoy będziemy oznaczać słowa dużymi literami alfa­
betu, litery - małymi. Słowo puste oznaozać będziemy symbolem 0 . 
Długość słowa X oznaozać będziemy przez d ( x ) ;  przyjmujemy d(#) ■
» 0.

Dla ka&dyoh dwu słów określone jest działanie, zwane к o n - 
k a t e n & o j ą .  Mówimy, że Z Jest wynikiem konkatenaojl, al­
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bo króoej, konkatenaoją słów X ■ x1 , x2, ..., xn i Y ■
... Уш wtedy i tylko wtedy, gdy

Z • x1, x2, ..., xn> y1, y2, •••» Уш .
Konkatenaoja Jest działaniem łąoznym, oo pozwala zapisywać konka— 
tenaoJę kilku słów nie używająo nawiasów, określająoyoh kolejność 
wykonywania tego działania.

Zgodnie z określeniem słowa pustego mamy dla każdego X:

X 0 ■ 0 X  - X

Jeśli Z » XTU to piszemy Y < Z; Jeśli przy tym Y ■ a, to 
piszemy a c Z .  Prawdziwe są następujące zależnośoi:
1 . d (XY) - d(x) + d( Y).
2. d(x) ■ 1 wtedy i  tylko wtedy, gdy X ■ a dla pewnej litery a.
3. Jeśli X < Y to d(x )  ś d(Y)} w przypadku tym równość zaohodzl 

wtedy 1 tylko wtedy, gdy X ■ Y.
4. Jeśli d(x) ■ n + к, n, к - llozby naturalne, wówczas istnieje 

dokładnie Jedno takie U i dokładnie jedno takie V, że X ■
- UV i d (u) - n, d(v) - k.

5. Jeśli XY - UV i X<U, to V<Y.
Nieoh 5® oznaoza dowolny zbiór słów. Przez Alf (2)3) rozumie­

my zbiór wszystkich liter należąoyoh do słów zbioru Я8 :
Alf ( 2 B ) « { а  I a e i istnieje takie X e 5® że a t x ) .  J e -  

ш т - т х Х ,  to przez Alf (51) rozumiemy zbiór Alf (.5B) u 
U Alf [%).

Definloja 1 . 1

Nleoh ЯП oznaoza zbiór wszystkioh słów w 1 nleoh
Parę ( @  , 35 ) nazywać będziemy j ę z y ­

k i e m  o g r a m a t y o e  (3 1 b a z i e  99 •
Nleoh ^  * (($ ,95) będzie dowolnym językiem. Wprowadzamy nastę­

pu J^oe oznaozenla:
1. & ( 3 ) - ф  ,
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2. В ( 3 ) - © .
Każdą parę (x ,y ) e G (\f) nazywamy p r o d u k o j ą  o

p o p r z e d n i k u  X i n a s t ę p n i k u  Y. Każde
słowo S e В (3?) nazywamy s ł o w e m  u o d s t a W o w y m  

cijęzyka .
3. BR (лТ) ■ {x,Y I istnieją takie słowa X1, X2 oraz produkoją 

(p ,q ) ł g (30, że X - X1PX2 i Y - X ^ X g j .
Relację BR (vj) nazywać będziemy relaoją b e z p o ś r e d -ft/

n i e j  r e d u k c j i  w -J lut krócej, b - r e d u k c j ą  
w \5 . Będziemy też mówić, że Y Jest Ъ-redukcją X w ^  , 1иЪ 
że X jest b e z p o ś r e d n i ą  k o n s e k w e n c j ą  
/w skrócie: Ь - k o n s e k w e n c j ą /  słowa Y » J. Produk­
cję (p ,q ) nazywać będziemy produkcją p r z e  p r o w a d  z a ­
j ą c  ą X w Y.
4. Ciąg /skończony lub nie/ słów i > 0 tej właściwośoi, 

że

(Wi-1» V/i) e BR №
CfTdla i > 0 nazywać będzie w y w o d e m  w\).

Słowo W q nazywamy p o o  z ą t k i e m  wywodu. Jeśli wywód 
jest skończony, to wówcBas ostatnie słowo wywodu nazywamy к o 6 -
o e m wywodu. Jeśli wywód •••» W ma tę właśoiwość, żecv 9W nie ma b-redukcji w \>, to wywód taki nazywamy p e ł n y m
5. r(\J)« {X,Y | istnieje skończony wywód (WQ,W1, ..., Wn) w ^  

taki, że n >, 0 i X ■ Wq,Y - WQ|.
Relację R (л$) nazywać będziemy relaoją r e d u k o j i  w^J. 

Jeśli (x,Y)£ r (\T), to będziemy też mówić, że Y jest r e d u k-
o j ą X w , lub że X jest k o n s e k w e n c j ą  Y 
w . Mówiąc o w y w o d z i e  Y z X w \if, jeśli (x,y)
€ r (\J), będziemy mieli na myśli pewien konkretny wywód , . . ,wn
taki, że X • W , Y ■ W . Wywód taki będziemy nazywać w у w o -/ \ e*-'d e m  r e a l i z u j ą c y m  redukoję (X,YJ w -J . Liozbę na­
turalną n nazywać będziemy d ł u g o ś c i ą  w y w o d u  
(Wo,W2, •••* wn ) i oznaoaać przez (w0»w-i* •••» wn )« Mówiąc o
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długośoi wywodu Y z I w 5  , Jeśli (x,Y) e r (̂ T)» będziemy mie­
li na myśli długość pewnego konkretnego wywodu, realizująoego tę 
redukoję. Długość tego wywodu oznaozaó będzie przez D^(x,Y).

Relacja и(л5), Jak można łatwo stwierdzić, Jest przeohodnia i 
zwrotna. Jeśli D^(X,Y) » n > 0 to istnieje takie Z, że 
(x,z) e r (3Q, (z ,Y) £ B r (3), Dj-(X,Z) - n - 1. Istnieje też takie 
Z,' że (X,Z')eBR (30, (z,'Y)eR(^) i (z ',Y) « n - 1.

ęw
Powiemy, że słowo X n i e  m a  r e d u k c j i  w л? , je­

śli nie istnieje takie Y, że (X,Y) e BR(30; w przeciwnym przy­
padku mówimy, ż e X  m a  r e d u k o j ę  w - J .  Powiemy, że 
X n i e  m a  k o n s e k w e n c j i  w , Jeśli nie ist­
nieje takie Y, że (Y,X) e Br(\$); w przeciwnym przypadku powie- 
my, że X m a  k o n s e k w e n c j ę  w .
6. Red^(x) - {y J (X,Y) g h ( 3 ) } .

Zbiór Redg(x) Jest zbiorem wszystkich redukcji słowa X w ^

L e m m a t  1.1.

Niech G (30 będzie zbiorem skońozonym.
Wówczas zbiór:

Alf (Red^(x)) 

jest skończony dla każdego X.

D o w ó d

Nieoh 3  (x) “ Alf(x) U Alf(&(^jH). Jest oczywiśoie 
Alf(x)c$ (x). Jeśli Alf(х) С $  (x) i (x,Y) e Br(3H, to na mooy 
definioji relaoji Br (-J), Alf(Y)c 3 ( x)* Wnioskujemy stąd przez 
indukcję, że każda redukoja Y słowa X ma tę właśoiwośó, że 
Alf(Y)c 3(X). Ponieważ Alf(Red^(x)) =

(J Alf(y) więc Alf(Red3(x))C U  &(x) > 3 W -
Y «= Red ̂ (х) X - Red^(X)
3(x) Jest zbiorem skońozonym dla każdego X, gdyż G (л?) Jest 
zbiorem skońozonym, skąd Alf(Red^(x)) Jest zbiorem skończonym.
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Gramatykę nazywamy c y k l i c z n ą ,  gdy istnieje oiąg słów:
(P .P.,, .... P ), n > 0, o tej właściwośoi, że dla każdego i, \ o ’ i’ ’ , n /’ \ I cx\ *
1 < i 4 n, (pi_i» eG W ^  oraz PQ ■ Pn. Jeśli gramatyka nie 
jest oykliozna, to mówimy, że jest n i e o y k l i o z n ą .

D e f l n l o j a  1.2.

D e f l n l o j a  1.3.

Produkoje (xu,v), (pX,q) nazywamy z a z ę b i o n y m i ,  
gdy UP fl 0. Jeśli w gramatyoe ($ występują produkoje zazębione, 
to gramatykę tę nazywamy z a z ę b i o n ą .  W przeciwnym przy­
padku gramatykę nazywamy n i e z a z ę b i o n ą .  Słowo X na­
zywamy słowem z a z ę b i e n i a  gramatyki @ .

D e f l n l o j a  1.4.

Język y$ nazywamy Językiem t y p u  1 wtedy i tylko wtedy, 
gdy e (3f) Jest skończona 1 niepusta oraz dla każdej produkoji 
(X,Y) e б(?) zachodzi d(x) »1, d(¥) >1.

Język %  nazywamy Językiem t y p u  2, Jeśli Jest Językiem 
typu 1 , g ( 3 )  Jest nieoykliozną, В (30 jest zbiorem skończonym i 
dla każdej produkoji (x,y) e б ( 5 )  zaohodzi d(Y) ■ 1 oraz jeśli 
S e  В (5 ) to d(s) - 1 i dla każdyoh P,0,T (PS0,T) i g(3).

Język nazywamy językiem t y p u  3, Jeśli Jest językiem 
typu 2 , g(\$ ) jest nlezazęblona i dla każdej produkoji (x,Y)eG(^j) 
zaohodzi d(x)<2.

P r z y k ł a d y  1.1.

1. Język $  , typu 2:

g («)

( a*.t)
( »t,t) 
( Ъ,и)
( aua,u) 
(tu,s)

b ($) - {s}.
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2. Język ф , typu 3:

' W -

a,o) 
a, t)
a,w)
b,u) 
t,e) 
t,f) 
of ,t
0U,V
eu,8
vw,u

в(Щ)- jej

3. Język ffl? , 1

(<m).

(b,u)
(aua,u)
(auu, tuo) 
(at,t)
(atu, ка)

D e f i n l o j a  1.5.

Słowo X nazywamy s ł o w e m  J ę z y k a  \f wtedy 1 tyl­
ko wtedy, gdy dla pewnego S e в(\У ) zaohodzi (x,s) с r (\£). Jeśli^  ' * 
ponadto X nie ma konsekwencji w \! , to X nazywamy s ł o - 
w e m  t e r m i n a l n y m  Języka л5. Zbiór słów Języka ozna 
ozamy przez s(\j), zbiór słów terminalny oh oznaczamy przez St(^)

P r z y k ł a d  1.2.

Słowo "aaaabaa" Jest słowem terminalnym Języka $  , zdefiniowa­
nego w przykładzie 1.1. Słowo "ataua? nie Jest słowem terminalnym 
Języka $  , Jest natomiast słowem tego Języka.
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Mówimy, że Język , Jest równoważny Językowi \J2, Jeśli 
St(\S.|) = • Piszemy wówozas ~  \S2* Jak można łatwo spraw­
dzić, relaoja ~ Jest zwrotna, symetryczna i przechodnia.

Wykażemy oheonie, że dla każdego Języka -\j typu 2 istnieje rów­
noważny mu Język typu 3. W tym oelu wykażemy prawdziwość nas­
tępujących lemmatów:

Ł e m m a t  1.2

Nieoh (xQY,z)e ($ i nieoh ($' powstaje z (5J drogą zamiany pro- 
dukoji (xQY,z) przez parę produkcji (Q,q), (XqY,z), przy czym 
q $ Alf(<$). Wówczas dla każdego 55 :

(<S,®)~(<S',®).
D o w ó d

Nieoh tS -(<$,©), ST « (<$'$). Jeśli X e ST {%) to istnieje 
wywód w ^ :

( ffo»W1..........\)  / V
taki, że Wq ■ X i WQ e b(^). Ciąg słów, powstały przez zastą­
pienie w /1/ każdego słowa W ^  takiego, że я OXQYV, W^ *
■ UZV dla pewnych U i V, przez parę słoów: TJXqYV, W^ dla 
i - 1,2, ..., n, Jest wywodem słowa Wn e b (\5_) ze słowa X w \f.

Na odwrót, Jeśli Y e ST(tT) , to istnieje wywód w

( W  •-» Vm) /2/
taki, że Vq - Y, Vffl e в(\Г) ■ b (\J). Wówozas oiąg słów powstały 
z /2/ przez zastąpienie w każdym litery q przez słowo 0 i
przez wykreślenie w tak otrzymanym oiągu każdego słowa, które Jest 
identyczne ze słowem poprzedzającym go w tym oiągu, Jest wywodem 
słowa Y ze słowa V e В (̂ f) w . W ten sposób w Jest sło-Ш  o
wem terminalnym Języka wtedy i tylko wtedy, gdy w Jest sło-^  f o
wem terminalnym Języka -J .

D e f i n l o j a  1.6
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L e m m a t  1.3

Dla każdego Języka л? typu 2 Istnieje język <$) typu 2 taki, 
że dla każdej produkcji (x,Y) e G ( ,$)) Jest d(x)^2  i

D o w ó d

Nieoh k(-j)będzie liczbą, zdefiniowaną Jak następuje: 
dla każdej produkoji (x,Y) e g(^), nieoh 1 (x,Y) = d(x) - 2, gdy 
d (x) >2 lub 1 (X,Y) = O gdy d(x) 4 2 i

Ponieważ G (-j) Jest zbiorem skończonym, więc к (\$) Jest liozbą 
akońozoną. Dowód przeprowadzimy przez indukcję względem k(\j).

Jeśli к (vŚ) * 0, wówozas ■* л5 spełnia tezę lemmatu, gdyż 
znaozy to, że dla każdej produkcji (X,Y) € G ( 5 ) Jest d(x) <■ 2.

Załóżmy, że n > 0 1 że lemmat Jest prawdziwy dla każdego Ję­
zyka ^  , dla którego k(^') <= n - 1 i niech dla języka \5 bę­
dzie k(^j)= n. Wówozas istnieje produkcja (x ,y) fc-G (\j) taka, że 
d(x)>2. Nieoh X « xU, d(u) <* d(x) — 1, Na mooy lemmatu 1.2

Ct CZi / O' \istnieje dla \) język O' taki, że i powstaje z
G (\j) drogą zamiany produkoji (xU,Y) przez parę produkoji (u,v), 
(x y ,Y). Dla tak określonej gramatyki liczba k($') * n - 1, gdyż 
l(xv,Y) + l(u,v) - 0 + 1(x,v) -  1 = 1(X,Y) - 1, zaś dla pozosta- 
łyoh produkcji (P,Q) liczba l(p»0) pozostaje bez zmiany. Stąd, 
na mooy założenia indukcyjnego, istnieje język , równoważny 
p
, o określonyoh w tezie lemmatu właśoiwośoiaoh. Na mooy prze- 

ohodniości relaoji ~  Jest ^  ~  S$ . Cbdo.

Przykład 1.2

Dla języka $ ,  określonego w przykładzie 1.1 Język o
właśoiwośoi określonej w lemmacie 1.3 ma postać:
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(a,t)
( at,t) 
(Ъ»и)
( au,r) 
(
( tu,s)

(<£)) = |  s J

L в m га a t 1.4

Dla każdego języka $$ typu 2, takiego, że Jeśli (x,Y)e g(^) 
to d(x) 4 2, istnieje język 3" typu 3, równoważny danemu: .

D o w ó d

Niech Z (S) będzie zbiorem wszystkioh produkcji zazębionych, 
należących do G (<5г)) i niech m (<$£)) będzie ilością elementów 
zbioru Z » ) .  Dla każdego języka 4? typu 2 liczba m (<$T)) ist­
nieje, gdyż G (^) Jest zbiorem skofiozonym. Dowód przeprowadzimy 
przez indukcję względem m(^).

Jeśli m ($)- o, to 0* = <5 8pełnia tezę lemmatu.
Załóżmy, że n > O i że dla każdego Języka (£, spełniającego 

założenia lemmatu i takiego, że m ((?), lenimat jest prawdziwy. 
Niech m( ) = n.

Istnieją wówczas w G (jr) ) produko Je zazębione postaoi:

(x y ,z),
(UX,Y).

Nieoh (?' będzie językiem powstałym z 
produkoji (XY,z) parą:

£ przez zamianę w g(£)

(x,x'),
(X' Y,z)

oraz nieoh (£ powstaje z ($' przez zamianę w » « ? )  produkoji 
(ux,v) parą:

(X,X”) ,
(ux",v),
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gdzie X', X" są słowami w alfabecie różnym od Alf(^).
Na mooy lemmatu 1.2 i przechodniości relacji ~  zachodzi 
i (? powstaje z ^  przez zamianę w »(«) pary produkcji zazę­
bionych (XY,Z) i (UX,V) czwórką niezazębionyoh produkcji (X,X') 
(X,X"), (X' Y,z), (ОХ", V). Produkcje (X,X') i (X,X") w myśl de­
finicji 1.3 są niezazębióne. Tak więc m ((?) < m  (<$)) = n i na mo­
cy założenia indukcyjnego istnieje język ~  GŹ, 0" jest typu 3.
Na mocy przechodniości relacji ~  zachodzi 3r ~  «5

Twierdzenie 1.1

Dla każdego języka typu 2 istnieje równoważny mu język Ф  
typu 3.

D o w ó d

Wynika z lemmatów 1.3 i 1.4 na mocy przechodniości relacji
Twierdzenie to pozwala nałożyć na język badany pewne ogranioze- 

nia dotyczące budowy gramatyki tego języka, nie zmniejszając ogól­
ności rozważań. Tak więc wszystkie następne twierdzenia, dotyczące 
słów terminalnych Języków typu 3, pozostają prawdziwe dla języków 
typu 2.

P r z y k ł a d  1.3

Język ф  typu 3 z przykładu 1.1 jest równoważny językowi $  
typu 2, z tegoż przykładu.

3. CYKLICZNOŚĆ GRAMATYKI, WYWODY NIESKOŃCZONE, RZAD SŁOWA

Y/ tym paragrafie, o ile nie będzie powiedziane inaozej, Język 
•\J będzie Językiem o bazie i gramatyce skończonej i niepustej oraz 
takiej, że Jeśli (x,Y) e &(л?) to d(x) ^ <ł(Y) =1. Jest on nie-
oo ogólniejszy od języka typu 2 na skutek pominięcia założenia o 
niecykliozności gramatyki.

Zasadniozym celem paragrafu będzie sformułowanie zależności mię­
dzy oyklicznością gramatyki a istnieniem wywodów nieskończonych w
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Języku. Ponadto określony zostanie tzw. "rząd słowa", pojęcie, z 
którego będziemy korzystać w § 5.

Zauważmy, że skońozoność zbioru Redg (x ) ,  oo dla Języków typu 2 
udowodnimy poniżej, wskazuje na rozstrzygalność problemu "czytania" 
dla słowa X w Języku л?; można bowiem stwierdzić w skońozonej lioz- 
bie kroków, ozy zbiór B(^5)nRedg(x) jest niepusty.

Ł e m m a t 2.1

Jeśli (X,Y) e BR(^) to d(xj >. d(Y) > 0.

D o w ó d

Ponieważ (x,y) e BR(rj), to istnieją takie X1 , X2 i produkoja 
(p,q) e g(\J), że X *• X1PX2,Y ■ X^QXg. Z definioji długośoi mamy 
d(x) » d(X̂ ) + d(p) + d(X2J. Ponieważ Język jest typu 2, zatem 
d(o) * 1 * d(p), stąd d(X) > d(X1) + d(o) + d(xj = d(Y). Ponad­
to słowo puste nie jest b-redukcją w \if żadnego słowa X, skąd 
wynika d( Y) >0.

W n i o s e k  2.1

Jeśli (X,Y) e r (^), to d(x) } d(y). Jeśli ponadto d(x)>0 
to d(y ) > 0.

D o w ó d

Jeśli X « Y, to wniosek jest oczywisty} jeśli przy tym d(x) = 
- 0 ,  to X = $ * Y i d(Y) - 0. Jeśli (x,y) e R (ЗП i X fi Y to 
istnieje wywód (w0»w-j» • ••» w„) w taki, że X = WQ i Y = 
a Vv oraz ( ,  W^j e Br(>J) dla i « 1,2, ..., n. Na mooy lem- 
matu 2.1 > A(Wi) > 0 dla 1 " 1»2 > **•» n » skąd wynika
d(x) > d(Y) >0.

Twierdzenie 2.1

Zbiór Red^X /patrz lemmat 1.1/ jest skońozony dla każdego X.
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D o w ó d

Jak wynika z leramatu 1.1 zbiór Alf^Redg(x)) jest skońozony dla 
każdego X. Niech d(x) = k. Wówczas na mocy lemmatu 2.1 zbiór 
Redg(x) Jest złożony ze słów o długośoi k. Słów takich, utwo- 
rzonyoh z liter skońozonego alfabetu jest skończona ilość. Cbdo.

W n i o s e k  2.2

Dla każdego X zbiór wszystkioh takich Y, że (x ,y )e BR (\J ) 
Jest skońozony.

D o w ó d

Zbiór ten Jest zawarty w zbiorze Red^(X), który Jest skończony.

W n i o s e k  2.3

Jeśli (wq, W1, ..., V<n , ...) Jest wywodem nieskońozonym w 5  , 
to istnieją takie liczby naturalne k, m, że к < m i w. ■ W .

1£ Ш

D o w ó d

Z definioji Redg(x) , W^ e Red^(Wc.) dla każdego i ^ 0. Ponie­
waż Redcf(WQ) Jest zbiorem skończonym, zatem w każdyu nieskończo­
nym oiągu, złożonym z elementów tego zbioru, pewien element V wy­
stępuje nieskończoną ilość razy. Istnieją zatem takie k, m, к < m,
że V = w. o W .к m

W n i o s e k  2.4

Jeśli w \S istnieje wywód nleskońozony, to dla pewnego V0 ist­
nieje w -J wywód:

(Vo* V1» V2* **0* Vn-1» Vo)

i n > 0.
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Wynika wprost z wniosku 2,4 przyjmując n - m - k  i

D o w 6 d

Ł e m m a t 2.2

Jeśli d(x) = d(u) i d(Y) - d(V; oraz ( XY,Uv) с R (!J) to 
(X,u) e R (3) i (y ,v ) e r ($ j.

D o w ó d

Z założeń lesnmatu wynika, że d(XY) ■ d(uv). Jeśli więo
(w , W,, .... w„) Jest wywodem w л5 i XY ■ W . UV ■ W to
4 /° \ / \ n 0 tn \ d (W) ■ d^WnJ 1 na mooy lemmatu 2.1 oraz wniosku 2.1 ■
- d(w±) dla i ■ 1,2, ..., n. Określamy oiągi XQ, X,, ...,
i Yq, Y^, ..., Yn Jak następuje:

dla każdego 1, 1 - 0,1, ..., n
d(x±) - d(x), d(Y±) - d(Y), W±.

Mamy więc XQ ■ X, Yq » Y, XQ ■ U, Yn ■ V. Ponadto, na mooy rela- 
oji (w±-1, W±) BR (^) i d(w±_., ) - d(w±) wynika, że letnleją 
takie W^, W£ oraz produkcja (p,q) с G (^)»d (p) * d U )  * 1, że

Wi-1 - Wi p Wi’ W1 “ Wi q W1‘

Jest więo 3CL_1 Yw  - W^p w”, X± Y± - W^q V/” i albo W'p 
< X^_ .j, wówozas Wjq < Х̂  ̂ oraz

(Xi_i, X±) e BR(30, Yl_1 - Y±f 

albo pw" < Y±-1, wówozas qW^ < Y± oraz

Xl_1 - (Y±_1t Y±) G Br (3Q.

W każdym bądź razie (Xi-1» Xi) e R^ »  (Yi-1* Yi)e R (^)t dla 
i в 1,2, ..., n. Na mooy przeohodnlośoi relacji R (̂ j), (x<5,Xn ) 
e r (3), (y q, Yn ) e R(5), oo wraz z XQ - X,Yq - Y, 3^ - U, Yn -
■ V końozy dowód.



O PROBLEMIE CZYTANIA DLA PEWNYCH JEŻYKÓW FORMALNYCH 25

W n i o s e k  2.5

Jeśli (XPY, XQY) e r (3Q i d(p) « d(Q), to (p ,q ) e r (^).

D o w ó d

Skoro d(p) *= d(o), to d(xp) = d(xo) i na mocy lemmatu 2.2. 
(XP,XQ) e H(3). Stąd powtórnie na mooy lemmatu 2.2 jest (p »Q)
e R (3)

1 e m ш a t 2.3

Jeśli h л5 istnieje wywód (VQ, V1, ..., Vn), n > 0 i VQ =
« Vn , to G (л5) jest cykliczna.

D o w ó d

Skoro V ■* V . zatem df V ) = d(v ) i na mocy lemmatu 2.1 .iO /** / \ \ n /
wniosku 2.1 d(v±_>1 ) - d(v1) dla i * 1 ,2, ..., n. Ponieważ 
(v , Y1) e Br (m  ), zatem istnieją takie X,Y oraz produkcja 
(p,<l) с g (3), że VQ « XPY, = XQY i ponieważ d(Vo) « d (vi)» 
zatem d(p) »* d(o) - 1. Mamy ponadto (v.,, Vn ) e r (!J)» Vn - VQ, 
stąd

(XQY, XPY) 6 R(3)

i na mooy wniosku 2.5 (<J,P) e r (\$). Istnieje więc wywód w :

(Po» P1» Pm)
taki, że 0 * PQ, P * Pm. Ponieważ d( P) * d(o) « 1, zatem na 
mooy lemmatu 2.1 i wniosku 2.1 Jest

d(Pi) ” 1 i - 0,1, m

Skoro więc ?±) e- BR (5) dla i = 1,2* ..., m to musi Ъуб
( Pi 1» Pi) e Gt^) dla 1 “ 1»2» •••» m* 1)0 gramatyki g (3) nale­
żą więo produkoje:
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(p * o) »
(Q, P1) , gdyż PQ - Q,
(P1 * P2̂ *

(pn-1» P )i sdjrż Pm “ P >

ożyli g (\T) jest oykliozna.

Ł e m m a t 2.4

Jeśli G (лТ ) Jest oykliozna, to istnieje oiąg nieskończony słów:

(W0, ..., Wn , ...),

będący wywodem w v  .

D o w ó d

Jeśli G (\П Jest oykliozna, to istnieje takie m, że produkoje

(pc* Pl)»
(P-,. P2)»
••••••

( Pm-1’ Pm )

należą do G (\5 ) i P0 * Pm« Wówozas każdy ciąg nieskończony pos- 
taoi:

(Po* P1’ ***’ Pm* P1’ P2* Pm* P1' P2* ***)
jest wywodem w >5 .

Twierdzenie 2.2

Na to, aby w istniał wywód nieskończony, potrzeba i wystar-
oza, aby G ($ ) była oykliozna.
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D o w ó d

Jeśli w istnieje wywód nieskońozony, to na mooy wniosku 2.4 
i lemmatu 2.3 wynika, że G (̂ $) jest cykliczna. Na odwrót, jeśli 
G (tj) jest cykliczna, to na mocy lemmatu 2.4 w -J istnieje wywód 
nieskońozony. Cbdo.

W n i o s e k  2.6

Jeśli л5 jeat typu 2, to nie istnieje wywód nieskońozony w O .

D o w ó d

Ponieważ jest typu 2, zatem G (^j) jest nieoykliozna i na 
mooy twierdzenia 2.2 nie letnieje wywód nieskońozony w .

Twierdzenie 2.1, twierdzenie 2.2 i wniosek 2.6 można następująoo 
zilustrować grafloznle. Niech A będzie dowolnym słowem, zbiór 
Redg(A) przedstawimy Jako zbiór punktów na płaszczyźnie i jeśli 
(X,Y ] e BR (5)> X e Red~(A), YeRed~(A), to punkty reprezentujące

V  л)

X,Y połączymy strzałką skierowaną od X do Y:

A

■Л.

Rye. 1
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Z twierdzenia 2.1 wynika, że zbiór punktów wykresu jest skońozo- 
ny. Wniosek 2.6 mówi, że dla języków typu 2 nie może mieć miejsca 
sytuacja, jaka powstaje prńez połączenie strzałką punktu S z punk­
tem E.

Należy podkreślić, że kierunek strzałki odpowiada kierunkowi 
redukcji słowa, przeciwny do kierunku konsekwencji słowa. Jeśli np. 
słowo M e В (50 » wówczas słowa ^}3,G,E,C,A należą do S (50 oraz są 
w tej właśnie kolejności wyprowadzane z M.

Skońozoność zbioru Redg(x) pozwala п а s-formułowanie następują­
cej definicji:

D e f i n i c j a  2.1

Niech m (01) będzie ilością elementów zbioru skońozonego Qt. 
R z ę d e m  słowa X w nazywamy liczbę naturalną r^(x):

Przykład 2.1

Dla sytuacji, przedstawionej na przytoozonym wykresie, mamy:

rg(A) - 17 ,
r g ( G) "  9  * 
r^P) * O .

L e m m a t 2.5

Jeśli ^  jest typu 2 i (x ,y ) e Br (3Q, to r^(x) > r J y ) .

D o w ó d

Skoro (x ,y ) e BR0), to Red^(x) DRed^(Y). Z definicji rela­
cji r (50 i zbioru Redg(x) zaohodzi XeRedg(x). Nie może być 
natomiast XeRed(y), gdyż wówczas byłoby (y ,x ) e r (51 co łącz­
nie z (x,Y)eBR(-j) dawałoby wywód w następującej postaci:

(x,Y, . . . ,  x ) 1 d5(x,Y, X) > 1
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Skąd, na mooy lemmatu 2.3 G (л?) byłaby cykliczna, co jest niemoż- 
liwe, gdyż \5 jest typu 2.

Jest wi ęo :
X e Redcj-(x),
X ф Redg(Y ),

co łącznie z Red^(X) э  Red^(Y) mówi, że zbiór skończony Red^(Y) 
jest podzbiorem właściwym zbioru skończonego Red^(X). Stąd

m^Redg(x)^) > m (Redcj(Y)̂

i r3(x) > r3(Y).
Lemmat ten będziemy stosować w dowodach przez indukcję wzgleitm

r3 (xj.

4. SŁOWA ZGODNE I SPRZECZNE

W paragrafie tym określimy pewną właściwość słów języka \5 zwaną 
z g o d n o ś c i ą .  Zasądniczym celem paragrafu będzie wykazanie, 
że zgodność słowa jest warunkiem koniecznym należenia tego słowa do 
s(\SQ. /Twierdzenie 3.1/. Właściwość ta będzie dalej pomoona przy 
określeniu produkcji języka (\$).

Niech w dalszym ciągu tego paragrafu będzie językiem typu 3.

D e f i n i c j a  3.1

Niech x, y, <x , w będą literami i nieoh w , <o nie należą do 
Alf ( 3).

Mówimy, że para (x,y) jest z g o d n a  w i piszemy 
(x,y) e Zg( J ) wtedy i tylko wtedy, gdy jest spełniony jeden z nas­
tępujących warunków:

1. х e В (tśH i у = (w).
2., у e b (-J) i x » («).
3. Istnieje takie v, że (xy,v) & G (\j) •
4. Istnieją takie U,v, że (yU,v) e G ( )  i (x,v) e Zg(^).
5. Istnieją takie U,v, że (Ux,v) e g (-J) i (v,y) e Zg(^).
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Mówimy, że para (x,y) jest s p r z e o z n a  w 1 pi­
szemy (x,y) e Sp(3), jeśli (x,y) ф Zg(5).

Przykład 3.1

Dla języka 5$ określonego w przykładzie 1.1 pary zgodne opisuje 
następująoa tabelka:

lewy element pary prawy element pary
a
s, u, w, b, а 
e, t, f, а 
v, u, w, b, а 
o, а 
о, а

8, e, t, v , o, a
U
u, v, o, a, b 
w, a
u, v, o, a, b 
f, t, o, a

W każdym wierszu para pierwszych symboli stanowiąoyoh lewy i pra­
wy element jest zgodną na mooy 1 , 2  lub 3 warunku deflnlojl; pozosta­
łe komblnaoje symboli z tego samego wiersza są zgodne na mooy warun­
ków 4 15.

Tak więo, np. ostatni wiersz tabelki określa następująoe pary: 
(®»f) i (o,oj, (o,aj, (a,f), (a,t), (a,o) , (a »a) jeko zgodne
w ф .

D e f i n i o  j a  3.2

Mówimy, że słowo W jest s p r z e o z n e  » \J, jeśli ist­
nieją takie U 1 V oraz para (x,y) e Sp(-j), że

W ■ U x у V.

Słowo W jest z g o d n e  w $  jeśli nie Jest sprzeozne w \5. 

Przykład 3.2

Dla języka 5$, określonego w przykładzie 1.1 następująoe słowa 
są zgodne:
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01 а а а b a o 
& a b a a co 
t a b u  
a a a a a u 
a t u a a w 
o i o o o u a a c o  ,

zaś następujące są sprzeczne:

л a a b b a u 
« b a a o 
« a 8 a b a co 
« с о  у o co 
л a a t u  .

W słowach sprzecznych podkreślono pary sprzeczne.

L e m m a t  3.2

Jeśli słowo W nie ma redukcji w 5̂ i W ^ b (5), to к W o  
jest sprzeozne w \S.

D o w ó d

Nieoh W * x.j,x2, ..., хц , n >1.
Jeśli dla pewnego i, 1 ^ i 4 n, zaohodzi x^ ■ s, gdzie 

s e B(3) , to ot W co jest sprzeozne, ohyba, że i ■ n ■ 1, Dla żad 
nego bowiem x para (x,s) lub (e,x) nie Jest zgodna, na mooy de 
finiojl 1.4 1 3.1. Załóżmy więo, że dla każdego i jest x^ / s.

Jeśli («,x^) e Zg(\j), to istnieją takie że ,

( x1 U1f V.,) e G0), /1/

gdyż w przeoiwnym przypadku żaden z warunków definioji 3.1 nie był­
by spełniony. Ponadto 4 i , gdyż w tym przypadku byłoby 
(x1f t J . g C T  i słowo W miałoby bezpośrednią redukoję ,х^,.*.
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Jeśli (x1 , x2) e Zg(3), to istnieją takie U2, v2, że

(x2U2 , v2 ) e , /2/

gdyż w przeciwnym przypadku żaden z warunków definicji 3.1 nie był­
by spełniony. Nie może być bowiem ( e gdyż produk- 
oja ta byłaby zazębiona z produkcją /1/. Ponadto, tak jak w /1/,

U2 t 0,

Ogólnie, na to, aby zachodziło (х±-1, х±) e Zg (\f) konieczne 
■jest, aby istniały takie l^, vi, / fi , że

(xi^i* vi) ® ® ('O ^ = 2, • •», n • /3/

Jeśli teraz dla i = 2,3, .«., n (xi_1, х±) e Zg(^), to para 
(xn ,w) musi być sprzeczna. Nie zachodzą bowiem warunki 1,2,3 i 4 
definicji 3.1 i nie może spełniony być warunek 5, gdyż wówozas ist­
niałaby produkcja (uxn , v) e g(^), zazębiona z produkoją /3/ dla 
i * n. Tak więc słowo <x W w, jeśii nie identyczne z a s co , 
musi być sprzeczne w л5 * Cbdo.

Ł e m m a t 3.3

Jeśli (w, v) e r (\5) i « W w jest sprzeozne w 5  , to л V co 
jest sprzeozne w .

D o w ó d

Jeśli W = V, to dowód jest oczywisty.
Niech (W,V) e Br (^). Jeśli a W o jest sprzeozne, to istnie­

ją takie słowa , W2 i litery u, v, /być może identyozne z oc 
lub oj /, że

« W w = W1 u x у v \\'2 i (х »у ) £ Sp(^).

a v w może mieć jedną z następujących postaci:
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1. л V u = V 1 z x y v W 2 1 (vî u, V1z) e BR (̂ 5 ).
2. a V o = W1 z у v V/2 i (ux,z) e G (\j).
3. a V u ■ W1 u z v W2 i (xy,z) e G (̂ J).
4. « V u = VV1 u x z W2 i (yv,z) с G (л5).
5. « V u  n W ^ u x y z V g  i (vW2, z V2) e BR (30.

W przypadkach 1 1 5  słowo a V u jest sprzeczne, ponieważ 
(x,y) e Sp(\j). Przypadek 3 zachodzić nie może, gdyż na mocy warun­
ku 3 definicji 3.1 i produkcji (xy,z) para (x,y) byłaby zgodna.
W przypadku 2, para (z,y) jest sprzeczna, gdyż w przeciwnym przy­
padku, na mocy warunku 5 definicji 3.1 para (x,y) byłaby zgodna. 
Podobnie w przypadku 4, para (x,z) jest sprzeczna, gdyż inaczej 
na mocy warunku 4 aefinioji 3.1 para (x,y) byłaby zgodna. Tak 
więc w każdym przypadku słowo a V w jest sprzeczne w -O .

Jeśli sprzeozność słowa a. W po'ciąga sprzeczność każdej jego 
bezpośredniej redukcji, to i każda redukcja słowa <x W o jest sło­
wem sprzecznym. Cbdo.

Twierdzenie 3.1

Jeśli słowo « W o jest sprzeozne w 5  , to w * s(3); na od­
wrót, jeśli W S(3), to każdy wywód pełny ze słowa « W w w \5 
zawiera słowo sprzeczne.

D o w ó d

Jeśli <x W w byłoby sprzeczne w л5 i zachodziłoby (w,s)c r(S() 
dla pewnego S e b(\!0, to na mooy lemmatu 3.3 słowo a S u  było­
by sprzeozne, co jest niemożliwe.

Jeśli (w,s) $ r(^) dla każdego S e Ь ($) i (w,w., ..., ) 
jest wywodem pełnym w \) to nie ma redukcji i f B\-Jj.
en WQ w  jest zatem na mocy lemmatu 3.2 słowem sprzecznym w \j , 
co kończy dowód.

Uwaga 3.1
Ze zgodności słowa W o nie wynika, że W e S (\j) np. słowo 
abaa w" jest zgodne w ф  /patrz przykład 1.1/, natomiast "abaa" 

nie należy do s(>p).
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5. WYWODY LEWOSTRONNE, POSTACI NORMALNE

Jeśli (x ,y ) e r (^), wówozas istnieje na ogół wiele wywodów, re­
alizujących tę redukcję. Okazuje się jednak, że można znaoznie za­
węzić klasę tych wywodów, rozpatrująo jedynie tzw. w у w o d уO'
l e w o s t r o n n e  Y z X. Jeśli jest językiem typu 3 
wówczas istnienie wywodu słowa podstawowego S ze słowa X jest 
równoważne istnienie wywodu lewostronnego S z X (tw. 4.1). Wywód 
lewostronny ma tę właśoiwość, że wszystkie słowa, należące do tego 
wywodu mają określoną budowę, a mianowicie są w tzw. p o s t a - 
o i  n o r m a l n e j .  Fakt ten będzie wykorzystany w § 5. Obe­
cnie podamy kilka definicji i twierdzeń, dotyczących wywodów lewo- 
stronnyoh i postaci normalnych. W oałym paragrafie język ^  będzie 
językiem typu 3.

D e f i n i o j a  4.1

l b r (30- (x ,y I (x ,y ) e BR (3) i dla każdych X^jXg^g takioh, że 
X - X1X2,Y = X1Y2, (X2,Y2) <? Br (3U, słowo X1 nie ma 
redukcji w j  .

Relaoję LBr (^) nazywać będziemy relacją l e w o s t r o n ­
n e j  b e z p o ś r e d n i e j  r e d u k c j i  w-J, w skró­
cie lb - r e d u k c j ą  w . Będziemy też mówić, że Y jest

ę-~/ ęw
lb-redukoją X w 5̂ oraz że X jest lb-konsekwenoją Y w -J .

D e f i n i o j a  4.2

Ciąg /зкопоаопу lub nie/ słów
że

(wi_1 , W± )e Łbn(^),
•

nazywać będziemy w y w o d e m  
lub w skróoie: 1 - w y w o d e m

D e f i n i c j a  4.3

Lr(a5)“ [x,Y I istnieje skońozony 1-wyród (w0»w.|» •••> wn) w ^  
taki, że n ^ 0 i X • W0, Y « Wn J .

|w^|, i ^ 0, o tej właściwości,

i ж 1,2, ..., n, ...

L e w < 
w 3  .
l e w o s t r o n n y m  w O
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Relaoję LR (30 nazywać będziemy relaoją r e d u k o j i
l e w o s t r o n n e j  w 3 N  w skrócie: relaoją 1 - r e d u k- 

cro j i w O .
Wszelkie definicje i warunki § 1 dotyczące redukoji i wywodu 

przenoszą się na 1-redukoje i 1-wywody z tym, że wszędzie gdzie w 
definiojaoh tych występuje słowo "redukoją" lub "wywód" lub "b-re- 
dukcja" należy rozumieć odpowiednio "1—redukcja", "l-wywód" i "lb- 
-redukoja".

D e f i n l o j a  4.4

N (3i )= ^ Х  I dla każdyoh ,X2 Jeśli X ■ j ma re“
dukcję w •v? to X2 nie ma konsekwenoji w -jj.

Zbiór N (30 nazywać będziemy zbiorem s ł ó w  n o r m a l ­
n y  o h. w \jf , a słowo X e N (>\J) nazywać będziemy słowem 
n o r m a l n y m  w \J , albo słowem o p o s t a c i  n o r -ęw
m a l n e j  w \J .

Przykład 4.2

Dla języka $  , określonego w przykładzie 1.1 następująoy wy­
wód słowa "aaaba" nie jest lewostronny:

a a a Ъ a
a a a u a
a t a u a
a t 0 u a
a t V a
a t V w
a t u
с t u
0 f u
t u
e__u
s

zaś następująoy jest lewostronny:
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a a a Ъ a
с a a b a
0 t a b a
o__f a b a
t a b a
e a b a
e 0 b a
e o__u a
e V a
e v__w
e u
s

Następująoe słowa języka $ ,  określonego w przykładzie 1.1, nie są 
w postaci normalnej:

a a a u a
a t a u a
a t v w
t u ,

zaś następująoe są w postaci normalnej:

a a a b a 
с f a b a 
e v a 
e u

L e m m a t 4.1

Jeśli X nie ma konsekwencji w *5 , to X e n (vJ); jeśli X nie 
ma redukcji w , to X e n( \Ś).

D o w ó d

Pierwsza część lemmatu wynika z faktu, że jeśli X nie ma kon- 
sekwencji w tJ , to dla każdyoh X.X5 takioh, że X = X^X0, X-^ ' c. 2nie ma konsekwencji w , bez względu na to, czy X. ma redukoję 
w \) ozy też nie.
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Druga część lemmatu wynika z faktu, że dla każdych X1, X2 ta­
kich, że X = X1 X2, X1 nie ma redukcji w , a zatem poprzednik 
implikacji, występującej w definioji n (-J), jest fałszywy, co do­
wodzi prawdziwości całej implikacji. /Warunek jest spełniony "w 
próżnię11/.

L e m m a t 4.2

Jeśli (ll,v) e R (5) i V - v-jvp> to istnieją takie W1, W2, że 
W - w1w i (w1,V1) e h (5), (w 2,V2) e r (30. Przy tym D^(w,v) =
“ Dg K vi) +

D o w ó d

Jeśli D„(w,v) =0, to W = V 1 W1 = V1, Wg = V2 spełniają 
tezę lemmatu.

Załóżmy, że D^(w,v) = к > 0 i że lemmat jest prawdziwy dla 
Dp~(w,v) = к - 1. Istnieje zatem takie W', że (w,w') e BR (\jQ i 
( W %  v) e r (5), przy tym D^(w', v) * к — 1. Na mooy założenia in­
dukcyjnego istnieją takie W^, W^, że (W^, V1) e r (\T),
(W2, V2)e R(30, W' = W; W2 oraz + D ^ ,  V2) =
= Dcj(wу v) = к — 1. Skoro (W,W') с Вн(чУ), zatem istnieją takie 
U, Z oraz (Qf<ł) e G(^» że W = UQZ, W ' * UqZ. Mogą zajść wów­
czas dwa przypadki:

1 . W' = UqX, W2 = Y 1 XY = Z .

Wówczas W1 « U0X, W2 = Y spełniają tezę lemmatu, gdyż 

Dg(wi»wi) + Dg(w2*w2) - 1 + 0  = 1 =  Dg(w,w') i 

D ? ( w i » v i )  +  D g l w 2 ’ v 2 ) =  D g ( w i  » w i )  +  D «r(w i ' » v i )  +

+ Bcj(W2,W2) + D5(W2,V2) = D^w^w;) + Dy(w2,w') +

+ Dg(w1',V1) + Dg (W2,V2) * 1 + к - 1 « к - D g(W,v) -

2. W; = X, W2 = YqZ i XY « U .

Wówczas W1 = X,W2 = YQZ spełniają podobnie, jak w przypadku 1, 
tezę lemmatu.
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Jeśli (xW,v) e R ( \ S > )  i Dg(xW,v) >  O, to istnieje takie U i w, 
że ( xU,w) e g(̂ J).

D o w ó d

Jeśliby w G (\j) nie istniała produkcja postaci (xU,w), wówczas 
każda redukcja słowa xW byłaby postaci xV i (w,v) e r (aT). Jeś­
liby v •» xV, wówozas musiałoby być v ■ x i V ■ 0, oo jest nie­
możliwe z uwagi na fakt, że (w,0) € R (\j) dla każdego W.

L e m m a t 4.4

Jeśli (w,v) e LBR (\j) i (qp,r) e G (\j) to (qW,qV) с LBR( .

D o w ó d

Przypuśćmy, że tak nie jest, tzn. że

(w,v) e LBr (30,
(qW, qV) ф LBr(3).

Skoro (w,v) e LBRpS), to dla każdyoh W,' W'J V "  takich, że 
W « W'W", V = W'V" i (w',' V")eBH(30, słowo W ' nie ma re- 
dukoji w . Jeśliby (qW,qv) ф LBr(\$), znaozyłoby to, że dla 
pewnych W', W", V", takich że W » W'W", V « W'V" i 
(W", V " )  e Br(30, W' nie ma redukoji w , qw' miałoby reduk­
cję w 5  , Jeśliby teraz W' - 0 , to wówczas istniałaby produkoja 
(q,v) e g(5J dla pewnego v, zazębiona z ^qp,r), 00 jest niemoż­
liwe.

Jeśli W V  to istniałyby takie T, x, że W' « xT. Wówozas 
byłoby W ■ x T W (w,p) e R (\jQ i na mooy lemmatu 4.3 istniałaby 
w g(3) produkoja postaoi (xU,v). Z drugiej strony, ponieważ xT 
nie ma redukoji w л) f q nie ma redukoji w «vJ f zatem musi ietnieć 
w G (\f) produkoja (qx,u) dla pewnego u, zazębiona z produkoją 
(xU,v), 00 również Jest niemożliwe. Tak więo (qW, qv) e LBr(5).

Ł e ш m a t 4.3
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Ł e ш m a t 4.5

Jeśli (w,y) € LBR (3) to (wx,vx) e LBR (5) dla każdego X.

D o w ó d

Jeśliby tak nie było, to Istniałyby słowa P1 ,P2 ,02 takie, że 
WX ■ P1 P2, VX = P^Qg, e 1 P1 miałoby redukcję
w \J . Nie może być ? 2 < X, gdyż wówozas byłoby Q2 * P2 i 
(P2 ,P2 ) e BR (̂ 5) co jest niemożliwe ze względu na to, że Gr(^)jest 
nieoykliozna. Musi więo być:

P2 » ZX,Q2 - YX

oraz
P., Z • w, P.,Y - V.

Skoro (Р2Л?2) e br(\5), to musi być (z,Y) e BR (5) 1 P̂  ma re­
dukcję w \), ozyll (w,v) i. LBr(\)Q, wbrew założeniu.

L e m m a t 4.6

Jeśli (w,s) e a(30, to (w,s) e Lr (̂ J).

D o w ó d

Należy zbudować 1-wywód s z W w ^ , nakładając, że istnie­
je wywód:

(w, W1t ..., Wn—^, s) w \J .

Jeśli Dcjf(\V,s) «0, to W « s i lemmat jest oozywlsty. Załóż­
my, że D^(W,s) * n > 0 i że lemmat jest prawdziwy dla wywodu 
(w,s) o długośoi < n. Jeśli d(w) * 1, wówczas wywód ten jest 
lewostronny. Nieoh d( W ) >1. Istnieje wówozas takie k, 1£k<n-1 
że Wk «= qp, Л +1 * Г dla pewnyoh p,q,r. Mamy wówozas 
(w,wk ) e R(3f). (wk»wk+i) e ВНЙ), (Wk+1, в) с h(3)« Jest więc 
Dej(w,W. ) $ n - 1 < n, 1 na mooy lemmatu 4.2* istnieją takie W', 
w ", (w't p) e r(3), (w", q) e r(3) oraz Dg (W', q) + Dg(W",p)
■ D^(w, qp) < n, zatem Dej-(W,q) < n, D^(w", p) < n. Na mooy zało­
żenia indukcyjnego istnieją 1-wywody:
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(Wq, W^, q) słowa q z W' w J ,

(W£, W», p) słowa p z W" w ^  .

Następujący wywód na mooy lemmatów 4.4. i 4.5. jest lewostron­
ny :

К  W£, w; W", ..., qW”, ..., qp, r, ..., s)

na mooy leuunatu 4.5 na mocy lemmatu 4.4

jest więc zatem (wj W^, s ) e LR (л5) czyli (w,s) £ Lr (-\5).
Lemmat jest zatem prawdziwy dla każdego skończonego wywodu w 
-J , ożyli na mooy wyników § 2, dla każdego słowa W.

L e m m a t  4.7

Niech W e » (5) i niech V., V , V będą wszystkimi1  ̂o  *“różnymi bl-redukcjami słowa W w . Wówczas istnieją takie 
W1 i W2* P’ P1 ’ p2* "** pm» że na8^9PUjące zdania są prawdziwe:

1. W., nie ma redukcji w ^ .
2. Wg nie ma konsekwenoji w .
3. ( P,p.jJ e G (\j) dla i « 1,2, ..., m.
4. W « W1PW2.
5. Vx » W-)P4W2 dla 1 *“ 1*2> •••» m>
6. V± e N (y) dla ............... .

D o w ó d

Skoro (WjV.jJ e LBr(\J), to istnieją takie W1 , W2 oraz 
(P,Pi) £ g( \i), że W - W^PWg, - v»-)P;lW2* Ponieważ 
(PW0,p.W„) e r(\J), zatem na mooy lewostronności redukcji (w,V. )c. i c ^  / e~\ '
wynika, że W. nie ma redukcji w . Ponieważ W e N 1,-0) i W. PГ*' ftfma redukcję w \J , więc nie ma konsekwenoji w л) . Tak więo
prawdziwe eą tezy 1, 2 i 4 lemmatu. Jeśliby dla pewnego J zaoho-
dziło W ■= W^ Q Wg, Vj * Ŵ' q W£, W.,' nie ma redukcji w J ,
(Q,Qj) e G (^)i P ć 0, wówczas byłoby:
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1. Albo Q < Ŵ  , oo niemożliwe, gdyż W1 nie ma redukcji w \5 .
2. Alto Q < W2, oo niemożliwe,gdyż wówczas P < W1 i W.,' mia­

łoby redukcję w \S .
3. Albo (р,р±) , byłyby zazębione, oo niemożliwe w g (/30.

Tak więc P * Q. Wynika stąd, że dla każdego i = l,2,...m
W - W1PW2, V± - W1p±W2, czyli (P,P±) e G (tj) dla każdego i - 
■ 1 , 2 ,  ..., m. W ten sposób wykazana Jest prawdziwość tez 3 i 5 
lemmatu. Aby udowodnić 6, należy zauważyć, że dla każdyoh V^, V* 
takich, że W± « W^ V* 1 ^  118 redukcję w , musi być 
w1pi < ^1» W1 nle 1,13 redukoJi. Wynika stąd, że V* < W2,
zatem V* nie ma konsekwenoJi, ożyli e n (\J), co końozy do­
wód.

Twierdzenie 4.1

Na to, aby (w,s) e r (3), potrzeba i wystarcza, aby (w,s)eLR(3) 
Jeśli przy tym W nie ma konsekwencji, to każde słowo 1-wywodu 
s z W w 5̂ Jest postaci normalnej.

D o w ó d

Jeśli (w»s) e k (\Ś), to (w,s) с LR (\S) na mooy lemmatu 4.6. 
Jeśli (w»s) G LR to (w,s) e r(̂ J), ponieważ relacja LR Jest 
zawarta w relaoji R /patrz definioje 4.1, 4.2, 4.3/. Jeśli W 
nie na konsekwencji, to na mooy lemmatu 4.1 W e N (̂ j). Z lemma­
tu 4.7 wynika, że l-redukoja słowa w postaci normalnej jest w po­
staci normalnej, oo znaczy, że 1-wywód ze słowa w postaci normal­
nej zawiera tylko słowa w postaci normalnej. Cbdo.

Twierdzenie 4.2

Niech r ( w )  > 0. Na to, aby było"J

potrzeba i wystaroza, aby dla pewnej lb-redukcjl V słowa W w 
zachodziło

W e 3(3),
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D o w ó d

Jeśli W & to istnieje takie s e в(\£), że
(w,s) €. r(\?). Ponieważ r (w) > 0, zatem W / s i istnieje wy­
wód

(w» W1f Wg, •••) » s )

w -J o długośoi m, m > 0. Na mooy lemmatu 4.6 istnieje wywód 
lewostronny:

(w, v2, .•<» vk-1, s )

o długości к > 0.
Zatem Jest (v.,, вД e LR ożyli e s(^f) oraz V1 jest
lb-redukcją W w \5 .

Na odwrót, Jeśli pewna lb-redukoja V słowa W należy do
8(3) to i W należy do s(rS). Cbdo.
Twierdzenie 4.1, 4.2 oraz lemmat 4.7 stanowią zasadniozy wynik 
tego paragrafu. Pozwalają one sprowadzić analizę wszelkich wywo­
dów do analizy 1-wywodów, podają ponadto strukturę słów, wyetę- 
pująoyoh w tych wywodach. Wyniki te znajdują zastosowanie w pa­
ragrafie następnym.

6. KONSTRUKCJA JEŻYKA i}

Niniejszy paragraf jest poświęcony wykazaniu, że dla danego 
Języka typu 3 istnieje para Języków J01 1 ^ 2» ^ Р и 1» 0 
następujących właściwościach.

Rozpatrujemy słowa W w alfabecie terminalnym języka ,
Dla każdego takiego słowa tworzymy słowo <x A W u , gdzie a, A , 
u nie wchodzą w skład alfabetu . Języki -51 i posiada­
ją wspólną gramatykę i rozłączne bazy /przeliczalne/. Pozstrzyg- 
nięcie, czy słowo W jest słowem terminalnym Języka •ó Jest 
równoważne rozstrzygnięciu, ozy słowo а X Wcj jest słowem ję­
zyka ozy Języka i^2#
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Języki i aą tak skonstruowane, że słowo postaci
« A W <o Jest słowem aTbo Języka albo Języka 3}^. Ponadto
mają one tę właśoiwość, że każde słowo, będące redukcją słowa 
a AYf co posiada co najwyżej Jedną bezpośrednią redukcję. Języki 
tego typu będziemy nazywać językami p r o s t y m i .

Ostatnie twierdzenia tego paragrafu stanowią zasadniczy wynik 
pracy, tzn. sprowadzanie rozstrzygania problemu przynależności 
słów W do Języka \J do rozstrzygania problemu przynależności 
odpowiadających im słów do Języków prostych lub SS

W dalszym olągu tego paragrafu Język , Jeśli nie będzie po­
wiedziane inaczej, będzie językiem typu 3.

D e f i n i c j a  9.1

Przyporządkujmy każdej produkoji (X,y) e G (\j) slement 
pewnego zbioru, rozłąozonego z Alf (\S), zwany n a z w ą  
dukcjl (X,y). Niech przyporządkowanie to będzie wzajemnie 
noznaczne. Niech relacja:

(X , y, p) e. Prod (^)

zaohodzi wtedy i tylko wtedy, gdy (X,y) e G (\f) i p Jest 
wą tej produkcji. Skońozony zbiór nazw wszystkich produkoji 
matykl G (5) oznaozać będziemy przez 91(3). Zbiór З Ш )  
na uporządkować i nieoh np. relaoja " < " będzie relacją, 
ra ustala porządek w zbiorze

D e f i n i o j a  9.2

PI (л$) ■ £ X,y,z I (x,y,z) e Prod (tł) i dla każdyoh u,v, 
kich, że (X,u,vJ e Prod (50 zaohodzi v < z j.

Słowami: (x,y,z) należy do PI (3) wtedy i tylko wtedy, gdy pro- 
dukoja (X,y) e G ( )  ma najwcześniejszą nazwę z wszystkich pro­
dukoji o poprzedniku X.

P2 (\5) ■ I X,y,z I (X,y,z) e Prod (\j) i dla każdych u,v, ta- 
kioh, że (x,u,v) e Prod(\j) zachodzi z < v j.

Słowami: (x,y,z) należy do P2 (\j) wtedy i tylko wtedy, gdy pro-

Р
pro-

jed-

naz-
gra-
raoż—
któ-

ta-
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dukcja (x,y) e G (\SQ ma najpóźniejszą nazwę ze wszystkich produk- 
oji o poprzedniku X.

N(3). { x,y,u,v | istnieje takie Q, że (Q,x,y) e Prod(5f),
(q,u,v) e Prod (3) i у < v oraz dla każdych z, w,
takich, że (o,z,wJe Prod (л5) zachodzi w < у lub 
v < w | .

Słowami: (x,y,u,r) należy do N (-ó) wtedy i tylko wtedy, gdy wśród
produkoji o tym samym poprzedniku produkoja o następniku u ma ko­
lejną najwcześniejszą nazwę po produkoji o następniku x.

P r z y k ł a d  5.1

Przyporządkujmy produkcjom Języka 5]} /przykład 1.1/ nazwy r^ 
w następujący sposób:

(a*°)
( a , t )

i®»*)
(b,u)
(t,e)
(*»*)

Trj : (of,t)
(ou,r)
(eu,e)
(▼w,u)*10

i niech porządek wśród nazw 
ćnlkami: W ustala relacja między wska-

rl < rJ i 4 J.

Wówczas zachodzą następujące relaoje:
a,o,r1 J e Prod (\j) (a,w,r3 ) e P2 (3),
cf,t,r?)e Prod (3) (t,f,r6 )e P2 (3) .
a»o,r1 ) e PI (3) (ou,v,r8)e P2 G »  .
t,e,r5 J e PI car) (o,r1 ft,r2) e N (5)
0U»v *r8) e PI (5) (e,r5,f,r6 ) e ir(3)
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oraz

(а»*»г4 ) i Prod & )

(a,t,r2 ) i Pi (tf)
(t,e,r5 ) i P1 (30
(a,t,r2 j P2 W  .

D e f i n i o j a 5.3

(а,с,г., ) ф P2 ($) , 
(o,r.,,w,r3 ) ф N , 
(t,r2,o,ri j j. N (л?),

Nieoh symbole 
a, A , w

będą literami, nie należąoymi ani do zbioru 9} (\f), ani do zbio­
ru Alf(\f). Nieoh x,y oznaozają dowolne elementy zbioru 
Alf(30 U{«,u}.

Oznaczymy przez (3 (л$) zbiór par (X,y) , gdzie X i Y są 
słowami w alfabecie

Alf (£?) u 9K\j) U j a , A , /i , u j

i gdzie słowa te spełniają warunki określone w tabeli 1.
Na podstawie definicji 5.1 i 5.2 można łatwo stwierdzić, że 

każdemu słowu X o postaci х А у bądź х  ̂у lub x jx у od­
powiada dokładnie Jedno słowo Y, określone w powyższej tablioy.

P r z y k ł a d  5.2

Poniżej przedstawiamy niektóre z par słów, należące do ($ (ф). 
ф "  język określony w przykładzie 1.1.

( а А а, а с T^fi) nr, 3 ,
( 0 Я г1‘ tr2-W) nr 5 ’
( w К, гз» а 2 ) nr 6 ,
( a A b , c ^ b )  nr 2 ,
( o A u,, vr8/u ) nr 1 ,
( т^/i a, ar., p. ) nr 9 ,
( T^/JLU, nr 1 0 .
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Tabela 1

X У jeśli w a r u n e k Nr

x X у

UV/i II (xy,u,v) e P1 1

I J У fl (x,y ) e Sp (£j) 2

xuv// tt (y,u,v) с P1 (£f) i (х.у) с Zg (gf) 3

xy A .V pozostałych przypadkach 4

x Tf У

UV/( jeśli (x,y,u,v) « N(^j) 5

Uv j И (Uv,x,y ) e P2 (5) 6

?yx «1 ус9МЗ) 1 x e Alf(ST (3))UH 7

xy? w pozostałych przypadkach 8

X  у

У Х Д jeśli x€ 9} (30 1 y * “ 9

«ух tl xc (30 1 у = w 1 0

X А у •' x ■ a 11

MW w pozostałych przypadkach 12

D e f i n i o j a  5.4

Językiem Ą  (3) nazywamy parę gdzie
93., (\5) - j x I X - c t X s u R  i s e B ( ^ j ) i  R jest słowem w 9} (\$) j.

Językiem -S2 (3) nazywamy parę ( @ ( 3 0 ,  S , (5)) gdzie 
5§2 (5) = |x I X » cn W  ̂w  i W jest słowem w Alf^ST (^))|.

Zauważmy, że Języki (3) i S 2 №  mają identyozne grama- 
tyki, tak więc relacje redukcji i konsekwencji zaohodzą lub nie 
zachodzą równocześnie w obu językach. Zamiast więo pisaó

będziemy pisać r(4^ (-j)j . Podobnie będzie­
my pisać BR (\?))» LBR (/0 (\\)) oraz « №  (Щ.

D e f i n i o j a  5.5,
ęw

Język /dowolnego typu/ nazywamy p r o s t y m ,  jośli 
dla każdego słowa W Języka \J istnieje dokładnie jedno takie 
V, że (w,v) e BR(5).
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Twierdzenie 5.1

1. ifi,№ ,  b(S2 (?)) są zbiorami rozłąoznymi, przeliczalnymi.
2. sCC (3)) jest zbiorem skończonym.
3. а л® ) , я г т  są językami typu 1, prostymi.

D o w ó d

1. Zbiór takioh s,że s e В (\j) Jest skońozony z definloji 
Języka typu 3. Zbiór (\f) Jest skońozony, a więc zbiór słów R 
w alfabeoie 91 (5Q jest przeliozalny jako zbiór wszystkich, cią­
gów ekońozonyoh, utworzonych z elementów zbioru skończonego.Wyni­
ka stąd, że zbiór słów postaci л A s o R jest przeliozalny.
Zbiór Alf(sT (31) jest skońozony, zatem zbiór wszystkich słów w 
alfabecie Alf^ST jest przeliozalny, skąd zbiór słów oiW^o
jest przeliczalny. Zbiory В(5^ C5)) i b (£2 (\j)) są rozłąozne, 
gdyż jeśli X e b( ^  (\S)) to Л e X, jeśliby było pray tym
X С BtC2(3)), to w słowie postaoi a W -y co występowałaby lite­
ra Л , wbrew określeniu W.

2. Zbiór poprzedników X produkoji (X,y)cg(/£ i-ó)) jest 
skońozony na mocy skończonośoi Alf (st(3Q). Każdemu poprzedni­
kowi odpowiada dokładnie jeden następnik w gC2 Stąd zbiór 
wszystkich produkcji gramatyki G (̂ )) Jest skońozony.

3. Z postaci produkcji gramatyki a 18 » )) wynika, że jeśli 
(x,y) 6 g(£ { Щ  to d(x) - 3, d(Y) :» 2. Gramatyka G(ЛЗ
jest ponadto niepusta oraz na mooy punktu 2 niniejszego twierdze­
nia, skończona. Wynika stąd, że zarówno Język (5Q Jak i Ję­
zyk i)2 (5) jest typu 1 .

Aby udowodnić fakt, że języki (\̂ ) i i}2 (^) są proste, za^ 
uważmy, że bazy tyoh Języków zbudowane są ze słów zawierająoyoh 
dokładnie jedną z liter A ,^ , /j i że relaoja bezp. konsekwen­
cji tę własność zachowuje. Wynika stąd, że każde słowo języka 
£ , ( 3 )  1 i ? (3) zawiera dokładnie Jedną taką literę. Ponadto 
każde takie słrjwo, na mooy określenia gramatyki, posiada o o naj­
wyżej jedną bezpośrednią redukcję. Stąd zarówno język 
Jak 1 język X*2 ($) Jest prosty. Cbdo.
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Jeśli słowo xW nie ma redukcji w л5 i nie jest sprzeozne w 
\S, to

( x A W, xW a) e R {£ [ Щ .

D o w ó d

Jeśli d(w) * 0 to teza lemmatu Jest ooaywista. Załóżmy, że 
lemmat Jest prawdziwy dla d(w^) < n, n > 0 i że d(w) ■ n. Ist­
nieje wówozas takie q, że W - qW1, d(w^) ■ n - 1 < n i W1 

nie ma b-redukoji3w t! .
Wówczas

( x Л qW1, xq Л W1) e R (fi (3))
z produkoji o numerze 4 oraz

(xq A W1, xqW1 л) e R (i} ($))

z założenia indukoyjnego. Ponieważ

x Л qW1 - x A W, 
xqV/̂  A ■ xW A

zatem lemmat Jest udowodniony.

L e m m a t  5.2
Dla każdego słowa W w Alf (3) 1 dla każdego re 9} (5 ) jest:

(r M  W, WrM ) e R (fi (3))

D o w ó d  analogiczny do dowodu lemmatu 5.1 z tym, że korzysta 
się z produkcji o numerze 9.

L e m m a t  5.3

Dla każdego słowa W w Alf (^) 1 dla każdego x e Alf (^j 
zaohodzl

L e m m a t  5.1
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( x у W, xW*) e R (fi (Sjfj).

D o w ó d  analoglozny do dowodu lemmatu 5.1 z tym, że korzysta 
się tutaj z produkcji o numerze 8.

Ł e m m a t 5.4

Dla każdego słowa W w Alf (\?) zaohodzl

( » P i  MWo) e

D o w ó d  analoglozny do dowodu lemmatu 5.1 z tym, że korzysta 
się tutaj z produkcji o numerze 1 2 .

Ł e m m a t 5.5

Jeśli słowo W w Alf (\j) nie ma Ъ-konsekwenojl w i
Г €  (tf) , tO

( w * r, 1 rW ) e rC£

D o w ó d  analoglozny do dowodu lemmatu 5 .1 z tym, że korzysta 
się tutaj z produkojl o numerze 7.

L e m m a t 5.6

Jeśli słowo^ W w Alf (^) nie ma redukojl w 3  1 ot W jest

(« A W, « W я) e R (fi (30).

sprzeozne w S  to

D o w ó d

Ponieważ « W jest sprzeozne, więo na mooy deflnlojl 3.2 Ist­
nieją takie U, 7 że

<* W • uxyV 1 (x»y) G Sp (30 .
Można założyć, nie zumiejszająo ogólnośol rozważań, że słowo Ux 
nie jest sprzeozne w .
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Jeśli U «= # to x * et i w « yV, а Л W - xAyVj na mooy pro­
dukcji o numerze 2:

( x A yV, x ■y yv) e BR (i} (л$)) /1/

i x-yyY - ot ̂  W, co z uwagi na lemmat 5.3 daje

(» 3 w, » W j ) e R (i? (30), /2/

co w przypadku U - kończy dowód.
Jeśli U ^ wówczas U » 1

« А V/ ■ a A U^xyV .

Ponieważ U^x nie ma Ъ-redukcji w •»> i jest zgodne w za~
tem, z uwagi na lemmat 5.1, mamy:

(«. A U^xyV, л1Цх AyV j e r (I} (\$))- /3/

Na mooy produkcji o numerze 2

(« U.,x Л yV, (xlilX -y yv) € BR (i? (5))

1 zgodnie z lemmatem 5.3:

(»o1 X ^ yv, w^xyv-jj) e R (Д} (£?))

co końozy dowód, ponieważ w. U^xyV jj ■ a Wy. Cbdo.

L e m m a t  5.7

Niech W - WiPW„ będzie słowem o postaoi normalnej w Alf (3 1 
dkW. P nieoh będzie zgodne w 4  i nleoh V\ , V0, ..., V będą» ^  I <L Ш
wszystkimi lb-redukcjami słowa W w -J oraz niech r1,r2,...,rm 
będą nazwami produkcji przeprowadzających /patrz § 1/ słowo W 
w słowa v-i»v2' •••» Vm* °dP°wiednio.
Załóżmy ponadto, że dla każdego i ■ 1,2, ..., m-1 zaohodzi 
r.̂  < oraz że słowo W^P Jest zgodne w ^  .

Wówozas mają miejsoe następująoe relacje:



1. (a X W w  , (X Л V1 w r1 ) e R (£ (SD)
2. (a V j j w  r±, a X V±+1 u r±+1 )e Я  {£ (%)) i - 1 ,2, 

3* (* Vm * °  V  * w f«) £ R №  $)).

D o w ó d

W myśl lemraatu 4.7 Jeśli słowo W ma postać:

W ■ W1 P w2

i ff1 nie ma redukcji oraz W2 nie ma konsekwencji w , 
wa są postaci

Vi " W1piW2 1 " 1»2» **•» ш 
oraz spełnione są następująoe relaoje:

6 Prod (3) i - 1,2,

Niech P * xy. Wówczas

a X W c o * « A W 1 xy W2 cj .

W.j nie ma redukcji w , zatem na mooy lemraatu 5.11

^ Aw.,xyw2cj , a w1 л xyW2o) € R CC (30)

x nie ma redukcji w , zatem na mocy produkcji o numerze 

( « W ^ x y W g Q  , « W 1xXy W 2w) e BR (i* (!$))
i na mooy produkoji o numerze 1

(o>W1xXyW2w, a W1p1r1/U W 2<o) g BR (i* (^ )). 

Zgodnie z lemmatem 5.2

(a w1p1r1 (̂.w2 W  , a. w1 W2r1(a cj) e R (fi (3Ś))

№  8 O PROBLEMIE CZYTANIA DLA PEWNYCH JEŻYKÓW FORMALNYCH
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i na mooy produkoji o numerze 10:

(a W1P1W2r1/u.cj , a.W1P1W2yj.cj r1 ) t BR ( £  (\J )). /6/

Z uwagi na lemmat 5.4 i z określenia :

« W 1p1W2 fi« r1 - ^  /7/

i

( (X V1 /ł cj r1, cx /д. V1 co r1 ) fc R (fi (3)). /8/

Na mooy produkcji o numerze 11:

(a yu oj r^ , a Л cj r^ j e BR (5 (3)). /9/

Zbierając /1/ - /9/ otrzymujemy pierwszą z relacji, stanowią- 
oyoh tezę lemmatu dla P ■ xy. Jeśli P ■ y, dowód Jest analo- 
giozny, z tym, że zamiast produkoji o numerze 1 stosuje się produk- 
Cję o numerze 3. Ponieważ w Języku występują jedynie produkoje
0 poprzednikach albo postaoi xy albo postaoi x / \5 Jest typu У, 
zatem relacja 1 tezy lemmatu Jest udowodniona.

Przechodząc do relacji 2, mamy z określenia V^:

a V±y w  r± ■ « WlPlW2j w r± /10/

1 na mooy produkcji o numerze 8 jest:

(<*wlPlw2 l co rt, r±) e BR (ii (30)

oraz z uwagi na lemmat 5.5

( a W l P i W2 u 1( r i »  a W 1 pi 3  r i W2 ° )  e R ^ ) )  • / 1 1 /

Stąd na mooy produkoji 5:

( * w1pi2[ riw2w » a W lPi+1ri+1/^W2“ ) « BR(^ (^)) /12/

!
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Dalej analogicznie Jak w /5/ - /9/ tego dowodu, mamy kolejno:

( <xW1pi+1ri+l/'lW24J » * W1pi+1W2 ri+lAŁuł) 6 /13/

(№W1pi+1W2 ri + 1 ^ u ’ й W1pi+1W2>tW ri+1 ) e BR ̂  / U /  

a W1 Pi+1 W2/a o ri+1 « * Y±+1 r±+1 , /15/

(a V i+1^u ri+1 * 01 A1, Vi+1 w  ri+l ) e R /16/

(»У- У1+1Ш  ri+1 * * Л Vi+1W  ri+1 ) e BR (i? (30) . /1 7/

Relacje /10/ - /17/ dają łąoznie relację drugą tezy lemmatu.
Relację 3 dowodzi się analogio śnie Jak relaoję 2 z tym, że ko­

rzysta się zamiast z produkoji o numerze 5 z produkoji o numerze 6, 
ponieważ produkcja (p»Pm ) w przyjętym uporządkowaniu najpóź­
niejszą nazwę, a zatem zachodzi relacja

(P* V  rm ) £ P2 ®
Chdo.

Ł e m m a t 5.8

Przy założeniaoh i oznaczeniach poprzedniego lemmatu, Jeśli 
W1P Jest słowem sprzecznym w \5 , wówczas

(«. Л W w , а ) e R (jO (\S)) .

D o w ó d

Jeśli oiW.,P Jest słowem sprzecznym, to albo eW1 Jest sprzeoz­
ne, albo »W1 ■ Ux, p * yv i para (x,y) e Sp(̂ i). Nie może być 
bowiem sprzeczne słowo P, jako poprzednik produkcji gramatyki
o(3). (W

Jeśli oiŴ  jest sprzeczne, to ponieważ nie ma ono redukcji w -J, 
więc z lemmatu 5.6 wynika
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(a Л Wl PW2 o  , « W., -j PW2u) g *(fi (3))

( a  W 1 ^ PW2 w  , wW.jPWgju) e * C 8  (5 ))-

Jeśli «w., nie Jest sprzeozne, to po n i e w a ż  n i e  m a  ono r e dukcji 
w  \J , więc n a  m o o y  lemmatu 5 .1 *

(« A W 1 PW2 ło , « W 1 A PW£oj) с R ( 5  ( 3 0 ).

Nieoh <xW1 ■ Ux, P ■ yV. Jeet więc

a W 1 X  PW2 co »  U x  А у V W 2 u > .

/ \ ^
Para (x,y) m u a i  być s p r z e o z n a  w  -J , gdyż w  pr z e c i w n y m  razie

s łowo « W ^ P  - UxyV nie b y ł o b y  sprzeczne, w b r e w  założeniu. Jest
w ięc n a  m o o y  produkcji Nr 2 :

( Ux >yW2u , Ux u yW/ju) e BR (£ (50)
i uwzglę d n i a j ą o  l e m m a t 5.3

(UxjyVW2W , UxyVW2j«) € R (fi (3)),
co w o beo UxyVW2 ^<*> » <x ff ^ o  k o ń c z y  dowód.

W n i o s e k  5.1 •

Jeśli c*>Wco Jest sprzeczne w  i W  nie m a  r edukcji w  J  to 

(a A Wuj, a W j o )  6 R  (fi

D o w ó d

Jeśli « W  Jest sprzeczne, to n a  m o o y  p o p rzedniego lemmatu 
j » X W u ,  < x W ^ c o ) e R ( i }  (5 ))

J eśli « w  Jeet zgodne, to n i eoh

1 z lemmatu 5.3:
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a W - Ux

i wówczas M u  . U x o . Ponieważ Ux Jeet zgodne w 3  , więc pa- 
ra (x,w) musi byó sprzeozna. Jeet więo:

(ал w «о, awAo) e R (/C (30) 
na mooy lemmatu 5 .1 1

« П о  ж Ux A co ,
( U x A u ,  Uxjjoj) C BR {Si (5)) 

na mocy produkcji nr 2 , oo wobec równośoi 
daje tezę wniosicu. a w » Ux

Ł e ш и a t 5.9

Nleoh W będzie słowem o postaci normalnej w Alf(^). Prawdzi­
we są następująoe zdania:

(1) Jeśli W e S (3) to dla każdego słowa R w 9^ (3) Istnie­
je takie słowo R # w (3) oraz takie ■ e B(tf), że

(<x A W «  H, « X a u E ' ) e  r(J0 (3Q).

(2 ) Jeśli W f. S (30 to dla każdego słowa R w <H (3) zachodzi

(л A W <0 R, a w - j w  r) e R ( f i  c n ) .

Dowód przez lndukoję względem rzędu г J w )  słowa W.
A. Nleoh ^ (w) - 0; wówozas W nie ma redukojl w .
A1.Jeśli W e S (3) to W e В (\j)i zdanie (1) Jest prawdziwe 

dla 8 - W, R' - R.
A2. Jeśli W ф S (\f) to w myśl lemmatu 3.2 # W  u  Jest ełowem 

sprzecznym w 3  i z wniosku 5.1 wynika 
(a A w'coR, ciW^wR) 6 R (JO m ,  00 dowodzi /2/.

B. Nleoh rg(w ) * n > 0 1 aieoh lemmat będzie prawdziwy dla 
r^(w) < n.

Skoro W Jest w postaol normalnej, to
W - W1 PW2
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W. nie ma redukcji, W_ nie ma konsekwencji w л5 , P Jest
(poprzednikiem pewnej produkcji w GW/.

Nieoh (p , p±) e g (30 i - 1,2..... m będą wszystkimi pro­
dukcjami o poprzedniku P w gramatyoe g(-J), ustawionymi w takiej 
kolejności, że jeśli

(p, p±, т± ) с Prod (30 i - 1,2,..., m,

to r± < rj wtedy i tylko wtedy, gdy i 4 J.
Wówczas na mooy lemmatu 4.7 wszystkimi lewostronnymi redukojaai sło- 
wa W w \5 są słowa:

Vi “ W1pi W2 1 " m.
Jak wynika z twierdzenia 4.2 na to, aby było W e S (30 potrzeba

i wystarcza, aby dla pewnego k, 1 4 к < m, było

Vk £ S (3Q .

B.1. Nieoh W e s(30« Można założyć, nie zmniejszając ogólności 
rozważań, że dla 1 < к Jest

Vx f s(30, Vk e S .

Ponadto, słowo л W w Jest zgodne w ^  .
Z uwagi na lemmat 2.5 Jest г з(7 )̂ < n i i “ 1*2,...,m i z  za­

łożenia indukcyjnego

(л X cj rx, <x Vl3 w rx) e R № ( 5 ) 1  1 - 1 , 2 ..... k-i

oraz z lemmatu 5.7

гх, « Л Vl+1w rl+1 ) e R (Д} ($)), 1 - 1 , 2 ,  ..., k-1.

Łąoząo te relacje, otrzymujemy

( 2f^ ^ * л X 40 г1+1 ) ^ ^ C® (5)) , 1  •» 1 ,2 , ..., k—1 ,
co daje po k-1 krotnym zastosowaniu prawa przeohodniośoi dla re­
lacji R(i*(30)

^  Л V1 co r1, а Л vko  rk) e R (Д* (30).
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Ponadto, na mocy lemmatu 5.7

(«А W u ,  o.XV1 <*>r1) e R ( £  (\$j)

oraz z założenia indukcyjnego

^  Л Vk co r k , « A s  w R " )  e R (5  (лО) d la  pewnego s e В ( t J )  .
Z trzech ostatn ich  r e la o j i  dostajemy

(а Л W co , с<Л s w R " ]  e R (-2 (50) ,

o ż y li d la  każdego R, oznaczając R ' = R "  R 
| a A l łu R ,  a. A s o  R e  R (-£ (\j)) , oo dowodzi prawdziwości zda­

n ia  / 2/.
B .2 . Nieoh W ф s(5 ). Wówczas, na mooy tw ierdzenia 4.2 d la  każ­

dego i ,  i  * 1 , 2 , . . . , m  zachodzi

У± i S ($0 .

B .2 .1 . Niech W., P będzie zgodne w ^  . /Umożliwia to stosowa­
n ie lemmatu 5.7/.

Je s t  w ięc, ponieważ rg-(Vj) < n > z założenia indukcyjnego:

(o, A V± u r±, а  ̂w  r± ) . « ( i  (3)), 1 . 1 , 2 ..... ..

oraz z lemmatu 5.7:

V^^<or^,(xA ^ i+1 ^  ^i+1 }   ̂ ^ l1̂))^ i * 1 >2 , . . . ,  m—1 • 

Łąoząo powyższe relaoje, otrzymujemy:

(a A » a ^ ^i+1 w r i+ l) ® ^ t"̂ )) >  ̂ж 1»2, ш—1.

Stosując m-krotnie prawo przeohodniośoi r e la o j i  R (,£ (\ j ) )  otrzy­
muj emy:

(<* A V1 w  Г1, a A Ym o  rm) e R (£ (Ш).

Ponadto, z lemmatu 5.7 mamy:

(w A w co,o.Av1 u) r j  e r (/C (\J))

-VKi.Mu —mi •*-
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oraz

|л И щ  u  гш, aW-jo) e R  te (5)).

Zbierająo trzy ostatnie relacje, otrzymujemy:

(<* Л w w  R, a W-j co r ) e R (Д} (30)

dla każdego R.
B.2.2. Nieoh W1P będzie sprzeozne w *0 .

Wówozas na mocy lemmatu 5.8 mamy dla każdego R:

^ K A W o R ,  a W i u  r| e R  te W ) ,

oo końozy dowód we wszystkich przypadkach. Cbdo.

Twierdzenie 5.2

Nieoh W będzie słowem w Alf (\j) i nieoh W nie ma konwek- 
wencjl w -J . Wówozas:
1. Jeśli W e S (3) , to СИ л W co £ S te,©)).
2. Jeśli W ^ S  (\j),to a Awco e s(i?2(̂ j)).

D o w ó d

Twierdzenie Jest bezpośrednim wnioskiem z definicji 5.4 i lemma— 
tów 4.1 i 5.9.

Ł e m m a t 5.10

Dla Języków (\J) określonych def. 5.4 nie istnieje ta­
kie X, że X Jest słowem języka /S1 (3) i X Jest słowęm języ­
ka i?2 (30 .

D o d ó d

Przypuśćmy, że tak nie Jest, tj. że pewne X jest zarówno sło­
wem Języka ^ ( 3 )  Jak i języka Istnieje więc taki oiąg

Wo’ W1 * •••» / V
I

I
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że n  >  О, X  ■ WQ, Wn e . № , 1 9 1  oraz

 ̂ ) e Br ( ^  (*j)) d l a  i ■ 1,2, ««« , n 

Istnieje też oiąg

v0, V1t ..., Vn /2/
taki, że m  }  О, X  » V 0 , 7 m  с b № 2 № )  oraz

(»l-1>T ł) 6  B R (-C 2 1o ' , > , 2 .........  “ “ J  *  ' T o ' V
z faktu, że Języki W J  1 s ą  proste i m a j ą  w s p ó l n ą
gramatykę, wynika, że W 1 ■ V 1 . Podobnie w 2 " V 2* l t d * Nieob
n  <  m; w ó w c z a s  m a m y  wn “ vn 1 n a  m o o y  / 2 /  zachodzi r e l a o j a
(Wn , vB)e и С С 2 Ш  ; Jeśli m  *  n, m a m y  “ we 1 na и°оу / 1/
zachodzi r e l a c j a  (ym » wn ) * < я , т .  Zatem d l a  pewnego S e b(3i),
s ł o w a  W w  Alf (л5) 1 słowa R w  91 (\jQ m i a ł a b y  miejsce J e d n a  z
d w ó o h  r elaojl:

(ok A S <o R, сч W^«o) e R C C  (5)) ,
(a W j«, <* A S <o R)eR(jC (30) ,

oo nie Jest moż l i w e  z u w agi n a  pos t a ć  p r o dukojl g r a m a t y k i  g (4J (30) 
Cbdo.

Ł e m m a t 5.11

Niech W będzie słowem w Alf (\f) 1 nleoh W nie ma konsekwen­
cji w \f. Zaohodzą wówczas równoważnośol:
1° W e S (30 wtedy i tylko wtedy, gdy а Л W w  e s(/C1(3f)^.
2° W j. S (30 wtedy 1 tylko wtedy, gdy a Л W<o £ s(,02(30)-

D o w ó d
1°. Jeśli W m to z twierdzenia 5.2 wynika, że

« A Wło e 3 ^ ( 3 0 ) .  Jeśli W j. s(3f), to z tegoż twierdzenia wy­
nika, że <* A W <o e s(A?2(\f)) skąd na mooy lemmatu 5.10 wniosku­
jemy, że « A Woj ^ s(i*1 (^)).

2°. Jeśli W (i s(30, to z twierdzenia 5.2 wynika, że 
л A W co e s(i?2(\J)) . Jeśli W e s(3), to z tegoż twierdzenia
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wnioskuj emy, że a A W o  e s№,(5)) skąd na mooy lemmatu 5.10 
wnioskujemy, że <x Л w co s(i?2 (л50).

Twierdzenie 5.3

Dla każdego języka $  typu 2 istnieją takie języki o wspólnej 
gramatyce i}., i J02, typu 1, proste oraz takie słowa X, Y, że 
dla każdego słowa w Alf (J?), nie posiadająoego konsekwenoji w 
prawdziwe są następujące tożsamości:
1° W e S ($) wtedy i tylko wtedy, gdy XWY s. s ( Q ) .
2° w c s ( $ )  wtedy i tylko wtedy, gdy XWY с s{£2).

D o w ó d  wynika natyohmlast z lemmatu 5.11 i twierdzenia 1.1.
Na marginesie twierdzenia 5.2 1 lemmatu 5.9 należy zwróoió uwa­

gę na fakt, który wynika z dowodu lemmatu 5.9. Jeśli słowo W w al­
fabecie Alf (3) jest poetaoi normalnej w oraz W e S W  to 
wówozas Istnieje takie słowo R, że

(«. A W o  , » b w R ) e R ( i  ($)).

Słowo R Jest zbudowane z nazw produkcji gramatyki &(хУ), przy 
czym anallzująo dowód lemmatu 5.9 i etosująo zasadę indukcji, można 
wywnioskować, że kolejne /począwszy od prawej/ litery słowa R sta­
nowią nazwy kolejnych produkoji, określających wywód słowa s ze 
słowa W w -J .

Słowo R reprezentuje to, oo nazywa się r o z k ł a d e m  
s y n t a k t y o  z n у m słowa W w .

P r z y k ł a d

Następujący przykład wywodu słowa "aaaba" dotyozy określonego 
w przykładzie 1.1 Języka ф ,  typu 3, który jest równoważny języ­
kowi , typu 2. Produkoje gramatyki języka Q  (£$) nie będą ex- 
plioite wypisywane. W przykładzie będą wykorzystane tylko sohematy 
produkoji, wymienione w definioji 5.3.

W wywodzie tym opuszozono niektóre słowa wywodu w języku -£(^), 
pozostawiono Jedynie słowa postaoi л X W u> R i Ponad-
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to, słowo R będzie zbudowane ze wskaźników "i" zamiast z nazw 
produkoji "r^, litery <x , w  będą /z małymi wyjątkami/ opuszozone.

Słowa wywodu są ponumerowane kolejno w ten sposób, że słowa 
a A W to R i # W j u R  otrzymują ten sam numer. Pary sprzeozne w 
л w u  są podkreślone.

Wywód jest zilustrowany wykresem, którego znaozenie Jest nastę­
pujące: liczba zakreślona kółkiem reprezentuje słowa wywodu, zao­
patrzone we wspólny numer równy danej liczbie. Strzałki ciągłe re­
prezentują relaoje bezpośrednich redukcji w Języku Numer przy 
strzałce ciągłej prowadzącej od słowa X do słowa Y określa pro­
dukcję z G ( ф  ) przeprowadzającą słowo X w słowo Y. Strzałka 
przerywana prowadząoa od słowa X do słowa Y określa relację re­
dukcji w języku Д}(ф).

Ponadto, wywód lewostronny słowa "aaaba" został w przykładzie 
przedstawiony w postaci dwóch innyoh diagramów, z których pierwszy 
przedstawia wywód tego słowa w języku 5$, drugi - w pierwotnym ję­
zyku $ ,  równoważnym ф .  Linie poziome podkreślają ciąg liter, 
przeprowadzanych przez produkoję w pewną literę napisaną bezpośred­
nio pod linią. Liczby, wypisane po lewej stronie takioh linii okre­
ślają numery odpowiednioh produkcji. Widoozny jest bezpośrednio 
związek między ciągiem tyoh numerów a słowem R, występującym w 
ostatnim słowie wywodu w Języku i? (̂ }).

1. «. Aa a a b a cj
2. Ac a a b a
3. Ло o a b a
4. Ao o o b a
5. Ac o o u a
6. X о с v a
7. A o o y o
7. o o t  o ^
8. A o o y t
8. o o y t
9. Ao o y w
10. A o o u
1 1 .  A o  Y

1 1

1 1 1

4 1 1 1

8 4 1 1 1

1 8 4 1 1

1 8 4 1 1

2 8 4 1 1

2 8 4 1 1

3 8 4 1 1

0 3 8 4 1
8 10 3 8 4
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11. с У к
10. 0 0 u s
9. с с V w X
6. с с У a If
5. с 0 0 u a K
4. с с 0 Ъ a
12. A 0 с t Ъ a
13. A с с е b a
14. А с с е u a
15. А с с__3 a
15. с с S a к
14. с с е u a I
13. с с е Ъ a 1
16. A с с f Ъ a
17. А 0 t Ъ a
18. А 0 е 0 a
19. А 0 е u a
20. А с__s a
20. 0 S a и
19. 0 е u a и
18. 0 е b a и21 . А с f b a22. A t b a23. А е b a
24. А е u a
25. А s__a
25. s a к
24. е u a
23. в b aи
26. Ок b a
26. f b a к
22. t b a к21. 0 f b a %
17. 0 t b a й
16. с с f b a u12. 0 0 t b a 6

•Ĉ-CNJ Ao с_ w b a

10 3 8 4 1 1 1
3 8 4 1 1 1
8 4 1 1 1
4 1 1 1
1 1 1
1 1
1 1
2 1 1
5 2 1 1
4 5 2 1 1
4 5 2 1 1
5 2 1 1
2 1 1
2 1 1
6 2 1 1
7 6 2 1 1
5 7 6 2 1 1
4 5 7 6 2 1 1
4 5 7 6 2 1 1
5 7 6 2 1 1
7 6 2 1 1
7 6 2 1 1
6 7 6 2 1 1
7 6. 7 6 2 1 1
5 7 6 7 6 2 1
4 5 7 6 7 6 2
4 5 7 6 7 6 2
5 7 6 7 6 2 1
7 6 7 6 2 1 1
7 6 7 6 2 1 1
7 6 7 6 2 1 1
6 7 6 2 1 1
7 6 2 1 1
6 2 1 1
2 1 1
1 1
1 1

8
10

3
8

4
1

2
5
4
9
9
4
5
6
7
5
4
9
9
4
5
6
7
5
4
9
9
4
5
6
6
7
6
7
6
2
3

t
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27. 0 0 wЪаH 3 1 13. 0 сaъ аn 1 128. A 0 t aъ а 2 129. Л c__eaъ а 5 2 129. 0 eaъ а* 5 2 130. А сf aъ а 6 2 131. Л t aъ а 7 6 2 132. Aaaъ а 5 7 6 2 133. A eсъ а 1 5 7 6 2 134. Aeсuа 4 1 5 7 6 2 135. AeV а 8 4 1 5 7 6 2 136. AeV _с 1 8 4 1 5 7 6 2 136. eV 0 % 1 8 4 1 5 7 6 2 137. A ev_t 2 8 4 1 5 7 6 2 137. eV t2 2 8 4 1 5 7 6 2 138. AeV w 3 8 4 1 5 7 6 2 139. еu 1 0 3 8 4 1 5 7 6 240. A sco 910 3 8 4 1 5 7 6
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