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EXPERIMENTAL DETERMINATION OF OVERRE-
LAXATION COEFFICIENTS FOR THE LAPLACE
EQUATION IN CYLINDER COORDINATES WITH
MIXED BOUNDARY CONDITIONS

by Teofil PIWECKI
Zdzistaw SOKOLSKI

Received November 13th, 1965

The authors discuss an improvement of the relaxation
method for the solution of Laplace®s equation /1/ with
boundary conditions /la/. The residuals were succes-
sively removed by an overrelaxation process.

The values 'p" of corrections were obtained from
p = PO/H*; PO being the residual, H, - the overre-
laxation coefficient. It was shown that the use of
three different coefficients: Hj - for the nodes on
the axis of-symmetry, H2 - for the upper boundary,
and H - for all other nodes is advantageous.
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Examinations have been made in April, 1964 by the authors, at the Comput-
ing Centre P.G. using the ZAM-2 Beta digital computer.
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< for upper boundary:

243 + N4 - 4c~0 =0 , /2bv/
e for lower boundary: S

** r*M S A "fh - « o - O > /2°*
e for axis of symmetry (r = 0):

Ul +u>8 + ~ - 6o = 0 . /2d/

In the above formulae cfF Q,pl1l, 2» 3»”™ 4» denote the values
of the function U> 1in points O, 1, 2, 3, 4, n = rQ/h respec-

tively, where rQ determines the abscissa of the central point 70"
/fig. 2/, h 1is the mesh size.

Fig. 2.
As it is well known the relaxation method consists - in accept-
ing the values of the funotion at all nodes of the integration
region: on the boundary known - aooording to boundary conditions,

and arbitrary at the remaining nodes, and in a correction of the
latter whloh lasts until equations /2/ are satisfied with the re-
quired aoouraoy in the entire region.

As the assumed values of the funotion generally do not sat-

isfy equations /2/, their right hand sides do not equal zero but a
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certain residual Fq. The relaxation oonsists Just in reducing
residuals Fq by means of adding an appropriate correction p to
the value of the funotion u1>0.

We determine the oorreotion p as the quotient

Q. mA on n
where for the internal nodes FO =4*1 +c¢”™3 +—-2n~"2 +-2 “
- and defines a certain coefficient. After adding the
oorreotion p to Q one obtains the corrected value of the func-

tion

and the new residual in the central point will be equal to

K *<«i +43 +"£r"4r +J 15124 " 44'0o m po - m Fo(l1 ~\)
K.Fo (1 ) . N
As is seen from formula 74/, for « 4 the residual will be

zero, thus an ordinary relaxation will be applied. For H~<4 the
oorreotion will be greater than it is needed to change the residu-
al to zero, thus overrelaxation will be applied. For H.~>4 the

oorreotion will be smaller than it is needed to ohange the residual
to zero, thus underrelaxation will be applied.

This paper alms at the determination of suoh values that
are neoessary to obtain the shortest time needed for the solution.

While investigating, it appeared that under the given boundary
conditions, the speed of the oonvergenoe of oorreoted values of
the funotion to the proper solution was various at different points
of the region. This prooess was the slowest on the axis of symme-
try and on the upper hound. It suggests the idea of applying dif-
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Fig- 5.
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DA MRS OV THE GOE @ AODS
KR ATHNING ORCION IMUAT

by Teresa DESPERAT
Tadeusz Wiestaw DESPERAT
Andrzej KIELBASINSKI

Received April 2, 1966

The paper deals with practical aspects of a choice
of the alternating direction method parameters for
Poisson’s equation on a rectangle. A modification
of Peaceman-Rachford algorithm is proposed, doubling
a convergence speed. Experimental results illustrate
discussed problems.

IAY

gives a good approximation to zero in the interval [6 » 1 - £] ,
for some £ e(o, 0.5). /e shall call integer p the degree .of
the function <a>(A).

Authors [1] propose the following algorithm:

let be any number from

we choose the first parameter C1 so that the function

1 -a, A

Hestevdle p atrepata -s.
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The values ok [ w 2,3.___. P-V are computed in the same way
as in algorithm @):

ak 0 + P ak-1 /3%3/

till the inequality ak >a* holds. /In this way we determine the
value p/.

An experimental oomparison was made of the funotion oonstruoted
aooording to the modified algorithm (3) with the funotions oonstruo-
ted according to the primary algorithm (2). The results confirm
our hypothesis, that it is possible to obtain in this way the funo-
tion, whioh approximates zero in jj, with aocuraoy of the
order p~”, and has almost the same degree p as a funotion oon-
struoted in algorithm ().

An advantage of the proposed algorithm is that it doubles the con-
vergence speed of the method.

It is easily seen that we obtain the best bound for the error when
the equality

holds, i1.e. when the value of the last parameter is not "arti-
ficially™ imposed, but belongs to the recursively defined sequence

Hence,- a construction described in algorithm (3) oan be
slightly improved, not by ohoosing the degree p of the funotion
> (A)for given e and p , but rather by determining the value p
for given e and p 1In such a way that the last faotor of the
rational function ¢ (A) :

1-aA
P

1 +a X
P

?
takes the value - ~ at the point A= 1-£. In order to find

we obtain from (3) and (4) the following equation:
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1+ 1 - g2 (N -p\2M
1. 21 2 V1 +
where e and p are given numbers. Denoting e/ - € by z we
have:
242

1 - o0\2 " /1 -
-z =0 /5/
F - 1+

It is easily seen that the root p* of this equation lies between

n n and ~ * ~2* whiere is a root of the equation

and p2 1is a root of the equation

1 -P\2M
1 +
. 0
Now ~ where u = z2p and 1+v where
In order to evaluate numerically ~ a biseotion method or any
other method can be used*
The choioe of the optimal value = e for given e and p

being known, the following question may be put: for whioh p does
the process (3) give the most rapid error requotion? This problem
is not solved in a theoretical way. We obtain the following experi-
mental results:

Table 1.
N * convergence
popt y opt rate
10 6 0,185 0.756
20 7 0.206 0.589
30 8 0.204 0.522
45 8 0.230 0.467
55 9 0.214 0.444
65 10 0.201 0.426
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where m and M were some positive parameters, We found experi-
mentally that if m and M are greater than unity, then the im-
provement obtained is insignificant. For example, if N = 30, p = 8,
m=M= 1 the error of approximation is 1.5410 - 2 while for
\M=m« 1.5 it is 1.4610 - 2. It seems that any essential improve-
ment of this method can’t he expected by fitting an appropriate m

or M. The. advantage of the proposed algorithm is a considerable
simplicity of the realization.

All numerioal experiments described in this paper have been com-
puted on the oomputer G 1 ER at ZON /Computing Centre/ of War-
saw University.

Fig. 1.
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AN APPLICATION OF NUMERICAL METHODS TO

EXAMINE THE PRACTICAL STABILITY OF SOLUTIONS
OF ORDINARY DIFFERENTIAL EOUATIONS

by Jacek OLSZEWSKI

Received March 14th, 1966

The paper presents modifications of certain theorems
of the Liapunov’s direct method and a practical sta-
bility test method based on them. The Ffirst theorem
concerns practical stability of solutions of linear
differential equations, the second one - on practi-
cal stability of solutions of linear equations under
persistent disturbances. The presented method can be
applied in digital computers.

The problem of the practioal stability of solutions of ordinary
differential equations oan be presented in short.

The system of n equations is given

at = "kX1* x2, xn* t) kK= 12, ..., n

or recorded as veotors

X = x(X, 9, /1/

where the coordinates of X and X are respectively: XN Xyngems

xQ and X,, X2, Xy, .- Concerning functions X7, X2, ..., XA
assume that

x(o,t) = 0 O«t™*T

The particular solution, the stability of which is to be ascertained
iss
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xX@® =0 O< t« T = /2/

We denote by H @ the spherical surface with the radius a and
its centre in point x = 0, thus the points for which [[x]] = a
belong to H@ , and by 8@ - the space bounded by the surface
li@ /MxA < a/. The solution 72/ will be viewed as practioally
stable, if for three constants e , ~ and T /e> 0/, given
in advance, the following statement holds: it results from
x(o0)eS(™) that x(t)ts(e) Tor O<t<T.

IT the general solutions of equations /1/ are known then the
stability of the solution /2/ can be deduced direotly from it. In
many oases it is very difficult or even Impossible to obtain the
general solution of system /1/. The method of examining the stabil-
ity, known as the second Liapunov method, does not require the
knowledge of the general solution of system /1/. Let us present
the modification of one from among the theorems of this method on
praotioal stability. In further considerations the main role will
be played by a certain class of scalar functions V(*, t) assum-
ing that:

1. they are oontlnuous and have continuous partial derivatives of

the first order in the region S () for O< t™ T
2. there exists a oertain oonstant m > 0 suoh that

VX, " m for XxtH () and o<t<T and
VX, ©) >m for xeH(T) and O«t<T =

It follows from assumption 1 that there exists grad V(x, 1®
and the derivative of the funotion V(x, t) oan be computed along
every trajectory desoribed by the system of equations /1/:

VX, ©) X grad V(x, © +-—

Xgrad V(X, © +—m =
Theor,en 1

IT a funotion V(X, t) exists suoh that Its derivative oomputed
along the trajeotory of the system /1/, satisfies the oondition
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V(x, © <0 for xeKne,™) and Os t4T = /3/

where «k(e ,y) denotes the region in which occurs x| Ne,
then the solution /2/ is practioally stable.

Proof

Consider the trajeotory of the* system /1/ described by point
x(t) , fTor which x © e s(™) and suppose that it passes through the
spherical surface H(p), this signifies that for a certain moment
of time T/0«T~T/ x”"™t K@,*p) - The value of the function
V(x, t) decreases along each trajeotory in the region K(e,ij?)-
Therefore none of the trajectories oan reach the surfaoce H (e) -

As is seen, the most difficult problem is to find the function
V(x, ) satisfying all above given conditions.

For differential equation systems:

dxi n
~ N M JANX] N= 1 N> eeen n

it iIs conveniet to accept that v(x, ) 1is a quadratic form:

n n

V(x, ) *2 21 alJW Xi XJ *
j:

Then, the derivative of the function V(x, t) 1is also a quadratic
form

n n
AX> ®) -2_11 gl biJ ) xi xj *
1=l =

where b”™ (® are expressed by RjjE and aij®
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bii oo mdlt— - 2X pji ajin) 1 = 1»2»
bijOo = dlt @~+ 2 + PKJjAKIA
k=1 L

Assuming, according to DuboSin that the coefficients
are functions given in advance, the functions a*j(t) are
described by the following system of linear differential equations:

n

Aall = p1e@ -2 Pjr(DAN i % 1,2, ee=» nj
j=1
/4/
da
dtl) 4 twij ~ S  [PKi~Wj + pkjrt)eki]
K=1

To ascertain the stability of solution /2/ it now suffices, ac-
cording to the ahove given theorem, to accept suoch b"j ft) which
satisfies the condition /3/, and find even one particular solution
of the system of equations /4/ satisfying the assumption 2 of the
function “/(x, ©) . Assumption 1 is satisfied as V(x, t) 1is ac-
cepted as a quadratic form.

The initial conditions, otherwise the values a” (p), being
given for the function a*j (t», the solution will be obtained by
means of a numerical integrating of equations /4/. After e”ch in-
tegrating step, we shall check whether the conditions

vE»?)S$ m for X € H(P) and

V(X,t)> m for xeH@®
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are satisfied. ITf so then for all moments of the tiime T /0«T<"iy(
the solution /2/ may be treated as practically stable, "ron the ge-
ometrical viewpoint the above conditions mean that all points of

the surface described by the equation
w

V&,T"Jem /5/
belong to the region K(t,p) , 1i.e.:
max "D(xmY*4 £ and

rain (Dxm))>7 1

where ~(xw) is the distance between the beginning of the system
of coordinates and point xm being on the surface described by
the equation /5/.

As v(X,T™ 1is a quadratic form with ooeffioients
max J and min*L)Ga)™ will be expressed by means of the great-
est and the smallest eigenvalue of the matrix ~a~j ()" <

It is easy to see that

max R Gm)N=— , and
minfl-)

min (cRW ) m;”x_ ,

where are eigenvalues of the matrix

It iIs therefore enough to cheok whether

“n¥né> _?5 and

max®™ 1~ u2 e

The computation of all values A"™t) is not especially diffi-
cult, as the matrix of ooeffioients of quadratio form is syrametri-
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cal. It, however, requires a relatively big amount of counting. In
this case methods oan he used that permit to estimate the upper
and lower bound for @M(T) by means of a few simple operations.
The simplest of them is the method of eigenvalue localization,known
as GerSgorin oircles [2]. It is hased on the theorem that points
representing eigenvalues of the matrix on a °omplex
plane, belonging to the region which is the sum of n oircles:

lat1(M - s _ ¢ a+k(T) i — 7] Vyeoel n ¢

Eigenvalues of the symmetrical matrix are real, thus, we can write:

n n

am(t - s KM @gaiiw+ 1 BikI
k=1 K=1
k*i k+1

1 =1, 2, e, n .
i
We then have for ijt) the upper bound & (r) and the lower

one I(r):

n
L @V reax(@lx() + laikM | )
1 k=1
k+i
1 = 1in(alxCm xik U 1)
k=1
k+1i

Somewhat better estimation of values iff) and 1() gives t
method of Cassini ovals [2]. The proper theorem is the following:

points representing eigenvalues of the matrix {aij(T)] » belong
to the region whioh is the sum of nMm”~~ " ovals:
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n
3 - S - a_._ i
axl(m) it i« %1 JaikM |E—1
k+i k+j
i, d=152, . n

Proceeding similarly as previously, we obtain

=1 k=

k*i k+J

k-1 =1

k+i K+j i, J=1> , .e.jn, i "]

i'e values L) and I will be determined by the solutj

and >C0 of A quadratic equations:
n n
S* qw amw - s alk@® aJid
k=1 k=1
k+i k+j
d=1, 2» meej N, i N
_ we obtain :
15w

L® :na_x_;ﬁijw) and
1]

i = min(s,.--

"o id(4 yw )
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It follows from the above that the checking of the assumption 2
of the function VFfx, t) consists in numerical integrating of equa-
tions /4/, and that for every moment of time t= 0, h, 2h, 3h,...

T, where h 1is an integration step, the validity of the be-
low given conditions is being cheoked as follows :

T and
o
it
where L (@) and i (@) are determined by means of one of the two =

above presented methods.

The oroblem of ascertaining the practical stability of the solu-
tion /2/ is more complicated, as the equation system /1/ is the one
of nonlinear differential._equations. In many such cases it may be
helpful to modify a little the theorem on stability under persist-
ent perturbances proved in its initial form by Malkin ["3™

We shall consider the system of differential equations
X = XX, ) + hx, B | /6/

where the functions dA(x, t) are perturbances assumed to be small..
We shall write this assumption as follows :

IR, O], for xts(e) and O<t<T, ~>0,
The particular solution, the stability of which is to be stated
is also:
x(t™ = 0 . N 77/

Now, we shall treat the equation system /1/ as the one of simpli
fied equations, perturbances not being taken into account.

Theorenm 2

If a funotion V(X, t) exists such that its derivative, com-
puted along the trajectory of the unperturbed system /1/, satisfies
the condition :
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v(X, for : e k(e.,Ip) and o«t~T , [/8/

where /x 1iIs a positive constant depending on e and y , and
also if the conditions

i=1,2, --.,n dla OEt< T,
x ek(e,y)

and
VI < nM

will be satisfied, then the solution /7/ of the equation system
/6/ is practically stable.

Proof

.let n3 denote the derivative of the function v(x, ©, com-
puted along the trajectory of the system /<3/, by & B:

XGe,t) + 3ix,D7) grad v(x,t) + *)=
- 2>t

v(x,t) + (x,t) grad v(x,t)

Similarly as we did, let us consider the trajectory of the sys-
tem /6/ , described by point x(t) for which x(o0)e Y™ and
let us suppose that it passes through the spheric surface I
i.e. such t /"ST MY exists, for which we have x (t)e K.(e,)-

I"or points belonging to the region k(e ,17) we have

/X, 1) Ry ¢ )

- =+
=1 bx+

x+n M), « -p+nMiL<0 ,

which means that along every trajectory of the system /6/ in the
region , the value of the function v(X,t) decreases.
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Therefore, none of these trajectories will reaoh the surfaoce n(e).-

Notice, that this theorem permits us to examine the stability
of solution /7/ even when the forms of function R(X,t) are un-
known, for example, they may be some external, accidental influ-
ences, noises and so on, in physical and technical processes.

Let us also notice that in the case of a nonlinear differential
equation system ;

X = X(X, B

the above theorem allows us to solve the problem of ascertaining
the practical stability of solution :

x(t) =0
by a method similar to the above described, for this purpose we
rewrite our equation system as follows:

X = CJx, © + /X, B j 79/

where Xj X, t©) denotes the linear functions of variables x*,
—--, Xn, and \y(l>» t) do not comorise terms of a lower order
than 2 because of x|, x?) . XN

Further we shall treat \,(x> 0 as perturbations disturbing
the system :

X =2Z & © /10/1

In order to apply theorem 2 to this case such a value p. must be
accepted for which occurs the following

FE>n M max (Jaw &OID for x eh(t™) and OQ4t< T ,

Now, similarly as for linear differential equations, we may assum5
that the function v(x,t) 1is a quadratic form
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and therefore, this function derivative, computed along the trajec-
tory of the system /10/, will also be a quadratic form

>
>

0 =1£ X hijoo*! xj
i

The relations between aj(t) and b.~(@® are given in the form
of equations /4/.. "/ further proceed as in the method which makes
use of theorem 1, and we assume such funotiohs b"j(t) which sat-
isfy condition /8/. Besides examining whether the assumption 2 of
the function v(x, t) is satisfied, one has to check whether for

all moments of the time T= O, h, 2h, 3h, T the following
occurs!
S(yj(x’r) W for xeK@.p , 1=1,2, ...,n.
-C.

It Is easy to prove that in case v (x ,t) is a quadratic form with
coefficients U the above condition can be written as follows

i = ...i)q

j=1 4el

Both presented theorems are particular cases of theorems con-
tained in position [jT] , where a more general idea of the practical
stability iIs considered.

Mow, in the Computing Centre of the Polish Academy of Sciences
work is being carried out in which the described method is applied.
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APPROXIMATION OF THE SOLUTION OF A UNIFORM
SHELL DEFORMATION CAUSED BY THE DETONATION
OF THE EXPLOSIVE CHARGE OF FINITE THICZNESS
by Franoiszek LAJBISCH
Received May 4th, 1966

The deformation of a thin shell with a constant
surface density caused by a detonation front is
considered. An exact solution of the obtained
mathematical problem 1is given for the case of
a charge of infinite thickneaa, The properties
of this solution are described. Two theorems on
the approximation of a solution for the case of
a charge with finite thicknosb are proved.

Paper [3] presents a solution of the problem of a deformation
of an initially plane shell with a oonstant or linearly variable
surface density produoed by the pressure of detonation products
of an infinite explosivelcharge. Three cases are considered. In
each of them the flow of burnt products is found behind the detona-
tion wave, in the class of simple waves, i.e. the veotor of the
flow velocity

= (U, v, w) is =T(a) , where a is the sound speed

By means of a certain theorem from paper |Vj the solution of this
problem was reduced to the solution of a nonlinear system of ordi-
nary differential equations, the initial conditions being given.
In this way the proof of the existence of an exact solution of
this problem was obtained. Moreover, for the first case the solu-
tion is in a finite form. For the two remaining ones the solution
is obtained by means of integration systems of ordinary differen-

tial equations. It was carried out on the ZAM-2 computer, using
a standard subroutine.
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The applied method permits to reduoe multidimensional quasilinear
systems of partial differential equations of a hyperbolio type of
certain Cauohy’s problems to the systems of ordinary differential
equations. This proves the existanoe of the solution. The method
also deserves attention because of a high degree of accuracy of the
obtained numerioad -results, an easy way of programming, and a short
time of computing.

The assumption ¢ an Infinite thickness of the detonation charge
is essential. In pr otice, there appear only charges of a finite
thickness.

The present paper gives the solution of the problem of the de-
formation of the shell with a constant surface density iIn the case
of a detonation wave propagating in a charge of infinite thiokness.

The properties of this solution are described, as well as the
difficulties appearing while considering a oharge of finite thiok-
ness. Two theorems were proved on the approximation of the problem
solution in the oase of a finite explosion oharge by means of solv-
ing a oase of infinite thiokness.

1. THE PROBLEM DESCRIPTION

Given a thin plane shell of a oonstant surface density, contact-
ing a uniform detonation oharge of a oonstant thiokness d. A
plane detonation wave, normal to the nondeformed part of the shell,
propagates in the detonation oharge with a oonstant velooity U.

Assume that Chapman - Jouguet conditions on the detonation wave
are satisfied and that the flow of burnt products behind the de-
tonation front .oan be desoribed by means of gas dynamic equations.
Moreover, it is aooepted that the shell deformation occurs in a
way which does not permit a direct interaotion of separate elements*
Assuming that the origin of the frame of reference is on the straigl>
line of the shell intersection with the detonation front, and con-
sidering only a plane oase because of the oonstant surface density,
one obtains the following mathematical problem.
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Find the flow, described by the equations of gas dynamics

K1
at+uax+v_ay+ 2 a\}JX+Vy

2
*y  + ¥ 0
ut YUy T VUY K-1 a*ax

2
- u- + +
vt UV VLYY a*ay 0

limited by a free line, depending on the solution and starting in
point x =0, y =4d, onwhich a= 0, and such that for x = 0O,
O0< y”~ d the Chapman - Jouguet condition is satisfied

u@@»yttv = a, v, Yy, th =0 /1.~N*/
and which on the line

x =£(a» tj* Y =V(a» b) /1.3./
satisfies the flow condition:

vV "1t m -70" “ +”a- v . nn./7r

The curve /1,3./ depends on the solution of the set /1.1./ and
can be determined by the equations

2K
- - = . (a(ot; '
m0 (g: t) ?a p‘ Ia(a* t)/\Kl
oK /1.5./
K-1
MO e *«(«» *) - —-{«e V «c )

and by the initial conditions

E(*1I -%$)- o)I?(a; -8) . o,
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E£t(a’ ~u) = u» Vtiar u) =0~ /1<6./
Here, a 1is the sound speed, a - the critical speed, p -
the critical pressurel' , u, v - componenté of the velocity veo-

tor of the flow of the burnt products, K - the adiabatic exponent,
the parameter a 1is a Lagrange’s variable. This variable is chosen
so that for a <o is 0) =a , 17(01; 0) = 0 and in point x=0,
y = 0 the condition a+ U»t = 0 1is satisfied. Here t is the
time, U - the known constant speed of the detonation wave propaga-
tion.

2. FORMAL SOLUTION OF THE PROBLEM

The vector 'r(a; © = 1 ; )] describing the shape
of the deformed shell is sought for in the form

. df r&‘Jj
J=r@); b= at+tu-e=t see [

the equations /1.5./ take the form

2K

W /2.1./
v °2- "~ un -

the conditions /1.6./ are

5(°) = 0.7 (0) = .y

kK j° ) = ™ 0

Critical speed and critical pressure are the local values of the speed of
sound and of the pressure in the points where the speed of flow equals the
speed of sound.
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and the flow condition /1.4./ is

e /2.3./
One has to find the flow that satisfies the condition u = ,
v * 0, on the interval OC /fig. 1 a/, flowing around the curve OA,
and being limited from above by a free line CB, on which a = O.
The curve OA depends on the flow, and is to be determined by equa-
tions /2.1./ and conditions /2.2_/.

In the hodograph plane i, — we obtain the following image
of the flow /fig. 1 b/. ar ar
Fig. 1a

Assume the existenoe of a stationary solution cf the considered
problem. It is justified by a oonstant surface density and by the
aocepted oonditione on the detonation front.
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The curve OA corresponds to the curve 0"A", the segment OC is
mapped into point 0", the entire epicyoloide 0°D" corresponds to
point O. The image of the flow of burnt products in a hodograph
plane is therefore limited by the curve 0"A", the epicyoloide O"E*
and the arc of the maximal speed D"f %a ", It follows from the theo-
rem proved in [3] that

Jor= cosm?;, n- sin$, /2.4./

where - 1s the angle between the axis x and the tangent to
the curve OA.

Substituting /2.4./ for /2.1./ one obtains

2K
la \K“1
------- ~2 /2.5./
m «IT
and
Nz [ oosiw) do -———- N oaslk dorsz.6.s
o o /a\
ulJ
" 0 k r

where a = a@, K) is the value of the sound speed, depending on
the angle 8, and on the adiabatic exponent on the deforme<
part of the shell, therefore, on the curve OA, or on its
image O"A". In order to find the shape of the deformed part
of the shell, it is sufficient to find the image of the
curve in the hodograph plane, thus the funotion a = a(o, k}
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3. THE EXACT SOLUTION OF THE PROBLEM ON THE DEFORMATION OF A SHELL
WITH A CONSTANT SURFACE DENSITY IN THE CASE OF INFINITE THICK-
NESS OF THE DETONATION CHARGE

If the detonation oharge thickness is infinite, the free line
where a = 0 1is not to he taken into account. In this case, on
the basis of the theorem proved in [2] , the deformed shell is admis
sible as the Initial manifold for simple wave flows. Therefore,
there exists a simple wave flow satisfying the system /1.1./, the
Chapman-Jouguet condition /1.2./ and flowing around the curve

r = r (U . xt is known that the image of this flow is the entire
epicycloid O"ii". There occurs

3X0 tg V\ir)*“ 1 + aro MIIKM' ‘ /3.1.7

r (u) is a flow line for the burnt products, and its mapping is

the same epicycloide /3.1./. Substituting a = a(o, K), determined
from /3.1./ for /2.6./, one obtains an exaot expression for the
shape of the deformed shell. For K = 3 and

m ey2
_ =1

appropriate value £ and g are computed using the ZAM-2 com-
puter. The results are given in Table 1.

The relation

2K
e

being taken into account, the solution obtained may be presented
as follows
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m_ - =
7 I sin 6 d« /3.2.%
where
1-K / W *e
9 - - l7¢r) -1+ aro t g -1 j/73.3.7

It is evident from /3.2./ that any curve obtained In this way

is similar to the curve

0036 d8 /3.4_/
« - =-J
o P*
J
* C sinB n
o 4.

where 9 1is giyen by /3*3./ and.
m *U2
0

pe

is the similarity ooeffioient.

The flow of burnt produots is mapped on the entire epioyoloide.
It, therefore, results that the maximal angle of the shell devia-

tion is given by

For K - 1,4 n for K - 3, $n - - 37,3°.
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From the formula for the radius of the curvature R of a plane
ourve in the natural form

- 1
-fe 2 o 2
Sucj (too

one immediately obtains that the value of the radius of curvature
for the curve /3.4./ is given by

"This fact can be used when solving the given problem by a graph-
ical method.

For ~=0, therefore for =0, 330, p=" and

1 7w= °" LoT ° Su)=Qu *

With the formulae

AN ‘1 o
*
d*2 f»
one obtains
~ L
dl u)=0
4 fi

w“”° a « 02

and the development In the neighbourhood of £ m O

2 mQ. I

»
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It may be shown that

a
. tg 008 8 - sin 9
lie r
a<+o J

where ()a. determined from /3.1./, does not exist, and then it re
suits that the ourve determining the shape of the deformed shell
has no asymptote.

4. THE APPROXIMATION OF THE SOLUTION OF THE PROBLEM OF A UNIFORM
SHELL DEFORMATION IN THE CASE OF A CHARGE OF FINITE THICKNESS

The speed of the flow of burnt products on the detonation front
is equal to the looal speed of sound. Here, the system /1.1./ is o
a parabolic type. The two characteristics, existing in a stationed
case for a hyperbolic region, coinoide in the parabolio region.
Both these characteristics are normal to the flow line, and they
coincide with the detonation front. The region of influenoe of the
singular point in which the detonation wave reaohes the bounds of
the detonation charge, comprises the point in which the detonatiod
front reaches the shell. A simple wave flow /4/, does not exist i®
the oase of a finite thickness of the detonation oharge.

It, however, appears that in a certain neighbourhood of the de"
tonation front, the results obtained in the oase of an explosiT*
oharge of infinite thiokness, are an arbitrary good approximation

in the case of a oharge of finite thiokness.

For increasing d the line O0O"A" in the hodograph plane ap-
proaches more and more the epioyoloide O"E", given by /3.1./, &
the deformed shell - the ourve /3.2./. The following two theorems
-aJ1l. be proved.



«
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Theorem 1

For every e >0 and for every interval 1 =£9, 0 ; 9m < 9<0
there exists d = d (&,e) such that $6 and V~Vdj "6
for 9 ell.

Theorenm

For every e > 0 and for every “ralue d > 0 there exists an

interval | = j~9, oj such that I< 6 and IV ~ VdINE ~Or
06X

t = » 2] - is the solution for d =@

rd - id* ye] is the solution for a finite value d.

Let the curve OA present the shape of the shell deformed by a

charge with d =oo , and the ourve OB — the shape of the shell de-
formed by a charge with d<«*

Let the arc of the epicycloide O0"A" present the hodograph image
of the curve OA, in the hodograph plane, and the curve 0"B" - the
image of the ourve OB. The value p~< p(@®) fTor p = p(®) deter-
mined from /3.3./ is being ohosen so as to obtain

mOo*U “Sin 9 — 4 — )=6 . /4.1./7
(5)" b))~
Thus
m U™sin 0 = p(8)

~ <= 5 ——— /4.2./
E*p(9)+ nU sin 9

-~

It is known that

E-_ng d9
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9
.21 COS O na
U - - "ujTTpj- de”
(0]

where p (@) 1is given by /3.3/.

(®) 1is the pressure as the function of the angle

0 along
the curve OB, or O0O"B."

The maicimal difference among the solutions evidently appears for
the value 0 on the left end of the interval 1, therefore, for

0=0, it means in points A and B.

Points A and B correspond to the value O,

and pG®B = pl 1in
the point B or B*
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"i'hs
c0s 0\ g0 < m U2 fcosodo - L 1
w. ) 0 1] ?i p
= mO U2 sine/1 - 1-
and
0 sin S sin 6ejde ~ 10 u2@ - cos §(1 -
Vo7 s me v P @) " PdE);

Am U*sin0oCi.=*)
VP PI>

Such a charge thickness d should he found, for which the above
mentioned approximations occur. For this purpose let us consider
the characteristic starting in a physical plane, at point B and pas-
sing through the singular point x = O, y = d. The image of the
oharaoteristio in the hodograph plane is well known. In the physi-
cal plane the above mentioned oharaoteristio intersects thg axis
y in the singular point, making the angle PB=-]-+ ? -0c"2-)
where 0Q = 0(P)-®P-))» wEj) 1is the valueof 0, computed ac-

cording to /3.3./ for p = pl, and 9« =oc™MMr™ is to be computed
from the relation

0-0 5-* - Vfefar ** (yuo ‘< A-3-7
for 0= e * s the Mach angle determined by the relation
sin a *»a 2 2
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For a certain region 8 = arc tg the considered characteristic
forms with the axis x an angle which is no smaller than B /fig*
2a/. The exact shape of the characteristic in the physical plane
is unknown. It is known that

cos O -1
8).
W T >1()

When increasing the thickness of the charge so as to obtain

one gets the thickness d, for which the theorem 1 holds.

The proof of theorem 2 is based on the same construction, but
realized in a different order. One looks for such values p and
p* as to obtain

and B
sSin B
/9 /9

Pi tg(”™ + 2 - a(T

8 - is a funotion of p, determined by /3.3./
6g = 0@ - 8¢Y and the value &

should be determined from /74.3./.

The interval 1 = 8, 0 J where

8 1is the value 8 which according to /3.3./ corresponds to the
value p Tfound from the above mentioned equations.

The same relation among the values 8,£ , d 1is obtained by
both the above theorems.

Numerical results obtained by means of the ZAJ.1-2 computer are
given in table 2.
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The values of the functions:

P o
" C cos f sin 8 ,n
*3 j TTpr *92 ] d
0
and appropriate values 0 and £ -
Table
2
. E e h Vv
1.00 0.000 0.000 0.000
0.95 - 0.165 0.003 0.000
0.90 - 0.468 0.009 0.000
0.85 - 0.865 0.017 0.000
0.80 - 1.340 0.027 0.000
0.75 - 1.887 0.039 - 0.001
0.70 - 2.503 0.054. - 0.001
0.65 - 3.187 0.072 - 0.002
0.60 - 3.942 0.093 - 0.003
0.55 - 4.772 0.118 - 0.005
0.50 - 5.681 0.148 - 0.008
0.45 - 6.678 0.184 - 0,.012
0.40 - 7.777 0.229 - 0.018
0.35 - 8.993 0.285 - 0.026
0.30 -10.352 0.358 - 0.038
0.25 -11.893 0.454 - 0.057
0.20 -13.674 0.590 - 0.088
0.15 -15.802 0.797 - 0.143
0.10 -18.494 1.164 - 0.257
0.05 -22.352 2.060 - 0.594
0.01 -28.521 6.511 - 2.790
0.009 -28.820 6.990 - 3.052
0.008 -29.141 7.563 - 3.369
0.007 -29.490 8.270 - 3.766
0.006 -29.874 9.150 - 4.268
0.005 -30.301 10.319 - 4.946
0.004 -30.789 11.931 - 5.897
0. 003 -31.365 14.309 - 7.331
0.002 -32.080 18.366 9.843
0.001 -33.079 21.234 11, 683

0.000 -37.30 00 -00
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The thickness of the detonation charge depending on the defVrmatioS
angle and the admissible approximation error.

2 0 d
p
6= 0.1 0.9 - 0.46 0.047
0.8 - 1.34 0.086
0.7 - 2.50 0.146
0.6 - 3.94 0.246
0.5 - 5.68 0.426
0.4 - 7.77 0.779
0.3 -10.35 1.571
0.2 -13.67 3.825
0.1 -18.50 14.824
t= 0.01 0.9 - 0.46 0.020
0.8 - 1.34 0.065
0.7 - 2.50 0.159
0.6 - 3.94 0.338
0.5 - 5.68 0.687
0.4 - 7.77 1.404
0.3 -10.35 3.059
0.2 -13.67 7.846
0.1 -18.50 31.428
f= 0.001 0.9 - 0.46 0.027
0.8 - 1.34 0.120
0.7 - 2.50 0.316
0.6 - 3.94 0.701
0.5 - 5.68 1.451
0.4 - 7.77 2.998
0.3 -10.35 6.569
0.2 -13.67 16.886
0.1 -18.50 67.628
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DESCRIPTION OF THIS. PROGRAM OF
CRITICAL PATH®"S DETERMINATION

by Janusz JANOWSKI
Joézef WINKOWSKI

Received December 21th, 1965

The paper describes a computer program destined to
determine critical paths. The given solution may be
Used particularly in PERT programs. It presents ad-
vantage, as far as computation time is concerned,
e to the specific information layout, and the
elimination a superfluous reviewing of the storage.

Jhe mathematical method of the solving of the pro-
blen has been taken from the literature. But the
*dea of the program itself is the authors” and
Mi(irzej Salwicki’s original idea.

1« THE PROBLEM

Let (Oc) 'te a graph witdi a finite not empty set X of ver-
texes and the mapping ' , which assigns the set [XCX to every
X< X. Suoh ordered pairs 7%, yj of vertexes that y «I'x are

the arcs in (X,I[). The sequence (xq, - Xy ) determines the
~ath through vertexes xQ, ..., xQ. It is oomposed of aros

*1+1) (i =0, n-1) if xi+l €rxx for 1 =0, ...,n-1.
his path begins at xq and reaches x . If xq = xq then the

®ath is a cycle.

Further, we shall deal with special graphs. Let r—t be a map-
~bg which assigns to every xeX the set I~ xcX of the vy

which xe T'y. The graph ("»I) 1is the network of activities
Ifi

/1/ there exists exactly one vertex £ e X, called the starting
such that T“1 x = fi /i.e. the set I -1 £ Is empty/
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/2/ there exists exactly one vertex x e X called final such that
Fx =jd ,

/3/ there are no cycles in

/4/ the number I(x, y)> 0 corresponds to every arc (X, y) and
it is called its length.

The veftexes of the network of activities will be called events:
the arcs - activities, and the lengths of arcs - activities times.

The path (xm» eee» =n) length is the number
n-1
I(xXQ, ..., xn) =2 1CGa” xi+D)
i=0
and will be called the path time.

The problem we shall deal-with consists in determination the
longest from among paths £ connecting the starting and the final
graph events. The 4 -s tole longest of such paths if

1 (1 )=max 1(4) =

It is named critical path.

It is not difficult to notice that the problem is correctly for"
mulated. Indeed, because of /1/ - /3/ there exist paths from Xx
to x in a finite number. Evidently, there can be many critical
paths. All of them determine so-called critical subgraph. Those
events, which oritioal paths are going through, are the subgraph
vertexes, and its arc are the activities belonging to the critical
paths. :5very path of the critical graph with the starting Xx and
the final x 1is critical in the original network of activities.

2. THE METHOD OF SOLUTION

As (x,r) , being the network of activities, has no cycles, &
partial order can be introduced into the set of events assuming
Xty /i.e. x 1is earlier than y/ if and only if there exists
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a path from x to y. |If the path is the aro . ) then x
is called predecessor of vy and y the successor of x.

A complete order may he introduced into the set of events, be-
ing in accordance with the above described partial order. In other
~ords it has the property that x-i y Implioates x y /i.e. X
is earlier then y in the sense of a complete order/. It is suf-
ficient to arrange the events iInto a sequenoe according "to the fol-
lowing rule, x 1is the first element. The successive element is
the one of the events which does not yet appear in the sequenoe,
if all earlier ones in the sense of partial order appear in this
Sequence. The succession of elements determines the required oom-
Plete order. Evidently, x - is the first of them, and x - the
l-ast one.

Let d () be for x e X, x 4 x the time /i.e. the length/

the longest path from x to x, and let d(x) = 0. This val-
e will be called the earliest possible time of the event x. Re-
newing the events acoording to the sequenoe determined by the
complete order, d () oan be determined for all x £ X. Namely,
*hen d(xj has been computed for X x y one puts

d@y) = max(d(x) + 1, YJ
xef ™t y

suoh a way x 1is reaohed and <*(X) determined, d() is the
time of the longest path from x to x.

Let e(xj be for x £ X, x ™ x the difference of d(x) and
*he time of the longest path from x to x, and let e(X) = d(xj-
value e(x) will be called the latest admissible time of the
evrent x. It is the latest of the times, after which the event
Gbnot ooour, if the final event is to ooour at its earliest pos-
ile time. Beginning from the event k» where enx) =
putting

e(y) = min(e I - 1 ¢, X))
X £Ty
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in turn when e(x) is already known for y~_ X, e() oan he de"
terinined for all Xx 6 n.

It is easy to notice that e(X) = 0 and d(x)"e(x).

The equality occurs if and only if the event x is on one of
the longest paths from x to Xx, 1H.e. - If it is the vertex of
the critical subgraph. All arcs of the critical paths are the arcs
of this subgraph and there are no others in it.

Thus, the critical subgraph has the set of events for which the
earliest possible time is equal with the latest admissible time.

3. THE DESCRIPTION OF TH{) PROGRAM

Proceeding to the description of the program for the computer,
let us assume that all events of the network of activities are de-
noted by natural numbers not exceeding < , so that different nufl”
bers correspond to different events. Thus the events can be iden®
titled with their numbers, livery activity is determined by two e-
vents - the beginning and the end, and has a given time. To des-
cribe the network it is sufficient to give information on the ac"
tivities, as follows:

List of activities

beginning
end information on activity
time

beginning
information on activity

These are the program input data.

The list of activities is transformed after its input, it is
gistered and stored. Simultaneously, two new lists are being for"¥
of events and connections.
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The list of events is of the form:

event

the address of the information on
the position of the event

the number of activities reaching the
event

the number of activities starting
*I'ra the event

event

ZFe list of connections in its final version

event

the earliest possible
time

“he latest admissible
time

the address of the be-

ginning of the list of
Parting activities

1 + the address of the
of the list of
tarting activities

head

the address of infor-
mation on the reaoh-
aotivity list of reach-

ing activities

address of informati”
1°’n on the starting

x|\ E the list of
Uvity starting ac-
tivities
®fig
head

DETERMINATION

information on the
event

information on the
event

is the following:

Information
on the position
of the event

information on
the position
of the event
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The transformation of the list of activities consists in replacing
the numbers of the events by address giving Information on the po-
sitions of these events in the list of connections.

Thus it beoomes the following:

the address of information
on the position of the
beginning

the address of information
on the position of the end

time

information on the activity

the address of information
on the position of the be-

ginning information on the activity

Let us assume that the smallest components of separate information
are words. The address of Information should be understood as the
address of the information initial word.

The above given information structure can be characterized in
a scheme as given below. Directed lines lead from the addresses to
word*.; having these addresses.

1
event 1
the address of information

on the position of the event list of events
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event

r*event

event «wo—————————

the earliest possible

time

the latest admissible

time

the address of the beginn-

ing of the list of starting
activities —————— o _

1 + the address of the end
of the list of starting
activities———— ————————-

the address of information
on reaching activity»—————-

the address of information-
on the starting aotivity-—

the address of information
on the starting activity

the address of information-
on the position of the be-
ginning

the address of information
-on the position of the end

time

list

list

of connections

of activities

61
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the address of information
on the position of the be- I

ginning t

the address of information - PR
-on the position of the end list of activities
time I

The described information is build in stages. When the information
takes the final form, the action of the main part of the program
is finished and the results may be written in the required form.
Having the earliest possible and the latest admissible times of €’
rents, the critical subgraph can be pointed out as well as all iIn”
teresting parameters.

Stage 1. 2 a words are being reserved, simultaneously getting
the value zero. Then, subsequent information about activities is
read. If the activity begins with x and ends with y then 1 is
being added to the content of the words 2y th and @X + D-th =
Finally, after all information having been read, the oontent of
the word 2k-th 1is equalyto the number of activities that reach
the event k, and the content of the word (2k + D-th is equal
to the number of starting activities. With these data the next
stage of computation may begun.

Stage 1lI. All & pairs of words are being reviewed. If a pair
composed of 2k-th and @k + 1™~th words is not a zero one, the*l
the event K occurs In the network of activities. Then, an apprC
priate information is being made about the event in the list of
events, the head of the information on the position of the event
is recorded, and a place for the entire information on the posit*f
is reserved. Namely, knowing the number of already oooupled plao”®
for the list of connections, one may determine the address of I
formation on the position of the event. Knowing how many aotivit®
reach the-event and how many of them start from it, the size of
the list of starting and reaching activities may be stated. The €
tire information on the event, namely:
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event

the address of information
on the position of the event

the number of activities reaching
the event

the number of activities start-
ing from the event
is added to list of events.
The following information is added to the list of connections:

event

the number of activities reach-
ing the event

the address of the first not filled “
Up position of reaching activities

the address of the first not filled
N9 position of the list of starting
Activities

ibis information is a version of the head /the third position not

~eing filled up/. The list of starting and reaching activities is

Qot filled up.

~ connection with this, the address of the first not filled up

Position of the list of reaching activities and of the First not

billed up position of list of starting aotivities are addresses
the First words of appropriate lists.

Stage 111 consists in replacing the number”™ of events in the
list of activities by addresses, and in filling up of the lists
of reaching and starting aotivities in the list of connections.
Recessive information on activities are reviewed. Information on
events /the beginning and the end of aotivity/ are searched for in
list of events.

3ach of them comprises the address of information on the posi-
tion of the event, whioh can be rewritten in the list of activity.
~ the event is the beginning of the activity, then the address

the considered information on the aotivity is added to the list

starting aotivities being in the information on the position of
“he event. The address of the first not filled up position of the
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list is simultaneously increased. The end is handled likewise, tis
list of reaching activities being taken into account. After the &
tire list of aotivities has been reviewed, information on the ac-

tivity has the following form:

the address of information on the position
of the beginning

the address of information on the position of
the end

time
Information on the positions of events has the following form:

event
the number of aotivities reaching the event

the address of the beginning of the list of head
starting aotivities

1 + the address of the end of the list of
starting activities

the address of information on the reaching

activity
list of reach-
ing activities

the address of information on the starting )
activity list of start-
ing activities-

The third position of the head remains empty. The searohing fo*
Information on the event in the list of events is facilitated due
to its lexicographical order /if suoh one is arranged at stage III”
Then, the information whioh corresponds to the given event may be
found by dividing the list of about a half of it, and identifying
the half, containing the information. This half is divided once
more and so on, to the identification of information on the event®
In order to ascertain whether the information is in the given palZ*
of the list, it is sufficient to compare the identifying number
the event with identifying numbers of the extreme events in the
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above mentioned part. If this number is between them, then the in-
formation on the given event is in the segment of the list.

Stage IV consists in the previously described proper ordering
of events. "Phis is done by ordering the information In the list of
events so, as to place earlier events before the later ones. For
this purpose Information is sought on the event having no reaching
activities /initial/. This information is recorded first on the list
of events. From this moment it is treated as the first aotually con-
sidered one. In the Information on the positions of suocessors the
content of the seoond position of the head /the number of activi-
ties reaching the event/ is decreased by one. For this purpose the
entire list of aotivities starting from the event is being reviewed.
®ach position of the list is the informatlon.address on the appro-
priate activity that contains the address on the position of the
suocessor. This is the address of the position of the end. When,
the seoond head position of the information on the position of the
suocessor takes the value zero, the infoiroation on the suooessor
is being made and.added to the list of events, directly after .the
last information recorded there during the realization of this
stage. All components of the information formed may be reproduced,
having the address of information on the suocessor position, and
the Information itself. The number of the reaching activities is
the difference between the address of the beginning of the start-
ing Hat of aotivities, and the address of information on the po-
sition of the event Increased by 5. The number of the starting ac-
tivities is the difference between the address of the end of the
w<l3l of starting aotivities increased by 1, and the address of the
~ginning of the list of starting aotivities.

After having reviewed the entire list of starting aotivities,
the subsequent information is being taken into account out of those
~hloh are already reoorded in the list of events during the reali-
sation of the stage, but are not yet oonsidered. Further, one pro-
°eeds similarly as for the information on the initial event. Suoh
information always exists if the entire list of events is not filled
“P. It is easy to see, that in an opposite case there would be a
°*ole in the graph.



66 Janusz JANOWSKI, Jo6zef WINKOWSKI Prace IMM

Suoh a proceeding results In a situation wherein the final event
of the network is considered. Then, the entire list of events is d"
ready filled up and this is the end of the stage. From the way of
proceeding it follows that the information on an event cannot be
reoorded in the list iIf the information on earlier /in the sense oi
a partial order/ events are not reoorded. Thus, the successiveness
of the appearance of information in the list determines the require
complete order in the &et of events. The content of all the inform”
tion remains unchanged, but the heads of information on the posit!Q
of events, the oontents of the second position /the amount of aotl”®
vities reaching the event/ becomes zero.

Stage V. All information needed for writing the results is being
determined. Namely, the earliest possible and the latest admissible
times of events. It is assumed that the earliest possible time of

the initial event is zero. Following to the end of the list, the
subsequent Information on events is being considered. For every

event vy, the earliest possible time d{) Iis

d@y) = max(d () + I(X, Yij
xel“ly .

Therefore, it is sufficient to review the list of reaching actl-
vities, and adding their times to the earliest possible times of
the beginnings, choose the greatest of the obtained numbers. This
is the searohed d(yj- The times of the reaching activities are °
the information on activities, the addresses of which are in the
list. The earliest possible times are in the heads of information
on the position of the aotivity beginnings, and the addresses of
the latest are in the information on the activities. These times
are determined in advanoe, as the proceeding goes on in accordance
with the oomplete order in the set of events, thanks to a proper
arrangement of the list of events /compare stage IV/.

All events being considered, one gets the final x and deter-
mines its earliest possible time d(&). The latest admissible ti¥%
of this event, i.e. e[x) 1is assumed to be d(x). Going in the
direction of the beginning of the list, subsequent information on
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events are being considered. For every event y the latest admis-
sible time e(y) Iis

e(y) = min(etx) - I(y, X)J
XtTy

"Prus, the list of starting activities should be reviewed, their
times subtracted from the latest admissible times of.the ends, and
the smallest of the obtained numbers - chosen. This is e(y)= The
times of starting activities are in the content of information on
aotivities, the addresses of which are in the list.

The latest admissible tives are in the heads of information on
the position of the aotivity ends, and their addresses are in the
information on activities. The above cited times are determined in
Advance, as the proceeding follows in a suooessivenes Inverted as
compared with a complete order in a set of events. Finally, one ob-
tains the latest admissible time e(s) of the initial event £.
"Yen, the latest admissible times are-already determingd for all
ev-ents. Therefore the stage and the main part of the program are
finished.

THE PROPERTIES OF THE PROGRAM

Let g denote the number of events, and p - the number of
a°tivities iIn a network. Separate lists have the folloving numbers
positions

list of aotivities 3p
list of events 4q
list of connections 590 + 2p

total 99 + 5p

~deed, every activity ocoupies two positions in the list of con-

ations. Its information address is in the list of starting aoti-

~ties /for the beginning of the aotivity, and in the list of reaoh-
aotivities /for the end/. The remaining estimations are beyond

doubt.
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Neglecting the working positions it could he accepted that the
program information requires

max (a , 99 + 5p)

words, as in stage | 2a words are needed. This quantity is suf
ficient, because information on activities may be optionally read
twice. During the first reading the information is not being re-
gistered into the storage, this is done during the second reading)
as then, the list of events is already made /i.e. between stages

and 11/.

The stages 111, 1V and V of the program are most laborious ad
they should be first taken into consideration when estimating the
time of counting. /1 certain information about the time gives the
estimation of the number of calls to information. Calling to seV”
eral positions of information is treated as one call to the info*"
mation, the operations connected with registering being neglected

In stage Ill there are calls to all the information in the lis
of activity, amounting to p. Addresses are established /for tbe
beginning and the end/ for every activity. This requires about
2 log2 q calls to the list of events. It gives the total of
2p log2 q oalls to this list.

In stage IV there are q oalls to the list of events, p + Q
oalls to the list of oonneotions /each event and its suooessors/
and p calls to the list of activities. In stage V are twice rao*
oalls, because similar operations are twioe realized.

Thus, one obtains the following table of the number of oalls

stage IlIl stage IV stage V total
list of activi-
ties P P 2p 4p
list of events 2p log2 q q 2q 3g+2p 1og2 q

list of connec-
tions p+q 2(@a) 3(p+a)
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The described program can be easily extended. For instance, in
order to obtain the PERT program, it is sufficient to supplement
the information on activity with an additional position-time dis-
persion. The dispersion of times is determined by means of postulat-
ing the independence of activity times as random variables, and
taking into aooount only the activities whioh decide about the times,
~hese dispersions, can be registered in the fourth and Fifth posi-
tions of the head of information on the position of the event. Then,
the addresses, whioh are in them, are to be reproduced according
to the information on the events.

The ohosen latest admissible times oan be given in advance by
toeans of an appropriate extension of the program data.

Then, the computed times must be replaced by appropriate times,
Siven In advance, if they are later. Critical graph should be under-

wood as the one having the events, in which the latest admissible
times of events do not exoeed the earliest possible.

Many initial events may be permitted /without reaching activi-
ties/ and final /without starting activities/ in the activity net-
work. In this case the principles of giving times change somewhat.

The network of activities can be reduoed by means of pointing
out chosen events and neglecting all computations corresponding to
the earlier events than the ones pointed out /in the sense of a
~tial order/.
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OPTYMALIZACJA CIECIA TASMY)
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WHodzimierz OSTALSKI

Prace zdozono 2.4.1966 r.

Praca podaje opis algorytmu znajdowania optymal-
nego rozciecia tasmy, ktére w rozpatrywanym
przypadku jest réwnowazne rozwigzaniu w licz-
bach catkowitych zadania programowania nielinio-
wego.-

1. SFORMULOWANIE FI1ZYCZNE PROBLEMU

Dany jest rulon tasmy o szerokosci [ i1 dbugosci /po rozwinie-
ciu/ L. Nalezy ten rulon pocig¢ na arkusze o zadanych szerokos-

ciach :
N ten spos6b, zeby *aczna dtugos¢ arkuszy o szerokosci byta
Nowna a. 1 = 1, 2, n. Ciecie powinno odbywa¢ sie w ten spc

séb, zeby zuzy¢ jak najmniejsza ilos¢ materiatu.

Bedziemy tu rozpatrywa¢ nastepujacy sposob oiecia rulonu /por.
Rysunek/:

Niniejsza praca zostata podjeta z inicjatywy ministra dr M. Lesza i stano-
wi opracowanie artykudu [3] , uzupekdnione dodatkowymi uwagami, nie zawiera
jednak zadnych nowych wynikéw.

Autorzy pragng ztozy¢ gorace podziekowania mgr T. Mankowi za jego istotny
Wk#ad w przygotowanie tej publikacji.
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Odcinamy arkusze o ddugosciach 11, 12, . 4N jednostek i o
wspolnej szerokosci [ . O liczbach 1~ chwilowo nic nie zakka-
damy.

Kazdy z powstatych w ten sposob arkuszy o ddugosci 1 1 szero-
kosci A dzielimy wzdduz na mniejsze arkusze, o dbugosci 1In

i szerokosciach o u, p 12, ... , Ain, gdzie liczby A ij

J =1, 2, ..., k» nalezg do zbioru /1/.

621 A22 023

A31 A 32 A33

Problem polega na optymalnym doborze ddugosci 1~ 1 = 1,2,...»1
i odpowiadajacych im :..,erokosci 4 W, ... 4 1~ ze zbioru /V
tak, aby zuzycie materiatu sprowadzi¢ do minimum, przy zachowa-

niu zadanych warunkéw ciecia.

SFORMULOWANIE MATEMATYCZNE PROBLEMU

Dane sa liczby:
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takie, ze »
o*C o+~ [
i ~ ~f 2] ---} Ue
0 -
“"alezy znalezé:
~ulelad liczb 1N, "N2* eee> t I A i=71,2, ».«,N
- liczby catkowite nieujemne P,, i=1,2, ..., n;

J = "Nt 2’ eoe N,

V ten sposéb, zeby byty speknione warunki0

N
N LOPij I = ai 1=1,2, ..., n 72/
Jj=1
n
NN E< A jJ=1,2, ..., N /3/
i=1l
Qfaz zeby wyrazenie
N
E- 1 1] nrs
j=i

°siggato minimum.

3. metoda rozwiagzania zadania

Przypusémy, ze w jakis sposob znalezlismy ukdad liczb catkowi-

~oh nieujemnych 21j 1 =1 2, ..., n, jJj=1, 2, ..., n, ta-
~» ze spedniony jest warunek /37 dla N = n oraz, ze macierz
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daje sie odwrocic.

Zagadnienie /2/, /3/, /4/ przy tak przyjetyoh wartosciach P~»
jeshli w ogole posiada rozwigzanie, to posiada je tylko jedno. Je:
nim uk#ad liczh 10> 0 otrzymanych z rozwigzania ukfadu roéwnan
/2/.

Zatozmy dodatkowo, ze rozwigzanie w tym przypadku istnieje .
Bedziemy starali sie teraz znalez¢ rozwigzanie lepsze od otrzyma®
nego powyzej .

Mozna tego dokona¢ w sposéb nastepujacy:

Macierz Pq rozszerzymy przez dotaczenie do niej pewnej ilosci &
datkowych kolumn, powiekszajgc jednoczesnie odpowiednio ilos¢ ni®”
zerowych wspotczynnikow /jedynek/ formy liniowej /4/. Wspodrzed"
ne dodatkowych kolumn muszg by¢ catkowite, nie ujeme”, oraz mus23
spedniac¢ warunek /3/.

Rozszerzone w ten sposéb zadanie jest typowym zagadnieniem prO®
gramowania liniowego. Mozna je rozwigzywa¢ znang metodg simplex [0
Nie jest obojetne jednak, jakie kolumny bedziemy dodaczac¢. Nie «/'
starczy bowiem spednienie tylko warunku /3/; bedziemy starali si?
dotagcza¢ tylko takie kolumny, ktore dajg szanse polepszenia doty™"
czas otrzymanego wyniku.

Przejdzmy teraz do dokdadnego opisu naszkicowanego wyzej post?®
powania. Bedziemy na kazdym kroku dolgcza¢ po jednej kolumnie,
czynajac od macierzy PQ, znajdujgc na kazdym kroku rozwigzanie
optymalne metodg simplex.

Przypusémy, ze po pewnej ilosci krokéw otrzymalismy zagadnien”®
0 maoierzy

Przy doborze wspomnianej macierzy dobrze odwota¢ sie do praktyki. Znane
sg bowiem zwykle pewne sposoby ciecia dopuszczalne, lecz nie optymalne.
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p = Pii o n wierszach 1 m kolumnach; m "™ on.
1]
Tablica dla tego zagadnienia bedzie postaci:

/5/

gdzie ostatni wiersz zawiera wspodczynniki minimalizowanej formy
liniowej /4/.

Przypusémy, ze rozwigzaniu optymalnemu zagadnienia /5/ odpowia-
da baza B.

B= p-_ , P , ===, P
i 2 n

9 -
gdzie Py = ?lv - kolumna nr. v macierzy P.

nv

Utworzmy teraz wektor
/6/

gdzie YT =011 ee=» “ wektor o n wspdtrzednych, wszyst-
kich réwnyoh 1le

Jak wiadomo z teorii algorytmu simplex, kryterium na to, aby
Rozwigzanie odpowiadajgce bazie B bydo optymalne, jest spednie-
nie warunkow:

dla j=1, 2, m . /7/

W przypadku, gdy rozwigzanie otrzymane dla bazy B nie jest
°Ptymalne /tzn. gdy warunek /7/ nie jest spedniony dla wszystkich
3=1, 2, ..., m/, nalezy znalez¢ nowg baze usuwajgc z bazy B
Jedng kolumne 1 wstawiajac na jej miejsce inng.
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Zgodnie z algorytmem simplex, jako kolumne wprowadzang do nowej
bazy wybieramy te, dla ktérej wyrazenie

1 -uT P‘j

ma wartosé najmniejsza.

Przy dotaczaniu do macierzy P w /5/ nowej kolumny P  bedzié
my starali sie wiec Ja tak dobra¢, aby wyrazenie

_d —*
bl u P

przyjmowato wartos¢ maksymalng.
Scislej, bedziemy poszukiwali takich liczb calkowitych nie uje®"
nych:
e " » » 6*
ze

A /8/
z p a1 a

oraz, ze wyrazenie:

P = /9/

przyjmuje maximum.

Moga mie¢ miejsce nastepujace przypadki:

ﬂ/ 1 - vmax < °

*

Ad /i/ W tym przypadku dokaczenie do macierzy P kolumny P ©F
powiadajacej daje szanse polepszenia wyniku przy *0
wigzaniu zagadnienia programowania liniowego o rozszerzoHe
tablicy ,
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P11 P12 Plm ai
: . i - :
pnl Pn2 nm-o g an
1 1 1 1 X

ad /ii/ W tym przypadku rozwigzaniem optymalnym rozszerzonego za-
gadnienia /10/, jest otrzymane uprzednio rozwigzanie za-
gadnienia /5/, gdyz dla wszystkich kolumn P w tablicy
/10/ speinione sg warunki /7/.
Oznacza to, ze znalezione rozwigzanie jJest rozwigzaniem
zagadnienia /2/, /3/, /4/, gdyz forma /4/ osiaga wartosc
minimalng.

ALGORYTM OBLICZENIOWY

Opisany powyzej algorytm najlepiej przedstawi¢ w postaci sieci
dziatan:
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Prace JO
Opis sieci dziatan
Skrzynka 1
Tworzymy macierz kwadratowa PQ zgodnie z warunkami sformudo®

wanymi w punkcie 3. Oczywiscie w tym przypadku PQ = B jest bai3
odpowiadajaca rozwigzaniu optymalnemu.

Przyjmujemy ? = PQ> B = PQ.
Skrzynka 2

Obliczamy wektor /6/

T T -1
u =K D

gdzie B jest bazg odpowiadajgog aktualnie znalezionemu rozwigz
niu optymalnemu.

Skrzynka 3

Roz\/igzujemy zagadnienie /8/, /9/
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T I R

M:ujlo P*i+ +un° f’n:max

0 - catkowite i=1, 2, ..., n
dla u = [Ul, s ---, UNJ .

~ozeg6ty dotyczace rozwigazania tego zadania zawarte sg w punkcie 5.

Szynka 4

Badamy wartos¢ 1 - ,

Szynka 5

Przeohodzimy od tablicy /5/ do tablicy /10/ przez dotaczenig pno-
*6J kolumny P oraz jedynki w ostatnim wierszu.

aynka 6

Rozwigzujemy rozszerzone zadanie metoda simplex startujac 7 roz-
~Nzania otrzymanego na poprzednim kroku.

zynka 7

Drukujemy otrzymane rozwigzanie /2/, /3/, /4/. Jest nim:

I otrzymane na ostatnim kroku rozwigzanie 1 1 i
/pozostate 1, = 0/, 1 12 In

+
kolumny maoierzy P, ktore wchodzidy w ostatnio znaleziong baze.

" Rozwigzanie zagadnienia /8/, /9/

p badanie to rozwigzujemy metodg programowania dynamioznego.
~a maksymalizowana ma postac:
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Z p+ Ui u. - ustalone
1=1
n
Warunek: I O<pzx - catkowite .
1=1

Wprowadzimy olag funkcji £x(y)*

fl(y) = max(piul

dla P+t +<y .

Stad wida¢, ze dla nie ujemnych, u” ma miejsce rownosc:

f+(y) = uz JL_- ux> 0
Al
£xj - ozes¢ oatkowita liczby x.
Natomiast dla ~<0 - f(y) = 0, a wiec i PA = 0,

Zadanie nasze przyjmuje teraz postac:

iyi] i=1
n
przy warunkach: 2 *1 * g
1=1
Okreslamy nastepnie rekurenoyjnie ciag funkcji @ w sposodb

nastepujacy:

F1&@ = f1(@

Fk+1(2) =OQ9é;‘ fk+i(2 + Fk(z - y)
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Wszystkie funkcje @ okreslamy w catym przedziale 0 "z"A,
tworzac tablice:

N

F1 @ F2 y2(2) FnuU) yn (z)
n

Y+l (z) — wartos¢ y dla ktdorej ma miejsce rownos¢ /11/

po otrzymaniu tablicy wszystkich funkoji Fk(@) /k=1, 2, ..., n/

~yznaozamy przez przeszukiwanie ciag argumentéw tworzacy wg termi-
nologii R. Bedlmana - strategie optymalng [2], [4]1-

Strategie optymalng wyznaczamy wg nastepujgoyoh wzorow:
zn ~ takie> e fn(z) = max Fn(z)

yn - yn(zn)*
""fartosoi te znajdujemy z tablicy.
Wstepnie:

zn-i: Fn-i ZIn-i ngggsﬁﬁln-l(z)

s /yl>Y2, ...» yn/ jJest poszukiwgng strategig.

Z wkasnosoi funkoji F* @ wynika, ze:

on vk ¥ = An(A )’ Zn-1 -4 - yn /127
1=1
n-i A 2. “n-k -
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Oczywiscie w praktyoe nalezy korzysta¢ z wzorow /12/.

Majac wyznaczong strategie optymalng - znajdujemy wartosci P
ktére nalezy dolgczy¢ do macierzy /5/:
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OPTIMIZATION OF STRIPE CUTTING

Summary

The paper refers to a method of solution of certain problems of stripe
cutting, described by B.G. Mednickij in Hj, and contains no new results.
We give this algorithm in a more convenieht form for users of computers.
Mednickij®s algorithm gives the solution in finite number of steps, start”
ing with any feasible solution. Each step consists of a solution of two
linear programs. The first is solved by simplex method, the second by dy-
namic programming method.
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ROZWIAZANIE ZADANIA TRANSPORTOWEGO
NA MASZYNIE MATEMATYCZNEJ

Jan SZMELTER
Bogdan GADEK

Prace ztozono 15.3.1966 r.

artykule przedstawiono metode rozwigzania typowego zada-
na transportowego, szczegolnie przydatng do wykorzystania
~zy uzyciu elektronicznej maszyny cyfrowej, gdzie duza ma-
°ierz kosztéw musi by¢ przechowywana w pamieci pomocniczej,
rozwigzanie bazowe w pamieci operacyjnej. Pokazana me-
moda wymaga minimalnej ilosci miejsc roboczjih oraz daje
~otki program dzieki specjalnej numeracji zmiennych /patrz
*2.2/. Program odznacza sie duza szybkoscig dziatania,co
sie uzyska¢ przez takie porzadkowanie zmiennych w
Jzdej iteracji aby unikngé¢ czasochtonnego szukania *'Sciez-
i zastepczej'. Dodatkowg korzyscig jest unikniecie oddziel-
~go rozpatrywania rozwigzan zdegenerowanych.

WSTiJP

Zadanie transportowe mozna sformudowa¢ w nastepujgoy sposoéb:

w (m) magazynach o numerach 0,1,2, ..., i, ..., m"1 znajdu-
je sie jednorodny produkt w ilosciach odpowiednio Xg,X(GXA, ..., X0
..., Xm-1 jednostek; jest (n) odbloroow o numerach m, m+1,
m+2, ..., k, ..., mtn-1 o zapotrzebowaniach

XN, ..., Xm+n_1 jednostek; zakdadamy, ze suma zapaséw produktu
w magazynaoh Jest réwna sumie zapotrzebowan; znamy ceny jednost-
kowe transportu z dowolnego magazynu (i) do dowolnego odbior-
cy (k) - Cx (i=0,1,2, ..., m-1; k=m, m+tl, m+2, ..., m+n-1).
Znalez¢ taki rozkdad przewozéw - Xlk (i=0,1,2, m-1; k=m,
m+1l, m+2, *.*, m+n-1), aby zapotrzebowania Wszystkioh odbiorocw
zostaty pokryte i aby 4gozny ko”™zt transportu byt mozliwie naj-
mniejszy;
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lub matematyoznie:

89

zminimalizowa¢ funkoje oelu

m-1 m+n-1
F=2z Z  *ik cik® /1/
1=0 Kk=m
zachowujgc warunki
m-1
y Xik » xk dla k=m, m+1, m+n-1
i=0
/2/
m+n-1
Z Nk o= xi dla
k=ra
Xik > °© dla wszystkioh i oraz «k, /3/

gdzie C jest dang macierzg, a X danym wektorem, przy ozym
zaohodzl :

m-1 m+n-1

ZZ 'F( 74/
k=m

i<<0

Z teorii programowania liniowego |j] wiadomo, ze:

1» zadanie transportowe posiada rozwigzanie dopuszczalne, t.zn.
takie, dla ktdérego speinione sa warunki /2/ i /3/])

2» wobec zaleznosci /4/ mamy tylko (m+n-1) niezaleznyoh warun-
kow /2/, zatem bazowe rozwigzanie dopuszczalne zawiera oo naj"
wyzej (m+n-1) niezerowyoh wartosci X"k~"

3» rozwigzanie, dla ktérego funkoJda oelu osigga minimum/rozwiag-
zanie optymalne/ znajduje sie w zbiorze rozwigazan bazowyoh.
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Zadanie transportowe rozwigzuje sie na ogét metoda iteraoyjng.
Polega ona na znalezieniu dowolnego rozwigzania bazowego, a nastep-
nie poprawieniu go w ten sposéb, aby po pewnej ilosci krokéw otrzy-
ma¢ rozwigzanie optymalne.

2. OP1IS PROGRAMU ROZWIAZUJACEGO ZADANIE

2.1. 0goélny sohemat programu

W OSrodku Obliozeniowym przy Katedrze Mechaniki Technicznej Po-
litechniki todzkiej prowadzono badania nad udtozeniem takiego progra-
mu, ktéry by pozwolit zrealizowa¢ znane rozwigzanie Dansiga w spo-
sob szczegolnife przydatny do wykonywania obliczen przy uzyciu maszy-
ny liozaoej. Utozony wedtug niego program dla maszyny ZAM-2 Beta
~aje mozliwos¢é rozwigzywania zadah o rozmiaraoh (m+n)”"200. Pro-
$*am ten zajmuje ok. 120 miejso pamieoi i odznacza sie duzg szybkos-
°la dziatania.

Program zostat utozony przy zakozeniu, ze wszystkie dane wielkos-
ci sg liczbami oatkowitymi /Zinteger - wedfug opisu ALGOLU-60/, roz-
wigzania otrzymuje sie rowniez w liozbaoh oatkowityoh. Powstaje
wlec koniecznos¢ dokonania zaokraglen w trakcie przygotowania da-
wob, oo w konsekwencji wpdywa na dokdadnos¢ wynikéw. Ograniczona
Nartos¢ bezwzgledna liozb typu oaltkowite /dla maszyny ZAM-2 bezwzgled-
na wartos¢ liczby tego typu nie moze przekracza¢ 21" - 1/ powoduje
°2esto koniecznos¢ normalizaoji tabeli cen przed wykonaniem obliczen,
formalizacje mozna przeprowadzi¢ dodajagc do wszystkich elementéw
Wumny lub wiersza pewng liozbe oatkowitga. Na rys. 1 pokazano ogol-
my schemat omawianego programu.

2. Rezerwacja miejsc w pamieci

Program rezerwuje miejsoa w nastepujacych blokach:
1. Blok X - XQ, X1, X2, ..., XN, Xm+1, ..., XIntn_1.

poozatku obliczen blok X zawiera dane wartosci zapasow w magazy-
~oh 0, 1, 2, ..., m-1 oraz zapotrzebowan odbioroéw m,m+1,
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Start

Czytanie danych

Rys. 1. 0Ogoélny schemat programu transportowego. Nume-
ry odpowiadajg numerom na schematach szczego-
+owych.
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rol2, ..., mtn-1. W trakcie liozenla tworzone sg w nim kolejne roz-
wigzania bazowe, a na konou rozwigzanie optymalne. Poniewaz rozwig-
zanie bazowe posiada tylko m+n-1 niezerowych wartosoi Jed-
no miejsce bloku X jest niewykorzystane. Indeks tego miejsca jest
Pamietany jako wartos¢ zmiennej t.

2. Blok indekséw P - PQ, P1, ..., Pn_1» Pm» pm+i» eee» pm+n-1
Blok P zawiera indeksy wskazujace aktualne rozwigzanie bazowe wed-
+ug zasady:

Alk = Xi1? = dla 1=0,1, ..., m-1 oraz i/t
1 /5/
XAK = Xp K = dla k=m,m+1 f.. . ,ratn-1 oraz k"t e
K
3. Blok pomocniozy V - 7Q, V.,, ..., , Vm, Vm+1, __._., Vm+n_.,

~N bloku V pamietane sg liczby stuzgce do sprawdzania, ozy dane roz-
wigzanie Jest optymalne /potenoJdaty/.

4. Blok Jednostkowyoh kosztéw transportu C -
CO,m CO,m+1 o** GO,m+n-1

Cl,m Cl,m+1 eoe Cl,m+n-1

Cm=-1,m Cm-1,m+1l eee Cm-1,m+n-1 .

blok ten moze by6é réwniez traktowany jednoindeksowo.

2.3. Szozegoétowy opis programu

2.3.1. Wprowadzenie rozwigzania poozatkowego metoda "kata poétnocno-
zachodniego™.

Wstepne rozwigzanie bazowe zdecydowano wprowadzi¢ metoda "kata
P6+noono-zaohodniego™ przystosowang do przyjetego sposobu zapisu in-
formaoji w pamieci maszyny. Proby przeprowadzone w naszym osrodku
Okazaty, ze stosowanie innych znanyoh z literatury [i] metod wpro-
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Rys. 2. Wprowadzenie poczatkowego rozwigzania bazowego me-
toda kata poéinocno-zachodniego. Siec¢ dziakan.
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Sadzania rozwigzania poozatkowego nie daje spodziewanych korzysci,
~ powoduje konieczno$¢ pewnej rozbudowy programu.

Rys. 2 pokazuje sie¢ dziatan omawianej czesoi programu. Na ry-
sunku tym, podobnie jak na wszystkich nastepnych przedstawiajacych
schematy dziatan, podano przy kazdej ozynnosci szozeg6towe komenta-
rze stowne omawiajaoe jej sens oraz wzory, weddug ktérych wykonywa-
ne sa dziatania w maszynie. Symbol := oznacza operacje nadania war-
tosci i sens jego Jest identyczny jak w ALGOLU 60. Symbol ozna-
°za zamiane wartosoi zmiennyoh wystepujacych po jego obu stronach.
~wyniku naznaozonyoh dziatan otrzymujemy w blokaoh X i P oraz
* komdrce t wyozerpujace informaoje dotyozace poczgtkowego roz-
wigzania bazowego. W bloku V zas, uk#ad liozb posiadajacych naste-
pujaca wkasnosc:

Jesli utworzymy nowg tabele cen C" w ten sposéb, ze

cik - °ik - vi - vk. /6"

dla i=0, 1, 2, ..., m-1; k=m, m+1 , m+2, ..., m+n-1, to funk-
cja oelu dla poozatkowego rozwigzania 1 dla tak przeksztatconej
macierzy cen bedzie réwna zeru:

m-1 m+n-1

rral. Z AL - 77/

i=0 k=m

tatwo dowies¢, ze optymalne rozwigzanie odpowiadajace macierzy
jest identyozne z optymalnym rozwigzaniem dla maoierzy C [2]-

Powstawanie rozwigzania poczatkowego przedstawimy na prostym
Przyktadzie. Na rys. 3 pokazano dane dla zadania transportowego w
Przypadku istnienia dwoch dostawcow o numeraoh O i1 1 oraz ozterech
@bioroow o-numerach 2, 3, 4 1 5, na rys. 4 kolejne iteracje two-
~enia rozwigzania startowego dla tyoh danych. Wszystkie dziatania
*°statly wykonane weddug schematu z rys. 2, 00 Czytelnik moze #atwo
Przesledzi¢. W poszczegdlnych kolumnach tabeli umieszczono wartos-
ci blokéw P, X 1 V dla kolejnych iteracji, ostatnie kolumny odpo-
wiadaja rozwigzaniu startowemu. W trakcie obliczen tworza sie licz-
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Zapotrzebowani a

20 30 40 10

Zapa-
Nr Ceny sy
0 5 7 6 1 60
1 14 16 10 8 40

Ryt". 3. Przyktad zadania trans-
portowego

5. Schemat przeszuki-
wania rozwigzania
na podstawie war-
tosci bloku p.

Rys, -

o W N p ©O g >~ W N - O

o W N O

Rys.

Bogdan GADEK

Prace IMM

Jartos- Il teracija Jart 0§’
ci po- ci kori'
czatkowe 1 2 3 4 cowe
Blok P
- 4 4 4 _
- o 0 0 o 0o
- - 0 0 0
- - - - 1 1
- - - - - 1
Blok X
60 40 10 10 10 10 _
40 40 40 40 10 0
20 20 20 20 20 20 A
30 30 30 30 30 30 ~
40 40 40 30 30 30 ~
10 10 10 10 10 10 .
Blok V
0 0 0 0O o o~
- - - - 4 4
- 5 5 5 &5 5~
- - 7 7 7 7N
- - - 6 6 6 ~
- - - - - 4
2 3 4 1 5~
0 0 4 1

4.

Powstawanie rozwigzania poczatko"
wego. W kolumnach bloku X pod*®
kreslono liczby juz w danej ite”
racji nalezace do rozwigzania.
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\Y K 1 t zapisane u dodtu tabeli, oznaczajgce numery dostawoolw
1 odbiorcow kojarzonych w danej iteracji. Po skohczeniu iteracji
otrzymuje sie wartosci konoowe /zapisane na rys. 4 w ostatniej ko-
lumnie/. <d&rtosci te stanowia poczatkowe rozwigzanie bazowe, od
ktorego zaczynamy nastepny etap obliczen.

Powstate rozwigzanie startowe ma nastepujace whasnosci:

1. Nie ma w nim zamknietych petli, oznacza to, ze zmieniajac
Vartosoi zmiennej i1 weddug schematu rekurencyjnego z rys. 5 zawsze
Natrafimy na wartos¢ i=t. Dowiedziono, ze jesli dla danego zada-
nia istnieje rozwigzanie zawierajgce zamknieta petle, mozna dla
Mego utworzy¢ rozwigzanie nie zawierajagce petli, dla ktérego funk-
ia oelu ma te samag lub mniejsza wartos¢; wynika stad, ze rozwiag-
zania optymalnego mozemy szukad wsréd rozwigzanh dopuszczalnych nie
Zawierajacych petli [2].

2. Rozwigzanie to mozna przedstawi¢ graficznie /dla przyktadu
Nawigzania z rys. 0 odpowiedni wykres pokazano na rys. 7/, w tym
5iln nalezy wypisa¢ wszystkie numery dostawcédw i odbiorcow, a nas-
4i>nie potaczy¢ je strzatkami tak, aby kazda strzatka zaczynata
sio od numeru i /i=°, 1, ..., m+n-1/, a konczyta na odpowiada-
lioym mu numerze Pi. Istnieje wzajemna odpowiednio$¢ pomiedzy ta-
md wykresem, a danym rozwigzaniem dopuszczalnym. Dlatego prze-

ksztatcenia dokonywane na rozwigzaniu mozna demonstrowaé¢ wykresl-
cie.

ne3,2. Szukanie zmiennej, ktdrag nalezy wprowadzi¢ do bazy ™ rsJj

sprawdzenie czy wprowadzenie jej Jjest jeszcze konieczne.

0 rozwigzania bazowego nalezy wprowadzi¢ zmienng o indeksach
"moh samych, ktére posiada najmniejszy element macierzy C* (6)*
Jarantuje to monotoniczne zblizanie sie do rozwigzania optymalne-

< przypadku zas$, gdy zachodzi zaleznosc¢:

-f m4s - £j(Nik + 21 " TK)*° 78/
dla i=0, 2, ..., m-1j lc=m, m+1, m+2, ..., m+n-1

>dle rozwigzanie jest optymalne 121.
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Zapotrzebowania
30 40 10
Zapa-
Przesykki sy
0 20 30 10 60
30 10 40

Rys. 6. Sprawdzenie poprawnosci

rozwigzsnis otrzymanego
programem z rys. 2.

Sumy wartosci przesytek
w wierszach sg réwne za-
pasom, w kolumnach zapo-
trzebowaniom =

Rys.

Prace

10

1MM

20

30

10

30

7. Graficzne przedstawie-

nie rozwigzania dopusz-
czalnego zadania trans-
portowego. Liczby przy
strzatkach oznaczajg
wartosci przesytek.

Rys. 8. Szukanie indeksow zmiennej,
ktéra nalezy wprowadzi¢ do

bazy.
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Rys. 9. Do bazy nalezy
dzi¢ zmiennag o
r =0, B-05;

f = min (Ci>k) = -3 «

wprowa-
numerach

I, P I, P 1, p | P X
5 ©0a . (©5 ©.5) r=0-—5 0
a4 1-—-4 30
12,0 2.0 @.0) 2 0 20
G0 94 @0 41 @G0 3 0 30
“4,) .1 4.,0) 4--0 10
G.1D G.D G.D 5—- -1 10
7 W
Rys. 10. Schemat porzadkowania bloku® P(a); ostateczny wy-
nik porzadkowania (b)-
8.5- i

2 -r-0---3
®

Rys.

kowania bloku P.

rys. 10.

11. Graficzne przedstawienie tworzenia petli podczas porzad-
a - rozwigzanie poczatkowe.

Poréwnaj z
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Rys. 8 przedstawia sie¢ dziatan czesci programu, wykonujacej
oméwione sprawdzenie, rys. 9 - wynik obliczen dla zamieszozonego
przyktadu, wykonanych weddug sieci dziatan z rys. 8.

2.3.3. Wprowadzenie nowej zmiennej; porzadkowanie blokéw X 1 P*

Zmienng X musimy wprowadzi¢ do bloku Z w miejscu o nume-
rze r. W tym miejscu moze jednak by¢ inna zmienna erp”™> musimy
Jja zatem przenies¢ w miejsce o numerze Pr itd. az do miejsca o
numerze t, ktére jest wolne, o0 czym wspomniano wyzej. Wartosc¢
wprowadzanej zmiennej wynosi na tym etapie zero. N ten sposob otrf
mamy nowe uporzgadkowanie blokéw X 1 P, odznaczajace sie wkasn”
cig:

jezeli, poczynajac od numeru k=r, porusza¢ sie bedziemy wed-

+ug schematu z rys. 5, po pewnej liczbie krokéw natrafimy na nu'

mer 1i=r, po czym proces bedzie sie powtarzat.

Powstata petla, zwana ''Soiezkg zastepcza', postuzy do poprawiania
rozwigzania.

Rys. 10a przedstawia kolejne uporzadkowania bloku P dla po-
przednio omawianego zadania. W kolumnie 1 wpisano schematycznie K°
jJarzenia liczb 721, Pt) dla rozwigzania poozatkowego z rys. 4,
strzatka oznaczono miejsce, do ktérego nalezy wprowadzi¢ skojarze-
nie (0,5). Kolejne kolumny pokazuja poszczeg6lne etapy dziatania?
ostatnia kolumna pokazuje ostateczne uporzadkowanie. Jednoczesnie
z porzadkowaniem bloku P, dokonywane sa odpowiednie przestawienia
w bloku X. Rys. 11 pokazuje graficznie przebieg porzadkowania, bia
rys. 1lla wida¢ rozwigzanie poczatkowe, rys. 11d przedstawia rozwin"
zanie po uporzadkowaniu - wida¢ tu wyraznie powstalg petle.

Schemat dziatan z rys. 12 wykonuje oméwione porzadkowanis.

2.3.4. Szukanie numeru niewiadomej, ktorg nalezy usungé z bazy.

tatwo wykaza¢, ze jesli poruszajac sie wedtug schematu z rys. 5
poczynajac od numeru k=r bedziemy na przemian zwieksza¢ i1 zmnieJ
sza¢ wartosci X~ o stalg liczbe, az do osiaggniecia ponownie war-
tosci i=r, otrzymamy nowe rozwigzanie, dla ktérego bedg spetnio-
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warunki /2/. Mozna zatem dobra¢ takg liczbe g, aby przynaj-
eJ jedna ze zmiennych, nalezacych poprzednio do rozwigzania
zostata wyzerowana i aby sped#nione bydy warunki /4/, a nas-
4pnie usung¢ te zmienng, przyjmujac t=i. /Dla rozwiazania z ry-
2nku 10b 1 rys. 11d g=1n/.

Prosty program przedstawiony na rys. 13 realizuje powyzsze za-
danie.

~>3.5, Poprawianie bloku X

Majac wartos¢ g, przebiegamy jeszcze raz petle zmieniajac od-
~YFfiednio wartos¢ XA

Tabela na rys. 14 pokazuje wartosci bloku X przed 1 po popra-
wieniu; rys. 15 jest odpowiednim graficznym przedstawieniem opera-
mi wykonanych w tej tabeli.

Schemat programu znajduje sie na rysunku 16.

~e3.5. Poprawienie bloku V

Dla powstatego nowego rozwigzania bazowego musimy znalez¢ nowy
~fad liczb V taki, aby spe#nione bydy warunki /6/ i /7/. Okazato
ze nie zachodzi potrzeba ponownego rozwigzywania ukdadu roéw-
wynikajacego z tych warunkow i dajaoego szukane wartosci, a
~zna postuzyC sie prosta reguda wykorzystujgc obliczong poprzed-
wartos¢ F *

Aby poprawié dla k=0, 1, 2, ..., m-1 nalezy sprawdzic,
poruszajgac sie od numeru kK weddug schematu z rys. 5 najpierw
~trafimy na 1i=r, czy na 1i=t. W pierwszym przypadku nalezy war-
rsc V].1 powiekszy¢ o F, w drugim pozostawi¢ bez zmiany. Dla
4, m+1l, m+2, ..., m+tn-1 nalezy postepowac¢ ldentycznie z tym, ze
Naeba zmieni¢ znak zmiennej F na przeoiwny. Aby unikng¢ nadmler-
&0 wzrastania bezwzglednych wartosci liczb Vk, mozna zastosowac
,Amalizacje, polegajgog na odejmowaniu w kazdej iteracji od wszyst-
- V. dla k=0, 1, 2, ..., m-1 wartosci Vn, a dla k=m, m+l,
ta ., mn 1 - dodawaniu tej wartosol.
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Przygotowanie do wpro- Przygotowanie do wpro
wadzenia przechowywa- wadzenia zmiennej X

nej zmiennej ]
h:=g, J:=1, I=K hh=0, j:m

Przechowanie i-tej zmiennej w miejscach
roboczych ;= &:axn

//prowadzenie przechowywanej zmiennej nha
miejsce i-te X
i

Sprawdzenie czy proces sie zakonczyt
i =t

NIE TAK

Wartosci poczatkowe
g 5= 00 =T

-1

Przejscie do nowej
zmiennej i:= P?

Sprawdzenie czy nalezy usuna¢ i-tg zmienng

g - X£3&0?
TAK
Przyjecie nowej
g NIE
wartosci g
- \

Usuniecie i-tej
zmiennej € B i
Przejscie do nowej zmiennej
i- P,

Sprawdzenie czy proces sie zakonczyt i1 = r?

TAK NIE

Rys.

Prace Ith

Rys. 12. Wprowadzenl

13.

nowej zml &
nej, porzso
kowanie bl O*
kow X 1 F

Szukanie numeidl
zmiennej, ktord
nalezy usunac?2
bazy; usunieci®
tej zmiennej <



ROZWIAZANIE ZADANIA TRANSPORTOWEGO NA M. M. 97

P Blok X
r=O--w5 O+g O+O0 10
1-_ 4 30+g 30+10 40
2 0 20 20 2

3 0 30 30 30
t=4-_0 10-g 1010 O
5-—1 10-g 10-10 O

Rys. 14. Poprawianie Bloku X;
g=10.

Rys.

*

15.

Graficzne przedstawienie powstawa-
nia nowego rozwigzania - (a) szuka-
nie wartosci zmiennej g (@ = 10),
(b) rozwigzanie po dokonaniu popra-
wienia .

Poprawianie i-tej zmiennej

Zmiana znaku

1K Xp + g
g
g="9

Przejscie do nowej zmiennej

= p-

Sprawdzenie czy poprawiono

wszystkie zmienne

TAK

Rys.

twm O

NIE

16. Schemat programu stuzgcego do po-

prawida bloku X .
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nie weddfug tej reguty znacznie upraszcza program i jest

ze pozwala uniknaé¢ korzystania z tabeli cen /parni?”
pomooniczej/ na tym etapie obliczeh. Rys.

18 - wynik obliczen dla rozpatrywane”

eoi 17 przed~

at programu, rys.

Obliczenie wartosci poczgtkowych
& = Vq. -VO“'f, k=41

Zmiana znaku liczb F i

f=-f, g- -g

g

Przejscie do nastepqej pozycji bloku V

k=k+ 1, 1=K
} Poprawienie k-tej wartosci V
i;=P. ]
i
i =t
NIE TAK
i=r?
NIE 3 TAK
V =\Kk+
T
Sprawdzenie czy nalezy zmieni¢ znaki liczb
fig k=m-1?
TAK
X NIE

Sprawdzenie czy nalezy zakoriczy¢ liczenie
K=m+n - 1?

TAK NIE

17. Schemat crogramu tworzacego nowy ukdad liczb
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go przyktadu. Rys. 19 pokazuje poprawnos¢ wyniku uzyskanego przy
Zastosowaniu omawianej reguty. Jak wida¢, otrzymane rozwigzanie
Jest juz optymalne, poniewaz wszystkie wartosci

Blok V
P a b c
r0 5 0 O+ 3
Rys. 18. Poprawianie bloku
1 4 4 4+g 4 Vj wedtug schema-
tu z rys. 17.
2 0 5 5-f 8 (@ wartosci po-
~ czatkowe ,
3 o 7 7-f 10 (© wartosci po-
= - 6 6-g 6 prawione «

Vk

Rys. 19. Sprawdzenie poprawnosci
rozwigzania z rys.rys.
14 1 18 .

3. ZALETY PRZEDSTAWIONEGO PROGRAMU

Przedstawiony program odznacza sie bardzo szybkim dziataniem.
~"to sie to uzyskaé¢ dzieki ominieciu znanego z literatury trudnego
zautomatyzowania sposobu szukania "Sciezki zastepozej" oraz dzie-
ki uniknieciu rozwigzywania uktadu rownan przy obliczaniu nowych
**rtosoi Vk; w ciggu jednej iteracji tabela cen jest przeszukiwa-

& tylko jeden raz.
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Druga zaletg oméwionego programu jest unikniecie komplikacji
zwigzanyoh z konieoznosoig oddzielnego rozpatrywania tzw. rozwig-
zan zdegenerowanych, ozyli takich, dla ktérych liozba niezerowyoh
wartosoi Xlk Jest mniejsza niz (m+n-1"). Wynika to z odmiennego
traktowania zmiennych, ktdére wchodza do rozwigzania 1 majg wartos-
ci zerowe oraz takioh, ktore nie wchodzga do rozwigzania /zawsze nme”
jJacyoh wartosci zerowe/. Rozwigzania zdegenerowane program traktuj6
tak samo jak niezdegenerowane, .00 rowniez zostato zilustrowane na
omawianym przykdadzie. W programie dostawcéw i odbiorcow traktuje
sie w jednakowy sposob. Dzieki temu liczba rozkazow zostata zmniej”
szona dwukrotnie.

titeratura

[1] GASS S.: Programowanie liniowe. Warszawa 1963, tdumaczenie z angielskiegO”

[A ZUHOVICKIJ S_.1., ADVIEJEVA L.1.: Liniejnoje i vypukloje programmirovanij6”
Moskwa 1964.

A SOLUTION OP THE TRANSPORT PROBLEM USING A DIGITAL COMPUTER

Summary

The paper deals with the classical transport problem. The described method
of solution is well adjusted to the computers for which the large matrix
of costs must be recorded in an auxiliary memory, and the basic solution can
be held in the high speed memory. The program is short on account of the as®
sumed way of numerating the indices which permits to use only 4 arrays of
variables mentioned in 2.2. The simplicity of the program is reached by a
special reordering of the variables after each iteration. Therefore the com®
puting process goes very quickly without any waste of time for seeking the )
“auxiliary path”. The usual complications with the degenerated solutidhs don
exist in the described method.
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GENERATOR LICZB LOSOWYCH O ROZKLADZIE
ROWNOMIERNYM DLA MASZYNY ZAM-2

Ryszard ZIELINSKI

Prace ztozono 8.X.1965 r.

~herator liczb losowych o rozkkadzie rownomiernym
‘6st podstawowy dla uzyskiwania liczb losowych o do-
*°Inych rozktadach, dla realizucji procesow losowych
dla rozwigzywania wszelkiego rodzaju zadan z za-
~esu modelowania w warunkach przypadkowosci. W ni-
JJejszym opracowaniu podano wyniki studiéw nad nie-
~orymi generatorami liczb losowych o rozkdadzie roéw-
Sierayn, pedne wyniki testowania generatora RNB
ory wybrano jako najlepszy generator dla maszyny
Il - 2/ oraz tablice tego generatora umozliwiajace sto-
I°Wanie go w przypadkach bardziej z#ozonych sposobow
°sowania, na przyktad losowania warstwowego.

Najczesciej uzywanymi na maszynie ZAM-2 generatorami sg: gene-
~tor RNA 16J realizowany za pomoca sekwencji rozkazow w jezyku
5S:

UM._X
MN. C
PM.X

statg poczatkowg X 234.642.457.001 i1 statg C 115.354.631.461

generator kwadratowy KGA 2 realizowany za pomocg sekwencji
Nzkazow:

UM_X
MN . X
Pw1 7
PM.X
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ze statg poczatkowg X = 234.642.457.001. Generatorem KGA nie be-
dziemy sie dalej zajmowali ze wzgledu na to, ze czas generowania
jednej liczby jest okoto 30% d¥uzszy od czasu generowanie jednej
liczby w generatorze RNA oraz ze wzgledu na to, ze ilos¢ roéznych
liczb generatora KGA jest stosunkowo niewielka 1 przy podanej wy-
zej statej wynosi ok. 100 000. Zalety tego generatora /brak okre-
sowosci na poszczegl6lnych pozycjach generowanych liczb/ ozyniag go
szczeg6lnie przydatnym tylko w specjalnych zastosowaniach.

Generator RNA nalezy do klasy generatoréw multiplikatywnych poS*
taci:

Xn * (xn_i*c) mod M
lub ogdlniej - do klasy generatorow mieszanych:
R = (X*Rn_1 + A~ mod M .

Wszedzie dalej bedziemy zakkadali, ze M = 2°°

Teoria tych generatoréw jest obszernie opracowana, natomiast ot”
warta kwestia pozostaje wybor stalych C,d , A dla generatora rea-
lizowanego na okreslonej maszynie cyfrowej z punktu widzenia czasu
generowania, ilosci potrzebnych miejsc pamieci oraz diugosci showa”
State te powinny by¢ przy tym wybrane tak, aby okreslony zestaw te5”
téw nie prowadzi4 do odrzucenia hipotezy o tym, ze cigg liczb z d®#l
nego generatora tworzy probe prostg z populacji o zatozonym rozkia*
dzie.

Generatory mieszane sa generatorami okresowymi. D#ugos¢ okresu
zalezy od stakych C 1 A, przy czym okresowos¢ poszczegdlnych
cyfr binarnych w liczbach otrzymywanych z tego generatora jest
na. Zagadnienie okresowosci generatordw mieszanych i multyplikaty™
nych bydo rozpatrywane w pracy [3], na podstawie ktérej opraoowa-
no tabelke 1:
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Tabela 1.

Okresowos¢ generatora multiplikatywnego 1 mieszanego na maszynie
2AM-2

Stata 2, Okres Okres k-tego bitu

K nieparzyste  gener. g >j3+41  kej3 kr2 kel k=0
_C:K-Zﬁ + 1 235-£ 2k+1-" * 1
C=K.2f - 1 235-£ 2k+1-3 * ) -
Hok 2~ + 1 235 2k+1

a=K 2 - 1 236-fi 2k+2-J3

™

*) bity majg taka samg wartos¢ jak odpowiednie bity wartosci poczatkowej ge-
neratora.

«)bity majg stakta wartos¢ lub okres réwny 2, co zalezy od ostatnich bitéw

wartosci lub wartosci R™ 1 A.

Poniewaz stata C w generatorze RNA jest rowna:
C=24. 33.37.107.6079 + 1

okres tego generatora wynosi 231_

Najdduzszy mozliwy okres generatora raultyplikatywnego wynosi
/przy fi = 2/. Nazwiemy generatorem RNB generator multyplika-
tywny ze stalg:

C=22.237 + 1.
Stala ta w zapisie oktalnym rowna jest:
C s 145.361.406.635 .

Najdduzszy mozliwy okres generatora mieszanego otrzymujemy przy
statej:

A= K.2" + 1,

gdzie K jest dowolng liczba nieparzystg oraz fi~ 2. Wkasnosci
statystyczne tego generatora zalezg od X i od stalej addytyw-
bej A. W pracy [4] cytowany jest wynik Greenbergera z 1962 roku,
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ze wspotczynnik autokorelacji w generatorze mieszanym znajduje sie
w granicach:

natomiast w pracy [5] w dyskusji tego wzoru dla K=1 podaje sie,
ze wspodczynnik autokorelacji jest réwny zeru, gdy

a.*=7 _J +xJV?

Taki generator, w ktorym:

fim 2
K=1
A*2-35 = J - JyT « 066.062.613.515

nazwiemy generatorem RNC, natomiast ten sam generator ze statg
A*2-35 =\ + JyT = 226.546.647.430

generatorem RNC1l. Generator ten realizuje sie na maszynie ZAM-2 za
pomoca nastepujacej sekwencji rozkazéw w jezyku SAS:

UA1009
UA.R
Lw2
DO.R
DO.A
PA.R
SN+1

W dalszym ciggu pracy oméwione zostang wyniki testowania genera®
torow RNB, RNC; RNC1. Poniewaz liczby losowe z generatora RNB wy"
pedniaja przgdzia{ /0,1/ czterokrotnie gesciej niz liczby z genera®
;ora RNA - ten ostatni generator nie byt badany. Z innych rozwaza*
.ych generatoréw wymienimy generator Fibonacciego. Ze wzgledu na
ynikl zawarte w pracy [ 9] nalezatoby ograniczy¢ sie do ciggu lic”
pseudolosowyoh sk#adajgcego sie tylko z parzystych /lub tylko nie"
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Parzystych/ wyrazéw ciagu Fibonacciego, ale - jak wykazaty doswiad-
°zenia*)- wtedy czas generowania jednej liczby jest dtuzszy od
Caasu generowania jednej liczby w generatorze RNB. Z tego powodu
generatora Fibonacciego bardziej szczegétowo nie badano.

Generator RN3

Generator RNB sprawdzono dwunastoma testami. Dla kazdego tysig-

ca kolejnych liczb z tego generatora obliczano wartosci nastepuja-
cych statystyk:

- statystyka A /por. statystyka M w £)7] /: obliczano w kazdym
tysigcu wartos¢ X~ Sredniej. Za wartos¢ statystyki A przyjmowa-
m wartos¢ dystrybuanty rozktadu zmiennej losowej Xpg. Weddug roz-
winiecia Edgewortha otrzymujemy:

®
p{xA<x}= $ [109.54452(x-0.5)] - 0.0M005 [\09.54452 (x-0. 5)] .

8dzie ¢ () oznacza wartos¢ dystrybuanty, a ip@(t) wartosc¢ k-tej
Pochodnej dystrybuanty w rozk#adzie normalnym N (0.1) w punkcie t.
Zniewaz ostatni wyraz nie przekracza bezwzglednie wartosci 3.10-"
Przyjmowano, ze rozkdad XA jest normalny ze Srednig 0.5 1 odchy-
leniem Srednim 1/109.54452;

- statystyka B /por. statystyka V w [1] /: obliczano w kazdym
tysigcu wartos¢ Xg Sredniego kwadratu. Za wartos¢ statystyki B
~zyjmowano wartos¢ dystrybuanty rozkdtadu zmiennej losowej Xg we-
dhlug rozwiniecia Edgewortha:

r T r / i o> 1
PIXB<xI= ¢ jl 06.066(x-1/3)] - 0.003367 ~ (106.066(x-1/3)

- 0.0000357 + (@fi06.066 (x—1/3)] +
Ok
+ 0.000006 [106.066(x-1/3) =

Zniewaz kazdy z dwéch ostatnich wyrazéw nie przekracza bezwzgled-
ne wartosci 3.10-5, w obliczeniach korzystano tylko z dwéch pierw-
Lych wyrazéw tego rozwinieciaj

%
por. Dodatek: Pordwnanie czasu pracy generatorow.
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- statystyka C /por. statystyka F w /- przedziat (0,1) po-
dbielono na 64 rowne przedziaty 1 obliczano ilos¢ n. liczb w kaz-
dym z tych przedziatéw. Nastepnie obliczano wartos¢ statystyki x 2
/obliczong wartos¢ statystyki X2 oznaczamy wszedzie przez x07-

&4 ( 1000\
T4 ai“ 64)
2 - /1000\
i=1  \ 64 /

Poniewaz i1los¢ stopni swobody jest duza /f®63/ przyjeto, ze zmien-
na losowa U:

ma rozktad N™O,I) 1 za wartos¢ statystyki C przyjmowano wartosc
dystrybuanty tego rozk#adu w punkoie rownym obliczonej wartosci
statystyki U;

- statystyka D /por. statystyka Cw P1] /: przedziat (0,1) po-
dzielono na C rownych przedziatow i1 obliczano liczbe n~»
G=0, ..., 73 j=0, ..., 7) takich par (xk, (k=0,1,...,99)"
ze jest wartoscig z i-tego, natomiast xk_ i1 wartoscig z j-te®
przedziatu. Nastepnie obliczan) wartos¢ statystyki X2:

7 7 / 1000\2

V. T4V H 64 1
Xxe = 2- /100P \
1=0 j=0 (64 )

Podobnie jak przy obliczaniu statystyki C wprowadza sie zmienng U

0 rozktadzie n (o,i] 1 wartos¢ dystrybuanty tego rozktadu w punkcie
réwnym zaobserwowanej wartosci statystyki U przyjmuje sie za war-

tos¢ statystyki Dj

- statystyka E /por. statystyka R w ["]/: bada sie serie war-
tosci lezgcych powyzej i1 ponizej wartosci 1/2. Przyjmuje sie, ze
rozk¥ad liczby Xw wszystkich serii jest normalny z parametrami5
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:(XE) = 500; d2(xE) = 250

2a wartosc¢ statystyki E przyjmuje sie wartos¢ dystrybuanty tego
1"ozkkadu w punkcie réwnym obliczonej wartosci statystyki XE;

«

- statystyka F: bada sie serie wartosci lezacych powyzej i1 po-
nizej wartosci 1/2. Rejestruje sie ilosci serii o liczbie wyrazow
1, 2, 3, 4, 5, 6 oraz o liczbie wyrazéow rownej lub wiekszej 7. Za-
obserwowany rozkdtad serii porownuje sie testem X P z rozkdadem
teoretyc:nym (za teoretyczng ilos¢ serii o dhugosci kK przyjmuje
sie Xs/2k). Oblicza sie wartos¢ Xp dystrybuanty rozkdadu X 2
0 6 stopniach swobody w punkcie réwnym zaobserwowanej wartosci sta-
tystyki X - Wartos¢ 1-X? przyjmuje sie za wartos¢ statystyki F;

- statystyka G: bada sie serie monotoniczne /serie wyrazéw ma-
lejacych i1 serie wyrazéw rosnacych/. Rejestruje sie wartos¢ statys-
tyki Xe - H*acznej i1losci serii monotonicznych. Przyjmuje sie,
Sgodnie z '3J, ze rozktad statystyki X~ jest normalny z parame-
trami :

E(XG) = ~(2n - i) = 1999/3

D2 0G) = g77@6n - 29) = 39.96373 .

wartos¢ statystyki G przyjmuje sie wartos¢ dystrybuanty tego
Rozk#adu w punkcie rownym obliczonej wartosci statystyki

- statystyka H: bada sie serie monotoniczne. Testem 0X porow-
nuje sie rozktad zaobserwowany i rozktad teoretyczny liczby serii
O dhugosci 1, 2, 3, 4, 5, 61 7 /rozk¥ad teoretyczny podany jest
V'T3])/. Wartos¢ dystrybuanty rozkdadu X ~ o B stopniach Swobody
“Unkcie rownym zaobserwowanej wartosci ‘X2 przyjmuje sie za war-
tos¢ statystyki H;

- statystyka 1: generuje sie liczby losowe o rozk#adzie normal-
jako standaryzowane sumy dwunastu kolejnych liczb generatora
~B. Testem X ~ porownuje sie zgodnos¢ uzyskanego rozk#adu z roz-
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2
ktadem normalnym. Wartos¢ dystrybuanty rozkdadu X w punkcie row
nym zaobserwowanej wartosci statystyki X przyjmuje sie za war-
tos¢ statystyki 1j

- statystyka K: generuje sie liozby losowe o rozkfadzie wyk#ad-
niczym /algorytm z pracy [7y 1 testem X2° pordwnuje zgodnos¢ roZ"
k#adu zaobserwowanego z rozktadem teoretycznym. Za wartos¢ statys-
tyki K przyjmuje sie wartos¢ dystrybuanty rozkfadu X w punkcie
rownym zaobserwowanej wartosci statystyki X 2;

- statystyka L: generuje sie liczby losowe o rozktadzie trojkat”
nym jako sumy dwoch kolejnych liczb z generatora RNB i1 testem X
porownuje sie zgodnos¢ rozkdadu zaobserwowanego z rozktadem teore-
tycznym. Za wartos¢ statystyki L przyjmuje sie wartos¢ dystrybuan-
ty rozkdadu X w punkcie réwnym zaobserwowanej wartosci statysty”
ki Z 2;

- statystyka M: badazsie rozkdad mniejszej z dwoch liczb z ge-
neratora RNB. Testem X poréwnuje sie zgodnos¢ zaobserwowanych
realizacji z rozktadem teoretycznym. Za wartos¢ statystyki M przy"
muje sie wartos¢ dystrybuanty rozkd#adu X w punkcie réwnym zaob-
serwowanej wartosci statystyki X

Wartosci wymienionych statystyk /pomnozone przez 1000/ wraz z
wartosciami poczatkowymi w kolejnych tysigcach liczb z generatora
RNB podano w tab. 2. Obliczenia wykonano dla pierwszych 200,000
liczb tego generatora.

Jezeli ciag liczb z generatora RNB stanowi probe prosta z popu-
lacji o rozkdtadzie rownomiernym w przedziale (0,1) , to kazda z dw"
nastu statystyk powinna mie¢ rozkdad rownomierny w przedziale

Empiryczne rozkdady tych statystyk podano w tab. 3.

Sprawdzono testem Z 2 zgodnos¢ kazdego z empirycznych rozkda-
dgw z tab. 3 z rozktadem réwnomiernym. Wartoéc% 2$z-~<x ), gdzie
%Q Jest zaobserwowang wartoscig statystyki X ", zestawiono w ta-
beli 4. Dla pordwnania w tej samej tabelce podano wartosci
Fobliczone dla pierwszych stu wartosci statystyk /l, B,

ceey M.
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Tablica 3.
Empiryczne rozktady badanych statystyk

Przedziat Statystyka

A B C D E F G H I K L M
0.0-0.1 15 18 24 19 14 18 15 30 23 18 13 17
0.1-0.2 27 20 27 19 9 24 19 23 19 21 28 25
0.2-0.3 15 18 15 14 22 16 21 16 22 21 17 25
0.3-0.4 13 17 14x26 25 18 15 22 20 24 24 28
0.4-0.5 2 21 1 23 21 20 17 15 25 22 21 23
0.5-0.6 17 15 15 19" 19 <7 13 21 16 19 23 15
0.6-0.7 16 16 26 21 23 13 26 19 22 19 16 24
0.7-0.8 21 19 21 15 25 25 31 15 18 17 17 11
0.8-0.9 31 30 20 15 20 27 22 20 19 25 22 16
0.9-1.0 23 26 27 29 22 22 21 19 16 14 19 16

N

Tablica 4.
Zgodnos¢ rozktadu obserwowanych statystyk z rozkdadem teoretycznym

Wartosci Wartosci p(fc2<zZ 2]

Statystyka dla pierwszych 100 dla pierwszych 200

wartosci statystyk wartosci statystyk
A 0.581 0.919
B 0.054 0.633
C 0.599 0.931
D 0.897 0.710
E 0.665 0.744
F 0.616 0.544
G 0.787 0.863
H 0.425 0.572
| 0.544 0.466
K 0.486 0.157
L 0.798 0.553
M 0.945 0.888

+yskane wyniki nie pozwalaja na odrzucenie hipotezy, ze pierwsze
00,000 liczb generatora RNB stanowi prc¢be prosta z populacji o
~zktadzie roéwnomiernym.
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Generatory RNC 1 RNC1

Empiryczny rozkdtad statystyk G i H w probce stuelementowej /dla
pierwszych 100,000 liczb/ z generatoréw RNC i1 RNC1 podano w tab. 5*

Empiryczny rozk#ad statystyk Gi H w generato-
rach RNC 1 RNC1

Generator RNC Generator RNC1
G H G H

Przedziat

0,00, 97 97 74 93
0.1-0.2 2 2 15
0.2-0.3 1 -
0.3-0.4 : 1
0.4-0.5 : -
0.5-0.6 - -
0.6-0.7 - -
0.7-0.8 - -
0.8-0.9 - - -

0.9-1.0 - - - -

2
Xe

P NN P O
I w Pk w

841.4 841.4 473.6 766.8

AX2>xB) 410"7 <10-7 <107 <10-7

W tab. 5 podano obliczonag wartos¢ statystyki X P w tescie zgodnoM'
cl rozpatrywanych rozk#adéw empirycznych z rozkdadem réwnomiernym
oraz wartos¢ PYR2>£2 dla dziewieciu stopni swobody.

Uzyskane wyniki prowadzg do odrzucenia hipotezy, ze pierwsze sto
tysiecy liczb z generatordow RNC i RNC1 tworzy proébe prosta z popu-
lacji o rozkdadzie réwnomiernym.

Dalszych studiéw nad generatorami mieszanymi dla maszyny ZAM-2
nie prowadzono, gdyz wybér takiej statej A, dla ktérej uzyskanoby
zadowalajace wyniki wymaga duzej ilosci pracy eksperymentalnej. Ba"
dania dla innej wartosci A sa nieoptacalne, gdyz generator z in-
nym niz podano A by#by zbyt wolny.
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Wobec pozytywnych wynikoéw testowania generatora RNB prace nad
generatorami typu RNC wydajg sie niecelowe. Nalezy zaznaczy¢, ze
chociaz w generatorze RNC wystepuja operacje dodawania i przesunie-
cia podczas gdy w generatorze RNB operacja mnozenia, to czas gene-
rowania liczb losowych jest w obu generatorach tego samego rzedu
/stwierdzono to eksperymentalnie/. Wynika to stad, ze chociaz do-
dawanie trwa kréoej niz mnozenie, to w generatorze RNB tylko trzy
razy pobiera sie liozby z pamieci, podczas gdy w generatorze RNC -
pie¢ razy, a ozas dostepu do pamieci w maszynie ZAM-2 jest diugi
w poréwnaniu z czasem wykonywania operacji arytmetycznych. Ponad-
to generator RNC realizuje sie za pomocg ciggu 7 rozkazéw /ostat-
ni rozkaz - N1 - "gasi™ ewentualny nadmiar powstaty w wyniku re-
alizacji rozkazéow DO 1 LW/, podczas gdy generator RNB realizuje
sie za pomoog tylko trzech rozkazow.

Przedstawione wyzej wyniki wskazujg, ze jako standartowy gene-
rator liczb losowych o rozkdadzie réwnomiernym dla maszyny ZAM-2
powinien by¢ przyjety generator RNB.
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RANDOM NUMBER GENERATOR WITH UNIFORM DISTRIBUTION FOR ZAM-2 COMPUTERS

Summary

The random number generator with uniform distribution is basic for obtain-
ing random numbers with an arbitrary distribution, to realize random processes
and to solve any kind of task of simulation under random conditions. The pa-
per presents the results carried out on some random, number generators with
uniform distribution, full results of testing the generator RNB /chosen as
the best one for the ZAM-2 computer/ and this generator tables enabling its
application to more complex cases of sampling e.g. for the stratified one.
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DODATEK
Poréwnanie czasu pracy generatorow

Czas pracy generatorow BNB 1 F /Fibonaoclego/ badano za pomoog
nastepujacych programow:

Program
P1 P2 P3 P4
BLOK ©) :X,C
X 234.642.457.001
G 145.361.406.635
JEZYK SAS:
0 SK a
a/ .uUB+2
.SK+2
SS 10000
11 UM.X 1 UA.X 1 UM.X 1 UA.X |
i MN. C DO.C MN.C DO.C |
| PM.X PA_.X PM.X PA_X
DO.C UM.X DO.C |
PA.C MN. C PA.C -
_SN+1 PM.X _SN+1
UA_X 1
DO.C i
PA_X
DO.C
PA.C
SN+1
2 .SB+4
.BB+4
1.SK-5 .SK-8 .SK—-8 _SK—14 1
.SK+0
SSO
SS1

/Rozkazy poza obszarami zamknietymi liniami przerywanymi sg iden-
tyczne we wszystkioh oztereoh programaoh/ .

Miejsca dla zmiennyoh X, C zostajg ustalone pierwszym rozkazem,
Natomiast zmieniajac a od pewnej liczby aQ do aQ + 15 /w ob-
liczeniach przyjeto aQ = 32/ uzyskuje sie wszystkie mozliwe podo-
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zenig w pamieci poczatku wykonywanego ciagu rozkazow wzgledem usta-
lonych miejso dla X i C. Przedmiotem badania jest czas wykonywania
sekwenojl rozkazéw oznaozonyoh numerem 1, natomiast sekwencje roz-
kazéw oznaczone numerem a oraz 2 stuzg do zasygnalizowaniat ze
okreslona i1los¢ /w naszym przypadku 10000/ liozb losowyoh zostata
Juz wygenerowana. Zmierzony ozae bedzie oozywisoie ozasem wykonani®
wszystkich rozkazéw od numeru a do numeru 2. Do ustalenia ozasu
wykonywania tylko rozkazéw generatora RNB przeznaczone sg programy
PL 1 P3. Jezeli czas wykonania programu P1 wynosi t*», to za oz»
wykonania 10000 razy sekwencji /oznaozymy ta sekwenoje przez S/:

UM_X

MN. C

PM_X
przyjmiemy t3~tl. Analogicznie dla ozasu generowania 10000. liozb
w generatorze F otrzymujemy czas t~-tg. Poniewaz dla réznyoh a
otrzymujemy roézny ozas pracy poszczegoélnyoh programéw, za ozas t
przyjmiemy ozas Sredni. Wszystkie zaobserwowane czasy oraz obliczo-
ne ozasy S$rednie przedstawiono w nastepujacej tabeloe:

Czas wykonywania programu /w sek/

a P1 P2 P3 P4
32 80 64 129 133
33 71 64 120 132
34 71 70 121 141
35 71 71 127 %5
36 71 70 135 140
37 71 77 134 134
38 79 85 140 142
39 85 84 154 141
40 86 85 147 143
a1 85 77 153 127
42 a1 85 143 134
43 84 72 135 120
44 85 71 140 126
45 84 70 129 127
46 77 64 127 121
47 78 64 127 126

Razem 1269 1173 2161 2122

Srednia 79.3125 73.3125 135.0625 132.6250
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Otrzymujemy czas generowania 10000 liczb:

dla generatora RNB - 55.75 sek
dla generatora F - 59.3125 sek -

Zwracamy uwage, ze:
V przy obliczeniu sSrednich t~ uwzgledniono tylko potozenie po-
czatku generatora wzgledem miejso roboczych, nie uwzgledniono nato-
miast wzajemnego podozenia miejso X i1 C wzgledem siebie;

2/ przyjmujac, ze czas t™-t~ /lub odpowiednio t™-t2/ jest czasem ge-
nerowania 10000 liczb zatozono, ze zaleznos¢ miedzy ozasem wykonywa-
nia programu a liczbg sekwencji S Jest liniowa. Jest to tylko w
Przyblizeniu stuszne, gdyz réznica miedzy programem Pl i P3 po-
lega nie tylko na roznej ilosci sekwenoji S, ale réwniez na tym,
e wszystkie rozkazy poczynajgc od rozkazu oznaczonego numerem 2,
Julieszezone sg w obu programach w innyoh miejsoach pamieci.

Z tych powoddéw otrzymany wynik nalezy traktowaC jako przyblizony.
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STOCHASTYCZNE ALGORYTMY W ZAGAD-
NIENIACH OPTYMIZACJI

Komentowany przeglad bibliograficzny

Ryszard ZIELINSKI

Rrace zdozono 14.5.1966 r.

W pracy podano krotki przeglad podstawowych
idei metod probabilistycznych w zagadnieniach
optymizaoji.

Kazde zagadnienie optymizaoji mozna przedstawi¢ w nastepujacej
postaci: dany jest pewien zbidér X oraz funkcja F odwzorowujgca
ten zbidér w zbidr liczb rzeczywistych. Nalezy znalez¢ taki punkt
X*c X, zeby dla kazdego xe X byd4o

F(Xx*)<F(X) - /1/

W zagadnieniach optymizaoji funkcja F nazywa sie funkcja celu,
funkcja-kryterium lub krotko kryterium. Kazdy element zbioru X
nazywa sie decyzja, element x* spekniajgcy dla kazdego x e X
zwigzek /1/ decyzja optymalng. Czasami funkcja F ma sens réwniez
poza zbiorem X; wtedy zbidér X przyjeto nazywa¢ zbiorem decyzji
dopuszczalnych lub zbiorem rozwigzan dopuszczalnych.

Zagadnienia optymizaoji znane sa rowniez jako zagadnienia pro-
gramowania, przy czym:

a/ jezeli zbiér X Jest podzbiorem w przestrzeni euklidesowej wy-
znaczonym przez ukfad nieréwnosci liniowych oraz F jest funk-
cja liniowg, otrzymujemy znane zadanie programowania liniowego;

b/ jezeli zbidor X jest wyznaczony tak jak w punkcie a/ oraz kry-
terium F ma postac
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F(xX) = xBx + AXx

gdzie A, B - macierze kwadratowe odpowiedniego stopnia, otrzymu-
jemy zadanie programowania kwadratowego;
c/ jezeli zbidér X sktada sie tylko z takich punktoéw
X = (X1, x2, ..., Xn), ze kazde Xx* moze by¢ tylko liczba cak-
kowitag, otrzymujemy zadanie programowania w liozbach catkowitycbi
d/ jezeli elementami zbioru X sa funkcje, wkraczamy w zagadnie-
nia rachunku wariacyjnego i programowania dynamicznego.

Bedziemy rozpatrywali tylko takie przypadki, gdy X jest zbio-
rem w przestrzeni euklidesowej. O zbiorze X bedziemy zaktadali, /
ze zawiera punkt X* spedniajacy dla kazdego xeX warunek /1/,
to znaczy ze istnieje rozwigzanie optymalne.

Rozwigzanie zadania optymizacji okazuje sie zwykle trudne, a
nieraz nawet niemozliwe. Nawet w najprostszych przypadkach, na
przyk+ad w przypadku programowania liniowego, zadowalamy sie zna-
lezieniem takiego x£, ze /przy ustalonym £ /:

IXE - x*] <6 t

to znaczy znalezieniem decyzji dostatecznie bliskiej decyzji opty-
malnej, Hlub takiego xg, ze /przy ustalonym 6/:

If(x5) - FC*jI<sS , /3/
to znaczy takiej decyzji, ktorej skutki dostatecznie mato rézniag

sie od skutkéw decyzji optymalnej.

Praktycznie wystarcza czesto przekonanie, ze algorytm z dosta-
tecznie duzym prawdopodobienstwem prowadzi do wyniku x£ lub x£
spedniajgcego /2/ lub odpowiednio /3/. Prowadzi to do zastgpienia
podanego na wstepie sformutowania zadania optymizacji jednym z nas-
tepujacych sformutowan:

Zadanie A:

V/ ustalonym zbiorze X znalez¢ taki punkt x», aby
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Pr | IX£ - x*|<ej> 1 - £1 4 /4/

gdzie e , el - ustalone state dodatnie.

Zadanie B:

W ustalonym zbiorze X znalez¢ taki punkt x», aby
Er JIf ®5) - F*fcs] > 1 - 51, /5/

gdzie 3,5.,- ustalone state dodatnie oraz F* = f (&*).

Sformutowanie zadan A 1 B upowaznia nas do traktowania x” oraz
jako zmiennyoh losowych.

Pokazemy dwa przykdtady, w ktérych wynik rozwigzania jest rzeczy-
wiscie zmienng losowg.

Przyk+ad 1

Pewien wskaznik V powinien w procesie sterowania produkcja byc
doprowadzony do pewnego poziomu VQ takiego, zeby wskaznik W mie-
rzgcy efekt produkcyjny osiggat maksimum /sterowanie ekstremalna/.
Zwykle efekt produkcyjny, a wiec i wartos$é¢ wskaznika W, zalezy
nie tylko od wielkosci regulujacych V, lecz réwniez od catego
szeregu przyczyn, ktérych sumaryczny wpdtyw ma charakter losowy. Us-
tawiajagc wskaznik V na réznych poziomach V., , V2, ... obserwu-
jemy wyniki W.J, W2, .._._. Za wartos¢ optymalng Vo przyjmujemy
na przyktad te wartos¢, dla ktdérej zaobserwowano najlepszy wynik.
Poniewaz W.,, W2, ... sa realizacjami pewnych zmiennych losowych,
wiec tak okreslone VO jest roéwniez realizacja pewnej zmiennej lo-
sowej. Za zadowalajaca uznamy taka procedure ustalania wartosci VQ,
ktéra prowadzi do spednienia warunkow typu /4/ lub /5/»

Przyk+ad 2

Z obszaru X wybieramy w pewien losowy sposéb ciag punktoéw

, X2, ... i w kazdym z nich obliczamy wartos¢ funkcji-kryterium.
Otrzymujemy ciag Fl1, F2, ... . Pewng funkcje okreslong na tych
oiggach przyjmujemy za estymator decyzji optymalnej. Taki sposéb
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postepowania jest typowy dla metod Monte Carlo. Algorytmy oblioze-
niowe zbudowane na tej zasadzie bedziemy nazywali algorytmami sto-
chastycznymi .

W szozegélnym przypadku, gdy zastosowany algorytm i technika ob-
liczeniowa prowadzg w S$cisle zdeterminowany sposéb do jednego wyni-
ku x£, mamy do czynienia ze zmienng losowg jednopunktowag, przy
czym jesli dla ustalonego 6 jest |x£ - x*|<£ , +to warunek 74/
jest zawsze spedniony, natomiast w przypadku, gdy jxV - X*|NE
warunek ten nigdy nie jest spedniony.

Metody optymizacji oparte na eksperymencie statystyoznym /jak
w Przykdtadzie 1/ lub wykorzystujace algorytmy stochastyczne /co
jest roéwnowazne pewnym eksperymentom statystycznym/, bedziemy nazy-
wall statystyoznymi metodami optymizacji. W dalszym ciggu zajmiemy
sie gtownie algorytmami stochastycznymi, poswiecajgac innym zagad-
nieniom optymizacji statystycznej koncowg czes¢ opracowania.

Klasyfikacja algorytméw stochastycznych

Przyjmiemy nastepujacg klasyfikacje algorytméw stochastycznych!

Uzasadnienie poszczeg6lnych nazw uzytych w powyzszej klasyfika-
cji wyniknie w sposéb oczywisty z dalszej czesci opracowania. Po-
dawane jako przyktady algorytmy bedziemy oznaczali kolejno symbo-
lami , A2,
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Algorytmy jednostopniowe *

Algorytmy jednostopniowe znane sg w literaturze jako metody
Monte Carlo poszukiwania ekstremum funkcji.

/A1l/ Najprostszym algorytmem jednostopniowym jest algorytm rozpa-
trywany w pracy [74] i wozesSniej w pracy [ej: w zbiorze decyzji

X wybieramy losowo n punktow X.,, x2, ..., xg 1w kazdym z
nich obliczamy wartos¢ kryterium F. Za najmniejszg wartos¢ funk-
cji F na zbiorze X przyjmujemy:

B = min F:{xfs-

1<i<n 1

Za optymalng decyzje x* przyjmujemy jedng z tych decyzji, ktoére
realizuja F. Losowanie punktéw w zbiorze X przeprowadza sie
zwykle zgodnie z rownomiernym rozkdadem prawdopodobienstwa. Jako
ocene rozwigzania przy ustalonym n przyjmuje sie prawdopodobien-
stwo S, ze miara ™ podzbioru X, na ktérym funkcja przyjmuje
wartosci mniejsze od F, rowna jest 00 najwyzej ustalonej liczbie
C /zaktada sie, ze/J.(x) = 1 oraz O0O<a”™l/.

Algorytm Al, a w szczegdlnosci schemat wnioskowania, jest typo-
wy dla zagadnien znanych pod nazwag ''nieparametryczne przedziaty
ufnosci'. Praoce w tym kierunku zostaly zapoczatkowane przez S.S.
Wilks "a [71] w 1941 roku oraz A. Walda [69] w 1943 roku. Nowsze
informacje na ten temat oraz dalsze pozycje bibliograficzne zna-
lez¢ mozna w pracy [@Y .

/A2/ Pewna inna klasa algorytmow jednostopniowych zwigzana jest

z teorig wartosci ekstremalnych czyli skrajnych statystyk pozycyj-
nych. Wiadomo /por. np [65]/, ze przy dostatecznie duzyoh licznos-
ciach n proébek rozktad wartosci najwiekszej z probki ma jedng z
nastepujacych trzech postaci:
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dla x< O
¥(*) - i
| 1 dla x>0

-X
A(X) = e-e -

Poniewaz algorytmy stochastyczne stosowane sg zwykle na maszynach
matematycznych, nie ma zasadniczych trudnosci w uzyskaniu dosta-
tecznie duzych n. Wykonujac N préh n-elementowych i rejestru-
jac w kazdej z nich wartos¢ najwiekszg otrzymujemy cigg wartosci
F1, F2, ..., Fn. Oszacowanie na podstawie tego ciggu pewnego pa-
rametru odpowiedniego rozktadu 7/ ¢ ,¥a 1lub A / jJest réwnowazne
oszacowaniu maksymalnej wartosci funkcji F na zbiorze X. Budo-
wa takich estymatoréw jest rozwazana na przyktad w [65]-

Charakterystyczng cechg wymienionych wyzej algorytméw jest to,
ze otrzymany wynik nie zalezy od kolejnosci, w jakiej wylosowane
zostaty poszczegélne punkty ze zbioru X, a prawdopodobienstwo
wylosowania punktu z dowolnego podzbioru zbioru X nie zalezy od
wynikow poprzednich losowan. Wkhasciwos¢ ta wyrdéznia algorytmy jed-
nostopniowe.

Algorytmy wielostopniowe

Algorytmy wielostopniowe znane sg w literaturze jako stochastyc
ne metody poszukiwania ekstremum /termin angielski: random search
lub random seaking, termin rosyjski: stuczajnyj poisk/.

Ogo6lny schemat postepowania jest nastepujacy: w sposob losowy,
zgodnie z pewnym rozkdadem prawdopodobienstwa Pfl, wybiera sie w
zbiorze X punkt x . Jezeli juz wybrano n punktow, to badz
wartos¢ pewnej TFTunkcji zaleznej od wylosowanych punktoéw

muje sie za decyzje optymalng, badz losuje sie nastepny punkt xR
zgodnie z rozktadem prawdopodobienstwa P zaleznym od wynikow
dotychczasowych losowan. W ogdlniejszym przypadku na kazdym i-tym
etapie mozna losowaé¢ nie jeden, lecz n”™ punktéow.
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Funkcja F moze mie¢ na zbiorze X wiecej niz jedno ekstremum
lokalne. Zgodnie z podanym na wstépie sformutowaniem interesuje
nas najmniejsze z nich. Niektére algorytmy wielostopniowe sa zbu-
dowane w taki sposob, ze prowadza do uzyskania ekstremum lokalne-
go /podobnie jak metody gradientowe/ zamiast ekstremum absolutne-
go. Algorytmy takie bedziemy nazywali algorytmami Qlokalnymi. Algo-
rytmy prowadzgce do uzyskania wartosci najmniejszej w zbiorze X
bedziemy nazywali algorytmami integralnymi.

Algorytmy lokalne -

/A3/ Jednym z najprostszych algorytméw lokalnych jest nastepujacy
algorytm: wybieramy w X pewien punkt xq 1 obliczamy w tym punk-
cie wartos¢ kryterium F. Niech X bedzie zbiorem w przestrzeni
m-wymiarowej i oznaczmy przez £ m-wymiarowy wektor jednostkowy

z poczatkiem w punkcie 0. Koniec wektora | opisuje sfere. Niech
bedzie ustalony rozktad prawdopodobienstwa na tej sferze, na przy-
ktad rozktad réwnomierny. Przez £ ~ bedziemy oznaczali i-tg rea-
lizacje wektora £ . Jezeli juz wylosowano punkty Xeyyooo oXk_ 1,
to badz konczymy poszukiwanie, badz wybieramy nastepny punkst w nas-
tepujacy sposob:

*k-1i 7 sdy FK-i1 +s*vy >F &k-i)

XK-1 +b w przeciwnym przypadku

gdzie S > 0 jest pewnag stata, zwang dtugosciag kroku. Proces kon-
czymy, gdy po dostatecznie duzej liczbie krokdw pozostajemy w us-
talonym punkcie. Algorytm ten rozwazany jest w pracach [50"], [51] ,
[59]1, natomiast w pracy [52J poroéwnywany jest z innymi algorytmami.

/A4/ W praoy [53] rozpatruje sie nastepujacy algorytm znajdowania
punktu x~:

xk = xk_1 + XK
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OAXK 1» FK-1 + NiIxk-0 < FK-1ib
s-1 » gdy F(V1l + Axk-i) 51 F k-i) oraz

FK.i1 + W )<F&k-0"
0] , poza tym,

gdzie 6 oraz £ maja takie samo znaczenie jak w poprzednio roz-
patrywanym algorytmie A3.

Podany wzér opisuje nastepujacy sposb6b postepowania: jezeli w
k-tym kroku znalezlismy taki punkt x», ze F&MN)< P (x"_7n, 1o
wykonujemy dalsze kroki o d#ugosci 5 w kierunku wyznaczonym
przez wektor xk -xk_1 tak ddugo, az w pewnym punkcie xg bedzie
F(Xg)N"F(xg J); osiagnawszy punkt xs_i jako nastepnego poszuku-
jemy losowego takiego punktu xs na powierzchni sfery o Srodku w
punkcie xs-1 i o promieniu & , w ktorym F(xg)<F (xs-1) .

W cytowanej jJuz pracy [53] podaje sie dla algorytmu A4 zalez-
nos¢ miedzy odlegtoscia punktu poczatkowego xQ od ekstremum a
Srednig liczba krokéw potrzebnych do osiggniecia ekstremum. Algo-

rytm ten omawiany jest roéwniez w /51J -

W literaturze znalez¢ mozna szereg innych odmian algorytméw lo-
kalnych. Obszerny przeglad réznych algorytméw oraz dalsze pozycje
bibliograficzne znalezé mozna w pracy [51], a pewien pomyst zwig-
zany z ustalaniem wielkosci 5 w pracy £59].

Algorytmy integralne

Cecha wyrézniajgca algorytmy integralne jest to, ze prowadza
do uzyskania absolutnego minimum funkcji F w zbiorze X. Wyni-
ka stad, ze wszystkie algorytmy jednostopniowe sg algorytmami in-
tegralnymi. ROznorodnos$¢ sposobow konstrukcji wielostopniowych al™
gorytméw integralnyoh ilustruja podane nizej przyktady.

/A5/ Jeden ze sposobow konstrukcji algorytmow integralnych polega
na wprowadzeniu do algorytmu lokalnego pewnego dodatkowego wekto-
ra wk zwanego wektorem pamieci. Dzieki temu algorytmy powinny

by¢ "mato czuke™ na lokalne minima funkcji. Oznacza to, ze proces

poszukiwania najmniejszej wartosci funkcji nie powinien 'zatrzy-
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mywa¢ sie” w minimum lokalnym, ale powinien do niego wroécic¢, jeze-
li minimum to okaze sie wartoscig najmniejsza. Schemat algorytmu
jest nastepujacy: w m-wymiarowym zbiorze X wybieramy pewien punkt
poczatkowy xQ oraz ustalamy wektor wq = 0. Jezeli juz osiggnie-
to punkt Xx“. postepujemy weddug nastepujgcego procesu iteraoyj-

nego:
XK+l =2*g("1> eeen”k» F” wk?
xk+1 = *k +/1xK-U
wk+l = h@k* X1» ***» *k+1» F »
i N i i o
gdzie: 5 oraz maja znaczenie takie jak w A3,
g = [glf eee» Sm] - wektor-funkoja taka, ze |g = 1,

wh wektor pamieci.

Przy odpowiednio dobranej funkcji g przyrost Axk+4 bedzie
rézny od zera wtedy, gdy w punkoie xk Ffunkcja F osiaga minimum
lokalne oraz bedzie zerem tylko wtedy, gdy TFT&E?) jJest najmniej-
sza wartoscia funkcji F w zbiorze X. Algorytmy z réznymi wek-
torami pamieoi rozpatrywane sg na przykdad w pracach [57], [51],
[60].- Dla konstrukoji wektora pamieoi wykorzystuje sie koncepcje
stochastycznej teorii uczenia sie, ktorej obszerny wykdtad stanowi
praoa [1cfj.

/A6/ Inna koncepcja wielostopniowego algorytmu integralnego przed-
stawiona jest w pracy [30]- Jezeli juz osiggnieto punkt x*., to
prawdopodobienstwo, ze jako nastepny zostanie wylosowany punkt z
podzbioru ScX okresla sie w nastepujgoy sposob:

rr (FM + “r (F(xk))j gdy *k e S
PFfs/xj = i

IN-L1 - r(F(xK)J , gdy xk6X-S
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gdzie v jest pewng miarg /na przyk#ad miarg Lebesgue®a/ oraz

r (H jest Scisle malejgca funkcjg odwzorowujgaca zbidr wartosci
funkcji F w przedziat (0,1) . W pracy [30] dowodzi sie zbieznos-
ci takiego procesu poszukiwania ekstremum i bada sie jego efektyw-
nosc.

/A7/ W pracy PRJ0O] wykorzystuje sie teorie statystyk pozycyjnych

do lokalizaoji ekstremum funkcji. Zbiér X dzieli sie na dwa roz-
+aczne zbiory, powiedzmy X 1 Xg = X — X~. W kazdym z tyoh
zbiordow losuje sie po n punktéw 1 na podstawie wartosci funkcji
F w-tych punktaoh weryfikuje sie hipotezy:

Ik - max FQ) > max F(X)
xe X1 X B X2

H?: max F(xX)”™ max F(X)
x € X1 X € X2

W przypadku przyjecia hipotezy dalsze poszukiwania ekstremum
prowadzi sie tylko w zbiorze X~

Kryteria oceny algorytméw

W przypadku sformutowania /4/ za lepszy mozna uznadé na przyktad
ten algorytm, ktéory przy ustalonym £1 prowadzi do mniejszego £
/przy ustalonej liczbie krokéw n/ lub ktéry przy ustalonym
prowadzi przy ustalonej liczbie krokébw n do mniejszego £1 1lub
ktéry przy ustalonych £ 1 £1 prowadzi do spednienia warunku [/
w mniejszej liczbie krokéw iteracyjnych. Analogiczne oceny mozna
sformutowa¢ w przypadku sformutowania /5/. Takie oceny algorytmow
wymienione sg w pracy je]-

Pewnym innym kryterium oceny algorytmu jest wartos¢ prawdopodo-
bienstwa, iz miara zbioru, na ktorym funkcja przyjmuje wartosci
mniejsze niz wartos¢ znaleziona stanowi ustalony utamek miary ca-
+ego zbioru X /por. algorytm Al/. Kryterium to rozpatrywano w
[8 oraz [74], a krytyka tego kryterium, podkreslajgca jego nie-
przydatnos¢ w przypadku wielowymiarowych zbioréw X, podana jest
w praoy [3I] -
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W pracy [52J jako kryterium oceny algorytmu przyjmuje sie Sred-
nig liozbe krokow iteraoyjnych potrzebng do osiggniecia punktu w
f£-otoczeniu / £- ustalone/ punktu ekstremalnego.

W praoy [30] konstruuje sie nastepujace kryterium oceny algoryt-
mow: zapiszmy algorytm stochastyczny w postaci ciggu rozkdadéw praw-
dopodobienstwa:

#
PO G)» pi(s)> ee=»
gdzie S jest elementem pewnej 5-algebry podzbioréw zbioru X,

natomiast Pg(S) jest prawdoppdobienstwem, ze w n-tym kroku zos-
tanie osiggniety punkt ze zbioru S.

Oznaczmy:

mn ) = J FO)Pn (dX) -

Jako dopuszczalny definiuje sie taki algorytm, dla ktérego istnie-
je granioa:

limmn® =m®E .
>3

Z dwéch algorytméw dopuszczalnych A i B za lepszy uwaza sie algo-
rytm A, gdy

mA@)< mBEFE) =

Szczegotowe rozwazania w pracy Q30J dotyoza oytowanego wyzej algo-
rytmu A6.

Kryterium ooeny algorytmu jest Scisle zwigzane z charakterem
rozwigzywanego zadania. Z tego powodu zbudowanie jedynego kryte-
rium dla ooeny wszelkich algorytméw nie jest ani mozliwe, ani oe-
lowe.

Niektdére zagadnienia optymizacji statystycznej

Typowym zagadnieniem optymizacji statystycznej jJest zagadnienie
przedstawione w Przyktadzie 1. Inne zagadnienia optymizacji statys-
tycznej znane sg w literaturze jako zagadnienia:
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- optymizaojl w warunkach zak#boen /w warunkaoh szumow/ [55], RB7%,
[283 *

- aproksymacji stochastycznej 73, [64" ]

- poszukiwania ekstremum /lub zer/ linii regresj
lub ekstremum powierzchni regresji /powlerzoh

. [70].

Zagadnienie optymizaojl statystyoznej sag Scisle zwigzane z za-
gadnieniami algorytméw stoohastyoznyoh /nizej pokazujemy, na czym
ten zwiagzek polega/. Jest to powodem, dla ktérego do zataczonej bi-
bliografii wkgozono réwniez prace z tego zakresu.

Y., A7, [63
odpowiedzi — re-

sponse surface/ [7], WU

Zagadnienia optymizaojl statystyoznej rozwigzuje sie zwykle w
nastepujacy sposob iteraoyjny: w punkcie rejestruje sie
wartos¢ y (x» pewnej fFfunkoji y(x), przy czym na skutek dziata-
nia czynnikéw losowych wartos¢ y(xf) nalezy traktowa¢ jako rea-
lizacje pewnej zmiennej losowej. Ozna.ozymy rozkdtad tej zmiennej lo-
sowej przez Qk (X)- Identyczny wynik jak przy opisanej procedurze
uzyskanoby stosujgc algorytm stochastyczny oharakteryzujacy sie
ciggiem rozktadéw prawdopodobienstwa:

Q0O (> Q-ikx)> Qn W 7 **e

W ten sposo6b zagadnienie optymizacji statystycznej sprowadza sie

do zagadnienia algorytméw stochastycznych. Réznica miedzy tymi za-
gadnieniami polega na tym, ze rozktady Qn(x) zwykle nie moga by¢
dowolnie ustalane, jak to ma miejsce w przypadku algorytméw sto-
chastycznych. Pozostate zagadnienia, a w szczeg6lnosci zagadnienia
statystycznej oceny uzyskanego wyniku, ustalania liozby eksperymen-
tow, budowy estymatoréw, wystepuja zaréwno w zagadnieniach optymi-
zacji statystycznej jak i w teorii algorytméw stochastycznych.
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STOCHASTIC ALGORITHMS IN PROBLEMS OP OPTIMIZATION

Summary

In the paper a short review of basic concepts of the stochastic methods in
optimization’s problems is given.
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