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Liczba
m? -1

P?

(4)
nie jest zupelnym kwadratem (§ 61), poniewaz, gdybysmy mieli

0ZNACZA]HC PrZez

pewng, liczhe nlamkows, mieliby$my

mi4-1= (aﬁp)“,

co mogloby zachodzi¢ tylko w razie, gdyby istniala (§ 61) liczba
calkowita, ktérej kwadrat réwnalby sie liczbie m*-f-1, a taka
liezba calkowita nie istnieje, gdyz kwadrat liezby calkowitej, nie
wigksze] od m, mniejszy jest od m?® -1, a kwadrat kazdej liczby
catkowitej, wigkszej od m, wigkszy jest od m? +- 1. Zatem liczba (4)
rzeczywiscie nie jest kwadratem zupelnym. Mozemy tedy oznaezyd
(§ 61) pewien drugiego gatunku przekrdj (P) zbioru Jiezb wymier-
nych, ofwiadezajae, s kazda liczba wymierna, ktérej kwadras jest
mniejszy od liezby
m® -1

PE
lezy przed przekrojem (P), a kazda liezba wymierna, ktérej kwa-
drat wigkszy jest od tej liczby, lesy poza tym przekrojem. Na
przekroju (P) polozona jest pewna liczba niewymierna x, ktdra na
podstawie zwigzkéw (1) i (2) sprawdza nierdwnosei

a<x<b

Dowiedliémy wige istnienie liczby niewymiernej posredniej
pomiedzy liczbami a i b, a o to tylko chodzilo.

§ 75. W § 68-ym zastanawialiémy si¢ juz nad spraws ozna-
czania liczb bezwzglednych. Poniewaz wszystkie pojecia i twier-
dzenfa, ktéremi§my si¢ tam postugiwali, zostaly juz w rozdziale
obecnym ugruntowane na podstawach czysto arytmetycznyeh, przeto
odsylamy ezytelnika do § 68-go, nadmieniajac, Ze zachowujemy

b
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nadal, bez Zadnej zmiany, wszystkie definicye i umowy tam wpro-
wadzone i przechodzimy wprost do teoryi dzialan zasadniczych na
liczbach bezwzglednych.

Zeby rozszerzyé pojecie dodawania do przypadku dwéch skia-
dnikéw réwnych jakimkolwiek liezbom bezwzglednym, oznaczmy
najpierw przez a i b dwie liezby wymierne,

Suma

o -+- b

nie bedzie ani mniejsza od sumy Zadnych dwdch liczb wymier-
nyeh, z ktérych jedna bylaby nie wigksza od liezby a, a druga od
liezby b. ani wigksza od sumy dwdch liczb wymiernyeh, z ktérych
jedna bylaby nie mniejsza od liczby «. a druga — od liezby 6.
Zadna liczba, sumie liczb wymiernych a i b nierdwna, nie posiada
wiasnosei poprzedzajacyeb, jezeli bowiem pewna liezba wymierna w
sumie a -}~ b réwna nie jest, to zachodzi albo nieréwnosé

w<<a+b,

albo nieréwnoéd

w > a4 b

Otéz w pierwszym przypadku oezywiseie istnieje nieskonczenie
wiele takich par liczh wymiernyeh a’ i ', ktdre sprawdzajg zwigzki

w<a b, =a V=0,

a w drugim oezywiscie istnieje nieskonezenie wiele takich par liczb
wymiernych a' i b", ktére sprawdzajs zwigzki

w>a’ b, a'=a, b'=b.

Zatem, jesli tylko pewna liezba wymierna w sumie liczh wy-
miernyeh @ i b réwna nie jesf, to liczba ta rzeezywiscie nie moze
posiadaé wymienionych wyzej dwdéeh wlasnodei. Uwaga ta pray-
wodzi nas do przyjecia definicyi nastepujacej:

Wynikiem dodawania jakiejkolwiek liczby bezwzglednej b do
jakiejkolwiek drugiej liczby bezwzglednej a nazywamy kaida taka
liczbe @, ktéra nie jest ani mniejsza od 2adnej liczby réwnej sumie
dwdch liczb wymiernych odpowiednio nie wickszych od liczb a i b, ani
wieksza od Zadnej liczby réwnej swmie dwdch liczb wymiernych odpo-
wiednio nie mniejszych od tych liczb.

Ar tmetyka teoratyczna. 16
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Ze wrgledu na droge, ktéra przywiodla nas do definicyi po-
przedzajacej, mamy pewnosé, Ze definicya ta nie jest w sprzecznosei
% definieya dodawania licsh wymiernych, nadto, z samego brzmienia
rozwazanej definicyi wynika bezposrednio, ze definicya ta czyni za-
doéé temu podstawowemu warunkowi (§ 26), aby wynik dzialania
oznaczony byl tylko co do wartodei i wylneznie zalezal od wartodei
liezb ulegajacych dzialaniu.

L. Dodawanie liczb bezwzylednych - jest zgoduie =z zasadwni yoz-
dziatu V-go, dziataniem jednoznacznem. wykonalnem bez zastrzezen.

Istotnie, oznaczmy przez « i b dwie jakiekolwiek liczby bez-
wazgledne i uwazajmy zbidr (K;) wszystkich liezb, z ktérych kazda
uwazana byé moze za sume pewnej liezby wymiernej nie wigkszej
od liezby a i pewnej lieczhy wymiernej nie wigkszej od liczby b;
uwazajmy nadto zhidr (i) wszystkich liezb, z ktérych kazda uwa-
Zana byé moze za sumg pewnej liezby wymiernej nie mniejsze)
od liczby a i pewnej liczby wymierne) nie mniejszej od liczby b.
Zhiory (K,) i (K,) sa oczywiscie zbiorami liczb wymiernych, nadto
spostrzegamy natychmiast, Ze zadna liczba zbioru (K;) nie jest
wigksza od Zadnej liczby zbiorn (K).

Z tego wynika (§ 68, tw. II), Ze istnieje przynajmniej jedna
wartosé na taka liezbe @, kiéra nie bylaby ani mniejsza od %adnej
liezby zbioru (K), ani wigksza od Zadnej liezby zbioru (K,).

W rzeczywistodei istnieje tylko jedna taka wartodé na x,
ktéra sprawdza warnnki poprzedzajace. Istotnie, oznaczmy przez (4,).
pierwsza czeS¢. a przez (4,) drugy eczesé jednego z okredlnikéw
liczby @, a przez (B,) i (B,) analogiczne elementy w stosunku do
liczby b. Oznacamy nadto przez (X;) zbiér liezb, z ktérych kazda
réwna si¢ sumie jednej liezby zbioru (4,) i jednej liczby zbioru (B,),
a przez (Xj) zbiér liezb, z ktérych kazda réwna si¢ sumie jednej
liczby zbioru (4,) i jednej liezby zbioru (B,). W § 69-tym dowie-
dlismy, opierajac si¢ na podstawach ezysto arvytmetyeznych, e
zbidr (X,) stanowi pierwszg czgdé, a zbidr (X,) drugy— okreélnika
oznaezonej liezby; liezbie tej réwna si¢ niczawodnie liezba x roz
wazana wyZej, gdyz wszystkie liczby zbioru (X;) nalezs oczywiscie
do zbioru (K,), a wszystkie liezby zbioru (X,) — do zbioru (Kj),
skqd wynika, Ze liczba o nie jest ani mniejsza od Zadnej liezby
zbioru (X,), ani wigksza od zadnej liczby zbioru (X,).

Ostatecznie dowiedliémy, Ze istnieje jedna i tylko jedna war-
tosé na taky liczhe @, ktéra nie jest ani mniejsza od zadnej liezby



- 243

zbioru (Kj), ani wigksza od zadnej liezby zbiorn (K;). Poniewaz
za§, na podstawie definicyi dodawania liezb bezwzglednyeh, po-
wyisza wartosé liezby & przedstawia wladnie wynik dodawania
liczby b do liezby a, przeto uzasadnilismy w zupelnodei twierdzenie,
o ktére chodzilo.

Rozumowanie poprzedzajyce nie tylko stanowi dowdd jedno-
znacznosel i bezwarunkowej wykonalnosei dodawania liezb bez-
wzglednych. ale nadto dostarcza nam oczywiscie Srodek do wyzna-
czenia sumy

r.‘—-{—h.

skoro liczby a i b sq dane, gdyz w takim razie mozemny przyjaé za
okredlniki {(4,), (4,)} 1 {(By), (B,)} liczb a i b dane okreslniki
(§ 68) ‘tych liezb, a wéwezas okreslnik {(X;). (X,)} sumy a-b
bedzie okreslnikiem znanym.

II. Suma jakiejkolwick liczby *) liczb bezivzglednych posiada wia-
snodé {aeznoder.

Ze wizgledu na tw. I-sze z § 28-go, winnidmy tylko dowiedé,

1Z mamy
a0 =@+ b+,
jakiekolwiek liezby hezwzgledne oznaezylibydmy przez a, b i ¢
Oznaczmy przez (K,) i (Kj) odpowiedniv zbiory wszystkich
liezb wymiernyeh postaci

a0 +e) 1 (a4 b))+ e,

gdzie oznaczylismy ogélnie przez a,, b, i ¢, liczby wymierne, spraw-
dzajgce zwiazki
j4e 4 .
m=d, LSt 1 =0

Ozpaczmy nadto przez (K,) i (K3) odpowiednio zbiory wszyst-
kieh liczb wymiernyeh postaci

ag 4 (bo+c,) 1 (ay—by) s,
gdzie oznaczylismy ogdlnie przez ay, by i ¢, liczby wymierne, spraw-

dzajace zwiazki
aG=a, =0 i ¢=c

1) Czytelnik przypomina sobie, Ze, na podstawie ogdlnyeh zasad, omdwio-
nych w rozdziale V-tym, dzialanie dodawania winpo byé uwaZane za okreslone
w razie jakiejkolwiek skoficzonej liezby skladnikdw, jezeli tylko zostalo okredlone
w razie, kiedy liezha ich réwna sie liczbie dwa.

16%
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Zbiory (K,) i (K,) stanowig odpowiednio pierwszy i drugg czesé
pewnego okreslnika sumy
a+(b+o),

a zbiory (K7) i (Kj) — pierwszg i drugg czesé pewnego okreslnila

sumy .
(a4 b) e
Poniewas zad w rzeczywistofei zbidr (K,) zlewa sig ze zbio-
rem (Kj), a zbiér (K;) ze zbiorem (Kj), na podstawie, z teoryi
liczb wymiernyeh wynikajaeyeh, réwnosel

@, + (E’; + 31) =(n + by) ‘{" Cps
ay - (by 7 ) = (2o -+ by) + ¢s.

przeto okreshnik {(K;), (K,)) zlewa si¢ z okresnikiem {(K7), (K}
skad znéw wyplywa réwnoséé, ktdry pragnelidmy udowodnié.

1IT. Dodawanie liczb bezwzglednych posiada wlasnosé prze-
miennogei.

Twierdzenie to zachodzi w razie dwéeh skladnikéw, gdyz,
przy zachowaniu oznaczen, ktéremi postugiwalidmy si¢ przy dowo-
dzie tw. I-szego, kazda 2z sum

atb i b+4a

przedstawia liczbhe rowng takiej liczbie o, ktéra nie jest ani mniejsza
od zadnej liczby zbioru (X)), ani wigksza od Zadnej liczby zbioru (Ky).
Poniewaz za$ dodawanie liczb bezwzglednych posiada wlasnosé ty-
czno§ei na podstawie twierdzenia poprzedzajacego, przeto na pod-
stawie tw. Il-go z § 28-go, dodawanie liezb bezwzglegdnych posiada
rzeczywideie wlasnod¢ przemiennodei, jakakolwiek bylaby liczba
skladnikdw.

IV. Jakakolwiek liczbe bezwzgledng oznaczylibysmy praez «,
mamy w kazdym ragie

] —]— 0=ua.

Istotnie, jezeli przyjmiemy za pierwszs i drugy czeéé okresl-
nika liczby zero dwa zbiory, z ktérych kazdy obejmowalby jedyna
liczhg zero, to na podstawie wynikéw uzyskanych wyzej, stwicr-
dzimy, Ze pomigdzy okreslnikami sumy

a+0
zm}jduja, sig wszystkie okredlniki samej liczby a, skad bezposre-
dnio wynika réwnodé, ktéry pragneliémy uzasadnié.



— 245 —

V. Jezeli oznaczymy przez b il dwie liczby bezwzgledne, spraw-
dzajace nierdwnosé

b b (1)

lo, jakakolwick liczbe bezwzgledna oznaczylibysmy przez a, zachodzié

bedzie nierdwnosé
a+b a0 i2)

Twierdzenie to jest oczywiste w praypadku szezegdlnym, kiedy
liezba @ réwna si¢ zeru. albowiem (tw. IV) w takim razie mamy
a-tb=b i u-f¥=".

Zutozmy wige, ze liczba a jest od zera wigksza i vznaczmny
przez w 1w’ (w < w') dwie liezby wymierne, poloZone pomiydzy
liczbami & i J'. Liczba «, jako od zera odmienna, uwazana byé
moze za liezbg, polozong na pewnym przekroju (P) zbioru liczb wy-
miernyeh, a na podstawie znanego twierdzenia (tw. IIIL, § 72), istniejg
dwie liczby a, 1 a,, polozone odpowiednio przed przekrojem (P)
i poza nim. sprawdzajgce nierdéwnodé

g — ay < W' — w.
/
ay +w < a, - '
Poniewaz zus na podstawie definieyi dodawania mamy
b =a,+w
i = a | w'.

przeto nierdwnosé (2), o wzasudnienie ktdre] chodzilo, rzeczywisecie

skad

hedzie zachodzié.

§ 76. Praystepujace do teoryi odejmowania spostrzegamy naj-
plerw, ze zc wagledn pa wlasnosé przemiennodei dodawania liczb
bezwzglednyeh istnieje jeden tylko rodzaj odejmowania tych liczh.
Nastgpnie czynimy uwagi nastgpujuce:

1%, Odejmowanie liczb bezwzglednych. o ile jest wylkonalne,
jest dzialaniem jednoznacznoem na podstawie tw. V-go z para-
grafu poprzedzajacego i ogdlnyeh tw. I i II z § 29-go.

29, Jakiekolwiek liczby beswzgledne oznaezylibysmy preez a,
b1 ¢, mamy (§ 32, tw. I) réwnodei nastepujace:

a+tb—cj=(a40b) —¢
a—@b—c)=(a+tc¢ b

(b —¢)—a=b—(a-c)

(1)

———
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byleby tylko odejmowania, zaznaczone w powyzszyeh wzorach byly
wykonalne.

Zatem, Zeby uzyskaé teoryg odejmowania liezb bezwzglednych
w postaci zupelnej, winniémy tylko zbadaé wurunki wykonalnosei
tego dzialania i podad regule do wyznaczania reszty, gdy odjemna
i odjemnik sa dane, a dzialanie jest wykonulne. Zwracamy si¢ wige
do sprawy wyznaczenia takicj liczby z, ktéra sprawdzalaby ré-
woanie i

(2) bt2=a
Poniewaz. o ile liezba x istnieje. mamy w kazdvm razie
x=0.

przeto. na podstawie twierdzenia V-go z paragrafu poprzedzajacego.
mamy

b+a=0b6+0.
a poniewas (tw. IV-te z paragrafu poprzedzajacego)
b+40=0b,
przeto
b+ ax=bh.
a wiee
a=b.

na podstawie réwnosei (2). Zatem, odejmowanie liczb bezwzglgdnych
moze byé wykonalne tylko w razie. kiedy odjemna nie jest od odjemnika
mnigjs2a.

Powiadam, ze warunck ten jest wystarczajgcy.

W przypadkn szezegdlnym, kiedy mamy

h=—u
wartosc

=10

liezby @ oczywidcie sprawdza réwnanie (2) na podstawie twiers
dzenia IV-go z paragrafu poprzedzajncego. Zatem w razie réwnodei
odjemnej i odjemnika odejmowanie liczb bezwzglednyeh jest-wy-
konalne, a ‘resata réwna sig zeru. (Spostrzegamy nadto, Ze odwro-
tnie, jezeli reszta przy odejmowaniu liczb bezwzglednyeh réwna sie
zeru, to odjemna i odjemnik sa sobie réwne).
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PrzejdZzmy do przypadku ogilnego. Zalézmy, ze mamy
o >b

i uwazajmy pewien okreslnik {(,), (4,)) liczby a i pewien okresl-
nik {(B,), (B,)) liczby b. Oznaczywszy przez w jedny =z liczb wy-
miernych, posrednich pomiedzy liezbami b i a. mozemy zalozyé, ze
kazda liczba zbioru (d4,) wieksza jest od liczby w. a kazda liczba
zbiorn (By) jest mniejsza od tejze liezby w, albowiem gdyby oko-
licznodei te nie zachodzily, to, usuwajac (§ 68, tw. VII) ze zbioru (4,)
liezby mniejsze od liczby w albo tej liczbie réwne (v ileby takie
liczby istnialy), a ze zbioru (B,) liezby wigksze od liezby w albo
jej réwne. moglibyémy zawsze urzeezywistnié warunki, o ktérych
zakladamy. Ze sa spelnione.

Oznaczajac ogélnie przez a,, a,, b i b, liczby naleZgce odpo-
wiednio do zbioréw (4,). (4,). (B,) i (B,), mamy |

Mooy 3w b
Mozemy zatem rozwazaé zbidr (C,) wszystkich liczb wymier-
nych postaci a, — b, i zbidr (C,) wszysikich liczb wymiernych
postaei a, - by. Ze wzgledu na zwiazki
a =u, i b =b,.

zadna liezba zbioru (C)) nie jest wicksza od Zadnej liczby zbioru (Cy),
» dragiej zas stronv mamy i

(ag — by) — (a4 — by) = (s — )+ (by — by). (3)

Ale. jakgkolwiek od zera odmienns, choéby jak mala liczbe
wymierns oznaczyhbysmy przez & zawsze istnieé beds takie ukIady
wartaécl na a,., ag, by i by. Zebyémy mieli

£ i ) £
ﬂ'g—ﬂ'l(? 1 bi_b]<6'

W takim razie na podstawie réwnosei (3) zachodzié bedzie
nieréwnosé

(ay —by) — (@, — by) < &

Natychmiastowem nastepstwem uzyskanych wynikéw jest ‘to,
e zbiér (C,) uwazany by¢ moze za pierwsazg czesé, a zbiér (Gy)
za druga czedé okredlnika pewnej liczby c. Powiadam, Ze mamy '

bt @)
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Istotnie, na podstawie teoryi dodawania. mozemy uwazaé za
pierwsza ezgéé (D,) pewnego okveslnika sumy b-f-¢ zbidr wsnyst-
kich liczh, z ktéryeh kazda d, jest sumg pewnej liczby zbioru (B,)
i pewnej liczby zbioru (C), a za drugy czgsé (D,) tego samego
okresinika — zbiér wszystkich liczb dy, z ktéryeh kazda jest sumg
jednej liezby ze zbioru (B,) i jednej liezby ze zbioru (G,). Zacka-
wujace tedy wszystkie poprzednie oznaczenia i oznaczajae jesueze
przez by i by dwie nowe liezby, nalezace odpowiednio do zbioriw
(By) i (B,), mamy na liczby d, i dy, nalezaee odpowiednio do zbio-
réw (D,) i (Dy) ogélne wzory nastepujace:

dy=b + (ay — by)
dy = by (23— by)

skgd
dy = a, — (by — by)
b I 1 1 ? 1
® | dy = ay - (by — by),
gdyz, ze wzgledu na nieréwnodci
b <b,
hl g b;l:

ktére znéw zachodzy, z tej prayezyny, iz kazda z liezb by i b; nu-
lezy do zhiorn (B,), a kazda z liczb b, 1 by — do zbioru (B,), odej-
mowania zaznaczone we wzorach powyiszych sa wykonalne, Po-
niewaz mamy w kazdym razie

) = 0= dy,

przeto wnosimy ze wzoréw (B), ze ktérgkolwick z liezb zbioru (1))
oznaczalby symbol d;, a ktérakolwiek z liezb zbioru (1)) — sym-
bol dy, w kazdym razie mamy

h=a=d,.

Zatem okredlnik {(D,), (D)} sumy b--¢ jest takie jednym
z okreslnikéw liczby a. a stad wynika, e réwnodé (4) rzecaywiscie
zachodzi.

Zatem liczba x, sprawdzajyea réwnanie (2), istnieje . takie
w razie nierdwnosei @ > b, a na wartodé liczby « mamy wzér

= ¢,
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Ostatecznie dowiedlismy, ze warunek koniecczny i wystarczajacy
wykonalnosci odejmowania liczh bezwzglednych polega ma tem. i2by
odjemuik nie byt wiekszy od odjemncj; vadto unzyskalidmy metode
do wyznaczenia reszty w przypadku, kiedy odjemna i odjemnik
sy dane, a warunki wykonalnodei dzialania sy spelnione: jezeli od-
jemna réwna sig odjemnikowi, to w takim razie, ale tez tylko
w takim razie reszta réwna sig zeru, jezeli zad§ odjemna wigksza
jest od odjemnika, to w sposob oméwiony wyzej, mozemy wyzna-
czyé jeden z okreslnikdw réinicy w zaleznodei od danyeh okreslni-
kéw odjemnej i odjemnika.

§ 77. Podobnie jak w przypadkn dodawania, oderwana feorya
liezb wymiernych praywodzi niezaleznie od geemetrycznej teoryi liczb
bezwzglednyceh do ogdlnej definicyi mnozenia tych liczb. Istotnie,
uwazajmy dwie liczhy wymierne a i 4 i ich iloczyn «. b. Iloczyn len
nie jest mniejszy od ilcezynu dwdeh liezh wymiernveh, » kiérych
jedna bylaby nie wigksza od liezby a. a druga — od liezby b,
ani wigkszy od iloczynun dwdch liezb wymiernyeh, z ktérych jedna
bylaby nie mniejsza od liczhy @ a druga - od liczby b Zadna
liezba wymierna, iloczynowi a.b nierdwna, wlasnoSei poprzedzajy-
cych nie posiada, jezeli bowiem pewna liezba w iloczynowi a.b
rowna nie jest. to mamy, albo

w<<a.b.
albo

w>=a.h
w pierwszym przypadku mumy dwic liczby wymierne odpowiednio
nie wieksze od a i b, mianowicie same te liezby, ktérych iloczyn
wigkszy jest od liezby w, a w drugim — dwie liezby odpowiednio
ni¢ mniejsze od liezh a1 b, mianowicie znowu same te liezby, kid-
rych iloczyn mmiejszy jest od liezby w; w obu wige jedynie wo-
#liwych przypadkach liezba wymierna w, ilocaynowi a. b nieréwna,
nie posiada powyzszych wlasnosei. Uwagl te przywodzy nas do
definicyl nastepujgcej:

Tloczynem  jakigikolwiek liczby bezwzgledne) v, prayjetej za
mnona, ‘preez jakakolwick druga liczbe bezwzgledny b, preyjeta :a
mnodnik, nazywamy liczba bezwzgledna x, kidra nie jest ani muiejsza
od Zadnej liczby réwnej iloczynowi dwich liczb wymiernych, odpowie-
duio nie wickszych od liceb a i b, awi wicksza od Zadnej liczhy vd-
wnej iloczynowi dwdch liczh wymiernych odpowiednio nie mnicjszych
vd liczb a i b.
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Rozwazania, ktére przywiodly nas do tej definieyi, dajay nam
7 gbry pewno$é, %e rzeczona definicya, przy zastosowaniu jej do
liczb wymiernych, do Zadnej sprzecznodei doprowadzié nie moze,
a z samego jej brzmienia wynika bezpodrednio, Ze kazda liczba &'
réwna liczbie, moggeej byé uwaZana za iloczyn a.l, sama za ten
iloezyn uwazana byé moze, i moje takie byé uwazana za iloczyn
jakiejkolwiek lieaby o’ réwnej licabie a przez jakakolwiek liczbe #,
réwng liezbie b. ‘

Innemi slowy, powyzsza definicya cezyni zadodé tym podsta-
wowym warunkom (§ 28), Zeby wynik dzialania oznaczony byl
tylko co do wartodei i zalezal wylacznie od wartodei liezh ulega-
jaeyeh dzialaniu. :

L. Mnozenic liczh bezwzglednych jest. zgodnie z zasadag, do lkidrej
postanowilismy zawsze 2astosmoywaé sie (§ 31). dziadaniem jednozna-
cznem. wykonalnem bez zastrzezen.

Istotnie, zachowajmy oznaczania. ktorewmi poslugiwali$my sig,
wyslawiajuc definieye mnozenia liczh bezwzglednyceh, i oznaczmy
nadto przez (K, zbidr wsazystkich liezb, z ktérych kazda; uwazana
byé moze za iloezyn dwdeh liezh wymiernych, odpowiednio nie
wigkszych od liczh a i b, a przez (K,) - zbidr wszystkich liczb,
z ktoryeh kazda uwazana byé moze za iloczyn dwdeh liczh wy-
miernych, odpowiednio nie mniejszych od liezh « i b. Oeczywidcie,
zbiory (K,) i (K,) sa dwoma zbiorami liczb wymiernyeh i zbiory
te posiadajs, te wlasnosé, iz zadna liezba zbiorun (K,) nie jest wigksza
od zadnej liczby zbioru (K,). 7 tego wynika (§ 68, tw. 1I), 7e
istnigje przynajmnie) jedna liezba x, ktéra nic jest ani mniejsza
od Zadnej liezhy zbioru (K,). ani wicksza od Zadnej liezby zbioru
(K;). Powiadam, ze warunki te okreslajs, wartodé liczhby a w zu-
peinosei. Istotnie, oznaczmy preez (d,) pievwsza czeéé, a praez (dy)
druga czesé jednego z okresinikéw liezhy a. a przes (By) i (B,)
elementy analogiczne w stosunku do liezby & i zalézmy, Zesmy
dobrali okreslniki {(4,), (4,)) 1 {(By), (By)} tuk, zeby, co zawsze
mozZe byé urzeczywistnione (§ 68, tw. VIII), kazda liczba kazdego
%6 zbioréw (4,) i (B,) mniejsza byla od oznaczonej liczby wymier-
nej, wigkszej od kazdej z liczh a1b. Jezeli tedy oznaczymy przez (Cy)
zbiér wsaystkich iloczyndw, z ktéryeh kazdy jest iloczynem jednej
liczby zhioru (4,) i jednej liczby zbioru (By), a przez.(Cy) zbidér
wszystkich ilocaynéw, z ktérych kazdy jest iloczynem jednej liczby
zbioru (4,) i jednej liezby zbioru (B,), to ma podstawie rozuma-
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wania ezysto arytmetyeznej natury, wylozonego juz w § 70 tym,
zbiory (Cy) 1 (C,) uwazane byé moga odpowiednio za pierwsza i drugg
czgdé okredlnika pewnej liczby bezwzglednej ¢. A poniewas kazda
liczba zbioru (C,) nalezy do zbiorn (K). a kazda liezha zbioru (Cy) —
do zbioru (K,). przeto mamy

T=1

Ze wagledu na definicyg mnozenia liezb bezwzglednych réwnosé
ta wyraza wladnie twierdzenie, ktore pragnelismy uzasadnié.

Rozwazania powyzsze nie tylko stanowig dowdd na fto. ze
mnozenie liezb bezwzglednyeh jest dzialaniem zawsze wykonal-
nem i jednoznacznem, ale préez tego podaja nam $rodek do wy-
znaczenia iloezynu przy danyeh mnoznej i mmozniku, jezeli ho-
wiem, okredlniki {(4,), (4,)} 1 {(B,). (B,)} sa znane, to i okresl-
nik {(Cy), (Cy)} liczby e. réwnej iloezynowi «.b. oezywiscie takze
bedzie znany. ‘

II. Mnozenie liczb bezwzglednych posiada wlasnodé {acznosci,
Jakiejkolwiek skoliczouej liczbie réwnataby sie liczba czynnikéw.

Ze wzgledu na twierdzenie I-sze z § 28-go winnidmy tylko
dowiedé. e

a.(b.cv=(a.b).c. (1)

jakiekolwiek liczby bezwzgledue oznaczylibysmy przez a, b, ¢. Ozna-
czajace ogllnie przez ay. by. ¢ trzy liczby wymierne, odpowiednio
nie wicksze od liczb a, b 1 e. a praez ay, by, ¢, tray liczby wy-
mierne, odpowiednio nie mniejsze od liezb a, b 1 ¢, oznaczmy
przez (K,) zhiér liczb wymiernych, z ktérych kazda uwazana byé
moze za wartodé wyraZenia postaci

ay «(by « &);

a przez (K,) zbiér wsazystkich liezb wymiernych, z ktéryeh kazda
uwazana by¢ moze za wartos$é wyrazenia postaci

(g . (bg . cE).

W takim razie mozemy uwaza¢ zbidr (K,) za pierwszg cazgsé,
a zhiér (K,) za drugs czesé pewnego okredlnika {(K,), (K,)} wartosei
wyrazenia

a.(b.o) (2)
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a poniewaz na podstawie teoryl liczb wymiernych mamy

o (by s ) =(ty.b) .6
g« (By:oCy) = (g <bg) < b5y

przeto okresinik {(K), (Ky)} jest takze jeden z okreslnikéw iloesynu
t3) (a.b).c

Zatem, wyraZenia (2) i (3). jako wyrazeniv, ktorych wartosei
oznaczone byé mogs przez pewien i ten sam okvedlnik, sa rzeczywi-
$cie zawsze sobic réwne. Ostafecznie uzasadniliémy w zupelnosei
twierdzenie, o ktére chodzilo,

11 Muozenie liczh bezwzglednych posiada wlasnosé przeniennosed
bez wzgledu na liczbe czynnikiw.

Spostrzegamy z latwodeiy, Ze w razie dwdeh czynnikdw, twicr-
dzenie zachodzi niezawodnie, gdyz, pray zachowanin oznaczen, kts-
remi postugiwalidmy sig przy dowodzie ewierdzenia I-szego, kazdy
z iloezyndw

a.b 1 b.a

réwna sig oczywiscie tej liczhie @, ktdra nie jest ani mniejsza od
‘zadnej liczby zbioru (I), ani wigksza od Zzadne] liczby zbioru (K,).
Stad zas wynika na podstawie twierdzenia poprzedzajycego i twicr-
dzenia Il-go z § 28-go, ze, zgodnie z brzmieniem twierdzenia, o do-
wdd ktérego chodzilo, mmozenie liezh bezwzglednyeh posiada wia-
snos¢ przemiennodei bez wezgledu na liezbg ezynnikiw.

IV. Tioczyn liczb bezwzglednych réwny jest zeru w razie i tylko
w razie, kiedy jeden przynajmnicj z ceynnilkdw réwny jest zeru.

Istotnie, drogy indukeyi matematyeznej dowiedlibyémy z latwo-
seig prawdziwosei tego twierdzenia w praypadku ogdélnym, gdybyémy
posiadali dowdd tego twierdzenia w przypadku dwoch tylko ezyn-
nikéw. Uwazajmy wige iloczyn dwich czynnikéw a i b i zaldzmy,
e czynnik a réwna sig zeru; ze wzgledu na wlasnodé przemiennofci
mnozenia liezb bezwzglednych, jest rzecza obojetna, cuy ezynnik a
uwazaé bgdziemy za mnozng czy tes za mnoznik.

Zachowujye tedy oznaczenia. ktdremi poshugiwalidmy sig przy
dowodzie tw. I-szego, mozemy okreslié kazdy ze zbioréw (4,) i (4s)
Jako zbidr, do ktérego nalezy jedyna liczba zero. Wéwezas kazdy
ze zbiordw (C,) i (G,). stanowigeych odpowiednio pierwszg 1 drugg
ezg$¢ jednego z okredlnikéw toezynu a.b, obejmowaé bedzie je-
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dyna liezhe zero. Zatem sam iloezyn a.b oczywideie réwnaé sie
bedzie zeru. Zalézmy ohecenie. ze zadna z liczb @ i b zeru réwna
nie jest. W takim razie znajda si¢ dwie, zern nieréwne, liczby
wymierne, a, i hy. sprawdzajace nierdwnosei

ay < a, by <b,
a poniewaz na podstawie definieyi mnozenia mamy tedy

a.b>a . b,
przeto mamy
a.b>>0.

7 powyiszyeh rozwazan wynika, Ze twierdzenie, o ktore cho-
dzilo, winno byé uwazane za udowodnione.

V. Jezeli jeden z czynnikéw iloczynw dwich liczh wymiernych
rdwna sie jednosci, to sam iloczyn rdwna si¢ drugiemu czynnilowi.

Zachowujae w dalszym ciggu oznaczenia, ktéremi poslugiwa-
lidmy sie przy dowodzie tw. I-go, przyjmijmy

n':.l

oraz, 26 kaidy ze zbioréw (d4,) i (4,) w takim razie obejmuje je-
dyny liezbe 1; w takim razie zbiory (4,)1 (4,) zawsze jeszcze sta-
nowié beds odpowiednio pierwsza i druga ezed$é¢ jednego z okresl-
nikéw liezby a. ale okreslnik {(C,), (Cy)) iloezynu a.b zlewaé sig
bedzie z okredlnikiem {(B,), (B,)} liczhy 4. Mamy wige

a.b:b,

zatem na podstawie wlasnosei przemiennogei mmozZenia liezb bez-
wzglednych, mamy takie

b.a=1l

Uzyskane réwnosei wyraZaja wlasnie twierdzenie, o ktérego
udowodnienie chodzilo.

VI W stosunkuw do dodawania i do odejmowanid, mnoéenie
liczb bezwzglednych posiada wiasnosé rozdzielnosci.

Na podstawie tw. I-go z § 30-go i tw. II-go § 32-go, twier-
dzenie, o ktére chodzi, bedzie moglo byé uwazane za udowodnione,
jezeli tylko okaZemy, ze mamy

a.b+t+e)=a.b+ta.c,
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jakiekolwiek liezby bezwzgledne oznaczyliby$Smy przez a, b i ¢
Qznaczmy przez (K,) zbidr wszystkich liczb wymiernyeh. z ktirych
kaida réwna sie wyrazenin postaci

1y . (b ¢).
gdzie a;, b, i ¢, oznaczajg liczby wymierne, sprawdzajaee zwigzki
n=a h=b i 4=c,
przez (K3) zbidr wszystkich liezh wymiernych, 2z ktéryeh kazda
réwna si¢ wyrazeniu postaci
Uy by, .0,
przez (K,) zbidr wszystkich liczb wymiernyeh, z ktérych kazda

réwna sig wvrazeniu postaci

(1) ay - (by ),

gdzie a,, by 1 ¢, oznaczajg trzy liczby wymierne. ezyniace zadodé
zwigzkom

uy=a, bh=0bb 1 ,=¢

=" =

wreszeie przes (Kj) zbiér wszystkich liczh wymiernyeh, z kturyl,h
kazda réwna sig wyraZeniu postaci

ay . by + a, . ¢
W takim razie zbiér (K;) uwazany byé moze za pierwsz
czgéé, a zbiér (K,) za druga cze¢dé pewnego okredlnika wartosel
wyrazenia
(2) a. (b4
Go do zbioréw (K3) i (K3), to one uwasane by¢ mogs odpo-

wiednio za plerwszg i drugs czedé pewnego okreslnika wartodel
wyrazenia

(3) e.b4a.c,

a poniewaz ze wzgledu na réwnosei
@ .b4a)=a.04a.¢
[ .(bg"i_f?_):-ag .52+G3 clgy

ktére niezawodnie zachodza, albowiem mnozenie liczb wymiernych
posiada wlasnodé rozdzielnoei w stosunku do dodawania, zbiér (K;)



zlewa si¢'ze zbiorem (K3), a zbidr (K,) — ze zbiorem (K3), przeto
wartosei wyraZen (2) i (3) sa sobie réwne. Zatem uzasadniliémy
rownosé; o ktéra wladnie chodzito.
VIL Oznacemy przez a, b i b trzy liczhy bezwzgledne i@ za-
tdmy, e mamy
h < b, (1)
Nierdwnosé ta pociuga za soba nieréwnosc
a.b<a.b (2)
w razie, ale tylko w razie, kiedy zachodzi nierdwnosé

a > 0. (3)

Spostrzegamy natychmiast, Ze nieréwnodé (2) nie zachodzilaby,
gdyby liczba a nie sprawdzala warunku (3), gdyz mieliby$my
w takim razie

a=0,
1 wiee
a.h=a.b'=0,
na podstawie tw. 1V-go.

Zatem nierdwnosé (3) jest rzecsywiseie konieceznym warun-
kiem, azeby nieréwnosé (1) poeiagala za soby nieréwnosé (2).
Z dragiej strony na podstawie tw. VI-go. mamy

a.(V —by=a.b —a.b
Ze wzglegdu na nierdéwnosel (1) i (3), i na tw. IV-te, mamy
a. (b —b) >0,
mamy wige
a. b —a.b >0,
skad

@B b

0 co jedynie jeszeze chodzilo.

§ 78. Na podstawie ogélnej teoryi dzialan zasadniezych, rozwi-
nigtej w rozdziale V-tym, oraz wlasnosci przemiennofei mnoZenia
(§ 31) istnieje jeden tylko rodzaj dzielenia liczh bezwzglednych,
a ilorazem podzialu jakiejkolwiek oznaczonej liezby bezwzglednej a,
przyjetej za dzielna, przez jakakolwiek liczbe b, przyjeta za dziel-
nik, bedzie wszelka liczba «, ktéra sprawdza rdwnanie

bh.r=a. (1)



W przypadku szezegélnym, kiedy dzielnik b réwny jest zeru,
dzielenie ze wzgledu na tw. IV-te z paragrafu poprzedzajacego
wykonalne bhedzie jedynie w razie, kiedy i dzielna réwna sig zern,
a wtedy kazda warto$¢ na ¢ sprawdza rdwnanie (1) i wynik dzie-
lenia jest callkiem nieoznaczony.

Zwrétmy sie do przypadku, kiedy mamy

2) b 0.

i oznaczmy preez {(4,), (4,)) jeden z okreslnikéw liczby a, a przez
{(By), (By)) jeden z okresinikéw liczby b. Prayjawszy dowolnie pe-
wng liczbe wymierng [;. sprawdzajgen nierdwnodei

O “‘:. 'E‘l ”‘{-. "}l
i pewny liezhe wymierny /,, czyniacy zadodé nierdéwnosciom
lo>a orvam Iy >0,

mozemy zawsze (§ 68, tw, VII) drogy ewentualnego usuniecia pe-
wnych liezb ze zbioréw (4,) 1 (B,), do tego doprowadzi, ze kazda
liczba zbioru (4,) begdzie mpiejsza od liczby [, a kazda liczba
zhioru (B,) — wigksza od liczby [,. Zaldimy tedy, ze warunki te
sa spelnione i, oznaezajge ogélnie przez a,, ay, by i by liczby na-
lezace odpowiednio do zbiordw (4,), (4,), (By) i (B,), oznaczmy
przez (C,) zbiér wszystkich liezh, z ktéryeh kazda ¢, réwna sie
pewnemu ilorazowi postaci

AT

a przez (Cy) zhidr wszystkieh liczh, z ktdrveh kazda ¢, réwna sie
pewnemu ilorazowi postaci
gt by
Kazdy ze zbioréw (Cy) i (Cp) oczywideie bedzie pewnym zbio-

rem liczh wymiernych. a na podstawie definicyi tyeh zbioréw mamy

=20, .¢,

H! == b.'l . L'n:
skad
@)

a poniewaz mamy

ay by =0b;.by .0
Gz.bz=b;.bg.c’|,
G=a 1 b =h

= "1

a wiee i
(4) 01.61 éag.b!|



przeto mamy
¢ = 0y, ()

alhowiem w razie przeciwnym zwigzek (4) sprzeczuy bylby z réwno-
geiami (3).

Zwiszek (b) wyraza, ze Zadna liczba zbioru (C,) nie jest wigksza
od zadnej liezby zbioru (C,); Zeby wige dowieséd, ze zbidr (C;) uwa-
zany by¢ moZe za pierwsza czesé, a zbidr (C,) za drugy czesé
okreélnika oznaczonej liczby bezwzglednej ¢, nalezy tylko dowiesé,
ze, jakakolwiek liczbe wymierna, od zera odmienns, ale chodby
jak mala, oznaczyliby$my przez &, zawsze istnieje taki uklad war-
tosei na ¢ i ¢, Zebysmy mieli
s — & < &. (6)

Ze wzgledu na zwigzki (3), mamy

by by (co —0)=8y.00—ua;.b
ezvhi
by . by . (ey — ¢) = ay by — by) + b, (g — ay),
skad

g =l —b) | Gy —a
Cy = bl : bg _|- -bs - (7‘

Na podstawie zaloZen, poezynionveh o zbiorach (d4,) i (B,),
mumy

ay <l 1 b >,

a wige ze wzgledu na zwigzek

bz % Jbl:
mamy takze i
by > 1,
Mamy wige
1
oo < — )+ - (0 — ). (8)

Jezeli oznaczymy przez u liczbe wymierng od zera wigksza,

ale choéby jak mals, zawsze istnieé heds takie uklady wartoéci na a,,
ay, by 1 by, zeby

g —a, < g 1 by —b < p. 9)

Aryimetyka teoretycrna, 17
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a w takim razie zachodzié bedzie nierdwnosé

l 1
o <)

na podstawie zwigzku (8).
Jezeli wige przyjmiemy na u takq wartosé, zeby$my mieli

R V.
(I_é + l,) h=¢

i zaloZymy nastgpnie, e liczby a,, @y, b, i b, tak zostaly przyjete,

zeby nieréwnosei (9) byly spelnione, to na podstawie nieréwnosei (10)

zachodzié bedzie nierdwnodé (6). Ostatecznie zbidr (C;) uwazany byé

moie 7a pierwsza czgsé, a zbidr (C,) za druga czesé pewnego

okredlnika oznaczonej liczby ¢,

Oznaczmy przoz (D) zbiér wszystkich liczb, z kidérych kazda
réowna si¢ iloczynowi pewnej liezby zbioru (B,) przez pewng liczbe
zbioru (C,), a przez (D,) zbiér wszystkich liezb, z ktéryeh kazda
réwna sig iloczynowi pewnej liczby zbioru (B,) przez pewny liczbe
zbioru (G,). Zbiory (D;) i (D,) beda zbiorami liezb wymiernych
i stanowié beds odpowiednio pierwsza i drugs ezgdé pewnego okresl-
nika iloczynu b.c. Ale okreslnik {(D,), (D,)} uwazany byé moie
za pewien okrelnik liczby a. Istotnie, zachowujse poprzednio na-
dane znaczenie symbolom a,., a,, b, i by, oznaczywszy przez b
nowg liezbg ze zbioru (B,), a przez by nows liczbe ze zbioru (B,),
otrzymamy wzory ogélne na liezbe d; zbioru (D,) i na liczbe d,
zbioru (D;) w postaci nastgpujacej:

oy by

dl —_ E)e

P L

4 poniewaz mamy
B=b i b6,

przeto mamy w kazdym razie
=0 =Sa=0q=d,

skad wynika, ze okreslnik {(1),), (D,)} uwazany hyé moze rzeczy-
wiscie za okreélnik liczby a. Mamy wige

a="b.c



Zatem wartosé

na x sprawdza réwnanie (1).

Z drugiej za$ strony, w razie nierdwnodei (2) jedna tylko
warto$é na ¢ sprawdza¢ moze réwnanie (1); okolieznodé ta wynika
z tw. VII-go § 77-go i ogdlnyeh tw. I-go i II-go z § 29-go, a nadto
latwo stwierdzié ja mozZemy i w sposib nastepujascy: jezeli zalo-
zymy, i% liezba @ sprawdza réwnanie (1), I oznaczymy przez ' liczhe
liczbie # nierdwna, to ma podstawie nieréwnosei (2) i tw. VII-go
z paragrafu poprzedzajgcego, zachodzi¢ bedzie nierdwnodé

b.o Fb.x,

a wige Zadna liczba «/, liezbie x nieréwna, nie moze sprawdzué
rdwnania.
b.w=ua,

jeseli tylko liczba @ réwnanie (1) sprawdza.

Ostatecznie mamy twierdzenie nastepujgce:

Jezeli przy dzieleniu liczb bezwzglednych dzielnik b jest liczba
od zera odmienna, to jakalkolwiel wartos¢ miataby dzielna a, dzie-
lenie jest zawsze wykonalne i jednoznaczne, a iloraz mozemy wyzna-
czyé, gdy dzielna i dzielnik sa dane, przyjmujac przy tworzeniu
okreslnika, oznaczonego wyzej przez {(C,), (Cy)}, a bedacego okresini-
kiem ilorazu a:b, za okresiniki, ktdresmy oznaczyli w poprzednich
rozwakaniach odpowiednio przez {(4,), (4s)} i {(B,), (B,)), dane okresl-
niki liczb a i b, po ewentualnem usunieciv pewnych liezb = pierwszej
czesci okreslnika liceby b i drugiej czedei okreélnika liczby a; jezeli za$
dzielnile réwna sie zeru, to dzielenie jest wykonalne tylko w razie,
kiedy dzielna te: réwna jest zeru, ale widwczas iloraz jest catkiem
nieoznaczon)y.

Mozemy jeszcze dodad, ze trzy sy przypadki, w ktérych dzie-
lenie przy dzielniku od zera odmiennym jest natychmiastowe, mia-
nowicie, kiedy dzielnik réwna sig jednosci, kiedy dzielna réwna
sig zeru, oraz w razie, kiedy dzielna réwna jest dzielnikowi; w pierw-
szym przypadku iloraz oczywiscie véwna sig dzelnej, w drugim
zeru, a w trzecim — jednodel.
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