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Liczba

w
nie jest zupełnym kwadratem (§ 61), ponieważ, gdybyśmy mieli

w2 -|- 1 a2

p.
oznaczając przez

pewną liczbę ułamkową, mielibyśmy

co mogłoby zachodzić tylko w razie, gdyby istniała (§ 61) liczba
całkowita, której kwadrat równałby się liczbie m 2 - j - l ) a taka
liczba całkowita nie istnieje, gdyż kwadrat liczby całkowitej, nie
większej od m, mniejszy jest od w 2 - f- l , a kwadrat każdej liczby
całkowitej, większej od m, większy jest od ma -f- 1. Zatem liczba (4)
rzeczywiście nie jest kwadratem zupełnym. Możemy tedy oznaczyć
(§ 61) pewien drugiego gatunku przekrój (P) zbioru Jiczb wymier-
nych, oświadczając, że każda liczba wymierna, której kwadrat jest
mniejszy od liczby

m* -\- 1
p* '

leży przed przekrojem (P), a każda liczba wymierna, której kwa-
drat większy jest od tej liczby, leży poza tym przekrojem. Na
przekroju (P) położona jest pewna liczba niewymierna z, która na
podstawie związków (1) i (2) sprawdza nierówności

a < x < b.

Dowiedliśmy więc istnienie liczby niewymiernej pośredniej
pomiędzy liczbami a i i, a o to tylko chodziło.

§ 75. W § 68-ym zastanawialiśmy się już nad sprawą ozna-
czania liczb bezwzględnych. Ponieważ wszystkie pojęcia i twier-
dzenia, któremiśmy się tarto posługiwali, zostały już w rozdziale
obecnym ugruntowane na podstawach czysto arytmetycznych, przeto
odsyłamy czytelnika do § 68-go, nadmieniając, że zachowujemy
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nadal, bez żadnej zmiany, wszystkie definicye i umowy tam wpro-
wadzone i przechodzimy wprost do teoryi działań zasadniczych na
liczbach bezwzględnych.

Żeby rozszerzyć pojęcie dodawania do przypadku dwóch, skła-
dników równych jakimkolwiek liczbom bezwzględnym, oznaczmy
najpierw przez a i b dwie liczby wymierne. •

Suma
a-\-b

nie będzie ani mniejsza od sumy żadnych dwóch liczb wymier-
nych, 7. których jedna byłaby nie większa od liczby a, a druga od
liczby b. ani większa od sumy dwóch liczb wymiernych, a których ,
jedna byłaby nie mniejsza od liczby a. a druga — od liczby b.
Żadna liczba, sumie liczb wymiernych a i & nierówna, nie posiada
własności poprzedzających, jeżeli bowiem pewna liczba wymierna w
sumie a -j- b równa nie jest. to zachodzi albo nierówność

w <C a~\~ b,
albo nierówność

w > a -j- b.

Otóż w pierwszym przypadku oczywiście istnieje nieskończenie
wiele takich par liczb wymiernych a' i b', które sprawdzają związki

w<a'-\-b', a'<,a. &'<* 6,

a w drugim oczywiście istnieje nieskończenie wiele takich par liczb
wymiernych a" i b", które sprawdzają związki

Zatem, jeśli tylko pewna liczba wymierna w sumie liczb wy-
miernych o i b równa nie jest, to liczba ta rzeczywiście nie może
posiadać wymienionych wyżej dwóch własności. Uwaga ta przy-
wodzi nas do przyjęcia definicyi następującej:

Wynikiem dodawania jakiejkolwiek liczby bezwzględnej b do
jakiejkolwiek drugiej liczby bezwzględnej a nazywamy każdą łąką
liczbę x, która nie jest ani mniejsza od żadnej liczby równej sumie
dwóch liczb wymiernych odpowiednio nie większych od liczb a ib, ani
większa od żadnej liczby równej sumie dwóch liczb wymiernych odpo-
wiednio nie mniejszych od tych liczb.
Ar.tmetyka teoretyczna. 1£



i Ze względu na drogę, która przywiodła nas do definicyi po-
przedzającej, mamy pewność, źe dennicya ta nie jest w sprzeczności
% definicya dodawania liczb wymiernych, nadto, z samego brzmienia
rozważanej definicyi wynika bezpośrednio, że definieya ta czyni za-
dość temu podstawowemu warunkowi (§ 25), aby wynik działania
oznaczony był tylko co do wartości i wyłącznie zależał nd wartości
liczb ulegających działaniu.

I. Dodawanie liczb bezwzględnych jest zgodnie z zasadami roz-
dzialu V-go, działaniem jednoznacznem. wykonalnem bez zastrzeżeń.

Istotnie, oznaczmy przez a i b dwie jakiekolwiek liczby bez-
względne i uważajmy zbiór (Kx) wszystkich liczb, z których każda
uważana być może za sumę pewnej liczby wymiernej nie większej
od liczby a i pewnej liczby wymiernej nie większej od liczby b;
uważajmy nadto zbiór (K2) wszystkich liczb, z których każda uwa-
żana być może za sumę pewnej liczby wymiernej nie mniejszej
od liczby a i pewnej liczby wymiernej nie mniejszej od liczby b.
Zbiory (Kx) i (-5T,) są oczywiście zbiorami liczb wymiernych, nadto
spostrzegamy natychmiast, źe żadna liczba zbioru (K^) nie jest
większa od żadnej liczby zbioru (Kt).

Z te,̂ o wynika (§ 68, tw. II), że istnieje przynajmniej jedna
wartość na taką liczbę x, która nie byłaby ani mniejsza od żadnej
liczby zbioru (Kt), ani większa od żadnej liczby zbioru (K2).

W rzeczywistości istnieje t y l k o jedna taka wartość na #,
która sprawdza warunki poprzedzające. Istotnie, oznaczmy przez (A-j)-
pierwszą część, a przez (A2) drugą część jednego z określników
liczby a, a przez (5X) i (B2) analogiczne elementy w stosunku do
liczby b. Oznaczmy nadto przez (Xj) zbiór liczb, z których każda
równa się sumie jednej liczby zbioru (A^) i jednej liczby zbioru {Bx\
a przez (X2) zbiór liczb, z których każda równa się sumie jednej
liczby zbioru (Az) i jednej liczby zbioru (J32). W § 69-tym dowie-
dliśmy, opierając się na podstawach czysto arytmetycznych, że
zbiór (Xx) stanowi pierwszą część, a zbiór (X2) drugą—określnika
oznaczonej liczby; liczbie tej równa się niezawodnie liczba % roz-
ważana wyżej, gdyż wszystkie liczby zbioru (Xj) należą oczywiście
do zbioru (JTj), a wszystkie liczby zbioru (Xx) — do zbioru (K2),
skąd wynika, źe liczba x nie jest ani mniejsza od żadnej liczby
zbioru (Xi), ani większa od żadnej liczby zbioru (X2).

Ostatecznie dowiedliśmy, źe istnieje jedna i tylko jedna war-
tość na taką liczbę x, która nie jest ani mniejsza od żadnej liczby
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zbioru• (K]), ani większa od żadnej liczby zbioru (K^). Ponieważ,
zaś, na podstawie definicyi dodawania liczb bezwzględnych, po-
wyższa wartość liczby x przedstawia właśnie wynik dodawania,
liczby b do liczby a, przeto uzasadniliśmy w zupełności twierdzenie.
o które chodziło.

Rozumowanie poprzedzające nie tylko stanowi dowód jedno-
znaczności i bezwarunkowej wykonalności dodawania liczb bez-
względnych, ale nadto dostarcza nam oczywiście środek do wyzna-
czenia sumy

o-f-6,
skoro liczby a i b są danej gdyż w takim razie możemy przyjąć za
określniki {(^i), (^2)} i {(^i)> (Ą)} liczb a i b dane określniki
(§ 68) tych liczb, a wówczas określnik {(-Xj). (Xt)} sumy a-\-b
będzie określnikiem znanym.

II. Suma jakiejkolwiek Liczbya) liczb bezwzględnych posiada wia-
sność łączności.

Ze względu na tw, I-sze z § 28-go, winniśmy tylko dowieść,
iż mamy

a + {b + c) = (a -f b) + c,
jakiekolwiek liczby bezwzględne oznaczylibyśmy przez a, b i c,

Oznaczmy przez (KJ i (/Q odpowiednio zbiory wszystkich
liczb wymiernych postaci

gdzie oznaczyliśmy ogólnie przez a1,b1 i ca liczby wymierne, spraw-
dzające związki

flj ^ a, b1^b i cx ^ c.

Oznaczmy nadto przez (^2) i (K'3) odpowiednio zbiory wszyst-
kich liczb wymiernych postaci

gdzie oznaczyliśmy ogólnie przez a2, J2 i c2 liczby wymierne, spraw-
dzające związki

«„ > a, i 2 > 6 i c2 ^ c.

') Czytelnik przypomina sobie, że, na podstawie ogólnych zasad, omówio-
nych w rozdziale V-tym, działanie dodawania winno być uważano za określone
w razie jakiejkolwiek skończonej liczby składników, jeżeli tylko zostało określone
w razie, kiedy liczba ich równa się liczbie dwa.

16*
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Zbiory (Kx) i (Ą) stanowią odpowiednio pierwszą i drugą część'
pewnego określnika sumy

a + (& + <>),
a zbiory (JQ i (JQ — pierwszą i drugą część pewnego określnika
sumv

Ponieważ zaś w
I Q bió (I

Pone y
rem (IQ, a zbiór (IQ ze zbiorem (jfQ,
liczb wymiernych wynikających, równości

rzeczywistości zbiór (KJ zlewa się ze zbio-
Q ze zbiorem (jfQ, na podstawie, z teoryi
nikających równości

= (a2

przeto określnik {(Zi), (E"2)} zlewa się z określnikiem {(JBTi), (JQ}.
skąd znów wypływa równość, którą pragnęliśmy udowodnić.

III. Dodawanie liczb bezwzględnych posiada własnośó prze-
mienności.

Twierdzenie to zachodzi w razie dwóch składników, gdyż,
przy zachowaniu oznaczeń, któremi posługiwaliśmy się przy dowo-
dzie tw. I-szego. każda z sum

a -\-b i b -j- a

przedstawia liczbę równą takiej liczbie x, która nie jest ani mniejsza
od żadnej liczby zbioru (Kj), ani większa od żadnej liczby zbioru (K{).
Ponieważ zaś dodawanie liczb bezwzględnych posiada własność łą-
czności na podstawie twierdzenia poprzedzającego, przeto na pod-
stawie tw. Il-go z § 28-go, dodawanie liczb bezwzględnych posiada
rzeczywiście własność przemienności, jakakolwiek byłaby liczba
składników.

IV. Jakąkolwiek liczbę bezwzględną oznaczylibyśmy przez a,
mamy iv każdym rasie

a -)- 0 = o.

Istotnie, jeżeli przyjmiemy za pierwszą i drugą część okrcśł-
nika liczby zero dwa zbiory, z których każdy obejmowałby jedyną
liczbę zero, to na podstawie wyników uzyskanych wyżej, stwier-
dzimy, że pomiędzy określnikami sumy

a + 0
znajdują się wszystkie określniki samej liczby a, skąd bezpośre-
dnio wynika równość, którą pragnęliśmy uzasadnić.
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V. Jeżeli oznaczymy przez b i b' dwie liczby bezwzględne, spraw-
dzające nierówność

b<b' (1)

to, jakąkolwiek liczbę bezwzględna oznaczylibyśmy przez a, zachodzić
będzie nierówność

a + 6 < a + &'. (2)
Twierdzenie to jest oczywiste w przypadka szczególnym, kiedy

liczba a równa się zeru. albowiem (tw, IV) w takim razie mamy

a-\~b = b i « -|- b' = b'.

Załóżmy więc, że liczba a jest od zera większa i oznaczmy
przez w i w' (w < w') dwie liczby wymierne, położone pomiędzy
liczbami b i b'. Liczba a. jako od zera odmienna, uważana być
może za liczbę, położoną na pewnym przekroju (P) zbioru liczb wy-
miernych, a na podstawie znanego twierdzenia (tw, III, § 72), istnieją
dwie liczby ax i ci2, położone odpowiednio przed przekrojem (P)
i poza nim. sprawdzające nierówność

«j — «! <C w' — w.
skąd

at -\-w <^ <2j - |- w'.

Ponieważ zaś na podstawie, definicyi dodawania mamy

O -(- b ^ a% -\- w

przeto nierówność (2), o uzasadnienie której chodziło, rzeczywiście
liędzie zachodzić.

§ 76. Przystępując do teoryi odejmowania spostrzegamy naj-
pierw, że ztj względu na własność przemienności dodawania liczb
bezwzględnych istnieje j ed en tylko rodzaj odejmowania tych liczb.
Następnie czynimy uwagi następujące:

1°. Odejmowanie liczb bezwzględnych, o ile jest wykonalne,
jest działaniem j e d n o z n a c z n y m na podstawie tw. V-go z para-
grafu poprzedzającego i ogólnych tw. I i II z § 29-go.

2°. Jakiekolwiek liczby bezwzględne oznaczylibyśmy przez «,
b i c, mamy (§ 32, tw. I) równości następujące:

a -\- (b - c) = (a + b) — c I
a — (b ~ c) = (a + ć) b (1)
(b — c) — a = b — (o + e),
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byleby tylko odejmowania, zaznaczone w powyższych wzorach były
wykonalne.

Zatem, żeby uzyskać teoryę odejmowania liczb bezwzględnych
w postaci zupełnej, winniśmy tylko zbadać warunki wykonalności
tego działania i podać regułę do wyznaczania reszty, gdy od jem na
i odjemnik są dane, a działanie jest wykonalne. Zwracamy się więc
do sprawy wyznaczenia takiej liczby x. która sprawdzałaby ró-
wnanie
(2) b + x = a.

Ponieważ, o ile liczba x istnieje, mamy w każdym razie

przeto, na podstawie twierdzenia V-go z paragrafu poprzedzającego,
mamy

a ponieważ (tw. IV-te z paragrafu poprzedzającego)

przeto

a więc • '

na podstawie równości (2). Zatem, odejmowanie liczb bezwzględnych
może być wykonalne tylko w razie, kiedy odjemna nie jest od odjemniha
mniejsza. .

Powiadam, że warunek ten jest wystarczający.
W przypadku szczególnym, kiedy mamy

b = a
wartość

liczby x oczywiście sprawdza równanie (2) na podstawie twier-
dzenia IV-go z paragrafu poprzedzającego. Zatem w razie równości
odjemnej i odjeranika odejmowanie liczb bezwzględnych jest 'wy-
konalne, a reszta równa się zeru. (Spostrzegamy nadto, że, odwro-
tnie, jeżeli reszta przy odejmowaniu liczb bezwzględnych równa się
zeru, to odjemna i odjemnik są sobie równej
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Przejdźmy do przypadku ogólnego. Załóżmy, że mamy

i uważajmy pewien określnik {(A^, (A?,)) liczby a i pewien określ-
nik {(-Bj), (B2)} liczby b. Oznaczywszy przez w jedną z liczb •wy-
miernych, pośrednich pomiędzy liczbami & i a. możemy założyć, że
każda liczba zbioru (At) większa jest od liczby w, a każda liczba
zbioru (B2) j e s * mniejsza od tejże liczby w, albowiem gdyby oko-
liczności te nie zachodziły, to, usuwając (§ 68, tw. VII) ze zbioru (Aj)
liczby mniejsze od liczby w albo tej liczbie równe (o ileby takie
liczby istniały), a ze zbioru (J32) liczby większe od liczby w albo
jej równe, moglibyśmy zawsze urzeczywistnić warunki, o których
zakładamy, że są spełnione.

Oznaczając ogólnie przez ax, ctt, b{ i 02 liczby należące odpo-
wiednio do zbiorów (.4,), (A2). (B,) i (B2)j mamy i

os > &] i o, > bt.

Możemy zatem rozważać zbiór (Oj) wszystkich liczb wymier-
nych postaci ax — /;s i zbiór (C2) wszystkich liczb wymiernych
postaci a„ - hx. Ze względu na związki

ai ^ a<> ' b, <b*.

żadna liczba zbioru (6'j) nie jest większa od żadnej liczby zbioru (C,:),
z drugiej zaś strony mamy •' ;

(a, - bx) - (a, - 6,) = (o, - (h) + (h - bx). (5)

Ale, jakąkolwiek od zera odmienną, choćby jak małą liczbę
wymierną oznaczylibyśmy przez e, zawsze istnieć będą takie układy
wartości na %, a,, 6, i b-,. żebyśmy mieli

as — «i < 2 i Oj — t»i < 2 •

W takim razie na podstawie równości (3) zachodzić będzie
nierówność

'•' . . ( o 2 — Oj) — ( a x — & s ) < e . • :,, ,

Natychmiastowem następstwem uzyskanych wyników jest to,
że zbiór ((?,) uważany być może za pierwszą część, a zbiór (Ct)
za drugą część określnika pewnej liczby c. Powiadam, że mamy

b + c = a. (4)
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Istotnie, na podstawie teoryi dodawania, możemy uważać za
pierwszą część (DJ pewnego określnika sumy 6 - j- c zbiór wszyst-
kich liczb, z których każda dn jest sumą. pewnej liczby zbioru (BJ
i pewnej liczby zbioru (0,), a za drugą ozęśó (Dt) tego samego
określnika — zbiór wszystkich liczb da, z których każda jest sumą
jednej liczby ze zbioru (5S) i jednej liczby ze zbioru (C%). Zacho-
wując tedy wszystkie poprzednie oznaczenia i oznaczając jeszcze
przez '(>[ i tj dwie nowe liczby, należące odpowiednio do zbiorów
(J3i).i (J5,), mamy na liczby d± i d%, należące odpowiednio do zbio-
rów (D t) i (Dt) ogólne wzory następujące:

skąd
| ^ = «i — (&2 — K)

gdyż, ze względu na nierówności

by ^ b

które znów zachodzą z tej przyczyny, iż każda z liczb b± i 6̂  na-
leży do zbioru (5,), a każda z liczb &a i 6Ś — do zbioru (2?2), odej-
mowania zaznaczone we wzorach powyższych są wykonalne. Po-
nieważ mamy w każdym razie

przeto wnosimy ze wzorów (5), że którąkolwiek z liczb zbioru (i>Ł)
oznaczałby symbol dj, a którąkolwiek z liczb zbioru (Ą) — sym-
bol rf,, w każdym razie mamy

Zatem określnik {(Ą), (L>2)} sumy b-\-c jest, także jednym
z określników liczby a. a stąd wynika, że równość (4) rzeczywiście
zachodzi.

Zatem liczba x, sprawdzająca równanie (2), istnieje także
w razie nierówności a > & , a na wartość liczby x mamy wzór



— 249 —

Ostatecznie dowiedliśmy, że warunek konieczny i wystarczający
wykonalności odejmowania liczb bezwzględnych polega na teni. izby
odjemuik nie byt większy od odjemnej; nadto uzyskaliśmy metodę
do wyznaczenia reszty w przypadku, kiedy odjenma i odjemnik
ssą dane, a warunki wykonalności działania są spełnione: jeżeli od-
jemna równa się odjemnikowi, to w takim razie, ale też t y l k o
w takim razie reszta równa sie, zera, jeżeli zaś odjemna większa
jest od odjemnika, to w sposób omówiony wyżej, możemy wyzna-
czyć jeden T, określników różnicy w zależności od danych ukreślni-
kóvv odjemnej i odjemnika.

§ 77. Podobnie jak w przypadku dodawania, oderwana teorya
liczb wymiernych przywodzi niezależnie od geometrycznej teoryi liczb
bezwzględnych do ogólnej definieyi mnożenia tych liczb. Istotnie,
uważajmy dwie liczby wymierne a i b i ich iloczyn « . b. Iloczyn ten
nie jest mniejszy od iloczynu dwóch liczb wymiernych, z których
jedna byłaby nie większa od liczby a. a druga — od liczby b,
ani większy od iloczynu dwóch liczb wymiernych, z których jedna
byłaby nie mniejsza od liczby «. a druga od liczby b. Żadna
liczba wymierna, iloczynowi a. b nierówna, własności poprzedzają-
cych nie posiada, jeżeli bowiem pewna liczba w iloczynowi a. b
równa nie jest. to mamy, albo

w < a . b.
albo

w > a . b,
w pierwszym przypadku mamy dwie liczby wymierne odpowiednio
nie większe od a i b, mianowicie same te liczby, których iloczyn
większy jest od liczby w, a w drugim — dwie liczby odpowiednio
nie mniejsze od liczb a i b. mianowicie znowu same te liczby, któ-
rych iloczyn mniejszy jest od liczby %o\ w obu więc jedynie mo-
żliwych przypadkach liczba wymierna w, iloczynowi, a . b nierówna,
nie posiada powyższych własności. Uwagi te przywodzą nas dô
defiuicyi następującej:

Iloczynem jakiejkolwiek liczby bezwzględnej et, przyjętej za
mnozna, przez jakąkolwiek druga liczbę bezwzględną 6, przyjętą .-«'
mnożnik, nazywamy liczbą bezwzględną a>, która nie jest ani mniejsza
od żadnej liczby równej iloczynowi dwóch liczb wymiernych, odpowie-
dnio nie większych od liczb a i b, ani większa od żadnej liczby ró-
wnej iloczynowi dwóch liczb wymiernych odpowiednio nie mniejszych
od liczb a i b.
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Rozważania, które przywiodły nas do tej definicyi, dają nam
z góry pewność, że rzeczona definicya, przy zastosowaniu jej do
liczb wymiernych, do żadnej sprzeczności doprowadzić nie może,
a z samego jej brzmienia wynika bezpośrednio, że każda liczba x'
równa liczbie, mogącej być uważaną za iloczyn a . b, sama za ten
iloczyn uważana być może, i może także być uważana za iloczyn
jakiejkolwiek liczby a' równej liczbie a przez jakąkolwiek liczbę b',
równą liczbie b.

Innemi słowy, powyższa definicya czyni zadość tym podsta-
wowym warunkom (§ 25), żeby wynik działania oznaczony był
tylko co do wartości i zależał wyłącznie od wartości liczb ulega-
jąeyeh działaniu.

I. Mnożenie liczb bezwzględnych jest zgodnie z zasada, do której
postanowiliśmy zawsze zastosoimjwać się (§31). działaniem, jednoma-
cznem, wykonalnem bez zastrzeżeń.

Istotnie, zachowajmy oznaczania, któremi posługiwaliśmy, się,
wysławiając definicvę mnożenia liczb bezwzględnych, i oznaczmy
nadto przez (Kx) zbiór wszystkich liczb, z których każda,- uważana
być może za iloczyn dwóch liczb wymiernych, odpowiednio nie
większych od liczb a i b, a przez (lTa) — zbiór wszystkich liczb,
z których każda uważana być może za iloczyn dwóch , liczb wy-
miernych, odpowiednio nie mniejszych od liczb a i b. Oczywiście,
zbiory (i£,) i (7iT2) są dwoma zbiorami liczb wymiernych i zbiory
te posiadają tę własność, iż żadna liczba zbioru (Kt) nie jest większa
od żadnej liczby zbioru (Jv2). Z tego wynika (§ 68, ,tw< II), że
istnieje przynajmniej jedna liczba x} która nie jest ani ijjniej.sga
od żadnej liczby zbioru (K-,). ani większa od żadnej liczby zbioru
{Ęi). Powiadam, że warunki te określają wartość liczby as w zu-
pełności. Istotnie, oznaczmy przez (A-,) pierwszą część, a przez (A^)
drugą część jednego z nkreślników liczby ff, a przez (i?,) i (Bt)
elementy analogiczne w stosunku do liczby b i załóżmy, żeśmy
dobrali określniki ((^1). (A2)) i {(Ą), (3%)} tak, żeby, co zawsze
może być urzeczywistnione (§ 68. tw. VIII), każda liczba każdego
ze zbiorów (A2) i (U2) mniejsza była od oznaczonej liczby wymier-
nej, większej od każdej z liczb a i b. Jeżeli tedy oznaczymy przez (Ci)
zbiór wszystkich iloczynów, z których każdy jest iloczynem jednej
liczby zbioru (At) i jednej liczby zbioru. (Ą), a przez ..(C8) zbiór
wszystkich iloczynów, z których każdy jest iloczynem jednej liczby
zbioru (At) i jednej liczby zbioru (J3„), to na podstawie rozum,Q-
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wania czysto arytmetyczno] natury, wyłożonego już w § 70 tym,
zbiory (Cj) i (6\) uważane być mogą odpowiednio za pierwszą i drugą
część określnika pewnej liczby bezwzględnej c. A ponieważ każda
liczba zbioru (Cj) należy do zbioru (K{), a każda liczba zbioru (Oj) —
do zbioru (K^). przeto mamy

Ze względu na definicyę mnożenia liczb bezwzględnych równośd
ta wyraża właśnie twierdzenie, które, pragnęliśmy uzasadnić.

Rozważania powyższe nie tylko stanowią dowód na to. że
mnożenie liczb bezwzględnj^cli jest działaniem zawsze wykonal-
nem i jednoznacznem, ale prócz tego podają nam środek do wy-
znaczenia iloczynu przy danych mnożnej i mnożniku, jeżeli bo-
wiem, określniki {(A]), (A2)} i {(Ą.). (#2)} sst znane, to i określ-
nik {(O,), (C2)J liczby c. równej iloczynowi a. b, oczywiście także
będzie znany.

II. Mnożenie liczb bezwzględnych posiada własność łączności,
jakiejkolwiek skończonej liczbie równałaby się liczba czynników.

Ze względu na twierdzenie I-sze z § 28-go winniśmy tylko
dowieść, że

a. (b.c) = (a .!>).,'. (1)

jakiekolwiek liczby bezwzględne oznaczylibyśmy przez a, b. c. Ozna-
czając ogólnie przez ax. 6,. <\ trzy liczby wymierne, odpowiednio
nie większe od liczb a. b i c. a przez a2, b«, c2 trzy liczby wy-
mierne, odpowiednio nie mniejsze od liczb et, b \ c, oznaczmy
prze.z (Kj) zbiór liczb wymiernych, z których każda uważana być
może za wartość wyrażenia postaci

a przez (K^) zbiór wszystkich liczb wymiernych, z których każda
uważana być może za wartość wyrażenia postaci

<h . (bs . e„).

W takim razie możemy uważać zbiór (-KjJ za pierwszą część,
& zbiór (K2) za drugą część pewnego określnika {(JK11, (K^)} wartości
wyrażenia.

a.(b. c), (2)
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& ponieważ na podstawie teoryi liczb wymiernych mamy

<h • ih • ci) = (°i • /;i) • c\
d j . (65, . e„) = ( o a . i 2 ) • c s ,

przeto określnik {(IQ, (JT2)) jest także jeden z określników iloczynu

(3) (a • b). e.

Zatem, wyrażenia (2) i (3), jako wyrażenia, który cli wartości
oznaczone być mogą przez pewien i ten sam okrcślnik, są rzeczywi-
ście zawsze sobie równe. Ostatecznie uzauadniliśmy w zupełności
twierdzenie, o które chodziło,

III. Mnożenie liczb bezwzględnych poniada własność przemientwiei
bez względu na lieebę czynników.

Spostrzegamy z łatwością, że w rasde dwóch czynników, twier-
dzenie zachodzi niezawodnie, gdyż. przy zachowaniu oznaczeń, któ-
remi posługiwaliśmy się przy dowodzie twierdzenia I-szego, każdy
z iloczynów

a . /; i b . a

równa się oczywiście tej liczbie x, która nie jest ani mniejsza od
żadnej liczby zbioru (JEj), ani większa od żadnej liczby zbioru (-R.'2).
Stąd zaś wynika na podstawie twierdzenia poprzedzającego i twier-
dzenia Il-go z § 28-go, że, zgodnie z brzmieniem twierdzenia, o do-
wód którego chodziło, mnożenie liczb bezwzględnych posiada wia-
snośó przemienności bez względu na liczbę czynników.

IV. Iloczyn liczb bezwzględnych równy jent zeru w razie i tylko
w razie, kiedy jeden 'przynajmniej z czynników równy jest zeru.

Istotnie, drogą iudukoyi matematycznej dowiedlibyśmy z łatwo-
ścią prawdziwości tego twierdzenia w przypadku ogólnym, gdybyśmy
posiadali dowód tego twierdzenia w przypadku dwóch tylko czyn-
ników. Uważajmy więc iloczyn dwóch czynników a i i i załóżmy,
że czynnik a równa się zeru; ze względu na własność przemienności
mnożenia liczb bezwzględnych, jest rzeczą obojętną, czy czynnik a
uważać będziemy za mnożną czy też za mnożnik.

Zachowując tedy oznaczenia, któremi posługiwaliśmy się przy
dowodzie tw. I-szego, możemy określić każdy ze zbiorów (A,) i (A)
jako zbiór, do którego należy jedyna liczba zero. Wówczas każdy
af) zbiorów (Cj) i (C2), stanowiących odpowiednio pierwszą i drugą
część jednego z określników iloczynu a.b. obejmować będzie je-
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dyną liczbę zero. Zatem sam iloczyn a. b oczywiście równać się
będzie zeru. Załóżmy obecnie, że żadna z liczb a i b zeru równa
nie jest. W takim razie znajdą się dwie, zeru nierówne, liczby
wymierne, ar i &1? sprawdzające nierówności

a ponieważ na podstawie definicyi mnożenia mamy tedy

a . b > «j . &!.
przeto mamy

a . b > 0.

Z powyższych rozważań wynika, że twierdzenie, o które cho-
dziło, winno być uważane za udowodnione.

V. .leżeli jeden z czynników iloczynu dwóch liczb wymiernych
równa się jedności, to sam iloczyn równa się drugiemu czynnikowi.

Zachowując w dalszym ciągu oznaczenia, któremi posługiwa-
liśmy się. przy dowodzie tw. I-go, przyjmijmy

u — 1

oraz, że każdy ze zbiorów (vi,) i (A%) w takim razie obejmuje je-
dyną Jiczbę 1; w takim razie zbiory (Ay) i (A%) zawsze, jeszcze sta-
nowić będą odpowiednio pierwszą i drugą część jednego z określ-
ników liczby o, ale określnik {(Cj), (6'2)} iloczynu a. b zlewać się
będzie z określnikiem {(JB]), (B,,)} liczby b. Mamy więc

a ./; = /;.

zatem na podstawie własności przemienności mnożenia liczb bez-
względnych, mamy także

b.a = b.

Uzyskane równości wyrażają właśnie twierdzenie, o którego
udowodnienie chodziło.

VI. W stosunku do dodauwnia i do odejmowania, mnożenie
liczb bezwzględnych posiada własność rozdzielności.

Na podstawie tw. I-go z § 30-go i tw. Il-go § 32-go, twier-
dzenie, o które chodzi, będzie mogło być uważane za udowodnione,
jeżeli tylko okażemy, że mamy

a . (b -\- c) = a . b - j - a . c,
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jakiekolwiek liczby bezwzględne oznaczylibyśmy przez a, b i c.
Oznaczmy przez (Xi) zbiór wszystkich liczb wymiernych, z których
każda równa się wyrażeniu postaci

<h • {h + Ci\,

gdzie a t, bx i ct oznaczają liczby wymierne, sprawdzające związki

przez ( i Q zbiór wszystkich liczb wymiernych, z których każda
równa się wyrażeniu postaci

przez (2f8) zbiór wszystkich liczb wymiernych, z których każda
równa się wyrażeniu postaci

(1) a2 . (Jg -)- 6'2),

gdzie a2. 6S i c8 oznaczają trzy liczby wymierne, czyniące zadość
związkom

«a ^ a, i 2 =î  6 i Ł'3 ^ c,

wreszcie przez (K'%) zbiór wszystkich liczb wymiernych, z których
każda równa się wyrażeniu postaci

W takim razie zbiór (!£,) uważany być może za pierwszą
część, a zbiór (K2) za drugą część pewnego określnika wartości
wyrażenia

(2) a.(b + c).

Co do zbiorów (K^) i (K'%), to one uważane być mogą odpo-
wiednio za pierwszą i drugą część pewnego określnika wartości
wyrażenia

(3) a. 6 - j - a . c,

a ponieważ ze względu na równości

które niezawodnie zachodzą, albowiem mnożenie liczb wymiernych
posiada własność rozdzielności w stosunku do dodawania, zbiór (-KTj)
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zlewa Się' z€i zbiorem ( iQ, a zbiór (£a) — ze zbiorem (K'%), przeto
wartości wyrażeń (2) i (3) są sobie równe. Zatem uzasadniliśmy
równość,1 o którą właśnie chodziło.

VII. Oznaczmy przez a, b i f/ trzy liczby bezwzględne i za-
łóżmy, ze mamy

b<b'. (1)

Nierówność tu pociąga za sobą nierówność

a.b<a. V (2)

w razie, ale tylko w razie, kiedy zachodzi nierówność

a > 0. (3)
Spostrzegamy natychmiast, że nierówność (2) nie zachodziłaby,

gdyby liczba a nie sprawdzała warunku (3), gdyż mielibyśmy
w takim razie.

« = 0.
a więc

a.b = a.b' = Q,

na podstawie tw. lV-gu.
Zatem nierówność (3) jest rzeczywiście koniecznym warun-

kiem, ażeby nierówność (1) pociągała za sobą nierówność (2)..
Z drugiej strony na podstawie tw. VI-go. mamy

a . (b' — b) = a.b' — a. b.

Ze względu ua nierówności (1) i (3), i na tw. IV-te. mamy

a.(b'—b)>0,
mamy więc

a .V — a.b>0,
skąd

a . V > a . (i

o co jedynie jeszcze chodziło.
§ 78 . Na podstawie ogólnej teoryi działań zasadniczych, rozwi-

niętej w rozdziale V-tym, oraz własności przemienności mnożenia
'(§ 31) istnieje j e d e n tylko rodzaj dzielenia liczb bezwzględnych,
a ilorazem podziału jakiejkolwiek oznaczonej liczby bezwzględnej a,
przyjętej za dzielną, przez jakąkolwiek liczbę b, przyjętą za dziel-
nik, będzie wszelka liczba x, która sprawdza równanie

b.x — o. (1)
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W przypadku szczególnym, kiedy dzielnik b równy jest zeru,
dzielenie ze względu na tw. IV-te z paragrafu poprzedzającego
wykonalne będzie jedynie w razie, kiedy i dzielna równa się zeru,
a wtedy każda wartość na x sprawdza równanie (1) i wynik dzie-
lenia jest całkiem nieoznaczony.

Zwróćmy się do przypadku, kiedy mamy

(2) b > 0.

i oznaczmy przez {(AJ, (A%)) jeden z określników liczby a, a przez
{(-Bj.), (JB2)} jeden z określników liczby b. Przyjąwszy dowolnie pe-
wną liczbę wymierną lt. sprawdzającą nierówności

0 < k < b,

i pewną liczby wymierną ls, czyniącą zadość nierównościom

Z2 > a oraz Z2 >• b.

możemy zawsze (§ 68, tw. Vtl) drogą, ewentualnego usunięcia pe-
wnych liczb ze zbiorów (J.g) i (Ą), do tego doprowadzi, że każda
liczba zbioru (A2) będzie mniejsza od liczby 4? a każda liczba
zbioru (#]) — większa od liczby lx. Załóżmy tedy, że warunki te
są spełnione i, oznaczając ogólnie przez a l 5 ai: bx i 62 liczby na-
leżące odpowiednio do zbiorów (-4,), (A<>), (Bj) i (B2), oznaczmy
przez (Cj) zbiór wszystkich liczb, z których każda c3 równa, się
pewnemu ilorazowi postaci

a przez (6'2) zbiór wszystkich liczb, z których każda ca równa się
pewnemu ilorazowi postaci

rem

at:bt.
Każdy ze zbiorów (6łj) i (Cr

2) oczywiście będzie pewnym zbio-
liczb wymiernych, a na podstawie definicyi tych zbiorów mamy

skąd

[
a ponieważ mamy

a więc i
(4)
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przeto mamy

albowiem w razie przeciwnym związek (4) sprzeczny byłby z równo-
ściami (3).

Związek (5) wyraża, że żadna liczba zbioru (C1) nie jest większa
od żadnej liczby zbioru (C2); żeby więc dowieść, źe zbiór (C^) uwa-
żany być może za pierwszą część, a zbiór (C2) za drugą część
określnika oznaczonej liczby bezwzględnej c. należy tylko dowieść,
że, jakąkolwiek liczbę wymierną, od zera odmienną, ale choćby
jak małą, oznaczylibyśmy przez e, zawsze istnieje taki układ war-
tości na Cj i c2, żebyśmy mieli

d — d O (tt)

Ze względu na związki (3), mamy

czyli

skąd
cij (ftj — b-^j , a 2 — <x±

&i . 62 fe2

Na podstawie założeń, poczynionych o zbiorach (At) i (J3V),
mamy

a więc ze względu na związek

mamy także i

Mamy więc

ct - <h < | . (b, - bx) + i . (o, - o,). (8)

Jeżeli oznaczymy przez ^. liczbę wymierną, od zera większą,
ale choćby jak małą, zawsze istnieć będą takie układy wartości na a 1 ;

«a, fcj i b%, żeby

17
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a w takim razie zachodzić będzie nierówność

(10) «i ~ <h <

na podstawie związku (8).
Jeżeli więc przyjmiemy na /i taką wartość, żebyśmy mieli

i założymy następnie, że liczby %, a2, /;, i 68 tak zostały przyjęte,
żeby nierówności (9) były spełnione, to na podstawie nierówności (10)
zachodzić będzie nierówność (6). Ostatecznie zbiór (C )̂ uważany być
może za pierwszą część, a zbiór (O2) za drugą część pewnego
określnika oznaczonej liczby c.

Oznaczmy przez (Dj) zbiór wszystkich liczb, z których każda
równa się iloczynowi pewnej liczby zbioru (Bx) przez pewną liczbę
zbioru (Oj), a przez (D2) zbiór wszystkich liczb, z których każda
równa się iloczynowi pewnej liczby zbioru (J32) przez, pewną liczbę
zbioru (O2). Zbiory (Ą) i (J9g) będą zbiorami liczb wymiernych
i stanowić będą odpowiednio pierwszą i drugą część pewnego określ-
nika iloczynu b. c. Ale określnik {(Ą), (Z)2)} uważany być może
za pewien określnik liczby a. Istotnie, zachowując poprzednio na-
dane znaczenie symbolom a 1 ; a.2, \ i 62, oznaczywszy przez b\
nową liczbę ze zbioru (-&,), a przez IĄ nową liczbę ze zbioru (J5a),
otrzymamy wzory ogólne na liczbę d, zbioru (Dt) i na liczbę d%
zbioru (D2) w postaci następującej:

X
J _

2 ~

a ponieważ mamy

przeto mamy w każdym razie

di < a, < q ^ q0 ^

skąd wynika, że określnik {(Ą), (D2)} uważany być może rzeczy-
wiście za określnik liczby a. Mamy więc

a—b.c.
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Zatem wartość
x = c

na x sprawdza równanie (1).
Z drugiej zaś strony, w razie nierówności (2) jedna tylko

wartość na x sprawdzać może równanie (1); okoliczność ta -wynika
z tw. Vll-go § 77-go i ogólnych tw. I-go i Il-go z § 29-go, a nadto
Jatwo stwierdzić ją możemy i w sposób następujący: jeżeli zało-
żymy, iż liczba % sprawdza równanie (1), i oznaczymy przez x' liczbę.
liczbie x nierówną, to na podstawie nierówności (2) i tw. VII-go
z paragrafu poprzedzającego, zachodzić będzie nierówność

a więc żadna liczba x', liczbie- x nierówna, nie może sprawdzać
równania.

b . x' = a,

jeżeli tylko liczba x równanie (1) sprawdza.
Ostatecznie mamy twierdzenie następujące:
Jeżeli przy dzieleniu liczb bezwzględnych dzielnik b jest liczbą

od zera odmienną, to jakakolwiek waiiość miałaby dzielna a, dzie-
lenie jest zawsze wykonalne i jednoznaczne, a iloraz możemy wyzna-
czyć, gdy dzielna i dzielnik są da>ne, przyjmując -przy tworzeniu
określnika, oznaczonego wyżej przez ((Ci), (C2)}, a będącego określni-
kiem ilorazu a: b, za określniki, któreśmy oznaczyli w poprzednich
rozważaniach odpowiednio przez {(4X), (A2)) i {(Bi), (-B2)}} dane określ-
niki liczb a i b, po cwentualnem usunięciu pewnych liczb z pierwszej
części określnika liczby b i drugiej części określnika liczby a; jeżeli zaś
dzielnik równa się zeru, to dzielenie jest wykonalne tylko w razie,
kiedy dzielna tez róiona jest zeru, ale wówczas iloraz jest całkiem
nieoznaczony.

Możemy jeszcze dodać, że trzy są przypadki, w których dzie-
lenie przy dzielniku od. zera odmiennym jest natychmiastowe, mia-
nowicie, kiedy dzielnik równa się jedności, kiedy dzielna równa
się zeru, oraz w razie, kiedy dzielna równa jest dzielnikowi; w pierw-
szym przypadku iloraz oczywiście równa się dzielnej, w drugim
zeru, a w trzecim — jedności.


