IX. Arytmetyezna teorya liezb bezwzglednych wogdle,

§ 71. Uwagi natury krytycznej, uczynione w § 34-tym co do
geometrycznej teoryi liezb wymiernych, wylozonej w rozdziale IV-tym,
moglibydmy oczywiseie zastosowaé i do geometrycznej teoryi liczb
bezwzglednych, rozwinigtej w rozdziale poprzedzajaeym. W takim
razie znaczenie wspomnianych uwag nie tylko nie zmniejszyloby
sig, ale przeciwnie, nabraloby wigkszej jeszeze donioslodei. Istotnie,
dyskusya rozwinigta w § 63-cim przywodzi nas do wyniku nastg-
pujacego: zeby uzasadnié¢ twierdzenie podstawowe, podane w § 64-tym,
a polegajace na tem, Zze przy oznaczonej jednostee diugosei, odpo-
wiada nie tylko kazdemu odcinkowi prostoliniowemu oznaczona liczba
bezwzgledna, stanowigea jego miare, ale odwrotnie, kazdej liczbie
bezwzglednej odpowiada oznaczonej diugosei odeinek, ktdrego miara
réwna si¢ wlasnie rozwazanej liczbie, zniewoleni jestesmy do wpro-
wadzenia nowego, zhgdnego dla geometrycznej teoryi liczb wymier-
nych aksyomatu, za ktéry uwazaé mozemy jedno z réwnowaznych
sobie twierdzed I, II, III z § 63-go, albo tez oczywiscie jakiekol-
wiek inne twierdzenie, réwnowazne jednemu a wige i kazdemu
z trzech twierdzen poprzedzajaeych. Fakt ten tem bardziej zawazyé
musi przy powzigciu decyzyi ugruntowania ogélnej teoryi liezb
bezwzglednyeh na podstawach ezysto arytmetyeznych, a wige
wylaeznie na pojeciu liczby calkowitej, ze najbardziej oczywisty
z aksyomatéw, na wprowadzeniu ktérego moglibysmy poprzestad,
azeby ugruntowaé geometryczng teorye liezh bezwzglednyeh, mia-
nowicie twierdzenie ITI-cie z § 63-go, bynajmniej nie posiada tych
cech prostoty i przejrzystosei, ktéremi odznaczajy sig aksyomaty,
wystarczajace do ugruntowania geometryeznej teoryi liezb wymier-
nyeh. Ze stanowiska ewolueyi ogdlnego pojecia liczby okolicznosé
poprzedzajsca miala znaczenie decydujace, albowiem ona wlagnie
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sprawila, Ze koniecznos¢ wprowadzenia czysto-arytmetycznej teoryi
liczb niemal powszechnie jest juz uznang i coraz liczniejszych zy-
skuje zwolennikdw.

Poniewaz rozwinglismy juz w rozdziale VI-tym teorye liczb
wymiernyeh, oparta wylaeznie na pojecin liczby calkowitej, przeto
kazda teorya, oparta wylacznie na pojeciu liczby wymiernej, uwa-
Zana byé winna za teorye czysto arytmetyezna. Zatem zadaniem
niniejszego rozdzialu bedzie wysnué wylacznie z pojecia licaby
wymiernej ugruntowans juz w rozdziale poprzedzajacym, ale na
innych podstawach oparts, ogélng teorye liczb hezwzglednych,
zastrzegajac sobie na przyszlodé takie ponowne opracowanie pro-
blemu mierzenia odeinkéw prostoliniowyeh, przy kidrem rozwig-
zanie tego problemu stanowiloby tylko zastosowanie do przypadku
szezegllnego ogdlnej teoryi liczb bezwzglednych.

§ 72. Na czele teoryi, ktéry zamierzamy rozwingé, stawiamy
pojecie przekroju zbioru liczb wymiernych, przyjmujae juz
w § 60-tym podang definicye tego pojecia, a wige definicyg naste-
pujacs:

Przelrojem zbioru liczb wymiernych nazywamy taki podziat (P)
zbioru tego na dwa nieskonczenie liczne 2biory, Zeby kazda liczba
Jjednego z tych zbiordw, zbioru (K)), mniejsza byta od kazdej liczby
drugiego zbioru (K,); zbiér (K,) zowie sig zbiorem liczb wymier-
nych pierwszej, a zbiér (K;) — zbiorem liczh wymiernych dru-
giej kategoryi w stosunku do odno$nego przekroju.

Opierajac sie¢ wylacznie na arytmetycznej teoryi liczb wy-
miernych, uzyskaliémy w § 60-tym wyniki, ktdre mozemy wyrazié
w sposéb nastepujaey: Jakikolwiek przekrdj (P) zbioru liezb wy-
miernych rozwazaliby$my, zachodzi¢ moze tylko jeden z dwoich
przypadkdw nastgpujgeych:

10, Istnieje pewna jedna jedyna liczba wymierna w, ktdry
jest albo najwigksza z liczb, nalezacych do zbioru liezb wymier-
nych pierwszej kategoryi (K;) w stosunku do rozwazanego prze-
kroju, — albo najmniejsza z liczb, nalezgeych do drugiej kate-
goryi (K,) liczh wymiernyehb w stosunku do tego przekroju, przy-
czem kazda z dwdéceh alternatyw powyzszyech wyklueza druga.
Liezba w, o ile istnieje, zowie si¢ liczbg polozong na przekroju (P).
a sam ten przekrdj -zowie si¢ w takim razie przekrojem pierw-
szego gatunku zbioru liezb wymiernych.

20, Nie istnieje zadna liczba wymierna, polozona na rozwa-

16
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ganym przekroju. W takim razie przekrdj ten zowie si¢ przekrojem
drugiego gatunku zbioru liczb wymiernych.

Wiemy juz wprawdzie z rozdzialu poprzedzajacego, Ze istniejg
rzeczywiscie i przekroje pierwszego gatunku zbioru liezb wymier-
nych i przekroje drugiego gatunku tego zbioru liezb, ale winnismy
zastanowié sig nad tem, ezy mozemy uzasadnié te fakta, opierajge
si¢ wylaeznie na pojeciu arytmetycznem liezby wymiernej i nie od-
wolujae sig do Zadnych pojed natury geometrycznej. Spostrzegamy
natychmiast, ze tak jest. Istotnie, przyjawszy dowolnie liezbe wy-
mierns w od zera wigkszg, okreslimy oczywiscie pewien przekrdj (P)
pierwszego gatunku zbioru liczb wymiernych, o$wiadezajae, i% za-
liczamy do pierwszej kategoryi (K) liezb wymiernyeh w stosunku
do przekroju (P) zbiér wszystkich liczb wymiernych mniejszych
od liezby w0, albo zbidr wszystkich tych liczb, oraz sama liczbg w,
a do drugiej kategoryi (K,) — wszystkie liczby wymierne, nie na-
lezace do zbioru (K). Pozostaje tylko do uzasadnienia istnienie prze-
krojéw drugiego gatunku liczb wymiernyeh, a w tym celu nalezy
tylko podaé przyklad na taki przekrdj. Zeby tego dokonaé przyjmu-
jemy dowolnie takg liczbe wymierny I, ktéra nie bylaby kwadratem
zupelnym (§ 61) i dzielimy liczby wymierne na dwie klasy (K;)
i (K,), odwiadezajace, e do klasy (K,) zaliczamy kazdg liczbg wy-
mierna, ktérej kwadrat mniejszy jest od liczby 7, a do klasy (Kj)
kazda inng, czyli taky, ktdrej kwadrat jest wigkszy od liezby I;
taki podzial liezb wymiernych na dwie klasy stanowi, jakeSmy sig
przekonali w § 61-szym, opierajac sig wylgeznie na pojeeiach ezysto
arytmetycznyeh, drugiego gatunku przekrdj zbioru liezb wymier-
nych. Uwagi powyisze znajduja si¢ juz jw rozdziale poprzedzaja-
eym, zatem w rzeczywistodei fakt istnienia obu gatunkéw prze.—
krojéw zbioru liczb wymiernych zostal juz uzasadniony na pod-
stawach czysto arytmetycznych w rzeczonym rozdziale, tylko na
wspomnianem miejscu fakt ten wyrazilidmy, orzekajac, iz posia-
damy przyklady czysto arytmetycznego oznaczenia kazdego z obu
gatuikéw przekrojéw zbioru liczb wymiernych. Ze stanowiska,
kfére zajmijemy obecnie, orzeczenie, iz pewien przekrdj zbioru
liezh wymiernych istnieje, wyraza to samo, co ze stanowiska, zaj-
mowanego przez nas w rozdziale poprzedzajacym, wyraZalo orze-
czenie, i% rozwazany przekrdj zbioru liczb wymiernych moze byé
oznaczony czysto arytmetycznie.

W rozdziale poprzedzajacym podwigeilismy § 66-ty glghszemu



— 2290 —

zbadaniu pojgeia przekroju zbioru liezb wymiernyeh. Wyniki, do
ktérych doszliémy, majg podstawowe znaczenie i ze wzgledu na
teorye, ktéry zamierzamy rozwingé obeenie.

Poniewaz rozwazania § 66-go oparliémy wylaeznie na podsta-
wach ezysto arytmetyeznych, przeto nie zachodzi potrzeba pono-
wnego uzasadoienia wspomnianych wynikéw. Natomiast sadzimy,
iz ulatwimy ezytelnikowi zrozumienie dalszyeh wywodéw, powta-
rzajge na tem miejseu najwazniejsze definicye, podane w § 66-tym
i wystawiajae powtdrnie twierdzenia. uzasadnione we wspomnianym
puragrafie,

Uwazajmy jakikolwiek przekrdj (P) zbiorn liezb wymiernych
i jakakolwiek liezbe wymierna w0, nie poloZona na tem przekroju;
zeby wyrazié, iz liczba w nalezy w stosunku do przekroju (P) do
pierwszej kategoryi liczb wymiernyeh, orzekamy, ze ta liczba po-
loZzona jest przed przekrojem (P); Zeby zad wyrazié, ze liczba w
nalezy do drugiej kategoryi liczb wymiernych w stosunku do roz-
wazanego przekroju, orzekamy, Ze ta liczba poloZona jest poza
przekrojem (P). Mamy tedy twierdzenie nastepujace:

I W zbiorze (4,) liczh wymiernych, potozonych przed jakim-
lolwiek, dowolnie oznaczonym przekrojem (P) zbiorw liezb wymiernych,
nie istnieje liczba najwicksza, a w zbiorze (4.) liceb wymiernych, po-
tozonych poza przekrojem (P), nie istnicje liczba najmuiejsza.

II. Pomiedzy jakimkolwiek przelirojem (P) zbioru liczb wymier-
nych a jakakolwick, na przekroju tym nie potodong liczba wymierng w
znajduje sie nieskonczenie wiele liczh wymiernych.

III. Jakakolwiek liczbe wymierna, byle od zera wicksza, ozna-
czylibysmy przez & i jakikolwiek przekrdj (P) zbioru liezb wymier-
nych rozwazalibysmy, zawsze istniet beda dwie liczby wymierne a,
i ay takie, Zeby liczba a, polozona byta przed przekrojem (P), a liczba ay
poza tym przekrojem i eby madto zachodzila nierdwnosé

Iy — @y <_&.

Jezeli kazda liezba wymierna, poloZona przed jednym z dwéch
przekrojéw (P) i(Q) zbioru liczb wymiernych polozona jest i przed
drugim, a kazda liczba wymierna, polozona poza jednym z rozwa-
zanych przekrojéw, polozona jest i poza drugim, to ten stan rzeczy
wyrazamy, orzekajge, iz przekroje (P)i (Q) sa réwnorzednymi
przekrojami zbioru liezb wymiernych. Na podstawie tej definicyi
mamy twierdzenia nastepujace:
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IV. Jeseli dwa przekroje zbioru liczb wymiernych sq rdwnorze-
dne, to przekroje te sa zawsze jednoczesnie albo pierwszego gatunku
albo drugiego gatunku. W pierwszym przypadiou liczby wymierne, po-
tosone na rozwazanych przekrojach, sa sobie réwne, a w drugim —
rozwazane przelroje zlewaja sie ze sobg.

V. Dwa przekroje (P) ¢ (P') zbioru liczb wymiernych sq réwno-
reedne w katdym z trzech praypadkdw nastepujacych:

1% W preypadku, iedy zbiér liczb wymiernych, polozonych
preed przekrojem (P), i 2bidr liczh wymiernych, potoonych przed prze-
krojem (P'), zlewaja sie ze sobq.

20, W praypadiku, kiedy zbidr liczh wymiernych, polozonych poza
prezekrojem (P), @ 2bior liczh wymiernych, potodonych poza przekro-
Jem (P"), zlewaja sie ze soba.

3% W praypadku, kiedy kazda lczba, potozona przed przekro-
Jem (P), potozona jest i przed przekrojem (P'), a katda liczba, polo-
sona poza praekrojem (P), poloiona jest i poza przekrojem (P').

VI Jeteli dwa przelroje zbioru liced wymiernych nie sq réwno-
rzedne, to istnieje nieskoriczenie wiele liczb wymiernych, potoZonych
pomiedzy tymi przekrojami; pewien jeden 2z rozwazanych przekrojow
polozony jest preed wszysthiemi wspomnianemi liczbami, a drugi —
poza wszysthiemi temi liczbami. Nadto w gbiorze liczb wymiernych,
polozonych pomiedzy dwoma przelrojami zbioru wszysthich licab 1wy-
miernych, nie istnigje ani liczba najmniejsza, ani liczba nujvicksza.

Zeby wyrazi¢. iz pewien jeden prackréj (P) z dwéch nie-
réwnorzgdnych przekrojéw zbiorn liezb wymiernych polozony jest
przed liczbami wymiernemi, poloZzonemi pomiedzy przekrojem (P)
a drugim przekrojem (@), orzekamy, Ze przekrdj (P) poloZony jest
przed przekrojem (@), albo, ze przekrvéj (@) poloZony jest poza
przekrojem (P). Przyjawszy te definicye, mamy twierdzenia naste-
pujace:

VIL. Jezeli pewien przekrdj (P) zbiorw liczb wymiernych poto-
Zony jest przed pewna liczba wymierng, kidra sama polotona jest
preed pewnym drugim przekrojem (Q) zbioru liczb wymiernych. to
preekrdj (P) polozony jest przed przekrojem ((Q).

VIIL. Jakickolwiek dwa przekroje (P) i (Q) zbioru liczb wy-
miernych rozwazaliby$my, zawsze zachodzi jeden, ale jeden tylko,
z trzech praypadldw nastepujgeych:

10 Przekrdj (P) pododony jést przed przekrojem (Q).

2°. Przekrdj (P) polodony jest poza przekrojem ().
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30 Przekroje (P) i (Q) sa rdwnorzednymi przekrojami zbioru
liczb wymiernych.

Poprzedzajacy uklad twierdzer, uzasadnionych w § 66-tym,
uzupelniamy obecnie. dolaczajac jeszeze do tego ukladu dwa nowe
twierdzenia.

IX. Uwazajmy trzy przekioje (P), () i (R) zbioru liczh wy-
miernych i zalézmy, e przekrdj (P) rownorzedny jest przekrojowi (Q),
a przelrdj (Q) przekrojowi (R). W takim razie przekrdj (P) réwno-
rzedny bedzie przekrojowi (R).

Istotnie, uwazajmy jakakolwiek liezbe wymierng w, nie polo-
zong na przekroju (P). Jezeli liczba w polozona jest przed przekro-
jem (P). to ona bedzie polozona i przed przekrojem (@), a stad
wynika, ze liczba w poloZzona bedzie takze i przed przekrojem (R).
Gdyby za$ liczba w polozona byla poza przekrojem (P). to ona
bylaby polozona takze poza przekrojem (@), a wige i poza prze-
krojem (R). Wnosimy stad na podstawie trzeciej czesei tw. V-go,
#e przekroje (P) i (R) sa rzeczywiscie réwnorzednymi przekrojami
zbioru liezb wymiernych.

X. Uwatajmy z2nowu trzy prackroje (P), (@) i (R) zbioru liezb
wymiernych i zatdimy, e przekrdj (P) polodony jest przed przelero-
Jem (@), a przekrdj (¢) — przed przekrojem (R). W takim razie
preekrdj (P) polodony bedzie przed przekrojem (R).

Istotnie, oznaczmy przez w jedug =z liczb wymiernych, polo-
zonych pomigdzy przekrojami (@) i (E); liezba w poloZona hedzie
poza przekrojem (@), ale przed przekrojem (E). Z drugiej strony
liczba ta nie moze by¢ poloZona ani na przekroju (P), ani przed
tym przekrojem, gdyz w obu przypadkach przekréj (P) bylby,
whrew zalozeniu, polozony poza przekrojem (Q). Zatem liczba w
palozona bedzie poza przekrojem (P). Poniewaz za$ rozwazana liczba
polozona jest przed przekrojem ([). przeto na podstawie tw. VII-go
przekrdj (P) rzeczywiseie polozony bedzie przed przekrojem (R).

§ 73. Za definicye liczby niewymiernej przyjmujemy i obe-
cnie definicye podang w § 64-tym:

Liczba niewymierna nazywamy kazdy symbol, stanowiqey arytme-
tyczne oznaczenie pewnego drugiego gatunkw przekroju zbioru liczh
wymiernych.

Zeby wyrazié, Ze pewien przekrdj drugiego gatunku zbioru
liezb wymiernych tym wladnie jest przekrojem, ktéry oznaczony
jest pewng liczby niewymierna, orzekamy, zgodnie z terminologia
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juz przyjeta w rozdziale poprzedzajacym, Ze ta liczba niewymierna
polozona jest na rozwazanym przekroju.

Stosujae sig i w dalszym ciggu do terminologii, wprowadzo-
nej w rozdziale poprzedzajacym, nazywamy liczby hezwzgledng
kazdy element zbioru, uzyskanego przez polgezenie w jeden zhidr
zbioru liezb wymiernych i zbiorn liezb niewymiernych.

Na podstawie wprowadzonych dotychezas definicyi, mozemy
orzec, ze kazdej liczbie bezwzglednej, ktéra nie jest liczbg wy-
mierng réwna liczbie zero, odpowiada przynajmniej jeden taki
przekrdj zbiorn liczb wymiernyeh, na ktérym liczba ta jest polo-
Zona, mianowicie, jezeli rozwazana liezba jest liczbg niewymierns,
to istnieje jeden, i tylko jeden przekrdj zbioru liczh wymier-
nych, na ktérym liczba ta jest polozona; jezeli zas roawazana liczba
jest liezbg wymierna w (od zera odmienng), fo istniejs dokladnie
dwa takie przekroje zbiorn liczb wymiernyeh, iz liczba ta poloZona
jest na kazdym z nich, ale przekroje te sy réwnorzednymi
przekrojami zbioru liczh wymiernyeh i réznig si¢ pomiedzy sobg
tem tylko, Zze w stosunku do jednego z nich liczba w jest liczba
wymierna pierwszej kategoryi, a w stosunku do drugiego —
drugiej.

Z uwag poprzedzajacyeh wynika bezpodrednio twierdzenie na-
stepujgce:

Jedeli pewna liczba bezwzgledna 1, wymierna lub niewymierna,
potozona na kaddym z pewnych dwéch przekrojéw (P) i (@) zbioru
liczb wymiernych, to przekroje (P) i (Q) sa rdwnorzednymi preekro-
Jami zbioru liczb wymiernych.

§ 74. Przechodzimy obecnie do ustawienia definicyi, nadaja-
¢ych liczbom bezwzglednym charakter wielkodei w znaezeniu $ci-
dlejszem.

Zachowujae nadal bez zadnej zmiany te reguly poréwnywania
ilodeiowego liczh wymiernych pomigdzy sobs, ktéreémy przyjeli,
rozwijajac teorye liczh wymiernyeh, okreslamy reguly poréwnywania
ilofciowego liczb wymiernych z liezbami niewymiernemi i liezb
niewymiernych pomigdzy sobs, przyjmujac definicye nastgpujace:

1. Orzeczenie, ze dwie liceby bezwzgledne, 2 ktdrych jedna pray-
najmniej jest liczhg niewymierna, sq sobie réwne, wyraza, e liczby le
polozone sq na praekrojach réwnorzednych zbioru liczh wymiernych.

Poniewaz praekrdj réwnorzedny jakiemukolwiek przekrojowi
dragiego gatunku zbioru ligzh wymiernyeh w rzeczywistosei zawsze
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z tym przekrojem w zupelnofei sie zlewa (§ 72, tw. IV), przeto
na podstawie powyZszej definicyi liczba niewymierna Zadnej liczbie
wymiernej réwna byé nie moze, a réwna sie kazdej takiej, i tylko
takiej liczbie niewymiernej, ktéra polozona jest na tym samym
przekroju zbioru liczb wymiernych, co ona sama.

2% Oznaczona liczba wymierna w uwaiana jest za mniejsza lub
2w wigkszq od oznaczonej liczby niewymiernej @, zaleénie od tego, czy
liczba ta poloiona jest przed, czy tez poza przekrojem zbioru liczb
wyneiernyek, na ktdrym ledy lezba wiewymierna p.

Definicya ta jest calkiem wyrazna, albowiem przekrdj zbioru
liezb wymiernych, na ktérym lezy liczba ¢, jest przekrojem dru-
giego gatunku, skqd wynika, ze liczba w na przekroju tym polo-
zona byé nie moze i dlatego leze¢ musi albo przed wspomnianym
przekrojem albo poza nim.

39 Z dwdch nierdwnych sobic liczh niewymiernych wwatamy za
muiejsza te, ktdra ledy na przekroju, potozonym przed przekrojem,
na ktérym ledy liczba druga.

Definicya ta jest réwnie wyraZzna, jak poprzedzajyca, albo-
wiem dwie nieréwne sobie liczby niewymierne nie moga byé polo-
zone, ze wzgledu na definicye réwnosei liczb niewymiernych, na
przekrojach rédwnorzednych, a z dwdch przekrojéw nierdwnorze-
dnych pewien jeden jest zawsze (§ 72, tw, VIII) polozony przed
drugim. .

Warunki konieezne i wystarczajace, azeby definicye poprze-
dzajgee czynily zadodd ogélnym zasadom z rozdzialu II-go, polegaja
na tem, zeby zachodzily twierdzenia nastepujace?):

1. Jakiekolwiek dwie liczby bezwzgledne oznaczylibysmy przez a
i b, zawsze zachodzi jeden, i tylko jeden ze zwiazkéw nastepujacych:

a<b, a=0b lub a>0

1L Jakiekolwiek dwie liczby bezwzgledne oznaczylibysmy przez a
i b, rdwnosé
a=1b
rdwnowazna jest réwnosci
b=a.

HI. W zbiorze wszysthich licab bezwzglednych, réwnych ozna-
czonej liczbie bezwzglednej a, znajduje si¢ i sama liczba a.

1) Obacz uwage podang w odsylaczu na str. 97,
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IV. Jezeli tray liczby bezwzgledne a, b i ¢ sprawdzajg réwnosci
g=b i b=e,
to wéwezas zachodzi i réwnosé

a==¢c.
V. Zwiazki
a<b i b>a,

gdzie oznaczylibysmy przez a i b dwie liczby bezwzgledne, stanowiq
zawsze réwnowagne sobic zwiqeki.
VI. Jedeli trzy liczby bezwzgledne a, b i ¢ sprawdzaja 2wiazki

a<b oraz b<e,
to w takim razie zachodzi i zwiqzek
o<

Zwracajge sie do definicyi, ustawionych na czele tego para-
grafu, i uwzgledniajage uwagi, ktére poezynilidmy przy tych defini-
cyach, spostrzegamy natychmiast, %e z twierdzen poprzedzajacych,
twierdzenia I, II, III i V zachodza oesywiscie. Zatem pozostaje do
uzasadnienia twierdzenia IV i VI

W tym celu uzasadnimy najpierw dwa twierdzenia przygoto-
waweze nastepujgee:

VII. Wartosé¢ réwna zeru jest najmniejsza wartoscia, jaka mieé
moze liczba bezwzgledna.

VIIL Jeeli zadna z pewnych dwich liczb bezwzglednych liczbie
zero rdwna nie jest, jedeli wiee katda 2z rozwazanych liczh wwa2ana
byé moze za liczbe, potoiona na pewnym przekroju zbioru liceh wy-
miernych, to liceby te réwne sq sobie w razie. @ tylko w razie, kiedy
potozone sq na réwnorzednych przekrojach zbiorw liczh wymiernych;
w prazypadku nieréwnosci rozwatanych dwdeh liczb, mniejsza potodona
Jest na przekroju zbiorw liczh wymiernych, potodonym przed przekro-
Jem, na ktdrym ledy liczba druga.

Twierdzenie VII-me jest prawie calkiem oczywiste: oznaczmy
przez a jakakolwiek, liczbie zero nierdwny liczbg bezwzgledna; jeseli
liczba a jest liczbg wymierna, to mamy

a>0
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na podstawie teoryi liczh wymiernych; jeZeli zaé liczba a jest liczbg
niewymierng, to liczba 0 polozona jest przed tym przekrojem zbioru
liczb wymiernych, na ktérym polozona jest liezba a, zatem i w tym
przypadku zachodzi nierdwnogé

a >0,

a to na podstawie drugiej z definicyi. wyslowionyeh na czele ni-
niejszego paragrafu.

Obecnie, zwracamy si¢ do uzasadnienia tw. VIII-go. Oznaczmy
przez a i b dwie od zera odmienne liczby bezwzgledne i zalézmy
najpierw, ze mamy

a=b. (1)

JeZeli obie liezby a i b sy liczbami wymiernemi, to na pod-
stawie tego czem jest ten przekrdj zbioru liezb wymiernych, na
ktérym oznaczona liczba wymierna jest polozona, przekroje, na kté-
rych polozone sg liczby a i b sy réwnorzednymi przekrojami zbioru
liczb wymiernyeh; jezeli zas jedna z liczb a lub b jest liczbg nie-
wymierng, to okoliczno$é poprzedzajaca zachodzi na podstawie
pierwszej z definicyi, ustawionych na poezatku niniejszego paragrafu.

Zalézmy teraz, ze zachodzi nieréwnosé

a<b (2)

i oznaczmy przez (P) i (@) te przekroje zbioru liczb wymiernyeh,
na ktérych polozone sy odpowiednio liezby @ i b.

Jezeli obie liczby @ i b sy liczbami niewymiernemi, to prze-
krdj (P) polozony jest przed przekrojem (@) bezposrednio na pod-
stawie trzeciej z definicyi, ustawionych na poczatku niniejszego
paragrafu. Jezeli liczba a jest liczba wymierna, a b liczbg niewy-
mierns, to na podstawie drugiej z definicyi, ustawionych na poczatku
tegoz paragrafu, liczba a bedzie liczbay wymierng poloZong przed
przekrojem (@) zbioru liezb wymiernych.

Zatem na podstawie tw. II-go z § 72-go istnie¢ bedzie liezba
wymierna w, poloZona pomigdzy liczba @ a przekrojem (@). Liczba w
oczywiscie bedzie wigksza od liezby a. Zatem liczba w polozona
bedzie poza przekrojem (P) zbioru liezb wymiernych.

Z uwag tych wynika na podstawie tw. VII-go z § 72-go, i%
przekréj (P) polozony bedzie i w przypadku obeenym przed prze-
krojem (Q). Mozliwy jest jeszcze przypadek, iz liczba a jest liczba



— 236 —

niewymierna, a liezba b liezbs wymierna. W takim razie powolujae
si¢ na twierdzenia wspomniane przed chwilg, znowu stwierdzili-
byémy =z latwodcia, iz przekrdj (P) polozony jest przed prazekro-
jem (@). Jedyny, nie nwzgledniony jeszeze praypadek, ktdry wyda-
rzyé sig moze, jest tem, ze ohie liczby a i b bylyby liczbami wy-
miernemi. W takim razie kazda liczba wymierna w, sprawdzajaca
nieréwnosel
@< w<b,

oczywideie polozona bylaby poza przekrojem (P), ale przed prze-
krojem (@). Zatem na podstawie tw. VII-go z § 72-go i w tym
przypadku przekrsj (P) polozony bylby przed przekrojem (¢). Osta-
tecznie dowiedli§my, ze w razie réwnosei (1) liezby @ i b poloZone
sy na réwnorzednyeh przekrojach zbioran liezb wymiernych, a w razie
nieréwnosci (2) — liczba a poloZona jest na przekroju (P) zbioru
liczb wymiernych, poloZzonym przed tym przekrojem (¢)) zbioru liezb
wymiernych, na ktérym poloZona jest liczba a.

Pozostaje tedy tylko do okazania, iz odwrotnie, jezeli prze-
kroje (P) i (@) zbioru liezb wymiernych, na ktérych polozone sg
odpowiednio liezby a i b, 83 réwnorzedne, to zaehodzi réwnosé (1);
jezeli za$ przekrdj (P) polozony jest przed przekrojem (@), to za-
chodzi nieréwnosé (2).

Otéz w pierwszym przypadkn liczby a i b nie moglyby nie
byé sobie réwne, poniewaz na podstawie juz uzasadnionych wyni-
kéw w takim razie jeden z przekrojéw (P) lub (@) polozony bylby:
whbrew zalozenin, przed drugim; w drugim zad przypadku nie
moglby zachodzié Zaden ze zwigzkéw

a=1b albo a >0,

gdyz w takim razie, na podstawie tego cosmy juz dowiedli wyzej,
przekréj (P) w Zadnej z tych dwdeh ewentualnogei nie méglby byé

polozonym przed przekrojem (@), a poniewaz zachodzi niezawodnie
zawsze jeden ze zwiazkGw

a<lb, a=b lub a>0b,

przeto, jezeli przekrdj (P) polozony jest przed przekrojem (@), to
zgodnie z brzmieniem twierdzenia, zachodzi niezawodnie nierd-

wnosé (2). Ostatecznie uzasadniliSmy w zupelnosei twierdzenie
o ktdre choduzilo.
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Przystepujemy obeenie do przedstawienia dowodéw nie uzasa-
dnionych jeszeze twierdzen IV i VI. W tym celu zachownjemy
oznaczenia, w ktdrych twierdzenia te wyslowiliémy i najpierw zwra-
camy sig do praypadku szezegdlnego, w ktérym mamy

a=20, (1)
Jezeli préez réwnosei poprzedzajacej zachodzy jeszeze réwnodei
a=0>b oraz b= c, (2)

to w takim razie liczby a, b i ¢ sy liczbami wymiernemi. Istotnie
na podstawie uwagi, uezynionej przy pierwszej z definicyi, wyslo-
wionyeh na czele tego paragrafu, liczba bezwzgledna réwna liczbie
wymiernej, jest sama réwniez liczby wymierns. Poniewaz za$ liezba
zero jest liczbg wymierns, przeto z réwnosei (1) i (2) wynika kolejno,
e liezby a, b i ¢ sy rzeczywiscie liczbami wymiernemi. Ale skoro
liczby a, b i ¢ sg liczbami wymiernemi, to na podstawie teoryi
lieczb wymiernych réwnodei (2) pociagaja za soba réwnosé

a—==¢.

Zatem udowodnilismy tw. IV-te w praypadku szezegélnym,
kiedy zachodzi réwnosé (1).
Zokladajse w dalszym ciagu, iz réwnoséé (1) zachodzi, przy-
pusémy, Ze mamy
b<ec (8)
W takim razie réwnosé

c=0 (4)

nie moze zachodzi¢, albowiem na podstawie twierdzenia VII-go
zwiazki (3) i (4) jednoczesnie zachodzié nie mogg. Ale skoro ré-
wnodé (4) nie zachodzi, to na podstawie tw. VII-go liczba a, jako
réwna zeru, mniejsza bedzie od liczby ¢. Z tego wynika, Ze w razie
réwnosei (1) zachodzi i twierdzenie VI-te.

Przechodzimy tedy do przypadku, w ktérym mamy

a > 0. (®)

Jezeli nieréwnosé ta zachodzi, to, na podstawie tw. VIII-go
zalozenie, iz jedna z liczb b lub ¢ réwna jest zern, byloby w sprze-
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cznodei z zaloeniami kazdego z twierdzen IV i VI. Zatem, ktére-
kolwiek z tych twierdzed pragneliby$my uzasadnié, moZemy opie-
raé si¢ na tem, Ze w przypadku nieréwnosei (b), Zadna =z liezb a, b
i ¢ réwna zeru nie bedzie. Z tego wynika, ze w przypadku, o ktéry
wlasnie chodzi obecnie, istnieé¢ beds trzy przekroje (F), (@) 1 (R)
zbioru liezb wymiernych, na ktéryech poloZone begda odpowiednio
liezby a, b 1 c.
Na podstawie twierdzenia VIII-go, w razie réwnosei

g=3 3 b=

przekroje (P) i (@) z jednej strony, a przekroje (@) i (R) 2z dru-
giej, beda przekrojami réwnorzednymi zbioru liezb wymiernych,
zatem (§ 72, tw. IX) w rozwazanym przypadku przekroje (P) i (R)
takie beds przekrojami réwnorzednymi, a stad wynika, na pod-
stawie tw. VIII-go, 1% zachodzié bedzie réwnosé

a=¢C.

Zatem uzasadnilismy w zupelnodei tw. IV-te.
Praypudémy teraz, Ze liczby a, b i ¢ sprawdzajs zwigzki:

ab oraz b<ec

W takim razie (tw. VIII) przekrdj (P) poloZony bedzie przed prze-
krojem (@), ktéry znéw polozony bedzie przed przekrojem (R).
Zatem (§ 72, tw. X) przekrdj (P) polozony bedzie przed przekro-
jem (R), skad wynika na podstawie tw. VIII-go obecnego paragrafu,
ze liezby a i ¢ sprawdzaé heds, zgodnie z brzmieniem tw. VI-go,
niecdwnosé

a < ¢

Ostatecznie, ze¢ stanowiska ogélnych zasad rozdzialu II-go,
usprawiedliwilismy w zupelnodei definicye, ktdremi okregliliémy
reguly poréwnywania iloeiowego liczb bezwzglednyceh. Obecnie pra-
gniemy uzasadnié pewne nastepstwa tych regul.

IX. Pomi¢dey dwiema jakiemikolwick, byle nie réwnemi sobie
liczbami bezwzglednemi a & b (a < b), isinieje nieskonczenie wiele nie-
rdwnych sobie liczb wymiernych.

Istotnie, jezeli mamy

a=0,
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to nieskoriczony zbiér nieréwnyceh sobie liczb wymiernych wigk-
szych od zera, a poloZonych przed przekrojem zbioru liczb wymier-
nych, na ktérym lezy liczha b, stanowi wlasnie zbiér liczb wy-
miernych, polozonyeh pomigdzy liczbami a i b; jezeli zad liczba a
nie jest réwna zeru, to kazda z liczb a i b polozona jest na pe-
wnym przekroju zbioru liezb wymiernych, a zbiér liczb wymier-
nych, poloZonych pomigdzy tymi przekrojami, jest oczywiscie zbiorem
liczb wymiernych, polozonyeh pomigdzy liczbami a i b.

Mozemy posungé si¢ dalej i udowodnié twierdzenie naste-
pujace:

X. Pomiedey dwiema nieréwnemi sobie liczbami bezwzglednemi
istwieje nieskonczenie wiele nierdwnych sobie liceb niewymiernych.

Ze wzgledu na twierdzenie dopiero co uzasadnione, uzasa-
dnimy oczywifeie twierdzenie obecne, jezeli dowiedziemy, Ze po-
migdzy dwiema, nieréwnemi sobie, od zera wigkszemi liczbami wy-
miernemi @ i & (e <<b), polozona jest zawsze przynajwniej jedna
liczba niewymierna. Mozemy oczywiscie przyjad

a=2, 1=", 1)

oznaczajace przez m, m'ip trzy od zera odmienne liczby calkowite.
Mamy tedy
m < m', (2)

poniewaz oznaczenia tak przyjelismy, zeby bylo

a < b.

Mamy oczywidcie

md _mE4 1 om'?

St ®)
albowiem, ze wzgledu na (2) i na to, e liezby m i m’ sa liezbami
calkowitemi, mamy

m =m-1,
slgd

m'e2=m242m-|-1,

a poniewaz liczba m jest od zera odmienna, przeto ze zwigzku po-
przedzajgcego mamy

m'® > ms 1.
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Liczba
m? -1

P?

(4)
nie jest zupelnym kwadratem (§ 61), poniewaz, gdybysmy mieli

0ZNACZA]HC PrZez

pewng, liczhe nlamkows, mieliby$my

mi4-1= (aﬁp)“,

co mogloby zachodzi¢ tylko w razie, gdyby istniala (§ 61) liczba
calkowita, ktérej kwadrat réwnalby sie liczbie m*-f-1, a taka
liezba calkowita nie istnieje, gdyz kwadrat liezby calkowitej, nie
wigksze] od m, mniejszy jest od m?® -1, a kwadrat kazdej liczby
catkowitej, wigkszej od m, wigkszy jest od m? +- 1. Zatem liczba (4)
rzeczywiscie nie jest kwadratem zupelnym. Mozemy tedy oznaezyd
(§ 61) pewien drugiego gatunku przekrdj (P) zbioru Jiezb wymier-
nych, ofwiadezajae, s kazda liczba wymierna, ktérej kwadras jest
mniejszy od liezby
m® -1

PE
lezy przed przekrojem (P), a kazda liezba wymierna, ktérej kwa-
drat wigkszy jest od tej liczby, lesy poza tym przekrojem. Na
przekroju (P) polozona jest pewna liczba niewymierna x, ktdra na
podstawie zwigzkéw (1) i (2) sprawdza nierdwnosei

a<x<b

Dowiedliémy wige istnienie liczby niewymiernej posredniej
pomiedzy liczbami a i b, a o to tylko chodzilo.

§ 75. W § 68-ym zastanawialiémy si¢ juz nad spraws ozna-
czania liczb bezwzglednych. Poniewaz wszystkie pojecia i twier-
dzenfa, ktéremi§my si¢ tam postugiwali, zostaly juz w rozdziale
obecnym ugruntowane na podstawach czysto arytmetycznyeh, przeto
odsylamy ezytelnika do § 68-go, nadmieniajac, Ze zachowujemy

b



