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LIL Jegeli dwie liczby bezwzgledne a i b sprawdzaja nierduwnodé
a<h,

to istnigje nieskoniczenie wiele odmiennych pomiedzy sobq liczb wymier-
nych, z ktorych kazda wigksza jest od liczby a, ale jest mniejsza od
liczby b.

Istotnie, spostrzegamy natychmiast, ze twierdzenie to zachodzi
w przypadku szezegélnym, kiedy mamy a = 0, gdyz w takim razie
liezba b lezy na pewnym przekroju (@) zbioru liczb wymiernych,
a kazda z nieskonczenie wielu liczb wymiernyeh od zera wigk-
szych, poloZonych przed przekrojem (@) wigksza jest od liczby a,
ale jest mniejsza od liczby b. Jezeli za$ mamy a >0, to liczby
@ i b lezeé bgds na pewnyeh dwéeh nierdwnorzednyeh przekro-
jach (P) i (Q) zbioru liezb wymiernych. Na podstawie tw. VI-go
paragrafu poprzedzajacego istnieje nieskonczenie wiele nieréwnych
sobie liezb wymiernyeh, poloionych pomigdzy przekrojami (P) i (Q).
Kazda z tych liczb oczywiscie leZeé bedzie na pewnym takim prze-
kroju zbioru liczb wymiernych, ktéry polozony bedzie poza prze-
krojem (P), ale przed przekrojem (@). Zatem na podstawie tw. I-go
paragrafu niniejszego, kazda z nieskonczenie wielu liezb wymier-
nych, poloZonych pomigdzy przekrojami (P) i (@) wigksza bedzie
od liczby a, ale bedzie mniejsza od liczby b. Zatem uzasadnili§my
twierdzenie, o ktdire chodzilo. '

§ 68. Zanim przejdziemy do teoryi dzialan zasadniczych na
liczbach bezwzglednych, winnismy blizej oméwié sprawg oznaczania
tyeh liczb.

Oznaczanie liczb wymiernych nie jest polgezone z Zadng tru-
dno$cia, albowiem posiadamy do tego symhole specyficzne, ezyli
metode ogblng do przedstawienia kazdej takiej liezby przez symbol,
utworzony wedlug regul jednostajnych ze skofiezonej liczby pewnyeh
symboléw podstawowych, mianowicie cyfr

0,1,2 3456, 1,8,9.

Zgola inny jest stan rzeczy, kiedy chodzi o liczby niewy-
mierne: nie posiadamy zadnego takiego skonezonego zbioru sym-
boléw, Zebysmy mogli przedstawié kazdg liczb¢ niewymierng przez
jakad kombinacye skonczonej liezby tychZe, a nawet moZemy do-
wied¢ drogs calkiem §cislego rozumowania, ktérego wyklad na
tem miejscu bylby jednak przedwezesny, Ze ustawienie tego rodzaju
Arytmetyka teoratyezna. 14
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ukladu symboléw jest rzeczq niemozebna. Natomiast istnieje pewna
ogélna forma oznaczania liczh bezwzglednych, ktéra zamierzamy tu
wyloZy¢ i ktéra opiera sig na twierdzenin nastgpujgcem:

I. Oznacemy przez (4,) i (4y) dwa zbiory (skonczone lub nie-
skoriczone) liczb wymiernych, sprawdzajqce warunki nastepujace :

1°. Zadna liczba, naledgea do zbioru (4,), nie jest wicksza od
liczby, naledqcej do zbioru (A,).

20, Jeteli oznaczymy przez € od zera odmienna, ale poza tem
dowolnie przyjeta liczbe bezwzgledna, chotby jak mata, to w takim
razie zawsze istnieé bedg dwie takie liczby wymierne, 2z kidrych je-
dna a, naleteé bedzie do zbioru (4,) a druga ay — do zbioru (4,),
ke réinica ay — ay, ktdra ewentualnie moze byé réwna zeru, sprawdzaé
bedzie w kazdym razie nierdwnosé

(1) Uy — @y <&

Zbiorom (4,) i (4y) odpowiadaé bedzie zawsze jednej, i tylko
Jednej wartosci liczba a, kibra nie bedzie ani mniejsea od #adnej
liczby 2bioru (4,), ani wigksza od Zadnej liceby zbioru (4,).

Ukladowi zbioréw, skladajgcemu sig ze zbiordw (4,) i (4,),
nadamy nazwe okredlnika liczby «, nazywajac przytem zbiér
(4,) pierwszg, a zbidr (4,) —drugy czedcig tego okreslnika;
sam okreslnik przedstawiamy przez symbol {(4,), (4,)).

Dwie nieréwne sobie liezby =, i @,, (2, <,), nie moga
w Zadnym razie byé¢ takie, azeby zadna z nich nie byla ani mniej-
sza od zadnej liczby zbioru (4,) ani wigksza od zadnej liczby
zbioru (4,). Istotnie, w razie istnienia liczb a, i x,, zawsze znala-
Ayby sig dwie liczby wymierne w, i w, takie, zebysmy mieli

2y <y < Wy < @y,
& poniewaz mielibyémy

UG =2y, 0 =%,
jakgkolwiek liczbg zbioru (4,) oznaczyliby$my przez a, i jakakol-
wiek liczbg zhioru (4,) oznaczalby symbol a,, przeto micliby$my

a, < wy << wy < a
qud 1l ™ 2 1)

Uy — @y > Wy — Wy.
Gdybyémy wige prayjeli

&= wy — Wy,
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to, whrew zaloZeniu, nie istnialyby takie do zbioréw (4,)1i (4,) od-
powiednio nalezgce liezby a, i ay, Zeby liczby te sprawdzaly zwig-
zek (1). Stwierdzamy wige, e istnieje najwyzej tylko jednej war-
todei liczba @, ktéra nie bylaby ani mniejsza od zadnej liczby
zbiorn (A,), ani wigksza od zadnej liczby zbioru (4,).

Zeby udowodni¢ istnienie liczby @, zwaimy najpierw, ze
w przypadku wyjatkowym, w ktérym do zbioru (4,) nalezalaby
tylko jedna jedyna liezba zero, warto$é zero ma a czyni oczywi-
scie zadoéé warunkom wymaganym od tej liczby.

Zwréémy sig obecnie do przypadku, kiedy w zbiorze (4,)
istnieje jedna przynajmniej od zera odmienna liezba I, i oznaczmy
przez (K,) zbiér wszystkich liczh wymiernych, z ktéryeh kazda
albo réwna si¢ pewnej liezbie zbiorn (4,), albo jest od pewnej
liczby tego zbioru mniejsza, a przez (K,) — zbiér wszystkich in-
nyeh liezb wymiernyeh.

To okreslenie zbioréw (K,)i(K,) stanowi zarazem okreslenie
pewnego przekroju (P) zbioru liezb wymiernych; istotnie, zbidr (K)
obejmuje nieskofczenie wiele liczb, albowiem juz wszystkie, w nie-
skonczonej ilodci istniejgce, od liezby /, nie wigksze liczby wymierne,
nalezy oczywiscie do zbioru (K,); zbiér (K,) obejmuje oczywiscie
takze nieskofczenie wiele liezb, albowiem, jezeli oznaczymy przez
jedng z liezb zbiorn (4,), to wszystkie liezby wymierne wigksze
od 7, niezawodnie nalezy do zbiorn (K,); nareszeie kazda liezba
zbioru (K;) mniejsza jest od kazdej liczby zbioru (K,), albowiem,
jezeli pewna liczba a, nalezy do zbioru (K,), a pewna liczba a, —
do zbiorn (K,), to nie moze zachodzié zwigzek

y =ty

gdyz kazda, od liczby a; nie wigksza liczba nalezy do zbioru (K))
a wiee nie do zbioru (K,).

Oznaczmy przez x liczbg, polozony na przekroju (). Zadna
liezba zbioru (K,) nie jest wigksza od liczby @, a poniewaz wszystkie
liezby zbioru (4,) naleia do zbioru (K,), przeto liczba z nie jest
mnuiejsza od zadnej liezby tego zbioru. Jezeli Zadna liezha zbioru (4,)
do zbioru (K,) nie nalezy, to wszystkie te liczby nalezg do zbioru (K,)
i liezba z, jako nie wieksza od zadnej liczby zbioru (K,), nie jest
wigksza od zadnej liczby zbiorn (4,). Jednakie nie jest wyklu-
czony przypadek, w ktérymby pewna liezba y zbioru (4,) nale-
zala do zbiorn (K,), ale w takim razie liczba y bylaby najwigk-

14%



szy liezby zbiorn (K,), poniewaz w praypadku praeciwnym liczba y
bylaby mniejsza od pewnej liczby y zbioru (K,) 1 whrew zaloZe-
niom, przyjetym co do zbiovdw (4;) i(4,), bylaby mniejsza od pe-
wnej liczby zbiorn (4,), mianowicie od istniejacej zawsze w tym
zbiorze pewnej, od liezby y’ nie mniejszej liczby. W rozwazanym
przypadku mieliby$my a=1y, praeto i w tym razie liczha x nie
bylaby wigksza od zadnej liczby zbioru (4,).
Zatem wartosé
o

liczby a eczyni zadodé wszystkim warunkom od tej liczby wyma-
ganym i ostatecznie stwierdzamy, Ze liczba « istnicje rzeczywiscie
w kazdym razie, a to wladnie pozostawalo jeszcze do udowodnienia.

Do rozwazain powyzszych nawigzujemy uwage nastepujacs:
fakt istnienia liczby a uzasadniliémy, opierajac si¢ jedynie na tem,
ze #adna liczba zbioru (4,) nie jest wieksza od zadnej liczby
zbioru (4,), a bynajmniej nie powolujac sie w tej czedci dowodu
wyslowionego wyzej twierdzenia na to, iz do kazdej od zera od-
miennej liczby wymiernej & mozemy dobraé liezby a, i a,, nale-
zgce odpowiednio do zbiordéw (4,) i (4,), tak, azeby zachodzila
nieréwnosdé

ay — a; < &

Z tego wynika, Ze zachodzi twierdzenie nastgpujace:

IL. Gdybysmy o dwdch zbiorach (Z,) i (Zy) licehb wymiernych
wiedzieli z pewnoscig to tylko, Ze Zadna liczba zbioru (Z,) nie jest
wigksza od Zadnej liceby 2bioru (Zy), to ju stgd moglibysmy wy-
wnioskowaé, ze istnigje praynajmnicj jedna liczba bezwzgledna, nie
mniejsza od ‘adnej liczby zbioru (Z,), ani wigksza od adnej liczby
zbioru (Z,).

III. Kazda liczba bezwzgledna a posiada praynajmniej jeden
okresinik.

Istotnie, oznacamy przez (4,) zbiér wszystkich liczb wymier-
nych, nie wigkszych od liczby a, a przez (4,) zbiér wezystkich
liczb wymiernych, nie mniejszych od tejie liczby a; jezeli liczba a
réwna jest zeru, to zbiér (4,) zawieraé bedzie tylko liezbe zero,
we wszystkich innych praypadkach zbidr (4,) bedzie nieskoriczony;
co do zbioru (4,), to zbiér ten bedzie nieskoficzony w kazdym
razie. Oczywidcie Zadna liczba zbioru (4;) nie bedzie wieksza od
sadnej liczby zbioru (4,). Oznaczmy przez e chodby jak malg
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liczbg, byle od zera odmienna, a przez o liczbg wymierng wigkszg
od zera, ale mniejszg od & i uwazajmy ciag nastepujacy:

0, n, 29, 3n, ... n.m.

Jezeli oznaczymy przez w, jedns z liezb zbiorn (4,) i prazyj-
miemy liezbg calkowity # taka, Zebyémy mieli

n.n=ws,

to ostatni wyraz powyzszego ciagu naleze¢ bedzie do zbioru (4,);
poniewaz zad pierwszy wyraz ciggu tego nalezy do zbioru (4,),
przeto znajda sie w rozwaZanym eciggu dwa sasiednie wyrazy

ion i G-Dm,
z ktérych pierwszy naleze¢ bedzie do zbioru (4,), a drugi do
zbioru (4;). Poniewaz dalej réznica tych wyrazéw réwna sie
liczbie 7) mniejszej od liczby & przeto stwierdzamy, Ze jakkolwiek
maly, byle od zera odmienng wartosé przyjelibysmy na e zawsze
istnieé bedzie pewna liezba a, = in w zbiorze (4,) i pewna liczba
a, = (i -} 1) » w zbiorze (4,) takie, zeby$my mieli

ay — ay < &

Z tego wynika, Ze zbior (4,) mozemy przyjaé za pierwszg
czgdé, a zbidr (4,) za drugs czesé pewnego okreslnika liczby a.
Zatem uzasadniliémy twierdzenie. o ktére chodzilo.

IV. W pierwszej czesci (A,) okreslnika jakiejkolwiek liczby bez-
wzglednej a znajduje sie zawsze jedna przynajmniej liczba wicksza
od lkagdej liczby wymiernej wmniejszej od liczby a?), a w drugiej
czedei (4,) rozwatanego okreslnika znajduje sie zawsze jedna przi-
najmniej liczba wmniejsza od kazdej liceby wymiernej, wickszej od
liczby a.

Istotnie, oznaczmy przez w, jakakolwiek liczbe wymierna,
sprawdzajaca nierdwnosé

wy < a

i zalézmy, iz whrew brzmieniu twierdzenia, nie istnieje w zhiorze (4,)
liczba wigksza od liezby w;.

i) Gdyby liezba ¢ réwnala sie zeru, to nie istnialaby liczba wymierna
mniejsza od niej; zatem w tym praypadku wyjatkowym pierwsza czeSd twier-
dzenia bylaby oczywilcie bezprzedmiotowa.
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W takim razie kazda liczba @, zbioru (4,) sprawdzaé bedzie
zwigzek

(1) o = w.

Oznaczmy przez w; jakakolwiek liesbe wymierns, sprawdza-
jaes nierdwnosel
(2) w, < wy < a.

Na podstawie tw. III-go z § 67-go liezba w; istnieé bedzie

niezawodnie. Ale, jezeli oznaczymy przez w, jakakolwick liczbe
zhioru (4,), to mieé¢ bedziemy

0ty

1%

.

Zatem ze wzgledu na jedng z nieréwnodei (2) zachodzié be-
dzie nierdwnodé

3) Oty

Ze awigzkow (1) i (3) wynika nierdéwnosé

0

w.

V

(4) Qg — @ > W — W,.
Poniewaz na podstawie jednej z nieréwnosei (2) rézZnica
iy —

jest od zera wigksza, przeto istnialaby taka liczba bezwzgledna e,
ktéra sprawdzalaby nieréwnodei

0 < ey —w,

zatem ze wzglgdu na nieréwnosé (4) i whrew podstawowej wila-
snofei okreslnikéw, nie istnialyby takie do zbioréw (4,) i (4,) od-
powiednio nalezgce liczby @, 1 @,. ktdre sprawdzalyby nieréwnodé

@y — @ < E.

Z tego wynika, iz zgodnie z brzmieniem twierdzenia zawsze
istnie¢ bedzie w zbiorze (A,) liezba wigksza od kazdej liezby
wymiernej, mniejszej od liczby a.

Calkiem analogicznie upewniamy sig, ze w zbiorze (4,) istnigje
zawsze jedna przynajmwniej lezba mniejsza od kazdej liczby wy-
miernej w,, wigkszej od liczhy «, albowiem, gdyby whrew brzmie-
niu twierdzenia okolicznogé ta nie zachodzila, to nie istnialyby,
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takie dwie liezby @, i @,, nalezgce odpowiednio do zbioréw (4,
i (4,), ktére sprawdzalyby nieréwnosd
)

oy, — 0y < &,

gdybysmy przyjeli na & wartodé od zera wieksza, ale mniejszg od
réznicy

My — Wy,

gdzie oznaczylibysmy przez wy jakakolwiek liczbe wymierna, ktéra
sprawdzalaby nierdwnosei

a < wy < 0.

Ostatecznie uzasadnilismy w zupelnosei twierdzenie, o ktére
chodzilo.

Natychmiastowem prawie nastepstwem powyzszego twierdze-
nia jest twierdzenie nastepujace:

V. Jeseli pewna liczba beswzgledna a nie naledy sama do pierw-
szej czesei (A,) pewnego swego okreslnika, to w z2biorze (4,) nie istnieje
liczba najwicksza i 2bidr ten obejmuje nicskonczenie wiele nierdwnych
pomiedzy soba liczb; jedeli zus rozwazana liczba « nie nalezy do dru-
giej czesci (d,) pewncgo swego okresinilia, fo w zbiorze (4y) nie istnieje
liczba najmniejsza i zhidr ten obejmuje nicskonczenie wiele nierdwnych
pomiedzy soba liczb.

Istotnie, jezeli liczba a sama do zbioru (4,) nie nalezy, to,
przyjawszy w zhiorze tym jakgkolwiek liczbg @, , mieé hedziemy

¢, < a.

Zatem, na podstawie twierdzenia poprzedzajacego, w zbiorze (4,)
znajdzie si¢ pewna liczba @) wigksza od liczby @, a stgd wynika,
7e w zbiorze (4,) rzeczywidcie najwigksza liczba istnied nie bedaie
1 ze zbiér ten obejmowaé bedzie nieskoriczenie wiele nierdwnych
pomigdzy sobg liezh. Jezeli za$ liczba a nie nalezy do zbioru (4,),
to kazda liczba @, tego zhioru wigksza bedzie od liczby a i z tej
przyezyny do kazdej liezby tego zbioru moZna hedzie, ze wzgledu
na twierdzenie poprzedzajace, dobraé w tymze zbiorze liczbe od
niej: mniejsza. Zatem, w rozwazanem zaloZeniu, w zbiorze (4,) nie
bedzie istniala liezba najmniejsza i zbidr ten obejmowaé bedeie
nieskoriezenie wiele nieréwnych pomigdzy sobs liczb:
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Ostatecznie uzasadnilismy w zupelnodei twierdzenie, o ktérve
chodzilo.

Z tego twierdzenia wynika natychmiast twierdzenic naste-
pujace:

VI. Jedeli pewien zbidr liczh wymiernych (A,) stanowi pierwszq
czesé, a pewien drugi 2bidr liczh wymiernych (A,) — druga czedé
okredlnila pewnej liczby miewymiernej a, to w zbiorze (Ay) mie istnicje
liczba najwicksza, a w zbiorze (A,) nie istnieje lictba najmniejsza,
a kaddy ze zbiovéw (A,) i (d,) bedzie obejmowal nieskoticzenie wiele
nierdunych pomiedzy soba liczb.

Istotnie, poniewaz liczba a, jako liezba niewymierna, nie moze
naleze¢ ani do zbioru (4,) ani do zbioru (4,), przeto, na podstawie
tw. V-go, zbiory te posiadajg rzeczywifcie wyslowione w niniejszem
twierdzeniu wlasnogei. Opierajac sie na tw. V-tem, uzasadnimy wazne
bardzo twierdzenie nastepujgce:

VII. Drugq cz¢éé (4,) okresinika {(A,), (d,)} jakiejkolwiek liceby
bezwzglednej a, moiemy zawsze zastapié przez 2bidr (As) wszysthkich
tych liczh zbioru (Ay), kidre sa mmicjsze od dowolnic przyjetej, byle
od liczby a wickszej liczby wymiernej w,, a w praypadiu, kiedy
pewna liczba wymierna w, jest mnicjsza od liczby a, mozemy zastapié
pierwsza czeé (A,) okredlnika licsby a przez zbidr (A;) wszysthich
tych liczb zbioru (A,), kidre sq wicksze od liczby w,.

Istotnie, na podstawie tw. V-go istnie¢ bedzie zawsze jedna
przynajmniej liczba w zbiorze (4;). Innemi slowy, zbidr (4;) pustym
zhiorem w Zadnym razie nie hedzie. Z drugiej zndw strony oeczy-
widcie zadna liczba zbioru (4;) nie bedzie mogla byé wicksza od
od zadnej liezby zbioru (4,). Zatem, Zeby uzasadnié pierwszg czgsé
twierdzenia, nalezy tylko dowiesé, iz do dowolnie przyjetej liczby &,
byle od zera wigksznj, mozna dobraé¢ dwie liczby o, i @y, nalezace
odpowiednio do zbioréw (4,) i (4y), w taki sposdh, zeby zachodzila
nieréwnoseé.

(1) Ay — ay <&

Otéz moiem'y w kazdym razie wyznaczyé liezby e i @, tak,
eby liczby te nalezaly odpowiednio do zbioréw (4,) i (4,) i zeby
nadto zachodzila nieréwnodé (1). Gdyby$my tedy uzyskali na a,
wartosé nie naleZaca do zbioru (4;), to dostatecznem byloby oezy-
widcie zastapié te wartodé na e, przez warto$é rdwng jakiejkol-
wiek liczbie zbiorn (4y), Zeby uklad liczb wymiernych e, i @,
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czynil zadodé wszystkim warunkom zadania. PrzejdZzmy tedy do
drugiej czgdei twierdzenia. Zaldimy, iz pewna liczba wymierna w,
sprawdza nieréwnosé

wy, < a.

(Zeby liezba taka istniala, koniecznem jest i wystarczajacem,
#eby liezba a byla od zera wigksza), Na podstawie tw. V-go zbidr
(4;) pustym zbiorem nie bedzie; z drugiej strony oczywidcie zadna
liczba zbioru tego nie bedzie wigksza od Zadnej liczby zbioru (4,),
nareszeie, je$li oznaczymy przez @, i @, dwie liczby nalezgce od-
powiednio do zbiordw (d,) i (d,), ito takie, zeby zachodzila niers-
wnosé (1), gdzie oznaczylidmy, jak wyzej, przez & dowolnie naprzéd
dang, byle od zera wigksza liczhg bezwzgledna, to w przypadku,
w ktérymby liczba @, do zbiorn (4;) nie nalezala, kazda liczba a;
zbioru (4;) sprawdzalaby nieréwnodé

ty — a; < &

Zatem uzasadniliSmy w zupelnosel twierdzenie, o ktére chodzilo,

Natychmiastowem nastgpstwem powyiszego twierdzenia jest
to, iz kazda liczba bezwzgledna posiada nieskodcze-
nie wiele okreslnikéw. Okolicznoéé te moglibyémy latwo
sprawdzié i bezposrednio, zwazywszy, iz, jak to czytelnik z latwo-
$cia sam uzasadni, kazda z obu ezgdci okreslnika oznaczonej liczby
mozemy sobie pomysleé jako utworzons na przyklad wylgeznie
z liezb ulamkowyeh, ktérych mianowniki bylyby réwne potegom
oznaczonej dowolnie, byle od jednosci wigkszej, liczby calkowitej g.

W dalszym ciggu uwazaé bedziemy liczbe bezwzgledns za
liczbg dang lub znang, jezeli bedzie dany lub znany jeden z okresl-
nikéw tej liczby; sam za$ okrelnik uwazaé bedziemy za element
dany lub znany w tym przypadku, kiedy o tym okreslniku (Q)
posiada¢ bedziemy wiadomosei wystarezajagce do rzeczywistego
rozwigzania, o ile brakiem czasu nie bylibysmy skrepowani, zada-
nia nastepujacego:

Oznaczywszy przez symbol specyficeny od zera wieksza, ale
choéby jak matq liczbe wymierna e, przedstawié przez symbole specy-,
ficzne takie dwie liczby wymierne ay i a,, nalezqee odpowiednio-_-ﬂé_:"--‘
pierwszej i drugicj czgsci okresinika (Q), zebysmy mieli . o

ag — a; < & = TS
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Poprzedzajace okreslenie znaczenia wyrazenia ,liczba bez-
wzgledna dana lub znana® réwnowazne jest oczywiscie definicyi
nastgpujacej: pewna liczba bezwzgledna a uwazana jest za dang lub
znang w tym przypadku, kiedy moglibyémy, o ile brakiem ezasu nie
bylibysmy skrepowani, rzeczywiscie zawsze rozwiazaé zagadnienie
nastgpujace: oznaczywszy przez symbol specyficzny, od zera od-
mienng, ale choéby jak malg liczbe wymierng &, przedstawié przez
symbole specyfiezne dwie liezby wymierne a, i ay, sprawdzajgce
jednoezesnie wszystkie zwiagzki nastgpujace:

a=a
ay =
ay ~— @y <&

Poniewa? wyznaczenie jakiegokolwiek elementu w kazdym
razie ma na celu zdobycie takich windomosei o tym elemencie,
azeby rozwazany element stal sig elementem znanym, przeto okre-
§lajac warunki, przy ktérych liezbg bezwzgledna uwazamy za
znang, okredlilismy tem samem, na czem polegad hedzie dla nas
sprawa wyznaczenia liezby bezwzglednej, okredlonej w jakikolwiek
sposdh.

§ 69. Definicye dodawania liezb ulamkowyeh, podang
w § 19-tym i rozszerzons nastgpnie w § 20-tym do liezh wymier-
nych wogéle, moZzemy oczywidcie rozszerzyé do liczb bezwzglednych
jakichkolwiek, wprowadzajae definicye nastepujaca:

Wynikiem dodania jakicjkolwiel liczby bezwzglednej b do jakiej-
kolwiek: drugiej liceby bezwzglednej a, ceyli sumag liceb a i b nazy-
wamy liczbe @, przedstawiajgea, przy oznaczonej jednostce dlugosci i,
miare swmy X odcinkéw A i B, kidrych wmiary réwnaja sig odpo-
wiednio liczbom a i b.

Definicya powyisza oczywiscie nie moze doprowadzi¢ do
zadnej sprzecznoei z podang poprzednio definicys dodawania liezb
wymiernych; na podstawie definicyi tej suma dwdeh liezh beawazgle-
dnych cezywiscie zawsze istnieje i posiada wlasnodé przemiennosei,
a nadto, jezeli zaloZymy, ze pewna liczba bezwzgledna b sprawdza
zwigzek
®) b > b,

to mie¢ bedziemy

(2) at-b>a-tb,
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albowiem, jezeli vznaczymy przez B’ odeinek, ktérego miarg by-
laby liezba ', to mieé bedziemy:

BB (3)
ze wzgledu na (1), a wige takze i
A+B > A+ B,

skad znéw natychmiast wynika nieréwnodé (2).

Zeby okazad, iz omawiana definicya dodawania liezh bezwzgled-
nych sprawdza w zupelnodei warunki, oméwione w rozdziale V-tym,
nalezy tylko dowieéé. ze wybdr jednostki dlugosei na wartodé sumy
dwéch liezb bezwzglednych zadnego wplywu nie wywiera. W tym
celu udowodnimy, Ze mozemy wyznaczyé wartodé z sumy a b,
skoro tylko dane beds liczby « i ). Oznaczmy przez (4,) i (4,)
pierwsza 1 druga czesé tego okreslnika liezby a, ktéry jest dany,
a przez (B,) i(B,) elementy analogiczne, odnoszgce sie do liezby b.
Nastepnie oznaczmy przez (X,) zbiér liczb, z ktérych kazda jest
sumg jednej lieczby zhioru (4,) i jednej liczby zbioru (B,), a przez
(X,) zbior liezb, z ktéryeh kazda jest sumg jednej liezby zbioru (4,)
i jednej liczby zhioru (B,); oczywiseie zadna liezba zbiorn (X))
nie moze hyé wicksza od zadnej liczby zbioru (Xj).

Jakikolwiek odcinek przyjclibyémy za jednostke, liczba z nie
moze byé ani mniejsza od Zadnej liczby @, zbioru (X,) ani wigksza
od zadnej liczby @, zbioru (X,). Z drugiej strony mamy w kaidym
razie

2, =a 4 b
Ty = ay + by,

0ZNACZAj4C przez a,, 4y, by i b, cztery liczby wymierne, nalezace
odpowiednio do zbiordw (4,), (4,), (B,), (B,). Jakakolwiek liezbe
wymierng od zera odmienns oznaczyliby$my przez e, mozemy
zawsze tak dobraé a,, as, b, i by, Zebysmy mieli

a, — a; < &'
by — by < €.

Mozemy wige dobraé liezby @, i 2, tak, zeby$smy mieli
2y — 2y < 268,
a poniewaz mozemy przyjacé

26":8,
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oznaczajac przez & liczbe wymierng dang, od zera odmienng, ale
mogaca byé dowolnie maly, przeto stwierdzamy, Ze moZemy wy-
znaczy¢ liczby wymierne @, i @, tak, Zebydmy mieli

&g — By <&

Dochodzimy ostateeznie do wyniku nastgpujacego: zbiory (X))
i (X,) uwazaé mozemy odpowiednio za pierwszy i druga cze$é pe-
wnego okreélnika znanego, ktéry okresla sume @ liezb @ i b, bez
wzgledu na wybdr jednostki diugosei.

Wynik ten nie tylko daje nam pewnosé, Ze omawiana defi-
nicya dodawania liezb wymiernych i ten warunek sprawdza, izhy
suma dwoéeh liezb tylko od ich wartodci zalezala, ale oczywiscie
stanowl jeszeze ogdlne rozwiqzanie problemu wyznaczenia sumy
dwdeh liczb bezwzglednyeh danyeh.

§ 70. Definicye mmozenia, ktérg dla liczb wymiernyeh poda-
lismy w § 21-szym, mozZemy oczywiscie rozszerzyé¢ do liezb bez-
wzglednych jakichkolwiek. Uwaga ta przywodzi nas do prayjeeia
definieyi nastepujgeej:

Lloczynem oznaczongj liceby bezwzglednej a, przyjetej za mnozng,
preez oznaczong liczbe bezwzgledng b, preyjeta za mnodnik, nazywamy
liczbe, ktéra w przypadku szezegdlnym, kiedy mmnoina a rdwna sig
zeru, sama réwna sie zeru, a w innych preypadkach jest liczba okre-
Slona w sposdb nastepujacy: prayjawszy dowolnic pewien odeinek U,
od odcinka zerowego odmienny, oznaczamy przez U odcinek, ltdrego
miara, preyjmujae za jednosthe dingosci odeinek U. réwna sie mnodnej a,
a praee X — odeinek, ktdrego wiara, przyjmagjac odcinek U’ za
Jjednostke, réwna sie liczbie b; w takim razie majaca byé okreslona
wartosé iloczynu a . b bedzie liczha @, réwnajaca sie mierze odeinka X,
gdy przyjmiemy za jednostke odcinel: U.

Spostrzegamy natychmiast, Ze dla usprawiedliwienia tej defi-
nicyi winnismy tylko dowiedd, Ze wartodé iloezynu od wyboru od-
cinka U nie zalezy. Okoliczno$é ta jest bezposrednio oczywista
w razie, kiedy mnozna réwna si¢ zeru. Spostrzegamy takze natych-
miast, 26 w przypadku, kiedy mnozna jest od zera odmienna, ale
mnoznik réwny jest zeru, iloczyn a.b réwna sig zeru, podobnie
jak w przypadku, kiedy mnozna réwna jest zeru, albowiem w takim
razie odeinek X jest odcinkiem zerowym. JeZeli wige jeden przy-
najmniej z czynnikéw a lub b réwna sie zeru, to iloczyn réwna sig
takze zeru i dlatego w tym razie od odeinka U bynajmniej nie zalezy
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Pozostaje zatem do blizszego zbadania praypadek, w ktérym
zaden z czynnikéw a i b zeru nie jest réwny. W tym celu oznaczmy
przez (A,) pierwszy cze$é pewnego okreslnika liczby a, praes (4,)
drugs czeédé tego okvedlnika, a przez (B,) i (B,) analogiczne ele-
menty, odnoszgee sig do liezby 4. Zalézmy nadto, Ze wspomniane
okreslniki liczb a i b tak s dobrane, zeby Zadna liezba, nalezaca
do jednego ze zbioréw (4,) lub (B,), nie byla wigksza od pewnej
liezby wymiernej /, oczywiscie wigkszej od kazdej z liezb a i b.
Zalozenie to moZzemy przyja¢ ma podstawie tw. VII-go z para-
grafu poprzedzajgcego. Zeby posunad sig dalej, uzasadnimy najpierw
twierdzenie pomoenicze nastgpujace:

Jeseli oznacaymy przez A odcinek, ktdrego miara jest pewna
liczba wymierna w, gdy przyjmiemy za jednostke pewien odeinek B,
a przez A’ odcinek, ktdrego miara jest ta sama liczba wymierna w,
ale w przypadku, liedy za jednostke przyjmujemy pewien odcinek B’
od odcinka B wickszy, to w takim razie mamy

A< A 1)

Zeby twierdzenie to udowodnié, zwazmy, e mamy w kazdym
razie

oznaczajac przez m i p licznik 1 mianownik pewnej liczby ulam-
kowej 5 Jezeli tedy oznaczymy przez D i D’ odcinki, sprawdza-

jaee réwnosei

B=p.D
B'=p.D,
to bedziemy mieli
p<D, @

albowiem drogg indukeyi matematycznej latwo dowiesé, Ze w razie

zwigzku
D=1

whrew zaloZeniu mielibysmy

B=B.
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Z nieréwnosei (2) wynika, Zze mamy

B ! Ty
. m.D<m'. D,
a pumewai
Ad=m.D
A'=m.D,

przeto stwierdzamy, Ze nieréwno$é (1) rzeczywiscie zachodzi¢ bedzie,

Powracajac do badania iloczynu a.b, oznaczmy przez a,, a,,
by i by catery liezby, nalezgce odpowiednio do zbioréw (4,), (4),
(B i (B,), przez U; i U; odeinki, ktérych miarami bylyby odpo-
wiednio liezby @, 1 @y, w razie przyjecia za jednostkg odeinka U,
przez X, odeinek, ktérego miara bylaby liczba 0,, w razie przy-
jecia za jednostke odeinka Uj, przez X, odeinek, ktérego miara
bylaby liczba by, w razie przyjecia za jednostke odeinka Uy, a przez
X; 1 X, odeinki, ktérych miarami bylyby odpowiednio liezby b, i b,
w razie przyjecia za jednostke odeinka U

Na podstawie zwiazkéw

G§W=a=a

mamy
Ui=U=U,

zatem ze wzgledu na twierdzenie przygotowaweze, dopiero co do-
wiedzione, zachodzi¢ beds zwigzki

X=X
Xi= X,
a poniewaz mamy
bl g b g bE:
przeto mamy takie
| X <X=Xi,
mamy wigce
®) nExI=X

Na podstawie teoryi mnozenia liczb wymiernych, liezby, sta-
nowigee odpowiednio miary odeinkéw X, i X,, w razie przyjecia
za jednostke odeinka U, réwnaé si¢ beds iloczynom ay .b, i a,. b,
a poniewaz przyjmujge te samg jednostke diugodei, miare odeinka X
oznaczyliSmy przez x, przeto na podstawie zwigzkéw (3) mamy

(4) a by =cv=ay,.b,

jakikolwiek odcinek oznaczylibyémy przez U
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Oznaczmy przez (C)) zbiér wszystkich liezb, z ktérych kazda
jest iloczynem jednej liezby zbioru (4,) i jednej liczby zbioru (B),
a przez (Cy) zbibr wszystkich liezb, z ktéryeh kazda jest iloczy-
nem jednej liczby zbioru (4,) i jednej liezby zbioru (B,). Powia-
dam, Ze zbiér (C)) uwazany byé moze za pierwszg, a zbidr (Cy) za
drugg czgé¢ okredlnika pewnej liezby. Istotnie, poniewaz mamy

U =ty by by,

oznaczajae, jak wyzej, przez a,, ay, by, by liczby. nalezgce odpowie-

dnio do zbioréw (4,), (4,), (B,) i (B,), przeto mamy zwiazek
a, . by =a, . by,

ktéry takze uwazany byé moze za nastepstwo zwiazkow (4) i ktory
wyraza, %e zadna liczba zbioru (C)) nie jest wigksza od zadnej
liczby zbioru (G,). Z drugiej strony mamy:

Ay by —ay . by = ay (by —by) + by (4 — ), ()

a poniewaz zadna liczba, nalezgea do jednego ze zbioréw (d4,)
lub (B,), od oznaczonej liezby wymiernej /, na podstawie zaloZenia
przyjetego wyzej, wigksza byé nie mozZe, poniewaZz wige kazda
liczba, nalezgca do jednego ze zbioréw (4,) lub (B,), od liczby !
mniejsza by¢ musi, przeto mamy

g =1 oraz b, <lI,
skad, na podstawie réwnosei (5), wynika nieréwnosé
ty. by —ay . by = 1. (by — b)) 1. (ay — ay). (6)

Ale, jakakolwiek liczbe wymierns, od zera odmienns, ozna-
czylibySmy przez ¢, mozemy liczby b,. by, @, 1 a, tak dobraé,
zebyémy mieli

by — by <& oraz ay—a, =¥,

w ktérymto razie zachodzi¢ bedzie nieréwnogédé

Ay by —a, . by < 21.¢, (7)

na podstawie zwigzku (6).
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Zwazmy obeenie, Ze jakakolwiek liczbe wymierny, od zera
odmienna, ale cho¢by jak maly, oznaczylibysmy przez & bedziemy
mogli przyjaé liezbg & taka, Zebysmy mieli

2.lddi=e

i wyznaczyé nastepnie a,, ay, by i by W ten sposcb, izby zacho-
dzila nieréwnoéé (7), ktéra w takim razie pociggnie za sobs nie-
réwnosé

(8) dy by —ay. b < &

Ostatecznie, mozemy zawsze tak dobrad liczby a,, ay, by 1 by,
zeby zachodzila nieréwnosé (8).

Stwierdzamy wige. ze zbiory (C;) i (G,) spelniaja i drugi
z dwéch warunkéw koniecznyeh i wystarczajacych, azebysmy
zbiory te uznaé mogli odpowiednio za pierwszs i drugs czeéé okresl-
nika oznaczonej liczby. Zwazywszy, i%z nieréwnosei (4) wyrazaja,
e liczba 2 nie jest ani mniejsza od Zadnej liczby zbioru (C,), ani
wigksza od zadnej liczby zbiorn (G,), dochodzimy do twierdzenia
nastgpujacego:

L. Wartosé « iloczynu a .b jest liczba okreslona przez okresinik,
ktdrego pierwszq czescig jest zbidr (C,), a druga — 2zbidr (C,).

Z twierdzenia tego wyplywa najpierw, Ze wartodé iloczynu
dwdch liceb bezweglednych zalezy jedynie od wartosci czynnikdw, co
wlasnie bylo do udowodnienia, azeby usprawiedliwi¢ w zupelnodeci
powyzszg definicye mnozenia. Nastepnie z tegoz twierdzenia wy-
nika, ze dzialanie mnoZenia liczb hezwzglednych posiada wlasnosdé
przemiennosci, albowiem zbiory (C,) i (C,) nie uleglyby Zadnej
zmianie, gdybysmy za mnoing przyjeli liczbe b, a za mnoinik —
liczbe a. Nadto, poniewaz okreslnik, skladajgcy sig ze zbioréw (C;)
i (Gy), jest, w znaczeniu okreflonem w paragrafie poprzedzajgeym,
znany w przypadkach, kiedy znane sa rozwazane wyzej okreélniki
liezb a i b, przeto twierdzenie, kidre uzyskaliémy, dostarcza nam
rozwigzania problemu wyznaczenia iloczynu dwdéch danych liceb bez-
wzglednych.

Bezposredniem nastepstwem powyZszej definicyi mnozenia jest
twierdzenie nastgpujgce:

IL Jeteli zamiast pewnej jednostki diugosci U’ wprowadzimy
nowg jednostke U, to liczba, stanowigea miare jakiegokolwick odcinka
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po wprowadzeniu jednostki U, réwnaé sie bedzie tloczynowi liczby,
stanowiqeej wiare pierwolnej jednostki U’ po wprowadzeniu nowej,
przez liczbe, stanowiaea miare rozwaanego odeinka przed wprowa-
dzeniem nowej jednostli.

Z przyezyn wymienionych w § 58-ym nie rozwijamy jui
w tym rozdziale dalej teoryi liczb bezwzglednych.

Aryimolyka tsoretyczna, 16



