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Poniewaz punkt 4, nalezy do zbioru (), przeto mamy:
(18 04, =0M,

gdyz punkt M moze tylko byé albo najdalszym od punktu O punk-
tem zbioru (), albo najblizszym tegoz punktu punktem zbioru (L,).
Z takich samych powodéw i ze wrgledu na to, ze, jakesmy zazna-
ezyli powyzej, punkty ciggn (17) nalezg do zbioru (§,), mamy

(19) 0B,=0M.

Poniewaz zwigzki (18) i (19) zachodzg, jakakolwiek wartosé
mialby wskaznik k, przeto tez, bez wzgledu na wartodé tego wska-
4nika, punkt M niezawodnie nalezy do odeinka A4,B,. Innemi
stowy, punkt M jest wspélnym punktem wszystkich odeinkéw
ciggu (13), a o to wlasnie chodazilo.

Widzielismy wyzej, ze twierdzenia I-sze i Il-gie sy sobie
réwnowasne, a dowiedliSmy obecnie, Ze ta sama okoliczno$é za-
chodzi co do twierdzen II-go i IIl-go. Zatem twierdzenia I-sze
i IIl-cie sy takZe sobie réwnowazne. Ostatecznie twierdzenia I-sze,
II-gie i IIl-cie sy réwnowazne; innemi slowy, jezeli zachodzi
jedno z tych twierdzen, to i dwa pozostale zachodzié muszg. Z tego
oczywiscie nie wynika jeszcze bynajmniej, Zeby ktérekolwiek
z rzeczonych twierdzen rzeczywiscie zachodzilo.

Jednakze kazde z tych twierdzed ma takie cechy prawdy
oczywistej, ze niepodobna watpié o tem, Zeby ono zachodzilo rze-
czywidcie. Wobee tego mozemy, kierujae sig osobistem upodoba-
niem, przyja¢ za pewnik jedno z trzech rozwaZanych twierdzen.
W takim razie dwa pozostale nalezeé beds do jego logicznyeh na-
stepstw.

Ostatecznie, przy dzisiejszym przynajmniej stanie nauki, nie
mozemy uzasadnié Zadnego z trzech twierdzen I-go, II-go i III-go,
nie wprowadzajac jakiegod nowego pewnika, ktérym moze byé
jedno z tych trzech twierdzen, albo jakiekolwiek twierdzenie réwno-
wazine.

Zeby usungé nieokreslnodé, ktéra moglaby w dalszych roz-
wazaniach sprowadzié pewne zamieszanie, o$wiadezamy wyraznie,
Ze przyjmujemy za pewnik twierdzenie III-cie.

§ 64. Wyniki, uzyskane w ustepach poprzedzajycyeh, mozemy
strefeié w postaci nastgpujgcego twierdzenia:
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1. Przy oznaczonej jednostce diugosci odpowiada w znaczeniu,
okreslonemu w § 62-gim, kazdemu przekrojowi (P) zbioru liczh wymier-
nych odcinele prostoliniowy a, oznaczonej diugoici; w razie, kiedy prze-
krdj (P) jest przekrojem pierwszego gatunku, itylko w tym razie od-
cinele ten jest z jednostkq wspdtmierny, a miara jego réwna si¢ liczhie
wymiernej, potodonej na przekroju (P).

Odwrotnie, przy oznaczonej jednostce diugosci mozemy zawsze
dolaczyé do jakiegokolwiek niezeroweqo odcinka, a, taki przekrdj (P)
zbioru liczh wymiernych, azeby w znaczeniu, okreslonem w § 62 gim,
przekrojowi temu odpowiadat wiasnie odcinel a; jeZeli odcinek a jest
z jednostka diugosci niewspdimierny, lo przekrdj (P) oznaczony jest
w zupetnodci i jest przekrojem drugiego gatunku. jeieli za$ odcinek a
Jjest z jednostka wspélmierny, to przekrdj (P) jest pierwszego gatunicu
przekrojem zbiorw liczb wymiernych i nie jest okreslony w zupeé-
nosci, albowiem liczba wymierna w, polodona na tym przekroju i w kas-
dym razie réwna liczbie, stanowiacej miare odcinka a, moze byé zali-
czona wedtug upodobania albo do zbioru liczb wymiernych pierwsze)
kategoryi w stosunku do rezwazonego przekroju, albo do zbivru liczh
wymiernych drugiej kategoryi w stosunku do tegoz przekroju.

Przekonamy sig, Ze wszystko co$my w twierdzeniu tem wy-
razili, zostalo juz wyraZnie uzasadnione w ustgpach poprzedza-
jaeyeh, albo jest natychmiastowem nastepstwem tego, ezegosmy
we wspomnianych ustepach wyraznie dowiedli.

Ta okolicznodé, Ze kazdemn przekrojowi zbioru liczh wymier-
nych odpowiada, przy oznaczonej jednostce dlugodei, niezawodnie
pewien odeinek, stanowi wynik dyskusyi, przeprowadzonej w para-
grafie poprzedzajaeym: ze zad dlugodé tego odeinka, jezeli on wogdle
istnieje, oznaczona jest w zupelnodei, o tem wiemy juz z tw. II-go
§ 62-go. W razie, kiedy przekrdj (P) jest przekrojem pierwszego
gatunku (§ 60), odeinek @, ktéry mu odpowiada, oczywiscie jest
z jednostkg wspélmiernym odeinkiem, ktérego miarg jest liczba
wymierna, polozona na przekroju (P). Odcinek a wspdlmierny jést
z jednostky tylko w razie, kiedy przekrdj (P) jest pierwszego ga-
tunku, jezeli bowiem zaloZymy, Ze odcinek a wspdélmierny jest
z jednostks i oznaczymy przez w jego miare, to spostrzezemy na-
tychmiast, ze liczba wymierna w musi byé albo najwigkszs 2 liezh
wymiernych pierwszej kategoryi w stosunku do przekroju (P), albo
najmniejszg z liczb drugiej kategoryi w stosunku do tegoi prze-
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kroju; stwierdzamy wige, e przekrdj (P) musi byé pierwszego ga-
tunku, jezeli tylko odeinek a jest z jednostky wspdélmierny.

Druga czgéé rozwazanego twierdzenia, ta mianowicie, ktéra
stanowi odwrécenie pierwszej, zostala juZ uzasadniona w postaci
tw. I-go z § 62-go.

Twierdzenie, wyslowione na poczgtku obecnego paragrafu, pro-
wadzi nas do ustawienia definieyi nastepujacych:

A) Wyraienie liexbsr nidewyuderna oznacza wszelki symbol,
stanowiqey arytmetyczne oznaczenie pewnego przekroju drugicgo ga-
tunku zbiorw liczh wymiernych; przekrdj ten nazwiemy przekrojem,
na ktérym podvzona jest ta liczha niewymicrna.

B) Wyrakenie ticzba beswzgledna oznacza to samo, co wy-
raZenie: element zbioru, uzyskanego droge polgezenio w jeden zbidr
zbioru liczb wymiernych i zbioru liczb nicwymiernych.

C) Miarg oznaczonego odcinka a, wiespdlmiernego z jednosthaq
diugodei, nazywamy wszelig liczbe wiewymierna, polotona na tym wla-
snie preckroju zbiorw liczb wymicrnych. ktdremu w znaczeniu, olreslo-
nem w § 62-gim, odpowinda odeinck a.

Na podstawie definieyi 4 1 definievi, ustawionych w § 60-tym.
oraz twierdzema I-go obecnego paragrafu i teoryi mierzenia odein-
kéw wspilmiernych z jednostky dlugogei zachodzy twierdzenia na-
stepujgce:

IL. Na lazdym preekroju zbiorw liczb wymiernych pododona jest
oznaczona liczbu bezwzgledna, kibra jest wymierna lub niewymierna,
zaleznie od tego, czy rozwadany przekrdj jest pierwszego czy drugiego
gatunku.

L Kazdej liczbie beawzglednej odpowiada, przy oznaczone)
Jednostce diugosci, oznaczonej diugoéci odeinek. kidrego miarg jest wla-
snie ta liczba bezwegledna ; odwrotnie, do kazdego odcinka modemy
dolgezyé liczle bezwzgledng. kidra bylaby jego miara.

§ 65. Wobec uzyskanych juz wynikéw sama przez sig po-
wstaje mysl o nadaniu lezbom bezwzglednym charakteru wiel-
kodei w unaczeniu $eidlejszem, a to przez wprowadzenie definieyi
nustgpujacej:

Orzeczenia, ze dwie liczby bezwsgledne x i y sprawdzajg pierw-
s2y, drugi lub trzeci ze zwiqzkdw

ey, r=y i x>y,
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wyrataja odpowiednio, 2e odcinki a i b, ktdérych miarami, przy ozna-
czonej jednostee diugosci w, sa odpowiednio liczby 2 i y, sprawdzaja
pierwszy, drugi lub trzeci ze zwiazkéw

a<b, a=b ia>b

Definicya poprzedzajaca oczywiscie nie znajduje sig w sprze-
cznosei ani z definicys, ktéra unstanawia prawa poréwnywania ilo-
ciowego liczb wymiernyeh, ani z zasadami rozdzialu II-go.

Natomiast nie jest z géry wykluczona watpliwoéé, czy na
wynik poréwnywania ilogciowego dwdch liczb bezwzglednyeh wybdr
jednostki dlugodei wplywu wywrzeé nie moze.

Okazemy, Ze w rzeczywistosci wybdr jednostki dlugodei na
wynik poréwnywania ilodciowego dwdch liezb bezwzglednych za-
dnego wplywu nie wywiera, ale koniecznem jest, ZebySmy poprze-
dnio glebiej zbadali pojecie przekroju. Przedmiotowi temn poswie-
camy paragraf nastgpujacy.

§ 66. Oznaczmy przez (P) jakikolwiek przekrdj zbioru liczb
wymiernych i jakakolwiek na tym przekroju nie polozZong
liczbe wymierng w. Liczba w nalezeé bedzie albo do liczb wymier-
nych pierwszej kategoryi w stosunku do przekroju (P), albo do
liezb wymiernych drugiej kategoryi w stosunku do tegoz przekroju;
w pierwszym przypadku orzekaé bedziemy, Ze liczba w poloZona
jest przed przekrojem (P), a w drugim - ze liczba ta polozona
jest poza rozwazanym przckrojem. Jezeli pewna liczba wymierna w
poloZzona jest przed pewnym przekrojem (P) zbioru wymiernyeh,
to okolicznodé tg wyrazaé bedziemy niekiedy, orzekajae, iz prze-
kréj (P) polozony jest poza liczba w; gdyby zas liczba w po-
zona byla poza przekrojem (P), to okolicznosé te ezesto wyra-
zaé bedziemy, orzekajge, iz przekréj (P) polozony jest przed
liezha w.

W dalszym ciggu przyjmiemy, ze dwa zdania nastgpujace:

,Liczba wymierna w polozona jest przed pewng drugs liczba
wymierng w'“ i ,Liczba wymierna w poloZona jest poza pewng
druga liczhbg wymierng w'%, wyrazajg odpowiednio to samo, co
zdania

ww 1 w>w.

Uwazajmy trzy jakiekolwiek przedmioty 4, Bi C i zalézmy,
2e pomigdzy tymi przedmiotami zachodzi albo zwigzek, ktéry wy-
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razié mozemy, orzekajsc, Ze przedmiot A polozony jest przed
przedmiotem B, a przedmiot B — przed przedmiotem C, albo zwia-
zek, ktéry moie bydé wyraZony, orzekajgc, ze przedmiot 4 po-
lozony jest poza przedmiotem B, a przedmiot B poza przedmio-
tem C. W takim razie, w potocznej nawet mowie orzekamy, ze
przedmiot B poloZony jest pomigdzy przedmiotami 4 i C. Takim
sposobem wyslawiania sig postugiwaé si¢ bedziemy i w naszych
rozwazaniach.

1. W zbiorze (4,) liczb wymiernych, potozonych przed jakimkol-
kolwiek, dowolnie oznaczonym przekrojem (P) zbioru liczb wymiernych,
nie istnieje liczba najwicksza, a w zbiorze (A,) liceh wymiernych po-
tokonych poza praekrojem (P) nie istnigje liczba majmnicjsza.

Istotnie, jezeli przekrdj (P) jest przekrojem pierwszego ga-
tunku, to istnieje pewna liczba wymierna w, od zera wigksza. polo-
Zona na rozwazanym przekroju, i zbiér (Al) zlewa si¢ ze zhiorem
(M,) liczb wymiernych mniejszych od liczby w, a zbiér (4,) —
ze zbiorem (M,) liczb wymiernych wigkszych od liczby w. W zbio-
rze (M;) nie istnieje liczba najwicksza, gdyz jakakolwiek liczbe
zhioru tego oznaczyliby$my przez w,, zawsze istnied bedzie liczba
wymierna w;, poloZona pomigdzy liezbami w; i w, a wige wigksza
od w,, a jednak nalezaca do zbioru (M,). W zbiorze zad (M,) nie
istnieje liczba najmniejsza, gdyz jakakolwiek liezbg zbioru tego
oznaczylibySmy przez w,, zawsze istnie¢ bedzie liczba wymierna,
polozona pomigdzy liczbami w i w,, a wige mniejsza od w,, a jednak
nalezgca do zbioru (M,). Z tego wynika, Ze twierdzenie zachodzi
niezawodnie w przypadku, kiedy przekréj (P) jest przekrojem
pierwszego gatunku zbioru liczb wymiernych.

Ale z drugiej strony twierdzenie jest natychmiastowe w pray-
padku, kiedy chodzi o przekrd) drugiego gatunkw, gdyz wéwezas
zbiory (4,) i (4;) zlewajg sig oczywidcie odpowiednio ze zbiorem
liczb wymiernych pierwszej kategoryi i ze zbiorem liczh wymier-
nych drugiej kategoryi w stosunku do rozwazanego przekroju,
a wspomniane dwa zbiory posiadajg zapowiedziang wlasnoéé na
poﬂsta.wm definiecyi przekroju drugiego gatunku zbioru liezb wy-
miernych.

I1. Pomigdzy jakimkolwick przekrojem (P) zbioru liczb wymier-
nych, a jakgkolwiek, na przekroju tym nie polozong liczba wymierng w
anajduje_sie nieskonczenie wiele liczb wymiernych.

Ismtnig, zawsze znajdzie sig jedna przynajmniej liczba wy-
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mierna w’, polozona pomigdzy liczba w a przekrojem (P), gdy%
w razie przeciwnym, whrew twierdzeniu poprzedzajacemu istnia-
laby liczba wymierna, mianowicie liczba w, ktéra bylaby albo naj-
wigkszg z liczb wymiernych, polozonych przed przekrojem (P), albo
najmniejszg z liczb, polozonyeh poza tym przekrojem.

Z drugiej znéw strony liczba liczb wymiernych poloZonyeh
pomiedzy liczbami w i w’ jest (§ 46, tw. II) nieskonczenie wielka,
a poniewaz kazda liczba wymierna, poloZzona pomigdzy liczbami w
i w’, oczywidcie polozona jest i pomigdzy liezbg w a przekrojem (P),
przeto, zgodnie z brzmieniem twierdzenia, liczba liczb wymiernyeh
polozonych pomigdzy liczba w a przekrojem (P), jest rzeczywiscie
nieskonezona.

IIL. Jakakolwick liczbe wymierna od zera wiecksza, ale choéby
Jak matg, oznaczylibysmy przez e, i jakikolwiek przekrdj zbioru liczb
wymiernych oznaczatby symbol (P), zawsze istnieé beda dwie liczby
wymierne a, i ay takie, eby liczba a, polozona byla przed przekro-
jem (P), a liczba a, poza tym przekrojem i Zeby nadlo zachodzila
nieréwnosé

Ay — a4y <&

Istotnie, przyjmijmy jedna liczbe wymierng w,, polozong
przed przekrojem (P), a druga w,, polozong poza tym przekrojem,
oznaczmy przez n liczbe calkowity, sprawdzajaca nieréwnosé

&€
“’> (wi = wl): 51

1 przyjmijmy
po=(wy, — wy):n.
Mamy tedy

€
p<-
Oczywifcie zachodzié bedzie jedno z dwojga: albo w ciggu

Wy, wy—+u, w,~+2u,. w-tap
istnie¢ bedzie pewien wyraz
. w,+ip, 1=i<n,
polozony na przekroju (P), i w takim razie wartosei

a=w~+@GE—1)p
ay=1wuy+ i+ 1



04 a, ia, sprawdzaé beda sadane warunki, albo z pewnych dwéch
sgsiednich wyrazéw

o G—Nu i wtip (i=1),

pierwszy polozony bedzie przed przekrojem (P), a drugi poza nim.
W takim razie wartodei

01=w1+(i—1)p
ay = w0, +ip

oezywiscie znowu ezyni¢ beds zadosé wszystkim warunkom, o ktére
chodzi. Stwierdzamy wige, 2e¢ w kazdym razie liczby, ktdrych
istnienie zapowiedziane jest w twierdzeniu, rzeczy wiscie istnieé beds.

Dwa przekroje (P) i (P’) zhioru liczh wymiernych zowia sig
réwnorzednymi przekrojami tego zbioru liezb w praypadku,
kiedy kazda liczba wymierna, polozona przed jednym =z rozwaza-
nych przekrojéw, poloZona jest i przed drugim, a kazda liezba
wymierna, polozona poza jednym z rozwaZanych przekrojéw, polo-
zona jest i poza drugim.

IV. Jedeli dwa przekroje (P) i (P') zbiorw liczb wymicrnych sq
réwnorzedne, to przekroje te sq zawsze jednoczesnie albo pierwszego
abo drugiego gatunku. W pierwszym przypadku liczhy wymierne, po-
todone na rozwadanych przekrojach, sq sobie rdwne, @ w drugim — roz-
wazane przekiroje zlewaja sie ze soba w Zupelnodci.

Istotnie, zalézmy najpierw, Ze jeden z przekrojéw (P) i (P’).
powiedzmy (P), jest przekrojem pierwszego gatunku zbioru liczb
wymiernych, W takim razie istnieé bedzie pewna liezba wymierna w,
poloZona na przekroju (P).

Gdyby przekréj (P’) byl przekrojem drugiego gatunku zbioru
liczb wymiernych, alho takim przekrojem pierwszego gatunku, na
kiérym polozona bylaby liezba wymierna nierdwna liczbie w, to
liczba w, ktéra lezy na przekroju (P) i nie lezy zatem ani przed,
ani poza tym przekrojem, poluzona bylaby albo przed przekrojem (P),
albo poza nim i rozwazane przekroje zbioru liczh wymiernych nie
moglyby byé réwnorzednymi przekrojami tego zbioru liczb. Zatem,
jezeli jeden z dwéch réwnorzednych przekrojéw zbioru liezb wy-
miernych jest przekrojem pierwszego gatunku tego zbioru liczb, to
zgodnie z brzmieniem twierdzenia drugi przekrdj takse jest prze-

krojem pierwszego gatunku, n liczby polozone na rozwazanych
przekrojach sy sobie réwne.



Pozostaje tylko do okazania, iz dwa réwnorzedne przekroje
(P) i (P’) drugiego gatunku zbioru liezb wymiernyeh zlewajs sie
ze soba. Okolicznoéé ta zachodzi oczywideie, albowiem w takim
razie zaloZenis, i3 przekroje (P) 1 (P’) sy réwnorzedne, wyraza, 1%
obu przekrojom zbioru liczb wymiernych odpowiada ten sam po-
dzial zbiorn liczb wymiernyeh na dwie kategorye.

V. Dwa przekroje (P) i (P') gbioru liceb wymiernych sq réwno-
rzedne w kazdym z trzech przypadlkdw nastepujqeych:

1°. W przypadkew, kiedy 2zbidr liczb wymiernych, potozonych
przed przekrojem (P), i zbior liceb wymiernych, potoonych przed
przekrojem (P'), zlewaja si¢ ze soba.

2. W preypadku, kiedy zbidr liczb wymiernych, polozonych poza
przekrojem (P), i 2bidr liczb wymiernych, polozonych poza przekro-
jem (P'), zlewajq sie ze soba.

3% W praypadku, kiedy kaéda liczba wymierna, potozona przed
przekrojem (P), polokona jest i preed przekrojem (P'), a kaida, liczba
polozona poza przekrojem (P), potokona jest i poza przekrojem (P').

Zwrédmy sig najpierw do przypadku pierwszego i oznaczmy
przez (4,) zhiér liczb wymiernyeh polozonych przed przekrojami
(P) i (P). Jezeli kazdy =% tych przekrojéw jest drugiego gatunku
przekrojem zhioru liezb wymiernych, to kaida lieczba wymierna,
do zbioru (4,) nie nalezaca, bedzie oczywiscie poloZona poza kazdym
z rozwazanyeh przekrojéw, skad wynika natychmiast, Ze przekroje
(P) 1 (P’) bedy w takim razie przekrojami rédwnorzednymi zbiorn
liezb wymiernych.

Zuléimy wige, ze jeden z przekrojéw (P) i (P’), powiedzmy
przekrdj (P), jest prazekrojem picrwszego gatunku, i oznaczmy
przez w liczbg wymierng, na tym przekroju polozona. Liczba w nie
bedzie mogla hyé poloZona ani przed przekrojem (P’), ani poza
nim, albowiem w obu przypadkach istnialyby. wbrew zaloZeniu,
liezby wymierne, (mianowicie kazda z tych, ktére polozone bylyby
pomiedzy liczbg w a przekrojem (P’)), takie, Zeby kazda =z nich
poloZona byla przed jednym z prackrojéw (P) i (F’), nie zad przed
drogim,

Zotem liczba w poloZona bedzie na przekroju (P') i przekroje
(P) i (P) znown beda przekrojami réwnorzednymi. Ostatecznie
uzasadniliémy pierwsza czedd twierdzenia. b

Analogicznie uzasadniamy druga czeéé: gdy kazdy z prae-
krojéw (P) i (P’) jest drugiego gatunku przekrojem zbioru liczb
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wymiernyeh, to kazda liezba wymierna, nie polozona jednoczesnie
poza obu przekrojami, bedzie musiata leZeé przed kazdym z nich,
skad réwnorzednosé rozwazanych przekrojéw natychmiast wynika.
Zalézmy wige, ze jeden z omawianych przekrojéw, powiedzmy,
przekrd] (P), jest pierwszego gatunku przekrojem zbioru liezl
wymiernych, i oznaczmy przez w liczbg wymierny na nim polo-
iona; gdyby liczba w nie byla takie poloona i na przekroju (P),
gdyby wige przekroje (P) i (P’) nie byly przekrojami réwnorze-
daymi zbioru liezb wymiernyeh, to, whrew zaloZeniu, istnialaby
liczba wymierna, (mianowicie kazda z liczb wymiernych, polozo-
nych pomigdzy liczby w a przekrojem (7)), ktéra polozona bylaby
poza jednym z przekrojéw (P) i (P’), nie za§ poza drugim. Uza-
sadniliémy wige i drugy cze$é twicrdzenia, o kiére chodzi.

Przejdzmy do trzeciej czgdel. Gdyby przekrdj (P) byt drugiego
gatunku przekrojem zbioru liczb wymiernych, to symbole (P) i (P')
oezywisele oznaczalyby w rzeczywistosei ten sam przekrdj zbioru
liczb wymiernyeh i réwnorzgdnosé rozwazanych przekrojéw nie
bylaby watpliwg. Zalézimy wige, ze przekrdj (P) jest pierwszego
gatunku przekrojem zbioru liczb wymiernyeh, i oznaczmy przez w
liczbg wymierna, na tym przekroju polozong. Liczba w nie moglahy
byé polozong ani przed przekrojem (P’), ani poza tym przekrojem,
albowiem w obu przypadkach istnialaby, wbrew zaloZeniu, liczha
wymierna, (mianowicie kazda z liczb wymiernych, polozonych po-
migdzy liczbg w a przekrojem (P')), ktéra lezalaby przed jednym
z przekrojéw (P) i (P’), ale poza drugim z nich.

Ostatecznie uzasadnilidmy w zupelnodei twierdzenie, o ktdre
ehodzilo.

VL Jeéeli dwa przekroje zbioru liczb wymiernych nie sq réwno-
rzedne, to istnicje nieskonczenie wiele liceb wymiernych, polodonych
pomiedzy tymi przekrojami; pewien jeden z rozwazanych przekrojéw
polodony jest przed wszystkiemi temi liczbami wymicrnemi, a drugi —
poza niemi wszystkiemi. Nadto, w zbiorze liceb wymiernych, polozo-
nych pomigdzy dwoma przekrojami zbiorw liczb wymiernych, nie
ismieje' ani liczba najmniejsza, ani liczba najwigksza.

Zeby twierdzenie to udowodnié, uwazajmy dwa nieréwnorzg-
dne praekroje zbiorn liezb wymiernych. W takim razie istnieé be-
dzie przynajmniej jedna liczba wymierna w, ktéra polozona bedzie
przed jednym z rozwazanych przekrojéw przed przekrojem (@),
4 nie przed drugim (P), gdys w razie przeciwnym' zbiér liczb wy-
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miernych, polozonych przed jednym z rozwazanych przekrojow,
zlewalby si¢ ze zbiorem liczb, polozonych przed drugim, 1 na pod-
stawie [-szej czgdci twierdzenia poprzedniego omawiane przekroje
bylyby, whrew zaloZeniu, réwnorz¢dnymi przekrojami zbioru liezb
wymiernych. Skoro liczba wymierna w przed przekrojem (P) polo-
zona byé nie moze, to liczba ta polozona jest albo na samym
przekroju (P), albo poza tym przekrojem. Zatem kazda liczba wy-
mierna, wigksza od liezby w. polozona jest poza przckrojem (P).
Z drugiej strony pomigdzy liczhg w a przekrojem (@), przed ktd-
rym liczba ta jest poloZona, istnieje (tw. II) nieskoriczenie wiele
liczb wymiernych. Kazda z tych liczb wigksza jest od liczby w,
gdyz liczba, poloZona pomigdzy liczbg w a przekrojem (@), oczywi-
dcie liczbie w réwnaé sig nie moZe i nie moze takze mniejsza bhyé
od liczhy w, albowiem w ostatnim przypadku rozwazana liczba po-
lozona bylaby jednoczednie przed liezbg w i przekrojem (Q), a wige
nie lezalaby pomiedzy tymi elementami.

Stwierdzamy wige, Ze kazda liczba wymierna, polozona po-
migdzy liczbg w a przekrojem (@), wigksza jest od liczby w. A po-
niewaz upewnilismy sig przed chwilg, Z%e kazda liczba wymierna,
wigksza od liczby w, polozona jest poza przekrojem (P), prazeto
stwierdzamy, i% kazda z nieskonczenie wielu liczb wymiernych,
poloZzonych pomigdzy liczby w a przekrojem (@), polozona jest po-
migdzy przekrojami (P) i (@).

DowiedliSmy wige, Ze istnieje nieskonczenie wiele liczb wy-
miernych, polozonych pomigdzy dwoma nieréwnorzgdnymi przekro-
jami zbioru lieczh wymiernych, i tem samem uzasadniliémy pierwszg
czgéé twierdzenia. Zeby uzasadnié druga czed¢, uwazajmy dwie
liczby wymierne I, i l,, polozone pomigdzy dwoma przekrojami
(z koniecznosei nieréwnorzgdnymi) zbioru liczb wymiernych. Pe-
wien jeden z tych przekrojéw polozony bedzie przed liczbs 1.
Oznaczmy przekréj ten przez (P). W takim razie drugi przckrdj (Q)
oczywiscie poloZony bedzie poza liczba ;. Liczba I, nie moze byé
polozona ani przed przekrojem (P), ani poza przekrojem (@). Isto-
tnie, w pierwszym przypadku liczba ta bylaby mniejszy od [, i po-
lozona bylaby z tej prayczyny nie tylko przed przekrojem (P), ale
i przed przekrojem (@), zatem, wbrew zalozeniu, liczba I, nie by-
laby polozona pomigdzy przekrojami (P)i(@); w drugim zas przy-
padku liczba 7, bylaby wigksza od liczby {, i polozona bylaby nie
tylko poza przekrojem (@), ale i poza przekrojem (P), zatem,
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whrew zalozeniu, liezba 7, i w tym razie nie bylaby poloZona po-
migdzy przekrojami (P) i (@)

Poniewaz za$ liezba l,, jako liezba wymierna, poloZona pomig-
dzy przekrojami (P) i (Q), poloZona byé musi poza jednym z tych
przekrojéw, ale przed drugim z nich, przeto liczba ta poluZona jest
poza przckrojem (P), a przed przekrojem (@). Zatem wszystkie
liczby, polozone pomigdzy dwoma nieréwnorzednymi przekrojami,
rzeczywiseie polozone byé muszy poza jednym z tych przckrojéw
a przed drogim z nich. Pozostaje tylko jeszeze do okazania, Ze
w zhiovze (Z) wszystkich liczb wymiernyeh, polozonyeh pomigdzy
dwoma przekrojami zbioru liezb wymiernyeh, nie istnieje ani liczba
najmniejsza, ani liczba najwigksza.

W tym celu oznaczmy przez (P) ten z rozwazanyveh przekro-
jow, ktéry polozony jest przed kaida z liczb zbioru (Z), a przes (Q)
drugi przekrdj, poloZony poza kazdg z liczb tego zbioru. Gdyby
w zbiorze (Z) istniala pewna liezba najmniejsza, to ta liezha oczy-
widcie bylaby najmniejszg z liczb wymiernyceh, polozonych poza
przekrojem (P); gdyby zas w ubiorze (Z) istniala pewna liczha
najwigksza, to ta liczba bylaby najwigkszg z liczb wymiernych,
poloZzonyceh przed przekrojem (Q).

Otéz na podstawie tw. I-go Zaden z tyeh wypadkéw zacho-
dzi¢ nie moze. Zatem zgodnie z brzmieniem twierdzenia w zbio-
rze (Z) nie istnieje ani liczba najmniejsza, ani liczba najwigksza,
Ostatecznie, uzasadnilismy w zupelnodei twierdzenie, o ktére cho-
dzilo.

Twierdzenie powyZsze upowaznia mnas do wprowadzenia defi-
nieyi nastepujgeej:

Orzeczenie, iz pewien przekrdj (P) zbioru liceb wymiernych
podozony jest przed pewnym drugim przekrojem (@) zbioru tychie
liczh. zardéwno jak i orzeczenie, iz przekrdj (Q) pofozony jest poza
przekrojem (P), wyrazaja, iz przekrdj (P) polozony jest przed
kazda 7z liczb wymiernych, polozonych pomiedzy przekrojami (#)
i (Q), a przekrdj (Q) poza wszystkiemi temi liczhami.

Z rozwazati powyiszyeh wynikaja bezpogrednio twierdzenia
nastepujace:

VIL. Jeeli pewien preekrdj (P) zbioru liczb wymiernych poto-
zony jest preed pewna liczbg wymierng, kidra sama leby przed pe-
wnym przekrojem (Q) zbioru liczh wymiernych, to przekrdj (P) palo-
Zony jest preed przekrojem (Q).
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VIIL. Jakiekolwick dwa przekroje (P) i (Q) zbioru liczb wy-
miernych rozwazalibysmy, zawsze zachodzi jeden, ale tylko jeden
z trzech przypadkéw nastepujacych:

1% Przekrdj (P) potoiony jest przed preekrojem (§).

2% Przelrdj (P) pototony jest poza przekrojem (Q).

3% Przekroje (P) i (Q) sa réwnorzednymi przekrojami zbioru
liczb wymiernych.

§ 67. Zeby roawinzaé kwestye niezaleznosei wyniku poréwny-
wania iloseiowego liczb bezwzglednyeh od wyboru jednostki dlu-
gosel, uzasadnimy twierdzenie nastgpujace:

I. Liczba bezwzgledna, rdwna zeru, mnigjsza jest od kazdej
inmej liczby bezwzglednej, a jedeli oznaczymy przez e i 8 dwie jakie-
kolwiek, byle od zera odmienne liczby bezwzgledne, to w takim razie
zachodzi pierwszy, drugi lub trzeci ze 2wigzléw

e<lf, e=f lub a>3,

zaleznie od tego, czy przekrdj (P) zbioru liczh wymiernych, na ktérym
potoona jest liczba a, lezy przed przekrojem (Q), na ktdrym poloiona
Jest liczba B, jest rdwnorzedny przekrojowi (Q) lub lezy poza tym pree-
krojem.

Poniewaz niezaleznic od wyborn jednostki dlugogei liczba
réwna zeru jest zawsze miary odcinka zerowego. a liczba bezwzgle-
dna, od zera odmienna, zawsze jest miarg pewnego odeinka nieze-
rowego, poniewaz nadto odeinek zerowy mniejszy jest od kazdego
innego odeinka, przeto, zgodnie z brzmieniem twierdzenia, liczba
bezwzgledna, réwna zeru, mniejsza jest od kazdej innej liczby bez-
wzgleduej.

Uwazajmy obecnie dwie jakiekolwiek, byle od zera odmienne
liezby bezwzgledne @ i @, oraz przekroje (P)i (@) zbioru liczb wy-
miernych, na ktéryeh polozone sy odpowiednio rozwazane liezby.
Przyjmijmy za jednostke dlugodei jakikolwiek (ale naturalnie nie-
zerowy) odcinek » i oznaczmy przez @ i b odeinki, ktérych mia-
rami bylyby liczby « i §.

Gdyby przekroje (P) i (Q) byly réwnorzednymi przekrojami
zbioru liczb wymiernych, to zachodzilaby, na podstawie tw. IV-go
z paragrafu poprzedzajacego, jedna z okolicznosei nastepujgeyeh:

1% Na obu przekrojach lezy réwne sobie liczby wymierne.

20 Rozwazane przekroje zlewajg si¢ ze soba w zupelnogei.
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Oczywiéeie, w obu przypadkach zachodzilaby réwnosé
a=2b.

Zatem, jeseli przekroje (P) i (@) s réwnorzedne, to, zgodnie
v brzmieniem twierdzenia, liczby @ i B, poloZone na tych przekro-
jach, sa sobie réwne.

Jezeli przekroje (P) i (@) nie sy réwnorzedne, to (§ 66,
tw. VI) istnieje nieskoriczenie wiele liczb wymiernych, polozonych
pomiedzy tymi przekrojami. Oznaczmy przez w jedng z tych liezb
wymiernych, a przez ¢ odeinek prostoliniowy, ktérego miarg przy
rozwazanej jednostce dlugodei bylaby liczba w.

Jezeli przekrdj (P) poloiony jest przed przekrojem (@), to
liczba w polozona bedzie przed przekrojem (@), ale poza przekro-
jem (P). 7 tego wynika natychmiast, Ze mielibysmy:

a<e oraz ¢<b,
skad
a<b,

Zatem, jezeli przekrdj (P) polozony jest przed przekrojem (@),
to, zgodnie z brzmieniem twierdzenia, mamy

a < p.

Zwaiywszy, iz zalozenie, w ktérymby przekrdj (P) polozony
by! poza przekrojem (@), tylko co do oznaczen rézni sig od zalo-
tenia, w ktérym przekrdj (P) polozony jest przed przekrojem (@),
wnosimy natychmiast z tego co poprzedza, Ze w tym przypadku
zachodzithy zwigzek

a> .

Ostatecznie uzasadniliémy w zupelnodei twierdzenie, o kiére
chodzilo.

Poniewaz twierdzenie poprzedzajace dostarcza nam takiego
kryteryum do wykonywania poréwnywania ilociowego liczb bez-
wzglednych, ktére zastosowane byé moze nie oznaczajac jednostki
dlugodei, przeto zachodzi twierdzenie nastgpujgce:

IL Wynik pordwnywania ilociowego dwdch liczb bezwzglednych
nie jest zaleiny od wyboru jednostki diugosei.

Twierdzenie to rozstrzyga kwestye, o ktérg nam chodzilo.

Z uzyskanych wynikéw latwo wyprowadzié moZemy wazne
twierdzenie nastepujgce:
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LIL Jegeli dwie liczby bezwzgledne a i b sprawdzaja nierduwnodé
a<h,

to istnigje nieskoniczenie wiele odmiennych pomiedzy sobq liczb wymier-
nych, z ktorych kazda wigksza jest od liczby a, ale jest mniejsza od
liczby b.

Istotnie, spostrzegamy natychmiast, ze twierdzenie to zachodzi
w przypadku szezegélnym, kiedy mamy a = 0, gdyz w takim razie
liezba b lezy na pewnym przekroju (@) zbioru liczb wymiernych,
a kazda z nieskonczenie wielu liczb wymiernyeh od zera wigk-
szych, poloZonych przed przekrojem (@) wigksza jest od liczby a,
ale jest mniejsza od liczby b. Jezeli za$ mamy a >0, to liczby
@ i b lezeé bgds na pewnyeh dwéeh nierdwnorzednyeh przekro-
jach (P) i (Q) zbioru liezb wymiernych. Na podstawie tw. VI-go
paragrafu poprzedzajacego istnieje nieskonczenie wiele nieréwnych
sobie liezb wymiernyeh, poloionych pomigdzy przekrojami (P) i (Q).
Kazda z tych liczb oczywiscie leZeé bedzie na pewnym takim prze-
kroju zbioru liczb wymiernych, ktéry polozony bedzie poza prze-
krojem (P), ale przed przekrojem (@). Zatem na podstawie tw. I-go
paragrafu niniejszego, kazda z nieskonczenie wielu liezb wymier-
nych, poloZonych pomigdzy przekrojami (P) i (@) wigksza bedzie
od liczby a, ale bedzie mniejsza od liczby b. Zatem uzasadnili§my
twierdzenie, o ktdire chodzilo. '

§ 68. Zanim przejdziemy do teoryi dzialan zasadniczych na
liczbach bezwzglednych, winnismy blizej oméwié sprawg oznaczania
tyeh liczb.

Oznaczanie liczb wymiernych nie jest polgezone z Zadng tru-
dno$cia, albowiem posiadamy do tego symhole specyficzne, ezyli
metode ogblng do przedstawienia kazdej takiej liezby przez symbol,
utworzony wedlug regul jednostajnych ze skofiezonej liczby pewnyeh
symboléw podstawowych, mianowicie cyfr

0,1,2 3456, 1,8,9.

Zgola inny jest stan rzeczy, kiedy chodzi o liczby niewy-
mierne: nie posiadamy zadnego takiego skonezonego zbioru sym-
boléw, Zebysmy mogli przedstawié kazdg liczb¢ niewymierng przez
jakad kombinacye skonczonej liezby tychZe, a nawet moZemy do-
wied¢ drogs calkiem §cislego rozumowania, ktérego wyklad na
tem miejscu bylby jednak przedwezesny, Ze ustawienie tego rodzaju
Arytmetyka teoratyezna. 14



