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przez symbol specyficzny ') przedstawiona liczba wymierna w, wy-
magalo tylko kolejnego wykonania na skodezonej liczbie liezb
wymiernych, do ktérych nalezy liczba w, a ktére przedstawione sa
przez symbole specyficzne, skonezonego ukladu (U) ezynnosei, pole-
gajacych albo na wykonaniu jednego z dzialai zasadniezych na
dwéeh liezbach, albo na pordwnaniu iloseiowem dwdeh liczb, z kté-
rych kazda jest albo jedna ze wspomnianych liczb wymiernych,
albo wynikiem juz wykonanyeh czynnosei z ukladu (U). Zeby wy-
razié, iz pewien przekrdj zbioru liczb wymiernveh w taki wlasnie
sposéb jest oznaczony, orzekamy. Ze przekrdj ten jest arytmety-
¢znie oznaczony.

Teraz nasuwa si¢ pytanie: czy wszelki przekr6j zbiorn liezb
wymiernych oznaczouy byé moze arytmetycznie?

Dos$wiadezenie poucza nas, Ze majye nie arytmetyczne, ale
jednak calkiem precyzyjne okreslenie pewnego przekroju zhioru liezb
wymiernych, nie zawsze potrafimy arytmetyecznie oznaczyé ten prze-
krdj. Natomiast z samej istoty pojecia przekroju zbicru liezb wy-
miernych wynika, Ze skoro mamy jakiekolwiek, byle precyzyjne,
okreslenie () pewnego przekroju zbioru liezh wymiernyeh. to
chociazby$émy mnie potrafili przekrojn tego arytmetycznie oznaczyd,
nie mozemy nie przyjaé, ze gdyvbysmy rozporzadzali umyslem do-
statecznie poteznym i wykszlafconym, tobyimy mogli rozwazony
przekréj arytmetycznie oznaczyé.

Te wlasuie okolicznoéé wyrazamy, orzekajae, Ze wszelki prze-
krdj zbiorn liezh wymiernych moze hyé oznaczony arytmetyeznie.

§ 62. Zaldzmy, iz pray oznaczonej jednostee dlugofei u, pe-
wien przekrdj (P) zbiorn liczb wymiernyeh i pewien odeinek pro-
stoliniowy « znajduja sig w takim ze sobg zwigzku, ze odeinek a
nie jest ani mniejszy od zadnego odeinka prostoliniowegn. ktérego
miara réwnalaby si¢ jednej z liczb pierwszej kategoryi (4,) liczb
wymiernych w stosunku do przekroju (P). ani wigkszy od Zadnego
odeinka, ktérego miarg bylaby jedna z liczb drugiej kategoryi (4,)
liczb wymiernyeh w stosunku do teguz przekroju.

Zeby wyrazié, iz praekréj (P) zbioru liczb wymiernych i od-
cinek prostoliniowy a znajduja si¢ pray jednostee diugogei 4, w pa-
wyzszym ze soby zwiazku, orzekamy, 7e przekrdj (P) 1 odeinek a

1) Za symbol specyficzny liezby ulamkowej uwaZamy symbol ilorazu licanika
i mianownika, przedstawionych w numoracyi dziesietnej.
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odpowiadaja sobie wzajemnie (przy rozwaZanej jednostee
dlugodei).

Z rozwazanh, wylozonych w ustgpach poprzedzajacyeh, wynika
bezpoérednio, ze kazdemu odeinkowi, niewspéImiernemu z jednostks
dlugoéei, odpowiada calkiem oznaczony przekrdj (drugiego gatunku)
zbiorn liczb wymiernyeh. Spostrzegamy nadto natychmiast, Ze ka-
zdemu odeinkowi wspélmiernemu z jednostks dlugosei, byle nie
zerowemu, odpowiadaja dokladnie dwa przekroje zbioru liczb wy-
miernych, mianowicie te dwa przekroje, z ktérych kazdy okre-
slony jest przez to, iz liczba wymierna, bedaca miarg rozwazanego
odeinka przy rozwazanej jednostee dlugosei; polozona jest ma nim.
Zatem mozemy wyslowié twierdzenie nastepujace:

1. Przy oznaczonej jednosice diugosci odpowiada kazdemu odein-
kowi prostoliniowemu niezerowemu przynajmniej jedén przekrdj liczh
wymiernych; jedeli rozwazany odcinek jest 2 jednostka niewspéimierny,
to odeinkowi temu odpowiada jeden tylko przekrdj zbioru liczb wy-
miernych ; jedeli zas 6w odcinek jest z jednostka wspdmierny, to
w takim razie istniejg doktadnie dwa przekroje 2bioru liczb wymier-
nych, z ktérych kaidy odcinkowi temu odpowiada, a sg to przekroje,
na ktdrych polodona jest liczba wymierna, stanowiaca miare rozwa-
Zanego odcinka.

Spostrzegamy natychmiast, ze przy oznaczonej jednostce dlu-
gosei istnieje zawsze odeinek prostoliniowy, odpowiadajgey danemu
dowolnie przekrojowi pierwszego gatunku zbioru liczb wymier-
nych. Pytanie, ezy ta sama okoliczno$é zachodzi i w stosunku do
przekrojéw drugiego gatunku zbioru liezb wymiernych, oméwimy
w paragrafie nastgpujgeym, a ohecnie poprzestaniemy na uzasadnie-
nin twierdzenia nastepujacego:

TL Jezeli przy oznaczonej jednostce dlugosei istnieje pewien od-
cinek a, odpowiadajacy oznaczonemu przekrojowi (P) zbioru liczb wy-
miernych, to w takim razie zbidr wszystkich odcinkéw prostoliniowych,
z. ktdrych kaidy odpowiada przekrojowi (P), zlewa sie ze zbiorem
wszystkich odcinkdw, rdwnych odeinkowi a.

Przystepujac do uzasadnienia tego twierdzenia, czynimy mnaj-
pierw uwage nastepujacq: jezeli przy oznaczonej jednostee dlugodei
pewien odcinek a odpowiada oznaczonemu przekrojowi (P) zbioru
liczb wymiernych, to rzeez oczywista, iz w takim razie kazdy od-
cinek, réwny odeinkowi a, odpowiada takze przekrojowi (P). Wobee
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tego pozostaje jedynie do udowodnienia, i% przekrojowi (P) odpo-
wiada¢ moze wylacznie tylko odeinek réwny odeinkowi a.
Zaléimy tedy, ze z pewnych dwéch odeinkdéw aia’ (2 = a')
kazdy uwazany byé mozZe za odcinek, odpowiadajacy pewnemu
przekrojowi (P) zbioru liezb wymiernych, i uwazajmy od zera od-
mienng, ale poza tem calkiem dowolnie przyjeta liczbe wymierny &.
Jezeli tedy oznaczymy przez e’ jedng z liezb wymiernyeh drugiej
kategoryi w stosunku do przekroju (P), a przez = jakgkolwiek
liczbg calkowity, byle sprawdzajaea nieréwnosé -

n=a': e,
to w ciggu skoriczonym

0, & 2.5 8.6 4.6 .., n.g

pierwszy wyraz naleze¢ bedzie do zbiorn (K,) liezb wymiernych
pierwszej kategoryi w stosunku do przekroju (P), a ostatni — do
zbioru (K,) liezb wymiernych drugiej kategoryi w stosunku do roz-
wazanego przekroju. Z tego wynika, Ze istnieé bedzie pewna liczba
calkowita m (m = 1), nie wigksza od =, a taka, Zeby z dwdch
wyrazéw sgsiednich

(m—1).e i m.&

powyzszego ciagu, jeden byl elementem zbiorn (K,), a drugi —
zbiorn (K).

Jezeli tedy oznaczymy przez a, i a, odeinki, ktérych mia-
rami bylyby odpowiednio liczby (m — 1) e i m . g, to zachodzié beds
zwigzki nastepujace:

/

IIA
IA
IA

H=a=d = a,.

skad

a' —a

IA

as — ay.

A poniewaz miarg odeinka a, — a, jest oczywiscie liczba wy-
mierna & przeto uzyskana nieréwnosé wyraza twierdzenie nastepu-
jace: jakgkolwiek liczbg wymierna, od zera odmienng, oznaczyli-
bysmy przez & odecinek @’ — a nie moze byé wigkszy od odeinka,
ktérego miarg bylaby liczba & Z tego wynika, Ze véznica ¢’ —a
réwnaé si¢ musi odecinkowi zerowemu, albowiem w przeciwnym
razie wbhrew temu, codmy udowodnili, mogliby$my przyjaé (§ 59,
tw. I) na liczbe e taky wartodd, Zeby liczba ta mierzyla odecinek
wigkszy od odeinka zerowego, ale mniejszy od odeinka o’ — a. Za*
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tem odeinki a 1 ' musza byé sobie rdéwne. Uzasaduiliémy  wige
w zupelnodei twierdzenie, o ktére ehodzilo.

Na podstawie twierdzenia poprzedzajacego i uwag, uczynio-
pych na poezatkn tego paragrafu, dochodzimy do woiosko naste-
pujacego:

Problem 2mierzenia oznaczonego odeinka jakicgokolwick nieee-
rowego, a wige i odcinka z jednostkq niewspdtmicrnego, rozwiqiemy,
jedeli tylko oznaczymy arylmetycanie ten przekrdj zbioru liczb wy-
micrnych, ktéremw przy przyjetej jednostee déugosei odpowiada rozwa-
Zany odcinek.

§ 63. Obecnie zamierzamy zbadaé, cay zachodzi twierdzenie
nastgpujace:

L. Jakikolwick byéby pewien przekrdj (P) zbiow liczb wymier-
nych, zawsze istuiegje przy oznaczongj jednosice dlugosci odvinck, od-
powiadajaey iem przekrojowi w znaczenin, okreslonym w paragrafie
poprzedzajgeyim.

Zehy rzecs wyjasni¢, oznaczmy przez (P) pewien oznaczony
przekrd] zbioru liezb wymiernyeh i uwaZzajmy oznaczony, z pe-
wnego punktu O wychodzgey promien (S) (ezvli prosta jednostron-
nie ograniczona przes punks Q). Mozemy tedy. pravjawszy pewng
jednostke diugosei w, zbiér punktéw promienia (S) podzielic na
dwa zbiory (&) i (§,) w sposéb nastgpujgey: do zbioru (§,) za-
liczamy kazdy taki punkt A promienia (S). Zeby posedd liezb
wymiernych pierwszej kategoryi w stosunku do przekroju () zna-
lazla sig liezba, ktéra bylaby miarg odeinka nie mniejszego od
odeinka 04, do zbioru za$ (§,) zaliczamy wazystkie inne punkty
rozwazanego promienia. Oznaczmy ten podzial zbioru punktéw pro-
mienia (S) przez (II), wmawiajse sig jednoczednie, zeby uwazaé
podzial (Z) zbioru punktdw promienia (S) i przekrdj (P) sbioru
lieczb wymiernych za elementy odpowiadajace sobie wzajemnie.

Podzial (II) zbioru punktéw promienia (S) na dwa zbiory (&)
1 (§y) ma wlasnosei nastepujace:

1°. Kazdy ze zbiordw (§,) i (§) jest nieskoriczenie liezny,
albowiem, jezeli oznaczymy przez ¢, jedny z liezb wymiernych, od
zera odmiennych, pierwszej kategoryi w stosunku do przekroju (P),
& przez gy jedny z liezb wymiernyceh drugiej kategoryi w stosunku
do tegoz praekroju i oznaczymy przez 4, i 4, takie punkiy pro-
mienia (8), seby miarami odeinkéw 04, i 04, byly odpowiednio
liczby @, i ay, to wszystkie punkty odeinka 04, oczywiscie nalezed
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hedg do zbioru (S,), a wszystkie te punkty promienia (S), ktérych
odlegtodei od poczatku 0 tegoZ promienia nie sa mniejsze od od-
cinka 04,, oczywidcie naleze¢ beds do zbora ().

2°. Odleglosé kazdego punktu zhioru (§,) od punktu 0 jest mniej-
sza, anizeli odleglodé od tegoz punktu 0 jukiegokolwick punktu, nale-
zacego do zbioru (§,); okolicznodé ta jest natvchmiastowem nastep-
stwem definicyi rozwazanego podzialu zbioru puuktdw promienia ().

Jezeli wogdle pewien podzial (I7') zbiorn punktéw promie-
nia (S) na dwa zbiory nieskonezone (£;)i(fs) jest taki, ze odleglosé
punktu 0 od kazdego punktu zbioru (£;) jest mniejszy od jego od-
leglogei od kazdego punktu zbioru (£3), to podzialowi remu nadamy
nazwe przekroju zbioru punktéw promienia (S) nazywajac jedno-
czesnie zhidr ({;) zbiorem punktéw pierwszej kategoryi w stosunka
do rozwazanego przekroju. a zbidr (§3) — zbiorem punktdw drugiej
kategoryl w stosunku do tegoz przekroju. Wedlug tej terminologii,
okreslony dopiero co podzial (II) zbioru punktéw promienia (i)
stanowi pewien przekréj zbioru punktéw tego promienia. Stosunek,
w jakim przekredj (II) znajduje si¢ do przekroju (P) zbioru liczb
wymiernych wyrazaé¢ bedziemy, jakesmy juz zaznaczyli wyzej,
orzekajac, ze przekroje (P) i (I1) odpowiadajs sobie wzajemnie.

Na podstawie prayjetej przez nas definieyi odpowiedniosei wza-
jemnej przekrojow zbioru liczb wymiernych i zbioru punktéw pro-
mienia (S) odpowiada, przy oznaczonej jednostee diugosei, kazdemu
przekrojowl zbioru liezb wymiernyeh oznaczony przekrdj zbioru
punktéw promienia (S). Upewnijmy sig, ze odwrotnie, przy ozna-
czonej jednostee diugosei, kazdemu przekrojowi (II) zbioru punktow
promienia (S) odpowiada calkiem oznaczony przekrdj zbioru liczb
wymiernych. W tym celu zwaimy, ze przyjawszy dowoinie pewns
liczb¢ wymierng w. bedziemy mogli wyznaezyé na promieniu (iS)
jeden i jeden tylko taki punkt M, aZeby miarg odeinka OM bhyla
liczba wymierna w. Punkt M nalezeé¢ Lgdzie albo do zbioru punktéw
pierwszej kategoryi w stosunku do przekroju (II) albo do zbiora
punktéw drugiej kategoryi w stosunku do tegoz przekroju, Oznaczmy
przez (d;) zbiér wszystkich tych wartosei na w, pray ktéryeh za-
chodzi pierwszy przypadek, a przez (4,) zbidr wszystkich tych
wartoSei na w, przy ktérych zachodzi drugi, Poniewas kazda
liczba wymierna naleze¢ musi do jednego ze zbioréw (4,) lub (4,),
przeto, okreslajac te zbiory, okrelilismy pewien podzial zbiorn
liezb wymienionych na dwa zbiory, mianowicie (4,) i (4;). Po=
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dzial ten oczywiécie stanowi pewien przekrdj (P) zbioru liezb wy-
miernych, a przekrdj ten odpowiada cezywideie przekrojowi (I7)
w znaczenin okreslonem wyzej. Nadto spostrzegamy z latwoseis,
#e zaden od przekroju (P) odmienny przekrdj zbioru liezb wymier-
nych przekrojowi (II) zbiorn punktéw promienia (S) odpowiadaé
nie moze.

Ostatecznie, przy oznaczonej jednostee dlugosei, kazdemu prze-
krojowi zbioru liczb wymiernych odpowiada jeden jedyny przekrd;
zhiorn punktéw promienia (S), a kazdemu przekrojowi tego zbioru
punktéw odpowiada jeden jedyny przekrdj zbioru liczb wymier-
nych. Fakt ten wyrazamy w postaci twierdzenia nastgpujgcego.

Przy oznaczonej jednosice diugosci wyzej okreslona odpowie-
~dnio$t wzajemna prazekrojéw zbiorw liceh wymiernych i przekrojow
2bioru punktéw promienia (S) jest obustronnie jednoznaczna.

Uwazajmy oznaczony przekrdj (IT) zbioru punktéw promie-
nia (8), ktérego poczatek oznaczamy, jak poprzednio, przez 0.
Niech (f,) oznacza zbidr punktéw promienia pierwszej kategoryi
w stosunku do rozwazanego przekroju, a (§;), zbidr punktéw dru-
giej kategoryi w stosunku do tego przekroju. Jezeli tedy na pro-
mieniu (S) istnieje punkt M, ktéry bylby albo najdalszym od
punktu 0 punktem zbioru(§;), albo najblizszym od punktu 0 punk-
tem zbioru (f;), to okolicznodé tg wyrazamy, orzekajae, ze na pro-
mienin (S) -istnieje pewien punkt M, polozony na rozwazanym
przekroju.

Oznaczywszy jednostkg dtugosci, uwazajmy pewien przekrdj (P)
zbioru liezb wymiernych i odpowiadajacy mu przekrdj (IZ) zbioru
punktéw promienia (S).

Jezeli w znaczeniu, okreslonym w § 62-gim, istnieje pewien
odeinek a, odpowiadajacy przekrojowi (P), to istnieje takZe punkt M
poloZony na przekroju (II) zbioru punktdw promienia (S) i punkt
ten okreslony jest réwnosecig

(12) OM=a.

Istotnie, réwnoscig (12) okreslony punkt M, zaréwno jak
1 kazdy inny punkt promienia (S), nalezeé bedzie albo do zbioru (&)
punktéw pierwszej — albo do zbioru ({;) punktéw drugiej kategoryi
w stosunku do przekroju (I). W pierwszym przypadku punkt M
bedzie najdalszym od punktu 0 punktem zbioru (§y), poniewaz
W razie przeciwnym istnialaby poéréd liczh wymiernych pierwszej
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kategoryi (4,) w stosunku do przekroju (P) pewna liczba a,, ktéra
bylaby miars odeinka wigkszego od 0.M, a wige takze, whrew defi-
nieyi odeinka a, — miarg odeinka wigkszego od tego odeinka.

W drugim przypadku punkt M bylby najblizszym od punktu 0
punktem zbioru ({;), albowiem, w razie przeciwnym, istnialaby
posréd liczb drugiej kategoryi (4,) w stosunka do przekroju (P)
pewna liezba a,, ktéra bylaby miara odeinka mniejszego od 0M,
a wiee i mniejszego od a, co sprzecznem byloby z definicys od-
cinka a.

DowiedliSmy wiee, Ze punkt M, okreslony rdéwnoscig (12),
rzeczywiscie polozony jest na samym przekroju (I7).

Odwrotnie, jeZeli istnieje pewien punkt M, poloZzony na sa-
mym przekroju (II) zbioru punktéw promienia (S), to w znaczeniu,
okreslonem w § 62-gim, istnieje odcinek odpowiadajaey przekro-
jowi (P), a takim odecinkiem jest odeinek OM (i naturalnie kazdy
odeinek temu odeinkowi réwny). Istotnie, oznaczmy przez a, jaks-
kolwiek liczbg zbioru (4;), a przez M, taki punkt promienia (S),
seby miarg odeinka 0M, byla wlaénie liczba a,. W takim razie
punkt M, naleze¢ bedzie do zbioru (§,). Jezeli tedy punkt M na-
lezy takze do zbioru (§;), to zachodzié bedzie zwiazek

0M, <0M,

albowiem punkt M jest wtedy najdalszym od punktu O punktem
zbioru (§,). Jezeli za$ punkt M naleiy do zbiora ({,), to, na pod-
stawie definicyi zbioréw (;) i ({,), zachodzié bedzie nieréwnosd

0M, < OM.

Ostatecznie, odcinekk 0M nie jest mniejszy od Zadnego od-
cinka, ktérego miarg bylaby jedna z lieczb zbioru (4,). Pozostaje
wige tylko do okazania, ze odeinek OM nie jest wigkszy od Za-
dnego odeinka, ktérego miars bylaby jedna z liczb zbioru (4,).
Oznaczmy przez a, ktérakolwiek z liezb tego zbioru, a przez M,
taki na promieniu (S) polozony punkt, zeby miarg jego byla liczba a,.
Punkt M, nalezeé¢ bedzie do zbioru (f;). Jeieli punkt M takze do
zbioru tego naleZy, to bedziemy mieli

OM < 0M,,

poniewa# punkt M bylby w tym razie najblizszym punktu 0 punk-
tem zbioru (£,).
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Gdyby zaé punkt M nalezal do zbioru ({,), to mieliby$my
0M < OM,

na podstawie juz samej definieyi zbioréw (£;) i (5).

Zatem odeinek 0M nie jest wigkszy od zadnego odeinka, kté-
rego miary bylaby jedna z liczb szbioru (4,), 2 to wlusnie pozosta-
walo jeazeze do udowodnienia.

Rozwazania poprzedzajace nie rozstrzygaja o slusznoei twier-
dzenia I-szego (wyslowionego na poezatku tego paragrafu), ale roz-
wazania te pouczaja nas, Ze twierdzenie I-sze réwnowaZne jest
twierdzenin nastg¢pujgcemus:

1L Jakikolwick przel:rdj zbiorw punktdw promienia () rozwa-
zaliby$my, zawsze istiied bedzie posrdd punletéw tego promicnia pewien
punkt polviony na rozwazanym prackroju.

Wistrzymujge sig na razie od dania odpowiedzi na pytanie,
czy twierdzenie poprzedzajace zachodzi w tej postaci ogdlnej, w ja-
kiej je wyslowllismy, okazemy, Ze twierdzenie to, ktére. jake$my
dowiedli, rédwnowazne jest twierdzeniu I-szemu, réwnowazne jest
) twierdzenin nastgpujacemu:

IIL.  Uwaajmy na oznaczonej prostej (/) clag wnieskonczony
odcinkdw

(18) AB,, dyB,, AgB....

i zatézmy, ze kazdy =z tych odeinkdw, poczynajac od odcinka A,B,,
Jest caedcin bezposrednio poprzedzajacego go w rozwazanym ciagu od-
cinka, albo zlewa sie z tym odcinkiem. W takim rvazie istnicje na
prostej (A) jeden punkt przynajmmicj, kidry nalety jednoczesnie do
wszystkich odcinkdw, stanowiaeyeh rozwatany ciag?).

Zaldzmy najpierw, ze wvslowione twicrdzenie zachodzi. Po-
wiadam. Ze w takim razie zachodzié bedzie takze i twierdzenie II-gie.

Istounie, oznaczmy przez (IT) pewien przekrdj zbioru punktéw
pewnego promienia (S), wychodzgeego z pewnego punktu 0, a przez
(&) i (L) zbiory punktéw odpowiednio 1-szej i 2-giej kategoryi
w stosunku do tego przekroju. Mozemy tedy ecigg (13) okreslié
w sposéb nastipujacy:

10, Koniee 4, odeinka 4,B, jest dowolnie przyjetym punktem
w zbiorze (§;). a koniee B, teguz odeinka jest dowolnie przyjetym
punktem w zbiorze (f,).

1) G. Ascoli. R. Ist. Lombardo Rendiconti, 1895,
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2°. Koniee 4, odeinka 4,B,, (k> 1) nalezy do zbioru ({,),
a koniee B, do zbioru ({,), nadto sam odeinek A4, B, zlewa sie
z jednym z tych dwdch réwnych sobie odecinkéw, na ktére $rodek
I, odeinka 4, ; B, , ten odcinek dzieli.

Nie ulega watpliwosei, Ze cigg (13) moze byé utworzony na
podstawie tej definicyi. Istotnie, co do mozebnodei wyznaczenia
pierwszego wyrazu 4, B, oczywidcie nie zachodzi Zadna watpliwosé,
a gdybySmy omawiany cigg doprowadzili do wyrazu 4, B,
wlgeznie, to mogliby$my takze wyznaczyé i wyraz A, B,. Rzeczy-
widcie, $rodek I, , odcinka 4, , B, , bedzie nalezal alho do zbioru (§,)
albo do zbioru ({,); w pierwszym przypadku odeinkiem 4, B, bylby
odecinek I, ; B, ;, a w drugim — odecinek 4, , I, ,. Zatem na pod-
stawie zasady indukeyi matematycznej kazdy wyraz omawianego
ciggu jest okreflony w zupelnosei.

Na podstawie tw. III-go, ktdrego slusznoéé obecnie zukla-
damy, istnieje przynajmniej jeden punkt wspdlny wszystkim od-
cinkom ciggu (13). Oznaczmy przez M jeden taki punkt. Powiadam,
ze zaden od punktu M odmienny punkt M’ promienia (S) nie moze
byé takZze punktem wspélnym wszystkim odeinkom ciggu (13)
a moze tylko naleze¢ do pewnej skoriczonej liczby poczgtkowych
wyrazéw ciggu (13). Istotnie, jezeli punkt M i punkt M' naleis
jednoczesnie do odeinka 4,B,, to mieé bedziemy:

A*B. é MM‘.
a poniewaz oczywiscie
Ay By =2V A, B,,
przeto
4,B, =21 MM'. (14)

Z drugiej znéw strony, na podstawie pewnika Archimedesa,
istnieje taka pewna liczba calkowita p, ze

A4,B, <p. MM (16)

Poniewaz zad, wyznaczywszy liczbe p, mozemy zawsze na
liczbe % przyjad wartodé tak wielks, zebvémy mieli

21>p,

przeto, poczynajae od pewnej, dostatecznie wielkiej wartosci na &,
nieréwnosé (14) przestanie zachodzié, albowiem nieréwnosé ta
Argtmetyka teoretyezna. 13
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sprzeczna bylaby z nieréwnofeiy (15). Skoro wige punkt M do
wszystkich odeinkéw ciggu (13) nalezy, to, zgodnie z zapowiedzig,
juz zaden inny punkt tej wlasnosei mieé nie bedzie i moze tylko
byé wspélnym punktem pewnej skonczonej liezby poczatkowych
wyrazéw ciggu (13).

Powiadam dalej, ze punks M polozony jest na przekroju (1),
Zeby dowiesé, ze okolicznodé ta zachodzi, uzasadnimy. najpierw dwa
twierdzenia nastgpujyce: _

4) Kazdy, od punktu M odmienny, punkt M, odeinka OM
nalezy do zbioru ().

B) Kazdy taki punkt 3, promienia (S), ktéry od punktu 0
jest dalszy, anizeli punkt M, nalezy do zbioru (£,).

Istotnie, na podstawie dopiero co uzasadnionego wyniku, przy
dostateeznie wielkiej wartosei na & punkt M, znajdowaé sig bedzie
poza granicami odcinka 4,B,, a poniewaz punkt M,, w razie
kiedy do odeinka 4, B, nie nalezy, tylko na odeinku 04, znajdo-
waé sig moze, przeto punkt ten blizszy bedzie punktu 0, anizeli
punkt A4,.

Z drugiej strony, poniewaz punkt 4, nalezy do zbioru (§,),
przeto do zbioru (§,) naleze¢ moga tylko punkty od punktu O dal-
sze, anizeli punkt 4,. Zatem punkt M, rzeczywiscie do zbioru ()
naleze¢ bedzie.

Réwnie latwo mozemy uzasadnié twierdzenie wyslowione
pod B: oznaczmy przez M, jakikolwiek taki punkt BZ, promie-
nia (S), azeby odleglo$é jego od punktu 0 wigksza byla od odle-
glodei punktu M; przy dostatecznie wielkiej wartodei wskaZnika £,
punkt M, poloZony bedzie poza granicami odeinka 4, B,, a to z tej
samej przyczyny, dla ktdrej analogiczna okolicznosé zachodzila co
do puniktu M, rozwazanego wyzej.

'Z drugiej znéw strony, punkt M,, skoro polozony jest poza
granicami odeinka A4, B,, musi byé dalszy od punkta 0, anizeli
punkt B,. A poniewaz punkt B, nalezy juz do zhioru (§,), przeto
punkt M, jako dulszy od punkta O punkt promienia (S), anizeli
punkt B,, takze do zbiorn tego nalezeé musi.

Tak wige uzasadniliémy juz twierdzenia wyslowione pod 4 i B.
Z twierdzeri tych moZemy natychmiast wysnué twierdzenie, o ktdre
nam wladceiwie chodzi, a mianowicie, i% istnieje punkt polozony na
samym przekroju (II). Powiadam, Ze punktem tym bedzie wlasnie
punkt M, wspélny wszystkim odeinkom ciggu (13). Istotnie, punkt M
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nalezeé bedzie albo do zbiorn (§,) albo do zbioru (f,); w pierwszym
przypadku bylby ten punkt najdalszym od punktu O punktem
zbioru (§;), a w drugim — najblizszym punkta 0 punkiem pomie-
dzy punktami zbioru (§). W obu wige tych jedynie mozliwych
przypadkach bylby punkt M punktem. polozonym na samym prze-
kroju (IT).

Dowiedlismy wige, ze gdyby zachodzilo twierdzenie III-cie,
to zachodziloby i twierdzenie Il-gie. Pozostaje wige tylko do udo-
wodnienia, ze odwrotnie, gdyby =zachodzilo twierdzenie II-gie, to
zachodziloby takze i twierdzenie IIl.cie. W tym celu zakladamy,
7e twierdzenie II-gie zachodzi rzeczywiseie i bierzemy pod uwage
cigg (13). Oczywiscie mozemy przyjyé na prostej (A), va ktdrej
poloZone sg odcinki, stanowigce wyrazy ciggu (13), taki punkt O
zeby odeinek 4, B, polozony byl po jednej stronie tego punktu.
W takim razie wszystkie odeinki rozwazanego ciggu leZeé heda
takze po tej stronie punktu 0. Z drugiej strony punkt O dzieli
prosta (A) na dwa promienie. Oznaczmy przez (S) ten z nich, na
ktérym leza odeinki (13). Mozemy oczywiscie oznaczenia tak do-
braé, zeby przy kazdej wartosei wskaznika k punkt 4, blizszy byl
punktu 0, aniZeli punkt B,. Zalézmy, Ze oznaczenia w ten wiaénie
sposéb zostaly dobrane; oznacziny nadto przez (§;) zbidr punktdw,
z ktéryeh kazdy jest albo jednym z punktéw ciggu

Ay, Ay, 4. (16)

albo takim punktem promienia (S), Zeby punki ten blizszy byl

punktu 0, aniZeli jeden przynaimniej z punktéw ciggu (16). a przez

(§y) — 2zbidr wszystkich innych punktéw promienia (S).
Spostrzegamy z latwodein, ze wszystkie punkty ciagn

By: By Byssie (17)

naleza do zbiora (§,).

Z drugiej strony, dopiero co okreslony podzial zbioru punk-
téw promienia (S) na zbiory (§;) i (§,) stanowi oezywiscie pewien
przekreéj (IT) zbioru punktéw rozwazZanego promienia. Poniewaz
zakladamy, Ze twierdzenie II-gie zachodzi, przeto posréd punktéw
promienia (S) istnieé bedzie pewien punkt M, polozony na prze-
kroju (IT).

15#
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Poniewaz punkt 4, nalezy do zbioru (), przeto mamy:
(18 04, =0M,

gdyz punkt M moze tylko byé albo najdalszym od punktu O punk-
tem zbioru (), albo najblizszym tegoz punktu punktem zbioru (L,).
Z takich samych powodéw i ze wrgledu na to, ze, jakesmy zazna-
ezyli powyzej, punkty ciggn (17) nalezg do zbioru (§,), mamy

(19) 0B,=0M.

Poniewaz zwigzki (18) i (19) zachodzg, jakakolwiek wartosé
mialby wskaznik k, przeto tez, bez wzgledu na wartodé tego wska-
4nika, punkt M niezawodnie nalezy do odeinka A4,B,. Innemi
stowy, punkt M jest wspélnym punktem wszystkich odeinkéw
ciggu (13), a o to wlasnie chodazilo.

Widzielismy wyzej, ze twierdzenia I-sze i Il-gie sy sobie
réwnowasne, a dowiedliSmy obecnie, Ze ta sama okoliczno$é za-
chodzi co do twierdzen II-go i IIl-go. Zatem twierdzenia I-sze
i IIl-cie sy takZe sobie réwnowazne. Ostatecznie twierdzenia I-sze,
II-gie i IIl-cie sy réwnowazne; innemi slowy, jezeli zachodzi
jedno z tych twierdzen, to i dwa pozostale zachodzié muszg. Z tego
oczywiscie nie wynika jeszcze bynajmniej, Zeby ktérekolwiek
z rzeczonych twierdzen rzeczywiscie zachodzilo.

Jednakze kazde z tych twierdzed ma takie cechy prawdy
oczywistej, ze niepodobna watpié o tem, Zeby ono zachodzilo rze-
czywidcie. Wobee tego mozemy, kierujae sig osobistem upodoba-
niem, przyja¢ za pewnik jedno z trzech rozwaZanych twierdzen.
W takim razie dwa pozostale nalezeé beds do jego logicznyeh na-
stepstw.

Ostatecznie, przy dzisiejszym przynajmniej stanie nauki, nie
mozemy uzasadnié Zadnego z trzech twierdzen I-go, II-go i III-go,
nie wprowadzajac jakiegod nowego pewnika, ktérym moze byé
jedno z tych trzech twierdzen, albo jakiekolwiek twierdzenie réwno-
wazine.

Zeby usungé nieokreslnodé, ktéra moglaby w dalszych roz-
wazaniach sprowadzié pewne zamieszanie, o$wiadezamy wyraznie,
Ze przyjmujemy za pewnik twierdzenie III-cie.

§ 64. Wyniki, uzyskane w ustepach poprzedzajycyeh, mozemy
strefeié w postaci nastgpujgcego twierdzenia:



