VIIL. Powrét do problemu micrzenia odcinkéw prostolinio-
wyeh, liezby niewymierne. liezby bezwzgledne wogdle.

§ 58. W rozdziale IV-tym podaliémy rozwigzanie problemn
mierzenia odeinkéw prostoliniowyeh, wspélmiernyeh z jednostks
dlugoei, a nastgpnie, w rozdziale VI-tym (§ 4b), oméwilismy po-
sta¢, ktorg przybieraja wyniki rozdzialu IV-go 2e stanowiska ezysto
arytmetycznej teoryi liczb wymiernych. Z dragiej zndw strony
wiemy z rozdzialu TII-go, Ze jakikolwiek odeinek prostoliniowy
i niezerowy uwazaliby§my, zawsze istnieé bedg odeinki, z tym
odcinkiem uniewspéimierne. Zatem, Zeby rozwigzaé w zupelnosei
problem mierzenia odeinkdéw prostoliniowyeh, winnidmy zbadaé pray-
padek, kiedy chodzi o zmierzenie odeinka, z jednostka niewspél-
miernego. Temu wlaénie przedmiotowi podwigeamy rozdzial obecny.

Rozwazania, do ktdrych przystepujemy, przywiods nas do no-
wego rozszerzenia pojecia liczby; wytworaymy sobie pojecie liczby
niewymiernej, a nastepnie ogdlne pojecie liczby bezwzglednej. Zbidér
liezb wymiernych stanowié bedzie tedy czesé tylko zbioru liezb
bezwzglednych.

Teorya licub heawszglednych, ktdrs, uzyskamy w rozdziale
niniejszym i ktéry nazwiemy geometryczng teorys tych liezb,
nie bedzie jeszeze ostateczng teorys liezb bezwzglednych. W naste-
poym rozdziale poddamy teoryg te krytyce, podobnie jakedmy to
uezynili w rozduiale VI-fym z geometryczng teorys liczb wymier-
nych. Dopiero ta krytyka przywiedzie nas do teoryi ostatecznej,
teoryi ezysto arytmetyeznej. Zatem, podobnie jak w rozdziale IV-tym,
przy teoryi liczb wymiernych, rozwiniemy w rozdziale obecnym
geometryczng teoryg liezb bezwzglednych tylko do kresu, poza
ktérym nie rézni sig juz ona od teoryi arytmetycznej, stanowigce)
przedmiot rozdzialu nastgpnego. W szczegélnodei z teoryi dzialan
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na liczbach bezwzglednych oméwimy tylko dodawanie i mnoZenie,
poprzestajac na przypadku. kiedy tylko dwie liczhy dzialaniu
podlegaja.

§ 59. Oznaczmy przez u odeinek, prayjety za jednostke,
a przez a odeinek, z odeinkiem u niewspdlmierny. Jeieli tedy ozna-
ezymy przez w jakakolwiek liczb¢ wymierna, a przez b odcinek,
ktérego miarg bylaby liczba w, to odeinek b nie bedzie mdgl w za-
dnym razie réwnaé si¢ odeinkowi a i bedzie zatem albo mniejszy
albo wigkszy od odcinka a. Mozemy wige podzieli¢ ogdl liezh wy-
miernych na dwie kategorye czyli zbiory (4,) i (4,), zuliczajge
do kategoryi (4,) wszystkie liczby wymierne, ktére sa miarami
odeinkéw, od odeinka a mniejszych, a do kategoryi (4,) wszystkie
liczby wymierne, ktére s3 miarami odeinkéw, od odeinka a wigk-
szych.

Powiadam, Ze zachodzg twierdzenia nastgpujgce:

A) Kazdy ze 2bioréw (A,) i (4,) obejmuje nieskonczenic wiele
elementdw czyli jest zbiorem nieskonczonym.

B) Ka#da liczba zbioru (A,) mniejsza jest od katdej liczby
zbioru (4,).

C) W zbiorze (A,) wie istnigje liceba najwieksza.

D) W zbiorze (A,) nie istnieje liczba najmniejsza.

Twierdzenia te wysnujemy z latwosely z ogblnego twierdzenia
nastgpujacego:

1. Jakikolwiek odeinek (oczywiscie niezerowy) u przyjelibysmy za
Jjednostke déugosci i jakiekolwiek nierdwne sobie odcinki oznaczylibysmy.
przez b i b (b<T V'), moiemy zawsze wyznaczyé taka liczbe wy-
mierna w, 2eby liczba ta byla miarq odcinka wigkszego od odeinka b,
ale mniejszego od odcinka V.

Zeby twierdzenie to uzasadnié, przyjmijmy

e=1"b'—b. (1)

Na podstawie pewnika Archimedesa (§ 13) mozemyv wyzna-
czyé taky liczbe calkowity p, Zebysmy mieli
p.c>u
Zalézmy, e liczba calkowita p sprawdza tg nieréwnosé i po:
dzielmy odcinek % na tyle réwnych czesei, ile wynosi liczba p,
oznaczajge przytem przez d jedna z nich. W takim razie zachodzié

bedzie zwigzek.
pe>p.d, (2)



skad wynika nieréwnodé
(3) e>d,
albowiem, gdyby$my mieli

c=d.

to na podstawie znanych wlasnofei sum odeinkéw dowiedlibyémy
drogs indukeyi matematyeznej, Ze whrew nieréwnogei (2) musialby
zachodzid zwigzek

p.c=p.d.

Na podstawie znanego twierdzenia (str. 24) moZemy wyzna-
ezy¢ taks liezbe calkowity m, Zebysmy l_nieii

4) m—1).d=b<m.d

Jezeli tedy przyjmiemy

l=m.d,
to mie¢ bedziemy
6 I>0b
oraz
l—b=ad
Ze zwigzku tego, oraz ze zwigzkéw (1) i (3) mamy
I—b<b—b
skad
©) LY.

Miarg odeinka ! jest oczywiscie liczba ulamkowa 2 a ponie-

waz odeinek / sprawdza nieréwnosei (5) i (6) przeto liczhat; jest

wlagnie takg liczba, ktérej istnienie pragneliémy udowodnié.

Twierdzenie 4 mozemy obecnie uzasadnié w sposéb naste-
pujacy: na podstawie dopiero co dowiedzionego twierdzenia mo-
Zemy wyznaczy¢ liczbe wymierng @, ktéra bylaby miarg odeinka,
wigkszego od odeinka zerowego, ale mniejszego od odeinka a.
Liczba a, bedzie oczywiscie od zera odmienna i oczywidcie bedzie
naleze¢ do zbioru (4,). PoniewaZ za§ mamy nieskoticzenie wiele
liczb wymiernych mniejszych od e, a wickszych od zera, ponie-
waz dalej kazda z tych liczb nalezy ocuzywidcie do zhiovu (4,),
przeto zbidr (4,) jest rzeezywideie zbiorem nieskofczonym.
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O tem za$, Ze zbiér (4,) jest nieskoriczony, mozemy upe-
wnié sie bezposrednio na podstawie aksyomatu Archimedesa:
ze wzgledu na aksyomat ten istnieje taka liezba calkowita n. Ze
mamy

n.u > a.

Liczba n nalezy oczywiscie do zbioru (4,). Poniewaz zad
kazda liczba wymierna, wigksza od n. nalezy takie do zhioru (d,),
a takich liczb jesi nieskoriczenie wiele, przeto zbidr (4,) jest rze-
czywiscie tukze zbiorem nieskonczonym.

Twierdzenie B uzasadnimy w sposéb nastgpujaey: oznaczmy
przez @, jedng z liczb zbioru (4,), a przez @, jedna z liczb zbioru (4,).
Liczba e, jest miarg odeinka a, mniejszego od odeinka «, a liczba @,—
miarg odcinka a,, od odeinka ¢ wigkszego. Mamy wiee

a, < .
skad

@y < g,
o co wilasnie chodzilo.

Przechodzimy do twierdzenia €. Oznaczmy znown przez e,
ktdrakolwiek z liezb zbioru (4,). Liczba ta jest miarag pewnego od-
cinka a,, ktéry jest mnicjszy od odeinka a. Mozemy wige na pod-
stawie twierdzenia I-szego wyznuczyé taks liezbe wymierna a;, Zeby
liczba ta byla miara odeinka wigkszego od @,, ale mniejszego
od a. Oczywiscie liezba @; wicksza jest od liezby @, i naleiy do
zhioru (4,).

Dowiedlismy wige, ze jakakolwiek liezb¢ e, nalezaey do
zhioru (4,), pomyslelibyémy, moiemy zawsze wyznaczy¢ drugy
liezbg @, wigkszg od @, ale takie nalezaca do zbioru (4,). Zatem
w zbiorze tym rzeczywiScie nie istnieje liczba najwigksza.

Zeby uzasadni¢ takie twierdzenie D, oznaczmy pricz a,
ktérakolwiek z liczb zbioru (4,). Liezba ta jest miarg pewnego
odeinka ay, wigkszego od «. Na podstawie twierdzenia I-szego mo-
zemy wyznaczyé taka liczbe wymierng ey, Zeby liczba ta byla
miarg odecinka wigkszego od @, ale mniejszego od a,. Oczywiscie
liczba @y mniejsza jest od liczby e, 1 nalezy do zbioru (4,).

Stwierdzamy zatem, ze do kazdej liczby @, zbioru (4,) mo-
zemy dobraé drugy liczbe wymierny @, od niej mniejsza, a nale-
zaeq do zbioru (4,). Zatem zgodnie z brzmieniem tw. D w zhio-
rze (A4,) nie istnieje liczba najmniejsza.

Aryimetyka teoretyczna, 12
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§ 60. Rozwazajac odcinek niewspélmierny z jednostka, pray-
wiedzeni bylismy do podzialu zbioru liezb wymiernych na dwa
abiory (4;) i (4,), ktére précz innych i te jeszcze mialy wlasnose,
iz byly nieskoficzenie liczne a praytem takie, Ze kazda liezba
zbioru (4,) mniejsza byla od kazidej liczby zbioru (4,). Uwazajmy
w spos6b calkiem ogdlny taki podzial zbioru liezb wymiernych na
dwa zbiory (Kj) i (K,), eby zbiory te byly nieskonczenie liezne
i zeby kazda liczba zbioru (K;) mniejsza byla od kazdej liczby
zhioru (K,). Taki podzial liczb wymiernych na dwa zbiory zowie
sig ich przekrojem?); zbiér (K;) nazywamy zbiorem liczb wy-
miernych pierwszej, a zbiér (K;) zbiorem liezb wymiernych
drugiej kategoryi w stosunku do rozwazanego przekroju. Jaki-
kolwiek przekréj liczb wymiernych uwazalibyémy, zawsze zachodzi
jeden z trzech przypadkéw nastgpujgeych:

19, W zbiorze (K,) liceh pierwszej kategoryi w stosunku do roz-
wazanego przekroju zbioru liczb wymiernych, istnieje liczba najwicksza,
ale w takim razie w 2biorze (K,) liczb drugiej kategoryi liczby najmniej-
szej niema,

2. W zbiorze (K,) istnicje liczba najmniejsza, ale wéwczas
w zbiorze (K,) liczby najwickszej wiema.

3. W zbiorze (K,) nie istnicje liczba najwigksza, a w zbiorze (K,)
nte istnieje liczba najmniejsza.

Zeby przekonad sig, ze préez wymienionyeh trzech przypad-
kéw zaden inny przypadek zachodzié nie moze, zwaimy, ze badz
co badZ musi w kazdym razie zachodzié jeden z dwdch przypad-
kéw nastgpujgeyeh:

A) W zbiorze (K,) istnieje liczba najwigksza.

B) W zbiorze tym najwigksza liczba nie istnieje.’

Zalézmy, ze zachodzi praypadek A i oznaczmy tedy przez w
najwigkszg liczbg zbioru (K;). W takim razie oczywiscie okreélié
mozemy zbiér (Kj), jako zbiér wsazystkich liczb wymiernych wigk-
szyeh od liczby w. Podréd tych liezb nie istnieje liczba najmniejsza,
albowiem jezeli oznaczymy ktérakolwiek z nich przez w,, to mieé
bedziemy

Wy > .
Oznaczmy przez w; liczbe wymierns, sprawdzajges nieréwnosei
w‘! > w; > w,

!) Dedekind, Was sind, was sollen die Zahlen. Braunschweig 1888.
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liczba taka istnieje (istnieje nawet nieskoriczenie wiele takich liczb).
Otéz liczba w, bedzie nalezeé do zbioru (K,), a bedsie jednak mniej-
sza od liczby w,. Zatem, jakgkolwiek liczbe w, zbioru (K;) pomy-
$leliby$my, moZemy zawsze wyznaczy¢ liczbe od niej mniejszg,
takZze nalezacs do zbiorn (K,). Przeto, w zbiorze tym nie istnieje
liezha najmniejsza.

DowiedliSmy wige, ze w przypadku (4) zachodzi niezawodnie
pierwszy z trzech wyzej wymienionych przypadkéw.

Jezeli przypadek A nie zachodzi, to jakeimy juz zaznaczyli,
musi zachodzié przypadek B. Ale w takim razie oczywiscie za-
chodzié moze tylko 2-gi lub 3-ci z trzech praypadkéw wyszezegél-
nionych wyzej.

Przekonywamy si¢ wige, Ze rzeczywiscie, jakikolwiek prze-
kréj liczb wymiernych rozwazalibysmy, zachodzi¢ moze tylko
jeden z trzech powyZszych przypadkéw.

O tem, ze kazdy ze wspomnianych trzech przypadkéw jest
mozliwy, moZemy' przekonaé sig z najwigksza latwoscia. Istotnie,
ze trzeci przypadek jest mozliwy, o tem wiemy juz z paragrafu
poprzedzajgcego; Zeby za$ upewnié sig, Ze kazdy z dwéeh pierw-
szych réwniez jest mozliwy, oznaczmy przez w jakakolwiek, od zera
odmienna liczbe wymierna; jezeli tedy okreslimy zbiér (K;) jako
zbidr liczb wymiernych, nie wigkszych od liczby w, a zbiér (K,)—
jako zbiér wszystkich innych liczb wymiernych, to oczywiscie
urzeczywistnimy przypadek 1-szy; jezeli za$ okreslimy zbiér (Kj),
jako zbiér liezb wymiernych mniejszych od liczby w, a zbiér (K,)—
jako zbiér wszystkich innych liczb wymiernych, to urzeezywistnimy
oezywiscie przypadek 2-gi. Ostatecznie kazdy z rozwaZanych trzech
przypadkéw jest rzeczywiscie mozliwy.

Jezeli pewien przekrdj (P) zbioru liezb wymiernych stanowi
taki podzial tego zbioru, przy ktérym zachodzi jeden z dwdch
pierwszych przypadkéw wymienionych wyzej, jezeli innemi slowy,
istnieje pewna liczba wymierna w, ktéra jest albo najwigksza
z liezb wymiernych pierwszej kategoryi w stosunku do rozwaza-
nego przekroju, albo najmniejsza z liczb wymiernych drugiej ka-
tegoryi w stosunku do tegoi przekrojn, to wéwezas zowiemy prze-
kréj (P) przekrojem pierwszego gatunku, a liczbg wy-
mierng w — liczbg poloZona na tym przekroju.

Kazdy przekrdj zbioru liczb wymiernych, ktéry nie jest prze-
krojem pierwszego gatunku, a wige kazdy przekrdj zbioru liezb

1a2%
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wymiernych, ktéry oznacza taki podzial zbioru liczb wymiernych,
przy ktérym nie istnicje ani najwigksza liczba posréd liezb wy-
miernych pierwszej kategoryi w stosunku do tego przekroju, ani
liczba najmniejsza posrdéd zbioru liezb wymiernych drugiej kate-
goryi w stosunku do tego przekroju, zowie sig przekrojem dru-
giego gatunku zbioru licah wymiernych.

§ 61. Z wyjasnieri powyZszych wnosimy natychmiast, ze
pierwszego gatunku przekréj zbioru liczb wymiernych moZemy
oznaczyé w zupelnosel, poslugujac si¢ wylseznie teoryn liczhb wy-
miernych, albowiem, skoro oznaczymy liczbg wymierna, polozony
na przekroju z nadmienieniem, czy liczba ta nalezy do 1-szej cay
do 2-giej kategoryi liczb w stosunku do przekroju, o oznaczenie
ktérego chodzi, to tem samem okreslimy w zupelnofei rozwaZony
przekrdj.

Mniej tatwo dostrzegamy, Ze teorya liezb wymiernyeh dostarezyé
nam moze takze érodkéw, w pewnych przypadkach przynajmnicj, wy-
starczajaeyeh do zupelnego oznnezenia przekroju drugiego gatunku.
Przekonamy si¢ jednak na przykladzie, Ze okolieznodé ta zachodzi
wrzeczywistosei; ale najpierw musimy wylozyé pewne uwagi wstepne.

Oznaczmy przez w jakgkolwick liezbe wymierng. Oezywideie
moie sig zdarayd, e istnieje powna druga liczba wymierna x, ktéra
sprawdza réwnanie

r=w,

W takim razie orzekamy, Ze liczba w jest kwadratem zupel-
nym. Latwo mozemy przekonaé sig, ze istnieje nieskorezenie wiele
liczb wymiernych, z ktérych zadna kwadratem zupelnym nie jest:
oznaczmy przez k jakykolwiek liezbe calkowita, od zera odmienna,
a przez n liezbe calkowity, ktéra sprawdza nierdwnodei

k2 <n < (k1)
Powiadam, Ze liczba » nie jest kwadratem zupelnym. Isto-
tnie, z nievéwnosci, ktérym liczba # czyni zado$é, wynika, ze liezba

ta nie jest kwadratem zadnej liczby calkowitej; ale moze istnieje
liczba ulamkowa @, ktéra sprawdza réwnanie

(7) 22=n?
Mogliby$my tedy przyjaé

8 r= ”i.

(8) =1
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liczbe ulamkows nieprzywiedlng, o mianowniku p od jednosei wigk-
szym. Mielibysmy tedy
me
= —p—a ¥
a liczba ulamkowa, stanowigca prawa strone tej réwnosci bylaby
nieprzywiedlng !). Poniewaz mamy p > 1, przeto liczba ulamkowa

m?

P
nie mogfaby sie réwnaé zadnej liczbie calkowitej. Stwierdzamy wige,
#¢ wartosé (8) na & nie moze sprawdzaé réwnania (7) i spostrze-
gamy, ze mozemy wyslowié twierdzenie nastgpujace:

1. Jeteli pewna liczba calkowita n nie jest kwadratem innej
liczby catkowitej, a takich liczb catkowitych mamy nieskonczenie wiele,
to liczba ta nie jest kwadratem zupelnym, czyli nie isinieje Zadna
liczba wymierna, ktdrej kwadrat réwnatby sie powydszej licz'ie a.

Dowiedlidmy wige, ze istnieje nieskonczenie wiele liezb wy-
miernych, z ktérych zadna kwadratem zupelnym nie jest.

Wynik ten mozemy jeszeze uzupelnié, uzasadniajae twier-
dzenie nastgpujace:

1L Zeby liczba utamkowa, przedstawiona w postaci liczby udam-

kowej nieprzywiedinej t;) byta kwadratem zupelnym, jest koniecena
rzecza i wystarczajaca, aeby licenik @ mianownik tej liczby byly
z osobna kwadratami zupednymi.

Azeby tego dowiesd, zaldézmy, Ze mamy

a
$=='5,

oznaczajac przez z liczhe wymierny. MoZemy zawsze prayjaé

m
2= —
p
1) Zaremba. Zarys pierwszych zasad teoryi..., str. 14b, tw. II-gie

i uwaga na str. 146.



— 182 —

0zDACZAJAC prZez

a, poniewaz na podstawie uwagi, ktérs mieliSmy sposobno$é uczynié
juz wyiej, liczba

m!

»*
bgdzie liezbs ulamkows nieprzywiedlng, a liczba

b

jest takg liczbg z zalozenia, przeto (§ 36, tw. III) zachodzilyby obie
réwnosei:
a=m? i b=p?

wyrazajgee wladnie twierdzenie, o ktére chodzilo.

Przechodzimy obecnie do przykladu, ktéry mieliémy podaé.

Oznaczmy przez w jakakolwiek, zupelnym kwadratem nie-
bedacy, liczbe wymierng. W takim razie kwadrat jakiejkolwiek
liczby wymiernej bedzie mdgl byé tylko albo mniejszym albo
wigkszym od liezby w. Mozemy wige podzielié zbiér liczb wymier-
nych na dwa zbiory (4,) i (4,), okreSlajge zbiér (4,) jako zbiér
liezb wymiernyeh, ktérych kwadraty mniejsze sg od liezby w,
a zbiér (4,) — jako zbiér liczb wymiernych, ktéryech kwadraty
wigksze sy od tejze liczby w. Powiadam, Ze ten podzial liczb wy-
miernych na dwie kategorye stanowi drugiego gatunku przekrdj
tych liczb. Istotnie:

4) Zbibr (4,) jest nieskoriezony. Istotnie, liczba w jest od zera
odmienna, poniewaz w razie przeciwnym bylaby kwadratem zupel-
nym. Zatem mozemy wyznaczyé liczbe wymierng, @,, od zera wigk-
sz, ale mniejszg od liczby w.

Przyjmijmy liczbg e, tak, Zeby ona takZe mniejsza by]a od
jednosci. Mamy tedy

<al<w}
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zatem liczba @, nalezy do zbioru (4,), a poniewaz kazda liczba
wymierna, od liczby e, mniejsza, nalezy takie do zbioru (4,), przeto
zbidr ten jest rzeczywidcie nieskonczony.

B) Zbidr (4,) jest takze nieskoriczony, albowiem, jezeli ozna-
czymy przez @, liezbge wymierng, ktéra sprawdzalaby obie nie-
réwnosci

Q>w ioa>1,

@ > ey > w,

to bedziemy mieli

zatem liczba @,, a tem bardziej liczby wymierne, od niej wigksze,
nalezs do zbioru (4,).

C) Kazda liczba @, zbioru (4,) mniejsza jest od kazdej liczby e,
zbioru (4,). Istotnie, nie moze zachodzié zwiazek

@ =0,
poniewaz w takim razie mielibysmy

ai ={ay + (& — @,)})* = ai - 20, (@, — &) (&, — @,)* = ai,
skad i
@ = a,
co byloby sprzeczne ze zwigzkami
a; < w < a3,

Z wynikéw uzyskanych pod 4, B i C wyplywa, Ze rozwa-
zany podzial liczb wymiernych na zbiory (4;) i (4,) stanowi rze-
czywiseie przekrdj zbioru liczb wymiernych. Powiadam, e przekrdj
ten jest przekrojem drugiego gatunku. Istotnie, przyjmijmy w zbio-
rze (4,) jakakolwiek liczhe a,.

Mamy tedy

@ < w. (9)

Oznaczmy przez ; liczbe wymierns wigksza od a,, ale
mniejszg od pewnej oznaczonej liczby; przyjmijmy naprzyklad

a < a -+ 1. (10)
o’ — o= (e + &) (& — @),
o —ai < (2a; 4 1) (e — ). (11)

Mamy
skad
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Mozemy oeczywidcie przyjgé liczbe ey taks, Zeby liczba ta
sprawdzala nie tylko nieréwnogé (10), ale i nieréwnosé

(2ay 1) (&g — @) < w— ai.
W takim razie mamy
o —af <u-—of,
skad
ot < w.

Stwierdzamy wige, ze do kazdej liczby «, zbioru (4,) wmo-
zemy dobraé wigksza od nicj liezhe @, ktéra takie do zbioru (4,)
nalezy.

Dowiedli$my wige, ze w zbiorze (4,) liezba najwigksza nie
istnieje.

Pozostaje do okazania, Ze w zbiorze (4,) nie istnieje liczba
najmniejsza. W tym celu przyjmijmy w zbiorze (4,) jakgkolwiek
liezbe @, 1 oznaczmy przez g liezbe wymierng, od liczhy e, mniejsza,

Mamy tedy

a5 — g = (@ - @) (@ — ) < 2@, (@ — @)

Oczywidcie mozemy przyjaé liezhe ay taka, Zeby$my mieli

2ay (@, — @) < ai—w,
a w takim razie mamy

iR
skad

’‘
a2 > w0,

Zatem liczba wymnierna a;, mniejsza od liczby a,, nalezy do
zbiorn (4,). Mozemy wige do kazdej liezby @, zbiorn (4,) dobraé
inng liezbg ag, takie do sbioru (4,) nalezges, ktéra bylaby mniejsza
od @, Przekonywamy sie wige, ze w zbiorze (4,) nie istuieje liczba
najmniejsza.

Ostatecznie podzial zbioru liezb wymiernyeh na zbiory (4,)
i (4,) stanowi rzeczywideie przekrdj drugiego gatunku.

Przyklad poprzedzajacy poucza nas, Ze nawet drugiego ga-
tunku przekrdj zbioru liczb wymiernych tak moze byé oznaczony,
ieby zadecydowanie do ktérej z dwéeh kategoryi, na ktére rozwa-
zany przekrdj dzieli zbidr liezh wymiernych, nalezy jakakolwiek,
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przez symbol specyficzny ') przedstawiona liczba wymierna w, wy-
magalo tylko kolejnego wykonania na skodezonej liczbie liezb
wymiernych, do ktérych nalezy liczba w, a ktére przedstawione sa
przez symbole specyficzne, skonezonego ukladu (U) ezynnosei, pole-
gajacych albo na wykonaniu jednego z dzialai zasadniezych na
dwéeh liezbach, albo na pordwnaniu iloseiowem dwdeh liczb, z kté-
rych kazda jest albo jedna ze wspomnianych liczb wymiernych,
albo wynikiem juz wykonanyeh czynnosei z ukladu (U). Zeby wy-
razié, iz pewien przekrdj zbioru liczb wymiernveh w taki wlasnie
sposéb jest oznaczony, orzekamy. Ze przekrdj ten jest arytmety-
¢znie oznaczony.

Teraz nasuwa si¢ pytanie: czy wszelki przekr6j zbiorn liezb
wymiernych oznaczouy byé moze arytmetycznie?

Dos$wiadezenie poucza nas, Ze majye nie arytmetyczne, ale
jednak calkiem precyzyjne okreslenie pewnego przekroju zhioru liezb
wymiernych, nie zawsze potrafimy arytmetyecznie oznaczyé ten prze-
krdj. Natomiast z samej istoty pojecia przekroju zbicru liezb wy-
miernych wynika, Ze skoro mamy jakiekolwiek, byle precyzyjne,
okreslenie () pewnego przekroju zbioru liezh wymiernyeh. to
chociazby$émy mnie potrafili przekrojn tego arytmetycznie oznaczyd,
nie mozemy nie przyjaé, ze gdyvbysmy rozporzadzali umyslem do-
statecznie poteznym i wykszlafconym, tobyimy mogli rozwazony
przekréj arytmetycznie oznaczyé.

Te wlasuie okolicznoéé wyrazamy, orzekajae, Ze wszelki prze-
krdj zbiorn liezh wymiernych moze hyé oznaczony arytmetyeznie.

§ 62. Zaldzmy, iz pray oznaczonej jednostee dlugofei u, pe-
wien przekrdj (P) zbiorn liczb wymiernyeh i pewien odeinek pro-
stoliniowy « znajduja sig w takim ze sobg zwigzku, ze odeinek a
nie jest ani mniejszy od zadnego odeinka prostoliniowegn. ktérego
miara réwnalaby si¢ jednej z liczb pierwszej kategoryi (4,) liczb
wymiernych w stosunku do przekroju (P). ani wigkszy od Zadnego
odeinka, ktérego miarg bylaby jedna z liczb drugiej kategoryi (4,)
liczb wymiernyeh w stosunku do teguz przekroju.

Zeby wyrazié, iz praekréj (P) zbioru liczb wymiernych i od-
cinek prostoliniowy a znajduja si¢ pray jednostee diugogei 4, w pa-
wyzszym ze soby zwiazku, orzekamy, 7e przekrdj (P) 1 odeinek a

1) Za symbol specyficzny liezby ulamkowej uwaZamy symbol ilorazu licanika
i mianownika, przedstawionych w numoracyi dziesietnej.



