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mniejsza wartodé p, na p, ktérej odpowiadaé bedzie taka wartosé
na m, zeby zwigzek (1) pociaggal za sobg zwigzek (2), ale, a priori
nie jest wyklueczona ewentualno§é, w ktérej, przy poprze-
dzajacem okredleniu liezb m, i p,, zwiszek (5) nie pociggalby
za soba zwigzku (6), gdyz daloby si¢ pomyéleé, iz nieréwnodé
i =m, pocigga za sobg réwnosé c,,= ¢, tylko przy wartoéciach
na p wiekszych od p,, a nierdwnosé i = m — réwnodé Cigp, = € —
tylko przy wartosch na m wigkszych od m.

Otéz na podstawie twierdzenia poprzedzajicego wspomniany
przypadek zajs¢ nie moze; gdyby owa okolieznoéé wykluezona
nie byla, to zapowiedZ i rozwazamy najmniejsze wartosci na m
i p, przy ktérych zwiagzek (1) pocigga za soba zwigzek (2) nie mia-
~ laby znaczenia precyzyjnego.

Zolézmy, e liczby m i p majg najmniejsze takie wartosei,
przy ktéryeh zwigzek (1) pociggatby za sobg zwigzek (2). W takim
razie peryod

8.,,, cm+1: pExy ﬂm—i-p—h
zowie sig peryodem zasadniczym liczby dziesigtnej peryody-
cznej 4, a cyfra ¢, i eyfry rzedu wyzszego liczby 2 zowis sig cy-
frami regularnemi rozwazanej liczby dziesigtnej peryodycznej.

W razie rédwnosei
m=1

liczba 4 zowie sig liczbg dziesietng czysto-peryodyczng, jezeli
za$§ mamy

m>1,

to liczba 4 ma nazwe liczby dziesigtnej mieszano-peryody-
cznej, a cyfry
Ciy Gyzicv 0

m—1

zowig si¢ cyframi nieregularnemi liezby 4.

§ 55, 1. Liczba dziesigina wieskoniczona A, przedstawiajgea wynik
rozwiniecia jakicjkolwiek liczby wymiernej L na liczbe dziesietna, jest
liczba dziesictna peryodyczng. Jeseli liczba L mode byé przemieniona
doktadnie na liczbe dziesietng, to peryod liczby A réwna si¢ zeru;
w razie przeciwnym, peryod ten jest od zera odmienny.

Zeby twierdzenie to uzasadnié, zwaZmy, Ze zawsze mozemy
przyjaé:

w
dn= 7 (1)
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oznaczajac przez w i b dwie liczby catkowite, z ktérych b jest od
zera odmienna. Pragnac zapewnié¢ dalszym rozwazaniom mozliwie
najwigkszy stopien ogdlnosei, nie bedziemy zakladali, iz liczba
ulamkowa

i
b

jest liczbg nlamkows nieprzywiedlns.
Poniewaz redukt liczby 4, doprowadzony do cyfry jednostek

dziegigtnych jakiejkolwiek wartoéei i_(OJTi’ przedstawia wartodé przy-

blizong « liczby %, doprowadzong do cyfry jednostek dziesigtnych

o
tejze wartodei 1%?’ przeto tw. I-sze z § Dl-go uwaiane byé mote

za regule ogdlng do wyznaczenia reduktéw tej liczby dziesietnej 4,
kiéra przedstawia wynik rozwijania liczby ulamkowej %" na liezbe

dziesigtng nieskonczons, Zeby tg regule wyslowié w postaci najdo-
godniejszej do dalszych rozwazan, oznaczamy przez u liczbg dzie-
sigtng nieskonczong, ktérg okreslamy w sposéb nastgpujacy: liczba
jednostek dziesigtnych wartodei 10°=1 liezby # réwna sig liczbie

calkowitej w, a cyfra jednostek dziesigtnych wartodei i%” jakakol-

wiek od zera wigkszg wartosé calkowits mialaby liczba k, réwna
sig w liczbie dziesigtnej nieskonczonej u eyfrze zero.

Poslugujgc sig liczbg dziesigtng nieskonczong u, moZemy wy-
slowi¢ rozwazana przed chwilg regule w sposéb nastgpujacy: re-
dukt 2 liczby dziesigtnej nieskoficzonej 4, doprowadzony do cyfry

&
jednostek dziesigtnych jakiejkolwiek wartodei %’ réwna sig ilo-
czynowi
10%
X108

gdzie oznaczyliSmy przez X calkowity czedé ilorazu podzialu przez

b liczby W jednostek dziesigtnych wartosei l’{%;

w liczbie dziesig-

tnej nieskoniczonej u.
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Na podstawie reguly poprzedzajgcej liczba L, jednostek war-
tofei 109=1 w liczbie 4 réwnaé si¢ bedzie calkowitej czedei ilo-
razu liczby w przez liczbe b.

Oznaczmy odno$ng reszte przez », i uwazajmy dwa ciggi na-
stgpujace:

Yoi i3 tesis (2)
C1y Coy Cgyee (3)

gdzie pierwszy wyraz pierwszego ciagu jest okreslong juz liczbg r,,
a dalsze wyrazy tegoz ciggu i wszystkie wyrazy drugiego okre-
§lamy w sposéb nastgpujacy: przy kazdej, od jednodei nie mniejszej
wartodei wskaznika k& symbole ¢, i », oznaczajg odpowiednio calkowits,
cz¢sé ilorazn 1 reszte podzialu przez b iloczynu 10.7,_,. Definicya
poprzedzajaca okresla oczywidcie w zupelnodei eciggi (2) i (3).

Powiadam, %e wyraz c, rzedu & w ciggu (3) przedstawia cyfre
jednostek wartodei I%}“‘ w liczbie 4. Zdanie to réwnowazne jest na-
stepujacemu:

Oznaczajac przez L, liczbe jednostek wartosei ﬁ)—k w liczbie 4,

mamy wzdr

Ly=ILo. 104 ¢, 101 ¢ 10~2 ...+ ¢,y . 10t 0. (4)

Zeby dowiesé, ze okolicznosé ta zachodzi rzeczywiscie, zwazmy
najpierw, iz na podstawie reguly wspomnianej przed chwilg, liczba
Ly réwna sig w kazdym razie calkowitej czedei ilorazu podzialu
przez liczbg b liczby jednostek wartosci i::)_* w liczbie u, a wige
lieczby — w.10% nastepnie zalézmy chwilowo, ze wzér (4) zacho-
dzi, o ile wskaznik % nie jest wigkszy od pewnej liczby calko-
witej ¢ (¢ = 0), umawiajge si¢ przytem, Ze dla k=0 wyraZenie,
stanowigce praws strong réwnosei (4), przedstawia Lo, i zaléZmy
nadto, Ze w razie zwigzku k& =i reszta podzialu r, liczby w .10
przez liczbg b réwna sie wyrazowi r, ciggu (2). Mamy tedy:

w.10'=(Ly 104 ¢, 10-1+4-¢, 102 ... ¢,y . 104-¢) .07, (B

Poniewaz liczba L, jest calkowity czgdcig ilorazu podzialu
przez b liczby w. 10" ktérej liczba dziesigtkéw réwna sig liczbie
w. 10, przeto na podstawie teoryi dzielenia liczb calkowitych za-
chodza okolicznodei nastgpujace:
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1%, Liczba dziesigtkéw liczby Ly, réwna sig calkowitej czedei
L; ilorazu podzialu przez b liezby w .10

20, Poniewaz pozostala reszta réwna sie liczbie 7,, przeto, ozna-
czajge ogdlnie przez ¢, eyfre jednostek dziesigtnych wartosei -1%—‘ liczby

dziesigtnej nieskoriczonej 4, cyfra jednodei ey, liezby L, réwna sig
ilorazowi podzialu przez b sumy

10 . 7, 4 cyfra jednosei liezby w. 1071 =10 .1, 0=10 .7,

3. Reszta dzielenia poprzedzajacego réwna sig reszcie ry,
podziatu liezby w .10 przez liczbe b.

Zatem na podstawie chwilowo przyjetego zaloZenia, mamy

Cipr = Cipa
Tipr = Tepa-
Gdyby wige réwnosé (4) i réwnosé
(6) ="

zachodzily w razie, kiedy mamy %k =1, to réwnosci te zachodzilyby
takze i w razie, kiedy mamy k=i 1. Poniewaz zad dla k=0
réwnoéé (6) zachodzi rzeczywideie na podstawie definicyi symbolu 7,
a réwnodé (4) redukuje si¢ do tozsamodei

L'o — Lo’
albowiem uméwiliSmy sie¢ wyzej, ze dla k=0 wyrazenie

Ly 10t 4¢, . 10t 46, . 1024 ... F-¢,, 10+ ¢,

przedstawiaé ma liczbe Ly, przeto réwnosei (4) i (6) zachodzg przy
wszystkich wartodciach na £, na podstawie zasady indukeyi mate-
matycznej.

Zatem, w szczegGlnosel, wyraz jakiegokolwiek rzedu ¢, w ciggu
(4) przedstawia rzeczywiscie cyfre jednostek wartosei %‘w liczbie 4.

Obecnie mozemy juz latwo uzasadni¢ peryodyeznosé liezby
dziesigtnej nieskoriezonej 4.

Poniewaz kazdy wyraz ciggu (3), jako resazta podzialu pewnej
liczby calkowitej przez liczbe calkowity od zera odmienng b, jest
liczbg calkowits, od liczby b mniejsza, a rozwazany ciag jest cia-
giem nieskoriczonym, przeto nie kazde dwa wyrazy tego ciggu beds
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odmienne od siebie mialy wartodei, Oznaczmy przez r,_; taki
wyraz najniZzszego rzgdu w ciagu (3), zeby w ciagu tym istnial drugi
wyraz jemu réwny. Oznaczmy tedy przez 7,4, , taki wyraz naj-
nizszego rz¢du ciagu (3), azeby$my mieli

Pitp—1 = Yo—1- (M)
Powiadam, ze wlwezas zwigzek
i=m (8)
pociagaé bedzie za soba réwnodé nastepujaca:
Viip—1 =% g (9)

Istotnie, zalézmy chwilowo, Ze nier6wnofé (8) pocigga za soba
réwnosé (9), a to w tym przypadku, kiedy wskaznik ¢ nie jest
wigkszy od pewnej liczby k. Mamy tedy

Pipp—1 =— Tr—1y

a poniewaZ », i r,, stanowig odpowiednio reszty podzialu liczb
107y 1 1094y, , przez liczbg b, przeto, ze wzgledu na powyzZsza
réwnosé, bedziemy mieé

Vikp — Tk

Gdyby wige zwiazek (8) pociggal za soba réwnodé (9) pod
warunkiem, zeby liezba 4 nie byla wigksza od pewnej liczby %
(k=m), to zwigzek (8) pociggalby za soby réwnosé (9), byleby
tylko liczba i nie byla wigksza od liezby &~ 1, a poniewaz w ravie
i=m réwnosdé (9) nie rézni si¢ od réwnosei (7), ktéra zachodzi
niezawodnie, przeto zwigzek (9) rzeczywiscie zachodzi przy wszyst-
kich, zwigzkowi (8) czynigeyeh zadodd, wartoseiach na wskaznik 2.

Whosimy stad natychmiast, Ze zwigzek (8) pociaga takze za
sobg réwnodé

Ciyp = Ci (10)

albowiem liczby ¢, i ¢ stanowig odpowiednio calkowite czgdel
ilorazéw podzialu réwnych sobie liezb 7., ; i 7., przez liczbe b.

Dowiedliémy wige, Ze liczba dziesigtna nieskoriczona 4 jest
liczbg dziesigtng peryodyczng o peryodzie w, okredlonym przez wzor:

© = Cn 1071,y 102 oy 10 oy (10)
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Jezeli peryod @ liezby 4 réwna sie zern, to w takim razie
cyfra ¢, 1 wszystkie cyfry rzeddw wyzszych liczby 4 réwnajg sie
zeru i liezba L, na podstawie tw. II-go z § 53-go, moze byé do-
kladnie zamieniona na liczbe dziesigtng skorczong; gdy zas pe-
ryod o liczby 4 jest od zera odmienny, to liczba L nie moze byé
przemieniona dokladnie w liezbg dziesigtng, poniewaz (§ 53) wy-
nikiem rozwinigeia na liezbe dziesiging nieskonczong liczby dzie-
sigtnej skoriczonej jest liczba dziesigtna nieskodezona, ktérej wszyst-
kie cyfry, poczynajae od pewnej cyfry dostatecznie wysokiego rzedu,
réwne sg zeru, a w razie obeenym liczba 4 oczywiscie wlasnosci
tej mie posiada.

Uzasadnilidmy wige w zupelnosci twierdzenie, o ktére chodzilo.

Z twierdzenia tego wynika, Ze zgodnie z tem, cofmy zapo-
wiedzieli w § H3-cim, nie kazda liczba dziesigtna nieskonczona uwa-
#ana byé moze za wynik rozwinigeia liezby wymiernej na liczbe
dziesietns, nieskonczona,

Uzyskane wyniki moZemy uzupelnié, uzasadniajge twierdzenie
nastepujace:

II. Pray powyszszem okresleniu liceb m @ p liczby e majq naj-
mniejsze 2 tych wartodei, pray ktérych wogdle 2wiazek (8) pociaga za
soba rdéwnosé (10), skad wynika, se peryod w, okreslony wzorem (11),
jest peryodem zasadmiczym liczby A, a w razie nierdwnosei m > 1,
cyfry

Cry Copevr Cuey

sa niereqularnemi cyframi rozwazanej liczby deiesietnej peryodycznej.

Istotnie, poniewaz liczba 4 jest liczby dziesigtng peryodyeczng,
przeto istnieé beds (§ 54, tw. II) pewne dwie najmniejsze liczby
calkowite m’ i p/, (m' = 1), (p’ = 1), takie, zeby zwigzek
(12) i=m
pociggal za sobs zwigzek
(13) c‘,i_pa = G¢.
Z definicyi ciggéw (3) i (4) mamy ogélnie
(14) 10.7,=b.¢+r.

Poniewaz w réwnodci tej litera ¢ oznacza jakgkolwiek liczbg

calkowity od jednoSci nie mniejsza, przeto mozemy zastapié w roz-
wazZanej réwnodei i przez i p'.
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W taki sposéb uzyskamy réwnodé

10 7y = b . e+ T

Zalézmy, Ze liczba i sprawdza warunek (12), w takim razie
z réwnoéci poprzedzajascej mamy

10 ”'|+Pﬂ__1 = 6 G —l" rH_pr (15)
ze wzglgdu na réwnodé (13), ktéra w rozwazanym przypadku za-
chodzié bedzie.

Z réwnodei (14) i (1b) wynika, ze w razie zwigzku

Ticy = Tyt
mamy

i 1= Vs
a w razie nierdwnoseil

_ Yioy > Pigpra
— nieréwnosé

Ti > Fgpr s
Jezeli wige oznaczymy ogdlnie przez d, réznice liczb 7,1 7y,

to na tej podstawie, Ze zwigzek (12) pocigga za sobg réwnodei (14)
i (15), zwigzek (12) pocigga za sobg i zwigzek:

10. dl—l = d{, (16}
skad znown wynika, ze zwigzek (12) pocigga za sobs zwigzek
teg=:10""d, 5, 7

~ albowiem dla i =m zwigzek ten jest prosts tozsamoscig, a gdyby
rozwazany zwigzek zachodzil przy pewnej od m nie mniejszej war-
todci na 4, to ze waglgdu na réwnos$é (16) omawiany zwigzek za-
chodzilby jeszeze, gdybysmy liczbe i o jednosé zwigkszyli, z czego
wnosimy na podstawie zasady indukeyi matematycznej, Ze zwigzek
(17) rzeczywiscie zachodzié bedzie, byleby liczba ¢ sprawdzala wa-
runek (12). Gdyby liczba d,,_; byla od zera odmienna, to ze wzgledu
na wzér (17), mogliby$my na i znalesé wartosé tak wielks, aze-
byémy mieli
diy > b,

co przy zadnej wartosei na i w rzeczywistodei zachodzié nie moze,
poniewaz d,_, jest rézmicg liczb .y 1 7y,,, z ktérych kazda jest
od liczby b mniejsza,



Mamy wige
dm——'.l = 0
oraz ogélnie

4y =0,

byleby liczba i sprawdzala zwigzek (12).
Ostatecznie wige, zwigzek (12) pocigga za sobg réwnosé

(18)

Vippra = i1+

Zatem, w szczegdlnodei, mamy

Tontdprm1 = Tmic1 s

a poniewaz oznaczylismy przez m i p mozliwie najmniejsze liczby,
od jednodci nie mniejsze, lecz takie, zeby zachodzila réwnosé (7),
przeto nie mozZe zachodzié zadna z nieréwnogel

m<m 1 p<p

7 drugiej znéw strony nie moze fakZe zachodzié Zaden
ze zwigzkdw

m'>m i p>p,

gdy? oznaczyliSmy przez m’ i p’ takie najmniejsze liczby calko-
wite (§ D4, tw. II), zeby zwigzek (12) pociagal za sobg zwigzek (13).
Mamy wige réwnosei:

m=m' oraz p=7p/,

ktére wlasnie wyrazaja twierdzenie, o dowdd ktérego chodzilo.

§ 56. Wobec wynikéw uzyskanych w paragrafie poprzedza-
jacym. nasuwajg sie pytania nastgpujace:

10. Od jakiej wlasciwosei liczby ulamkowej zaleZy istnienie
lub nieistnienie cyfr nieregularnych w liczbie dziesietnej peryo-
dyeznej. na ktéra rozwazang liczbe ulamkows mozemy rozwingé.

20, Ozy kazda a priori dowolnie dana liczba dziesigtna peryo-
dyczna A uwazana byé moze za wynik rozwinigeia na liczbg dzie-

sigtng nieskoriczong oznaczonej liezby ulamkowej %ﬂ, ktéra o ile

istnieje, zowie sig liczbg ulamkows rodna w stosunku do liezby
dziesigtnej peryodyecznej 4; wyznaczyd, w razie jej istnienia, liczbe
ulamkows rodng danej liczby dziesigtnej.

Zeby na pytania te, ktére w blizkim ze sobg zwiazku znaj-
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dujg si¢, odpowiedzie¢, zachowajmy najpierw wszystkie oznaczenia
paragrafu poprzedzajacego i uwazajmy liezby L, 1 Lpy,_q, 2 kté-
rych pierwsza oznacza w liczbie dziesictnej peryodycznej 4 liczbg

jednostek dziesigtnych wartodei ktérych eyfra poprzedza

1
101
bezposrednio pierwsza cyfre regularng, a druga — liczbe jedno-

ktéryeh eyfra jest p-tg cyfra

o o 1
stek dzleSIQtnych wartosel Tt

regularng liczby 4, gdzie znéw p przedstawia liczbe cyfr peryodu
liczby 4 o najmniejszej liczbie cyfr. Mamy. tedy:

w. 10" = Ly . b7y (19)

oraz
w0V =L o b Tt (20)

skad
0., 107 (10°— 1) = (Lo — Lins) B (21)

albowiem mamy
Yokp—1 — Tom1 — 0,

na podstawie réwnosei (7).
Poniewaz za$ oznaczylidmy przez @ peryod zasadniczy liczby
dziesigtnej peryodyeznej 4, przeto mamy jeszeze oczywiscie

Lppoy =Ly 100+ . (22)

mp—

Z réwnodei (21) mamy:

W Lnl+j=-1 S Lm—"l.

b~ 10" 1, (10° — 1)
skad
w__ Ly, .(10—1)4 o ,
b 10m1 (100 —1) (23)
ze wzgledu na wzér (22).

Z réwnosei (23) wyplywa twierdzenie nastepujace:

L. Jezeli uwazaé bedziemy symbol w za peryod zasadniczy a priori
danej liczby dziesiginej peryodycznej A, ktdrej peryod obejmuje p cyfr,
e L, , — =za symbol, oznaczajacy liczbe jednostek dziesigtnychs
ktérych cyfra poprzedza bezposrednio pierwsza cyfre regularna, to

w razie istnienia w stosunku do .liczby 2 liczby wlamkowej rodnej -:;’,

wartosé liezby EE bytaby okreslona przez wzér (23), a poniewas . na

Arytmetyka leorelyczna. 11



— 162 —

podstawie twierdzenia I-go z § 53-go, liczba dziesigtia nieskon-
czona, na ktdrg rozwinaé mozemy dang liczbe, lylko od wartodci tej
liczby zaledy, przeto, moemy uzupelnié wniosek popreedzajacy doda-
jac, %e w razie istnienia liczby ulamkowej rodnej w stosunku do
liczby A, kazda liczba utamkowa ?:,
wwazana byé moze za liczbe ulamkowa rodng w stosunkw do liczby A.

7 twierdzenia poprzedzajscego wynika, Ze pozostaje do zba-
dania, ezy wynikiem rozwinigeia liezby ulamkowej

Lo 2(10° 1) - 0
10%3, (10*—1)

ktéra sprawdza rdwnanie (23),

(24)

na liczbe dziesigtna nieskodczons jest rzeczywiscie liczba 4.
W tym celu nwazajmy calkiem ogélnie liczbe ulamkows na-
stepujaes:
A4.(100—1)4- 9
{25) B 10m——|.'(_1'&:'ij 3

gdzie oznaczylismy przez A calkiem dowolnie przyjets liczbe cal-
kowita, przez m i p dwie, od jednosei nie mniejsze, ale poza tem
jakiekolwiek liczby calkowite, a przez @ — liczbe calkowity naj-
wyzej p-cyfrowy, ale poza tem jakakolwiek. Wyrazenie (20) jest
ogblniejszej natury od wyrazenia (24); Zeby sobie nalezycie ngwia-
domié wzajemny stosunek tych wyrazen, zwréémy si¢ najpierw
do przykladu:
A=32T, m=3, p=4 i Q=2727
1 uwazajmy liczbg dziesigtng peryodyezns
3, 21
Gdybyémy byli mogli przyjaé
L,;=321, m=3, p=4 i o=2121,

to powinnaby istnie¢ liczba dziesigtna peryodyczna 4 o wlasno-
deiach nastepujgeych:

1°, Liczba jednostek wartosei i%‘ w tej liczbie réwna sig 327.

20, Liczba jednostek wartosci li()ﬂ w tejze liczbie réwna sig
liezbie 3272721.
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8%, Cyfra jednostek wartosei 1%3 nalezy juz do cyfr regu-
larnych.

4°. Liczba A4 posiada peryody 4-cyfrowe (z ktérych jeden
z koniecznosei juz réwna sig liczbie 2727),

0. Peryod 2727 jest zasadniczym peryodem liezby 4.
6° Cyfra jednostek wartodei 1—(];-!-1 jest pierwsig cyfrg regu-

larna liczby 4.
Czterem pierwszym warunkom czyni zadodé liczba dziesigtna
peryodyezna
5, 97

i tylko ta jedna liczba, ale liczba ta nie czyni zadoéé ani H-muy,
ani 6-mu warunkowi.

Zatem w wyrazeniu (24), liezby L,_, 1 o rozwazanych war-
todei przyjaé nie moga.

Natomiast spostrzegamy z latwoseis, Ze liczbom 4 i 2 odpo-
wiada w kazdym razie jedna i tylko jedna liczba dziesigtna peryo-
dyezna @, w ktorej

réwna sie liczbie A,

19, liczba jednostek wartosei 1(71’" ey

20, liczba jednostek wartosei , téwnasig liczbie 4 .10°+4-Q,

ov-
30 cyfra jednostek wartosei % nalezy juz do cyfr regularnych,

40, istniejs peryody p-cyfrowe (z ktéryeh jeden réwna si¢ juz
z koniecznosei liczbie 2), ale stwierdzamy zarazem, ze whrew temu,
co zawsze zachodzi przy liezbie 4, odpowiadajacej w sposéh analogi-
czny wzorowi (24), peryod £ moze nie by¢ peryodem zasadniczym,

a cyfra jednostek wartosei 1—(1-)-‘;‘ — moze nie byd pierwszg cyfry
regularns.

Powiadam, ze zachodzi twierdzenie nastgpujace.

IT. Jezeli tylko liczba 2 nie jest liczba p-cyfrowa, ktdrej wszysthkie
cyfry sa dziewigtkami, jeeli wige liczba Q nie jest najwicksza licebg
p-cyfrowa, jedeli, jednem stowem, mamy

Q<100 —1, (26)
11%
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to liczba utamkowa (25) jest liczbg utamkowa rodng w stosunku do
liczby @; jezeli zas mamy

(27) Q=10r—1,

to liczba wtamkowa (20) nie jest liceba utamkowq rodna w stosunku
do liczby .
Istotnie, w przypadkn wyjatkowym, kiedy zachodzi ré-
wnosé (27), mamy
A4.10—1)+02 A+41
10"t (10r—1)  10™1°

skad wynika, Ze liczba (25) réwna sig tedy liczbie dziesigtnej skon-
czonej i dlatego wynikiem rozwinigeia jej na liczbe dziesigtng nie-
skoniezong rzeczywiscie nie jest liczba @, lecz pewna liczba dziesigtna
peryodyezna o peryodzie réwnym zeru.

Zwréémy si¢ obecnie do przypadku ogdlnego, kiedy zachodzi
nieréwnoéé (26). Oczywifcie mamy tozsamosciowo:

(4.(100 — 1)+ 2) 101 = 4. 101, (10 — 1) +- 2. 101
Oras
{(4.(100— 1)+ Q) 10™#1= (4. 10" Q). 10" (10" — 1)+ Q. 10"~

Mamy wige
(28) w.10"™1=4.5+4 Q.10
(29) w 10" 1=(4.10"4 Q). b4 .10,
prayjmujae

w=A.(10"—1 0

(0 b— 10m£1 (107 m];l)_

Na podstawie nieréwnosei (26), mamy
(31) Q.10"1 < b,

Zatem, liczba A i liczba A.10° 4+ Q réwnaja sig odpowiednio
calkowitym czesciom ilorazéw podzialu przez liczbe b liezby w. 10"+
i liesby w.10™"=4 a odnoéne reszty sg réwnemi pomiedzy sobg
liezbami, ktérych wspélng wartodé przedstawia wyrazenie Q. 102,

Z tego wynika, Ze liczba dziesigtna nieskodczona 2, na ktéry

mozemy rozwingé liezbe %, przy wartosciach (30) na h:'czby wib

ma wlasnosei nastepujgce:
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10, I:.icziaa jednostek wartodei jf)i'["“ , W liezbie 2 réwna sig
liczbie A.
29, Liczba jednostek wartodei

sig liczbie 4.10° | Q.
Powiadam, Ze liezba 4 ma jeszeze nastepujacs wlasnodé: jezeli

fO—"'%"‘:i w tejze liezhie 4 réwna

oznaczymy w niej ogdlnie przez ¢, cyfre jednostek wartosei I!(')T" to

zwigzek
i=m (32)

pociggaé bedzie za sobg réwnodé
c{-{-p =G. (33]

Istotnie, zaléZmy, Ze przy tworzeniu ciggéw (2) i (3) przyje-
liSmy na wib wartofei (30). W takim razie wyraz ¢, rzedu jakiego-
kolwiek k& w ciagn (4) przedstawiaé bedzie wlasnie ten element,
ktéry przed chwily oznaczyliSmy przez ten sam symbol, a nadto
WYIAZY Ty 1 Twmyp—y ciagu (2) sprawdzaé bedg réwnania nasteg-
pujace:

Vg == Q.10m
=£0.10m1,

incpep—

albowiem dowiedli§my w paragrafie poprzedzajacym, Ze jakikolwiek
wyraz r, ciagu (3) rédwna si¢ reszeie podziafu liczby w.10* przez b,
a widzieliSmy wyzej, ze przy wartoseiach (30) na w i b resaty po-
dzialu przez b liczby w.10"1 i liczby w . 10™=1 réwnajg sig jedna
i druga liczbie £.10m-1,

Z powyzszych réwnodei mamy

Ymep = fm-}-p—‘.l. Y (34)

gdzie oczywiscie symbole m i p przedstawiajg liczby calkowite,
w inny sposéb okreslone, anizeli te, ktéreémy w paragrafie poprze-
dzajaeym przez te same symbole oznaczyli; z tej przyczyny obe-
cnie liczby m ip niekoniecznie najmniejsze majs wartodei,
przy ktérych réwnodé (34) zachodzi.

Poniewaz jednak dowdd, podany w paragrafie poprzedzajgeym
na to, ze zwigzek (8) pociaga za sobg rédwnoéé (10), opiera sig wy-
Iacznie na réwnoéei (7), a bynajmniej nie na tem, ze liczby m
i p najmniejsze maja wartodci, przy ktérych réwnodé ta zachodzi,
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przeto mozemy obecnie wywnioskowa¢ z réwnofei (34), Ze zwia-
zek (32) pocigga za sobg (33).

7 tego wynika, Ze liczba dziesigtna uieskorczona, na ktdry
mozemy rozwinagé liczbe ulamkows (25) w przypadku, kiedy za-
chodzi nieréwno$é (26), zlewa sig z liezby dziesigtng peryodyezna,
ktérg oznaczylismy przez @. Uzasadniliémy wige w zupelnodcei twier-
dzenie, o ktére chodzilo.

Natychmiastowem nastepstwem twierdzen I-go 1 II-go jest
twierdzenie nastgpujace:

_ III. Warunek konieczny i wystarczajacy, azeby oznaczonej liczbie
dziesigtnej peryodycznej A odpowiadata liczba wéamkowa rodna, po-
lega na tem, teby w razie, kiedy peryod zasadniczy jedna tylko cyfre
obegjmuge, cyfra ta nie byla dziewiatka. Kiedy warunek ten jest spel-

niony, liczba ulamkowa rodna jest kaida liczba %’, sprawdzajaca

réwnanie :
w_ Ly (10 —1)+o

@) b 0L (10— 1)

gdzie oznaczylismy przez p licebe cyfr, objetych przez ‘g;eryad zasa-
dniczy, przez © wartodé tego peryodu, przez m rzad fajnidszego rzedu
cyfry reqularnej, a przez L,_, liczbe jednostek wartosci 1—0—1—_-1.

Na podstawie twierdzen powyzszych moZemy jeszeze uzasadnié
twierdzenie nastgpujgce:

IV. Warunek konieczny i wystarczajgcy, aeby wynikiem rozwi-
nigeia na liczbe dziesiglna mnieskoriczona oznaczonej liczby ulamkowej

wieprzywiedlnej? byta liczba dziesigina czysto peryodyczna, po-

lega na tem, zeby mianownil b nie byt podeielny ani przez 2 ani
przez D; jeeli warunel ten spelniony nie jest, jeteli wice mamy ma
liczbe b wzdr nastepujacy :

b=1b,.2%.58,

gd?ie oznaczylismy przez by licebe, kibra nie jest podzielna ani preez 2
anm przez B, a preez a i § dwie liczby calkowite, z ktérych jedna

preynajmniej jest od zera odmienna, to, rozwijajac liczbe % na liczbg

dziesiging nieskonczong, otrzymamy liczbe dziesiging mieszano - peryo-
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dyczna, w ktdrej liczba cyfr nieregularnych réwnaé sie bedzie wigkszej
z liczb a i B, albo wspdingj ich wartosci, gdyby one byly rdwne sobie.

Zeby twierdzenie to uzasadnié, zwréémy si¢ do réwnodei (35).
Réwnosé ta réwnowazna jest nastepujacej:

1071, (10" — 1) . 0 = {Ly_y (10° — 1)+ w}. b.

Zaléimy, ze liczba 1:: jest liczba ulamkows nieprzywiedlng.

W takim razie liczby w i & beda liczbami wzglednie pierwszemi,
a poniewaz na podstawie réwnodei poprzedzajacej liezba b jest
dzielnikiem iloczynu

101, (10" — 1) w0,
przeto liczba b jest dzielnikiem liczby

10™2(10° — 1). (36)

Zeby posunaé sig dalej, uzasadnimy uwage nastepujaca: jezeli
liczba ecalkowita, ktéra przedstawia wzér

10=1(10” — 1). (37)

gdzie oznaczyliSmy przez m' i p’ dwie od jednosei nie mniejsze
liczby calkowite, podzielna jest przez liczbe b, to mamy zarazem
m' =m (38)
p=p. (39)
Wprawdzie przy rozwijaniu dowodn twierdzenia niniejszego
opiera¢ sie bedziemy tylko na réwnosci (38), ale uzasadnimy i nie-
réwnosé (39), Zeby uwidoeznié, w jaki sposdb obie te nierdwnosei
ze wspdlnego Zrédia wyplywaja.
Zalézmy, iz wyrazenie (37) przedstawia liczbg calkowits po-
dzielng przez liczbe b; mamy tedy

1071 (10" — 1) =b. f, (40)

oznaczajac przez f pewnsy liczbe calkowits.
Oznaczmy przez L', , i o' calkowity czeéé ilorazu i reszte
podziatu iloezynu w . f przez liczbe 10" — 1. Bedziemy tedy mieli)

w.f=10"—1) L0, + (41)
o < 107 — 1. (42)
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Z réwnosei (41) mamy:
w.f.b={10" —1) L'w_y + @'} b,
skad ze wagledu na 1'6wnoéé (40) mamy:
10™-1 (10 — 1) w = {(10* — 1) Ly, + @'} b.
Z réwnodei poprzedzajgeej mamy:
(43) 3= @0;0:____;1)(3}: = T) 3

Na podstawie tw. II-go, wynikiem rozwinigeia liczby ulam-
kowej
(10 =)Ly o
C10"1 (107 — 1)

na liczhe dziesigtna nieskoficzong jest liczba dziesigina peryody-

R B, .
czna, w ktorej cyfra jednostek wartodei o Jest juz niezawodnie

1
cyfrg regularng, a liezba cyfr jednego z peryodéw réwna sig liczbie p'.
Poniewaz ze wzgledn na réwno$é (43) liczba dziesigtna poprzedza-
jaca nie moze réznié si¢ od liczby dziesigtnej nieskoficzonej 4, na
ktdrg rozwinaé mozemy liezbe ulamkows

ot

b 1
poniewaZ nadto w liezbie 2 cyfra jednostek dziesigtnych wartodei
1 : . :
107 jest plerwsza cyfra regularng, a liezba cyfr peryodu o naj-

mniejsze]j liczbie eyfr réwna sie liczbie p, przeto, zgodnie z zapo-
wiedzia, kaidy ze zwigzkéw (38) i (39) niezawodnie rzeczywidcie
zachodzié hedzie.

Jakgkolwiek wartoéé mialaby liezba calkowita b, mamy:
b=2%5p6,,

oznaczajge przez b, liezbe calkowits niepodzielng przez sadng
z liezb 2 i b, a przez o i § pewne liczby calkowite, dla ktérych
wartosci zerowe wykluezone nie sa. Zalézmy, se wyrazenie (37)
podzielne jest przez liczbe b.

Poniewaz liczby

by 1 10m—2
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sy liczbami wzglednie pierwszemi, przeto liezba
10 —1
podzielna bedzie przez liczbg b;; poniewaz z drugiej strony liczba
2%, 5p°
jest liczba wzglednie pierwsza w stosunku do liczby
10" —1,
chociazby$my nawet mieli
a=p§=0,

gdyi woéwezas
2% . 6 =1,

a liczba 1 jest liczba wazglednie pierwszg z kazda liczba catko-
wita, przeto liczba
10»=1

podzielna jest przez liczbg 2% HE',
Zwazywszy, ze odwrotnie liezba, ktérs przedstawia wzor (37)
oczywiscie podzielna bedzie przez liczbe b, jezeli tylko liezba

1071
podzielna bedzie przez wyraZenie
2%'Bf/,
a liezba

107 —1

— przez liczbg b,, wnosimy natychmiast z uwag powyzszych, iz
warunek konieezny 1 wystarczajgcy, aZzeby liczba (37) podzielna byla
przez liczbe b polega na tem, zeby liczby

10™-1 i 10 —1
odpowiednio podzielne byly przez
2% BB 1 by.
Oznaczmy przez y' wigkszg z liezb o' i @, albo wspélng ich
wartodé, gdyby liczby te byly réwne sobie. Powiadam, Ze mamy

m—1=49
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Istotnie, stwierdziliémy wyzej, Ze wzdr (36) przedstawia liczbg
podzielng przez b. Zatem, na podstawie dopiero co uzyskanych wa-
runkéw podzielnoei liezby postaci (37) przez liezbg b, mamy

(44) m—1=r.

7 drugiej strony, uwzgledniajae powtérnie podzielnosé wyra-
zenia (36) przez b i warunki podzielnodei liezby postaci (37) przex
tenze dzielnik, spostrzegamy, ze wyrazenie (37) podzielne bedzie
przez b, jezeli przyjmiemy

m —1=y, p'=p.
Zatem, na podstawie zwigzku (38) mamy:
m—1=y.

Zestawiajge zwigzek ten ze zwigzkiem (44), stwierdzamy, Ze
mamy rzeczywiscie

(46) m—1=y,

Poniewaz objeliSmy w rozumowaniu poprzedzajgeem i przy-
padek, kiedy mamy
Yy =0,

przeto réwnosé (4D) wyraza w zupelnosei twierdzenie, o uzasa-
dnienie ktérego chodzilo.

Twierdzenia IIl-cie i IV-te stanowiy ovesywiscie odpowiedzi
ng zapytania, postawione na czele tego paragrafu.

Z faktéw uzasadnionych przy dowodzeniu twierdzenia poprze-
dzajacego i z twierdzen uzasadnionych przedtem wynika, jako na-
atgpstwo natychmiastowe, twierdzenie nastgpujgce:

V. Oznaczmy przez w i b licznik i mianownil liczby dziesietnej
niepraywiedlnej, a przez by najwigkszy, przez tadna z liceb 2 4 D nie-
podzielny dzielnik liczby b (liczba b, oczywidcie réwna bedzie liczbie b
w razie, kiedy ta ostatnia nie bedzie podeielna ani przez 2 ani preez ).
W takim razie liczba cyfr peryodu zasadniczego liczby dziesieinej pe-
w
5)
sig bedzie najmniejszej, od jednosci nie mnigjszej, wartodei catkowitej
na p, pray kibrej liczba 10°— 1 podzielna bedzie przez liczbe by;
nadlo, jedeli liczha p ma jakgkolwick, od jednodci nie mmiejsza, ale

ryodycznej 4, na kibra rozwingé motemy liczbe ulamkowa rdwnaé
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takg wartosé, zeby liczba 107-— 1 preez liczbe by, byla podzielna, to
istnieje peryod liczby A, obejmujacy p cyfr.
§ 57. Oznaczmy przez 4 jakakolwiek liczbe dziesigtna peryo-

dyczna, przez%; wartosé jednostek, ktérych cyfra jest pierwszg

cyfry regularng liczby 4, przez L, _, liezbe jednostek wartosei TOL’““""
w liczbie 4, przez p liczbe cyfr peryodu zasadniczego a przez w
wartosé tego peryodun. Jezeli tedy w stosunku do liezby 2 istnieje
liczba ulamkowa rodna, to na podstawie twierdzenia I go paragrafu
poprzedzajgcego wspomniana liczba ulamkowa rodna réwnaé sie
bedzie liczbie

Lpy.(10°—1)4 @

101, (10°— 1) (46)

Z drugiej strony widzieliSmy, ze jedyny przypadek, w kté-
rym liczbie 4 nie odpowiada zadna liczba nlamkowa rodna, jest
ten, kiedy mamy

p=1

0. (47)

Jaki jest stosunek, ktéry w tym przypadkn wyjatkowym
zachodzi pomiedzy liczbg (46) a liczba 47

Zalétmy, ze réwnosei (47) sy spelnione, 1 oznaczmy przez L
wartodé, ktdérg przybiera wéwezas wyrazenie (46). Mamy tedy:

o Fe el
L=t (48)

Oznaczmy przez x, redukt liczby dziesigtnej peryodyeznej 4,

doprowadzony do cyfry jednostek wartosei zakladajge przy-

=
10%”
tem, Ze mamy

k=m—1. (49)

Na podstawie réwnosei (47) mamy

Ly . 107701 9 (10" - 10571 - ...+ 10 1)
10°

$h=

_ Ly 10"H (10— 1) (10°" - 10214 - 104 1)

czyli .
Ty 1 Ok b
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umawiajge sig praytem, ze, przy k==m — 1, wyrazenie
10" 410~ 4 ... 4+ 1041,

zastepowaé bedziemy przez zero.
Poniewaz mamy ogdlnie

(y — 1) (y* ~|—y°‘“ +ya~9+ —|— Y + 1) = yrz-H =5
przeto wzér powyzszy mozemy przedstawié w postaci nastepujgcej:
& By S0 R0

T, = - _],:_0_*_
skad
g ln 11
WETIO T 10M

zatem, ze wzgledu na (48). mamy

1
€Ty, — L = m.
czyli
; 1
(560) L—a= o+
Gdybyémy byli prayjeli
E<<m—1,
to, jak czytelnik z latwodeiy sam sprawdzi, zachodzilaby nioréwnosé
1
L z, < '1‘0* .
Ostatecznie, mamy w kazdym razie
! 1
b1 et N e
(_ . ) " xk — 101 ¥

a w przypadku, kiedy liezba b sprawdza nieréwnosé (49), zachodzi
nadto réwnosé (50). Poniewaz do dowolnie przyjetej, od zera od-

miennej, ale chodby jak malej liczby & mozemy tak dobraé liczbe
calkowita n, Zzeby nieréwnodé

(52) k=n

pociggala za soba nieréwnosé

1
i<
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przeto stwierdzamy, opierajac si¢ na zwigzku (51), ze do liczby &
mozemy zawsze tak dobraé s, Zeby nieréwnosé (52) pociggala za
sobg, mieréwnoéé

L—ax <e

Zatem, jakkolwiek maly bylby blad e, ktérego przekroczyé
nie cheieliby$my, redukty dostatecznie wysokiego rzedu liczby 4
przedstawialyby wartoé liczby L z bledem mniejszym od &, cal-
kiem analogicznie do tego, co zachodzi w tym przypadku, kiedy
rozwazamy taky liczbe dziesigtng peryodyczng, ktéra posiada liczbe
ulamkows rodng, i kiedy poréwnywamy liczb¢ ulamkows rodng
z reduktami tej liczby dziesietnej peryodycznej, réinica za$ polega
na tem, Ze obecnie, przy dostatecznie wielkich warto$ciach na £k,
zachodzi zwigzek (50), a nie zwigzek

1

L_‘nl<1_0§s

ktéry wachodzilby przy wszystkich wartodciach na k, gdyby
liczba L byla liczbg ulamkows rodng rozwazanej liczby dziesigtnej
peryodyeznej.




