Mamy zatem

aus
T 10F
_ 10#

oraz

ze wzgledu na to, iz liczba I jest od jednosei mniejsza. Ze zwigz-
kéw tych wynika, Ze ta jedyna wartodé na @, ktéra warunkom
zadania czyni zadodé, jest nastepujaca.

Gt TR

a poniewaz w razie, gdyby w liczbie dziesigtnej d cyfry rzedéw

o
wyzszych od eyfry jednostek wartosei % réwnaly sig zeru, mie-

liby$my
=10,

przeto, mozemy jeszeze dodaé, ze w tym razie mieliby$my

) r=d,
a wige i
z=1L.
Uwzgledniajae tw. IIl-cie z § 50-go mozemy przedstawié uzy-
skane wyuniki w postaci twierdzenia nustgpujacego:
IV. Jeseli pewna liczba L réwna sie dokiadnie pewnej znanej
nam liczbie dziesietnej d, to liczba dziesietna x, ktdra przedstawia przy-
blizong wastosé liczby L, doprowadzona az do cyfry jednostek danej

wartosci i—g—ﬁ, moze byé uzyskana w sposdb nastepujacy: wyszukujemy

o

w liczbie d eyfre ¢ jednostek wartosci %g_ﬁ

w liczbie d wszystkie cyfry po prawej stronie cyfry c zerami; liczba
dziesietna ta droga weyskana jest wlasnie liczba x, o ktéra chodzido;
w razie, kiedy w liczbie d cyfry rzeddw wyzszych od cyfry ¢ réwne
sa zerw, mamy oczywiscie

i zastepujemy nasteprie

x=d.

§ 52. Zamianie oznaczonej liczby L na liczbe dziesigtng to-
warzyszg pewne okolicznodei wazne i zajmujgee. Zeby okolicznodei
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te w nalezytem swietle przedstawié, wprowadzamy najpierw pojecie
liczby dziesigtnej nieskodezonej (powiadam ,nieskonczonej“, a nie
nieskonczenie wielkiej).

Zeby zapobiedz wszelkiemu nieporozumieniu nadajemy obe-
enie nazwe liczby dziesigtnej skoficzonej tej rzecay, ktérg
okredlilismy w § 47-tym pod nazws liczby dziesigtnej.
Jednakze, zeby uprosci¢ wyslawianie sig, przyjmiemy regule naste-
pujaca: zamiast wyrazenia liczba dziesigtna skodczona uzy-
waé bedziemy zwykle wyrazenia krétszego liczba dziesigtna,
natomiast zamiast wyrazenia liczba dziesigtna nieskon-
czona tylko wyjatkowo poslugiwaé sie bedziemy wyrazeniem
pliczba dziesigtna® albo krétszem jeszcze wyrazeniem ,liczba‘, i to
oczywiseie tylko w tyeh przypadkach, kiedy wszelkie nieporozu-
mienie bedzie wykluczone.

Zalézmy, Zc na podstawie pewnego ukladu (U) uméw, odpo-
wiada kazde] jednostee dziesietnej rzedn niZszego (a wiec wartosei
wigkszej) od oznaczonej jednostki dziesigtnej

10«

cyfra zero, a kazdej jednostce dziesigtnej wartosei Topr=v (k=1)

pewna cyfra ¢,, ktéra rownaé sie moze ktérejkolwiek z cyfr:
0,1,2 83 4,561,809,

Mozemy tedy rozwazaé zbidr wszystkich liczb dziesigtnych
postaci

"

10#

 TopF
k=1

(4)

gdzie oznaczyliSmy przez u jakakolwiek, byle od jednodei nie
mniejszg liczbe catkowity. Ten zbiér liczb dziesigtnych zowie sig
liczbg dziesigtng nieskonezong, cyfra, ktéra na podstawie

uméw (U) odpowiada jakiejkolwiek jednostce dziesigtnej wartodei
10°

10"’
— cyfrg jednostek dziesigtnych wartosei

1_(-)1
10
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w owej liczhie dziesigtnej nieskorczonej, a kazda liczba dziesigtna,
postaci (4) — reduktem okreslonej przed chwilg licaby dzie-
sigtnej nieskonezonej, doprowadzonym do eyfry jednostek dziesie-
tnych wartodei
10
101"

Definicye przyjgte w § bO-tym praywodzg nas do wprowa-
dzenia definicyi nastgpujaeych: orzeczenie, ze pewna cyfra ¢ pe-
wnej liczby dziesigtnej nieskoniczonej 4 jest o p jednodei niz-
szego rzedu od pewnej cyfry ¢’ tej samej liczby dziesigtnej, albo
jakiejkolwiek innej liczby dziesigtnej nieskonezonej lub skonezonej
i orzeczenie, e cyfra ¢’ jest o p jednodei wyzszego rzedu od
cyfry ¢, wyrazajg to samo, a mianowicie, iZ jednostka dziesigtna,
ktérej cyfra jest cyfra ¢ réwna sig iloczynowi przez 107 tej je-
dnostki, ktérej eyfra jest cyfra ¢’; jezeli pewna cyfra ¢ pewnej
liczby dziesigtnej (skoficzonej lub nieskoriczonej) i pewna cyfra ¢
pewnej innej liczby dziesietnej (ktéra takze moze byé albo liezbg
dziesigtng skonczong albo nieskonicezong) sa cyframi jednostek dzie-
sigtnych réwnych sobie, czyli réwnorzgdnyeh (§ 50), to oko-
licznodé te wyrazamy, orzekajac. iz cyfry ¢ i ¢’ sa réwnorze-
dnemi cyframi rozwazanych liezb dziesietnych.

Powyzsza definicya liczby dziesigtnej nieskonezonej nie wy-
klucza przypadku, w ktérymby wszystkie cyfry liczby dziesigtnej
nieskonczonej byly réwne zeru, ale z definicyi tej wynika, Ze
w razie, kiedy nie wszystkie cyfry oznaczonej liczby dziesigtnej
nieskoniczonej A réwne sa zeru, w liczbie 2 istnieje pomigdzy cy-
frami od zera odmiennemi pewna cyfra najnizszego rzedu: cyfra
ta zowie sig pierwszg cyfrg znaczyey liczby 4. Jezeli pewna
liczba ¢ jest pierwszy cyfra znaczaca pewnej liczby dziesigtnej nie-
skonczonej 4, to kazda taka coyfra liczby 4, ktéra jest o p je-
dnodei wyzszego rzgdu od cyfry c. zowie si¢ cyfry znaczgceg
rz¢du p w liczbie dziesigtnej 4.

Uwazajmy jakgkolwiek liczbe dziesigtng nieskorcezong 4
i wszystkie te redukty tej liczby, z ktérych kazdy doprowadzony jest
albo do cyfry jednostek dziesigtnych oznaczonej wartodei 1—3,, albo
do jakiejkolwiek cyfry rzedu wyzszego. W kazdym z tych wszyst-

kich reduktéw lieczba jednostek dziesigtnych (§ b0) wartosei —11%;
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réwna si¢ oczywiscie pewnej tej samej liczbie calkowitej X; ta
liczha zowie si¢ liczb g jednostek dziesigtnych wartodei ig
w liczbie dziesigtnej A.

Na podstawie tw. I-szego z § 48-go moZemy wyprowadzié
z symbolu specyficznego oznaczonej liczby dziesigtnej skolezonej !
symbole speeyficzne liczb dziesigtnych réwnyceh liezbie [ przez do-
pisywanie dowolnych liezb zer po jednej lub po obu stronach sym-
bolu specyficznego liczby I. Oczywidcie, wszystkie te liczby dzie-
sigtne, zaréwno jak isama liczba /, uwazane byé moga za redukty
pewnej oznaczonej liczby dziesigtnej nieskofczonej, ktéra posiadad
bedzie tg osobliwosé, iz poczynajac od pewnej cyfry, sama ta cyfra
i eyfry rzedéw wyzszych, beda réwne zeru; cyfra i liczba jedno-

e : g e AO®
stek jakiejkolwiek wartosci 106
bedzie odpowiednio cyfrze i liezbie jednostek tej samej wartodei

w liczbie ! oczywidcie réwnaé sig

1%3 w liczbie A.

Winni$my zaznaczyé z naciskiem, Ze rzeez, ktérej dalismy
nazwe liczby dziesigtnej nieskonczonej, whrew opinii,
ktérg mogliby$émy powzigé z brzmienia te] nazwy, bynajmniej nie
przedstawia szezegdlnego rodzaju rzeczy z tej klasy przedmiotéw,
ktérym nadalidmy nazwe liczb dziesigtnych w § 47-tym; definicya
podana wyzej nie tylko nie okresla liezby dziesietnej nieskonczonej
jako liczby ulamkowej, ale nawet nie daje nam prawa, o ile dodatko-
wych definicyi nie ustawimy, do uwazania liczb dziesigtnych nie-
skonezonyeh za wielkosei.

Ze wzglgdu na uwagi poprzedzajace termin liczba dzie-
sigtna nieskonczona z koniecznosei wyda sig czytelnikowi
bardzo niestosownym i jakby umyslnie dobranym w celu wprowa-
dzenia zamieszania. Przekonamy sig jednak péiniej, ale dopiero
w jednym z dalszych rozdzialéw, ze, po wyrobieniu sobie nalezycie
szerokiego pojecia liczby, termin liczba dziesigtna nieskon-
czona nabywa zalet, kiére poslugiwanie si¢ nim najzupelniej
usprawiedliwiajs.

§ 53. Powracajac do problemu zamiany danej liczby na liczbg
dziesigtns, zamierzam udowodnié twierdzenie nastgpujace:

I. Kazdej dowolnie przyjetej liczbie (wymiernej) L odpowiada
Jedna i tylko jedna liczba dziesietna nieskonczona A, kiéra zalesy wy-
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dgcenie od wartosei liczby L i ma te wiasnodé, iz kazda liczba dzie-
sietna, ktdra przedstawia az do cyfry jednostek dowolnie oznaczonej

wartosci 1—3—; doprowadzona wartosé prayblitona liczby L, réwna sie

m

reduktowi liczby A, doprowadzonemu do cyfry jednostek wartosci ;'—g;

Czynnosé, polegajsca na wyznaczeniu cyfr liczby A, kiedy
dana jest liczba L, zowie si¢ rozwijaniem liczby L na liczbe
dziesigtna nieskonczong,.

Ta okoliczno$é, ze istnieje najwyzej jedna tylko liczba dzie-
sigtna 4, ktéra sprawdza warunki wymienione w twierdzeniu i w razie
istnienia zalezy wylgeznie od wartosei liczby L, jest natychmiasto-
wem nastgpstwem tego, ze jakedmy widzieli (§ 51), liczba dziesig-
tna, przedstawiajgca az do cyfry jednostek oznaczonej wartosei
doprowadzong warto§é przyblizons danej liczby, posiada wartosé
oznaczong w zupelnodei. Chodzi wige tylko o podanie dowodu istnie-
nia liczby dziesietnej nieskoriczonej 4. Jezeli liczba L réwna sig
zeru, to istnienie liezb 4 jest oczywiste: bedzie to liczba dziesigtna
nieskorniczona, ktérej wszystkie eyfry réwnaé si¢ beds zeru.

Zakladamy tedy, Ze liczba L jest od zera wigksza, W takim
razie nie tylko istnie¢ bedzie pewna taka liczba calkowita a, Ze-
byémy mieli:

10%>>L,

ale i pewna liczba calkowita m, sprawdzajgea nier6wnosé

1
L > TG;"'

Zatem, w ciggu skoniczonym, nastgpujgeym

10*  10* 10*  10*

100 §Oir 10et 10
ktérego pierwszy wyraz réwna si¢ liezbie 10%, kazdy dalszy — ilo-
razowi podzialu przez 10 wyrazu, ktéry go poprzedza bezposrednio,

a ostatni — liczbie 1_(1_)_;’ istnied beds pewne dwa wyrazy sgsiednie

105 10°
i0F ' 108’
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sprawdzajace zwigzki nastepujgce:

0% _
(25) o=~ L

10
St
Ze wzgledu na te dwa zwigzki liczba dziesigtna, przedstawia-
o
jaca do cyfry jednostek wartosei % doprowadzong wartodé przy-

blizong liezby L, réwnaé si¢ bedzie iloczynowi

10«
£y - TO—E 3

w ktérem ¢, oznacza pewna, od zera odmienng, cyfre numeracyi
dziesigti:ej.
Oznaczmy ogélnie przez =z, (i = 1) liczbg dziesietny, ktéra

-]
przedstawia az do jednostki wartosci 1—05;) iy doprowadzona wartosé

przyblizong liczby L. Mamy tedy

10

(27) o=X. {opF=v

oznaczajac przez X, pewns liczbe calkowits.
Powiadam, ze jakakolwiek od jednosei nie mniejszg liczbe
catkowits oznaczalby wskaznik k, mamy

(28) Xy = 10. X, -+ Crpa
a wige

10«
(29) Ty = (10. Xy 4 ea) 106+

gdzie symbol ¢,,, oznacza jedna z cyfr numeracyi dziesigtnej. Isto-
tnie, mamy:

10%

(30) o= X, {5531
oraz

10«

n=L <2+ 10F+=1

skad

10%
(31) UéL—$a<'mﬁ—+._,-
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Zatem liczba dziesigtna, przedstawiajaca wartosé przybliZong,
résnicy L — w,, doprowadzong as do eyfry jednostek wartosci

10
10547
réwnaé si¢ bedzie liczbie
10%
Ceb1 + TR

gdzie ¢y, oznacza liczbe calkowity, ktéra sprawdzaé bedzie zwigzki

10% " 10
Z poréwnania zwigzkéw tych ze zwigzkami (31) wnosimy na-
tychmiast, Ze mamy

Gy < 103

zatem liczba calkowita ¢,,, réwna sig jednej z cyfr numeracyi dzie-
sigtnej, Z drugiej strony zwigzki (32) po podstawieniu wartosei (30)
na m,, pociggajs za sobg zwiszki nastepujgce:

10¢ 10%
(10'X*+c“")W§L<(10‘X*+c*+‘+”@?ﬁ'

Zwigzki te wyrazaja, ze liczba dziesi¢tna

10. X l.i
(10. t+ck+1) 10E+

przedstawia az do cyfry jednostek wartosei doprowadzong

10*
106+
wartoéé przyblizong liezby L.

Zatem, wyznaczywszy cyfre .y, ze zwigzkéw (32), znajdziemy
na ., wzér (29), a zatem na X,,, wzor (28), gdzie ¢,,, zgodnie
z zapowiedzig, oznaczaé bedzie jedns z cyfr numeracyi dziesiginej.

W rozwazaniach poprzedzajgeych okredlilismy w zaleznosei
od liezby L w zupelnodci cyfre, ktdrs prazy jakiejkolwiek, od je-
dnosei nie mniejszej wartodei wskaznika i przedstawiaé ma sym-
bol ¢. Tem samem okreéliliémy w zupelnodei cigg nieskoncezony

Bry By Biyocs (33)

ktérego kazdy wyraz przedstawia jedng z cyfr numeracyi dziesig-
tnej i ktérego pierwszy wyraz ¢, jest pewng od zera odmienng cyfry,
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Umawiamy sig obecnie, Ze symbol 4 ma oznaczaé liczbe dzie-
sigtng nieskoriczong, w ktdrej wszystkie cyfry jednostek dziesie-
tnych wigkszych od jednostki dziesigtnej

10p
10*

réwne sy zeru, a cyfra jednostek wartodci

100 .
g (=1

réwna si¢ wyrazowi ¢, ciggu (33). Definicya ta oczywiscie okrela
w zupelnodei liczbe dziesigtng nieskoficzong 4. Upewnijmy sig, ze
liczba ta posiada zapowiedziane w twierdzeniu wlasnodei.

W razie, kiedy mamy

gl
07 = 108

oznaczajge przez t liezbg calkowits nie mniejszq od jednodei, liczba
dziesigtna, ktéra przedstawia do cyfry jednostek wartodci

10-
107
doprowadzons wartosé przyblizong liezby L, réwna si¢ oczywiscie

zeru, na podstawie nieréwnosei (20), i réwna si¢ zatem rzeczywi-
écie doprowadzonemu do cyfry jednostek wartodci

10"

107
reduktowi liczby 4, gdyz redukt ten réwna si¢ zeru. W razie
za$ kiedy mamy

10" _10°
107~ 106F-D)

gdzie i oznacza liczbg calkowity od jednosci nie mniejszq, mamy
na wartodé z, liczby dziesigtnej, ktéra przedstawia az do jednostek
warto§ci

10"

10r



doprowadzong warto$¢ przyblizong liezby L, wzdér nastepujacy:

10~
x‘=26,,, et (34)
=1
ktéry przedstawia do cyfry ¢, jednostek wartodei
10"
107

doprowadzony redukt liczby dziesigtnej nieskoriczonej 4, albowiem,
gdy mamy i=1, wzér (34) zachodzi oczywiicie, a gdyby wzdr
ten zachodzil w razie, kiedy mamy i==k, to na podstawie wzordw
(29) i (80) wzér ten zachodzilby i dla ¢ =k + 1, skad, na podsta-
wie zasady indukeyi matematycznej, wynika, Ze wzér (34) zachodzi
przy kazdej od jednosdci nie mniejszej wartosci na wskaznik .

Ostatecznie uzasadniliémy w zupelnoéci twierdzenie, o ktére
chodzilo,

Twierdzenie to przywodzi nas do definicyi nastepujacej: cyfreg
i Uezby jednostek dziesictnych jakiejkolwiek oznaczonej wartosci

10%
108

oznaczonej liczby (wymiernej) L zowiemy odpowiednio cyfre i liczbe
Jednostel dziesietnych rozwazanej wartosci w tej liczbie dziesigtnej nie-
skonczonef, na ktdrq liczba L moke byé rozwinieta.

Okolieznodé, iz na podstawie twierdzenia, dopiero co uzasa-
dnionego, kazda liczba wymierna rozwinigta byé moze na liczbe
dziesigtny, nieskonczong, nasuwa pytania nastgpujgee: czy odwro-
tnie kazda liczba dziesigtna nieskonczona uwazana byé moze za
wynik rozwijania pewnej liczby wymiernej na liczbg dziesigtng
nieskoriczong ? Przekonamy sig nizej, ze okolicznodé ta bynajmniej
nie zachodzi.

Juz w § B2-gim mielidmy sposobnodé zaznaczyé jako fakt
oczywisty, ze kazda liezba dziesi¢tna (a wige 1 kazda liczba ecalko-
wita) oraz wszystkie liczby dziesigine jej rdwne uwazane byé
mogg za redukty pewnej oznaczonej liczby dziesigtnej nieskon-
czonej. Obecnie, poslugujac si¢ wyrazeniem ,rozwijanie liczby wy-
miernej na liezbe dziesigtng nieskoriczong®, moZemy ten sam faki
wyrazié, w sposéb nastepujacy: kazda liezba wymierna L, byle réwna
liczbie dziesigtnej skoniczonej (albo liczbie calkowitej), rozwinigta

Arytmetyka toorstyczna. 10
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byé moze na liczbg dziesigtna nieskoriczong; jezeli bowiem ozna-
czymy przez A liczbe liczbe dziesigtng nieskoncezong taks, zeby
kazda cyfra liezby 4, ktérej odpowiada cyfra réwnorzedna liczby
dziesietnej skonczonej, rdéwnej liezbie L, réwnala sie tej cyfrze,
a kazda inna — byla réwna zeru, to Jiczba A oczywiscie stanowié
bedzie wynik rozwinigeia liczby L na liczbe dziesigtng nieskon-
czong. Uwage te mozemy uzupelnié, zaznaczajae, e odwrotnie
zachodzi twierdzenie nastepujace:

II.  Jezeli wynikiem rozwiniecia pewnej liczby L na liczbe dzie-
sigtna nieskonczona jest taka liczba dziesietna nieskonczona, itdref
eyfry znaczqce sa, poceynajac od cyfry pewnego dostatecznie wyso-
kiego rzedu, réwne zeru, to liczba ta mode byé zamieniona doktadnie
na liczbe dziesigina skoticzona i rdwna sie temu reduktowi liczby A,
ktéry doprowadzony jest do ostatniej od zera odmiennej cyfry zna-
ceqeej tej liczby dziesietne] nieskonczonej.

Twierdzenie powyzsze mozemy uzasadnié w sposéb nastgpu-
jacy. Zaldzmy, ze, rozwijajac liczbe L na liczbe dziesigtng nie-
skonezong 2, stwierdzilidmy, i2 wszystkie te cyfry liezby 4, ktdre
sg rzedu wyzszego od cyfry ¢ (¢ &= 0) jednostek pewnej war-

-3
todei %, réwnaja si¢ zeru, i oznaczmy przez d redukt liezby 4,

doprowadzony do eyfry ¢, a przez d, redukt tejie liczby dziesig-
tnej nieskonezonej, doprowadzony do eyfry jednostek wartosci

10*
106+
Mamy tedy
10*
0 é L= dt < TB""'
oraz
d,=d,

albowiem w liczbie 4 cyfry znaczgee rzedu wyzszego od rzedu
eyfry ¢ sg wsazystkie réwne zeru. Mamy wige

10%
0=L—d<imm,

jakakolwiek liezbg calkowity oznaczylibyémy przez k. Gdybyémy

mieli

L—d>0,
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to, whrew temu, o czem przekonaliémy sig, istnialaby taka wartodé
na k, przy ktérej zachodzilaby nieréwnosé

10
Mamy wige
L—d=0

czyli

Réwnodé ta wyraza wlaénie twierdzenie, ktére mieliémy uza-
gadnic,

§ b4. Oznaczmy ogélnie przez ¢, cyfre jednostek wartoéei
ilﬁ‘ oznaczonej liezby dziesigtnej nieskonczonej 4. Moze sig wyda-

rzyd, Ze istniejs takie dwie od jednodei nie mniejsze liczby calko-
wite m i p, zeby zwiazek

i=m (1)
pociggal za sobs réwnodé

c,_[_p = . (2)

W takim razie orzekamy, ze liczba A jest liczbg dziesigtng
peryodyczna.

Spostrzegamy natychmiuast, 7e liczbe dziesigtng peryodyeczng 4
mozemy okre§lié w zupelnosei, przyjmujac na liczby catkowite m
i p dowolne, od jednodei nie mniejsze wartodci, oznaczajsc przy-
tem dowolnie cyfry

Cony cm-l-l 100 Congp—t

oraz cyfry rz¢du niZszego od cyfry e,.

Ze wzgledu na okolicznoéé poprzedzajges, tworzymy symbol
na liczbe dziesigtng peryodyczng 4 w sposéb nastepujacy: piszemy
doprowadzony do eyfry ¢,,,, redukt liczby 4 i kladziemy po je-
dnej kropce nad kazidg z cyfr ¢, i ¢,y,-;. Cigg cyfr nastgpujsey:

Cms Comt1y Cot2yers Congp—1y (3)
ktéry w razie réwnosci
r=1

10*
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redukuje sig do jedynego wyrazu c,, zowie si¢ peryodem liczby 4,
a liczba

©=0¢n. 10771 Cpyy 1072 ... 10 Cpiyg ~+ Crppy

wartodcig tego peryodu. Warto§é peryodu wogdle nie okresla
jeszeze samego peryodu, gdyz przy oznaczonej, od zera odmiennej
wartosei peryodu, pierwszs od zera odmienng cyfre w ciagu (3)
moze oezywiscie poprzedzaé jakakolwiek liczba eyfr réwnych zeru.
Jezeli na przyklad liczba 27 przedstawia wartodé peryodu pewnej
liczby dziesigtnej peryodyeznej, to peryod ten moze byé albo
ciggiem
2, 1,
albo ciggiem postaci
0,0..0,217,

gdzie cyfre 2 poprzedza, jakakolwiek liczba cyfr réwnych zeru.
Warto$é peryodu oczywideie tylko w takim razie okrefla sam
peryod, kiedy wartos¢ ta réwna jest zern; w innyech praypadkach
do okreslenia peryodu nalezy podaé, obok jego wartodei, liczbe
cyfr, przezen objetych. Jednakowoz uizywamy czgsto wyrazu pe-
ryod zamiast wyrazenia warto$é peryodu, ale w takim razie
zakladamy milezgeo, Ze wartosé peryodu napisana jest w postaci
liczby, w ktdrej liczba cyfr réwna sig liczbie cyfr peryodu. Na
przyklad, rozwazajge liczbe dziesigtng peryodyezng, w ktdrej ciag

0, 0,2 17
stanowi peryod, méwimy, zZe liezba
0027
jest peryodem rozwazanej liczby dziesigtnej peryodyeznej.
Chociazby liczba dziesigtna peryodyezna A okreslona byla
w zupelnodci, liczby m i p, a wige i peryod rozwazanej liczby dzie-
sigtnej peryodyeznej 4, nie sg rzeczami oznaczonemi w zu-

pelnodei, albowiem, jezeli zwiazek (1) pociaga za sobg zwigzek (2),
to zwiazek

(4) i=m
pociggaé bedzie za sobs réwnosé

Cippr = Cyy
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jeZeli tylko oznaczymy przez m’ liezbe, od li l}}‘umlﬁi'é" By 1 W N J
a przez p' jakgkolwiek od zera odmienns wielokrotno§é liczby p.
Istotnie, slusznodé tej uwagi jest oczywista w praypadku réwnosei
p'=p, a gdyby uwaga ta uzasadniona byla w razie, kiedy mamy
p'=k.p (k=1), to ze wzgledu na réwnosé

Cogap =— Cu

[ 4
ktéraby tedy byla nastgpstwem zwigzku (4), i na podstawie ré-
wnosei .
Cittptp = Citap
zwigzek (4) pociagalby za sobg réwnosé

Cittitin = Ciy

skad na podstawie zasady indukeyi matematycznej wnosimy, i% po-
wyZsza uwaga jest uzasadniona.

7 uwagi tej wynika wniosek, ktéry mozemy wystowié w spo-
séb nastepujaey: jezeli wogdle istnieje pewien ukéad wartosci na m
i p, pray ktdrym rownodé (2) jest nastepstwem zwigeku (1), to istnicje
nieskonczenic wiele ultaddw wartosci na m i p, prey ktdrych ta sama
okolicenosé zachodzi. Zatem, liezba dziesigtna peryodyczna posiada
zawsze nieskoriezenie wiele peryodéw.

Jezeli przyjmiemy na p pewna jedng wartodé taks, Zeby
wogéle istniala wartodé na m, przy ktérej zwigzek (2) bylby na-
stepstwem zwigzku (1), to na podstawie uwagi uczynionej wyzej,
do rozwazanej wartoSei na p naleze¢ bedzie nieskoriczenie wiele
takich wartosei na m, zeby przy kazdej z nich zwigzek (1) pociggal
za soby zwiazek (2), ale pomigdzy temi wartodciami na m znajdzie
sig oczywidcie zawsze pewna warto$é najmniejsza. Z drugiej strony
pomigdzy réZnemi takiemi od zera odmiennemi wartoseiami na p,
zeby do kazdej z nich mozna bylo dobraé taks warto$é na m, Zeby
zwigzek (1) pociggal za soba zwiazek (2), oczywigcie istnieé hedzie
pewna najmniejsza warto§é p,. Oznaczmy przez m, najmniejszg
tazg liczbe calkowits, zeby zwigzek

i>m, ®)
pociggal za sobs zwigzek

Citpy, = Ci- (6)

Oznaczmy dalej przez p’ ktérgkolwiek z takich wartodei na p,

zeby mozebnem bylo dobraé do niej liczbe m w ten sposéb, izby
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zwigzek (1) p;ociqgal za sobg zwigzek (2) i niech m' bedzie naj-
mniejsza. taka wartodé na m, przy ktérej okolicznodé ta zachodzi,
W takim razie zwigzek

(T i=m'
pociggaé bedzie za sobg zwigzek
{8) Cuppr = G-

Zamierzam uzasadnié twierdzenie nastepujace:

1. Liczba p' podzielna jest przez p,, a liczha m' — rdéwna sie
liczbie my,

Istotnie, przyjmijmy
©) P =lkpo
oznaczajae przez k calkowitq cz¢éé ilorazu, a przez r reszte po-
dzialu liczby p’ przez p, Mamy tedy
(10) r < .

Oznaczmy przez m'’' wigkszg z liczb m, i m’ albo wspdlng
ich wartosé, gdyby one byly réwne sobie; nieréwnosé

(11) i=m"

oczywideie pociggaé bedzie za sobg obie réwnosei (6) 1 (8). Ze wzgledu
na to, ze (11) pocigga za sobs (6) i na podstawie jednej z uwag,
uczynionych wyzej, nastgpstwem nieréwnodci (11), bedzie réwnodé

(12)

Cupriip, = Citry

a poniewaz nieréwnosé (11) pocigga za sobg réwnosé (8), przeto
rzeczona nieréwnesé pocigga za sobg i réwnodé

(13) Copmitn, = o

gdyz na podstawie rdéwnosei (9), mamy

Coprtip, = Citpt
Z réwnodei (12) i (13) mamy

(14) Cigr = G,

Zatem nier6wnos¢ (11) pocigga za soby réwnodé (14). Z tego
wynika, #6 mamy »==0, poniewaZ w razie przeciwnym istnialaby,
whrew zaloZeniu od zera odmienna warto$¢ » na p, mniejsza od po
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(na podstawie mieréwnoéei (10)), dopuszczajaca pewng wartosé m'’
na m, przy ktérej zwigzek (11) pociggalby za sobs zwigzek (14).
Dowiedlismy wige, #e liczba p’ podzielna jest przez p,. Mamy
jeszeze dowiedd, ze zachodzi réwnosé:

m = m,. (15).

Liczba m' od liczby m, wigksza byé nie moZe, skoro bo-
wiem (D) pocigga za sobg (6), to (D) pociaga za sobg réwnosé

Cirp, = G

jakakolwiek wartoéé calkowits mialaby liczba k. Ale ze wzgledu

na (9) i na réwnosé
1‘:0}

ktérg uzasadnilismy wyzej, réwnoéé powyzsza wyraia, Ze mamy

cuﬂ' = ¢

zatem réwnosé ta jest nastepstwem zwigzku (D), a stad wynika, ze
liczba m’, jako najmniejsza wartos¢ na m, przy ktdrej (1) pocigga
za sobg (8), rzeczywiscie od liczby m, wigksza byd nie moze. Za-
I6zmy chwilowo, e mamy

m’ < my

i oznaczmy przez u liczbg calkowity, ktéra sprawdzalaby nie-

réwnosei
m = p < my (16)

My — f = P. (17

Oczywidcie istnied bedzie przynajmniej jedna warto$é na u,
ktéra czynié bedzie zadosé tym warunkom. Z drugiej strony, po-
niewaz (7) pociaga za soba (8), a liczba pu od m' mniejsza nie jest,
przeto zwigzek

i=u (18)

takze pociagaé hedzie za sobg réwnosé (8). Zwigzek (18) ze wzgledn
na nieréwnos$é (17) pocigga za soby jeszeze zwigzek

i"I‘}"o = My

a e (B) pociaga za sobg (6) i z tej przyczyny takie réwnosé

Cotn—vp, = €13
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przeto zwigzek (18) pocigga za soby zwigzek

Cipytcr—1ip, = Cidkpy)

ktéry mozemy napisaé w postaci

(19) ot = ety

albowiem
2" =kpo = po + (k — 1) py.

Ostatecznie zwigzek (18) pociaga za sobag zwigzki (8) i (19),
a wige i zwigzek (6). Zatem, gdybySmy mieli

m’ < m,

to, whrew definicyi liczby my,, istnialaby od liczby m, mniejsza
liczba u, taka, zeby zwigzek (6) byl nastepstwem zwigzku (18). Stwier-
dzamy wiege, ze liczba m' nie tylko nie mozZe byé wigksza. ale takie
i mniejsza od liczby m, byé nie moze, Uzasadnilismy wige réwnosé
(15), ktéra jeszeze do udowodnienia pozostawala,

Natychmiastowem nastgpstwem twierdzenia, ktére uzasadni-
lidmy, jest twierdzenie nastgpujace:

II. Jedeli wogdle istnieje taki wklad wartosci catkowitych, od
Jjednosci nie mniejszych, na m i p, deby zwiqzek (1) pociagat za soba
2wiazele (2), to istnigje pewien ukiad najmniejszych takich wartosei.
Innemi stowy, jezeli wogdle istnieje taki wktad wartosci catkowitych
od jednosci nie mniejszych na m i p, Zeby zwiazek (1) pociagat za
sobg rdwnosé (2), to istniejg dwie od jednosci mie mnicjsze liczby cal-
kowite m, i p,, ktdre posiadaja wlasnodei nastepujace:

1°. Zwiazek (D) pociaga za soba zwigzelk (6).

20, Jezeli .tylko 2wigzek (1) pociaga za soba zwiazek (2), to
w takim razie mamy

m=m, oraz p=p,.

Zeby azrozumieé naleiycie doniostodé twierdzenia poprzedzajs-
cego, nalezy uprzytomnié sobie co nastgpuje:

Jezeli wogéle istnieje taki uklad wartodei calkowitych od je-
dnodei nie muiejszych na m i p, pray ktérych zwigzek (1) pociaga
za sobg zwigzek (2), to niezawodnie istnieé bedzie pewna najmniej-
sza warto§é m, na m, ktérej odpowiada¢ beds takie wartodei na p,
zeby zwigzek (1) pociggal za soby zwigzek (2); réwniez oczywistg
jest rzeczs, iz pray rozwazanem zaloZeniu istnied bedzie pewna naj-
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mniejsza wartodé p, na p, ktérej odpowiadaé bedzie taka wartosé
na m, zeby zwigzek (1) pociaggal za sobg zwigzek (2), ale, a priori
nie jest wyklueczona ewentualno§é, w ktérej, przy poprze-
dzajacem okredleniu liezb m, i p,, zwiszek (5) nie pociggalby
za soba zwigzku (6), gdyz daloby si¢ pomyéleé, iz nieréwnodé
i =m, pocigga za sobg réwnosé c,,= ¢, tylko przy wartoéciach
na p wiekszych od p,, a nierdwnosé i = m — réwnodé Cigp, = € —
tylko przy wartosch na m wigkszych od m.

Otéz na podstawie twierdzenia poprzedzajicego wspomniany
przypadek zajs¢ nie moze; gdyby owa okolieznoéé wykluezona
nie byla, to zapowiedZ i rozwazamy najmniejsze wartosci na m
i p, przy ktérych zwiagzek (1) pocigga za soba zwigzek (2) nie mia-
~ laby znaczenia precyzyjnego.

Zolézmy, e liczby m i p majg najmniejsze takie wartosei,
przy ktéryeh zwigzek (1) pociggatby za sobg zwigzek (2). W takim
razie peryod

8.,,, cm+1: pExy ﬂm—i-p—h
zowie sig peryodem zasadniczym liczby dziesigtnej peryody-
cznej 4, a cyfra ¢, i eyfry rzedu wyzszego liczby 2 zowis sig cy-
frami regularnemi rozwazanej liczby dziesigtnej peryodycznej.

W razie rédwnosei
m=1

liczba 4 zowie sig liczbg dziesietng czysto-peryodyczng, jezeli
za$§ mamy

m>1,

to liczba 4 ma nazwe liczby dziesigtnej mieszano-peryody-
cznej, a cyfry
Ciy Gyzicv 0

m—1

zowig si¢ cyframi nieregularnemi liezby 4.

§ 55, 1. Liczba dziesigina wieskoniczona A, przedstawiajgea wynik
rozwiniecia jakicjkolwiek liczby wymiernej L na liczbe dziesietna, jest
liczba dziesictna peryodyczng. Jeseli liczba L mode byé przemieniona
doktadnie na liczbe dziesietng, to peryod liczby A réwna si¢ zeru;
w razie przeciwnym, peryod ten jest od zera odmienny.

Zeby twierdzenie to uzasadnié, zwaZmy, Ze zawsze mozemy
przyjaé:

w
dn= 7 (1)



