VII. Liezby dziesietne, liezby systematyezne wogéle.

§ 47, Pomigdzy liczbami ulamkowemi zasluguja na szezegdlng
uwage te liczby, ktéryeh mianowniki sg potegami liezby 10, o wy-
kladnikach ealkowityeh, od zera wigkszych, albowiem wykonywanie
rachunkéw na takich liczbach wymaga znacznie mniejszego nakladu
pracy od rachunkéw na liczbach wlamkowych jakichkolwiek. Wspo-
mniane liczby ulamkowe zowia si¢ liczbami dziesigtnemi.

Wazgledna latwodé wykonywania rachunkéw na liezbach dzie-
siginych z dwdeh pochodzi przyczyn:

19, Poniewaz mianowniki liczb dziesietnych sa potegami tej
samej liezby calkowitej przeto przy sprowadzaniu kilku liczb dzie-
sigtnych do wspélnego mianownika mozemy przyjaé za wspélny
mianownik liczbe znana bezpodrednio, mianowicie miano-
wnik tej z liezb dziesigtnych danych, ktdérej mianownik jest naj-
wickszy.

20, Poniewaz mianowniki liczb dziesigtnych sa potegami tej
wlaénie liczby, ktdra stanowi zasadg powszechnie przy rachun-
kach uzywanej numeracyi, przeto przez wprowadzenie odpowiedniej
symbolistyki, ktérs omdéwimy nizej, mozemy w rachunkach na
liczbach dziesigtnych urzeczywistnié pewne szezegélne uproszczenia.

Czytelnik spostrzeze z najwigkszg latwudeln, Ze w razie po-
slugiwania sig numeracys o jakiejkolwiek zasadzie p, liczby ulam-
kowe o mianownikach réwnych potegom o wykladnikach calkowi-
tyeh liczby p, odgrywalyby rolg analogiczng do tej, ktdra pray
numeracyi dziesigtnej odgrywaja liczby dziesietne.

Wogdle liczby ulamkowe, ktérych mianowniki réwnajs sig
potegom o wykladnikach calkowityeh, od zera wigkszych, liezby,
przyjetej za zasade numeracyi, zowia sie¢ liczbami systematy-
cznemi,
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Z liezb systematyeznych oczywiseie tylko liczby daiesigtne
majs znaczenie dla techniki rachunkowej. Z drugiej zndw strony,
ogdlna teorya liczb systematycznyeh stanowi natychmiastowe roz-
szerzenie teoryi liczb dziesigtnych. Wobee tego sadzimy, ze niema
powoddéw do rozwijania ogdlnej teoryi liczb systematyeznych i po-
przestaniemy na wykladzie teoryi liczb dziesigtnych.

§ 48. Numeracya dziesigtna polega, jak wiemy, na przedsta-
wianiu liezb calkowitych przez symbole postaci

1) B B0 e ORER
gdzie kazdy z symboldw
el
oznacza jedng z cyfr nastgpujacych:
01,23,456,738,9

z tem nadmienieniem, Zze cyfra, ktérg oznacza symbol ¢, jest w ka-
zdym razie od eyfry 0 odmienna, okreélajac przytem znaczenie
symbolu (1) przez réwnodé

@) CoCosyer. € =2‘c,-¢+1 10",
{=]1

Zalozenie, polegajace na tem, Ze mamy
(3) o= 0

oczywiseie ma drugorzedne tylko znaczenie: gdybysmy zaloZenie
to odrzucili, to na podstawie wzoru (2) symbol (1) przedstawialby
i w tym przypadku oznaczong liczbg calkowitg; natomiast, na sku-
tek odrzucenia zalozenia, polegajacego na nierdwnodei (3), liezba
eyfr » liczby I, ktérg przedstawialby symbol (1) nie bylaby ozna-
czona w zupelnodei: przy oznaczonej wartosci liczby I, moglibyémy
oczywiscie przyja¢ liczbg calkowita # dowolnie, z tem jedynem
ograniczeniem, azeby ona nie byla mniejsza od pewnej oznaczonej,
od liezby L wylacznie zaleznej liczby m,. Gdyby$my tedy prazyjeli

%=1y,
to nieréwnosé (3) bylaby spelniona; gdybyémy prayjeli

n > Ny,
to mielibyémy

Co = Cpyy = ... Cort1 = 0.
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Co sig zas tyczy eyfr

cnni cna—la Cﬂo—-Q'.!"‘ €1,

to eyfry te mialyby pewne oznaczone wartosei, niezaleine od tego,
czy liezba n réwnalaby sie liezbie n,, czy tez bylaby od niej wigk-
sza; wspomniane eyfry zalezalyby oczywiseie wylgeznie od liezby L.

W razie nieréwnosei (3) orzekamy, ze liczba n jest liczbg eyfr
liczby L w znaczeniu wlasciwem. a w razie, kiedy nierdwnosé ta
spel .iona nie jest — liczbgy cyfr liczby I w znaczeniu szerszem.
Z uwag tych wynika, Zze kazds dang liczbg calkowits mozZemy
przedstawi¢ w postaci liczby, ktérej liezba eyfr n w szerszem zna-
czeniul) réwnalaby sig jakiejkolwiek, od liczby cyfr w znaczeniu
wladciwem nie mniejszej liczbie.

Powszechnie przyjety symbol na liczbe dziesigtna, czyli symbol
specyfiezny takiej liczby tworzymy w sposéb nastgpujacy:
piszemy licanik w postact liczby, kidrej liczba cyfr o jednosé przy-
najmanie] wicksza jest od wykladnika k tej potegi liczby 10, ktéra sta-
nowi mianownik, nastepnie, kladziemy przecinek pomiedzy dwiema cy-
Srami sqsiedniemi licanika tak dobranemi, zeby liczba cyfr, polozonych
po praicej stronie przecinka, réwnata si¢ wykiadnikowi k.

Naprzyklad wedlug tej reguly symbolem na liczbe dziesigtng

3
102
jest symbol
0,03.

W dalszym ciggu wyraz ,liczba dziesietna“ nie tylko uiy-
wany bedzie jako nazwa okreSlonego wyZej rodzaju liczby ulam-
kowej, ale takze i jako nazwa dopiero co okreslonego osobnego
symbolu na tego rodzaju liczbe ulamkows. Takie uzywanie wy-
razenia pliczba dziesietna® w dwéch réznych znaczeniach nie spo-
woduje zadnego nieporozumienia, albowiem sama budowa zdania,
do ktérego wehodzié bedzie omawiany wyraz poda zawsze dosta-
tecznie jasng wskazéwke znaczenia, w ktérem wyraz ten zostal
uzyty.

1) Celem uproszczenia jezyka poslugiwaé sie bedziemy wyrazeniem ,liczba

eyfr pewnej liczby* w znaczenin liczsba cyfr pewnej liczby w szerszem znacze-
nin*, o ile nieporoznmienie bedzie wykluezone,
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Bezpoéredniem prawie nastepstwem powyzszych definicyi sa
dwa twierdzenia nastgpujace:

L. Jedeli dopiszemy po prawej lub lewej stronie, albo i po obu
stronach oznaczongj liczby dziesicinej ilekolwick zer, to nie spowodu-
jemy Aadnej zmiany wartosci rozwaganej liczby dziesigtnej, albowiem
dopisywanie zer po lewej stronie liczby ulamkowej nie zmienia ani
licznika ani mianownika, a dopisanie jakiejkolwiek liczby zer (po-
wiedzmy p zer), po prawej stronie stanowi tylko pomnozenie licznika
i mianownika przez 107

I1. Jedeli w pewnej liczbie dziesigtnej x, po lewej stronie prze-
cinka, znajduje sie tylko cyfra zero (albo ogdlnigj — jezeli po lewej
stronie przecinka znajdujg sie tylko same zera), to rozwazana liczba
dziesictna jest ulamkiem wiasciwym (i zowie si¢ tedy utanvkiem
dziestetnym); jezeli zaé cyfry po lewej stronic przecinka, wwazane
niezaleznie od przecinka i cyfr po prawej jego strowmie, przedstawiaja
dacznie pewnqg liczbe cathowita a, od zera odmienna, to czesé catko-
wita rozwatanej liczby dziesiginej x réwna sie liczbie a, a utamek
dziesigtny, w kidry przesztaby liczba x, gdyby$my zastapili cyfry po
lewej stronie przecinka, przez zero, — ten utamek wiéasciwy, po do-
daniu ktérego do liczby a, wzyskalibysmy samq liczbe .

Dowéd na to twierdzenie jest bardzo prosty. Oznaczmy przez z
pewny licwbg dziesigtns, a przez 10* jej mianownik. Jezeli po lewej
stronie przecinka mamy tylko same zera, to licznik jest liczby cal-
kowita, ktérej wladeiwa liczba cyfr réwna si¢ co najwigeej liczbie k,
1 ktéra zatem mniejsza jest od mianownika 10%. W tym wiec przy-
padku rozwazana liczba dziesigtna jest rzeczywiseie ulamkiem wla-
seiwym eczyli uwlamkiem dziesigtnym. Zwrédmy sig teraz do pray-
padku, kiedy cyfry po lewej stronie przecinka w pewnej liczbie
dziesigtnej = przedstawiajs lacznie, po usunigein cyfr po prawej
stronie przecinka i samego przecinka, pewns, od zera odmienng
liczbg calkowity a. Jezeli tedy oznaczymy przez 10* mianownik,
a przez b liczbg, ktéray przedstawialyby lacznie cyfry po prawej
stronie przecinka po usunigciu cyfr najpierw uwazanych i samego
przecinka, to mamy

k
S S
gdzie b przedstawia liczbe o k cyfrach (ewentualnie w szerszem
znaczeniu). Z uzyskanego wzorn na z wynika oezywiseie, e i druga
czgsé twierdzenia jest uzasadniona.
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§ 49. Z twierdzenia I-szego z paragrafu poprzedzajgeego
i ogllnej teoryi liczb ulamkowych wysnuwamy z latwoseiy na
kombinowanie liczb dziesigtnych drogs dodawania i odejmowania
regule nastepujgey: jezeli nie wszystkie liczby, majgce uledz je-
dnemu albo obu ze wspomnianych dzialan, maja réwna liczbe eyfr
po prawej stronie przecinka, jezeli wiec nie wszystkie ich miano-
wniki sg sobie réwne, to réwno$é mianownikdw urzeczywistniamy
przez to, iz drogg dopisywania zer po prawej stronie tyech liczb
dziesi¢tnych, ktére po prawej stronie przecinka mniej maja eyfr
od innych, zréwnywamy liczby cyfr po prawej stronié przecinkéw
w rozwazanych liczbach dziesigtnych; po tem przeksztalceniu wy-
konywamy dzialanie tak, jak gdyby chodzilo o liczby calkowite,
w ktére przeszlyby rozwazane liczby dziesietne przez usunigcie
przecinkdéw, a w wyniku, tg drogs uzyskanym, kladziemy przecinek
w ten sposob, azeby liczba eyfr po prawej stronie przecinka réwnala
sig tej liczbie cyfr, ktdry znajdujemy po prawej stronie przecinka
w kaidej z liczb dziesigtnych danych po przeksztalcenin, wspo-
mnianem przed chwilg. Liczba nlamkowa uzyskana ta droga przed-
stawia wlaénie sume, o wyznaczenie ktdrej chodzilo.

W praktyce rachunkowej opuszezamy przy dodawaniu i odej-
mowaniu liczb dziesigtnych te zera, ktérych dopisywanie stanowi
akt sprowadzania rozwazanych liezb dziesigtnych do wspdlnego
mianownika.

Na podstawie znanego prawidla mnozenia liczb ulamkowych
i znanych wlasnodei poteg iloczyn jakiejkolwiek liczby liczb dzie-
sigtnych réwna sig liczbie dziesigtnej, ktdrej licznik réwna sig ilo-
czynowi licznikéw rozwazanych ezynnikéw, a mianownik — po-
tedzie liczby 10 o wykladniku réwnym sumie wykladnikéw tych
poteg liezby 10, ktére stanowia odpowiednio mianowniki liczb dzie-
siginych, majacych uledz mnozeniu. Stad regula nast¢pujaca:

Zeby wyznaczyé iloczyn jakiejkolwiek liczby liezb dziesie-
tnych, wykonywamy najpierw dzialunie tak, jak gdyby chodzilo
o iloezyn liczb calkowitych, na ktére zamienilyby si¢ rozwazane
liczby dziesigtne, gdybysmy pousuwali przecinki. W uzyskanym
iloczynie kladziemy przecinek tak, zZeby liczba cyfr po prawej
stronie przecinka rdwnala si¢ sumie liczb cyfr polozonych po tejze
samej stronie przecinka w rozwazanych liezbach dziesigtnych.
Uzyskana liczbha dziesigtna przedstawia tedy iloezyn, o ktéry
chodzilo.
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Reguly, ktére podaliémy na wykonywanie dodawania, odej-
mowania i mnozenia liczb dziesigtnych, zachowujy sws wartosé
nawet i w tym razie, kiedy podréd liezb, majacych uledz dziala-
niu, znajdujs si¢ nie tylko same liczby dziesigtne, ale takze i liczby
calkowite; nalezy tylko uwazaé liczby calkowite jako liczby dzie-
sigtne, w ktdrych liczba cyfr po prawej stronie przecinka rdwna
sie zeru.

Dzielenie liezb dziesigtnyeh, zaréwno zreszty jak i kazde inne
z dzialan zasadniczych na tych liezbach, moZemy oczywiscie wy-
kona¢ na pbdstawie ogélnej teoryi liezb wlamkowych; poniewas
jednak, w przeciwienstwie do tego, co zachodzi przy innych dzia-
taniach zasadniczych, dzielenie liczb dziesigtnych nie zawsze pro-
wadzi do liezby dziesigtnej, przeto odkladamy blizsze omdwienie
tego dzialania na liczbach duiesigtnych do chwili péZniejsze;.

§ 60. W celu latwiejszego wyslawiania si¢ w dalszym ciggu,
podwigcamy obecny paragraf definicyi pewnyeh wyrazen,

Oznaczajac ogélnie przez ¢, jedns, od wartosei wskaznika ¢ za-
lezng cyfre z ukiadu nastgpujacego:

(4) 0,1,2,8,4,56,1,8,09,

mozemy oczywiscie przedstawié¢ kaida liczbe calkowity lub dzie-
sigtng L przez wzdr nastgpujacy:

6. 101t . 10t 0. 104-¢,
® L= - ,

zakladajac naturalnie, ze liczby calkowite n i %, oraz cyfry

(6) Cns Cn—1y Ca-gyee Cay G
zostaly stosownie dobrane.
Ze wzorn () mamy

101 10=% 10 1
(7) L=GH.W+C,,__,1.TDT+...+C‘.T01+61.T01.

Wzér ten przedstawia liczbe L w postaci sumy iloczynéw,

z ktorych kazdy jest iloczynem jednej z cyfr (4) przez czynnik
postaci

10%
(8) 10f°

gdzie a i B oznaczajs dwie liezby ealkowite.
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Uwaga powyZsza nie traci swej wartodei nawet w stosunku

do skladnika

e
1 9 10:::
gdyz mamy
1 10°
10 10%°

Kazdemu wyrazeniu postaci (8) nadamy nazwe jednostki
dziesigtnej o wartoSei réwnej ilorazowi czyli liezbie ulamko-
wej (8). Gdybyémy mieli ¢ =, to mogliby$my iloraz (8) przed-
stawié w postaci prostszej

10«6 5

gdybyémy za$ mieli ¢ < f, to wartod¢ ilorazu (8) réwnalaby sig
wlamkowi
1
10p-%

Zeby jednak mieé moznos¢ objecia wszystkich mozliwych
przypadkéw jednym wzorem, zachowamy na jednostke dziesigtng
wyrazenie (8) w tej postaci, w jakiej je napisalismy.

We wzorze (7) ktérakolwiek ¢, z cyfr ukladu (6) jest jednym
ze wspélezynnikéw takiego iloczynu dwéch ezynnikéw, w ktérym
drugi réwna si¢ jednostce dziesigtne]

101
10% 3

z tej przycazyny zowiemy cyfre ¢, cyfry jednostek dziesigtnych war-
i—1
tosel 11—0}- w liezbie dziesietnej L.

Tloczyn albo iloraz jakiejkolwiek jednostki dziesigtnej przez
jakakolwiek potege liezby dziesigd réwna sie oezywiscie zawsze
znowu pewnej jednostce dziesigtnej; odwrotnie, kazda jednostka
dziesigtna przedstawiona by¢ moze stosownie do Zyczenia w postaci
iloczynu lub ilorazu kazdej innej przez stosownie dobrang potege
liezby 10.
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Zeby wyrazié, ze pomigdzy dwiema nieréwnemi sobie jednost-
kami dziesigtnemi

100, 10%
108~ 10’
zachodzi zwigzek postaci
10% 10%’
1op =" 108
orzekamy, ze jednostka
10%
108

jest o p jednofci nizszego rzedu od jednostki

10*
106

lub poprzedza jg o p rz¢ddw; to samo wyrazamy takze, orze-
kajge, ze jednostka

19~

106
jest o p jednodei wyzszego rzedu od jednostki

10*
106

lub nastepuje po niej w p-tym rzedazie. Liczba p zowie sig
réinics rzeddw rozwazanych jednostek dziesigtnych.
W razie réwnosei
10* 10
106 — 106
orzekamy, Ze jednostki dziesigtne -k i —Of ga, réwnorzedne.
108~ 10f°
Na podstawie definicyi poprzedzajaeych jednostki coraz wyz-
szych rzgdéw majg wartosci coraz mniejsze.
Zeby wyrazi¢, ze w pewnej liczbie dziesigtnej z pewna cyfra ¢
Jest cyfrs jednostek o p jednodei niZszego rzedu od jednostek, ktd-
rych cyfra jest pewna cyfra ¢, orzekamy, ze w liczbie cyfra ¢
poprzedza cyfre ¢’ o p rzgdéw lub jest o p jednodei niz-
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szego rzedu od cyfry ¢. To samo wyrazamy takze, orzekajge,
%e cyfra ¢’ jest o p jednodei wyzszego rzedu od cyfry e,
albo nastgpuje w p-tym rzedzie po tej cyfrze. Liczba p zowie
sig réinica rzedéw cyfr ¢ i ¢.

Cyframi réwnorz¢dnemi w dwdch liezbach dziesigtnych nazy-
wamy cyfry jednostek réwnorzednych; jezeli w pewnej liczbie dzie-
sigtnej # pewna cyfra ¢ jest cyfra jednostek o p jednodei nizszego
rzgdu od rzedu jednostek, ktérych cyfrg w pewnej innej liezbie
dziesigtnej o jest pewna cyfra ¢/, to orzekamy, ze cyfra ¢ liczby
jest o p jednodei nizszego rzedu od cyfry ¢ liczby 2, albo,
ze cyfra ¢’ liezby @' jest o p jednosci wyi4szego rzedu
od cyfry ¢ liczby z.

Zamiast wyrazenia ,cyfra jednostek oznaczonej wartosei
w liczbie dziesietnej «“ postugiwaé si¢ bedziem wyrazeniem ,cyfra
jednostek oznaczonego rzedu“.

Oznaczmy przez @ jakakolwiek liczhe dziesigtna, przedstawiong
przez symbol specyficzny liezb dziesigtnych, okredlony w paragrafie
poprzedzajacym, a przez ¢ jedny z cyfr tego symbolu; oznaczmy
nadto przez p liczbe cyfr pomiedzy cyfra ¢ a przecinkiem, uma-
wiajac sig przytem, zZe przyjelibyémy na liczbe p wartodé zero,
gdyby cyfra ¢ polozona byla bezposrednio przy przeeinku. Oeczywi-
fcie dwa tylko przypadki wydarzy¢ sig moga:

10 Cyfra ¢ polozona jest po lewej stronie przecinka. W takim
razie cyfra ¢ jest, na podstawie definicyi podanej na poezatku obe-
cnego paragrafu, cyfrg jednostek wartosei

107
w liczbie a.
20, Cyfra c¢ poloZona jest po prawej stronie przecinka. W ta-
kim razie cyfra ¢ jest oczywidcie cyfrs jednostek wartosei

1
10+
liczby .

Uwazajmy i nadal literg 2 jako oznaczajaca pewns liczbe dzie-
sigtng, przedstawiong w postaci symbolu specyficznego liczb dzie-
sigtnych. W takim razie posréd cyfr liczby « znajdzie sig pewna
cyfra ¢ najnizszego rzedu, ktéra bedzie cyfrg jednostek dazie-
sietnych najwigkszej wartosei, i pewna cyfra ¢’ rzedu najwyzszego,
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ktéra zndw bedzie cyfrg jednostek dziesigtnych najmniejszej wartosei,
Jezeli tedy oznaczymy przez

10%
(©) 108

pewng jednostke dziesigtng, to cyfra jednostek dziesigtnych tej war-
todei w liczbie # bedzie mogla nie istnieé. Poniewaz jednak mo-
zemy na podstawie tw. I-go z paragrafu poprzedzajgcego, dopisaé
po lewej lub po prawej stronie liczhy # dowolng liezbe zer, nie
powodujac przez to zadnej zmiany wartosei rozwazanej liczby dzie-
sigtnej, przeto symbolowi specyficznemu takiej liczby dziesigtnej,
ktéra ma pewng oznaczong wartosé, mozemy zawsze nadaé taks
postaé, azeby istniala ecyfra jednostek dziesigtnych wartodei (9),
jakiekolwiek bylyby a priori dane wartosei na liczby catkowite @ i .
Cyfre. ktérg w taki sposéb uzyskamy na eyfre jednostek wartosei (9)
(i ktéra w takim razie oczywidcie réwnaé sie bedzie zeru), nazy-
wamy cyfra jednostek dziesigtnych wartodei (9) w roz-
wazane] liczbie dziesigtnej.

Na podstawie definicyi tej mozemy méwié o cyfrze jednostek

o
106
tnej x, jako o rzeezy najzupelniej oznaczonej nawet i w tym razie,
kiedy symbol specyficzny liczby dziesigtnej  w takiej postaci jest
napisany, iz cyfra jednostek dziesi¢tnych rozwazanej wartodei do
symbolu tego nie wechodzi.

Uwazajmy dwie liczby dziesigtne 2 i o i zaldzmy, ze nie
kazda eyfra jednej réwna sig cyfrze réwnorzednej drugiej. W takim
razie istnieé bedy dwie takie nieréwne sobie cyfry réwnorzedne ci ¢/,
nalezgce odpowiednio do liezb @ i o/, Ze kaide dwie réwnorze-
dne, nizszego od cyfr ¢ i ¢/ rzgdu cyfry liczb @ i 2' heds réwne
sobie. Przy tyeh oznaczeniach mamy twierdzenie nastepujace:

I W razie nierdwnosei

dziesigtnych, oznaczonej wartodei , W pewnej liczbie dziesig-

10 e ¢
zachodzié bedzie nierdwnosé

(11) x <o,
a w razie nierdwnosci

(12) =
— nierdwnosé

(13) x>,
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Istotnie, mozemy oczywidcie liczby # i 2’ przedstawié w takiej
postaci, zeby liezby eyfr polozonych po lewych i prawych stronach
przecinkdw byly w liezbach tych réwne sobie odpowiednio.

Zakladajae, ze warunek ten jest spelniony, bedziemy mogli
przedstawié liczby « 1 @' przez wzory nastgpujsce:

0%+ 10%+n-1 10+ 10%
e T e T T
10% 10¢ 10%
+b1 4 1@3‘[‘ ba : ﬂjﬁrg“‘ 'i‘bp E-?_'H‘

10%+ 1041 10%+1 10*

f A= e A n—1 P f
o =055+ 0 —gp T T T¢  qE T

10%

2 J10x . 10% ,
T8 ot b qgpE Tl 1o

gdzie oznaczyliSmy przez a,, @..... @y, by, bg,... b, by, ba,... D,
cyfry rozwazanych liezb dziesigtnych.
Ze wzoréw poprzedzajgeych mamy:

100
T = qopn ¢
o (14)
¥ = 1057 O

gdzie przyjeliémy:
C=a,10" 4 aq, , 10"1 4+t q . 1071 4c. 107
+ b, . 1071 b, . 10724 .. b,
C'=a,. 10"+ g1 . 10"*1 - 4 a, 10772 ¢ . 107 4-
by .10 b, . 10772 |- b,
Liczby C i (' sy oczywiscie liczbami calkowitemi, a ze wzo-
réw poprzedzajacveh i z teoryi numeracyi dziesigtnej wynika, zZe
nierdwnosé (10) pociggalaby za soba nieréwnosé

c<L
a nieréwnosé (12), nierdwnosé

>0,
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Zatem, na podstawie wzordw (14), nieréwnosé (10) pociaga-
laby za soba (11), a nieréwnos¢ (12) — zwigzek (13).

Na tem wlaénie polega twierdzenie, ktére pragngliémy uza-
sadnié.

7 twierdzenia poprzedzajacego wynika bezposrednio twier-
dzenie nastgpujace:

1I. Dwie liczby dziesietne w takim i tylko w takim razie sa
sobie rdwne, kiedy kaida cyfra jednej réwna si¢ cyfrze réwnorzednej
drugiej.

Uwazajmy jakgkolwiek liczbg dziesigtng a i jakgkolwiek je-
dnostke dziesigtns

10*
1‘_-0_&.
Okreslilismy wyzej, co nalezy rozumieé przez ¢ yfre jednostek

wartosel l_gf liczby #. Obecnie pragniemy okreslié wyrazenie ,liczba

-3
jednostek® wartosei igﬁ W tym celu zwaimy, ze liczhe z mozemy

zawsze przedstawié przez wzdr nastepujacy:

10+ 10%+n-1
% g T 1 gt e 10@ -+ ”10ﬁ+

10%
=+ 10i3+1+ Sl 108+

Tr=

skad
a
z={a,10"4-@a,; 10 ... 4 a, .10 4 a,}. 1—8—5 + o',
Pﬂ}'jmujat‘»
by 10%
=b {55 10£th + -+ o 10?‘*"“ (10 +ot g 108/ 108
Liczba calkowita

a,,lO"—I—a,,.l 10“'1...+a]’10+aa

zowie sig liczbg jednostek Wartoécl w liczbie @, a liczba

10{5
dziesigtna &’ — odnosng reszta. Mamy oczywidcie

10

¥ < o8
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o

Liczba jednostek rzedu % liczby dziesigtnej = jest oczywi-

dcie calkowita czgsé liczby ulamkowej, ktéra przedstawia iloraz po-
dzialu liezby « przez rozwazana jednostke dziesigtna, a iloczyn

108

czgsei wlasciwie ulamkowej tego ilorazu przez réwna sig 0czy-

widcie odnoénej reszcie czyli liczbie o’

Przedstawiwszy liczbe dziesigtng = przez symbol specyficzny
liczby dziesigtnej, mozemy oczywifcie wyznaczyé liczbe jednostek
oznaczonego rzgdu w liezbie  w sposéb nastepujacy:

IT1. Po odsezukaniu w liczbie dziesigtnej x cyfry ¢ jednostek rzedu,
o ktdry chodzi, uswwamy przecinek i wszystlie cyfry, podoZone po pra-
wej stronie cyfry c; symbol ta drogq uzyskany przedstawia oczywiscie
te wilasnie liczbe calkowita, kidra jest liczba jednostek rozwazanego
rzedu w liczbie w.

§ H1. Poniewaz ze stanowiska techniki rachunkowej doda-
wanie, odejmowanie i mnozeme liczb dziesigtnych prostszem jest
od wykonywania tychze dzialan pa liczbach wymiernych jakich-
kolwiek, przeto powstaje pytanie, czy nie moglibyémy zastapié kazdej
lieczby wymiernej przez liczbg ulamkows.

Poniewaz kazda liczba calkowita moze byé uwazang za liczbe
dziesigtng, przeto winnidmy tylko rozwazyé przypadek, kiedy chodzi
o to, azeby zastapié dang liczbe ulamkows nieprzywiedlng

m

P ?
ktérej mianownik nie jest potega o wykladniku calkowitym liczby 10,
przez liczbe dziesigtna.

Gdyby pewna liczba dziesigtna

A
10*
sprawdzala réwnoéé
L
100~ p°
to ze wzgledu na to, iz liczha = jest liczba ulamkows nieprzy-
wiedlng, mielibySmy (§ 36)
l=m.4
10. = p . 2,

Arytmetyka teorstyczna, 9
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oznaczajge przez 4 pewns liczbg calkowits. Zatem, liczba p musia-
laby byé¢ dzielnikiem liczby 10% Poniewaz za$, rozkladajac licabe
10* na czynniki pierwsze, otrzymujemy

10F=2".3
przeto na podstawie znanego twierdzenia!) mielibysmy
p= 2% BB,

ornaczajac przez @ i § pewne dwie liczby calkowite.

Zatem, zZeby istniata liczba dziesietna, rdwna danej liczbie wtam-
kowej nieprazywiedinej, koniecanem jest, Zeby wianownik tej liczby nie
posiadat zadnych innych, od jednosci wigkszych dzielnikéw pierwszych,
préez tylko dzielnikdw 2 i 5.

Warunek ten jest wystorczajocy: jezeli bowiem na mianownik p
pewnej liezby ulamkowe;j

m

P
mamy wzér
p=2%.068,
to, gdyby nie zachodzila réwnosé
a=f,

gdyby wiee rozwazana liczba ulamkowa liczbg dziesigtng nie byla,
mogliby$my, mnozge przez stosowna potege jednej z liezb 2 lub b
lieznik i mianownik rozwazanej liczby, wyznaczyé liczbe dziesigtn,
réwng tej liezbie ulamkowe;j.

Z powyzszego wywodu wynika, Ze wogéle nie istnieje liczba
dziesigtna, réwna danej liczbie ulamkowej. Nie nalezy jednak
z tego wnioskowaé, ze w rachunkach liczbowych nie mozemy
wogéle zastgpowaé liczb ulamkowych zwyklych przez liczby dziesie-
tne, a to = przyczyny nastegpujacej: w rachunkach liczbowych do-
kladnosé bezwzgledna jest z reguly zbedna; chodzi tylko o to, Zeby
bledy nie przekraczaly pewnych granic. Przekonamy sig, ze jakkol-
wiek mala bylaby pewna dana liczba & od zera wigksza, zawsze

mozemy dobra¢ do danej liczby ulamkowej t;i taks liczbe dziesig-
tng , azeby rdznica liezb z i%z mniejsza byla od &, tem sa-

Y) Zuremba. Zarys pierwszych zasad teoryi liczh calkowitych, str. 156,
tw. V.



— 131 —

mem upewniamy sig, ze w rachunkach liczbowych moZzemy wogdle
zastgpowad liczby ulamkowe jakiekolwiek przez liczby dziesigtne,

Wogdle, zeby wyrazié, iz dwie liczby @ i 2’ sprawdzajg zwigzki
w =« oraz @' — x < & gdzie oznaczyliSmy przez £ pewng trzecis
liczbg, orzekamy, ze liczba 2 przedstawia w przyblizenin liczbe 2
z niedoborem mniejszym od e albo, Ze liczba 2’ przedstawia
liczbe # z nadmiarem mniejszym od & Pragnge wyrazid tylko,
%e réznica dwéch liczb mniejsza jest od pewnej trzeciej liczby,
orzekamy, ze kazda z nich przedstawia drugg z bledem mniej-
szym od &

Zwréémy sie do zagadnienia nastepujgcego: oznaczajac przez w
dang liczbe dziesigtng, przez p dang liczbe catkowitg od zera od-
mienng, & przez

10

106
dang jednostkg dziesigtng, wyznaczyd liezbe dziesigtng «, sprawdza-
jaca warunki nastepujace:

19, Najwyzszego rz¢du cyfra liczby 2, mogaca jeszcze byé
od zera odmienng, jest cyfra jednostek wartosei

10%
108 (15)

20, Liczba o sprawdza zwigzki:
T=w:p

10¢ (16)
T e o 1) I
z - 105 > Wi P

Wogdle, jezeli pewna liczba dziesigtna z, sprawdzajaca
warunek 1° czyni jeszcze zadosé zwigzkom

: 10¢
ﬂ;‘gft 1 x—]r‘:l'-‘o—B*>L,

analogicznym do zwiazkéw (16), i w ktérych L przedstawia liczbeg

w jakikolwiek sposéb oznaczong, to orzekamy, ze liczba dzie-
0

sigtna = przedstawia az do cyfry jednostek wartodei :_][,-?)_13 doprowa-

dzong wartodé przyblizong liezby L.
'
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Czynnodd, polegajagca na wyznaczeniu liczby # przy danych
wartosciach liczby L 1 jednostki dziesigtnej -i%p, zowie si¢ krétko

przemiang liczby L na liczbg dziesigtna. Jezeli istnieje pewna
liczba dziesigtna, ktéra réwna si¢ dokladnie liczbie L, to orze-
kamy, #e liczba L moze byé przeksataleona, albo przemieniona do-
kladnie na liczbg dziesigtns.

Zeby rozwigzaé problem przemiany wyrazenia w:p na liczbe
dziesigtng, zwazmy, e liczby « i w mozemy przedstawi¢ w posta-
ciach nastepujacych:

w408
" e=X, m
( ) oW Oa 10&.
=W-15e T 158"
gdzie oznaczylismy przez X liczhe jednostek wartodei 133 w liczbie ,
-]
przez W liczbe jednostek tejZze wartodei i—g—p— w liezbie w, a przez w’
liezbe ulamkows, ktéra w kazdym razie sprawdza nieréwnosé

(18) ' < 1.
Podstawiajae wartodei (17) i (18) na # i w do zwigzkow
T.p=w
10¢
z.p+ T

ktére réwnowazne sy zwigzkom (16), otrzymujemy:

10¢ 10% 10%
A 10ﬁ—W wﬁ"" 108
10%

ktérymto zwigzkom réwnowazne sg zwigzki:

X.p=W-+Hau
(1) { X +1)p> WA
Powiadam, ze zwiazki (19) réwnowazne sg nastepujacym:
: X p=W
(20) ‘ X41).p> W



— 133 —

Istotnie, zalézmy, Ze zwigzki (19) zachodzg. Drugi ze zwige-
kéw (20) jest oczywistem nastepstwem drugiego ze zwigzkéw (19),
Ze zas pierwszy ze zwigzkow (19) pociaga za sobg pierwszy ze zwigz-
kéw (20), o tem przekonywamy si¢ natychmiast, zwazywszy, iZ
liczby X, p i W sa liczbami calkowitemi, a liczba w' — ulamkiem
wladciwym, skad wynika, e gdybysmy mieli

X.p>W,

to réznica X .p — W réwnalaby sig przynajmniej jednosei i z tego
powodu, whrew zalozenin, pierwszy ze zwigzkéw (19) nie zacho-
dzilby. Stwierdzilibysmy w sposéb catkiem analogiczny, Ze zwigzki
(19) stanowis konieczne nastepstwo zalozenia, iz zwigzki (20) za-
chodzg. Ostatecznie zwigzki (20) i(19) sa rzeczywiscie réwnowasne.
Ale zwigzki (19) réwnowazne sg zwigzkom (16). Zatem zwigzki (20)
takze sg réwnowaine zwigzkom (16), a poniewaz zwigzki (20) wy-
razajs, ze liczba X jest calkowita czgseis ilorazu podzialu liczby W
przez liezhe p, przeto uwzgledniajae definieye liczb X i W, docho-
dzimy do twierdzenia nastgpujgcego:

L. Zagadnienie, polegajace na wyznaczeniu az do cyfry jednostek

; 10% : ; oy i .
danej wartosei 108 doprowadzonej wartodcei prayblizonej x ilorazu danej
liceby dziesietnej w przez dang liczbe cathowitq, od zera odmienna p,
posiada zawsze jedno i tylko jedno rozwiazanie, ktdre réwna sie liczbie
dziesigtne], rdwnej iloczynowi

10#

.X.—lm,

gdzie oznaczylismy przez X catkowity czesé ilorazu podziatu liccby W
o
Jednostek wartodei 30

10f
Twierdzenie powy#sze poucza nas nie tylko o tem, Ze pro-
blem postawiony wyzej zawsze posiada jedno i tylko jedno rozwia-
zanie, ale oczywiscie wyraza jeszeze regule techniczng do rzeczy-
wistego rozwigzania tego problemu. Gdyby jednak chodzilo o udo-
wodnienie tylko tego, Zze problem ten posiada zawsze jedno i tylko
jedno rozwigzanie, to moglibyémy poprzestaé na ogélnem twier-
dzeniu nastepujgcem:
IL. Jakakolwiek liczbe (wymierng) oznaczylibysmy przez L, to jest
liczbe, kidra mogtaby nie byé dana bezposrednio, albo tylko jako wynik

w liczbie w przez liczbe p.



— 134 —

wylonania pewnego ukladu dzialan na liczbach danych bezposrednio
zawsze istnieje jedna i tylko jedna liczba dziesigtna x, ktdra w zna-
czeniu okreslonem wyzej przedstawia a2 do cyfry jednostek danej

wartosci %g? doprowadzona wartos¢ przyblizona liczby L.

Dowdéd twierdzenia tego bardzo jest prosty: oznaczajac przez X

o
liczbg jednostek wartodei l_g_ﬁ w liczbie z. mamy, na podstawie defi-
nicyi liezby z, zwigzki nastepujace:
~ 107
(21) . 108
= Z10%
T
| 2 106 = L
l X+1). 107 > L.

Réwnosei (22) oezywideie réwnowazne sg réwnosciom naste-
pujacym:
106

il
XS 10%

2 e JOP
X+1> 108 - =

L

Réwnodei te wyrazaja, Ze liczba calkowita X (dla ktérej war-
tos¢ 0 nie jest wykluezona) najwigksza jest liczha calkowits, nie
wiekszg od iloczynu

106

tos - &

Z tego wynika, ze istnieje jedna, ale tylko jedna taka war-
toé¢ na liczbe calkowits X, przy ktérej zachodza zwiazki (22). Za-
tem zgodnie z brzmieniem twierdzenia, istnieje jedna i tylko jedna
wartodé na », ktéra czyni zados¢ warunkom zadania.

Poniewaz, jakkolwiek mala, byle od zera odmienng, bylaby
dana liczba e, mozemy zawsze wyznaczy¢ liezby calkowite @ i §
tak, Zebyémy mieli

10
i"o_lg g £,

przeto na podstawie twierdzenia poprzedzajgcego istnicje zawsze taka
liczba dziesiztna @, ktéra przedstawia jakakolwiek dana liczbe L z nie-
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doborem mniejszym od dowolnie naprzdd danej, byle od zera wigkszej
liczby &; nadto, w razie potrzeby, mozliwem jest wyznaczyé taka liczbe
dziesietng d, 2eby ona przedstawiata liczbe L z nadmiarem mniejszym

o
od &: w razie nierdwnosci x < L mozemy prayjoé d=z -+ :_8[5 , gdyby

zas zachodzita réwnosé x = L, to moglibysmy prayjaé d = a.

Zatem, jezeli o bezwzgledng dokladnodé nie chodzi, to modemy
zastapié kazda liczbe przez liczbe dziesietna.

W razie, kiedy liczba L oznaczona jest jako iloraz podzialu
danej liczby dziesigtnej przez liczbe calkowita. od zera odmienng,
a wige w szczegélnosei i w razie, kiedy liezba L jest dang liczbg
ulamkows jakakolwiek, posiadamy, jakesmy juz powiedzieli wyzej,
na podstawie twierdzenia I-szego, regule rachunkowy do rzeczywi-
stego wyznaczenia liczby dziesigtnej x, przedstawiajgcej wartodé
przyblizong liezby L, doprowadzona do eyfry jednostek jakiejkolwiek

0&
106"

w ktérym liczba L oznaczona jest jako iloraz podzialu danej liczby
dziesigtnej y przez inng dang liezbe dziesigtng 2. Oznaczajge przez a
i p liczniki liczb y i z a przez 10" i 10* ich mianowniki, mamy

danej wartosci Obeenie zamierzamy blizej zbadaé przypadek,

== gk
=gl g
skad
Bty 34
=p. 10" (29)

Z réwnodei tej wynika. Ze¢ zgodnie z uwaga podang przy
koficu § 49-go i w przeciwienstwie do tego, co zachodzi w razie,
kiedy dwie liczby dziesigtne kombinujemy ze sobg drogs dodawa-
nia, odejmowania Iub mnoZenia, iloraz liezb dziesigtnych nie zawsze
moZe byé dokladnie przedstawiony w postaci liczby dziesigtnej,
albowiem po sprowadzeniu liczby ulamkowej

a.10*
p " 10"

do postaci nieprzywiedlnej, moze oczywiscie sig zdarzyé, ze mia-
nownik bedzie podzielny przez liczbg pierwszg, od jednodei wigkszg
i odmienng od kazdej z liczb 2 i b.
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Na podstawie tw. I-szego z § 48-go, mozemy, hez szkody dla
ogdlnodei zalozyé, ze mamy

n=k.

Prayjawszy to zalozenie, moZemy oczywiscie réwnosei (23)
nadaé postaé nastepujacy:

(24) yiz=w:p,
przyjmujge =
=T

Mamy wige twierdzenie nastgpujgee:

IIL. Iloraz podziatu oznaczonej liczby dziesictnej y przez drugq,
naturalnie od zera odmienng liczbe dziesietna z, réwna sie ilorazowi
podziatu przez licznik p liczby 2, lej liczby dziesictnej w, kidra uzy-
skwemy 1w sposéh nastepujacy: nadawszy, gdyby okolicznodé ta juk
nie zachodzila sama przez sie, dzielnej y takq postaé, zeby liczba cyfr
po prawej stronie przecinka nie byla mniegjsza od liczby cyfr po
prawej stronie przecinka w dzielnikw, posuwamy w niej przecinek ku
prawej tak, azeby liczba cyfr po prawej stronie przecinka réwnala sie
réénicy liczb cyfr po prawej stronie przecinkéw w dzielniku i dzielnej;
symbol taka droga uzyskany preedstawiaé bedzie wlasnie liczbe w,
0 ktdra chodzi.

Na podstawie powyZszego twierdzenia, problem wyznaczenia
liezby dziesigtnej, przedstawiajacej warto§é przyblizong ilorazu
dwéeh liczb dziesigtnych, doprowadzong aZ do cyfry jednostek dzie-
sigtnych danej wartosci. sprowadzony jest oczywiscie do przypadku
objetego reguly. wyrazong w postaci tw. I-szego.

Z natury rzeczy wylania si¢ obecnie pytanie nastgpujace: jakie
szezeglne okolicznodei zachodzg w tym praypadku, kiedy rozwazaé
bgdziemy liczbg dziesigtng z. przedstawiajaca az do cyfry jednostek

-3

oznaczonej wartosei %—?Tﬁ doprowadzons wartosé przyblizong takiej

liezby L, ktéra sama réwna si¢ dokladnie oznaczonej liezbie dzie-
sigtnej d?

-]
Oznaczajac przez a liczbe jednostek wartodei A w liczbie d,

10f
a przez | pewng liczbg dziesigtng od jednosci miejszg, mamy:
102 10%

L=d=a.m+1.—1—6ﬁ.



Mamy zatem

aus
T 10F
_ 10#

oraz

ze wzgledu na to, iz liczba I jest od jednosei mniejsza. Ze zwigz-
kéw tych wynika, Ze ta jedyna wartodé na @, ktéra warunkom
zadania czyni zadodé, jest nastepujaca.

Gt TR

a poniewaz w razie, gdyby w liczbie dziesigtnej d cyfry rzedéw

o
wyzszych od eyfry jednostek wartosei % réwnaly sig zeru, mie-

liby$my
=10,

przeto, mozemy jeszeze dodaé, ze w tym razie mieliby$my

) r=d,
a wige i
z=1L.
Uwzgledniajae tw. IIl-cie z § 50-go mozemy przedstawié uzy-
skane wyuniki w postaci twierdzenia nustgpujacego:
IV. Jeseli pewna liczba L réwna sie dokiadnie pewnej znanej
nam liczbie dziesietnej d, to liczba dziesietna x, ktdra przedstawia przy-
blizong wastosé liczby L, doprowadzona az do cyfry jednostek danej

wartosci i—g—ﬁ, moze byé uzyskana w sposdb nastepujacy: wyszukujemy

o

w liczbie d eyfre ¢ jednostek wartosci %g_ﬁ

w liczbie d wszystkie cyfry po prawej stronie cyfry c zerami; liczba
dziesietna ta droga weyskana jest wlasnie liczba x, o ktéra chodzido;
w razie, kiedy w liczbie d cyfry rzeddw wyzszych od cyfry ¢ réwne
sa zerw, mamy oczywiscie

i zastepujemy nasteprie

x=d.

§ 52. Zamianie oznaczonej liczby L na liczbe dziesigtng to-
warzyszg pewne okolicznodei wazne i zajmujgee. Zeby okolicznodei



