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na i kolejno wszystkie wartodei calkowite od i=1 az do i=n.
Poniewaz mozemy przyjaé nan jakakolwiek, od jednosei nie muiejszg
warto$é calkowita, przeto wynik, do ktérego doszliémy, stanowi do-
wéd na twierdzenie, ktore pragneliSmy uzasadnié.

Stosujae twierdzenie poprzedzajace do przypadku, kiedy mamy
w=0, otrzymujemy twierdzenie nastgpujgce:

IIL. Liczba liczb wymiernych nierdwnych pomiedzy soba, wiek-
szych od liczby zero, ale mniejszych od dowolnie przyjetej, od zera
wielszej liczby wymiernej, jest nieskonczenie wiélka.

Spostrzegamy natychmiast, Ze zachodzi takZe i twierdzenie
nastgpujace:

IV. Liczba liczb wymiernych, wickszych od jakiejkolwiek ozna-
czonej liczby wymiernej, jest nieskonczenie wielka.

§ 42. Dzialania zasadnieze na liezbach wymiernych. Na
podstawie ogdlnej teoryi rozdzialu poprzedzajacego, stworzymy teo-
rye dzialai zasadniczych na liezbach wymiernych, skoro tylko
okreslimy dodawanie i mnozenie w przypadku szezegdlnym, kiedy
dwie tylko liezby podlegaé maja jednemu =z tych dzialah. Zeby
odnoéne definicye wyslowié, uwazajmy dwie liczby wymierne w i w',
Oczywiscie zawsze zachodzié bydzie jeden z trzech przypadkéw
nastgpujaeych:

10 Obie liczby w i w’ sg liczbami ulamkowemi.

2°. Jedna z nich jest pewnsg liczby calkowity %, a druga —
pewng liczbg ulamkows (m, p).

39 Obie liczby w i w' s liczbami calkowitemi,

W pierwszym przypadku nazywamy sumg i iloczynem liczb
w i w’ liczby wymierne, odpowiednio réwne tym liczbom ulamko-
wym, ktdére na podstawie teoryi liczb ulamkowych przedstawiajs
odpowiednio sumg i iloczyn liczb ulamkowych, ktéremi sa odpo-
wiednio liczby wymierne w i w’.

W drugim przypadku nazywamy sumg iiloczynem liezb wy-
miernych w i w' liczby wymierne, odpowiednio réwne liezbom
ulamkowym, ktére na podstawie teoryi liczb ulamkowych stanowis
odpowiednio sumg i iloczyn liczb ulamkowyeh (k, 1) i (m, p).

W trzecim przypadku nazywamy sums i iloczynem liczb wy-
miernych w i @' liczby wymierne, odpowiednio réwne liczbom cal-
kowitym, ktére stanowis na podstawie teoryi liczb calkowitych
sume i iloezyn liczb w i w'.

Definicye poprzedzajgce oczywidcie nie s sprzeczne ani z teo-
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ryg dzialan zasadniczych na liczbach calkowitych, ani z teorys
dzialai zasadniczych na liczbach wlamkowych, natomiast oczywi-
§cie obowigzani jesteSmy do podania dowodu na to, Ze powyisze
definicye czynig zadodé wymaganiom, omdéwionym w rozdziale po-
przedzajacym.

W tym celu poslugiwaé sie bedziemy ts sama odpowiednio-
$cig pomigdzy liczbami wymiernemi a liczbami ulamkowemi, ktdrg
okresliliSmy w paragrafie poprzedzajgeym, a ktéra podala nam
srodek do wykazania zgodnodei regul pordéwnywania ilosciowego
lieczb wymiernych z zasadami rozdzialu II-go.

Najpierw vzasadnimy twierdzenie nastepujgece:

L. Jegeli oznaczymy przez w i w' dwie liczby wymierne jalie-
kolwiel, przez w Iktdrqkolwiek z liczb wymiernych, przedstawiajgeych
ich swme, przez y ktdrakolwiek z liczb wymiernych, przedstawiajacych
iloczyn liceb w i w'y, a przez u i w' liczby utambkowe, odpowiednio
odpowiednie liczbom wymiernym w i w', to bedziemy mieli w kas-

dym razie
z=u-u (1)

y=u.u. @)

oraz

W przypadku, kiedy jedna przynajmniej z liczb w i w’ jest
liczbg ulamkows, twierdzenie poprzedzajace jest bezposredniem na-
stepstwem definicyi sumy i iloczynu dwdéch liezb wymiernych.

Zalézmy wige, ze liczby wymierne w 1%’ sy liczbami calko-
witemi, 1 oznaczmy przez s i p te liczby calkowite, ktére na pod-
stawie teoryi liezb calkowitych stanowig odpowiednio snme i ilo-
ezyn liczh calkowitych w i w'. Mamy tedy:

ore—— ]

y=np ®)

na podstawie definicyi sumy i iloczynu dwdeh liezb wymiernych,
z ktérych kazda jest liczba calkowity. Z drugiej strony w rozwazo-
nym przypadku liczbami w i u’ sg liczby ulamkowe (w,1) i (', 1).
Mamy wige:
u—+u =(s1)
w.4 = (p,1)

u-t+u'=s
u.u =p. (4)

skgd
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Z réwnosei (8) i (4) wynikajg oczywiscie réwnodei (1) i (2).
Dowiedlismy wige, ze réwnosei (1)i(2) zachodzg w kazdym razie.

Obeenie latwo juz usprawiedliwié mozemy definicye, okresla-
jace sumeg i iloczyn dwéch liezb wymiernych.

Poniewaz na podstawie samego brzmienia definieyi dzialan
zasadniczych npa liczbach wymiernych dzialania te wykonalne
sg bez zastrzezen, a wyniki ich oznaczone sy tylko co do war-
tosei, przeto winnidmy tylko dowiedé, ze wyniki dodawania i mno-
zenia liezb ulamkowyeh zaleza wylgeznie od wartodei liczb wy-
miernych, podlegajacych dzialaniu, i sa oznaczone jednoznacznie.
W tym celu zachowajmy wszystkie oznaczenia, ktéremi poslugi-
walismy sie pray dowodzie zwigzkéw (1) i (2), i oznaczmy przez
wy 1 w; dwie liczby wymierne, sprawdzajgce réwnosel

wl = w
() Wy =W,
a przez wy i liczby ulamkowe, odpowiednio odpowiednie liczbom
w, i w;. Jezeli tedy oznaczymy przez z; ktérgkolwiek z liczb wy-
miernych, przedstawiajgcych sume liczb w, i w), a przez y, ktdrg-
kolwiek z liczb wymiernych, przedstawiajaeych iloczyn liczb w,
i wj, to na podstawie twierdzenia polegajacego na réwnodciach (1)
i (2), bedziemy mieli

(6) @ =y u
Y=ty -t

Otéz ze wagledu na réwnosei (5) i na réwnosdei nastgpujace:

W=, W=1t
W=, w=ui,
mamy
== U,
u =y,
zatem, na podstawie réwnogei (1), (2) i (6) i teoryi liczb ulamko-
wych, mamy

F=1
i
) Y=1u
Poniewaz, na podstawie definicyi dodawania i mnozenia liczb

wymiernych, kazda liczba rdwna liczbie, mogacej byé uwazang
za sumg lub iloczyn dwéch liczb wymiernych, sama uwazana byé



— 103 —

moze w pierwszym przypadku za sume, a w drugim — za iloczyn
tych liezb, przeto z réwnosci powyzszych wynika, ze suma z
i iloczyn y dwdch jakichkolwiek liczb wymiernyeh w i %' uwa-
zane byé moga odpowiednio za sume i iloczyn kazdych dwdch
liczb w, i w; odpowiednio réwnych liczbom w i »'; innemi slowy,
wyniki dodawania i mnozenia liczb wymiernych zalezg jedynie od
wartofei liezb, ulegajacych tym dzialaniom. Z réwnodei (7) wy-
plywa takze jednoznacznoéé dodawania i mmnozenia liezb wymier-
nych: istotnie, réwnodei te wyrazaja, iz kazde dwie liczby x i1 7,
mogace byé uwaZane odpowiednio za sume i iloczyn dwdeh liczb
wymiernych w i w', réwnajg sie odpowiednio liczhom @, i y; jezeli
tylko liczby te przedstawiajs odpowiednio sume i iloczyn jakich-
kolwiek liezb wymiernyeh w0, i w;, byle réwnyeh odpowiednio
liczbom w iw'; poniewaz za$ kazda z liczb wi w’ sama sobie jest
réwna, przeto z réwnosei (6) wynika w szczegdélnosel, iz dwie
liczby « i @y, z ktéryeh kazda uwazana by¢ moze za sume tych
samych dwdch lieczb wymiernych, podobnie jak i dwie liczby y
iy, z ktérych kaZda uwazana byé moze za iloczyn tych sa-
mych dwéch liczb wymiernych, sy réwnemi sobie liczbami wy-
miernemi; a na tem wlasnie polega jednoznaczno$é dodawania
i mnozenia liczb wymiernych.

Ostatecznie usprawiedliwiliémy w zupelnosei, przyjete przez
nas definicye dzialan zasadniczych na liezbach wymiernyeh.

Poniewaz na podstawie tw. I-szego z paragrafu poprzedzaja-
cego i tw. I-szego z paragrafu niniejszego mozemy zawsze przy
poréwnywaniu ilosciowem liczb wymiernyeh i przy wyznaezaniu
wartosei wyniku ktéregokolwiek z dzialan zasadniczych na tych
liezbach zastapié te z rozwazanych liczb, ktére nie bylyby liezbami
ulamkowemi, przez liczby ulamkowe réwne tym liczbom, przeto
wnosimy z twierdzen uzasadnionych w §§ 356, 36, 37 i 38, ze za-
chodzg twierdzenia nastgpujace:

II. Dodawanie liczb wymiernych posiada wéasnosci {geznosdei
i przemiennodci.

II1. Jezeli dwie liczby wymierne b i b sprawdzajg nierdiwnodé

b< ¥,

a+t+b<a+?,
Jakakolwiek liczbe wymierna oznaczylibyémy przez a.

to w takim razie mamy
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IV. Odejmowanie liczb wymiernych wykonalne jest w razie i tylko
w razie, kiedy odjemmilk nie jest wigkszy od odjemnej; w razie wyko-
nalnosci, odejmowanie liczb wymiernych jest dziataniem jednoznacznem
w przypadiu i tylko w przypadku, kiedy odjemmik réwny jest od-
jemnej, reseta rdwna sie zeru.

V. Mnokenie liceb wymiernych posiada wlasnosci dgeenosed i pree-
miennodci.

VI. W stosunku do dodawania i w stosunkw do odejmowania
mnodenie liczb wymiernych posiada wéasnosé rozdzielnosci.

VIL Zeby iloceyn liczb wymiernych réwnat sig zeru, konieczne
Jjest i wystarczajace, zeby jeden czynwik przynajmniej réwnal si¢ zeru.

VIIL Jedeli trzy liceby wymierne a, a' @ b sprowadzaja nie-
réwnosci

a<a
oraz
b>0,
to w takim razie mamy
a.b<a.b

IX. Dzielenie liceb wymiernych jest wykonalne i jest dziala-
niem jednoznacznem w razie, kiedy dzielnik liczbie zero nie jest rduny:
Jezeli zad dzielnik rdwna si¢ zeru, to dzielenie wykonalne jest tylko
w przypadku, kiedy dzielna takze rdwna sig zeru, ale wéwczas iloraz
Jest calliem mnieoznaczony.

§ 43. Uwazajmy jakakolwiek liczbg ulamkows

(m, p)-

Na podstawie teoryi, rozwinigtej w ustgpach poprzedzajacych,
mamy

(m,9) - p = (m,p) . (B, 1) = (. py p . 1) = (. p, 1) = (m, 1) = m.
Mamy wige
(m, p) .p =m.

Z réwnosci tej wynika, e kada liczha wlamkowa wwatana
byé moze za iloraz dzielenia licenika przez mianownik. Opierajae sig
na tym fakeie, prayjmujemy, zgodnie ze zwyczajem powszechnie
przyjetym, za symbol specyficzny liezby ulamkowej o liezniku
réwnym liczbie calkowitej m, a o mianowniku réwnym liczbie
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calkowitej p, symbol na iloraz podzialu liezby m przez liczbg p,
a wige ktérykolwiek z symboléw nastepujacych:

m:p = m/
L o8 ] Pl P;

z ktéryeh kazdy czytamy: m przez p. Symbol najezgéeiej uzy-
wany jest
m

p

Symbol ten dogodniejszy jest od innych o tyle, ze, poslu-
gujac sig tym symbolem, mozemy, bez obawy nieporozumien, nie
tylko umdwié sig, Zeby we wzorach, w ktérych zaznaczamy
kombinowanie pewnej liezby ulamkowej z innemi liczbami drogs
dodawania i odejmowania, nie zamykaé tej liczby ulamkowej w na-
wiasie, co mozebne jest takze i przy dwdeh innych symbolach,
ale nadto, nawet kiedy mamy oznaczyé kombinacye liczby ulam-
kowej

m

p

z druga liczba ! droga mnozenia lub dzielenia, moZemy takZe nawias
opuszezaé, przyjmujae sposéb pisania, uwidoczniony na wzorach
nastgpujgeych:
22 =y el o
S N

Obecnie moZzemy z latwoscig wykazaé, Ze dzialanie dzielenia
takie, jakesmy je okreélili w teoryi liczb calkowitych?l) (poréwnaj
ustegp o dzielenin w § 30-tym), nie stanowi w rzeczywistodci przy-
padku odstapienia od ogélnych zasad, oméwionych w § 30-tym.
W tym celu zwréémy si¢ do zagadnienia nastgpujscego: przed-
stawi¢ dang liczbe ulamkows

m

p

w postdei sumy liczby calkowitej ¢ i liezby ulamkowej :, mniej-
szej od jednosei. P

1) Zaremba, Zarys pierwszych zasad teoryi liezb ecallkowitych, str. B8,
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7, warunkéw zadania mamy natychmiast

m=gq.p4r

Oraz

1 < p.

Zatem, w razie rozwigzalnofei rozwazanego zadania, liczba ¢
réwna sig ,calkowite] czesci ilorazu“ dzielenia liczby m przez p,
a liczba 7 — reszcie. Z drugiej strony, jezeli litery ¢ i 7 przedsta-
wiajs, te elementy, to rozwigzaniem rozwazanego zadania jest oczy-
widcie wzdr

.
ﬁ—p-

Mozemy wige powiedzieé obeenie, ze dzialanie, okreélone pod
nazwsg dzielenia w teoryi liczb calkowitych ma na celu przedsta-
wienie ilorazu dzielnej przez dzielnik (pojmujac wyrazenie iloraz
tak, jakesmy ten wyraz okreslili w § 31-szym) w pewnej, scharaktery-
zowane] przed chwila postaei i dlatego dzialanie to moze nosié nazwe
dzielenia, nie uchybiajac zasadom z § 31-go; uznajemy jednoczednie,
Ze nazwa ,ealkowita czgéé ilorazu podziatu liezby calkowitej m
przez liczbe calkowits p“, ktérg nadajemy liczbie ¢ jest najzupel-
niej wlasciwa; ta sama liezba ¢ zowie sig takie calkowity czedcia
liczby ulamkowej

n
-
Co do liezby ulamkowej

¥
)

to nadajemy jej nazwe reszty ulamkowej liczby 1—2

Liczby ulamkowe, wigksze od zera, ale mniejsze od jednosei,
zowig sig ulamkami wladeiwymi Mozemy wige powiedzied,
ze dzialanie dzielenia liczb ecalkowitych ma na celu przedsta-
wienie ilorazu w postaci liczby ealkowitej, o ile to jest mozebne,
a w razie, gdyby iloraz nie byl ani liczby calkowity, ani ulamkiem

wladeiwym, — przedstawienie go w postaci sumy liczby calkowitej
i ulamka wlasciwego.

Suma liezby calkowitej ¢ i ulamka wlasciwego -% zowie sig
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liczba mieszanag, liczha ¢ — czedeis calkowityg, a liczba

_:;—— czgéciag wladciwie ulamkows rozwazanej liczby mie-

szanej. Przy rachunkach liczbowyeh oznaczamy liezbe mie-
szang, ktora jest sumg liczby calkowitej ¢ i ulamka wladciwego ;T,
przez symbol postaci

9'—?5'1
ale symbolem tym poslugujemy sig wylgeznie w razie, kiedy
liczby ¢, » i p sa liczbowo oznaczone, albowiem, w przeciwnym
razie, symbol
5
EP

méglby tatwo byé uwazany za iloczyn liezby ¢ i ulamka -;%

§ 44. Wielkie znaczenie praktyczne ma ta okolicznosé, Ze
istnieje $cisla analogia pomiedzy ilorazami liczb wymiernych jakich-
kolwiek a ilorazami liczb calkowitych ezyli liczbami ulamkowemi.
Oméwieniu tej analogii poswigecamy ustep niniejszy.

Stosunkiem jakiejkolwiek liczby wymiernej a do jakiejkol-
wiek innej liczby wymiernej b, od zera jednak odmiennej, nazy-
wamy iloraz a:b; liczba @ zowie si¢ licznikiem, a liczba & miano-
waikiem stosunku.

Przyjmijmy

!

PZ%: P=?, (1)

oznaczajae przez b i &' dwie od zera odmienne liczby wymierne,
a przez a i a’ jakiekolwiek dwie liczby wymierne. Zwiqzki

a.b<<ad.b, a.bV=a.b 1 a b/ >a.b (2)

sq réwnowasne odpowiednio zwiazlkom
p<yp, p=p' 1 p>p. 3

Istotnie, ze zwigzkéw (1) mamy
p.b=a, p.V =dq, 4)

skad
p.b.b=a.b, p.b.b=ada'.b,
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zatem, w razie istnienia pierwszego, drugiego lub trzeciego ze zwia-
zkéw (3) zachodzié bedzie (§ 42, tw. VIT) odpowiednio pierwszy, drugi
lub trzeci ze zwigzkdw (2). Odwrotnie, jezeli zachodzi pierwszy ze
zwigzkéw (2), to nie moze zachodzié ani drugi, ani trzeci ze zwia-
zkéw (3), bo w takim razie zachodzilby, whrew zalozeniu, drugi
lub trzeei ze zwiazkéw (2); analogicznie przekonalibydmy sig, ze
w razie istnienia drugiego lub trzeciego ze zwigzkéw (2), zachodzié
musi w pierwszym przypadku drugi, a w drugim frzeci ze zwig-
zkow (3).

Ostatecznie zwiazki (3) 1 (2) sa rzeczywiscie odpowiednio
réwnowazne, Zatem reguly poréwnywania ilosciowego stosunkdw
liczb wymiernych niczem nie réinig si¢ od regul pordwnywania
iloéciowego liezb ulamkowych.

Z poprzedniego wynika, ze jakakolwiek od zera odmienng liczbe
wymierng oznaczylibysmy przez A, mamy

a A

b A

Jakalkolwiek wartosé miataby liczba o, byleby liczba b byla od zera
odmienna; jezeli wige oznaczymy przez

i~

o

a4, ag a,

b’ b b,
n stosunkdw, przez w jakakolwiek liczbg wymierng oraz ogdlnie
przez Z; iloraz podziatu liczby w przez liczbe b, to mamy

c_zi_l,.a,
b, = w

(i=1,2,...n).

Zatem, analogicznie do liczb ulamkowych, modemy zawsze spro-
wadzié do wspdlnego mianownika jakakolwiek liczbe danych stosun-
kdw, ale whbrew temu, co zachodzi przy liczbach ulamkowych, mo-
Zemy przyjaé za wspélny mianownik dowolnie przyjets, byle
od zera odmienns liczbg wymierng w.

I
Wzér na sumg lub réznice dwéeh stosunkdw % id mozemy

b.l’
przedstawié w postaci analogicznej do wzoru na sume lub réinice
dwéch liczb ulamkowyeh. Istotnie przyjmijmy, jak wyiej,

Ul @
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Po sprowadzeniu stosunkéw tych do wspélnego mianownika w,
otrzymamy:

e L |
IJ—wa Fi= 5"
skad
P.ow=a,
p.w=a,
zutem
(P+pIw=a,+a
oraz

(p—pHw=a,—a,
zakladajge, ze mamy
p=p
Z réwnodei poprzedzajgcych mamy

’

a +a
w

ay —

P=—pi= !

PP =

Jak gdyby chodzito o liczby utamkowe.
Zachowujae nadal oznaczenia poprzedzajgce, mamy

(o2 (0. 0)=ua.a

na podstawie zwiazkéw (4) i wlasnodei przemiennodei i Isceznosei
mnozenia. Z uzyskanej réwnosei wynika

.
el = by
czyli
a a a.ad
YT b Y ®)

znowu analogicznie do znanych requé z teoryi liczb ulamkowych.
Przyjmijmy w réwnosdei poprzedzajace)

a=b=1,
wspomniana réwno$é przyjmie tedy postaé nastgpujges:

1
R
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zatem iloraz podzialu jakiejkolwiek liczby wymiernej a’ przez liczbe
wymierng b, jakakolwiek, byle od zera odmienns, réwna sig ilo-
czynowi tej liczby przez iloraz podzialu jednofei przez liczbg b,
czyli przez odwrotnoéé liczby b.

Analogia, ktérej istnienie stwierdzilidmy w omdwionych juz
przypadkach, utrzymuje si¢ i przy dzieleniu stosunkéw: mamy

bl‘
a

i a a @
©) i e

pod warunkami, ze nie tylko liczby b i V', ale takde i liczba o' jest
od zera odmienna. Istotnie mamy

(35)-8= 3.5 5)=5 55=p 14,

skad wynika, ze iloczyn

8=

a
5
réwna sie ilorazowi

a-~-.

l

2.
5

L=}
-~
-

a na tem wladnie polega zwigzek (6).

§ 45. Obecnie pragniemy zestawi¢ wyniki, do ktéryeh do-
chodzimy, zastosowujge oderwang teorye liczb wymiernych, wylo-
Zong w tym rozdziale, do problemu mierzenia odcinkéw prostoli-
niowych.

Oczywiseie przywiedzeni jesteSmy do przyjecia definicyi na-
stepujacej:

Miara jakiegokolwiek odeinka a, wspdémiernego = odcinkiem nie
zerowym w, przyjelym za jednostke diugosci, nazywamy kasda liczbe
wymierng w, rdwna liccbie udamkowej, ktérej licznik i wmianownik
oznaczajq odpowiednio, ile razy pewna wspdlna podwiclokrotnodé od-
cinkéw a i w miesci sie w katdym z tych odcinkdw.

Po przyjeciu tej definicyi zachodzg twierdzenia nastgpujace:

1°. Jezeli oznaczymy przez a i o/ dwa odeinki prostoliniowe,
wspdtmierne z jednostka, a przez w i w' ich miary, to zwiqzki

a>d, a=d 1 a<ld
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sq zawsze odpowiednio rdwnowaéne zwiazkom nastepujacym:
w>w, w=w' 1 w<w

20, Odcinek, stanowiqey swme killew odcinkéw odpowiednio wspdé-
miernych z jednostka, lakze jest z jednostka wspdimierny, a miara
Jego rdwna sie sumie miar odeinkdw, stanowiqeych skladniki rozwa-
danej sumy odcinkdw.

3%, Jezeli miara peunego odcinka a, wspdimiernego = jednostha ',
réwna sie pewnej liczbie wymiernej w, a miara odcinka W', w razie
prayjecia za jednostke innego, nie zerowego odcinka w rdwna sie pewnej
liczbie wymiernej w', to odcinel: a wspdlmierny bedzie z odcinkiem u,
a miara jego, gdy przyjmiemy odcinek w za jednostke, bedzie sig rd-
wnata iloczynowt liczh w i w'.

Twierdzenia te stanowia oczywiscie tylko nows postaé, w kté-
rej wyrazamy twierdzenia juz uzasadnione w rozdziale IV-tym;
jest to postad, ktéra odpowiada nowym warunkom, w ktérych znaj-
dujemy sie obecnie przez to, ze w przeciwienstwie do tego, co za-
chodzito we wspomnianym rozdziale, nie mamy potrzeby wytwa-
rzaé sobie pojecia liczby wymiernej, lecz posiadamy je juz w po-
staci calkiem wyrobionej i logicznie niezaleznej od problemu mie-
rzenia odeinkéw prostoliniowyeh. Na przyklad fakt, ktéry wyrazi-
lismy w rozdziale IV-tym w postaci twierdzenia, wedlug ktérego

/
liczba ulamkowa %a mniejsza jest od liczby ulamkowej %, réwna
sig jej lub jest od niej wigksza, zaleznie od tego, czy mamy
m.p <m'.p, m.p=m'.p lub m.p">m'.p,

wyraza sig obecnie w postaci pierwszego z trzech twierdzen wyslo-
wionych przed chwily,

Sadzimy, Ze czytelnik na podstawie podanych wskazdwek
sam z latwodeia rozwinie szezegélowe dowody trzech powyzszych
twierdzen albo raczej wyrazi w formie, odpowiadajgcej warunkom
obeenym, dowody juz podane w rozdziale IV-tym, ale wyrazone
tam w formie, zastosowanej do odmiennych warunkdéw, w ktérych
znajdowalismy sie wéwezas.

Dalsze szczegély mozemy zatem pomingé, a to tem bardziej,
ze w jednym z rozdzialéw pézniejszych, w ktérym wyloizymy ogélng
teorye mierzenia wielkosei, jeszeze powréeimy do problemu mie-
rzenia odeinkdw.
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§ 46. Teorye liczb wymiernych, ktérg wylozylismy w uste-
pach poprzedzajaeych, przedstawiliémy jake wynik oderwania od
szczegdlnego problematu mierzenia odeinkéw prostoliniowych pe-
wnych pojed, do ktérych hadanie tego problematu przywiodlo nas
bylo. Taki sposéb traktowania przedmiotu odpowiada w zupelnosci
historycznemu przebiegowi ewolucyi pojecia liczby wymiernej i z tej
przyczyny wydaje sig nam najstosowniejszym zardwno ze stanowi-
ska filozofiecznego, jak tez i ze stanowiska pedagogicznego. Pra-
gniemy jednak zaznaczy¢, ze juz z samej teoryi liczb calkowitych
mozemy zaczerpnaé mysl skonstruowania pojecia liezby ulamkowej
a wige takZe i my$l skonstruowania ogdlnego pojecia liczby wy-
miernej.

Oznaczmy przez a, b, a’ i I/ cztery liczby calkowite, zakla-
dajac przytem, Ze Zadna z liczb b i)' nie réwna sig zeru. Zalézmy
nadto, Ze liczba a podzielna jest przez b, a liezba a’ — przez liezbg b’
W takim razie, na podstawie samej tylko teoryi liczh calkowitych,
kazdy z symboléw

(1) a:b i a: ¥
mieé bedzie pewne znaczenie: pierwszy z nich przedstawiad bedzie
iloraz podzialu liczby a przez liczbe b, a drugi — iloraz podzialu

liczby o' przez liczbg b’. Na podstawie znanych twierdzen z teoryi
liczb catkowitych z Yatwoseis uzasadnimy twierdzenia nastepujace:

10, Zwiazeki
(2) a:b<la':by atb=a':¥; a:b>ad:¥
sa odpowiednio réwnowadne zwiqzkom nastepujacym
(3) ladi<al by a-¥=a'.0; a:d >d.b

20, Jezeli oznaczymy przez w jakqkolwiek, od zera odmienna
wspdlng wielokrotnodé liczb b i V', i prayjmiemy

w=1F.b
w=1FkK'. 5',
to bedziemy mieli
arbta: bV =Fk.ak.a):w.
3°. Mamy
(@:b).(a":0)=(a.a): (b.V).
. Do twierdzen poprzedzajacych mozemy nawigzaé pewns uwage,
ktérs jednak zdolamy wyslowié w sposéb precyzyjny i prosty tylko
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po wprowadzeniu pewnych symboléw i wyrazed. Zwracamy sie
zatem najpierw do okreélenia tych symboléw i wyrazen.

Oznaczmy przez (Z) zbidr wszystkich elementéw, z ktérych
kazdy jest ukladem dwdch liczb calkowitych, uwazanych w ozna-
czonym porzgdku,

Zeby oznaczyé pewien element zbioru (Z), nalezy oczywidcie
okreslié nie tylko te dwie liczby calkowite, ktére razem ten ele-
ment tworzg, ale jeszeze oznaczyd, ktéra z nich uwazana ma byé
za pierwszy, a przez to samo, ktéra ma bydé uwazana za druga;
pierwszej z takich dwéeh liczb nadamy nazwe wyrazu pierwszego,
a drugiej — wyrazu drugiego elementu zbioru (Z).

Oznaczajac przez m pierwszy wyraz, a przez p drugi wyraz
pewnego elementu zbioru (Z), przyjmiemy na sam ten element sym-
bol nastepujgey:

(m, p),

ktéry czytamy: m przecinek p.

Oznaczmy przez (C) zbiér tych szezegélnych elementéw
zbioru (Z), z ktérych kazdy czyni zadoéé warunkom nastgpujgcym:

19. Drugi jego wyraz jest liczhy calkowita, od zera odmienns.

20, Pierwszy wyraz podzielny jest przez drugi,

Elementom zbioru (C) moglibyémy nadaé charakter wielkosei
w znaczeniu $cidlejszem 1 okredli¢ dzialania zasadnicze dla uzyska-
nego w ten sposéh nowego rodzaju wielkosei, ustanawiajac defi-
nicye nastepujace:

10, Oznaczony element zbioru (C) i oznaczong liezbe calko-
wity @ uwazamy za rzeczy wzajemnie sobie odpowiadajace w razie
i tylko w razie, kiedy iloraz podzialu pierwszego wyrazu, rozwa-
zanego elementu zbioru (C) przez drugi wyraz réwna sig wladnie
liezbie .

2°. Oznaczony element (a,b) zbioru (C) uwazamy za mniejszy
od drugiego oznaczouego elementu (a’, b’) tegoz zbioru, za réwny
jemu albo za wigkszy od niego zaleznie od tego, czy liczba cal-
kowita @, odpowiadajaca elementowi (a,b), mniejsza jest od liczby
calkowitej 2’, odpowiadajacej elementowi a’, I, réwna si¢ tej liczbie
lub jest od niej wigksza.

3°. Sumg dwéch elementéw (a,d) i (a,b") zbioru (C) nazy-
wamy kazdy element tego zbioru, ktéry odpowiada liczbie calko-
Arytmetyka teoretyczna. 8
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witej, stanowigcej sume liczb calkowitych, odpowiadajacych odpo-
wiednio elementom (a,b) 1 (a/,').

40, Tloezynem dwéeh elementdw (a.d) i (a',0’) zbioru (C) na-
zywamy kazdy element zbioru (C), ktéry odpowiada liczbie calko-
witej, stanowigeej iloczyn liezb calkowityeh, odpowiadajgeych od-
powiednio elementom (a,b) i (a’, ).

Uwage. ktérs mieliSmy wyzej na mysli, mozemy obecnie wy-
razié w sposéh nastepujey:

Na podstawie wyZej przytoczonych twierdzen o ilorazach liczh
calkowityeh, definicye powyisze, o ile chodzi o nadanie charakteru
wielkosel elementom zbioru (C) i o okreslenie dzialani zasadniezych
w tyeh elementach, réwnowazne sy definicyom nastgpujacym:

1. Element (a,b) zbiorw (C) wwazamy za mniejszy od drugiego
elementu (o', b') tegod 2bioru. za réwny temw elementowi lub za wigkszy
od niego, zalednie od tego, czy mamy

a.b<a.b a.b=a.blub a.b>d.b

II. Suma dwdch elementdw (a,b) i (a'.0') zbioru (C) nazywamy
kazdy element tego zbiovu, réwny elementowi

(k.a+k'.d,w),

gdzie oznaczylismy przez w od zera odmienna wspélng wielokrotnosé
liczb b i b, prayjmujac jednoczesnie

w=15%k.b oraz w=FK."V.

IIL. Iloczynem dwich elementéw (a,b) i (a',b') zbioru (C) nazy-
wamy kaddy taki element tego zbioru, ktéry réwna sie elementowi

(a.a'yb. b

Uwaga, ktéry uezynilismy, swoja droga powoduje uwage na-
stepujacy: definicye powyzsze nie zatracilyby tresei nawet w takim
razie, gdybyémy uwazali symbule (a, b) i (a’. &’) jako oznaczajace
niekoniecznie tylko dwa elementy abioru (C), ale dwa elementy
jakiekolwiek zbioru (Z). Kierujae si¢ tedy zasada, ktérej wielka
plodnosé udowodniona jest historya rozwoju wiedzy, a ktéra polega
na tem, geby kazdy nows mys$l, kidra przy badaniach naukowych
napotykamy, opracowaé ze stanowiska najbardziej ogélnego, zada-
jemy sobie pytanie nastgpujgce: czy nie byloby mozebne zastapié
w definieyach [, IL III zbidr (C) preez szersza czgsé zbioru (Z)
albo moZe nawet przez sam zbiér (Z)?
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Powiadam najpierw, Ze zbioru (C) nie mozemy zastapi¢ w tych
definicyach przez caly zbiér (Z). Istotnie, przyjmijmy chwilowo, ze
omawiane definicye odnoszy sig¢ do przypadku, w ktérym uwazamy
symbole (a,b) i (a’.0') za dwa jakiekolwiek elementy zbioru (Z).
W takim razie przyjeta definicya réwnosei dwéch elementéw
zbioru (Z), doprowadziluby migdzy innemi do tego wniosku, Ze
kazdy element zbioru (Z) réwny jest elementowi (U,0), ktérego oba
wyrazy réownajg si¢ zeru. Mielibysmy wige

(m, p) =1(0,0) oraz (m’,p")= (0,0),

jakiekolwiek liczby calkowite oznaczyliby$my przez m, p, m' i p'.
Poniewaz za$ liczby te mozemy tak dobraé, zebySmy mieli

m.p' F=m'. p,

przeto powyzsze réwnosei niekonieeznie pociggalyby za sobg réwnosd

(m, p) = (m', p'),

jakby tego wymagala jedna z zasad, do ktérych postanowilismy
zawsze stosowaé sig przy okreslaniu réwnodei. Usuimy tedy ele-
ment (0,0) ze zbioru (Z) i oznaczmy przez (Z,) zbiér, w ktory
przechodzi wéwezas zhiér (Z).

Tatwo przekonaliby$my si¢, ze gdybySmy w definicyi I-szej
zastapili zbidr (C) przez zhidr szerszy (Z4,), to nie zaszlaby Zadna
okolieznosé niezgodna z ogdlnemi zasadami, omdwionemi w roz-
dziale II-gim. Natomiast zastgpujse w definicyi IIl-ej zbidr (C) przez
zbiér (Z,), doszlibysmy do wyniku sprzeeznego z jedng z zasad,
do ktérych postanowilismy stale zastosowywad sig w rozdz. V-tym.
Istotnie, oznaczmy przez m i p dwie od zera odmienne liczby cal-
kowite 1 uwazajmy iloczyn nastgpujacy:

(m, 0) X (0, p)- (3)

Poniewaz kazdy z symboléw (m, 0) i (0,p) przedstawia jeden

z elementéw zbioru (Z,), przeto, gdybysmy w definicyi Ill-ej za-
stapili zbiér (C) przez zbidr (Z;), to na podstawie definicyi tej
i w razie wykonalnosei mnozenia, zaznaczonego we wzorze (3), uzy-
skalibyémy na wartosei rozwazanego iloczynu wyrazenie (0,0). Ale
element (0,0) zbioru (Z) do zbiorn (Z,) nie nalezy, a wynikiem
jakiegokolwiek dzialania na elementach zbioru’(Z;) moze tylko byé,
na podstawie zasad, oméwionych w § 25 rozdz. V-go, tylko pewien
g*
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element tegoz zhioru. Zatem, w razie zastgpienia w definicyi III-ej
zbioru (C) przez zbidér (Z,) mnozenie, zaznaczone we wzorze (3), by-
loby niewykonalne, skad wyplywa, e whrew zasadom rozdz. V-go,
dzialanie mnozZenia elementéw zbioru (Z,) nie byloby wykonalne
bez zastrzezen. Stwierdzamy wige, i%, zgodnie z zapowiedzig. doszli-
byémy do sprzecznosei z zasadami, do ktérych postanowilismy stale
zastosowywadé sig w rozdz. V-tym, gdyby$my w definieyi IIl-ej
zastapili zbiér (C) przez zbidr (Z)).

Z powyiszyech uwag wynika, co nastgpuje: pragnge zastapié
w definicyach I-szej, Il-giej i IIl-ej zbiér (C) przez mozliwie szeroki
podzbidr zbioru (Z), mozemy tylko myéled o zastgpieniu zbioru (C)
albo przez ten zhiér (W), w ktéry przeszedlby zbiér (Z) po usu-
nigeiu z niego wszystkich elementéw postaci (m, 0), albo znéw przez
zbiér (W;), w ktéry przemienilby sig zbiér (Z) po usunigeiu z niego
wszystkich elementdw postaci (0, p). Poniewaz jednak zbiér (C)
obejmuje elementy postaci (0,p) i z tej przyczyny nie jest pod-
zbiorem zbioru (W), przeto teorya uzyskana, zastepujac w defini-
cyach I-szej, Il-giejiIII-ej zbidr (C) przez zbiér (W) nie moglaby
byé poczytywana za rozszerzenie teoryi zhiorn (C), ktéra znéw sta-
nowi oczywiscie tylko pewns postaé teoryi liczb calkowityech. Wobee
tego pozostaje tylko do zbadania, czy w definicyach I-szej, II-giej
i 1II-ej nie moglibyémy zastapi¢ zbiorn (C) przez zbidr (W), a wiee
zbiér, wynikajacy ze zbioru (Z) droga usunigcia z niego elementéw
postaci (m, 0). Podstawienie to jest najzupelniej mozebne i przywodzi
oczywiscie do zwyklej, poprzednio juz w tym rozdziale wylozonej,
teoryi liczb wlamkowych, a wige i do teoryi licab wymiernych
wogdle.

Czytelnik osgdzi zapewne, Ze wskazana w tym paragrafie droga
do nabyeia ogélnego pojecia liezby wymiernej jest bardzo niena-
turalna. Sad taki jest niezawodnie najzupelniej uzasadniony, jak to
wynika juz z tego, i% teorya liezb wymiernych rozwinela sig
w rzeczywistosei w sposéb zgola odmienny. Nie nalezaloby jednak
stad wnosié, Zeby rozwazania obecnego paragrafu byly zbyteczne.
Rozwazania te obeznaly nas na latwym przykladzie z taks metods
rozszerzenia nabytych juz pojgé, ktéra z poZytkiem zastosowana byé
moZe we wieln przypadkach.




