VI. Czysto arytmetyezna teorya liezb wymiernyeh.
(Teorya klusyezna),

§ 34. Badanie problemu mierzenia odeinkéw prostoliniowych
przywiodlo nas do teoryi liczb wymiernyeh. Oczywiscie mogli-
bysmy byli rozwinaé calkiem analogiczne rozwazanie i w innych
przypadkach, na przyklad, gdybyémy byli traktowali problem mie-
rzenia okreséw czasu. W takim razie doszlibySmy takie do teoryi
liczb wymiernyeh i uzyskana teorya nie rdéznilaby sig¢ zasadniczo
od tej, ktérg oméwiliémy w rozdziale IV-tym.

Natomiast zachodzilaby réznica w podstawach logicznych obu
teoryi: feorya rozdzialu IV-go opiera sig cz¢$eiowo na pojgciach
natury geometryeznej, teorya zad, ktdrabysmy uzyskali opracownjae
problem mierzenia okreséw czasu, polegalaby czgéciowo na poje-
ciach, zwigzanych z pojeciem czasu.

Ze wzgledu na réznorodno$é podstaw, na ktérych moglibysémy
oprzed teorye liczb wymiernych, wysnuwajgce ja z réinych postaci
problematu mierzenia, nasuwa sig my$l oderwania teoryi tej od jakiego-
kolwick konkretnego zagadnienia, opierajae ja wylacznie na pojeciu
liezby calkowitej i kierujge si¢ jednoczednie ty ides, Zeby rozwi-
nawszy oderwans teoryg liczb wymiernych, zastosowywaé ja jako
gotowe juz narzedzie do problematéw mierzenia i wogdle do ba-
dania przyrody.

Takie traktowanie rzeezy odpowiada w zupelnofei ogélnym
pogladom, ktére w krétkosei omdéwiliémy w rozdziale I-szym; ono
wladnie stanowi zastosowanie sig do zasady, wedlug ktérej, w inte-
resie ulatwienia krytyki naukowej, usilujemy zawsze badaé¢ z osobna
elementy, napotykane w naturze tylko we wzajemnym ze sobg po-
aczeniu, poswigeajac nastgpnie syntezie wynikéw, ta drogs uzy-
skanych, znowu osobny szereg rozwazai.
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Metode, kidra poslugiwaé si¢ bedziemy, mozemy scharaktery-
zowaé krétko w sposéb nastgpujacy: Ustawiwszy a priori definicyg
liczby ulamkowej, nadamy liczbom ulamkowym charakter wielkosei
na podstawie nowyeh definicyi, dalej okreélimy dzialania zasadnicze
na tych liezbach i nareszeie okaZemy, Ze do zbioru liczb ulamko-
wyeh mozemy dolaezyé zbior liczhb calkowitych i polaezyé teorye
obu rodzajéw liczb w jedna teorye liczb wymiernych.

§ 35. Na czele rozwaZaii naszych mozemy, nie odstepujac
od my$li przewodniej, oméwionej w paragrafie poprzedzajacym, po-
stawié definicye liezby ulamkowej, ktdra, co do postaci swojej, nie
rézni si¢ od definicyi, przyjetej w rozdziale IV-tym na str. 33.
Przyjmujemy zatem definicyg nastepujqca:

Wyraz liczba ulamkowa oznucza kazdy uklad dwéeh liezb
calkowityeh, uwazany za element wszystkich takich dwdjek liezb
calkowitych, ktére lgeznie podlegaja pewnej ogdlnej umowie. W sto-
sunku do tej nmowy kazda z liczb calkowitych, stanowigeych razem
liezbe udamkows, ma sobie wladciwg roleg i z tej przyezyny jedna
z nich zowie sig mianownikiem, a druga — lieznikiem; za
symbol liczby ulamkowej o liezniku s, a mianowniku p, przyjmu-
jemy tymezasowo symbol

(m, p).
ktéry czytamy: m praecinek p.

Umowa wspomniana w tej definieyi, z konieeznodei odmienna od
tej umowy, ktdra przyjeliSmy w rozdz IV-tym, brzmi jak nastgpuje:

1%, Mianownikiem liezby ulamkowej moze byé tylko liezba
calkowita, od zera odmienna, poza tem jednak jakakolwiek, a war-
tosé licznika nie ulega Zadnemu zastrzezeniu.

20, Zwigzki.

(m,p) < (' ) (myp) = p) i (o, p) > (', )
majq byé uwazane odpowiednio za réwnowazne zwigzkom nastgpu-
jacym:
mp’ < m'p, mp' =m'p 1 mp' > w'p.

Druga czgéé tej umowy, ktéra oczywiscie zawiera w sobie

definicye tresei kazdego z orzeczen:

(m.p) < (', p'), (m,p) =/, p) 1 (m.p)> (', 9)
winna byé usprawiedliwiona przez udowodnienie zgodnosel wspo-
mnianych definieyi z zasadami rozdzialu IT-go. Czytelnik z latwo-
Arytmetyka teorelyczna. 6
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dcig spostrzeze, Ze cel ten begdzie mégl byé uwazany
skoro udowodnione bedg dwa twierdzenia nastgpujace:
A) Ribwnosci

(m, p) = (m', p")
( { (m', p") = (m", p")

pociagajg za soba réwnosé

@) (m, p) = (m", p").
B) Zwiqzki
(m, p) < (', p')
(3) { (m', p') < (m", ")

pociggajg za soba 2wiqzek
4) (m, p) < (", p")-

za dopiety,

Zwracamy si¢ najpierw do uzasadnienia twierdzenia 4.

Na podstawie réwnosei (1) mamy

mp’ = m'p
mn"PH — ?nﬂpi
skad
mpfp”’ — ﬂLfP}lH
mfpﬂp —_— mHP.I'p’
zatem

mpa‘Ph‘ — "Lﬂplp’

a poniewaz liczba p’, jako mianownik liezby ulamkowej zerem byé
nie moze, przeto nastepstwem ostatniej rdwnodei jest réwnodé

mp’’ = m''p,

ktéra wyraza, ze réwnosé (2) jest spelniona. O to wlagnie chodzilo.
Zeby i twierdzenie B uzasadnié, zwazmy, Ze zwigzki (3)

réwnowazne sg odpowiednio zwigzkom nastepujacym:

mp’ < m'p
m'p” <mrrpr,
skgd
mp'p" < m'pp”
. mfph‘p < m!rpfp,
mamy wige

”]'P’p“ ‘_( mﬁprp,
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a poniewaz liczba calkowita p’, jako mianownik liezby ulamkowej
jest od zera odmienna, przeto z uzyskanej nierdwnoéei wynika, ze

mp'’ < m''p.
Nierdwnoéé ta wyraza, ze zachodzi nieréwnoéé (4), o ktérej
udowodnienie wlasnie chodzilo.
§ 36. L. Z definicyi rdwnosei dwich liczh utamkowych wynika,

ze mamy

(m, p) = (bm, Ip) (5)

jakakolwiek bytaby liczba utamkowa (m,p) ¢ jakqkolwiek od zera od-
mienng liczbe calkowita oznaczylibysmy przez l.

Powyzsze twierdzenie udowodnié¢ latwo: iloczyny m.(l.p)
i (I.m).p sy oczywiScie rdwne sobie w kaZdym razie, zatem ré-
wnoséé (D) niezawodnie zachodzi rzeczywiscie; co zad sie¢ tyezy za-
strzezenia, i% liczba ! ma byé od zera odmienna, to koniecznosd
zastrzezenia tego polega na tem, Ze ono stanowi warunek konie-
ezny i wystarczajgey, azeby iloczyn lp (w ktérym eczynnik p, jako
mianownik liezby uwlamkowej z pewnofeia od zera jest odmienny)
byl od zera odmienny, co znowu jest warunkiem, azeby symhol

(Im, Ip)

oznaczal liczbe ulamkows.

Z twierdzenia poprzedzajacego wynika natychmiast, ze bez
spowodowania zmiany wartosei liczby ulamkowej, mozemy zastgpid
lieznik i mianownik odpowiednio przez ilorazy dzielenia tych liezb
calkowitych przez jakikolwiek wspdlny dzielnik albo przez iloczyny
tychze liczb przez jakikolwick od zera odmienny ezynnik.

Jezeli licznik i mianownik pewnej liczby ulamkowej sg
liezbami wzglednie pierwszemi, to taka liczba ulamkowa zowie sie
liezbg ulamkows nieprzywiedlna.

II. Jezeli » dwdch liczb wtamkowych (m,p) ¢ (m',p’), sprawdza-

Jacych réunosé o
(m, p) = (m', p), (6)

Jedna (m,p), jest liczba ulamkowa wieprzywiedlna, to licanik i miano-
wnik drugiej, (m',p"), réwnaja sie odpowiednio iloczynom licznika
i mianownika pierwszej przez pewien ten sam wspdtezynnik.

Istotnie, z réwnosei (6), mamy

3

m.p =m' .p. (7)
6%
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7 réwnodei tej wynika, Ze liczba p jest dzielnikiem iloezynu
m .p'. A poniewaz liczby p i m sg liezbami wzglednie pierwszemi,
przeto?) liezba p jest dzielnikiem liczby p’. Mamy wige

(8) y=1b.

oznaczajse przez [ pewny liczbe calkowity.
Podstawiajge wartodé (8) na p’ do réwnodei (T), otraymujemy

m.l.p=m".p,
skad

9) m.l=m,

poniewaz liczba p, jako mianownik liczby ulamkowej, jest nieza-
wodnie od zera odmienng licsbg ealkowity. Rdwnodei (8) 1 (9) wyra-
zaja laeznic wlasnie to twierdzenie, o ktérego udowodnienie ehodzilo.

Gdyby przy zachowaniu wszystkich oznaczen poprzedzajaeych,
nie tylko liezba (m, p), ale i liczba (m/, p’) byla liczbg uwlamkows
nieprzywiedlng, to czynnik 7 w réwnodeiach (8) i (9) musialby
oczywiseie réwnaé si¢ jednosci; mamy wige twierdzenie naste-
pujgce:

II1. Dwie liczby wlamkowe wieprzywiedlne réwne sa sobie w ta-
kim i tylko w takim rvazie, kiedy licznilki i mianowniki obu liczb wutam-
kowych réwne sq sobie z osobna.

Uwazajmy kilka jakichkolwiek liczb ulamkowych

(10) (1, 1), (s pa)ye (1, Pa)-

Jezeli tedy oznaczymy przez w jakakolwiek wspdlng wielo-
krotnodé mianownikéw py, py,,.. p, liezb (10), to mozemy wyznaczyé
liczby ulamkowe o wspdlnym mianowniku w0, odpowiednio réwne
liezbom (10), ezyli sprowadzié liczby te do wspélnego
mianownika, réwnego liczbie w.

Istotnie, oznaczajac ogélnie przez I, iloraz dzielenia liczby w
przez liczbg p,, mamy oczywiscie

(myly, w) =y, py), (tgly. w) = (g, pe) 1t d.
zatem liczby

(miys ), (myly, 10)..... (il 10)

') Zaremba. Zarys pierwssych zasad ete. str. 137, tw, VIL
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stanowig wynik sprowadzenia liczb (10) do wspdlnego mianownika 1w
i dostarezaja rozwiazanie zagadnienia, o ktére chodzilo.

Zagadnienie sprowadzania kilku danvyeh liezb ulamkowych
do wspdlnega mianownika oczywiscie posiada nieskonczenie wiele
rozwigzan. Jedno z tych 1'ozwxqza1i wyréznia sig od innyeh przez to,
ze odnosny wspdélny mianownik jest najmmniejszy.

Czytelnik sam udowodni, %e najmniejszy wspdlny miano-
waik, do ktérego mozemy sprowadzi¢ kilka danych liczb ulam-
kowych réwna sie najmniejszej wspdlnej wielokrotnosei miano-
wnikéw liczb ulamkowyeh danych, po poprzedniem przepro-
wadzeniu tych liczb do postaci liczb ulamkowyceh nieprzy-
wiedlnych.

Po sprowadzeniu dwdéeh liczb ulamkowyeh do  wspdlnego
mianownika moZemy latwo zadecydowaé, czy one sa sobie rdwne,
a w razie nieréwnosei rozpoznaé mniejsza, albowiem, jak to czy-
telnik z latwoscis udowodni, po sprowadzenin do wspélnego mia-
nownika nzyskamy, w razie réwnosei rozwazanyeh liezb ulamko-
wych, réwne wartodei na liezniki, a w razie nierédwnosci — wartosé
mniejsza na licznik liezby ulamkowej mniejszej.

§ 37. Dodawanie. Zeby okreslié sume dwdch liczh wlambko-
wych a i b, eznaczamy przez o, i by dwie liezby wlamkowe o rdwnych
sobie mianownilach, odpowiednio vawne liczhom a i b, @ wmawiamy sie,
Ze za sume liezb a i b wwazal bedziemy wszelka liczbe wdambkowa réwna
tej, ktdrej mianownil: réwna sie wspilnenin mianownikowi liceb a,
i by, a licanile — sumie licznikdw tych liczb.

Ze wzgledu na zasady. do ktéryeh postanowilismy (§ 31)
zawsze zastosowywaé sig przy ustawianiu teoryi dzialad zasadni-
czych, jakikolwiek bylby rodzaj rozwazanych wielkosei, definicya
poprzedzajgca okresla pojecie sumy liczb unlamkowych mie tylko
w przypadku dwdeh tylko skiadnikéw, ale i w przypadku jakiej-
kolwiek wigkszej liczby tychze. Natomiast winniémy upewnié sie,
%e przyjeta przez nas definicya sumy dwdeh liezb ulamkowych
czyni zado$é wymaganiom, omdéwionem w rozdziale poprzedzajacym,
W tym celu nalezy tylko uzasadnié dwa twierdzenia nastepujgce:

1. Przyjeta definicya czyni zadosé dwom warunkom podstawo-
wym, podanym w § 25-tym.

II. Ta definicya okresla dodawanie jako dziatanie jednoznacane,
wykonalne bez zastrzezen.

Zanim przejdziemy do dowodu tych twierdzen, wyslawiamy
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jeszeze twierdzenia, ktére, podobnie do dwdeh twierdzen poprze-
dzajacych, bezposrednio prawie wynikajs z definicyi, podanej na
czele tego paragrafu. Twierdzenia, ktére mamy na mysli, sa na-
stepujace:

L. Swma jakiejkolwiek skonczonej liczby liceb uéambkowych po-
siada wiasnosci tqcznodei i przemiennosel.

IV. Jezeli dwie liczby wtamkowe b i b° sprawdzaje nieréwnosé

b <V,
to w takim razie zachodzi nierdwnosé
at+b<a+ b,

jakakolwiek liczbe wlamkowq oznac:zylibysmy przez a.

Zeby uzasadnié tw. I-sze, oznaczmy przez a i b dwie jakie-

kolwiek liczby ulamkowe, przez o' i b dwie liczby ulamkowe,
sprawdzajace réwnosei
@ =a

(11) b =b,

a przez ¢ liczbe ulamkows, mogaca byd uwazang za sume liczb a i b.
Na podstawie definicyi sumy dwdch skladnikéw mamy

(12) ¢ = (m—mn,p),

oznaczajac przez (m,p) i (n,p) pewne dwie liczby nlamkowe, o ré-
wnych sobie mianownikach, sprawdzajgce réwnosei

(m, p) =a
(1, p) = b.

Z réwnodei tych 1 réwnosdei (11), mamy
m p)=a

Zatem, ze wzgledu na réwnoséé (12), liczba ¢ uwazana byc
moze i za sume liezb a' i D'

Dowiedliémy wige, %e jezeli pewna liczba ulamkowa ¢ uwa-
zana byé mozZe za sume pewnych dwéch liczb ulamkowych a i b,
to liezba ta uwazana byé moze i za sumg kaidych dwéch liezb
odpowiednio réwnych liczbom « i b; innemi slowy, stwierdzilismy,
ze powyzsza definicya dodawania liczb ulamkowyeh eczyni zadoéé
plerwszemu z dwéch warunkéw, podanych w § 2b-tym. Z drugiej
za$ strony, z samego brzmienia omawianej definicyi wynika bezpo-
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$rednio, ze ona czyni zado$é i drugiemu z tych warunkéw. Zatem
przekonywamy sig, Ze pierwsze z powyzszych twierdzen rzeczy-
wideie zachodzi.

Zeby uzasadnié tw. II-gie, praypusémy, Ze kazda z liczb ¢ i ¢
uwazana byé moze za sumg pewnych dwdch liczb nlamkowych a i b.
Mamy tedy:

¢ =(m-+4np)
o= (w0, p),

oznaczajac przéz (m,p), (n,p), (m,p) i (n,p) pewne cztery liczby
ulamkowe, ktére sprawdzaja réwnania:

(m,p)=a, (n,p)=0
(m' p)=a, (@.p)=0.

Mamy wiec
(m, p) = (m'. p)
(n, p) = (', p)
skad
m.p=m.p
n.p=un.p
zatem
(m—n).p' = (@m' -2).p,
skad

L= {,".

Réwnodé ta wyraza, Ze dodawanie liczb ulamkowych jest,
zgodnie z brzmieniem tw. II-go, dzialaniem jednoznacznem. Ponie-
waz zad dodawanie liczb ulamkowych oczywiscie jest wykonalne
bez Zadnych zastrzezen, przeto ostatecznie tw. II-gie zachodzi w po-
danem brzmieniu.

Ze stanowiska ogélnej teoryi, rozwinigtej w rozdziale poprze-
dzajaeym, usprawiedliwiliSmy obecnie przyjeta przez mnas definicye
dodawania liczb ulamkowych.

Przechodzac do dowodu tw. IIl-go, oznaczmy przez a, b i c
trzy jakiekolwiek liczby ulamkowe.

Sprowadzajac liczby te do pewnego wspdlnego mianownika w,
przyjmijmy

a=(a,w), b= (,w), c=(y,w),
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oznaczajace oczywiscie przez @, § i y pewne trzy liczby catkowite.
Ze wzgledu na jednoznaczno$é dodawania, mamy tedy

a4 b= (a- B w)
@B+ e =(a+ B+ 10

analogicznie znajdziemy
a0+ ) =@+ @+ 7)),
(4B +r=a+(B-47)

na podstawie wlasnosei lacznodei dodawania liezb calkowityeh, przeto

(a—l—b)—|—<:=u+(b—[~c).

Z tego wynika, na podstawie znanego twierdzenia (§ 28, tw. I),
%e dodawanie liczb nlamkowych posiada wlasnodé 1geznosei we wszyst-
kich przypadkach.

Skoro zad dodawanie posiada wlasnosé Iacznosei w przypadku
ogélnym, a prazy dwdch skladnikach dzialanie to posiada oczywi-
Scie wlasno$é przemiennogei, to rozwazane dzialanie (§ 28, tw. II)
posiada wlasno8¢é przemiennogei i w przypadku ogdlnym.,

Pozostaje tylko jeszcze twierdzenie IV-te do uzasadnienia,
Jakiekolwiek bylyby liezby wlamkowe a, b i »”, mozemy, sprowa-
dzajac je do wspélnego mianownika, prayjad:

oraz

& poniewaz

a=(m,p), b={(n,p), b =@ p).
Mamy tedy

a—+b=(m-n,p)

a0 = (m—-n', p),
a nadto, gdybysmy mieli
(18) ==l
to mieliby$my takze

n < ',

a zatem

(m~+-n.p) < (m+-, ),
skad

(14) a-b<a--b.
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Dowiedlismy wige. Ze nieréwnosé (13) pociaga za sobg nie-
réwnos$é (14), a na tem wlasnie polega twierdzenie, ktére pragne-
lismy uzasadnid.

§ 38. Odejmowanie. Ogolna teorva, rozwinigta w § 30-tym,
zwalnia nas od podawania jakichkolwick speeyalnyeh definieyi, do-
tyczaeyeh odejmowania liczb ulamkowyeh,

Na podstawie tw. III-go z paragrafu poprzedzajacego istnicje
jeden tylko rodzaj (§ 31) odejmowania, a ze wzgledu na tw. IV-te
z paragrafu poprzedzajacego i na tw. I-sze i Il-gie z § 29-go odej-
mowanie liczb ulamkowych jest, w razie wykonalnoici, dzialaniem
jednoznacznem.

Zatem, z teoryi odejmowania liezb wlamkowyeh pozostaje tylko
do rozwigzania problem nastgpujacy: wyznaezyé warunki wykonal-
nodei tego dzialania i podaé ogdlng metode wykonywania tegoz.

Jezeli oznaczymy przez a odjemnsa, a przez b odjemnik, to
odejmowanie polega na wyznaczeniu reszty @ z réwnania

b+ ax=ua. (1)

Ziwazywszy, #e suma dwdch liezb wlamkowych, z ktérych
jedna ma licznik rdwny zeru, rédwna sie zawsze drugiej z fych
liczb, zwazywszy dalej. Ze kazda liczba o liezniku réwnym zern
(réwna kazdej innej liezbie unlamkowe] tego szezegdlnego rodzaju)
muiejsza jest od kazdej liczby ulamkowej o liczniku od zera od-
miennym, spostrzegamy z latwoscia, opierajge sie na tw. IV-tvm
ustepu poprzedzajicego, ze mamy w kazdym razie

bta=b-(01) =0

Jezeli wige istuieje liczba . sprawdzajgea réwnanie (1), to
mamy
az=h

Zatem, zchy odejmowanie bylo wykonalne, koniecznem jest,
zeby odjemnik nie byl wigkszy od odjemnej.

Warunek ten wystarcza; jezeli bowiem on jest spelniony to,
po sprowadzeniu liczh @ i b do pewnego wspélnego mianownika p,
uzyskamy na lieznik @ liczby (e, p), réwnej a, liczbe nie mniejsza
od licznika 8 liczby (B,p), réwnej liezbie b, zatem odejmowanie,
ZAZNACZONE We WZOrze

a—f
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bedzie wykonalne, a symbol
(@ —B,p)

przedstawiaé bedzie oznaczong liczbe ulamkows, ktéra ze wzgledu
na to, Ze mamy

(e _ﬁ,P)“"‘b=(3—ﬁ,}3)—|-(ﬁ,}3)=(a;}’) =

przedstawiaé hedzie wladnie resztg, o ktérg chodzito.

Wynik ten nie tylko jest dowodem na to, Ze wyZej podany
warunek wykonalnosei odejmowania jest dostateczny, ale oczywidcie
stanowi agdlne rozwigzanie problematu wykonywania odejmowania
w teoryi liezb ulamkowyeh.

§ 39. Mnozenie, Przystepujac do mnozenia liczb ulamko-
wyeh, winnismy ustawié, specyalnie dla tych liczb obmyélana, de-
finicye tego dzialania przy dwdeh ezynnikach, a ta definicya (§ 31)
stanowié¢ bedzie drnga i ostatnig definicyg podstawows (pierwsza
byla definicya sumy dwdéeh skladnikéw) w teoryi dzialah zasadni-
ezych na liczbach ulamkowyeh. Przyjmijmy definieye nastgpujaes:

Tloczyn jakicjkolwiek liczby utamkowej (m, p), przyjetej za mno-
2na, przez jakakolwiek liczbe utamkowq (m', p’), preyjetq za mnoznik,
okreslamy jako liczbe ulamkowa, réwna liczbie uiamkowej

(m .o’y p.p'),

ktérej licanik jest iloczynem licznikdw, a mianownik — iloczynem mia-
nownikdw rozwaganych czynnikiw.

Zeby ze stanowiska zasad rozdzialu poprzedzajgeego uspra-
wiedliwié t¢ definicye, nalezy tylko uzasadnié dwa twicrdzenia na-
stgpujace:

L. MnoZenie liczh wlambkowyeh czyni zadosé dwom zasadniczym
warunkom, podanym w § 25-tym.

IL. Munoéenie liczh utamkowych jest dziataniem jednoznacznem,
wykonalnem bez zastrzeien.

Przed podaniem dowodu na te twierdzenia, wyslowimy jeszcze
inne twierdzenia, ktére podobnie do dwéeh poprzedzajacych, bezpo-
srednio prawie wynikajy z przyjetej przez nas definicyi mnozenia
liczb ulamkowych; sa to twierdzenia nastepujgce:

II1. Iloczyn dowolnej liczby liczb wtamkowych posiada wlasnosci
dacenosei ¢ praemiennodci.

IV. W stosunku do dodawania, a wiec i w stosunkw do odej-



mowania (§ 32, tw. 1), mnozenic liczh utamkowych posiada wiasnodé
rozdzielnosci.

Z samego brzmienia definicyi mnozenia liczb ulamkowych
wynika bezposrednio, Ze definicya ta czyni zadodéé drugiemu z wa-
runkéw, podanyeh w § 25-tym, gdyz kazda liezba ulamkowa, réwna
liczbie moggeej hyé uwazang za iloczyn dwdeh liezb ulamkowych,
oczywifcie sama uwaZana' byé moze za iloczyn tych liczb. Zehy
dowiedé, ze przyjeta przez nas definicya mmozenia liczb utamko-
wyeh ezyni zadoéé i pierwszemu z omawianych warunkéw, oznaczmy
przez (m, p), (w,p’), (my,p,) i (my, p;) catery liczby ulamkowe
sprawdzajgce réwnosei

(m. p) = (my, 1) |_ 1
(', p') = (1, p) | (1)
1 oznaczmy przez x liczbe, mogaey byé uwazang za iloczyn
(m, p) . (m/, p').
Mamy tedy
x=(m.o, p.p, )
a poniewaz z réwnosei (1) mamy

m.p,=m .p
m' . py=m; .,
skad

(m.m’) . (py.py)=(mg.m) . (p.p')
skad znown

(.o, p.p') = (my i, py. ), (3)
przeto na podstawie réwnosel (2), mamy

&= (my .My, Py.Mm)

Zatem, wszelka liczba z. mogaea byé uwazana za iloczyn
(m,p).(m,p') uwazana byé moze i za iloczyn jakiejkolwiek liczby
uwlamkowej (m,, p;) réwnej liczbie (m, p) przez jakakolwiek liczbe
(my, p;) réwna liczbie (m', p’).

Stwierdzamy wige, Ze mnozenie liezb ulamkowych sprawdza
i pierwszy z warunkéw podanych w § 20-tym. Ostatecznie uzasa-
dnilismy w zupetnodei tw. I-sze.

Przechodzimy obeenie do dowodn tw. IT-go. Na podstawie
samego brzmienia definicyi mnozenia liczb ulamkowych dzialanie
to oczywiscie wykonalne jest bez zastrzezen. Z drugiej znéw strony
przekonaliémy sie przed chwila, %e réwnosei (1) pociagaja za soba
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réwnosé (8), skad znéw wynika, ze jezeli pewna liczba nlamkowa
uwazana byé moze za iloezyn pewnej liczby ulamkowej (m, p) przez
pewng liczbe ulamkows (', p'), a pewna liezba @' — za iloezyn
liczhy (my, p;) réwnej liczbie (m, p), przez liczhg (m;, p;) réwng
liezbie (w’, p’), to liczba x réwna sig liczbie 2. Zatem mnozZenie
liczb ulamkowych jest dzialaniem jednoznacznem. Ostatecznie uza-
sadnilismy 1 tw. II-gie.

Ze stanowiska ogdlnej teoryi, rozwinigtej w rozdaziale poprze-
dzajageym, mozemy uwaza¢ obecnie wyzej podang definicyg wmno-
zenia liczb ulamkowych za usprawiedliwions.

Zeby uzasadnié¢ tw. IIl-cie, zwazmy, iz jakiekolwick liezby
wlamkowe oznaczylibydmy przez (m. p), (m', p’) i (m", p”), mamy

{(m, p) . (m/y ")} . (!, p") = (m .0, p.p') . (m', p") =
=m.m'" . m" p.p.p")
oraz
(m. p) . (!, p?) L (w7 ")) == (my p) . (! ., p . p) =
=m.m' .m' p.p . p"),
zatem

{(m, p) . (', ) (", ") = om, ) . (o', ) . (", "),

Praekonywamy sig wige, Ze przy trzech czynnikach, wlasnosé
laeznodei zachodzi. Ale z tego wynika (§ 28, tw. I-sze), ze oko-
lieznosé ta zachodzi w kazdym razie,

Z drugiej strony latwo stwierdzamy, ze w razie dwéch czyn-
nikéw, mnozenie liczb ulamkowych posiada wlasnoéé przemien-
nodei. Zatem, ze wzgledu na uzasadniong dopiero co wlasnodé
laeznodei mnozenia liczb ulamkowych, mnozenie liczb ulamkowych
(§ 28, tw. II) posiada wlasnoé¢ przemiennosei w przypadku ogélnym,

Pozostaje jeszcze do uzasadnienia tw. IV-te. Oznaczajye przez
(m, p), (m'.p') i (m”, p") tray jakiekolwiek liczby ulamkowe, mamy:

(1) (m, p) . (! ") (m, p) (M, p'') =
=(m.m', p.p")+(m.m", p.p")=
=m.m'.p" p.p\p") (. pp.p" )=
=(m.m'.p" ~m.m" . p\p.p . p").
Z drugiej znéw strony mamy:

(md': P!) + {mh‘} Pﬂ') — (?R! . P” + ,”{H . p?’ p.ﬂ]’
skad

(m, p) {', ") - Om"!, p"")} = (mem'p"” - "', pyp'p”).



Zatem na podstawie réwnosei (1), mamy

(m, p) . (m'y p') == (m, p) . (m"’, p") = (m, p) {(m’,_ p) -+ (m"”, p”)}.

Réwnosé ta wyraza wladnie twierdzenie, ktére pragneliémy
uzasadnic.

Juz w teoryi odejmowania liczb ulamkowyeh praywiedzeni
bylidmy do wyréznienia od innych liczb ulamkowyeh tych, ktérych
liczniki réwnaja si¢ zeru. Stwierdziliémy juz wéwezas, ze wspo-
mniane liczby ulamkowe sg sobie réwne, ze kazda z nich mniejsza
jest od kazdej innej liczby wlamkowej, a nadto spostrzegliémy, iz
rzeczone liczby majs wlasnodd nastepujacea: jezeli oznaczymy przez
L wspdlng ich wartodd, to mamy tedy

a-t Q=a,

jakakolwiek liczbe ulamkowsa oznaczylibySmy przez a.

Spostrzegamy z latwodeiy, %e powyzsza wlasno$é liczb unlam-
kowych o liczniku réwnym zern jest charakterystyczng wlasnodeig
tych liczh. Wogdle, jezeli w pewnym zbiorze (Z) dzialanin dodawa-
nia ulegadé moggeyeh wielkosei istnieje taki element £. zeby po ozna-
ezenin przez a i 2 dwdeh elementéw zbioru (Z) réwnodei

x=02 i un4t-z=a

byly sobie réwnowaine, to w takim razie wspélng warto§é wszyst-
kich, elementowi £ réwnych, elementéw zbioru (Z) zowiemy mo-
dulem dodawania elementéw zbioru (Z).

Na podstawie tej definicyi odeinek zerowy przedstawia modul
dodawania liezb catkowityeh, a ze wzgledu na uwagi, poczynione
wyzej, kazda liczba ulamkowa o liczniku zerowym — modul doda-
wania liczb ulamkowych.

W stosunku do mnozenia liczby ulamkowe o liczniku zero-
wym ezyli réwne modulowi dodawania posiadajg takze charaktery-
styczng, dla nich wladciwodé, ktdra czytelnik z najwigksza latwoseiq
sprawdzi, a ktéra polega na twierdzenin nastepujgcem:

V. Warunek konieczny i wystarczajacy, azeby iloczyn jakiejkol-
wiek liczby liczb wlamkowych réwnat sie liczbie ulamkowej o liceniku
rdwnym zeru czyli modutowi dodwwania, polega na tem, Zeby przynajmnie)
jeden czynnil sam réwnat sie modutowi dodawania liczb utamkowych.

Na zakonezenie teoryi mnozenia liczb ulamkowych podajemy
twierdzenie nastgpujace:
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VI. Jeseli oznaczymy przez b jakglolwick liczbe ulamkowa,
od moduwlu dodawania odmienng, a przez a i a dwie liczby utamkowe,
sprawdzajace nierdwnodd

(1) G=a,
to mamy
(2) ab < a'b.

Istotnie, na podstawie nieréwnosei (1) mozemy przyjac
c=a — a,

poniewaz odejmowanie, zaznaczone w tym wzorze, jest wykonalne.
7 drugiej strony mamy

(3) b.e=a.0—a.b

ze wzgledu na wlasnodé rozdzielno§ei mnozenia w stosunku do odej-
mowania. Poniewa? za$ w iloczynie 0. ¢ czynnik ¢ jest liczbg ulam-
kowsg z licznikiem od zera odmiennym na podstawie nieréwnodei (1),
a drugi czynnik z zaloZenia takie temu warunkowi ezyni zadoéé,
przeto ta sama okolicznos¢é zachodzi i co do samego iloczynu b.c
na podstawie tw, V-go obecnego paragrafu.

Zatem 7z réwnosei (3), mamy

a.b>a.b

co wlasnie pragneli$my uzasadnié,

§ 40. Dzielenie. Na podstawie ogdlnej teoryi, do ktdrej od-
wolywaliémy si¢ tyle razy w tym rozdziale, nie zachodzi potrzeba,
przystepujge do teoryi dzielenia liczb ulamkowych, ustawienia jakiej-
kolwiek, dla liezb wlamkowych specyalnie obmyélanej definicyi.
Winnidmy tylko zaznaczyé, Ze z powodu wlasnodei przemiennosei
mnoZenia liezb ulamkowych, istnieje dla tych liezh tylko (§ 31)
jeden rodzaj dzielenia, i podaé warunki wykonalnoéei oraz metode
do wykonywania tego dzialania.

Zatem, oznaczajac przez a dzielny, przez b dzielnik a przez
iloraz, mamy tylko przeprowadzié dyskusye zadania, polegajacego
na wyznaczeniu liezby 2 z réwnania

(L) b.a=4.
Zwr6émy sig najpierw do przypadku szezegdlnego, kiedy liezba

wlamkowa b réwna sie modulowi dodawania. Gdyby w tym przypadku
liczba @ nie réwnala sig takie modulowi dodawania, to oczywiscie nie
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istnialaby zadna warto$é na x, sprawdzajaca réwnanie (1), i rozwazane
dzielenie byloby niewykonalne. Gdyby natomiast nie tylko liczba b,
ale i liczba ¢ miala licznik réwny zeru, gdyby, innemi slowy, obie
te liczby réwnaly si¢ modulowi dodawania, to réwnanie (1) zacho-
dziloby, jakakolwiek liczb¢ ulamkows oznaczylibySmy przez x; za-
tem w tym przypadku dzielenie byloby wykonalne, ale iloraz
bylby calkiem nieoznaczony.

PrzejdZzmy do przypadku ogdlnego, kiedy licznik liczby b jest
od zera odmienny i, zeby uwidoeznié liczniki i mianowniki liczb a
i b, przyjmijmy:

a=(aa); b=(54).

Poniewaz z zalozenia liczba f jest od zera odmienna, przeto
symbol (§’, f) przedstawia oznaczong liczbe ulamkows. Latwo spraw-
dzi¢ mozemy, ze wartosé

r=(a,a). (@0 (2)
na z czyni zadodéé réwnaniu (1). Istotnie, na podstawie wzoru (2), mamy

. (ﬂ! ﬁ’) == {(a' a). @, ﬁ)} . (ﬁ, ﬁ’) ==
— (2, @) B\ B) - (B, £)) = (@ @) (1, 1) = (@, ).

Poniewaz na podstawie tw. VI-go z paragrafu poprzedzajs-
cego i tw. I-go i Il-go z § 29-go dzielenie jest w rozwazanym
przypadku, w razie wykonalnosei, dzialaniem jednoznacznem, przeto
mozemy, opierajac si¢ na wyniku, uzyskanym dopiero co i na
wynikach uzasadnionyeh poprzednio, odpowiedzieé¢ obecnie w spo-
s6b wyczerpujacy na pytania, ktére pragnelismy byli rozstrzygnaé,
a to, wyslawiajac twierdzenie nastepujgce:

Jezeli przy dzieleniu liczb utamkowych dzieinik jest liczba wéam-
kowa, od moduty dodawania odmienna, to dzielenie jest dziataniem
wykonalnem i jednoznacenem, a iloraz réwna sie iloczynowi dzielnej
przez dzielnik odwrdcony (to znaczy, przez liczbe wlamkowq, ktdra
wynika z dzielnika przez zamiane licenika na mianownik, a mianownika
na licznik). Jeteli za$ dzielnik rdwna sie modulowi dodairania, to
dzielenie jest niewykonalne, pricz, kiedy dzielna réwna sie tez modu-
towi dodawania, a w takim razie iloraz jest catkiem nicoznaczony.

§ 41. Liezby wymierne. Jezeli polgezymy zbiér liezb cal-
kowitych i zbiér liezb ulamkowych w jeden nowy zbiér (W), to
zbiér ten stanowié bedzie to, co nazywamy zbiorem liczb wymier-
nych. Zatem wszelka liczba calkowita lub ulamkowa jest liczbg
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wymierna, a kazda liczba wymierna jest albo liczby calkowits albo
ulamkows.

Zeby liezhom wymiernym nadaé charakter wielkosei w znacze-
niu $cislejszem, nmawiamy sie, ze wykonywaé bedziemy pordwnywa-
nie ilogeiowe dwdeh liczh wymiernych wedlug regul nastgpujacych:

10, W praypadku, kiedy liczby wymicrne, majace uledz pordwna-
win ilosciowemu, sa liczbami utamkowemi, zastosowujemy bezposrednio
requy prayjete w teoryi liczb wtambkowych.

20, W przypadku, gdy z dwdch liceb wymiernych, kidre maja
uledz pordwnaniv ilosciowemu, jedna jest pewna liczba catkowita k,
a druga jest liczba utamkowy (m, p), orzekamy, Ze mamy

k< (m,p), k=(mp) lab k> (m,p)

zaleznie od tego, czy zachodzi pierwszy, dirugi il trzeci ze 2wiqzlkdw
nastepujacych :

(k. 1) < (m,p), (k,1)==(m,p) lub (& 1) > (m,p).

30 W przypadku, kiedy liczby wymierne, ktdre pragniemy po-
réwnaé ze sobg ilosciowo, sq obie liczbami catkowitemi, zastosowujemy
bez zadnej zmiany reguly, przyjete w teoryi liczb catkowitych.

Oczywiécie winnismy upewni¢ sie, Ze reguly powyisze zgo-
dne sa z zasadami rozdzialu II-go.

Warnnki konieezne i wystarczajace, azeby zgodnosé ta za-
chodzila, polegaja na twierdzeniach nastgpujaevch:

A) Réwnosdei

w=w i W =uw,

gdzie w i 1w’ oznaczaja dwie liczby wymierne, sa réwnowasne.

B) Pomiedzy liczbami wymicrnemi, réwnemi oznaczonej liczbie
wymiernej w, znajdije sie takZe i sama liczba 1.

C) Rdwnoser

w=w i w=w"

gdzie w. w' i w" ozraczaja bray liczby wymierne, pociggaja za soba
réwnosdé

i1

w=w".
D) Zwiazki
ww i w>w,
gdzie oznaczaczylismy wnmoww przez w i w' dwie liczby mymierne, sa
réwnowazne.



E) Dwie liczby wymicrne w 1 w' sprawdzaja zawsze jeden, ale
tez tylko jeden z trzech zwigekdw

w<w, w=w i w>uw.
F) Zwigeli
w<w 1w <<w,

gdzie w, w' i W' oznaczaja jak wyzej trzy liczby wymierne, pocia-
gaja za soba zwigzek
w<w' ).

Z twierdzen poprzedzajgcych, twierdzenie 4, B, D i K stano-
wig natychmiastowe nastepstwa reguly, przyjetej na poréwnywanie
ilogciowe liczb wymiernych, a twierdzenia C'i F' uzasadnimy latwo
po wprowadzeniu pewnej odpowiedniofci pomigdzy liczbami wy-
miernemi a liczbami ulamkowemi. Zeby odpowiedniogé tg okreélic,
uméwmy sig, ze wyrazenie, liczba ulamkowa odpowiednia oznaezo-
nej liczbie wymiernej w, oznacza, w razie kiedy liczba w jest juz
sama pewng liezbg ulamkows, te wladnie liczbe nlamkows, a w razie,
kiedy liczba w jest liczbg calkowity — liczbg ulamkows, ktérej
licznikiem jest ta liezba calkowita a mianownikiem — jednnéd.

Na podstawie tych definicyi mamy twierdzenie nastgpujgce:

I Jakiekolwiek liczby wymierne oznaczylibysmy przez w i w’',
2wiazki

w<w, w=w i w>uw (1)

sa odpowiednio réwnowazne zwiqzkom nastepujacym:
ulw, u=u i u>u, (2)

oznaczajac przez w liczbe uwdamkowa, odpowiedniq liczbie wymiernej w,
a przez ' — licebe wtamkowa, odpowiednia liczbie wymiernej w'.
Twierdzenie to jest bezpodrednio oczywistem w przypadku,
kiedy jedna przynajmniej z liczb w i w’ jest liczbg ulamkows,
ze wzgledu na dwie pierwsze z trzech regul, okreslajgcyeh prawa

1) Poniewa#, na podstawie uwagi, uczynionej w § 8-ym, ostatnie dwa twier-
dzenia TI-ej grupy twierdzed, wyszczegdlnionych w rzeczonym paragrafie, naleza
do nastepstw logicznych twierdzen pozostalych, przeto pray usprawiedliwieniu reguf,
przyjetych na pordwnywanie ilefciowe elementéw oznaczonego zbiorn, uzasadnianie
ostatnich dwéch twierdzen II-giej grupy jest zbyteczne, skoro uzyskana zostala
pewnofé, Ze wszystkie inne twierdzenia obu grup w rozwaianym przypadku za-
chodza.

Arylmetyka teoretycena. 7
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poréwnywania liczb wymiernych. Przypusémy wige, ze liczby wy-
mierne w i w’ s dwiema liczbami calkowitemi. W takim razie,
z latwodcig sprawdzamy, opierajgce si¢ na regulach poréwnywania
ilo$eiowego liczb ulamkowyeh, Ze zwigzki (1) sg odpowiednio réwno-
wazne zwigzkom nastgpujacym:

(0, ) < @' 1), (w,1)=(w,1) i (w,1)> 1)

a poniewaz w rozwazanym przypadku symbol u oznacza wlasnie
liezbe ulamkows (w, 1), a symbol »' — liczbe ulamkows (', 1),
przeto 1 w tym nawet praypadku zwigzki (1)1 (2) sa, zgodnie z za-
powiedzia, odpowiednio réwnowazne sobie.

Przechodzimy do kolejnego uzasadnienia twierdzen C i I

Oznaczmy w tym celu przez w. w’' i w"” trzy liczby wymierne
jakiekolwiek, a przez u, w' 1 «” liezby ulamkowe, odpowiednie
liczbom wymiernym 2, @' i w".

Zaldzmy najpierw, ze mamy

w=—w' oraz w —w".

W takim razie, ze wzgledu na réwnowainodé zwigzkéw (1)
i (2) mieé¢ bedziemy
» w=mwu' oraz w —u",
skad
u=u".
Whnosimy stad, opierajac sig ponownie na tw. I-szem, %e mamy
w=w".

Uzasadniliémy wige twierdzenie C.
Zalézmy obecnie, Zze mamy

w < w:; w' <wrr,
w takim razie, na podstawie tw. I-go, mie¢ bedziemy takze

i . ’ "
<o oraz u <,

skad
w < u"’,

a zatem znowu na podstawie tw. I-go mamy
Ww < wn_

Uzyskany wynik stanowi oczywidcie dowdd na twierdzenie F.
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Ostatecznie stwierdzamy, e regula, ktérs przyjeliSmy na po-
réwnywanie ilosciowe liczb wymiernych czyni zadosé zasadom
rozdz. Il-go.

Winni$my zaznaczyd, ze na podstawie wspomnianej reguly,
warunek konieczny i wystarczajacy, azeby oznaczona liczba ealko-
wita k réwnala si¢ oznaczonej liczbie ulamkowej (m,p), polega na
tem, zeby liczba calkowita m podzielna byla przez liczbe calko-
wita p i Zeby nadto iloraz tych liczb réwnal sig lieczbie k. Z tego
wynika w szezegdlnosei, ze kadda liczba wlamkowa, lktérej licznik
réwna sie zeru, zawsze rowna sie zeru.

Ze wzgledu na réine zastosowania znaczenie podstawowe ma
twierdzenie nastepujace:

I1. Liczba liczb wymiernych, potozonych pomiedzy dwoma jakiemi-
kolwiek nieréwnemi sobie liczbami wymiernemi w i w' (w < w'), jest
nieskonczenie wielka.

Istotnie, mozemy zawsze przedstawié liezby w i w’ w postaci
dwéch liezb nlamkowych o wspélnym mianowniku; mamy tedy

W= (ma p), w'= (m'p)
m' > m,

a poniewaz liezby m’ i m sg liezbami calowitemi, przeto
m —m=1,
m' (n—+1) —mmt+1)=n-1,

jakgkolwiek liczbe calkowits oznaczyliby$my przez 2 (n=1). Ze
zwigzku poprzedzajacego wynika, Ze przyjmujac w wyraZeniu

m(n—4-1)-i
3 I

zatem

na i kolejno wartodei

uzyskamy » nierdwnych sobie liczb calkowitych podrednich po-

miedzy liczbami
mn-1) 1 m' (n41),
a poniewaz mamy
w=(m@n+1),pn+1); w'=@m@r+1)pnr4 1)),
przeto spostrzegamy, Ze wyznaczymy n nieréwne sobie liczby wy-

mierne posr-dnie pomigdzy liezbami w i w’, przyjmujac w wyrazenin

m (2 1)+ p (14 1))

T+
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na i kolejno wszystkie wartodei calkowite od i=1 az do i=n.
Poniewaz mozemy przyjaé nan jakakolwiek, od jednosei nie muiejszg
warto$é calkowita, przeto wynik, do ktérego doszliémy, stanowi do-
wéd na twierdzenie, ktore pragneliSmy uzasadnié.

Stosujae twierdzenie poprzedzajace do przypadku, kiedy mamy
w=0, otrzymujemy twierdzenie nastgpujgce:

IIL. Liczba liczb wymiernych nierdwnych pomiedzy soba, wiek-
szych od liczby zero, ale mniejszych od dowolnie przyjetej, od zera
wielszej liczby wymiernej, jest nieskonczenie wiélka.

Spostrzegamy natychmiast, Ze zachodzi takZe i twierdzenie
nastgpujace:

IV. Liczba liczb wymiernych, wickszych od jakiejkolwiek ozna-
czonej liczby wymiernej, jest nieskonczenie wielka.

§ 42. Dzialania zasadnieze na liezbach wymiernych. Na
podstawie ogdlnej teoryi rozdzialu poprzedzajacego, stworzymy teo-
rye dzialai zasadniczych na liezbach wymiernych, skoro tylko
okreslimy dodawanie i mnozenie w przypadku szezegdlnym, kiedy
dwie tylko liezby podlegaé maja jednemu =z tych dzialah. Zeby
odnoéne definicye wyslowié, uwazajmy dwie liczby wymierne w i w',
Oczywiscie zawsze zachodzié bydzie jeden z trzech przypadkéw
nastgpujaeych:

10 Obie liczby w i w’ sg liczbami ulamkowemi.

2°. Jedna z nich jest pewnsg liczby calkowity %, a druga —
pewng liczbg ulamkows (m, p).

39 Obie liczby w i w' s liczbami calkowitemi,

W pierwszym przypadku nazywamy sumg i iloczynem liczb
w i w’ liczby wymierne, odpowiednio réwne tym liczbom ulamko-
wym, ktdére na podstawie teoryi liczb ulamkowych przedstawiajs
odpowiednio sumg i iloczyn liczb ulamkowych, ktéremi sa odpo-
wiednio liczby wymierne w i w’.

W drugim przypadku nazywamy sumg iiloczynem liezb wy-
miernych w i w' liczby wymierne, odpowiednio réwne liezbom
ulamkowym, ktére na podstawie teoryi liczb ulamkowych stanowis
odpowiednio sumg i iloczyn liczb ulamkowyeh (k, 1) i (m, p).

W trzecim przypadku nazywamy sums i iloczynem liczb wy-
miernych w i @' liczby wymierne, odpowiednio réwne liczbom cal-
kowitym, ktére stanowis na podstawie teoryi liczb calkowitych
sume i iloezyn liczb w i w'.

Definicye poprzedzajgce oczywidcie nie s sprzeczne ani z teo-



