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lanie (D) posiada wlasnosé przemiennosei w razie, kiedy dwa ele-
menty dzialaniu podlegaja, przeto dzialanie to (tw. II) posiada wla-
snodé przemiennosei w przypadku najogdlniejszym.

Ostatecznie wige, zgodnie z brzmieniem twierdzenia, dziala-
nie (D) posiada wlasnodei 1geznodei i przemiennogei bez wagledu na
liczbg elementéw, podlegajacych dzialaniu.

Uwaga W razie przemiennosei pewnego dziatania (D)
typu (7') wlasnodé lgeznodei zachodzi w szerszem znaczeniu, anize-
liémy wyraz ten okreslili wyzej, mianowicie: w razie przemienno-
§ei dziatania (D) moZemy zastgpié, nie sprowadzajac zmiany w wy-
niku, ktérekolwiek z elementéw, dzialaniu podlegajacych, przez
wynik wykonanego dzialania (D) na tych elementach. Dodajemy,
iz stad wyplywa, zZe ktérykolwiek z elementéw a, podlegajscych
dzialanin (D), moZemy bez wywolywania zmiany w wyniku za-
stgpi¢ przez dowolng liezbe elementéw zbioru (Z) tak dobranyeh,
zeby wynik wykonania dzialania (D) na tyeh elementach réwnal
sig elementowi a. -

§ 29. Oznaczajac w dalszym ciggu przez (D) pewne dzialanie
typu (71"), a przez F (a,b) wynik wykonania tego dziatania na
dwéch elementach a i b odpowiedniego zbioru (Z) uwazajge pray-
tem element a za pierwszy, a element b za drugi, przyjmijmy

¢c=I'(a,b).

Mozemy tedy rozwazaé zagadnienia, z ktérych jedno polega-
foby na wyznaczeniu elementu a, gdy znane sy elementy & i ¢,
a drugie — na tem, Zeby wyznaczyé element b, kiedy znane sa
elementy « i ¢. Oczywidcie, pray pewnyeh przynajmniej zastrzeze-
niach, kazde z tych zagadnier posiada jedno przynajmniej rozwig-
zanie, Zatem zwigzek (1) prowadzi do okreslenia dwéeh dziatan:
jedno z nich d, jest dzialaniem, ktérego wylkonanie na elementach
¢ 1 b dostarcza jako wynik element a, a drugie d, okredlamy
przez to, Ze wynik jego wykonania na elementach ¢ i a jest ele-
ment b,

Zeby definicya poprzedzajgea byla catkiem zgodna z og6lnem
pojeciem dzialania, okreslonem na poczatku tego rozdzialu, oczywi-
deie koniecznem jest i wystarczajacem, azeby w razie réwnosei.

e==¢' 1 h=1p



réwnosei nastgpujace:

) c=F(zb)
1
¢ =F(x,b)

byly réwnowazne, a w razie réwnogei
e=¢"1 a=u,
zeby réwnowazne byly réwnosei
¢ = F(a,2)
¢ = F(a,2)

Spostrzegamy natychmiast, Ze warunki te sg zawsze spelnione,
albowiem za jedng z podstaw naszych rozwazan przyjelismy to za-
lozenie, iz réwnofei

e=da if=p
pociggaja zawsze za soba réwnosé

F(a,f)=F(a\f)

Wogéle dzialania 6, i d, beds odmiennemi od siebie, nieko-
niecznie jednoznacznemi dzialaniami, a kaide z nich wykonalne
bedzie tylko w pewnych warunkach ograniczajach co do wartosei
elementéw, ktére mu podlega¢ beds mialy. Kazde z dzialan 6, i d,
zowie sig dzialaniem odwrotnem do dzialania (D). Jezeli jednak dzia-
lanie (D) posiada wlasnosé przemiennodel, to nie istnieje juz zadna ré-
znica pomiedzy dzialaniami 6, i d,, albowiem, w takim razie réwnania

c=F(,a)i e=F(ba)

sg sobie réwnowazne.

W rozwazanym przypadku dzialania d, i d, stanowia pewne
jedno i to samo dzialanie, ktdre okredlié moizemy jako dzialanie,
majace na celu wyznaczenie jednego z dwéch elementéw, podlega-
jacych dzialaniu (D) w razie, kiedy drugi element i wynik dzia-
lania (D) sa znane.

Ze wzgledu na dalsze zastosowania podajemy tu dwa twier-
dzenia nastepujgce: -

I Jezeli przy pewnych wartosciach elementu b, nierdwnosé

add

Arytmetyka teoretyczna.

=1
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zawsze pociqga za soba nierdwnodé
F(a, )= Fa', b),

to przy tych wartosciach elementu b, dziatanie 0, jest w razie wyko-
nalnosci dziataniem jednoznacznem.
IL. Jezeli przy pewnych wartosciach elementu a, nierdwnosé

bk ¥

zawsze pociaga za soba nierdwnosé

F(a,b) = F(a,b),

to pray tych wartosciach eclementu a, dzialanie 0y jest, w razie wyko-
nalnosci, dziataniem jednoznacznem.

Twierdzenia poprzedzajace rézniy sig oczywiseie tylko pod
wzgledem oznaczen, w ktérych zostaly wyslowione. Zatem, jezeli
uzasadnimy jedno z nich, to tem samem uzasadnimy i drugie.
Przyjmijmy tedy zalozenia pierwszego z tych twierdzen i zaléimy,
Ze istnieje pewien element a, sprawdzajgcy réwnanie

F(a,b) =rc.

Jezeli tedy oznaczymy przez ¢ jakikolwiek taki element,
ktéry sprawdza nieréwnosé

(1) as=a,
to element ten nie moze sprawdzaé réwnania
F(a',b)=c,
albowiem mieliby$my w takim razie
F(a,b)= F(a,b),

a réwnoéé ta zostawalaby w sprzecznodei z nieréwnoéeig (1).

Zatem, przy uczynionych zaloZeniach, dzialanie d,, bedzie rze-
czywideie dzialaniem jednoznacznem.

§ 80. Teraz zamierzam wprowadzié pojecie rozdzielnodei pe-
wnego dzialania (A) w stosunku do pewnego innego dzialania (D)
nie zakladajae przytem, zeby dzialania (A) i (D) byly koniecznie
dzialaniami typu (7'); przyjmiemy tylko, ze rozwazane dzialania
sg dzialaniami jednoznacznemi, z ktérych (A) obejmuje dwa ele-
menty, a (D) przynajmiej dwa.



Lew 1O S

Oznaczmy przez I (ay, a,,... a,) wynik wykonania dzialania (D)

na pewnych elementach
Ayy gy dgy. .. Uy,
uwazanych w porzagdku, w ktérym je wymienilidémy, i przyjmijmy
symbol
¢ (a,0)

za symbol wyniku wykonania dzialania(A) na elementach a i b, gdy
uwazamy element @ za pierwszy, a element b za drugi. Jezeli, bez
wzgledu na wybér (n 1) elementéw a,,ay...a, i m w zbiorze (Z),
dla ktérego dzialania (A) i (D) sg okreslone, zachodzg obie ré-
wnosei nastgpujace:

P (m, F(ay, ay,... @,)) = F' (¢ (m, a,), ¢ (m, ay),... ¢ (m, a,)) (1)

oras
P (F(ay, ag,... a,), m) = F (p (a,, m), @ (ag, m),... ¢ (@,,m)) (2)

to w takim razie orzekamy, Ze dzialanie (A) posiada wilasnodé
rozdzielnogci w stosunku do dzialania (D).

W przypadku szezegdlnym, kiedy dzialanie (A) posiada wla-
sno$¢ przemiennodei, réwnosei (1) i (2) sa oczywiscie réwnowasne;
jezeli wiee zachodzi jedna, to zachodzi takze i druga.

L. Jezeli dziatanie (/) posiada wlasnosé rozdzielnosei w stosunku
do jakiegokolwiek dziatania (D) typu (T') w przypadku szczegdlnym,
kiedy dziatanie (D) dwa tylko elementy obejmuje, to dziatanie (A)
posiada wtasnosé rozdzielnodci w stosunkw do dziatania (D), jakgkol-
wiek liczbe n elementéw obejmowaloby dziatanie (D).

Istotnie, twierdzenie zachodzi, gdy mamy » =2, poniewaz
wlasnie zakladamy, Ze tak jest, Zalézmy chwilowo, Ze twierdzenie
zachodzi jeszeze, kiedy mamy n=p(p =2) i rozwazajmy przy-
padek, w ktérym mamy n—=p- 1. Mamy

F(ay; agy... @y, typa) = F(F(ay,... a,), Gp1),
albowiem dzialanie (D) jest typu (7). Zatem
@ (m, F(ay,... ay, @ppy)) = @ (m, F (I (ay,... a,), pyy)) =
Z F(9 (y F (0. ), @ (0, Gypa) 3
z tej przyezyny, i% wlasno$é rozdzielnosei dzialania (4.) zachodzi,

kiedy dzialanie (D) obejmuje dwa tylko elementy, ktérymi sg

obecnie
Fay, o) 1ty
h*
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Poniewa? za$ zakladamy, ze w praypadku, kiedy mamy #n = p,
twierdzenie zachodzi, przeto mamy jeszcze:

@ (m, JF(al 900 ap)) = F(t‘p (m: al)}"‘ @ (m, a,,));

zatem, ze wzgledu na (3), mamy takze

@ (my I (ayy... Gy)) = I (F ( (m, @))y... @ (my @), @ (m, @,44));

z drugiej strony, w nastgpstwie juz tego jednego, ze dzialanie (D)
jest dzialaniem typu (7'), mamy

F (I (g (my ay)s... @ (m, @,)), @ (1, ay11)) =
=F (‘P (m': a’l): @ (m: a?)r"‘ @ (m: “p-l—l)]‘

Z dwdch ostatnich réwnodei wynika zwigzek

@ (m, F (0. typ4s)) = F (9 (m, @)y oo @ 0y 8y3)-

Dowiedlismy wige, ze gdyby zwigzek (1) zachodzil pray n=p,
to zachodzilby takze pray n=p -1, a poniewaz, jakedmy powiedzieli
wy#%ej, zalozenie twierdzenia na tem wlasnie polega, Ze zwiszek (1)
zachodzi w razie, kiedy n=—2, przeto, na podstawie zasady in-
dukeyi matematyeznej, zwigzek (1) zachodzi przy jakiejkolwiek
wartosci liczby n.

Oczywideie, dowiedliby$my calkiem analogicznie, Zze zwigzek (2)
takize zachodzi przy kazdej wartodei na n, nie mniejszej od liczby 2.
Uzasadnilismy wige w zupelnodei twierdzenie, o ktére chodazilo.

§ 31. Zwracamy si¢ teraz do omdwienia ogdlnych zasad
ktéremi kiernjemy sig przy ustawianiu teoryi dzialar zasadniczych.
Jakikolwiek bylby zbiér wielkodei (Z), dla ktérego pragnelibyémy
stworzyd teorye dzialan zasadniezych, okreflamy zawsze dodawa-
nie i mnozenie zapomoeg specyalnie dla zbioru (Z) obmyélonych
definicyi jako dwa dzialania typu (T'); za odejmowanie prayj-
mujemy zawsze dzialanie odwrotne w stosunku do dodawania,
a nazwe dzielenia dajemy dziafaniu odwrotnemu w stosunku
do mnozenia. Winniémy dodadé, #e istnieje jeden przypadek, w kt-
rym definicya dzielenia inng ma postaé. Mianowicie okredlamy dzie-
lenie liczb calkowitych !) jako dzialanie, polegajgce na wyznaczeniu
takiej liezby calkowitej ¢, ktéra sprawdza réwnoéé

a=b.q+

1) Zaremba, Zarys pierwszych zasad teoryi liczb calkowitych, str, 68, § 24.
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gdzie oznacayliémy przez a i b dwie liczby calkowite dane, a przez (s
liezbe calkowity, ktéra w razie, kiedy jest od zera odmienna, sprawdza
nieréwnosé

r < b

Przekonamy si¢ jednak w przyszlym rozdziale, Ze na pod-
stawie ogélnej teoryi liczb wymiernych dzielenie liezb calkowitych
uwazane byé moze za dzialanie, majace na celu przedstawienie
w pewnej szezegdlnej postaci tej liczby wymiernej ;, ktéra sprawdza
réwnanie

a=15b.m,

gdzie symbole @ i b maja to samo znaczenie, co przed chwily. Za-
tem definicya dzielenia liczb calkowityeh pozorne tylko stanowi
odstgpienie od jednej z ogélnych zasad, wyslowionych przed chwils.

Z rozwazan tych wynika, Ze stworzenie teoryi dzialan zasa-
dniczych dla oznaczonego zbioru wielkosei (Z) wymaga ustawienia
dwéeh tylko, specyalnie dla zbiorn tego obmyslanyeh definicyi,
mianowicie:

10, Definicyi wyniku dodania do dowolnie w zbiorze (Z) wy-
branego elementu @, drugiego w tymze zbiorze dowolnie wybranego
elementu b.

2% Definicyi wyniku pommnoZenia dowolnie w zbiorze (Z) wy-
branego elementu a. przyjetego za mnozng, przez drugi, dowolnie
w zbiorze (Z) wybrany, a za mnoZnik przyjety element b.

Wynik wykonania dziafania dodawania na pewnych elemen-
tach zowie si¢ zawsze ich sumg, a elementy, ulegajace dodawa-
niu — sktadnikami.

Wynik wykonania dzialania mnozenia na pewnych elemen-
tach zowie sig ich iloczynem, a elementy, ulegajgce mnozeniu —
czynnikami.

Okresliwszy ogdlnie sumg i iloezyn dwdéch elementéw ozna-
czonego zbioru wielkodei (Z), okredlimy tem samem sume i iloczyn
jakiejkolwiek liczby » (n» = 2) dowolnie uszeregowanych elementéw

ay, Agy Ag,.-- a, (1)

zbioru (Z): sumg elementéw (1), uwazanych w porzadku, w ktérym
je wymienili$my, bedzie ostatni wyraz s, w ciggu

81y Sgy Sgaeee Suy
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gdzie s, oznacza element réwny elementowi a,, a 8,(1<<i=n) wy-
nik dodania elementu @, do elementu s, ; iloczynem elementdéw (1),
uwazanyeh w tymze porzgdku co poprzednio, bgdzie ostaini wy-
raz p. W eiagu

PisPas Pyyeee Puy

gdzie oznaczylibyémy przez p, element réwny elementowi a,, a przez
P:(1 <i=n) iloczyn elementu p,_,, przyjetego za mnozng, przez
element @, przyjety za mnoznik.

Sume elementéw (1), uwazanych w porzagdku, w ktérym prayj-
mujemy ogdlnie za numer porzadkowy elementu a, wskaznik k,
oznaczamy przez symbol

(2) a, - ay+ay -+ ... @,

a iloczyn tychze elementéw, uwazanyeh w tymze porzadku, przed-
stawiamy przez symbol

(3.) a’lx“?x“ﬂx‘“xau
lub przez symbol
- Oy . Oy Ogoee @y}

niekiedy poslugujemy sie przy symbolizowaniu iloczynu zamiast
jednym z symboléw poprzedzajyeych, symbolem nastgpujacym:

al az aa... g“,

ktéry wynika z symboléw dopiero eo podanych przez opuszezenie
znakéw mnozenia.

- Symbol (2) ezytamy jak nastepuje: a, wiecej a,, wigeej ay i t. d.,
wieeej a,, albo a; plus ag, plus a5 i t. d, plus a,, a symbol (3):
&, razy a, razy ag i t. d. razy a,.

Z samej natury pojecia dzialania odwrotnego w stosunku do
innego dzialania (§ 29) wynika, %ze przy calkiem ogdlnem stanowi-
sku, zajmowanemu obecnie przez nas wobec dzialaii zasadniczych,
nalezy rozrézniaé dwa rodzaje odejmowania, z ktérych jedno ma
na celu wyznaczenie elementu @ z réwnosei postaci

M ate=1,
a drugie — elementu y z réwnosei postaci
(2) y4a=h,

w zaloZeniu, Ze w obu przypadkach elementy a i b sq dane.
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Analogieznie winniSmy odréznié dzielenie, majgce na celu
wyznaczenie elementu % z réwnosei postaci

a.u=~>o, 3)

od dzielenia, ktérego cel polega na wyznaczeniu elementu v z ré-

wnosei postaci
v.a="0 4

Jezeli, jak sig to w rzeczywistosci prawie zawsze zdarza, doda-
wanie posiada wlasnodé przemiennosei, to w takim razie, na pod-
stawie ogélnych rozwazan z § 29-go, istnieje jeden tylko rodzaj
odejmowania. Okolicznosé te stwierdzamy latwo niezaleznie od ogdl-
nej teoryi § 29-go: istotnie, w razie przemiennosei dodawania, ré-
wno$é (2) réwnowazna jest réwnosei

a—+y=b,
skad wynika, Ze problem wyznaczenia elementu y z réwnosei (2)
nie rézni sig od problemu wyznaczenie elementu x z réwnosei (1).

W razie przemiennosci dodawania, a wige w przypadku, kiedy
istnieje jeden tylko rodzaj odejmowania, symbolizujemy taks war-
tos¢ na w, ktéra sprawdza réwnanie (1), przez wyrazenie

b—a,
ktére czytamy: b mniej a. W rozwazanym przypadku element b
zowie sig¢ odjemng, element ¢ — odjemnikiem, a wynik
odejmowania — resztg; réwnosd (1) jest tedy oczywiscie réwno-

wazng réwnosei
z=0b — a.

Analogicznie, w razie przemienno$ci mnozenia, istnieje jeden
tylko rodzaj dzielenia. W tym przypadku element u, sprawdzajacy
réwnanie (1), zowie sig¢ ilorazem podzialu elementu b, przyjetego za
dzielng przez element a, przyjety za dzielnik, a za symbol ilorazu
przyjmujemy w rozwazanym przypadku wyrazenie

b
b:a lub ;

kazde z tych wyrazen czytamy: b przez a.

Dzialania dodawania i odejmowania zowiemy dziala-
niami stopnia pierwszego, a dzialanie mnozenia i dziele-
nia — dzialaniami stopnia drugiego.
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Wezystkie cztery dzialania zasadnicze zowla sig dzialaniami
wymiernemi. Wszelka kombinacya oznaczonych elementéw drogs
dzialan wymiernych zowie sig funkcysg wymierng rozwasa-
nych elementéw, a wyrazenie matematyczne, przedstawiajgee funkeye
wymierng, wyrazeniem wymiernem.

Przy opuszezaniu nawiaséw w wyrazeniach wymiernych kie-
rujemy si¢ zasada nastepujges: w razie, kiedy chodzi o zaznacze-
nie, iz wynik w pewnego dzialania stopnia drugiego ma byé skom-
binowany dzialaniem stopnia pierwszego z innem wyraZeniem,
opuszezamy nawias, w ktérym, wedlug ogélnych regul przy uiy-
waniu nawiaséw (§ 26), naleialoby zamkngé wyrazenie, przedsta-
wiajgce element 10,

§ 32. W przypadkach najwazniejszych okreslamy dodawanie
i mnozenie w taki sposéb, iz dzialania te posiadajg wlasnosei na-
stepujace.

1°. Dodawanie posiada wlasnosel Iyeznosei i przemiennosei.

20, Nieréwnosé

b

pocigga za sobg w kazdym razie nierdwnoséé
a+bfFa-tb,

z ezego wynika, na podstawie twierdzed 111l z § 29-go, Ze odej-
mowanie, w razie wykonalnosei, jest dzialaniem jednoznacznem.

3% Mnozenie posiada wlasnodé rozdzielnoei w stosunku do
dodawania.

Teraz zamierzamy przedstawié pewne wazne twierdzenia,
ktére zachodzs w przypadkach, kiedy powyZsze warunki sa spel-
nione.

L. Jezeli deiatanie dodawania elementéw pewnego zbioru wiel-
kosci (Z) posiada wiasnosci, wystowione przed chwily pod 1° i 29 to
w takim razie zachodza rdwnodei nastgpujqee:

at+@G—c¢)=(@+t+b—c

(1) a—@0b—c=(@+tc¢c)—>b
b—¢e)—a=b—(a|c

Jezeli tylko elementy a, b @ ¢ zbiorw (Z) tak sq dobrane, Zeby dzia-

tania zaznaczone w powydszych rdwnosciach byly wykonalne.
Szezegblowe rozwijanie dowodu tego twierdzenia jest zby-
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teczne, albowiem spostrzegamy natychmiast, iz ze wazgledu na
zaloZenie twierdzenia jestedmy uprawnieni do zastapienia wyraza
pliczba calkowita® w dobrze znanym dowodzie!) tego szezegdlnego
przypadku obecnego twierdzenia, w ktérym symbole @, b ic¢ ozna-
czajg liczby calkowite bezwzgledne, przez wyrazenie ,element
zbioru (Z)“.

Opierajge sig na réwnosciach (1), moZemy, nasladujge najdo-
kladniej rozwazania, ktéremi poslugiwaliémy sig w teoryi liczb cal-
kowitych, udowodnié, ze wszelka kombinacya skoriczonej liezby
elementéw zbioru (Z) droga skoficzonego ciggu dzialand, z ktdérych
kazde jest dodawaniem lub odejmowaniem, réwna sig, w razie wy-
konalnodei rzeczonyeh dzialat, albo sumie rozwazanych elementéw,
albo reszeie odejmowania sumy niektéryeh z tych elementéw, od
sumy pozostalych.

Zeby jednak twierdzenie to zachodzilo zawsze w podanem
brzmieniu, nalezy, podobnie jak w teoryi liczb ealkowitych, rozsze-
rzyé nieco znaczenie zwrotu ,suma n skladnikéw® w ten sposéb,
izby wyraZenie ,suma o jedynym jakimkolwiek skladniku «“ ozna-
czalo sam element a.

II. Jezeli dodawanie i mnozenie elementéw pewnego zbioru wiel-
kosei (Z) posiadaja wiasnodei, wymienione na poczathu tego paragrafu,
to dziatfanie mnozenia posiada wlasno$é rozdzielnosci w stosunkw do
odejmowania.

Zehy twierdzenie to uzasadnié, oznaczmy przez a, b i ¢ trzy
elementy zbioru (Z) i zakladajac, %e odejmowanie, zaznaczone
We WZOrze

b—e,
jest wykonalne, przyjmijmy
z=a.(b—c¢c)
y=(0b—c¢).a

Mamy tedy
z-ta.c=ad—c)ta.c=al{b—c)+c=a.b,

oraz

y+cec.a=@b—c).atc.a={b—c)+cta=b.a

Y Zaremba, Zarys pierwszych zasad teoryi liczb ealkowitych, str. 41 i 42.
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Mamy wiee

z+a.c=a.bd,

y+c.a=h.a,
skad

z=a.b—a.c,

y="b.a—c.a,
ezyli

a.(b—c)=a.b—a.c
(c—c¢).a=b.a—c.a.

Réwnodei te wyrazajg wlasnie twierdzenie, o ktérego dowdd
chodzilo.

§ 33. Po okreéleniu dzialania mnozenia dla elementéw ozna-
czonego zbioru wielkodei (Z), wprowadzamy elementarne pojgcie
potegi w sposéb nastepujgcy: potega oznaczonego, za zasade
potegi przyjetego elementu a zbioru (Z), przyjmujge za wykla-
dnik oznaczong liczbe calkowita m (m = 0), zowiemy element, k{é-
rego wartosé przedstawiamy przez symbol

a,

i ezytamy ,a do potegi m-tej*, okreslajac wartodé tego symbolu
réwnosciami

al=a,

a=aq,.a,

z ktérych druga zachodzié ma przy wszystkich od zera wigkszych
wartodeiach catkowitych symbolu k.

Opierajagc sig na zasadzie indukeyi matematycznej, stwier-
dzamy natychmiast, ze definicya poprzedzajaca okregla w zupel-
nodei potege dowolnie przyjetego elementu zbiorn (Z) przy kazdej
od zera wigkszej wartodei calkowitej wykladnika.

L Jezeli, jak sie to 2wykle w praktyce wydarza, mnokenie posiada
wlasnodé dacznodei, to w takim razie zachodzq réwnosci nastepujace:

@) . =gt

(2) (a‘m)p =a""?

Jakikolwiek element zbioru (Z) oznaczyliby$my preez a, i jakiekolwiek
liceby catkowite od zera wicksze oznaczylibysmy przez m i p.

Zeby twierdzenie to uzasadnié, zwazamy, iz w praypadku
szezeg6lnym, kiedy mamy

p=1,
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réwnosé (1) zachodzi bezposrednio na podstawie definicyi potegi.
Zalézmy chwilowo, ze réwno$é (1) zachodzi jeszeze, kiedy mamy

0<p=kFk,

oznaczajac przez k pewna, od zera wigkszg liczbe calkowity i przyj-
mijmy
p=Fk+ 1.
Mamy tedy
a .o =g",(a". a),
skad

at.a"l= (" . d".a

na podstawie wlasnodei lgeznosei mnozZenia.
Poniewaz za$, na podstawie chwilowo przyjetego zalozenia,
mamy
a®.a" =a"",
przeto mamy
a™ ., attl — gttt g — gmtE

ezyli
alm ] ak+1 — a'm-H'k-H)l

Z uzyskanych wynikdw wnosimy, na podstawie zasady in-
dukeyi matematyeznej, ze zgodnie z brzmieniem twierdzenia, ré-
wno$é (1) zachodzi, jakiekolwiek liczby calkowite, byle od jednosei
nie mniejsze, oznaczylibysmy przez m i p.

Pozostaje do uzasadnienia réwnosé (2). W przypadku szcze-
gélnym, kiedy mamy

p=1,

réwnodé (2) oczywiseie zachodzi, gdyz mamy:
(a")! = o™ oraz a™ t=a",

a gdyby rozwazana réwno$é zachodzila przy wszystkich tych war-
todciach na p, ktére sprawdzaja zwiazki

0<p=k,
gdzie oznaczyliSmy przez k& pewny liczbg calkowity, wigkszg od
zera, to mieliby$my
(am)H-], — (a'm)l.- Lam=a™" 3 .a™

oraz
am‘k_avu:am-k-{-m:aﬂrﬂn
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na podstawie uzasadnionego juz, na réwnosei (1), polegajacego twier-
dzenia, Zatem mielibysmy

(am)k-l-]_ — am{l-i-l)_

Stwierdzamy wige, ze pray rozwazanych warunkach, 1éwnogé (2)
zachodzilaby jeszeze i przy wartodel

liczby p. Na podstawie zasady indukeyi matematycznej wnosimy
z uzyskanych wynikéw, ze réwnosé (2) zachodzi przy wszystkich,
od zera wigkszych, wartodciach liczb calkowityeh m i p.

Ostatecznie uzasadnilisSmy w zupelnosei twierdzenie, o ktére
chodzilo.

I1. Jezeli mnozenic elementéw zbioru wielkosci (Z) posiada précz
wlasnosci tacenodci jeszeze wilasno$é przemiennosci, to w takim razie
mamy

(1) a . "= (a.b)",

oznaczajac przez m jakgkolwiek od zera wicksza liczbe calkowila,
a przez a i b dwa jakickolwiek elementy rozwadanego zbioru
wielkosci.

Istotnie spostrzegamy z fatwodeis, ze réwnosé (1) zachodszi
w przypadku szezegélnym, kiedy mamy

m=1.

Z drugiej zas strony, oznaczajac przez k jakakolwiek, od zera
wigkszg, liczbe calkowity, mamy

a*tl WMl —(a*.a). (b*. D),
skad

ot B = (a*. bY) . (a. )
na podstawie wlasnosei przemiennoéei i lacznogei mnozenia elemen-
téw zbioru (Z).

Zatem gdybys$my mieli
a*. b* = (a.b),

to mielibyémy

@t M= (a.b)}. (a.d),
skad

a*t1 M= (q. b+,
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Dowiedliémy wiee, ze gdyby réwnosé (1) zachodzila przy
m==k,
to rownodéé ta zachodzilaby takie i prazy
m=k-}1.

Z uzyskanych wynikéw wnosimy, na podstawie zasady in-
dukeyi matematycznej, Ze rozwazane twierdzenie zachodzi w po-
danem brzmieniu.

Bardzo czgsto' przywodzeni bywamy do rozwazania takiego
zbioru wielkodei (Z), ktéry czyni zado$é warunkom nastgpujseym:

10 Wszystkie liczby calkowite hezwzgledne nalezs dozbioru (Z).

2°. Mnozenie elementéw zbioru (Z) posiada wlasnosei {geznosei
i przemiennosei.

30. Tloczyn dowolnie przyjetego elementu a zbioru (Z) przez
jednoéé réwna sig temuz elementowl a.

4°. Tloczyn elementéw zbioru (Z) réwna si¢ zeru w razie
i tylko w razie kiedy jeden czynnik przynajmniej réwny jest zeru.

59 Dzielenie elementéw zbioru (Z) wykonalne jest jednozna-
cznie, byle tylko element przyjety za dzielnik nie byl réwny zeru.

Gdy warunki powyzsze sg spelnione, rozszerzamy pojecie
potegi do przypadku, kiedy wykladnik réwna sig zeru, stawiajac
przytem zadanie, zeby, gdy oznaczymy przez a jakikolwiek element
zbioru (Z), réwnodé

a*.a=a"+,

ktéra, na podstawie definicyi, podanej na poczatku obecnego para-
grafu, zachodzi przy wszystkich od zera wigkszych warto$ciach
liczby calkowitej k, zachodzila jeszcze 1 przy wartosel

k=0
tej liczby.
Spostrzegamy natychmiast, Zze Zsdanie poprzedzajace okresla
w zupelnosei warto$¢ symbolu

al
jezeli tylko element @ nie jest réwny zeru. Istotnie, jezeli element a
jest od zera odmienny, to w takim razie, z réwnania
a.a=al
czyli

a®. a=a



wynika
@ =1;
jezeli zas§ mamy
a=0,
to powyzsze zgdanie pozostawia wartosé symbolu
al?

w zupelnej nieoznaczonosei. Wobec tego przyjmujemy, w razie kiedy
zbiér wielkoéei (Z) sprawdza wyslowione przed chwily warunki,
definicye nastepujaca: polega o wykladniku rdwnym zerw jakiegokal-
wiek od zera odmicnnego elementu 2bioru (Z) oznacza element zbiorw (Z)
réwny liczbie jednoded.

III. Przy powydszem rozszerzeniu pojecia polegi twierdzenia
I i II nie przestaja zachodzié mawet w razie, kiedy jedna z liczb m
lub p, albo obie te liczby réwnajg sie zeru, jedeli tylko przytem Zadna
z liceh @ i b zeru rdwna nie jest, a nadto, pray tychze zastrzedeniach
co do wartosci elementéw a i b, mamy réwnosci nastgpujqce:
(1) a”: e =a™"*
2) et =(b:a
gdzie oznaczylismy przez m jakakolwick licebe calkowita, a przez p
jakakolwiek, byle od liczby m nie wieksza liczbe catkowita.

Spostrzegamy natychmiast, ze twierdzenia I i IT rzeczywidcie
zachodzy obecnie jakiekolwiek liczby calkowite, chociazby réwne
zeru, oznaczyliby§my przez m i p, byleby zaden z elementéw aib
zeru réwny nie byl

Spostrzegamy nadto, ze warunek, azeby zaden z elementéw
a 1 b zeru réwny nie byl, konieczny jest jui z tej prayczyny, iz
wyrazenie

00

pozbawione jest wszelkiej oznaczonej wartosei.

Zeby uzasadnié réwnodé (1), przyjmijmy

u=a""".
Mamy tedy
&= q* T =g g
skad wynika, Ze jedyna wartodd, ktérg ma w rozwazanym pray-
padku iloraz
a":a,

rzeczywidcie réwna sig wyraZeniu o™
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Zeby uzasadnié i réwnoéé (2), przyjmijmy

v=(b:a)"
Mamy tedy

v.a"=(b:a)".a"={0b:a).a}" =b"

skad, opierajac si¢ znowu na jednoznacznosei dzielenia w rozwaza-
nych warunkach, wnosimy natychmiast, ze réwnoéé (2) rzeczywi-
$eie zachodzi.

Uzasadniliémy wige w zupelnodei twierdzenie, ktére pragne-
liémy byli udowodnié.




