V. Ogélne pojecie dzialania; dzialania podstawowe.

§ 23. W rozdziale tym zamierzamy podaé pewne wyjasnienia
i wyloZyé pewne rozwazania natury ogdluvej, ktére dadzg nam mo-
smo$é polgezenia w dalszym ciggn wigkszej jasnosei wykladu z wigk-
sza, zwigzdodeig t).

§ 24. Pojecie zbioru i pojecie klasy pewnyceh rzeczy
réznig sie od siebie tylko pod tym wzgledem, Ze, ustawiajge kry-
teryum do rozpoznania tych rzeczy, ktére razem stanowié majy
oznaczony zbidr, nie jestedmy skrepowani Zadnymi warunkami, ogra-
niczajgeymi naturg takiego kryteryum, podezas gdy przy ustawie-
niu analogicznego kryteryum, w razie, kiedy chodzi o okreslenie
pewnej klasy rzeczy, nie czujemy sig w réwnej mierze swobodnymi.

Naprzyklad, nie dostrzegamy nic razgcego w tem, zehy okre-
8lié pewien zbidr, oéwiadczajac, iz przedmiotami, zbidr ten stanowié
majgeymi, czyli elementa mi tego zbioru majg byé odeinki prosto-
liniowe i liezby calkowite. Natomiast oswiadezylibyémy zapewne,
ze odeinki prostoliniowe i liczby calkowite sa przedmiotami zbyt
réznorodnymi, abyémy je mogli zaliczaé do jednej i tej samej
klasy rzeczy. W tej wlasnie réznicy w znaczeniach wyrazu ,zbiér“
i wyrazenia ,klasa pewnych przedmiotéw“ tkwi przyczyna, ktdra
sklania nas do poslugiwania sig w rozwaZaniach matematyeznej
natury raczej wyrazem ,zbidér“, anizeli wyraZeniem ,klasa pewnych
przedmiotéwX,

Jezeli wszystkie elementy pewnego zbiorn (Z') naleza do pe-
wnego innego zbioru (Z), to okolicznosé t¢ wyrazamy krdtko, orze-
kajae, iz zhidr (Z’) jest podzbiorem zbioru (Z); oczywideie moze

!) Poréwnaj, Stolz n. Gmeiner, Theoretische Arithmetik, 111 Abschnitt,
Analytische Theorie der rationelen Zahlen, p. 37.
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sig wydarzyé, iz pewien podzbiér pewnego zbioru zlewa sig¢ z tym
zbiorem.

§ 25. Oznaczmy przez (Z) pewien zbiér wielkoéei i nie wy-
magajae, zeby ten zbiér byl koniecznie zbiorem wielkodei w zna-
czeniu Sciflejszem tego wyrazu, przyjmijmy w nim tyle elemen-
téw, ile wynosi pewna liczba calkowita n (n 5= 0). Zalézmy, ze po
uszeregowaniu tych elementéw w pewnym porzadku

Ay Agiien A, (1)

gdzie oznaczyliémy ogdlnie przez 4, element i-ty; mozemy, przynaj-
mniej w razie, kiedy wyhbér elementéw (1) i sposéb ich uszeregowa-
nia czynig zado$é pewnym warunkom ograniczajaeym, przez wy-
konanie pewnej czynnosci (C), okreslonej przez pewng definicye (U),
wyznaczy¢ jeden przynajmniej element X zbioru (Z).

W takim razie ofwiadezamy, ze czynnosé (C) stanowi pewne
dzialanie (arytmetyczne), okreslone definicys (U) dla rozwaza-
nego rodzaju wielkodei, a elementowi X nadajemy nazwe¢ wyniku
dziatania.

Dla uproszezenia rzeczy wprowadzamy definicye nastepujgca:
jezeli, rozwazajae jakikolwiek rodzaj wielkosel (Z), okreslimy pe-
wien symbol (lub wyraz) s w taki sposéb, azeby spelnione byly
warunki nastgpujgce:

1° w zbiorze (Z) istnieje przynajmniej jeden element, kté-
rego symbolem bylby symbol s,

20 dwa elementy, z ktérych kazdy uwazany byé moze jako
taki element, ktérego symbolem jest symbol s, sa zawsze réwne
sobie,

30. jezeli z dwdeh réwnych sobie elementéw zbioru (Z) jeden
uwazany byé moze za element, ktérego symbolem bylby symbol s,
to wowezas drugi element tez uwazany byé moze jako taki ele-
ment, ktérego symbolem jest symbol s,

w takim razie orzekamy, ze symbol s ma oznaczong wartodd,
a kazdy element, za symbol ktérego moze by¢ uwazany symbol s,
przedstawia warto$é tego symbolu. -

Na podstawie umowy poprzedzajace] wyrazenie ,wielkosé
oznaczonej wartosei“ oznacza ktérgkolwiek wielkosé pewnego ta-
kiego zbioru réwnych sobie wielkosdcei, do ktérego nalezy kazda
wielko$é réwna jakiejkolwiek wielkoscei tego zbioru.

4



Przy ustawieniu definieyi jakiegokolwiek dzialania zastoso-,
wujemy si¢ zawsze do wymagan nastgpujacych:

1°. Wynik dzialania arytmetycznego winien zaleze¢ wylgeznie
od wartosei elementéw ulegajgeych dzialaniu.

20, Wynik dzialania na oznaezonych elementach powinien by¢é
oznaczony tylko co do wartodei.

Warunki te mozemy wyslowié wyraZnie) w sposéb nasteg-
pujacy:

10, Jedeli pewien element X ozndezonego zbioru wielkosci (Z)
wwazany byé moze za wynik wykonania pewnego dziatania na pe-
wnych elementach tego zbioru, to ten sam element X powinien takze
sprawdzaé definicye wyniku rozwazanego dziatania na elementach od-
powiednio réwnych elementom, rozwazanym najpieriv.

20, Jekeli pewien element X sprawdza definicye wyniku pewnego
dzicdania na pewnych elementach, to kaddy element réwny elemen-
towi X takde sprawdeaé powinien definicye wynilu rozwatanego deia-
dania na rozwasanych elementach.

Gdybysmy naprzyklad, zachowujae te reguly poréwnywania
ilociowego liezb ulamkowych, do ktéryeh praywiedzeni bylidmy
w rozdziale poprzedzajacym, odwiadezyli, Ze uwazamy za wynik
wykonanie pewnego dzialania (D) na dwdch liczbach ulamkowych
liczbe ulamkows, ktérej licznik réwna sig sumie licznikéw, a mia-
nownik — sumie mianownikéw rozwazanych liezh ulamkowych, to
w takim razie, jak to caytelnik z latwoscig sam sprawdzi, wykro-
ezyliby$my przeciwko powyzszym zasadom.

Zeby wyrazid, iz pewna wielko$é @ jest wynikiem pewnego
dzialania albo pewnego ukladu dzialan, wykonanyeh na oznaczo-
nych wielkodciach, orzekamy, ze wielkosé 2 jest pewng funkcya
wielkosei poprzedzajacych. Poniewns wszelka kombinacya oznaczo-
nych dziatafi oczywidcie sama nwazana byé moze za pewne dzia-
1anie, przeto pojecie funkeyi nie rézni sig w rzeczywistodei od
pojecia dzialtania.

Ze wzgledn na dwa, przed chwily wyslowione warunki, do
ktérych zawsze stosujemy sig pray okredlaniu dzialahi arytmety-
czoyeh, wyjatkowo tylko mamy powody do odrézniania od siebie
réwnych pomigdzy sobs wielkodei, jako rzeczy odrgbnych. Z tej
przyezyny postugujemy sig wyrazeniem ,wielkoé¢é odmienna od
drugiej w znaczeniu' wielko#é nierdwna drugiej. Z tejze przy-
czyny of$wiadezamy czgsto, Ze takim a takim warunkom odpowiada



jedna tylko wielkodé¢, kiedy wiadciwie pragniemy wyrazid, iz rozwa-
sanym warunkom odpowiada wielkosé, ktérej wartodé tylko ozna-
czona jest w zupelnosei.

Jezeli po dokonanym wyborze elementéw, majacych uledz pe-
wnemu dzialaniu, i po uszeregowaniu tych elementéw w oznaezo-
nym porzgdku, tylke réwne sobie elementy sprawdzaja definieye
wyniku rozwazanego dzialania, to takie dziulanie zowie sig dziala-
niem jednoznacznem. Jezeli zas pewne dzialanie arytmetyczne
tej wlasnosei nie pusiada, to nazywamy je dzialaniem wielozna-
eznem.

Zaznaczamy, Ze ewentualna wieloznacznogé dzialania bynaj-
mniej nie znajdowalaby si¢ w sprzecznodei z warnnkami, ktérym,
wedlug zasad, przytoczonych wyzej, podlegaé winna definicya dzia-
Jania w kazdym razie. Oznaczmy naprzyklad ogilnie przez (D)
pewne dziatanie, okreslone dla kazdej dwdjki w pewnym porzgdku
ulozonych elementéw pewnego zbioru (Z), a przez (X)— zbidr tych
elementéw zbiorn (Z), z ktérych kazdy odpowiada definicyi wyniku
wykonania dzialania (D) na pewnych elementach @ ib zbiorn (Z),
uwazanych w porzadku, w ktérym je wymienilismy. W takim razie,
chociazby zbiér (X) obejmowal elementy, ktére nie wszystkie vd-
wne bylyby pomiedzy soba, to okreslenie dzialania (D) zgodnem
hedzie z powyZszymi warankami, jezeli

1% podstawienie na miejsce elemetéw a i b elementéw odpo-
wiednio im réwnych a’ i &’ zadnej zmiany w zbiorze (X) nie wywola,

20, kazdy eclement zbioru (Z), réwny jakiemukolwiek elemen-
towi zbiorn (X), sam nalezeé¢ bedzie do zbioru (X).

Wynik wykonania oznaczonego dzialania na oznaczonych

elementach
Ay Ay Ay

oznaczonego zbiorn wielkosci, uwazanych w porzadku, w jakim je
wymienilismy, ezyli funkeye elementdw

Ay, Ay... 4,

symbolizujemy czg¢sto w sposéb nastgpujacy: obieramy pewien sym-
bol, najczesciej pewns litere, np. litere f za symhol rozwazanego
dzialania ezyli rozwazanej funkeyi i uwazamy tedy symbol

fldy, ds... 4,)



za symbol wyniku wykonania rozwazanego dzialania na elemen-
tach A4,, 4,... 4,, nszeregowanyeh w porzgdku, w jakim je wy-
mieniliimy. '

Przy takiem znakowanin symbol przedstawiajacy nature dzia-
lania (a wige litera /' w powyzszem przykladzie) zowie sig charakte-
rystyka dzialania ezyli funkeyi, a symbole 4,, 4,, 4y... 4,, ozna-
czajace elementy, ktére ulegajg dzialanin, — argumentami
funkeyi.

Jezeli wynik pewnego dzialania zalezy wylgeznie od tego,
jukie sg wartosci elementéw, ktére uledz majg dzialaniu, a nato-
miast niezaleznym jest od uszeregowania tych elementdéw, to oko-
licznosé te wyslawiamy, orzekajace, Ze rozwazZane dzialanie ma
wlasno§é przemiennodei.

Jezeli dzialanie, ktérego wynik wykonania na pewnych ele-
mentach 4,, 4,... 4, oznaczamy przez symbol f(4,, 4,... 4,), ma
wlasnodé przemiennodei, to w takim razie jakakolwiek przemiana
porzagdku symboléw A,, 4,... 4, w symbolu f (4, 4,... 4,)
wartodei elementu, oznaczonego przez ten symbol, oczywisecie nie
zmienia; odwrotnie, jezeli przy dowolnych warto$ciach elementéw
Ay, 4,... A, wszelka przemiana porzgdku tychze w symbolu
f(d, 4,... 4,), pozostaje hez wplywu na wartodé tego sym-
bolu, to symbol f oznacza dzialanie, ktére posiada wartosé prze-
miennoéei,

Do pojecia przemiennodei mozemy nawigzaé calkiem ogdlne
twierdzenie nastgpujace:

Jezeli po oznaczeniu elementdw, ktdre uledz maja pewnemu dzia-
daniu (C), ¢ po ustawienin ich w oznaczonym porzqdlu praemiana
porzqdku nastepowania po sobie dwdch jakichkolwielk elementéw sqsie-
dwich czyli takich, z ktérych jeden nastepuje bezpodrednio po drugim,
pozostaje bez wplywu na wynik, jezeli, wyslawiajac sie krdcej, trans-
porycya jakichhohwick dwdch elementéw sgsiednich w wkladzie tych,
ktdre maja uledz pewnemu dzialariu, dia wyniku dziatania jest rzeczq
obojetng, to rozwatane dzialanie posiada wlasno$é przemiennodci.

Zeby twierdzenie to uzasadni¢, zwracamy si¢ do dobrze zna-
nego twierdzenia nastgpujacegol): Kaida permutacye oznaczenych
przedmiotéw mozemy przemienié w kazdg inng permutacye tychze
przedmiotéw przez wykonanie stosownego ciggu transpozyeyi ele-

') Ziaremba. Zarys pierwszych zasad teoryi liczb ealkowitych, str. 29.



mentéw sgsiednich. Na podstawie tego twierdzenia i zaloZenia przy-
jetego w twierdzeniu, o ktérego udowodnienie chodzi, mozemy oczy-
wideie, od jakiegokolwiek porzadku nastepstwa, przyjetego dla ele-
mentéw, majgeych uledz dzialanin, przejéé do jakiegokolwiek innego—
przez kolejne wykonanie pewnej liczby takich czynnodei, z ktérych
zadna na wynik wplywu nie wywiera. Z tego za$ wynika, Ze roz-
wazane dzialanie posiada rzeczywiseie wlasnoéé przemiennosei.

§ 26. Uzupelniamy poprzedzajace ogélne uwagi o dzialaniach,
podajac regulg uzywania nawiaséw w teoryi dzialai i okreslajac
pewne wyrazenia. Bgdsy to rzeezy juz do pewnego stopnia czytelni-
kowi znane # poprzedniego, ale obecnie dopiero mozemy je okreslié
w sposéb calkiem precyzyjny i ogélny.

Zalézmy, %e pewien element & i ewentualnie inne elementy
maja podlegaé pewnemu dzialaniu (D), i przypusémy, Ze, na pod-
stawie pewnych przyjetych definicyi mozemy przedstawié¢ wynik w
dzialania (D) na rozwazanych elementach w postaci pewnego sym-
bolu S, do ktérego wehodzilby symbol # Jezeli sam element =
okredlony jest jako wynik pewnego dzialania (A) i, na podstawie
znowu pewnych definicyi moze byé przedstawiony przez pewien
symbol 3, do ktérego wehodzilyby symbole elementéw, podlega-
jacyeh dzialaniu (A), to przedstawiamy czesto wynik w  dziala-
nia (D) na rozwaZanych elementach przez symbol &, w ktéry
przemienia si¢ symbol S przez zastapienic symbolu # przez sym-
bol 3, zamknigty w nawiasie. Gdyby do symbolu I wehodzily juz
nawiasy, to wspomnianemu przed chwily nawiasowi nadajemy ksztalt
odmienny od nawiaséw, mogacych juz znajdowaé sig w symbolu 2.
Przy tworzeniu symbolu S zamykamy z reguly symbol 3 w na-
wiasie z tej przyczyny, ze gdybysmy poprzestali na podstawieniu
na miejsce symboln # symbolu 2, to znaczenie uzyskanego sym-
bolu mogloby byé watpliwem. Sa jednak przypadki, kiedy opu-
szezenie nawiasu nie pocigga za sobg Zadnej niejasnosci; w takich
przypadkach oczywiseie nawias opuszezamy. Na zapytanie, w jakich
mianowicie przypadkach opuszezanie nawiaséw nie sprowadza nie-
jasnosei nie mozemy daé Zadnej calkiem ogélnej odpowiedzi. W pe-
wnych szezegdlnych przypadkach, ktére zostana omdéwione w od-
powiednich ustgpach, opuszczamy nawiasy na podstawie powszechnie
przyjetego zwyezaju. W innych znéw przypadkach, zachowanie Iub
opuszezenie nawiasu zalezy od tego, co wlasciwie pragniemy wy-
razié. Na przyklad, kiedy chodzi o wynik kombinacyi kilku liczb
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calkowitych drogg dodawania, to nawiasy zwykle opuszczamy, po-
niewa ostateczny wynik nie jest zalezny od tego, w jaki sposéb
grupujemy rozwazane liczby calkowite przy kombinowaniu ich droga
dodawania; jednak zachodzi niekiedy konieczno$é wyraZenia, Ze
kombinowanie rozwazanyeh liezb drogs dodawania ma byé wyko-
nane w pewien szczegdlny sposéb i w takim razie oczywideie zacho-
wanie nawiasdéw staje siq_'kohiecznem.

Wiszelki symbol, ktéry wyraza, Ze pewne elementy majg pod-
legaé oznaczonemu dzialaniu albo oznaczonemu ukladowi dzialax,
zowie sie wzorem albo wyrazeniem matematyeznem.

Oéwiadezenie, Ze pewne dwa uklady orzeczen (U) i (U') (z kté-
rych kazdy mozZe redukowaé sig do jednego tylko orzeczenia) sy
sobie réwnowazne, wyraza zawsze, Ze zalozenie, polegajace na
tem, iz jeden z ukladéw (U) lub (U’) wyraza prawdziwy stan rze-
czy, pocigga za sobg, jako koniecznoéé logiczng, to nastgpstwo, e
drugi z tych ukladéw orzeczen takze wyraza prawdziwy stan rzeczy.
Jezeli wige na przyklad o$wiadezamy, ze pewien uklad réwnosei
i nieréwnosei (R) réwnowazny jest pewnemu drugiemu ukladowi
réwnodei i nieréwnodei (R'), to tem samem wyrazamy, Ze zaden
z ukladéw zwigzkéw (R) albo (R’) nie moze zachodzié, jezeli nie
zachodzi i drugi.

Uwazajmy réwnosé postaci

§=4g,

gdzie 8 i Y przedstawiaja oznaczone wzory (ktére jednak mogs
redukowaé si¢ do symboléw, oznaczajgeych pojedyncze elementy).
Dwa przypadki moga sig zdarzyd:

1°. Powyzsza réwnoéé zachodzi bez wzgledu na wybér ele-
mentéw, ktére wehodzg do wzoréw S'i 8. W takim razie réwnoéé

S=¥

zowie sie tozsamogeig lub ide ntycznoscig i wyraga, ze wy-
nik, do ktdrego doprowadza wykonanie, zaznaczonych we wzorze S
dzialaf na pewnych elementach dowolpie przyjetych, byle tak,
zeby rozwazane dzialania byly wykonalne, réwna, sig wynikowi, do
ktérego doprowadza wykonanie dzialaf, zaznaczonych we wzorze S,

na tych samych elementach, o ile warynki wykonalnofci tych
dzialan sa spefione.
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Tozsamo$é nie wyraZza zatem zadnej wlasnodei elementdw,
ktére do niej wehodza, lecz tylko pewng wlasnodé dzialan zazna-
czonych we wzorach S i 5

20, Réwnosé:

S=g,

zachodzi tylko w przypadku, kiedy wybér elementéw, do niej
wechodzgeyceh, podlega dalej idaeym ograniczeniom anizeli tylko
tym, ktére stanowig warunki wykonalnodei dzialan, zaznaezonych
we wzorach S i 8. W takim razie, omawiana réwnosé, przybiera
nazwe réwnania i wyraza pewne ograniczenie co do wyboru
elementdw, ktére do wzoréw § i § wehodza. MoZe sig oczywidcie
zdarzy¢, %e nie istniejg takie wartosci na elementy, wehodzace do
wzoréw S i S, przy ktéryeh zachodzilaby réwnosé.

S= é\'ﬂ‘
O$wiadezamy wdwezas, Ze réwnanie
S=g
jest niemozliwe.

Oczywiscie mozemy rozréznié calkiem analogiezne dwa przy-
padki i eo do kazdego ze zwiazkéw

8>8i8<8,

gdzie S i & oznaczajy znowu dwa wzory, albowiem zwigzek tego
rodzaju moze zachodzié albo pod jedynym warunkiem, zeby dzia-
lania zaznaczone we wzorach S i S’ byly wykonalne, albo znéw,
jezeli wogdle zachodzi¢ moze, to tylko przy dalszych ogranicze-
niach co do elementéw, ktére wchodzg do wzordw S i S

Nie poslugujemy sig¢ jednak zadnymi technicznymi wyrazami
do odréznienia wspomnianyeh przypadkdw.

§ 27. W teoryi liczb calkowitych poznalismy jui cztery dzia-
lania o nazwach nastgpujacych:

Dodawanie, Odejmowanie, Mnogenie i Dziclenie. 2)

Nastepnie, w rozdziale ,O odeinkach prostoliniowyeh uwaza-
nych za wielkodci“, a nadto w rozdziale poprzedzajgeym mieliSmy
sposobno$¢ pewnym przynajmniej z wyrazéw (2) nadaé znaczenie:
nazw dzialaii okreslonych dla zbioréw wielkodei odmiennych aod
zhioru liezb calkowitych. Te same okolicznosei powtérzy sig jeszeze
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kilkakrotnie w dalszym eciggu tego dziela. Dzialania, oznaczane
przez nazwy (2), stanowig tak zwane dzialanie zasadnicze.

Oeczywideie niepodobienstwem byloby okreélié jakiekolwiek
dzialanie w sposéb tak ogdlny, zeby po przyjeciu odnosnej defi-
nicyi dzialanie to moglo byé uwazane za okreélone z géry w sto-
sunku do kazdego zbioru, dla elementéw ktérego tylko pojecie
réwnosei byloby ustanowione,

Zatem mozemy uwazaé wyrazy (2) za nazwy ozvaczonych
dzialan tylko w stosunku do vznaczonego zbioru wielkoéel 1 na pod-
stawie definicyi dla tego zbiorn osobno ustawionych. Natomiast,
przy ustawianiu takich definieyi dla réznych zbioréw nie tylko mo-
zemy stosowaé si¢ do pewnych ogdlnych zasad. ale nawet, skoro
wéréd rozmaito$ei uwzglednianych zbioréw poslugujemy sig stale
nazwami (2), to logika obowigzuje nas do przyjeeia takich sta-
lych zasad.

Zoby zasady te w nalezytem $wietle przedstawié, oméwimy
najpierw w sposéb ogdlny pewien szezegélny typ dzialai. W braku
jakiejkolwiek w literaturze przyjetej ogdélnej nazwy dla tych dzia-
lad nazwiemy je dzialaniami typu (7).

§ 28. Wiladciwy charakter dzialan typu (7") polega na tem,
ze definicye kazdego dzialania (D) tego typu dla jakiegokolwiek
zbiorn wielkosei (Z) podaé mozemy w sposéb nastepujaey: Olkre-
slamy najpierw dzialanie (D) w praypadku szezegdlnym, kiedy dzia-
lanie na dwéeh tylko elementach zbioru (Z) ma bhyé wykonane,
co uskuteczniamy, ustawiajae pewns definicye (A). osobno dla
zhioru (Z) obmyélana, stosujge sie przytem oezywiseie do ogdl-
nych wymagad, oméwionyeh w § 25-tym. Od definicyi (A) zadamy,
2eby dzialanie. przez nig okreflone. hylo jednoznaczne i wykonalne
bez zadnych zastrzezen. Zeby sig w dalsnym eciggu latwiej wysla-
wiaé, oznaczymy przez

I (a, b)

wynik dzialania (D) w tym przypadku, kiedy je wykonywamy nad
elementami a i b zbiorn (Z), uwazajac przytem element a za pierw-
szy, a element b za drugi?).

') Nie wykluezamy przypadku, w ktérymby role elementéw a, b w definicyi ()
niczem nie réinily sie od siebie, i w ktérym satem nie byloby koniecznofiei ozna-
czyé, ktéry z nich ma byé pierwwzym, a ktéry drugim, ale ogélnej teoryi nie za-
cieéniamy do tego przypadku.
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Okresliwszy dzialanie (D) w tym przypadku, kiedy dwa tylko
elementy zbioru (Z) majs podlegaé dziataniu, rozszerzamy nastepnie
pojecie dzialania (D) tak, zeby dowolna liczba n (n = 2) elementéw
zbioru (Z) tem dzialaniem mogla byé objeta, a to w sposéb na-
stepujacy:

Oznaczmy przez

Gy; Gyy Gy G (1)

ciag o n wyrazach (» > 2), ktérego wyrazami sa, ze zbioru (Z) do-
wolnie przyjete, elementy i przyjmijmy
o 8y = F(ay, ay), @)
oraz ogolnie
s=F(5,a).0=3,45...,n) (3)

Spostrzegamy natychmiast, opierajae si¢ na zasadzie indukeyi
matematyeznej, ze definicya poprzedzajgca okre§la w zupelnosei
wartosei symboléw

Sy 83y 84000 By

jakakolwiek, byle od liezby 2 nic mniejszs wartodé mialaby liezba
calkowita n. Otéz wszelka wielkodé, réwna wartosei symbolu s,,
zowie si¢ wynikiem wykonania dzialania (D) na elementach (1),
uwazanych w porzadku, w jakim je napisalismy.

Definicya poprzedzajaca oczywiscie czyni zadosé ogélnym wa-
runkom, do ktérych postanowilismy (§ 25) zastosowvwad si¢ zawsze
przy okreslaniu jakiegokolwiek dzialania, i okrefla dzialanie (D)
jako dzialanie jednoznaczne, wykonalne bez zastrzeZen.

Przyjmijmy ogélnie za symbol na wynik dziatania (D) wyko-
nanego na elementach (1), uwazanych w porzadku, w ktérym je
napisalismy, symbol

I (ay, aq, ag..., a,) (4)
i, zwracajac sie do szezegllnego przaypadku, kiedy mamy n = 3, za-
1é2my, Ze zachodzi réwnosé?)

F(ay, ay, as) = F(a,, F (as, a3)) (5)

1) Zwracamy uwage czytelnika nato, ze zwigzek (b), ktéry, saleZnie od brzmie-
nia definicyi (/\), moZe zachodszié lub nie zachodzié, nalesy starannie odrézniaé
od zwiazkn

F(ay, ay, a)) = F (F(a,, ay), ay),

ktéry jest natychmiastowem nastgpstwem definicyi dzialania (D) i dlatego zawaze
zachodzi.
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bez wzgledu na wybér elementéw a, ay, ay W zbiorze (Z)
W takim razie zachodzi takzZe twierdzenie nastgpujace:

Jezeli oznaczymy przez (C) eigg, w ktéry przemienitby sig
ciag (1), gdybyémy zastapili dowolng, byle od liczby n mniejszs,
liczbe & (k= 2) bezposrednio po sobie nastgpujgeych wyrazéw tego
ciggu przez wynik wykonania dzialania (D) na tych wyrazach,
to wynik wykonania dzialania (D) na elementach (1) réwnaé sig
hedzie wynikowi wykonania dzialania (D) na elementach, stano-
wigeyeh ciag (C), jezeli oczywiicie zachowamy, przy wykonaniu
dzialania (D) ten porzadek elementéw temu dzialaniu podlegajg-
eych, w ktérym elementy te nastgpuja po sobie w ciggu (C).

Tak okreslona wlasno§é dzialania (D) zowie si¢ wlasnodcig
Iaeznodei. Moiemy zatem wyrazié krécej twierdzenie, wystowione
przed chwils, w postaci nastepujacej:

L. Jezeli pewne dziatanie (D) typu (1') posiada wiasnosé tacznosei
w preypadln szezegilnym, kiedy trzy elementy dziataniu temw podle-
gaja, to rozwazane dziadanie posiada wilasnosé tqcznosci i w praypadiu
najogdlniejszym.

Zeby twierdzenie to uzasadnié, zwracamy si¢ najpierw do
przypadku, kiedy mamy

k=2
i, oznaczajae przez a, i a,,, dwa po sobie nastgpujace wyrazy ciggu (3),
przyjmujemy
(6) b= F(a,, ay,)
Gdybysmy mieli
=1,

to na podstawie samej definicyi dzialania (D) mielibyémy zgodnie
z tregcig twierdzenia:

F(a,, a5, a5... a,) = F (b, ag, ay,... a,).
Zalézmy wige, Ze mamy
: i>1
1 przyjmijmy
(7 c=F(ay,... ty)
w razie, gdyby liczba i byla wigksza od liczby 2, umawiajge sie
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jednoczesnie, ze w przypadku, kiedy i réwna si¢ jednoéei, naleiy
okreélié element ¢ réwnoseiy:

c=a,.
Przy tych oznaczeniach, mamy
F(ay... a,) = F (F(c, ayy Qips); Apyay. .- a) ) 8)

bezposrednio na podstawie przyjetych definicyi.
Na podstawie za$ zaloizenia, wyrazonego réwnoseig (5), mamy

F(G: ay, aH-l) =F (G, F (a‘i: ai-i-'l))’
F (e, ay, ayyy) = F (e, D),

skad

zatem, na podstawie réwnosci (8) mamy
F(a,,ay... a)=F (F(c, b), ays... a,). 9)
Z drugiej znéw strony mamy
F (a5 O voe Gy Oy Bipnyose ) = F(F (¢, B)y @iy, .- @), (10)
a to znowu hezposrednio na podstawie przyjetych definieyi.
Poniewaz na podstawie réwnodei (9) i (10) mamy:
Flay...a)=F(a,... ,_,, b, aiyy,...a,)

przeto przekonywamy sie, ze, kiedy mamy k=2, to twierdzenie
zachodzi niezawodnie.

Zalézmy chwilowo, Ze twierdzenie zachodzi jeszeze kiedy
mamy k=p i zwréémy si¢ do przypadku, w ktérym mielibyémy
k=p-+} 1. Uwazajmy tedy wyrazy

yy a(_H,. .o ﬂ-i+,+1
ciggu (1) i przyjmijmy
b=F (... ) (11)
Na podstawie chwilowo przyjetego zaloZenia i réwnodei (11)

mamy:
F(ay,... a,) =F(@yy.cc Giogs by Cugpiasesoh (12)

1) Piszac ten wuor, zakladamy milezaco, e i~ 1 < n; czytelnik sam latwo
spostrseze zmiany, jakie zaszlyby w tym wzorze i wzorach dalszych, gdybyémy
mieli ¢t -+ 1=mn.
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a poniewaz w razie k=2 twierdzenie juz uzasadnilismy, przeto
(183) F(@ryee. Wry by Auppprs o) = F(ay . Qyy (b Quppia)y Cugppas-)-
Z drugiej strony, bezposrednio na podstawie przyjetych defi-
nicyi, mamy
(14) F (b, tigpin) = F(a; @y - Gipppa)-
7 réwnodei (12), (13)1 (14) wynika natychmiast réwnodé:
F(ayy...a,) = F(ay,... @y F (G Qg oo Gupppa )y Qigppaye - o),

wyrazajaca wladnie twierdzenie, o ktére chodzilo.

Ostatecznie dowiedliémy, Ze w razie, kiedy k= 2, twierdze-
nie zachodzi, a nastgpnie okazaliémy, %e gdyby ono zachodzilo przy
fe = p, to zachodziloby takZe i przy k= p-| 1. Zatem, na podsta-
wie zasady indukeyi matematycznej twierdzenie zachodzi w kaz-
dym razie.

II. Jeeli pewne dziatanie (D) typu (T), posiadajace wiasnosé
przemiennosei w razie, kiedy dzialanie to wykonywamy na dwich ele-
mentach odpowiednicgo zbioru (Z), posiada jeszeze wiasno$é taeznodei,
to rozwazane dzialawie posiada wlasnosé przemiennosci i w przypadku,
kiedy liczba elementéw, podlegajgeych dziataniu, réwna sie jakiejkol-
wiek liczbie oznaczonej n.

Dowdd twierdzenia nie trudno przeprowadzié. Istotnie, ozna-
czajac, jak wyzej, przez

F(ay,ay...4a,
wynik nzyskany przez wykonanie dzialania (D) na elementach
Qyy Qg -e Qo

uwazanych w porzadku, w jakim je napisaliémy, mamy

(1) F(..,a,a4,,...) =F (.., F (&, a,),-..)
oraz
2 F(..,041,a,..) =F(..., F(ay,,a),...)

na podstawie wilasnofei lgeznodei, ktéra ze wzgledu na prayjete
zaloZenie dzialanie (D) posiada.

Z drugiej znéw strony mamy

F (a,, aH_l) =1 (a‘-i+1 at):
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albowiem zakladamy, Ze, w razie wykonywania dzialania (D) na
dwéch elementach, dzialanie to posiada wlasnoéé przemiennodei.
Mamy wige:

F(..,F(a,a44),..)=F(...F(ag,a), ...
skad

Byt ) =F (g gy @) (8)

na podstawie réwnogei (1) i (2). Réwnosé (3) wyraza, Ze transpo-
zycya dwéeh elementéw sgsiednich ciggu

a,0y...a, 4)
w symbolu

Fla,a,...a,) (5)

nie pocigga za soba zmiany elementu, ktéry w zbiorze (Z) temu
symholowi odpowiada.

Zatem na podstawie ogélnego twierdzenia, uzasadnionego-
w § 26-tym, twierdzenie, ktére pragngliémy udowodnié, zachodzi.
w podanem brzmieniu.

IIL. Jezeli pewne dziatanie (D) typu (T') posiada wilasnosé prze-
miennosei w praypadkach szezegdlnych, kiedy liczba elementéw. podle-
gajacych dziataniu, rdwna sie liczbie 2 lub liczbie 3, to dziatanie (D)
posiada obie wlasnosci, ¢acznoéci i przemiennosci, jakqkolwiek wartosé
miataby liczba elementdw, podlegajacych dziataniu.

Zeby twierdzenie to uzasadni¢, zwazmy, iz, zachowujae w dal-
szym ciagu symbolistyke, ktérg postlugiwaliémy si¢ poprzednio,
mamy

F(ay, ay, a5) = F'(ay, ag, a,)
araz

F(F(ay, a5), a) = F (2, F'(a,, a3))

na podstawie zaloZenia twierdzenia. Poniewaz za§ na podstawie de-
finieyi dzialania typu 7' mamy

F(ay, agy a,) = F (F(ay, ay), @),
przeto mamy

F(ay. ay, ay) = F (ay, F (as, ag))
Réwnosé ta wyraza, iz dzialanie (D) posiada wlasnosé lgcznosei
w razie, kiedy 3 elementy dzialaniu podlegajs. Zatem (tw. I) roz-

wazane dzialanie posiada wiasnodé lgceznosci w przypadku najogol-
niejszym. Poniewaz zaé na podstawie zalozenia twierdzenia dzia-
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lanie (D) posiada wlasnosé przemiennosei w razie, kiedy dwa ele-
menty dzialaniu podlegaja, przeto dzialanie to (tw. II) posiada wla-
snodé przemiennosei w przypadku najogdlniejszym.

Ostatecznie wige, zgodnie z brzmieniem twierdzenia, dziala-
nie (D) posiada wlasnodei 1geznodei i przemiennogei bez wagledu na
liczbg elementéw, podlegajacych dzialaniu.

Uwaga W razie przemiennosei pewnego dziatania (D)
typu (7') wlasnodé lgeznodei zachodzi w szerszem znaczeniu, anize-
liémy wyraz ten okreslili wyzej, mianowicie: w razie przemienno-
§ei dziatania (D) moZemy zastgpié, nie sprowadzajac zmiany w wy-
niku, ktérekolwiek z elementéw, dzialaniu podlegajacych, przez
wynik wykonanego dzialania (D) na tych elementach. Dodajemy,
iz stad wyplywa, zZe ktérykolwiek z elementéw a, podlegajscych
dzialanin (D), moZemy bez wywolywania zmiany w wyniku za-
stgpi¢ przez dowolng liezbe elementéw zbioru (Z) tak dobranyeh,
zeby wynik wykonania dzialania (D) na tyeh elementach réwnal
sig elementowi a. -

§ 29. Oznaczajac w dalszym ciggu przez (D) pewne dzialanie
typu (71"), a przez F (a,b) wynik wykonania tego dziatania na
dwéch elementach a i b odpowiedniego zbioru (Z) uwazajge pray-
tem element a za pierwszy, a element b za drugi, przyjmijmy

¢c=I'(a,b).

Mozemy tedy rozwazaé zagadnienia, z ktérych jedno polega-
foby na wyznaczeniu elementu a, gdy znane sy elementy & i ¢,
a drugie — na tem, Zeby wyznaczyé element b, kiedy znane sa
elementy « i ¢. Oczywidcie, pray pewnyeh przynajmniej zastrzeze-
niach, kazde z tych zagadnier posiada jedno przynajmniej rozwig-
zanie, Zatem zwigzek (1) prowadzi do okreslenia dwéeh dziatan:
jedno z nich d, jest dzialaniem, ktérego wylkonanie na elementach
¢ 1 b dostarcza jako wynik element a, a drugie d, okredlamy
przez to, Ze wynik jego wykonania na elementach ¢ i a jest ele-
ment b,

Zeby definicya poprzedzajgea byla catkiem zgodna z og6lnem
pojeciem dzialania, okreslonem na poczatku tego rozdzialu, oczywi-
deie koniecznem jest i wystarczajacem, azeby w razie réwnosei.

e==¢' 1 h=1p



