IV. Problem mierzenia odeinkow prostoliniowyeh i liczby
ulamkowe. Ogélne pojecie liczby wymiernej,

§ 15. Teorya, ktéra zamierzamy wyloZyé w tym rozdziale
i ktérs nazwiemy teoryy geometryczna, nie jest to teorya liczb
ulamkowyeh i liczb wymiernych, ktdra ostatecznie utrzymala sig
w nauce i ktérg nazwaé mozemy teorys czysto arytmetyczng. Nie
pomijamy jednak teoryi geometrycznej z tej przyczyny, Ze ze sta-
nowiska historyeznego teorya arytmetyczna jest owocem krytyki
teoryi geometrycznej, skad zndéw wynika, Ze nie bylibyémy w sta-
nie zrozumieé¢ w jaki sposéb powstaé mogla teorya arytmetyezna,
nie obeznawszy sie poprzednio z teorys geometryczng. Omdéwienie
teoryl geometrycznej uwazamy za tem bardziej poZzadane, ze falkta,
z ktérymi bedziemy mieli sposobnodé obeznad czytelnika, w kazdym
razie w tej lub innej formie podaneby byé musialy ze wzgledu na
problem mierzenia wielkogei.

Poniewa# teorye arytmetyczny wylozymy w jednym z dal-
szych rozdzialéw, przeto rozwijamy teorye geometryczng tylko
do kresu, poza ktérym teorya geometryezna nie réini sig juz od
teoryi arytmetycznej. Na tem wladnie polega przyczyna z powodu
ktérej omawiamy tu, z teoryi dzialai na liczbach ulamkowych
i wymiernych, tylko dodawanie i mnozenie, ograniczajac sig pray-
tem do praypadku, kiedy dwie tylko liczby dzialaniu podlegajs.

§ 16. Odkladajac ogdlng teoryg mierzenia do jednego z dal-
szych rozdzialéw, poprzestaniemy obeenie na postawieniu proble-
matu mierzenia odecinkéw prostoliniowyeh w postaci nastepujacej:
podaé ogbing metode do zupelnego okreslenia pod wzgledem déu-
gosci odcinkéw prostoliniowych w zalednodei od dowolnie oznaczonego,
ale zerowym odcinkiem jednak mnie bedacego odcinka prostoliniowego,
ktéry w takim razie przybierze nazwe jednostli diugosci.
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Jezeli pewien odcinek a jest z jednostks dlugodei w wspdi-
miernym, to okreslimy oczywiscie w zupelnodei pod wzgledem diu-
gosel odeinek @ w zaleZnodei od odeinka w, podajac liczby ecalko-
wite m i p, z ktérych pierwsza m, oznacza, ile razy pewna jedna
ze wspllnych podwielokrotnosei odeinkéw a i # miedei sie w od-
cinku a, a druga — p, ile razy ta sama wspélna podwielokrotnosé
miedei sig w jednostee . Okolieznodé ta oczywiscie zachodzi nawet
w razie, kiedy odcinek @ jest odcinkiem zerowym; ten szczegdlny
przypadek wyrdZnia sig od innych tg tylko osobliwoéeia, Ze liczba m
réwna si¢ zeru, a na liezbg p moZemy przyjaé od zera odmienns,
ale poza tem dowolng wartodé calkowita.

Powyisza uwaga stanowi oczywidcie rozwigzanie problematu
mierzenia odecinkéw wspétmiernych z jednostks. Z tego nie wynika
jednak, zebySmy juz mieli, albo nawet mogli natychmiast przejéé
do przypadku niewspélmiernodei. W rzeczywistosci koniecznem jest,
zebys§my doprowadzili najpierw wynik, zasadniczo juz uzyskany,
do nalezytej postaci i rozwingli caly szereg rozwazan, z tem pols-
czonych.

Przystgpujemy zatem obecnie do tego przedmiotu, a sprawe
mierzenia odcinkéw niewspélmiernych z jednostks oméwimy do-
piero w rozdziale VIII-ym.

§ 17. Rozwigzanie problematu mierzenia odcinka a, wspélmier-
nego z jednostks %, uzyskaliSmy w postaci ukladu dwdch liezb
calkowitych, przed chwilg blizej okreslonych, m i p, z ktérych p
jest w kazdym razie od zera odmienne. Zatem w stosunku do pro-
blematu mierzenia odeinkéw, wspélmiernych z jednostks, pary liezb
calkowitych wystepuja jako oddzielne rzeczy; w kazdej takiej pa-
rze liezb calkowitych kazda z nich w poréwnaniu do drugiej ma
odmienne znaczenie; nadto w kazdej z owych par liczb ealkowitych
pewna, jedna z nich, zawsze jest od zera odmienna. Uwagi te
przywodzs nas do definicyi nastgpujacej:

Wyraz liczba ulamkowa oznacza kaidy uklad dwdch
liczb calkowitych, uwazany za element zbioru wszystkich takich
dwdjek liczb catkowitych, ktére lgcznie podlegajg pewnej ogdlnej
umowie. W stosunku do tej umowy kazda z liczb calkowitych, sta-
nowigeych razem liczbg ulamkows, ma sobie wiladciwg role i z tej
przyczyny jedna z nich zowie si¢ mianownikiem, a druga
licznikiem. Umowe wspomniang w tej definieyi, podajemy w po-
staci nowej definicyi, mianowicie:

Aryimetyka teoretyczna. 3
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Orzeczenie, %e pewna liczba wlamkowa stanowi wmiare oznaczo-
nego odcinka a, gdy przyjmujemy za jednostke pewien odcinek w, wyrata,
¢ odcinki a i w sa wspdlmierne, a pewna wspdlna podwielokrotnosé
tych odcinkdw miesei sie w odeinku w tyle razy, ile wynosi mianownilk,
a w odeinkw a tyle, ile wynosi licenik.

Spostrzegamy z latwoébeia, iz warunek konieczny i wystarcza-
jacy na to, azeby, przyjawszy dowolnie za jednostke pewien odeinel
nie zerowy u, oraz dwie liczby calkowite m i p, istnial taki odeinek a
wepdlmierny z odeinkiem u, zeby wspdlna podwielokrotnosé d tych
odeinkéw miedcita si¢ dokladnie m razy w odeinku @, a p razy
w odeinku w, polega na tem tylko, aby liczba catkowita p byla od
zera odmienna. Wnosimy stad, Ze jedyny warunek na fo, azeby
dwie liezby calkowite m i p uwazane byé mogly odpowiednio za
lieznik i mianownik oznaczonej liczby ulamkowej, polega na tem,
zeby liezba p byla od zera odmienna.

Natychmiastowem nastepstwem przyjetych definicyi jest twier-
dzenie nastepujgee: Prey oznaczonej jednostce diugosei odpowiada
kazdej liczbie utamkowej jedna i tylko jedna taka dtugosé, zeby miara
odeinka tej diugosci byta rozwaZana liczba utamkowa.

Odwrdcenie tego twierdzenia nie byloby poprawne. Istotnie,
jezeli pewien odcinek a wspélmierny jest z jednostks, to niezawo-
dnie istnieé begdzie liczba ulamkowa, ktéra bedzie miary odeinka a,
ale nie tylko jedna, albowiem dwa wspélmierne odeinki posiadaja
nieskonezenie wiele wspdlnych podwielokrotnodei, skad natychmiast
wynika, ze istnie¢ bedzie nieskoniczenie wiele liczb ulamkowych,
z ktérych kazda bedzie mogla byé uwazana za miar¢ odeinka a.

Za symbol liezby ulamkowej o liczniku m i mianowniku p
przyjmujemy tymezasowo symbol nastepujgey:

(m, p),

ktéry czytamy: m przecinek p. Pdiniej bedziemy mieli powéd
przyjaé ostatecznie za symbol liezby ulamkowej inny symbol.

§ 18. Poniewaz przy oznaczonej jednostce dlugofei, liezby
ulamkowe stanowis pewnego rodzaju obrazy pewnej klasy odein-
kéw prostoliniowyeh, mianowicie wspélmiernyeh z jednostka, ponie-
waz dalej juz poprzednio nadalismy odecinkom charakter wielkogei,
przeto powstaje najnaturalniej mysl o nadaniu tegoz charakteru
takze i liczbom ulamkowym.

Otdz zestawianie reguly poréwnywania ilodciowego odeinkéw
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z definicyami, na podstawie ktérych okresliliSmy przed chwila zwig-
zek wzajemny liczb ulamkowych z odeinkami, prowadzi nas do
ustawienia definicyi nastepujgeych:

1% Dwie liceby wéamkowe zowia si¢ rdwnemi sobie w razie
i tylko w razie, kiedy przy oznaczone) jednrostce diugoici liczby te sa
miarami réwnych pomiedzy sobg odcinkow.

2% Orzeczenie, 2e pewna liczba udamlkowa (m, p) mniejsza jest od
pewnej liczby udamkowej (m', p') i orzeczenie wrdwnowaine, 1% liczba
wtamkowa (w/, p') wiekszq jest od licchy (m, p), wyrataja, 2e, przy
oznaczonej jednostce, liczba (m, p) jest miara odcinka mniejszego od
odeinka, ktérego miara jest liczba (m', p').

Spostrzegamy natychmiast, Ze definicye te w razie, kiedy
jednostka dlugodei jest odeinkiem w zupelnosei oznaczonym, czynis
najzupelniej zado$é zasadom rozdzialu II-go. Natomiast zachodzi
watpliwodé czy, w przypadku zmiany jednostki dlugosei, sad o tem,
czy oznaczona liezba ulamkowa jest mniejsza albo wigksza od pewnej
innej, lub jej si¢ réwna, nie bedzie musial niekiedy uledz zmianie.

Zeby w tym wzgledzie puznaé prawdziwy stan rzeczy, uwa-
zajmy dwie jakiekolwiek liczby ulamkowe (m, p) i (w/, p’) i, przy-
jawszy dowolnie pewien odcinek u za jednostkg, wyznaczmy od-
cinki ai o', ktérych miarami bylyby odpowiednio rozwazane liczby
wlamkowe. Oznaczajac przez d i d' dwa tak dobrane odeinki, ze-
by$my mieli:

u=mp.d (1)
oraz
u=yp".d, (2)
bedziemy mieli
a=m.d (3)
a' =m'd. (4)

Podzielmy odeinek d na tyle réwnych ezgsei, ile wynosi liczba p/,
i oznaczmy przez & jedng z nich. W takim razie zachodzié begdzie
réwnosé

G=p":: (®)
Ze zwigzkéw (1) 1 (D) wynika natychmiast zwiszek nastgpujscy:
=(p.p)0. (6)

Gdybyémy wige odeinek b okreslili réwnoscis
| b=p.6, (7

=+



to otrzymalibysmy
(8) u=p'.b.

Poniewaz, w razie nieréwnoéei odeinkdéw b i d’, odeinki
pl.bip.d
réwnymi sobie byé¢ nie mogs, poniewaz zad z drugiej strony, na

podstawie réwnodei (2) 1 (8), odeinki te sg niezawodnie sobie réwne,
przeto mamy
b=d,
mamy wige
(9) d=p.0
na podstawie réwnosei (7).
Zwazmy obecnie, ze na podstawie réwnosei (3) i (D) mamy

(10) a=(m.p). 9,
a na podstawie réwnofei (4) i (9)
(11) a' = (m'.p).0.
Ze zwigzkéw (10) i (11) wynika, ze zwigzki:
m.p’<m'.p
(12) m.p' =m'.p
m.p' >m'.p
85 odpowiednio réwnowaznel) nastgpujagcym:
a<a
(13) a=a'
a>da.

Poniewaz za$d, ze wzgledu na definicye, nadajace liczbom ulam-
kowym charakter wielkosci, zwigzki (13) réwnowazne sy zwigzkom:

(my p) < (m', P')
(14) (m, p) = (m', p")
(m, p) > (m/, p'),

przeto zwigzki (12) i (14) sa sobie odpowiednio takie réwnowazne.
) Dwa zwigzki zowia sie rownowaznymi, jeZeli koniecznem logicsnem

nastgpstwem zalodenia, iz jeden z nich zachodsi, jest ta okolicznoéé, Ze drugi take
machodazi.
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Zeby wige zadecydowad, ktdry ze zwigzkéw (14) przy ozna-
czonych wartosciach na liczby m, p, m' i p' w rzeczywistodei za-
chodzi, nalezy tylko upewnié sig, ktéremu ze zwigzkow (12) ezynig
w rzeczywistodei zadosé liezby calkowite m, p, m’ 1 p'.

Kryteryum poprzedzajgce calkiem jest niezalezne od wyboru
jednostki dlugodei, co usuwa w zupelnodei watpliwodé, ktéra zasta-
nowila nas byla wyzej.

Z uzyskanego warunku réwnosei dwdch liezb ulamkowych
wynika natychmiast, Ze, jakgkolwiekbgdZ od zera odmienns liczbe
calkowity oznaezylibyémy przez 4, mamy

(4m, Ap) = (m, p), (15)

jakgkolwiek bylaby liczba ulamkowa (m, p).

§ 19. Zestawiajgc definicye rozdzialu obecnego z treécig roz-
dzialu poprzedzajacego, dochodzimy najnaturalniej do wprowadzenia
definicyi nastgpujacej: wynikiem dodania pewnej liceby ulamkowej
(m, p) do innej oznaczonej liczby utamkowej (m', p'), czyli sumaq liczby
(m, p) @ liczby (m', p') nazywamy liczbe utamkowq (x, y), kidra, przy
dowolnie przyjetej jednostce diugosci w, stanowi miar¢ odcinka c
réwnego sumie dwdch odcinkéw a i b, okreslonych przez to, 2e, po
przyjeciu odcinka w za jednostke, miarami ich sq odpowiednio liczby
(m, p) © (m', p’).

Na sume liczb (m, p) i (m/, p’) przyjmujemy symbol

(m, p) + (', p").

Spostrzegamy z latwoseig, Ze, ze wzgledn na jednozna-
cznodé sumy dwdéeh oznaczonych odeinkéw i ze wzgledu na
wlasno$¢é przemiennosci takich sum, suma dwdeh oznaczonych
liezb ulamkowyeh, o ile istnieje, jest, przy oznaczonej jednostce
dlugosei, oznaczona jednoznaczniel!) i posiada wlasnoéé przemien-
nosei ?). Natomiast mniej natychmiastowemi sg okolicznogei naste-
pujace:

1°. Dzialanie dodawania liczb ulamkowych zawsze jest wyko-
nalne. (Fakt ten musi byé uzasadniony, poniewaz nie mamy pe-
wnodei & priori, czy odeinek ¢ jest z odeinkiem w wspélmierny).

1) Zob, pierwszy odsylacz u dolu atr. 19.
3) Zob. drugi edsylacz u dolu str, 19.
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20, Suma dwdeh liczb wlamkowych zalezy wylaeznie od tych
liczb, ale bynajmniej nie zalezy od wyboru jednostki diugosei.

Zeby przekonaé si¢ o tem, e okolieznodei te istotnie zacho-
dzg, a nadto rozwigzaé problem dodania do siebie dwéch liezb ulam-
kowyeh, zachowajmy wszystkie oznaczenia okreslone przy podanian
samej definicyi dodawania liezb ulamkowych i oznaczmy przez w
jedng ze wspblnych, od zera odmiennych, wielokrotnogei mianowni-
kéw p i p’ liezb (m, p) i (m/, p’). Mamy tedy

w=—=F
a9 | =
=xp
oznaczajac przez k i k' pewne dwie liczby calkowite.
Opierajac sie na twierdzeniu, ktére wyraZone jest réwno-
geig (1D), 1 uwzgledniajae zwigzki (16), stwierdzamy, Ze mamy

(fem, 10) = (m, p)
G0 l (', w) = (', ).

Z réwnodei tych wynika, co nastgpuje: jeZeli odeinek u po-
dzielimy na w réwnych sobie czgéei i oznaczymy przez d jedng
z nich, to odeinek d miescié si¢ bedzie dokladnie w odeinku «
tyle razy, ile wynosi iloczyn km, a w odeinku b — ile wynosi
iloczyn k'm’. Zatem, w odcinkn ¢ odecinek d miedcié si¢ bedzie tyle
razy, ile wynosi liczba

fem —-k'm’,

a poniewaz odcinek d miesci sig w jednostee u tyle razy, ile wy-
nosi liczba w, przeto liczba ulamkowa

(km + k'm’, w)
stanowi miarg odeinka ¢. Mamy przeto, ostatecznie

(m, p)+ (', ) = (k- ¥, w).

Stwierdzamy wige, ze dzialanie dodawania dwéch liezb ulam-
kowych jest rzeczywidcie zawsze wykonalne, a to, wedlug reguly
nastepujgcej: Wyznaczywszy jedng zc wspdlnych, od zera odmiennych,
wielokrotnosci, w, mianownikéw dwdch danych liczb ulamkowych,
mnozymy licznik kazdej z nich przez iloraz podziatu liczby w przez
Jjej mianownik; w takim razie swma iloczynéw poprzedzajgcych sta-
nowi licenik, a liczcba w mianownik liczby wlamkowej, przedstawia-
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Jacej sume liceb wufamkowych danych. Spostrzegamy jednoczesnie, Zze,
zgodnie z zapowiedzia, suma dwdch liczb utamkowych od jednostki
dtugosei weale nie zalezy.

§ 20. Przypusémy, ze jednostka dlugosei # jest podwielokro-
tnodcis, pewnego odeinka @ i miedci sig w nim dokladnie m razy.
W takim razie, na podstawie ogélnych definicyi, przyjetych w § 16,
miarg odeinka @ bedzie liezba ulamkowa

(m, 1),

te osobliwoé¢ majaca, Ze mianownik jej rdwna sie jednosei. Z dru-
giej zndéw strony, nie stanglibyémy w sprzecznosei z ogdlnemi za-
sadami § 16-go, gdybysmy przyjeli nastgpujgca definicye: w razie,
kiedy jednostka diugosci jest podwiclokrotnoscia pewnego odcinka a
i miesci si¢ zatem w wim doktadnic oznaczona ilosé razy m, nada-
Jemy liczbie catkowitej m nazwe miary odeinka a. Ze wzgledu na
tg okolicznodé powstaje myél, zeby definicyg poprzedzajges dolgezyé
do definicyi podanych wyzej, i uwazaé liczby calkowite i liczby
wamkowe jako stanowigce razem pewns oznaczons klase rzeczy,
tak zwane liczby wymierne hezwzgledne, nadajac jedno-
czednie liczbom wymiernym charakter wielkosci na podstawie de-
finicyi nastgpujacych: orzeczenia, 2e pewna liczba wymierna bez-
wzgledna w mniejsza jest od pewnej liczby wymiernej bezwzglednej w,
réwna sie jej, albo jest od miej wicksza, wyrataja odpowiednio, Ze
pray oznaczonej jednosice diugosci, odcinek a, ktdrego miara jest
liczba w, jest mniejszy od odeinka o, ktdrego miara jest liczba w',
réwna sig temu odcinkowi, albo jest od niego wiekszy.

Spostrzegamy natychmiast, ze definicye te czynia zadodé ogdl-
nym zasadom rozdziatu TI-go,

Poniewaz spostrzegamy réwnie latwo, ze definicye poprzedza-
jace nie znajduja sig w sprzecznosei z temi, na podstawie ktérych
nadali$my charakter wielkosei liczbom calkowitym, przeto wpro-
wadzamy rzeczywiscie wszystkie te definicye.

Definicye te przywodzg nas do wprowadzenia jeszcze definicyi
nastepujacej: wynikiem dodania oznaczonej liczby wymiernej w' do dru-
giej liczby w, albo suma liczb w @ w' nazywamy, przy oznaczonej je-
dnostee diugosei u, miare odeinka réwnego sumie odcinka a', ktérego
miara jest liccba w', i odcinka a, ktdrego miarq jest liczba w, przyj-
mujge zarazem na sume liczh w i w' symbol

w —+ w'.
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Definicya powyZsza jest tylko wynikiem takiego rozszerzenia
definicyi dodawania liczb ulamkowych, podanej na poczatku ustepu
przedzajacego, azeby okreslié przez nia sumg dwdch jakichkolwiek
liczb wymiernych bezwzglednych. Winnidmy jednak zaznaczyd, ze
nie jest oczywistq rzecza, i% przy tej definicyi wykonanie doda-
wania zawsze bedzie mozebne i w Zadnym przypadku nie dopro-
wadzi do sprzeczno$ei z definicys sumy prayjets w teoryi liezb
catkowitych.

Zeby wszelks w tym wzgledzie watpliwo$é usungé, ezynimy
uwage nastepujacs: jezeli oznaczymy przez w, w', w, i w; dowolne
cztery liczby wymierne, byle tylko sprawdzaly réwnodei

(18) o

to, przy oznaczonej jednostce diugoéei u, dodawania, zaznaczone
w wyraZeniach

(19) w—+w' 1w, 4w

jednoezesnie tylko mogsg byé wykonalne lub niewykonalne, a w ra-
zie wykonalnodei muszg prowadzié do réwnych sobie wynikéw, albo-
wiem jeZeli oznaczymy przez a i o’ odeinki, ktérych miarami sg
odpowiednio liezby w i w/, to, ze wzgledu na réwnoscei (18) miarami
odcinkéw a i a’ bedsy odpowiednio i liczby w, i w;. Zatem, w razie
wspolmiernodei odeinka a + o’ z jednostks w, dodawania zaznaczone
w wyrazaniach (19) beds i jedno i drugie wykonalne, a wspélnym
ich wynikiem bgdzie miara odcinka a-}-a’; gdyby =zaé odeinek
a—+a' 2z jednostks wspélmierny nie byl, to zadne z obu rozwaza-
nych dodawan nie byloby wykonalne.
Opierajge sig na uwadze poprzedzajacej, oraz na tem, Ze mamy
ogdlnie
(my, 1) =m

jakakolwiek liczbe calkowity oznaczylibyémy przez m, stwierdzamy,
ze dodanie jednej liczby wymiernej do drugiej, moZemy zawsze
sprowadzi¢ do wykonania tegoZ dzialania na liczbach ulamkowyech.
Stad wysnuwamy natychmiast wyniki nastepujace: dodawanie liczh
wymiernych zawsze jest wykonalne, a wynik tego dziatania jest olre-
Slony jednoznacenie, skoro liczby, majace uledz dzialawiu, sa ozna-
czone; nadto dodawanie liceb wymiernych posiada wlasnosé przemien-
nodci. Pozostaje tylko do wykazania, Ze omawiana definicya nie
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prowadzi do sprzeeznosci z definicyg dodawania, przyjeta w teoryi
liczb calkowitych. Wedlug definicyi, ktérg podaliémy wyzZej, i na
podstawie juZ z niej wysnutych konsekwencyi, suma dwéch liczb
calkowitych m i m’ réwna si¢ sumie

(m, 1) 4 ', 1),

ktéra znéw réwna sie liczbie ulamkowej

(m +-m/, 1),

gdzie wyrazenie m - m’ ma byé rozumiane w znaczeniu, przyjetem
w teoryi liczb calkowitych. Poniewaz zad mamy

(m—m', 1) =m—+ ',
przeto stwierdzamy, Ze rozwazana obecnie definicya dodawania, przy
zastosowaniu do liczb calkowitych, prowadzi do tego samego wy-
niku, co definicya klasyczna sumy dwéch liezb ealkowitych.

§ 21. Stosujge teorye mierzenia odcinkéw do badania przy-
rody albo do celéw praktycznej natury, napotykamy eczgsto po-
trzebe przyjecia za jednostke dlugosei odeinka odmiennego od
tego, ktéry pierwotnie za jednostke byl przyjety. Stad koniecznosé
blizszego zbadania okolicznosei, ktdére towarzyszg takiej zmianie
jednostki.

Rozwazmy najpierw przypadek najprostszy, kiedy miara pier-
wotnej jednostki dlugosei w, po wprowadzeniu nowej jednostki u”
jest pewna liczba calkowita k., i sprobdjmy, po wprowadzeniu no-
wej jednostki w' wyznaczyé miare takiego odeinka @, ktdrego
miara, przed wprowadzeniem nowej jednostki, a wige przy jednostce
pierwotnej u, bylaby réwna oznaczonej liczbie calkowitej m.

Sposirzegamy natychmiast, ze miarg odeinka a, po wprowa-
dzeniu jednostki #/, bedzie liczba calkowita, réwna iloczynowi liezb
k i m. JednakZe, w interesie dalszych rozwazan, uprzytomnijmy
sobie w calej rozcigglodei rozumowanie, ktére do tego wyniku pro-
wadzi. Rozumowanie to jest oczywiscie nastgpujgce: na podstawie
przyjetych zalozen odeinek a sklada sie z tylu ezesei réwnych odein-
kowi u, ile wynosi liczba m; z drugiej znéw strony kazda z tych
m czedei odeinka a, jako réwna odeinkowi u, uwazana byé moze
za uklad tylu odcinkéw réwnych odcinkowi u/, ile wynosi liezba k.
Zatem odcinek a uwazany byé moze za zbiér m zbiordw, z kté-
rych kazdy jest zbiorem k odeinkdéw réwnych «'. Z tego wynika,
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ze odeinek a jest suma tylu odeinkéw réwnych odeinkowi o/, ile
wynosi suma m skladnikéw, réwnych liczbie calkowitej k. Ostate-
cznie wige odeinek «' zawiera sig w odeinku a tyle razy, ile wy-
nosi iloczyn, w ktérym

mnoznik réwna sig liczbie m
mnozna o . k&

Spostrzegamy obecnie, e pojgeie ilocaynu mozemy rozszerzyé
w ten sposéb, izby ono nie bylo pozbawione tredci jakiekolwiek-
byémy liezby wymierne bezwzgledne prayjeli odpowiednio za mnoznik
i mno#ng, a to, wprowadzajge definicye nastgpujaca:

Zeby okreslié znaczenie, jakie praywiqzujemy do wyratenia ilo-
czynu mnozenia dowolnie prziyjetej licaby wymicrnej w', majqeej sta-
nowié mnosng, przez jakakolwiek druga liczbe wymierng w, majgca
stanowié mnoénik, przyjmujemy dowolnie pewien odcinek niezerowy '
i kreslimy najpierw odcinek w, ktérego miara, gdy preyjmujemy odci-
nek w' za jednosthe, jest mnozna w'. Nastepnie kreslimy odcinek: a, ktérego
amiara, gdy prayjmujemy odcinek w za jednosthe, jest mnodnik w
i oswiadcezamy, ze majgey byé okreslony iloczyn stanowi liczba, kitdra
_Jjest miara odcinka a, preyjmujac za jednostke odeinel w'; jednoczesnie
za symbol iloczynu, kidry okreslilismy, preyjmujemy bez réinicy kaddy
.2 symboldw nastgpujacych :

w.wiw Xw.

Definicya ta prowadzi natychmiast do postawienia sobie na-
stepujacych zapytan:

L%, Czy dzialanie mnozenia wykonalne jest, jakiekolwiek licaby
wymierne przyjelibysmy za mnoznik i mnozng?

2°. Czy iloczyn zalezy wylaeznie od mnoznej i mnoznika, nie
zaé od odeinka ' rozwazanego w definicyi?

3°. Czy, przy oznaczonych mnoznej i mnozniku, iloezyn okre-
Slony jest jednoznaeznie?

4% COzy w zadnym razie nie moze zachodzié sprzeczno$é po-
migdzy omawiang definicys a definicys mnozenia, ktérs przyjmujemy
w teoryi liezb calkowitych?

Zehy na pytania te odpowiedzieé, zachowujemy bez zmiany
Wazysbkle oznaczenia, ktéremi poslugiwaliémy sig, ukladajac defi-
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nicyg iloczynu dla liczb wymiernych, i zwracamy si¢ najpierw do
ogdlnego przypadku, kiedy mamy jednoczeénie

s -

Nastgpnie czynimy uwage nastgpujacs: jezeli dwie liczby wy-
mierne w, i w; sprawdzajs réwnodei

1)

W, = W
w =1

to, po dokonaniu wyboru odcinka ', mnozZenia, zaznaczone w wy-
razeniach:
! ] '
w.ow 1w . w, (22)

mogg byé wykonalne lub niewykonalne tylko jednoczesnie, a w razie
wykonalnoéei prowadzg do réwnych sobie wynikéw.

Istotnie, jezeli wyzna¢zymy odeinki u i @ w sposéb, okredlony
w definicyi mnozenia liczb wymiernych, i oznaczymy nadto przez
%, 1 a; odeinki, ktére otrzymaliby§my odpowiednio zamiast odcin-
kéw u i a, gdyby$my zastapili przy konstrukeyi tych odeinkéw liczbe
w' przez liczbe w;, a liczbe w przez liczbg w,, to mielibysmy

a = ﬂ-1 (23 )

na podstawie réwnosei (21) i definicyi réwnosei dwdch liezb wy-
miernych. Ze wzgledu zad na réwnosé (23) odeinki a i a, tylko
Jjednoczesnie moga byé wspélmierne lub niewspélmierne z odein-
kiem #', a w razie wspélmiernodcei, miarami odeinkéw ¢ i a,, jezeli
przyjmiemy za jednostke odeinek w’, bedsg dwie réwne sobie liczby
wymierne v i v,.

Poniewaz znéw na podstawie definicyi mnozenia liczb wymier-
nych mnozenie zaznaczone w wyrazeniu:

w' . w

wykonalne jest lub wykonalnem nie jest, stosownie do tego, ezy
odeinek @ jest czy nie jest z odeinkiem %' wspélmierny, poniewaz
dalej, w razie wspélmiernosei mamy:

v=uw'.w,
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poniewaz nareszeie calkiem analogicznie stwierdzamy, Ze warunek
wykonalnodei mozenia, zaznaczonego w wyraZeniu

'
W . wl,

polega na wspdélmiernofci odeinkéw a, i ' i Ze w razie, kiedy wa-
runek ten zachodzi, mamy

v, = w; . Wy,
przeto, ze wzgledu na réwnodé
V=1

przekonywamy sig, Ze uczyniona uwaga jest najzupelniej uzasa-
dniona.
Ze wzgledu na uzyskany wynik oraz na réwnosé

(m; 1)=m,

ktéra zachodzi, jakgkolwiek liczbe calkowity oznaczyliby$my przez m,
mozemy, o ile chodzi o trzy pierwsze z zapytai, postawionych wyzej,
bez szkody dla ogélnosei zaloiyé, e liczby w i w' sa liczbami
nlamkowemi.

Zeby uwidocznié liczniki i mianowniki tych liczb, przyjmujemy

w = (m, p)
& w'= ', ),

zachowujae jednoczeénie i w dalszym ciggu oznaeczenia, ktéresmy
wprowadzili, ustawiajge definicye mnozenia.

Oznaczmy przez J taks podwielokrotnos¢ odeinka u, ze-
by$my mieli

u=(m'.p).d.
Przyjmujac
(25) & =p.6
(26) d=m'.Jd,
mamy tedy
(27) u=m'.d

Oraz

(28) W
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Ze wizglgdu na drugg z réwnosei (24) i na konstrukeye od-
cinka u, wnosimy natychmiast ze zwigzku (27), Ze mamy
W=yp'd. (29)

Ze wagledu zas na pierwsza z réwnosdei (24) i na konstrukeye
odeinka a, mamy na podstawie réwnodei (28)

a=m.d. (30)
Z, réwnosel (25) 1 (29) mamy
w=(p.p’).4d, (31)
a z rownosei (26) i (30)
a=(m.m')d. (32)

Z réwnosei (31) i (32) wynika, Ze odeinki a i u’ sa wspdl-
mierne, a nadto, Ze miara odeinka @, jezeli przyjmiemy odeinek ’
za jednostke, jest liczba ulamkowa (m.m', p.p’). Mamy wige

w'ow=(m', p'). (m, p)=(m'.m, p'.p). (33)

Na podstawie uzyskanego wyniku mozemy wyslowié twier-
dzenie nastepujgce:

Jezeli zachodzq nierdwnosci (20), jezeli wige w innych wyrazach
ani mnoznik, ani mnodna w pewnym iloczynie liczb wymiernych nie
réwnaja sie zeru, to w takim razie:

19. mnozenie jest zawsze wykonalne, a to wediug prawidla na-
stepujacego : przedstawiwszy mnoéna i mmoinik w postaci liczb utam-
kowych, wyznaczamy iloczyn licznikdw i iloczyn mianownikdw ; pierw-
s2y 2z tych iloczyndw stanowi licznik, a drugi mianownik liczby réwnej
iloczynowi, o ktérego wyznaczenic chodzito.

29, iloczyn zaledy wylacznie od mnoénej i mnodnika, nie zas od
wyboru odcinka oznaczonego w definicy! mnoZenia przez w'.

30, iloczyn okreslony jest jednoznacenie w zaleinosci od mmnoingj
i mnoinika.

Dwie pierwsze czeSci twierdzenia tego stanowis oczywiste
i natychmiastowe nastepstwa tego, co wyraza réwnosé (38). Zeby
jeszeze przekonaé sie, Ze i trzecia czedé twierdzenia jest uzasadniona,
nalezy tylko uwzglednié, ze na podstawie uwagi, uczynionej na wste-
pie rozwazan, ktére doprowadzily nas do réwnosei (33), iloczyn jest
po dokonanym wyborze odeinka ' i o ile mnoZenie jest wyko-
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nalne, okreélony jednoznacznie, i zestawié te okolicznosé z drugs
czedels twierdzenia,

Uzasadnienie twierdzenia poprzedzajgcego stanowl oczywiscie
odpowiedZ na kazde z trzech pierwszych zapytan, nawigzanych do
definicyi mnoZenia, z tem jednak zastrzeieniem, Ze chodzi o ilo-
ezyny, w ktérych ani mnoznik ani mnozna nie réwnajg si¢ zeru.
Z tem samem zastrzezeniem wnosimy jeszeze natychmiast z ré-
wnofei (33), opierajac sie na wlasnodei przemiennodei iloczynu liczb
calkowitych, ze wlasnodé przemiennodei przysluguje takze iloczynowi
dwdeh jakichkolwiek liezb wymiernyeh, ezyli w innyeh wyrazach:

Jedeli mmoznik pewnego iloczynu rdwna sie mnoine) pewnego
drugiego, a mnoina pierwszeqo — mnonikowi drugiego, to iloczyny
te sq sobie rdwne.

Zwr6émy sie obecnie do przypadku, kiedy jednu przynajmniej
z nieréwnoéei (20) nie zachodzi i, jak poprzednio, zachowajmy ozna-
czenia, ktéredmy wprowadzili, podajac definicye mnozenia. Zeby
konstrukeya odeinka a byla mozliwa, koniecznem jest i wystar-
czajacem, zeby odeinek u nie byl odeinkiem zerowym. Poniewaz
zad§ odnosny warnnek polega oczywiscie na nierdwnosei

(33) w =0,

przeto,- gdy nieréwnosé ta zachodzi, to chociazbysmy mieli
w=2~0,

mozemy podang definicye iloczynu
w.w

jeszeze zastosowad, Poniewaz zas w tym przypadku odeinek a bylby
odecinkiem zerowym, przeto iloczyn, w ktérym mnoinik réwna sie
zeru, sam rowna sie takze zeru.

W razie, kiedy mnozna réwna si¢ zeru, podana wyzej defi-
nicya mnozenia traci wszelkg tre§é. Zeby jednak i ten przypadek
przez teorye mmozenia objaé i zeby jednoczednie nie wytworzyé
przypadku, w ktérymby iloczyn wlasnosei przemiennosei nie posia-
dal, uzupelniamy podang wyzej definicye, wmawiajgc sie, Ze war-
todciq iloczynu, w kidrym mnodna réwna sie zeru, jest zero. Czy-
telnik spostrzeZe natychmiast, ze po tem uzupelmieniu definicyi
mnozenia wszystkie w teoryi liczb wymiernyeh poprzednio uzy-
skane wyniki staja si¢ wainymi bez zadnych juz zastrzeZen.

[ ]



Ze wagledu na wlasno$é przemiennosei iloezynu dwéeh liezb wy-
miernyeh, obejmujemy mnoZnik i mnozng wspélng nazws czyn-
nikéw.

Zeby zakoniczyé dyskusye definicyi mnozenia liezb wymier-
nych, pozostaje do odpowiedzenia na ostatnie z czterech zapytan,
do tej definicyi nawigzanych.

Obawa, ezy nie zachodzi sprzecznoéé pomigdzy definicya ilo-
czynu dwdeh liczb callkowityeh, przyjeta w teoryi liezb calkowitych,
a ogblng definicys iloczynu dwdéeh liezb wymiernych, wprowadzong
w ustepie obeenym, usprawiedliwié mozemy tem tylko, ze ogélna
definicya iloczynu dwéeh liezb wymiérnych miesei w sobie, jako
przypadek szezegdlny, nows definicye iloczynu liezb calkowitych,
ktéra, byé moze, nie jest rownowazna definicyi klasycznej. W rzeczy-
wistosei wstegpne rozwazania, ktére przywiodly nas do ogdlnej defi-
nicyi mnozenia liczb wymiernych, usuwajg juz ows watpliwosé.
Zeby jednak rzecz zupelnie wyswietlié, uwazajmy dwie liczby cal-
kowite m i m’. Na podstawie egdlnej definicyi iloczynu dwdch liczb
wymiernyeh iloczyn liezb m i m’ rédwna sig iloczynowi

(my 1). (m', 1).

Na podstawie zaé wyzej uzasadnionego prawidla iloczyn po-
przedzajasey réwna sig liezbie ulamkowej

(m.my 1)
gdzie symbol T
m.m

oznacza iloezyn liczb calkowitych m2 i m" w znaczeniu, okreslonem
przez klasyezng definicye, prayjeta w teoryi liczb calkowitych. Po-
niewaz zas, na podstawie jednej z przyjetych definicyi, mamy

m.m,1)=m.m
3 3

przeto przekonywamy sig, Ze niepokojaca nas sprzecznos$é w rzeczy-
wistesei nie istnieje.

§ 22, Z teoryi mnozenia liczb wymiernyech wynika bardzo
waina konsekwencya nastgpujgea:

Jedeli pewien odcinek a wspdlmierny jest z pewnym odcinkiem
niezerowym b, ktry znowud wspétmierny jest z pewnym trzecim od-
cinliem: ¢, to odcinki a i ¢ sa wspdtmierne pomiedzy soba.

Gdyby odeinek ¢ byl odcinkiem zerowym, to slusznoéé twier-
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dzenia bylaby bezpoérednio oczywisty; zakladamy wige, przyste-
pujae do dowodzenia, Ze odcinek ¢ zerowym odeinkiem nie jest.
W takim razie na podstawie zalozeni przyjetych w twierdzeniu, o kté-
rego udowodnienie chodzi, miarg odcinka b, w razie przyjecia od-
cinka ¢ za jednostke bedzie pewna liczba wymierna w’, a miarg
odeinka a, jezeli przyjmiemy za jednostke odecinek b bedzie pewna
druga liczba wymierna w. Na podstawie za$ teoryi mnoZenia miarg
odeinka @, gdy przyjmiemy odcinek ¢ za jednostke, bedzie liczba
wymierna réwna iloezynowi w.w’, skad wynika, Ze odeinki @ i ¢
84 rzeczywidcie wspélmierne.

Przyczyna tego, zeSmy mogli wysnué dowdd twierdzenia po-
przedzajacego z teoryi mnozenia liezb wymiernych, polega oczywi-
dcie na tem, ze uzasadnianie prawidla mnozenia takich liczb do-
prowadzilo nas do konstrukeyi wspdinej podwielokrotnodei d trzech
odeinkéw #/, u 1 a, opierajac sig na tem, ze kaidy z odeinkéw u'
i @ wspélmierny byl z odeinkiem .

Teorya mnozenia liczb wymiernych nie stanowi pierwszego
przypadku, w ktérym zaszla okoliczno$é¢ poprzedzajaca. Napotka-
lismy ja juz przedtem dwa razy, a mianowicie: po raz pierwszy
przy rozwazaniach, ktére doprowadzily nas do twierdzenia, e zwig-
zki (12) sq odpowiednio réwnowazne zwigzkom (14), a po raz drugi
przy uzasadnianin prawidla dodawania liczb ulamkowych.

Zatem, w kazdym z tych przypadkéw mielismy juz sposobnosé
do uzasadnienia twierdzenia wyslowionego na poczatku niniejszego
paragrafu. Nie skorzystaliémy z tych sposobnosei, pragnac uzasa-
dnié¢ wspomniane twierdzenie w tej wlasnie chwili, kiedy byliby$my
przygotowani do uwidocznienia najbardziej bezposredniego i wa-
Znego jego nastepstwa.

Oelem uproszezenia wyslawiania sig wprowadzamy najpierw
-definicye nastgpujaca: po dokonanym wyborze jednostki diugosei,
nazywamy odcinkami wymiernymi odeinki z jednostks wspdl-
mierne, wezystkim zad innym odcinkom dajemy nazwg odeinkéw
niewymiernyech.

Mozemy tedy odpowiedzieé na kwestye poruszone na samym
poczgtku paragrafu poprzedzajgcego, wyglaszajgc twierdzenie nastg-
pujace:

’ Jeteli zamiast uzywanej poprzednio jednostki diugosci u' wpro-
wadzimy nowq jednostkg w, to dwa przypadki sa moiliwe:

1°. Pierwotna jednostka ' wspdémierna jest z nowq jednostkaq u;
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w takim razie oznaczymy przez w' miare odcinka u', przyjmujae
odcinek w za jednostke.

29, Pierwotna jednostka ' mnie jest wspdtmierna z nowa je-
dnostka u.

W pierwszym przypadicw 2bidr odcinkdw wymiernych nie ule-
gnie zadnej zmianie przy zastgpieniu pierwotnej jednostki w' przez
nowag u, w innych wyrazach kaédy odcinek wymierny w razie przy-
Jjecia za jednostke jednego z odeinkdw w lub w' pozostanie wymiernym
i w razie przyjecia za jednostke drugiego; nadto, miary odcinkdw
wymiernych po wprowadzeniu jednostki w réwnaé sie bedg odpowie-
dnio iloczynom liczby w' przez miary rozwadanych odcinkdw przed
wprowadzeniem jednostki w, a wige przy zachowaniu odcinke w' jako
Jednostki dtugodci.

W drugim przypadku tylko odcinek zerowy pozostanie odcin-
kiem wymiernym, a kaédy odcinek niezerowy, jezeli jest wymiernym
przy preyjeciu jednego z odcinkéw w lub u' za jednostke, stanie sie
po prayjeciu drugiego z tych odcinkéw za jednostke odcinkiem wnie-
wiymaernym.

Twierdzenie poprzedzajgce jest natychmiastowem nastepstwem
teoryi mnozenia liezb wymiernych i twierdzenia uzasadnionego
w pierwszej czesei obecnego paragrafu.

Arytmetyka tereotyczna. i



