IIL. Odeinki prostoliniowe uwazane za wielkodei.

§ 11. Odcinkom prostoliniowym (albo kréeej ,odcinkom“)
nadajemy charakter oznaczonej klasy wielkosei na podstawie defi-
nicyi nastgpujgeych:

1°. Dwa odeinki zowig si¢ réwnymi sobie, kiedy drogs pro-
stego przeniesienia jednego z nich, albo obu, mozemy doprowadzié
je do zupelnego zlania sig ze sobs.

20, Jezeli pewien odcinek, 4, nie réwnajacy sie¢ pewnemu in-
nemu odeinkowi a, jest sam czedcig fego odcinka, albo réwna sie
jego czedei, to okolicznosé t¢ wyrazamy w sposéb dwojaki, albo:

@) Odcinek b mniejszy jest od odeinka a,
albo:

B) Odecinek b wigkszy jest od odeinka a.

Definicye poprzedzajace oczywiscie najzupelniej czynia za-
dodé zasadom § 8-go.

Wyrazenie odcinek oznaczonej dlugoéei oznacza ktéry-
kolwiek z odcinkéw sprawdzajacych pewien taki warunek lub uklad
warunkéw, ktéremu tylko réwne pomigdzy sobs odeinki ezynig
zadosd.

§ 12. Uwazajmy dwa odcinki @ i b i oznaczmy przez a’ trzeci
odeinek, réwny odcinkowi a, jakkolwiek poloZony w przestrzeni,

mogacy nawet zlewaé sie z odeinkiem a. Jezeli przedluzymy odei-
- nek a’ z ktéregokolwick korica o odeinek réwny odcinkowi &, to
kazdy odcinek réwny odcinkowi, jaki tworzy odcinek a z tem prze-
dluZeniem, stanowi to, co nazywamy wynikiem dodania odeinka b
do odcinka @, albo sumg odeinkéw a i b, i co oznaczamy przez

symbol
a -} b.

Jedeli kazdy =z dwdch odecinkéw ¢ i ¢, sprawdza definicye wy-
nikw dodania oznaczonego odcinka b do oznaczonego odcinka a, to
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odeinki ¢ i ¢, sq sobie rdwne. Istotnie, na odeinku ¢ znajdzie sie
pewien punkt B, ktéry podzieli go na dwa odeinki AB i BC
odpowiednio réwne odcinkom a i b, analogicznie na odeinku ¢
znajdzie sig pewien punkt B,, ktéry podzieli go na dwa odeinki
A.B, i B,C, takze odpowiednio réwne odecinkom a ib. Przeniedmy
figurg 4,B,C;, w takie poloZenie, Zeby punkty 4, i B, zlaly sig
odpowiednio z punktami 4 i B, co uskutecznione byé moze, albo-
wiem odeinki AB i 4,B, sa sobie rdwne, jako réwne z osobna
odcinkowi a. Oznaczamy obecnie nowe polozenie punktu C, przez Ci.
Punkt C; bedzie musial leze¢ na prostej nieograniczonej, przecho-
dzacej przez punkty 4 i B ibedzie od punktu 4 oddzielony przesz
punkt B. Z tego wynika, ze punkty C; i C polozone beda po tej
samej stronie punktu B. Poniewas za§ odeinki BC i BC; muszy
oczywisdcie byé sobie réwne, przeto punkt C; musi zlaé si¢ z punk-
tem C, skagd wynika natychmiast, Ze odeinki ¢ i ¢, sa rzeczywiscie
sobie réwne. Dowiedliémy w ten sposéb jednoznacznofcil) do-
dawania odeinkéw,

Poniewaz rozumowanie poprzedzajace oczywiscie mogloby byé
przeprowadzone bez zadnej zmiany, gdyby$my, nie zmieniajace okre-
glenie odeinka e, okreslili odeinek ¢, jako wynik dodania odeinka @
do odcinka b, przeto mozZzemy wyslowié twierdzenie nastgpujsce:
jakiekolwiek bytyby odeinki a i b, wynik dodania odeinka b do
réwna sie wynikowi dodania odeinka a do b, co symbolicznie wyra-
zamy roéwnoscia

at+b=b-|a.

Twierdzenie poprzedzajace wyraza wlasnoéé przemienno-
§cif) dzialania dodawania odcinkéw. Poniewai, w stosunku do
sumy dwdch odcinkéw, role logiezne tych odeinkéw, na podstawie
twierdzenia poprzedzajgcego nie réznig sig od siebie, przeto, w sto-
sunku do sumy, rozwazane odcinki zowig si¢g skladnikami.

1) Owiadezamy wogdle, %e pewna kombinacya oznaezonych przedmiotéw
okretlona jest jednoznacznie albo ma wlasnodé jednoznacznobei, jeZeli
w angczeniu, zaleznem oczywifcie od natury rozwazonych przedmiotéw, wynikami
takiej kombinacyi moga byé tylko réwne sobie rzeczy.

%) Jeokeli, w stosunku do wyniku pewnej kombinacyi oznaczomych przed-
miotdw, porzadek, w ktérym ewentualnie moglibyémy te przedmioty uloZyé, jest
obojetny, to okolicznoé te wyrazamy kritko, orzekajge, Ze rozwazana kombinacya
ma wlasnofé przemiennoéei,

Q¥
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Pojecie sumy kilku odeinkéw, uwazanych w oznaczonym po-
rzgdku, wysnuwamy z pojecia sumy dwdch odeinkéw najzupelniej
tak samo, jak wysnuliémy pojecie sumy kilku liczb calkowitych
z pojecia sumy dwdéch liczb calkowitych?). Za symbol sumy kilku
odcinkéw a,, ay,... @, uwazanych w porzadku, w jakim je wymie-
nilismy, przyjmujemy symbol

@+ +... 4.

Suma oznaczonych odeinkdw, analogicznie do sumy oznaczo-
nych liezb calkowitych, posiada wlasnosé przemiennodei, t. j. nie
zalezy od porzadku, w ktérym te odeinki czyli skladniki sumy
dodajemy do siebie.

Twierdzenie to sprowadzamy najzupelniej taks samg metods,
jak w teoryi liczb calkowitych, do praypadku frzech skladnikéw,
a zatem do twierdzenia nastepujgcego: jezeli w sumie frzech od-
cinkéw przemienimy porzgdek dwéch ostatnich skladnikéw, to wynik
dodawania nie ulegnie zmianie. Ale to ostatnie twierdzenie winnigmy
uzasadni¢ metods, specyalnie do sum odeinkéw dostosowans. W tym
celu oznaczmy przez a, b i ¢ trzy odeinki i uwazajmy sume

a--b-ec

Odecinek, ktéry ja przedstawia, moZzemy wyznaczy¢é w sposéb
nastgpujgey: na dowolnie przyjetej prostej nieograniczonej (A) przyj-
mujemy ecztery punkty A, B, Ci D w taki sposéh, zeby punkt,
przemieszezajaey sie po prostej (A) od punkin 4 do punktu D,
napotkal, zanim dojdzie do punktu D, punkty B i C, i to w po-
rzgdku, w ktérym te punkty wymieniliémy, i Zeby nadto odeinki

AB, BC, CD

réwnaly sig odpowiednio odeinkom a, b i ¢. Odeinek AD przedsta-
wiaé bedzie w takim razie sumg

a-}b+4e

Mamy oczywiscie
a+b-+4c=AD=AB-| BD
BD =b--c.

oraz

) Zaremba, Zarys pierwssych zasad teoryi liczb calkowitych, str. 31, § 15,



Mamy zatem
at+bte=at@®+9Y )

Rozumowanie poprzedzajace stanowi oczywiscie takze dowdd
na to, ze mamy

at-cb=a+(c+b) @
b4c=c- b,

przeto, ze zwigzkéw (1) i (2) mamy

at+btec=atc+ b
o co wiasdnie chodzilo.

Teorya odejmowania odeinkéw wynika z teoryli dodawania
tychze najzupelniej tak samo, jak teorya odejmowania liczb calko-
wityeh z teoryi ich dodawania, naleiy tylko we wspomnianej teoryi
zastapi¢ liczby calkowite przez odeinki?); okreslamy wiee reszte
odejmowania pewnego odcinka b od oznaczonego odcinka a jako
odeinek z, sprawdzajacy zwigzek

bta=o; (3)
odcinkowi @ nadajemy nazwg odjemnego, a odeinkowi b — od-
jemnika; na reszte rozwazanego odejmowania przyjmujemy symbol

a poniewaz

a—b;
réwnosé nastepujgea
r=a—>b

réwnowazng jest zatem réwnodei (3). Odejmowanie odeinkéw jest
oczywidcie wykonalnem, jezeli odjemnik mniejszy jest od odjemnego;
zeby, analogicznie do tego, co zachodzi przy liczbach calkowityeh,
odejmowanie odcinkéw bylo wykonalne i w razie réwnosei od-
jemnego i odjemnika, umawiamy sig, Ze uwaZaé bedziemy punkt
geometryezny za odeinek zerowy i okreslamy sume odeinka zero-
wego i jakiegokolwiek innego odcinka a jako odeinek réwny odein-

1, Prey kombinowanin odcinkéw poslugnjemy sie nawiasami wedlug takich
samych regul jak przy kombinowanin liezb, (Zob. Zaremba. Zarys pierwsszych
zasad teoryi liczb calkowitych, str, 20, § 12).

*) Poréwnaj dalsze rozwaZania tego ustepu z rozdzialem o odejmowaniu
w dzielku mojom, Zarys pierwszych zasad teoryi liezb eallcowitych.
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kowi a; z prayjetych definicyi wynika oczywiscie, ze warunek ko-
nieczny i wystarczajaey wykonalnosei ndejmowania w teoryi odein-
kéw polega na tem, zeby odjemnik nie byl wigkszy od odjemnego.
Umawiamy sig, Ze odeinek zerowy uwazaé bedziemy jako
mniejszy od kazdego odeinka nie zerowego. Spostrzegamy natych-
miast, e ta umowa nie jest sprzeczna z zasadami § 8-go.
Czytelnik udowodni z najwigkszy latwoseis, Ze jakiekolwiek
odeinki oznaczyliby$my przez x, 2’ i b. to, w razie nieréwnosei

x>l

zachodzilaby takie nierdwnosé
btz > b4

Na podstawie tego twierdzenia latwo mozemy dowiedé, ze
dzialanie odejmowania odeinkéw posiada wlasno$é jednoznaczno-
§ci, podobnie jak w teoryl liezb calkowitych.

§ 13. Jezeli pewien odcinek a réwna si¢ sumie tylu odein-
kéw réwnyeh pewnemu innemu odeinkowi d, ile wynosi pewna
liezba calkowita », to okoliczno$é te wyrazamy w postaci réwnosei

() a=mn.d,

ktérg czytamy: a réwna sig # razy d. Definicya ta ma oznaczong
tresé, o ile liczba calkowita » nie jest mniejszg od liczby ,dwac.
Zeby jednak zwigzek (4) nie tracil znaczenia nawet w przypadkach,
kiedy liczba n réwna jest zeru albo jednoéci, umawiamy sig, ze
uwazaé bedziemy symbol

0.d

jako oznaczajacy odeinek zerowy, a symbol

1.4,

jako oznaczajagcy sam odecinek d.

Jezeli dwa odeinki a i d sprawdzajg zwiazek postaci (4), gdzie
n oznacza jakakolwiek liczbe ecalkowits, to odeinek a zowie sig
wielokrotnodcig odeinka d, a odeinek d — podwielokrot-
noscig odeinka a. W dzielach dawniejszych odecinek d ma takze
nazwe¢ miary odeinka @, ale wyrazenie to powinno byé odrzucone
jako niestosowne, poniewaZ obecnie uzywamy nazwy miara od-
cinka a w znaczeniu zgola odmiennem.
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Jezeli dwa odeinki a i b posiadaja pewna wspdlng podwielokro-
tnoéé d, to odeinki te zowis, si¢ wspdlmiernymi. Poniewaz odwiad-
czylisSmy, Ze w razie zwiazku (4) nazwe miary odecinka a dla od-
cinka d uwazamy za niestosowna, to powinnibyémy byli konse-
kwentnie zastapi¢ w definicyi poprzedzajacej wyraz ,wspélmierne
przez inne wyrazenie. Nie uczynimy jednak tego, poniewas wyraz
»wWspdlmierne“ w powyzZszem znaczeniu powszechnie juz si¢ przyjal,
ale dodajemy, ze wyraZenie ,wzglednie wymierne* wydawaloby
si¢ nam daleko odpowiedniejsze.

Poniewaz wszelka podwielokrotnodé wspélnej podwielokrotnosei
dwéch odeinkéw wspdlmiernych jest sama takze wspdlng ich pod-
wielokrotnoseia, przeto dwa odeinki wspdlmierne posiadajg nieskori-
czenie wiele wspdlnych podwielokrotnosei.

Podstawowe znaczenie ma ta okolicznodd, ze pary wnicwspdimier-
nych odcinkdw istnieja.

Zeby si¢ przekonaé o slusznogei tego twierdzenia, koniecznem
jest, zeby$my przeprowadzili szereg rozwazan, opartych na tak zwa-
nym aksyomacie Archimedesa, a opiewajacym jak nastepuje:

Jeeli oznaceymy przez a i b dwa odcinki, = kiérych b nie jest
odcinkiem zerowym, to zawsze istniet bedzie taka liczba catkowita n,
2ebysmy mieli

n.b > a (5)

Poniewaz, przy zachowaniu oznaczen poprzedzajgcych, mamy

w kaidym razie
0.b=a,

dzie réwnosé zachodzi tylko w razie, jezeli odeinek a jest odein-
g y s ) J

kiem zerowym), przeto istnieje zawsze przynajmniej jedna liczba
calkowita p, ktéra sprawdza nierdwnosé

p.b=aq, (6)

jakiekolwiek odcinki oznaczyliby$my przez a i b.

Zalézmy, %e odeinek b nie jest odeinkiem zerowym. W takim
razie, na podstawie aksyomatu Archimedesa, istnie¢ bedzie takze
liczba catkowita n, sprawdzajaca nieréwnoéé (5). Z nieréwnosei (5)
i (6) mamy

p < n.

Z nieréwnoéci tej wynika, ze liczba takich wartodei liczby

calkowitej p, ktére sprawdzajg nieréwnodé (6) jest skonczona. Za-
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tem, pomiegdzy liezbami, ktdre przedstawiaja te wartodei liczby p,
znajdzie si@ pewna najwigksza liezbal) i. Liezba ta oczywiscie
sprawdzaé bedzie oba zwigzki nastepujgce:

©) { (E41).b>a

i.b=a

i bedzie jedyng liczby calkowits te wlasnodé majaes. Mozemy wige
wyslowié twierdzenie nastepujace: jakikolwiek odcinek oznaczyli-
bysmy przez a, jedeli tylko oznaczymy przez b odcinek nie zerowy,
to zawsze istniet bedzie jedna jedyna liczba calkowila i, sprawdzajgca
Jednoczesnie kaddy ze 2wigzkéw (6).

Roéznica
(7) a—ib

zowie si¢ reszta podzialu odeinka ¢ na czedei réwne odein-
kowi b, Reszta ta jest mniejsza od odeinka b, poniewaZ w razie prze-
ciwnym zachodzilby eczywiscie, whrew definicyi liczby calkowitej 4,
zwigzek nastepujacy:

G+1Db=<a

Zalézmy, Ze pewien odeinek ¢ jest reszty podzialu pewnego
odeinka a na cz¢dei réwne pewnemu odeinkowi b. W takim razie
odeinki a @ b 2 jednej stromy, a odeinki b i ¢ 2 drugiej, tylko jedno-
ceesnie  wspbdmiernymi byé moga, a w razie wspdimiernosci, zbidr
wspdlnych podwiclokrotnocei odeinkdw a i b zlewa sig ze zbiorem
wspdlnych podwielokrotnodci odeinkdw b i c. Istotnie, z definicyi od-
cinka ¢ wynika, e mamy

(8) a=1i.b-4c

oznaczajac przez ¢ stosownie dobrang liczbe calkowits. Gdyby wige
pewien odcinek d byl wspdlng podwielokrotnodeig odeinkdw b i ¢
i miescil si¢ m razy w odcinku b a p razy w odeinku ¢, to mie-
libyémy
a=(i.m-|p)d.

Odcinek d bylby zatem podwielokrotnodeig odeinka a, a wige
jako podwielokrotno$é odeinka b, bylby wspdlng podwielokrotnoscig
odeinkéw a i b.

Zalézmy teraz, iz pewien odecinek 0 jest wspélng podwielo-

1) Zaremba. Zarys pierwszych zasad teoryi liczb calkowitych, str, 156 i 16.
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krotnoseis odeinkéw a 1 b. W takim razie zachodzié heds zwiazki
postaci nastepujacej:
a=1l.4d, }

b—n .6 )

gdzie oznaczylidmy przez k i » dwie liczby calkowite, a poniewas,
ze zwigzku (8), mamy
c=a—i.b
przeto mamy takze
ce=(k—mn.4)d. (10)

Zwigzki (9) i (10) wyraZaja, e odeinek J jest wspdlng pod-
wiclokrotnoseia odeinkdw b i ¢

Wyniki, do ktérych doszlismy, moZemy oczywiscie lgcznie
wyrazi¢ w postaci twierdzenia. o ktérego usasadnienie chodzilo.

Przechodzimy obecnie do sprawy wyznaczania drogs kon-
strukeyi geometrycznej jednej ze wspdlnyeh podwielokrotnosei
dwéeh odeinkéw w razie ich wspdlmiernodei i najpierw czynimy
uwagi nastepujace:

1% Dwa odcinki zerowe sa oczywidcie zawsze wspolmierne,
a kazdy dowolnie przyjety odeinek stanowi jedng z ich wspélnych
podwielokrotnosei.

29, Jezeli jeden z dwdéeh odeinkéw a i b, powiedzmy a, nie
jest odeinkiem zerowym. a drugi 6, albo réwna si¢ odecinkowi a,
albo jest odeinkiem zerowym, to w takim razie odcinki a« i b sg
wspdlmierne, gdyZ oczywideie odeinek a sam stanowi jedng ze wspél-
nych podwielokrotnosei powyzszyeh odeinkéw. Spostrzegamy jedno-
czesnie natychmiast, Ze odeinek a stanowi najwiekszg ze wspdélnych
podwielokrotno§ei rozwazanych odeinkéw i Ze zbidr wszystkich
podwielokrotnoéei tyeh odeinkéw zlewa sig ze zbiorem podwielo-
krotnosei ich najwigkszej wspdélnej podwielokrotnosei, mianowicie
odeinka a.

Ze wzgledu na powyzsze uwagi, winnidmy rozwazaé w dal-
szym ciggu tylko przypadek, kiedy chodzi o wyznaczenie wspdlnej
podwielokrotnosei dwéeh odeinkéw nieréwnych sobie, z ktérych
zaden nie jest odcinkiem zerowym. Oznaczmy wigkszy z tych od-
cinkéw przez a, a mniejszy przez b, nastgpnie uwazajmy cigg od-
cinkdw

¥iy Vay Vayers (11)
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w ktérym dwa pierwsze odcinki okreslamy réwnosciami
(12) rn=air=2>0

a kazdy dalszy », — przez to, Ze odcinek ten ma byé reszts po-
dziatu odeinka #,_, na cze$ci réwne odeinkowi 7.

Trzy pierwsze wyrazy ciggu (11) oczywiscie istnieé beda
w kaidym razie, ale moze sig wydarzyé, iz po doprowadzeniu roz-
wazanego ciagu do pewnego wyrazu 7, (n = 3) wyznaczanie dal-
szych wyrazdw bedzie juz niemozliwe; okolicznodé ta oczywidcie
nastapi w przypadku i tylko w praypadku, w ktérymby wyraz r,
omawianego ciagu byl odeinkiem zerowym.

Zeby wyrazié, ze praypadek ten wlagnie zachodzi, orzekamy,
ze eigg (11) jest skoriczony; zeby za§ wyraziéd, ze odeinek 7,
istnieje, jakakolwiek przyjeliby$my wartosé na =, orzekamy, Ze
cigg, o ktéry chodzi, jest nieskonczony.

Rozwazajac w dalszym ciagu jakikolwiek wyraz 7, ciggu (11)
naturalnie zawsze zakladaé bedziemy, choé dla krétkosei tego wy-
raznie zaznaczaé¢ nie bedziemy, ze, gdyby omawiany cigg nieskon-
czonym nie byl, to wskaZnik ¢ ma wartosé dostatecznie mals, azeby
wyraz », istnial,

Z definicyi ciggu (11) wynika natychmiast, ze mamy stale

T =+
Tiqg > T
2r <14,

skad drogg indukcyi matematycznej latwo wywnioskowujemy, Ze
mamy

(13) 2k"51-+1 <75;

jezeli tylko wyraz ry,, w ciggu (11) wogdle istnieje.
Uzasadniliémy wyZej twierdzenie nastepujace: jezeli pewien
odcinek ¢ jest resztg podzialu pewnego odeinka a na czeSei réwne
pewnemu odcinkowi b, to w takim razie odcinki a i b z jednej
strony, a odeinki 4 i ¢ z drugiej, jednoczednie tylko wspélmiernymi
by¢ moga, a w razie wspélmiernodei, zbiér wspélnych podwielo-
krotnodei odeinkéw a i b i zbiér wspélnyeh podwielokrotnogei od-
cinkéw b i ¢ zlewajg sig ze sobs. Opierajgc si¢ na tem twierdze-
niu, dowiedlibyémy latwo drogs indukeyi matematycznej, ze odeinki

oraz

Mamy wige takze
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7y i 7y z jednej strony, a odeinki »,_, i », z drugiej tylko jedno-
czesnie wspélmiernymi byé moga, a w razie wspdlmiernosei, zbidr
wspdlnych podwielokrotnosei odeinkéw 7y 17, zlewa sig ze zbiorem
wspélnyceh podwielokrotnoéei odeinkéw 7, 1r,, byleby odeinek #,
istnial.

Powiadam, ze w razie wspdémiernoéci odcinkdw ry i r, ciag (11)
jest skonczony. Istotnie, zalézmy, ze odeinki a i & sy wspdélmierne
i oznaczmy przez d jedng ze wspélnych podwielokrotnodei tych
odeinkéw. W takim razie mie¢ bedziemy

rn=2p.d, (14)

ozuaczajge przez p pewng liczbg calkowity. Z drugiej zaé strony,
ze wzgledu na wynik uzyskany przed chwily, odecinek d bedzie
podwielokrotnodeig kazdego z odeinkdéw, nalezgeyeh do ciggu (11).
Z tego za$ wynika, ze mamy

— (15)

jakakolwiek wartodé mialby wskaznik 7, i byleby odeinek 7, nie byl
odcinkiem zerowym. Gdyby wige cigg (11) byl ciggiem nieskon-
czonym, to nieréwnosé (15) zachodzilaby przy wszystkich warto-
$ciach na i, gdyz w takim razie, jak widzieliSmy, Zzaden wyraz
ciggu (11) odeinkiem zerowym nie méglby byé. MielibySmy zatem
w szezegdélnodei

Togs = @ (16)

przy wszystkich wartosciach calkowitych na k.
Z tego za$, na podstawie (13), wynikaloby, Ze mamy

N < 7y, (17)

jakakolwiek wartod¢ mialaby liczba k. PoniewaZ znowu nierd-
wnoéé (17) bylaby oczywiseie w sprzecznosei z nierdwnodeis (14),
gdybyémy tylko na & prayjeli wartosé na tyle wielks, izby zacho-
dzila nieréwnosé

2> p,

przeto nierdwnoéé (17) nie moze zachodzi¢ przy wszystkich warto-
$ciach na k, skad ostatecznie wynika, iz w razie wspélmiernodci od-
cinkéw 7, 1 7, ciag (11) rzeczywidcie nieskonczony bydé nie moze.

Odwrotnie, jeieli ciag (11) jest skonczony, to odcinki ry i ry
sq wspétmierne. Istotnie, jezeli cigg (11) jest skonfczony, to istnied
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bedzie pewien ostatni wyraz r, tego ciggu i wyrar ten bedzie od-
cinkiem zerowym. Odeinki 7,4 i 7, bedy tudy wspélmierne (odei-
nek »,_, stanowié bedzie ich najwigkszg wepdlng podwielokrotnodé,
a zbidr wszystkich wspdlnyeh podwielokrotnoéei odeinkéw r, , i7,
zlewaé sie bedzie ze zbiorem podwielokrotnosei odeinka 7, ;). Za-
tem, na podstawie wy%ej uzasadnionej wlasnosei ciagu (11), odeinki
ry 1 ry zgodnie z zapowiedziy takze bedg wspélmierne, a nadto po-
siadaé beda pewna najwigkszg wspdlng podwielokrotnodd, ktérg
oczywiscie bedzie r,_,.

Z zestawienia wszystkich wynikéw nzyskanych wyzej, wypro-
wadzamy z latwosdeig wnioski nastgpujgce:

10, Jedeli jeden przynajmniej z dwich oznaczonych odeinkdw, a
i b, odcinkiem zerowym nie jest, to, w razie wspdimiérnodci rozwada-
nych odcinkéw, posiadaja one najwigkszq wspdlng podwielokrotnoc,
a zbiorem wszystkich wspdlnyeh podwielokrotnosci odeinkdw o ¢ b jest
zbidr wszystkich podwielokrotnosei ich najwickszej wspdilnej podwielo-
krotnosci, ktéra w przypadhu ogdlnym, kiedy odcinki a i b sa od
siebie odmienne i taden z wich zerowym odeinkiem wnie jest, kiedy
wige 2adana najwicksza wspélna podwiclokrotnosé bezposrednio znana
nie jest, modemy wyznacyé jako przedostatni wyraz ciggu (11), do-
prowadzajge go do wyrazu zerowego.

20. W razie kiedy cigg (11) jest ciagiem nieskonczonym i o ile
taki przypadek jest wogdle mozebny, odcinki r, i ry wspdémiernymi
nie sa.

Z ostatniego z tych wnioskéw wynika, Zze podamy dowdd istnie-
nia odeinkdw niewspdimiernyeh, jezeli tylko zdolamy przytoczyd
jeden przyklad, w ktérym cigg (11) bylby ciggiem nieskonczonym.
Wiaénie takiemu przykladowi podwigecamy paragraf nastepujacy:

§ 14. Zamierzam udowodni¢ twierdzenie nastgpujgce:

Jezeli oznaczymy przez

(18) @1y Qg Q35
ciag, jakim statby si¢ ciag (11), gdyby dwa pierwsze jego wyrazy
ry i ry réwnaly sig odpowiednio przeciwprostokatnej @, © prayprosto-
katnej @, dowolnie przyjetego trdjkgta prostokatnego i réwnoramien-
nego, to ciag ten bedzie ciagiem nieskonczonym.

Zeby twierdzenie to uzasadnié, kreglimy najpierw tréjkgt ABC
réwnoramienny i prostokatny w wierzcholku 4, przyjmujge

(19) AB= AC=¢,.
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W takim razie, ze wzgledu na zalozenie przyjete w twierdze-
niu, zachodzié bedzie réwnodé

BC = g,. (20)
Na podstawie elementéw geometryi, mamy

BC> AB
oraz
BC < AB+ AQ,

01 > 04 .
0 < 29, } L21)

na podstawie zwigzkéw (19) i (20).
Ze zwigzkéw (21) wynika, ze wyraz ¢; w ciggu (11) jest od-
cinkiem nie zerowym, sprawdzajaeym réwnoéd

skad

(453 ‘I‘Qs = 0.

Stwierdzamy zatem co nastgpuje:

W ciagu (11) suma g, -} ¢; réwnaé sie bedzie przeciwprosto-
katnej tréjkata prostokatnego réwnoramiennego, w ktérym przy-
prostokatnie réwnajg sie odcinkowi g,.

Powiadam, ze jakgkolwiek liczbe calkowita nie mniejszg od
liezby 2 oznaczyliby$my przez k, wyraz g, ciggu (18) bedzie od-
cinkiem, od zerowego odcinka odmiennym, a suma @, - @.4q réwnad
sig bedzie przeciwprostokatnej tréjkata prostokgtnego réwnoramien-
nego, w ktérym kazda przyprostokaytnia réwna si¢ odeinkowi g,.

Zatézmy chwilowo, ze dla pewnej wartosei k=p liczby % twier-
dzenie to zachodzi i uwazajmy tréjkat EFG, prostokatny w wierz-
chotku I i taki, Zebysmy mieli

B = EG:Q’,.

Na podstawie chwilowo przyjetego zaloZenia odcinek ¢,

sprawdza réwnosd
FG = ¢, + @p4as

skgd wynika najpierw, Ze odeinek g,., odecinkiem zerowym nie
jest, a opréez tego, Ze mozemy wyznaczyé na przeciwprostokgtnej
FG trojkgta EFG taki punkt H, Zeby réwnosei

FH— EG — EF =, }

22
HG = Qpt1 W
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zachodzily jednoczeénie. Poniewaz w tréjkgeie réwnoramiennym EFH
kazdy z réwnych sobie katéw o wierzcholkach B i H mniejszy jest
od kata prostego, przeto kat w wierzcholku H w tréjkgcie EHG
wigkszy bedzie od kata prostego. Zatem prostopadla poprowadzona
do prostej F'G' przez punkt H, przejdzie przez wngtrze trdéjkata GHE
i przetnie z tej przyezyny odeinek FG w pewnym punkeie K, po-

G

E r

lozonym pomigdzy punktami K i G. Spostrzegamy natychmiast, zZe
w tréjkacie EHK katy, przylegajace do boku EH sg sobie réwne,
skgd wynika réwnodé

(23) EK = KH

Poniewaz réwnie latwo spostrzegamy, iz w tréjkacie GHK katy
przylegajace do boku K@, sy sobie réwne, przeto mamy takie

(24) KH= GH,
skad
(26) KH= g,

na podstawie jednej z réwnosei (22).
Z réwnosei (23) i (2b) wynika, e mamy
EK = @44,
a poniewaz, ze wzgledu na (22), mamy
EG =g,

przeto reszta podzialu g,,, odcinka g, na czedei réwne odeinkowi
0r12 Téwna sie oczywideie reszcie podzialu odeinka KG na czedei
réwne odeinkowi g,,,.

Poniewaz zad w wierzcholku H tréjkat prostokatny KHG
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jest, na podstawie réwnosdei (24), tréjkgtem réwnoramiennym, przeto
mamy

GH < KG < 2GH
czyli

Oprpa < KG < 20,44

na podstawie réwnodei (24) i (20). Mamy wige

KG = @p1 - oo

Doszlismy wige do wyniku nastgpujgcego: gdyby przy k=p
okolicznoéé zapowiedziana wyiej zachodzila, to ona zachodzilaby
takze i przy k=p 1. PoniewaZ juz przedtem widzieliémy, ze
okolicznoéé ta zachodzi prazy k=2, przeto na podstawie zasady
indukeyi matematycznej omawiana okolicznogé, zgodnie z zapowie-
dzig, zachodzi przy kazdej, od liczby 2 nie mniejszej wartosei
liczby k. Tem samem dowiedlismy, Ze cigg (18) jest nieskonczony.
Z tego za$ wynika, na podstawie jednego z wnioskéw, wyslowionych
przy koricu ustgpu poprzedzajgcego, Ze w tréjkacie prostokgtnym
réwnoramiennym przeciwprostokatnia i przyprostokatnia stanowia
dwa odecinki niewspdélmierne. Udowodnilismy wiec istnienie od-
cinkdw niewspdtmiernych.




