I1. Ogé6lne pojecie wielkodei?).

§ 5. Bardzo rozpowszechniong i dawna definicys wielkosci
jest definicya nastgpujgca: ,wielkoscis nazywamy kazda rzecz, ktéra
uledz moze zmniejszenin lub zwigkszeniu¥. Definicya ta niezawo-
dnie jest w wysokim stopniu megtna Przekonamy sig jednak, pod-
dajac te definicye dciSlejszej krytyce, ze ona zawiera zaczatek cal-
kiem precyzyjnej i jasnej definicyi.

§ 6. Jakiekolwick znaczenie przywigzalibyémy do wyrazen
zmuiejszenie lub zwigkszenie pewnej rzeczy, to bez watpienia kazde
z nich wyraza jaka$ zmiang rozwazanej rzeczy. Z drugiej zndéw
strony, wynikiem zmiany jakiejkolwiek dowolnie prazyjetej rzeczy 4
jest oczywiscie pewna druga rzecz B, a tytul, jaki ma rzecz B,
azeby uwaZana byla za wynik pewnej zmiany rzeczy 4, na tem
tylko polegaé moze, Ze obie rzeczy 4 i B maja pewne wspdlne
cechy. Z tych uwag wynika, 2e uwaZanie pewnej rzeczy 4 i pe-
wnych odmian tej rzeczy réwnowaznem jest rozwazaniu pewnego
zbioru przedmiotéw, ktdre majs pewne wspélne cechy, a pomigdzy
ktéremi znajduje sig i rzecz 4. Widzimy obecnie, Ze definicya
wielko$ei mniej metna od tej, ktdrg przytoczylidémy wyzej, ale co
do istoty jej réwnowazna, bylaby nastepujgca:

Wielkodeig nazywamy kazdy rzecz, ktéra uwazana bydé moze
jako nalezgea do pewnej klasy rzeczy takich, z ktérych kazda
jest mniejsza lub wigksza od kazdej innej.

Natychmiast spostrzegamy jednak, ze definicya poprzedzajgca
musi uledz pewnej zmianie. Istotnie od dziecinstwa przywyklismy

) Poréwnaj: Stolz und Gmeiner. Theorstische Arithmotik, Abschn, I,
Leipzig, 1900.

Borel. Legons sur la théorie des fonctions. Paris, 1898, p. 102.
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uwazaé odeinki prostolinijne za wielkodei i to za wielkodei typowe,
a jednak z dwdéch odeinkéw niekoniecznie jeden bedzie mniejszy
lub wigkszy od drugiego, albowiem dwa odeinki moga byé sobie
réwne. Gdybyémy zatem przyjeli powyiszg definicye, to musieli-
byémy przesta¢ uwazaé odeinki prostolinijne za wielkodei, co oezy-
wiscie byloby calkiem nieodpowiednie.

Zeby podaé definicye, ktraby tej wady mie miala, wprowa-
dzamy najpierw w interesie uproszezenia wyslawiania si¢ umowe
nastgpujgea: Zeby wyrazié, iz kazde dwie rzeczy 4 i B dowolnie
wybrane pomigdzy temi, ktére razem stanowis pewns klasg rze-
czy (K), znajdujs sig w jednym ze zwigzkow

A<B A=B lub 4> BY),

odwiadezad bedziemy w przyszlodei, ze rzeezy, do klasy (XK) nale-
zgce, 83 ilodciowo poréwnywalne; jednoczesnie aktowi zade-
cydowania, w ktérym z trzech zwigzkdéw poprzedzajacyeh znajduja
si¢ dwie rzeczy 4 i B, nadajemy nazwg porédwnania ilodcio-
wego rzeczy A i B.

Mozemy obeenie przedstawi¢ te definicye wielkodei, ktdrg
mamy na mysli w postaci nastepujacej:

Wielkogeig nazywamy kazdg rzeesz, ktéra uwazana byé moze
jako nalezgea do oznaczonej klasy rzecsy, z ktéryeh kazde dwie
sy ze sobg ilosciowo porédwnalne.

§ 7. Definicya poprzedzajaca bylaby precyzyjna, gdybysémy
mieli ogélne kryteryum do zadecydowania, czy dwie rzeczy 4 i B
sg ze soba ilodciowo poréwnywalne i gdyby, co za tem idzie, w razie
pordwnywalnodci, tresé Zadnego z trzech zdan nastepujgeych:

A<B A—=Blub A>B

nie moglaby byé dla nas watpliwa.

W pierwszej chwili ofwiadezyliby$my moze, ze warunki po-
przedzajace sa spelnione, a to ze wzgledéw nastgpujacych: Przede-
wszystkiem przywyklismy oddawna do pewnych praypadkéw, w kté-
rych kazde z orzeczed: A mniejsze jest od B; 4 réwna si¢ B
i A wigksze jest od B ma dla nas znaczenie calkiem jasne. Tak

1) Uklady symholéw A < B, A=2B i 4 > B stanowig, na podstawie po-
wezechnie przyjetej umowy, odpowiednio symboliczne postaci zdan nastgpujgeyeh:
A mniejsze od g A réwne B; 4 wicksze od B. \
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wladnie jest, kiedy chodzi np. o odeinki prostoliniowe albo o liczby
calowite. Nastepnie s takZe przypadki, w ktérych bez wahania sig
oéwiadezymy, Ze mowy byé nie moZe o tem, Zeby pewna rzecz 4
byta ilodeiowo pordéwnywalna do pewnej innej rzeczy B. Taki wla-
énie prazypadek zaszedlby np. gdybyémy rozumieli pod 4 odeinek
prostoliniowy, a pod B pigknoéé pewnego obrazu. O ile wige gle-
biej nad rzeczs nie zastanowimy si¢, bedziemy zapewne zdania,
ze stan rzeczy, kidry zachodzi w praypadkach najbardziej nam
swojskich, zachodzi takze i we wszystkich innych. Na stanowisku
takiem bedziemy czuli si¢ tem pewniejszymi, ze dotychezas jeszcze
powszechnie prawie uczg nas w nauce elementarnej, Ze do prawd
podstawowych, calkiem pewnych i oczywistych, ale nie moggcych
byé dowiedzionemi i dlatego wehodzacyeh do kompleksu pewnikéw
ezyli aksyomatdw 1), nalezyg orzeczenia nastepujace:

10, Kaida rzecz jest sama sobie réwna; innemi slowy mamy
Zawsze

A=A
20, Zwigzeki
A=BiB=2A
Jednoczesnie tylko zachodzié moga.
30, Zwiqzli
A=PB1B=20
zawsze pociggaja za soba zwigzek
A=C.

1} W literaturze naukowej wspélescsne] wyraz aksyomat nzywany bywa
czugsto w znaczenin odmiennem od znaczenia, w ktdrem uiylifmy wyrazu tego w tem
miejscu i w ktérem, celem zapobieZeniu jakimkolwieck nieporozumiom, stale go
uzywaé bedziemy, Wyraz nksyomat oznacza czesto orzecsenio, ktére znaczenie
swoje zawdzigeza wylgesnie tej okolieznofei, i% na podstawie umowy, nie narsu-
conej nam %adna bezwarunkows koniecznofeig logiczna, ukladamy pewne definicye
w taki wlabnie sposéh, Zeby wspomniane orzeczenie wyrazalo prawdziwy stan
rzeczy, W takiem wlafnie znaczenin napotykamy wyraz aksyomat w dzielach
filozoficznych Poincarego (Le science et Uhypothése; La valeur de la Seience it, d.)s
w dziele Hilberta, Die Grundlagen der Geometrie i we wielu innych, Wyraz akasyo-
mat oznacza oczywibcie w takim razie twierdzenio pewnej szczegdlnej kategoryi,
ale twierdzenie, ktére, na réwni z kazdem twierdzeniom, powinno byé uzasa-
dnione, o ile nie byloby natychmiastowem nastepstwem przyjetyech dofinieyi, Win-
niémy dodaé, e wyraz aksyomat uiywany bywa i w innem jeszcze znacszeniu,
& miasnowicie w znaczenin wyraZenia hipoteza zasadnicza; w dsielach zacy-
towanych przed chwilg, napotykamy i takie znaczenie wyrazu aksyomat.
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4°. Kazde dwie wielkosci A i B tego samego rodzaju, znajduja
sig w jednym, ale tylko jednym ze zwigzkdw nastepujqeych :
A<B, A=Bid>B
B, Zwiazki
A<BiB>4A
Jednoczesnie tylko zachodzié mogq.
6°. Zwigzki
A<BiBLC

pociagaja za soba 2wigzek

4 < C
70, Zwiqzki
A=Bi BLC
pociagajqg 2a soba 2wigzek
A<LC.
8. Zwiaeki
A<BiB=2C
pociggaja za sobg zwiqzek
4<C.

Otéz, gdyby warunki wymienione na poczatku tego ustgpu
spelnione nie byly, to sama tres¢ orzeczer poprzedzajgcych bylaby
niekiedy watpliwa, a wigc orzeczenia te w zadnym razie nie mo-
glyby byé aksyomatami eczyli pewnikami oczywistymi, a to przy-
wiodloby nas do smutnego wyniku, Ze nas Zle uczono,

Zeby wyjasnié sobie prawdziwy stan rzeczy, zwréémy sie
najpierw do przykladu nastepujacego: oznaczamy przez A4 zbidr
wszystkich takich punktéw polozonych na pewnej prostej (A) po
pewnej stronie oznaczonego punktu O tej prostej, ktérych odleglodei
od puntu O sg wielokrotnoseiami metra, a przez B zbiér wszystkich
tyech punktéw, ktére polozone sg na prostej (A) po drugiej stronie
punktu O i ktérych odleglodei od tego punktu stanowig parzyste
wielokrotnosci metra; nastgpnie zastanéwmy si¢ nad kwestyami na-
stgpujacemi: czy zbiory 4 i B ss pomigdzy sobg ilodciowo po-
réwnalne, a w razie poréwnalnosei, ktéry z trzech zwiazkdw

A<B A=BiA>B

zachodzi w rzeczywistosei ?



Czytelnik odpowie moze, e zbiér B, jako réwny czgsei zbiorn 4,
jest od zbioru A mniejszy. Nato mozemy jednak odeprzeé, ze z ré-
wnem prawem zbiory 4 i B uwazane by¢ moga jako réwne sobie.
Istotnie, jeZeli jablka napelniajyce pewien worek (W) i takie same
jablka znajdujgce sie w pewnym koszu (K) mozemy skojarzyé pa-
rami tak, zeby kazde jablko z worka (W) skojarzone bylo z je-
dnym jablkiem z kosza (K). a kazde jablko z kosza (K) z jednym
jabtkiem z worka (W), to przecies watpliwosei nie ulega, Ze wy-
padnie o$wiadezyé, iz rozwazane dwa zbiory jablek sg sobie réwne
czyli réwnie liczne. Otdz, jezeli za odpowiadajace sobie punkty
w zbiorach 4 i B uwazaé bedziemy kazde takie dwa punkty Pi @,
zeby odleglos¢é do zbiorn B nalezacego punktu ¢ od punktu O
réwnala sig podwdjnej odleglosei, do zhioru 4 nalezgcego. punktu
P od punktu O, to tem samem skojarzyvmy punkty obu zhioréw
parami w ten sposdh. ze kazdy punkt kazdego z rozwazanych zbio-
réw skojarzony hedzie dokladnie z jednym punktem drugiego. Za-
tem na takiej samej podstawie, jak w przykladzie z jablkami, mo-
Zemy rzeczywiscie o$wiadezyd, ze zbiory A4 i B sa sobie réwne.

Z rozwazan poprzedzajacych wynika, Ze na pyfania posta-
wione wyzej co do zbioréw 4 i B nie znajdujemy hezposrednio
zadawalajgeej odpowiedzi i mozemy nawet powatpiewaé o tem, czy
wogdle zbiory 4 i B sy ze soby ilosciowo pordwnywalne.

" Blizsza dyskusya tyeh watpliwosei zawiodlaby nas bardzo
daleko, ale z tego jednego, Ze te watpliwoci mamy, wynika, ze
mozemy z cafy pewnoseiln oéwiadezyé. iz nie posiadamy ogdlnego
kryteryum, na podstawie ktérego moglibyémy zawsze pewnie zade-
cydowaé czy dwie rzeczy sg do siebie ilodciowo poréwnywalne.
Przekonywamy sig¢ zatem, Ze ta definicya wielkodei, na jakiej za-
koniczyliSmy ustep poprzedzajacy, jest jeszeze metna.

§ 8. Blizsze zastanowienie sig nad tresciy ust¢pu poprzedza-
jacego doprowadza do wyniku nastepujacego:

Pomigdzy réznymi zbiorami rzeezy, ktére pomyéle¢ mozemy,
znajduja sig zbiory takie, iz dwie rzeczy nalezace do ktdéregokol-
wiek jednego z nich sg ilociowo poréwnywalne pomiedzy sobs,
ale poréwnywalnosé ilosciowa rzeczy, nalezgeyeh do pewnego ozna-
czonego zbioru, stanowi okolicznogé, ktéra nie zachodzi jedynie
tylko na podstawie natury rzeczy objetych przez odnofny zbidr.
Poréwnywalnodé ilodciowa rzeczy oznaczony zbidr stanowigeych jest
okolicznofeis, ktérg sami stwarzamy, okreélajge drogs precyzyj-
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nych definicyi. ustawionych specyalnie dla rozwazanego zbioru, co
wladciwie wyraza¢ ma kazde ze zdan

A<B A=BiA>B

w razie kiedy oznaczamy przez 4 i B dwie, w rozwazanym zbio-
rze dowolnie wybrane rzeczy.

Jezeli na przyklad przez 4 i B oznaczymy dwie liczby cal-
kowite, to tredé zdan

A=B, A<BiA>B

okre§lamy przez definicye specyalnie dla liczb calkowitych usta-
wione ). Jezeli za§ pod 4 i B rozumiemy dwa odeinki prostoli-
niowe, to tre$¢ zdan poprzedzajacych okreslamy pewnemi nowemi
definicyami, ktére znéw wylgeznie zastosowane sa do odeinkow
prostolinijnych.

Uczyniwszy te uwagi, nie mozemy nie postawié sobie pyta-
nia nastgpujacego:

Czy definicye, na podstawie ktéryech stwarzamy fakt pordwny-
walnodei ilosciowej rzeczy. nalezaeych do oznaczonego zbioru ezyli
stanowigeych oznaczons kategorye przedmiotéw, uwazane byd maja
jeko moggce nie mieé¢ nic wspélnego z temi definicyami, ktére fakt
poréwnywalnodci ilosciowe) stwarzajg dla rzeczy do innych zbioréw
nalezgcych? ]

Gdybyémy przy ukladanin definicyi stwarzajgeych fakt po-
réwnywalnodei ilodciowej rzecsy oznaczonej kategoryi nie kierowali
si¢ pewnemi ogdlnemi zasadami stalemi, niezaleznemi od rodzaju
chwilowo rozwazanych rzeczy, to postgpowalibydmy niezawodnie
w sposéb nieodpowiedni, poniewaZ niczem nie moglibysmy uspra-
wiedliwié jednostajnego poslugiwania si¢ zdaniami postaci

ALB A=F i 4 >3,
gdyby, przy przejsciu od jednej kategoryi rzeczy do innyceb, w tresei
tych zdai nic wspdélnego nie pozostawalo. W rzeczywistodel, jaki-
kolwiek rodzaj rzeczy uwazalibyémy, to przy ustawianiu regul po-
réwnywania ilodciowego tyeh rzeezy czyli przy okreslaniu tredei
kaizdego ze wdan nastepujgcych:

AL B A=B1A4>38

1) Zaremba, Zarys pierwszyce zasad teoryi liczh calkowitych (Krakéw, 1907,
naklad Ak. Um.), str. b i 6.
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gdzie A i B oznaczaja dwie jakiekolwiek 'z rozwazanych rzeczy,
scidle zastosowujemy si¢ do pewnych stalych zasad. Zasady te po-
legajg na tem, Zeby, jakakolwiekbyémy klase przedmiotéw rozwazali,
reguly poréwnywania ilosciowego tych przedmiotéw tak byly usta-
wione, izby domniemane pewniki, wyszezegdélnione w §-ie poprze-
dzajacym, stanowily uklad nastgpstw logicznych tych regul. Innemi
slowy, jakagkolwiekby$my klase przedmiotéw (K) rozwazali, zawsze
okredlamy tres¢ kazdegu ze zdan

A<B A=Bi d>2B8

‘w taki sposdb, zeby zachodzily twierdzenia, ktére przedstawié mo-
gemy w dwdch grupach nastgpujacych:

I. Twierdzenie odnoszgce si¢ do réwnosei ).

19, Jakikolwiel przedmiot klasy (K) oznaczalibysmy przez A,
mamy zawsze '

=i}
20, Zwigalki
A=BiB=4

jednoczesnie tylko zachodzié maga.
3° Rdwnosci
A=Bi B=C

pociggaja za soba réwnosé.
A=C

II. Twierdzenie odnoszace sig do nierdwnofei ?).
1°. Kaide dwa przedmioty A i B klasy (K) znajduja si¢ w je-
dnym, ale tylko w jednym ze 2wigzkéw nastepujgcych :

A<B A=B, 4> B.

1) Réwnodcig nazywamy wezelkie zdanie postaci nastepujacej: taki a taki
praodmiot réwny jest takiemn a takiemun przedmiotowi.

% Nieréwnofeig, w znaczeniu &ciflejszem, nazywamy kaide zdanie, wyraka-
jace, iz dwie rzeczy nie sa sobie réwne. Nieréwnokcig w znaczenin sgerszem nazy-
wamy kazde ze zdan postaci nastepujacej: ,4 nie jest wigksze od B oraz ,4 nie
jest mniejsze od B“, Pierwsze 2z tych zdan symboliznjemy w sposéh nastepujgey:

A= B,
2 drugis

A>B
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29, Nierdwnoéci
A<BiB>A
Jjednoceesnie tylko zachodzié mogq.
3% Nieréwnoéci
A< BiB<LC
pociggaja za sobg nieréwnosé
A <LC
40, Zwiazki
A=Bi BLC

pociagajg za sobg spwiqzek

A< C
5o, Zwiazki
A<BiB=C
pociggaja za soba zwigzek
AL C

Zadna koniecznosé logiczna nie zniewala nas do bezwarunkos
wego wyznawania tych zasad. Zasady te maja charakter dobrowol-
nych, ale bynajmniej nie przypadkowo zawartyech umdéw. Rozwa-
sane zasady zostaly powszechnie przyjete, poniewaz podezas wie-
kowego rozwoju nauki coraz dobitniej poznawano te okolicznosé, ze-
scisle zastosowywanie si¢ do nich polgezone jest z wielkg korzy-
seig dla nauki. Prawdopodobnie nigdy nie bedzie powodu do wpro-
wadzenia jakichkolwiek zmian do powyzZszych zasad, ale posungli-
by$my si¢ za daleko, gdybysmy oéwiadezyli, Ze to nigdy nastgpié
nie moze.

Ze wzgledu na oméwione zasady, zachodzi oczywiseie oko-

lieznoéé nastgpujaca: po ustawieniu definicyi tego, co wyrazaé maja
zdania

A<B A=Bi 4> BY

1) Jezeli w zastosowaniu do oznaczonej kategoryi przedmiotéw skreélilifmy
treé¢ zdania postaei

A< B,
to nie mamy juz obowiazkun skreflenia trefei zwigzku postaci
A> B,
poniewas, ze wzgledu na zasady oméwione wykej, treéé zwigzku tege nwasana byé&

moze za okreflony skoro okredlona jest trefé zdania postac

A< B
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w przypadku, kiedy 4 i B oznaczajg rzeczy rozwazanego rodzaju,
i w razie gdyby zgodnodé tych definicyi ze wspomnianemi zasa-
dami nie byla bezpoérednio oczywista, bedzie naszym obowigz-
kiem usprawiedliwi¢ je przez podanie dowodu na to, Ze one sg
w rzeczywistodei zgodne z owemi zasadami. Przewidujemy obecnie,
ze jakkolwiek domniemane pewniki, praytoczone w § 7, stanowig
orzeczenia. ktére, o ile tredci pozbawione nie beds, blednemi w Za-
dnym razie byé nie mogs, to nigjednokrotnie orzeczenia te bedg
musialy byé uzasadnione przez podanie stosownego dowodu. Prze-
konamy sig péZniej a posteriori, Ze przewidywania te ss najzupel-
niej uzasadnione.

Nie wchodzge na vazie w blizszy rozbiér logiczny tych sto-
sunkdw logieznych, ktére zachodzs pomigdzy warunkami, do ktérych
postanowiliémy sig zastosowywaé przy ustawieniu regul poréwny-
wania ilosciowego przedmiotdw oznaczonej kategoryi, zwrdeimy tu
uwage czytelnika na to, ze kaide z dwdeh ostatnich twierdzen
drugiej grupy uwazane byé moZe za nastgpstwo logiczne wszyst-
kich twierdzen pozostalych. Istotnie. zaldzmy, Zze zachodza wszystkie
twierdzenia préez moze twierdzenia ostatniego II-giej grupy i za-
162my nadto, Ze mamy

A< B oraz B=2C.

- Na podstawie pierwszego twierdzenia II-giej grupy zachodzi
w kazdym razie jeden ze zwigzkéw

A<LC A=Club 4> C

Drugi ze zwigzkéw tych zachodzié nie moze ze wzglgdu na
3-cie twierdzenie I-szej grupy, a poniewaz trzeei zwigzek nie moze
zachodzié ze wagledu na twierdzenie 4-te grupy Il-giej, przeto za-
chodzi niezawodnie pierwszy zwigzek, o co wlasnie chodzilo.

Réwnie tatwo przekonalibyémy sie, Ze 4-te twierdzenie [I-giej
grupy zachodziloby niezawodnie, gdyby zachodzily wszystkie inne
twierdzenia obu grup.

§ 9. Na podstawie rozwazan wylozonych w ustepach poprze-
-dzajaeyeh, latwo dochodzimy do precyzyjnej definicyi pojecia
wielkogei:

Wielkoécia nazywamy kazdg rzecz, ktbra wwatana byé moze za
jeden z przedmiotéw, stanowiqeych razem oznaczona, nieskorczenie
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liczna ') klasg rzeczy takich, 2 ktdrych kadde dwie A i B sa na pod-
stawie pewnych, do rozwazanej klasy spécyalnie praystosowanych,
a z zasadami przytoczonemi w wustepie poprzedzajacym zgodnych, de-
finicyi pomiedzy sobg iloSciowo pordwnywalne, zaktadajac preytem, 3e
jakalkolwiele liczbe callowita oznaczyliby$my przez n, bedziemy zawsze
mogli 2nalezé w rozwadanej klasie n takich rzeczy, 2eby 2adne dwie
z nich nie byly sobie rdwne.

Definicya, do ktérej doszliémy stanowi oczywiScie naleiycie
sprecyzowang postaé definicyi, ktéry przytoezylidmy na samym po-
czatku tego rozdzialu.

Zeby zapobieds wszelkiemu nieporozumieniu, winni§my pod-
niesé, Ze wyraz wielkosé uzywany bywa a i my go niekiedy
uzywaé bedziemy w znaczeniu odmiennem od tego, jukie ten wyraz
mialby na podstawie definieyi poprzedzajgcej. Jezeli bowiem dla
oznaczonej kategoryi rzeczy poprzestaniemy tylko na okresleniu
tego, co wyrazaé ma odwiadezenie, iz dwie z tych rzeczy ss sobie
réwne, to i w takim jeszeze przypadku powiadamy, ze rozwazanej
kategoryi rzeczy stanowis pewien rodzaj wielkosel, jezeli tylko,
jakgkolwiek liczhg calkowity oznaczylibySmy przez n, bgdziemy
mogli znalezé » takich z tveh rzeczy, #eby Zadne dwie z mich
véwnemi pomigdzy soby nie byly.

Oczywiscie, o ile precyzyjnosé rozwazan tego wymagaé he-
dzie, os$wiadezaé bedziemy wyraznie. czy wyraz wielkosé rozumiany
ma byé w znuczeniu ciasniejszem, okreslonem przez definicye, po-
dang na poezatkn tego ustgpu, czy tez w znaczeniu szerszem, okre-
Slonym przed chwily. W pierwszym przypadku odwiadezaé bedziemy,
Ze rzeczy rozwazanej kategoryi posiadajs charakter wielkosei w zna-
ezeniu §ciélejszem, a w drugim, Zze one sa wielkodciami w zna-
czeniu szerszem tego wyrazu. Ze wzgledu na rézne zastosowania,
bardzo wazne jest twierdzenie nastgpujace:

Jakikolwiekbysmy skonczony =zbidr (Z) n (n > 1) takich rzeczy
rozwazali, kidre naletq do oznaczonej klasy wielkosci w $cislejszem
znaczeniu wyrazu, zawsze moiebnem bedzie takie uszeregowanie tych

1) Celem zapobiezenia wszelkismu nieporozumieniu, przypominamy, co juZ
% teoryi liczb calkowitych jest znane, Ze ofwiadczenie, i% pewien zbiér (albo pe-
wna klasa rzeczy) jest mieskofczenie liczny (lub liczna), wyraia, ze, ile wynosi-
laby dowolnie przyjeta liczba calkowita n, mozemy zauwsze w rozwaZanym zbiorze
snalefé tyle rzeczy ile wynoai liczba n,
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rzeczy, #eby one stanowily elementy ciggu skonczonego, w kidrym,
poczynajgc od drugiego wyrazu, kaddy wyraz bytby wigkszy od wy-
razw poprzedzajgcego go bezposrednio.

Istotnie, twierdzenie jest oczywiste w przypadku szezegdlnym,
kiedy mamy n = 2. Zalézmy chwilowo, Ze ono zachodzi w razie,
kiedy mamy n==Fk (k=2) i przyjmijmy n»=/k -} 1. Usawajgc
ze zbioru (Z) jeden przedmiot 4, moZemy, na podstawie przyjetego
¢hwilowo zaloZenia, uszeregowaé k przedmioty pozostale w sposdh
zapowiedziany w twierdzeniu. Oznaczmy przez

g, SRy T p—" e

cigg w taki sposéh uzyskany. Poréwnywujge kolejno przedmiot 4
z elementami ciggu poprzedzajgcego, stwierdzimy, ze zachodzié be-
dzie jeden z przypadkdéw nastepujseych:
1°. Mamy
A < 4,.
20, Mamy
Al < A <. Ai—'pl 3

gdzie i oznacza pewng liczbe mniejszg od k, ale nie mniejsza od
jednodei.

20

3° Mamy T2

W kazdym =z tych przypadkéw bedziemy mogli uszeregowaé
rozwazone k-1 przedmioty w sposéb zapowiedziany w twierdze-
miu i odnoéne ciagi bylyby:

A Ay vy

w pierwszym przypadku,

Ay...dy A, Ay, A,
w drugim, a
v ERNE I |
w trzecim.

Na podstawie zasady indukeyi matematycznej wnosimy, Ze
twierdzenie, ktére mieliémy udowodnié, zachodzi w podanem
brzmieniu.

§ 10. Z rozwazan, ktére doprowadzily nas do sprecyzowania
pojgcia wielkosei, wynika, Ze zgodnie z ogélnymi pogladami na



pojecia matematyczne, wylozonemi w krétkodei w rozdziale poprze-
dzajacym, pojecie wielkosci nie jest jednorazowym, samowolnym
tworem naszego umystu, lecz nalezy do owocdw wiekowego rozwoju
matematyki, a przyjeta przez nas definicya wielkosei stanowi tylko
precyzyjne uwydatnienie natury tego pojgcia.

Bezpoéredniem nastgpstwem natury pojecia wielkodei jest ta
okolicznosé, ze charakter wielkos$ei, ktdry pewna rzecz mozZe mieé
lub nie mieé, zalezy nie tylko od istoty tej rzeczy, ale takze
od chwilowego stanowiska, z ktérego ja rozwazamy oraz od wspdl-
czesnego stanu nauki. Tlumaczymy sobie jednoczesnie dlaczego, -
w miarg rozwoju nauki, powstaja coraz to nowe rodzaje wielkoéei.

Pojecie wielkodei w postaci precyzyjnej, w ktérej podalismy
je, ustalilo sig w nauce dopiero w ciagu ostatnich lat kilkudzie-
sigciu 1 dlatego w elementarnem nauczaniu matematyki zwykle
nie jest nalezycie przedstawiane. Na tem wlasnie polega, obok
pierwszorz¢dnego znaczenia pojecia wielkodei, prayezyna, ktéra
spowodowala, Zesmy nie poprzestali na prostem podaniu odnognej
definicyi, lecz wprowadziliSmy ja drogs szeregu rozwazan, ktére
stanowig obraz procesu rozwoju omawianego pojecia.

Arytmetyka teoretyczna. 2



