I. Uwagi wstepne natury filozoficznej.

§ 1. Kto dzigki dluzszym studyom nie mial sposobnosei oswoié
sig z matematyka, ten przy zetknigcin si¢ z tq galezia wiedzy od-
czuwa zazwyczaj wrazenia, ktére najlepiej mdglby wyrazié w po-
staci sadéw nastgpujacych: matematyka przepelniona jest subtel-
nofciami, ktére przed zdrowym rozsgdkiem zadnego usprawiedli-
wienia nie znajduja; subtelnosci te bez Zadnej potrzeby utrudniajg
poznanie tego, co w matematyce ma istotne znaczenie naukowe;
one pozbawiaja matematyke charakteru powaznej nauki, przemie-
niajge ja w rodzaj damigléwki bez glebszego znaczenia; wspomniane
subtelnodei tak dalece zaciemniajg stosunek matematylki do przy-
rody, ze stosunek ten jest prawie niedostrzegalny; ostatecznie, po-
dobnie do pierwszej lepszej gry, w osnowie matematyki znajduje
sig caly kompleks, nie wiadomo skad i dlaczego przyjetych uméw,
a umiejetnodé matematyki polega, jak w kazdej grze, na dcistem
stosowaniu si¢ do tych umdw, ktére od regul gier wyrdzniajs sig
tem, ze sy bardzo trudne do zrozumienia.

O tem, ze matematyka czgsto bywa przedmiotem podobnych
sadéw, przekonaé sig mozemy nie tylko na podstawie doéwiadczenia
pedagogbw, ale takie na podstawie faktéw z historyi mysli ludzkiej.
Joden z takich faktéw, nalezgey do najbardziej charakterystycznych,
stanowig sady o matematyce, wygloszone przez Gothego i jego
stronnikéw, przy sposobmnosei sporn o prawdziwe zasady optyki.

Scharakteryzowane przed chwilg, a bardzo niekorzystne wra-
Zenia, wywierane zazwyczaj przez matematyke przy pierwszem
zetknigein sig z nia, oczywiscie bardzo utrudniajg pierwsze kroki
na drodze blizszego obeznania si¢ z tg nauks. Z tej przyczyny po-
dwigcamy obeeny rozdzial rozwazaniom, ktére majg na celu uchro-
nienie czytelnika od takich wrazen.
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§ 2. Przedewszystkiem zastanéwmy si¢ nad procesem wy-
twarzania sig i rozwijania pojeé i teoryi matematycznych. W tym
wzgledzie historya nauk scislyeh poucza nas, Ze kazdy istotnie nowy
element wszedl do matematyki nie inaczej jak tylko przy sposo-
buogei rozwiazywania pewnych problematéw, najezedeiej z dziedziny
astronomii lub fizyki, napotkanych przy badanin przyrody. Dowia-
dujemy sig jednoczeénie, ze pierwotna postad, w ktérej nowe po-
jecia 1 teorye przyroda matematyce podsuwa, nie utrzymuje sig
zazwycza] w nauce. Nowa mysl, podsunigta matematykom przez
przyrode, staje si¢ zaczatkiem szeregu rozwazai natury spekula-
cyjnej, ktére rozszerzaja 1 przeksztaleajg ja tak dalece, ze wyni-
kiem tych rozwazan staje si¢ teorya. w ktérej slady jej pochodze-
nia ecatkiem sg zatarte.

Jakie# sa przyczyny takiego przeksztaleania sztucznego myS$li
podsunigtych nam przez przyrode?

§ 8. Przyczyny, o ktére chodzi, mozemy podzielié na dwie
klasy: jedne z nich wynikaja ze stosunku matematyki do przyrody
a drugie tkwig w samej matematyce.

Zwracajac sig do tej kategoryi problematéw, stawianych nam
przez przyrode, w ktérych mamy sposobno§é stosowania matema-
tyki, a ktérych najbogatszy zbiér znajdujemy w fizyce, spostrze-
gamy natychmiast, Ze czgsto najrdinorodniejsze zagadnienia oka-
zuja, o ile chodzi o ich matematyezng strong. nie tylko bardzo
wielky analogig, lecz nawet najzupelniejszy tozsamosé. W takich
problematach napotykamy takie same wzory i tylko znaczenie
symboléw w tych wzorach ulega zmianie przy przejiciu od jednego
problematu do drugiego. Zeby podaé choé jeden bardzo elemen-
tarny przyklad tego stanu rzeczy, uwazajmy z jednej strony zja-
wisko rozszerzania sig ciala stalego przy ogrzewaniu, a z drugiej
przemieszezanie si¢ prostolinijne i jednostajne punktu. Jezeli zato-
Zymy. co czgsto zgadza sig w prayblizeniu z rzeczywistoscis, e
rozwazane cialo stale rozszerza sig¢ jednostajnie, to na zmiang du-
godei d sztaby, ktérej dlugodé przy temperaturze zero bylaby réwna
jednostce, uzyskamy wzdr:

(1) d=v (t; —t)

oznaczajgc przez v wspllezynnik rozszerzalnoei, a przez f, i,
poezatkows i koficows temperatury sztaby. Jezeli za$ oznaczymy
przez v predko$é poruszajgcego sig punktu a przez d dlugosé, ktérs
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przebiega ten punkt w czasie uplywajacym od pewnej chwili ¢, do
pewnej chwili ¢, to i w takim razie zachodzi¢ bedzie réwnosé (1).

Gdybyémy zastanowili si¢ blizej nad pojeciem wspdlezynnika
rozszerzalnodei z jednej strony a nad pojeciem predkodei punktu
z drugiej, to przekonalibysmy sig, Ze natura matematyczna tych
pojeé jest najzupelniej ta sama. StwierdzilibySmy nawet, ze ta toz-
samos¢ zachowuje sig nawet wtedy, gdy opuszezamy zalozenia
o jednostajnosei rozszerzalnodei i o jednostajnosei ruchu.

Poniewaz uwidocznienie wspélnyceh elementéw w rzeezach
skadingd od siebie odmiennych nalezy do najistotniejszych zadan
nauki, przeto w szczegdlnodei stwierdzenie tozsamodci lub pokre-
wienistwa pod wzglegdem matematycznem, poza tem odmiennych od
siebie problematéw, ma niezawodnie doniosle znaczenie naukowe.

Spostrzeganie takich toZsamosei i analogii w takim razie tylko
bedzie mozliwe, jezeli nauezymy si¢ ujmowaé matematyczng strong
problematéw przyrodniczych w postaciach czysto matematycznych
czyli takich, do ktéryeh nie wchodzilaby zadna niematematyczna
wladciwosé tych problematéw. Poniewaz zad w przyrodzie matema-
tyczne stosunki tylko w polgezeniu z wieloma rodzajami innych
stosunkéw napotkane hyé mogs, przeto przy pierwszem napotkaniu
pewnego nowego matematycznego pojeela w przyrodzie, nie pozna-
jemy tego pojecia w postaci czyste] i musimy dlatego wykonaé
prace oderwania go od elementéw do matematyki nie nalezgeych.
Na tem jednak nie koificzg si¢ te zmiany pojeé matematycznej na-
tury, ktére spowodowane sy stosunkiem matematyki do przyrody.
Ozgsto si¢ zdarza, ze zetknigcie si¢g z nowymi problematami w przy-
rodzie, nie wzbogaca matematyki elementami rdzennie nowymi, ale
poucza nas o potrzebie wprowadzenia pewnych zmian, najezesciej
pewnego rozszerzenia juz poprzednio nabytych pojeé i teoryi.

Pozostaje jeszeze do wyjadnienia, dlaczego znajdujemy w 8a-
mej matematyce powody do przeksztalcania pojeé i teoryi, ktére
stanowig jej tredé. W tym celu nalezy podniesé przedewszystkiem:

1) Ze pomigdzy pojeciami matematycznemi istnieje pewna nie-
wielka liezba pojeé zasadniczych, z ktérych wszystkie inne pojecia
matematyczne mogg byé wysnute droga stosownych definicyi i majg
z tej przyezyny postaé twordw umyslowych.

2) Ze wzajemne stosunki pojeé matematycznych mozemy uza-
sadni¢ drogs rozumowania, przyjmujge bez dowodu tylko pewns
niewielks, liczbe tych stosunkdw, ktére stanowiy tak zwane aksyomaty.

1%*
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Ten stan rzeczy wyrazamy krétko, odwiadezajae, Ze matema~
tyka jest nauks dedukcyjng.

Dzigki charakterowi dedukeyjnemu matematyki, twierdzenia
tej nauki odznaczaja si¢ wyjatkowym stopniem pewnosci 1 mogg
byé przez umysl daleko latwiej objete, anizeliby to nastapi¢ moglo,
gdyby te twierdzenia nie byly tak SciSle ze sobg logicznie powig-
zane. Stopiefi, w jakim matematyka, albo nawet wogdle jakikol-
wiek kompleks pojeé logicznie ze sobg powigzanych, te zalety po-
sindaé bedzie, zalezy w pierwszym rzedzie od sposobu mniej lub
wigcej odpowiedniego, w ktérym uwazane pojgcia beds ze sobg logi-
cznie powigzane, albowiem jakskolwiekby$my naukg dedukeyjng.
rozwazali, przekonywamy sig¢, Ze nie zmieniajgc zasadniczo jej
treSei, moZzemy przedstawié¢ logiezny zwigzek twierdzen, na ktérym
ona polega, we wielu odmiennych od siebie postaciach, ktére beds
mniej lub wigcej przejrzyste jedne od drugich. Otéz w miarg rozwi-
jania sig matematyki nie tylko poznajemy coraz to nowe pojecia
i teorye, ale czgsto przekonywamy sig, ze ustréj dawniejszych teo-
ryi w interesie najwigkszej przejrzystosci calej nauki i najwigkszej
latwoséei objecia jej caloksztaltu, musi uledz daleko idgeym zmia-
nom, co znowu nie daje si¢ wykonaé¢ bez wprowadzenia pewnych
poje¢ pomocniczych i bez pewnych zmian w pojgciach istniejgeych,

§ 4. Jeteli zwazymy, e inatematyka rozwijala si¢ przez dlugi
szereg wiekdw zanim doszla do swojego obecnego stanu, to na
podstawie wyjasnien, podanych w dwdch ustgpach poprzedzajacych,
niechybnie dojdziemy do przekonania, %e pojecia matematyczne.
muszg bardzo byé odlegle od tych pojeé, kidre nabywamy pray
bezpoéredniem obcowaniu z przyrods.

Tlumaczymy sobie jednoczednie dlaczego przystepujac bezpo-
§rednio do studyowania matematyki wspdlezesnej, a nie posiadajge
tyeh przynajmniej bardzo ogdélnikowych i niewyczerpujacych wia-
domosei o rozwoju matematyki, ktére zostaly podane w ustgpach.
poprzedzajacych, niepodobiefistwem jest nie odezuwaé tych wrazen,
ktére scharakteryzowaliémy w ustgpie l-szym. Przekonywamy sie
takze, ze kio ogdlnikowe pojecie o procesie rozwoju matematyki
posiada, ten zapewne powstrzyma sig od sadéw przytoezonych
w ustgpie 1-szym, ale usilujge obeznaé si¢ bezposrednio z matema-.
tyks wspélezesny, wielkie bgdzie mial trudnodei do zwalezania

i przez diugi czas mimowolnie uwazaé bedzie musial matematyke.
za twér bardzo nienaturalny.
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Na podstawie powyzszych rozwazai mimowolnie nasuwa sie
wniosek nastgpujacy: tylko historyezna metoda wykladu matema-
tyki moglaby nauke te przedstawié w postaci Yatwo dostgpnej. Nie-
stety, wniosek ten nie wytrzymuje $cislejszej krytyki. Droga histo-
ryczna bylaby tak bardzo dluga, 7e ostatecznie. posuwajge sie po
niej, wlozyliby$my bez poréwnania wigcej pracy, anizeli poslugujge
sig drogami, po ktérych przemieszezanie sig jest znacznie trudniej-
sze, ale ktére zato niezrédwnanie sg krétsze. Zapewne mozemy w przy-
padkach wyjatkowyeh zejéé na kritki eczas na droge historyczng;
znacznie czesciej bedziemy mogli z pozytkiem zaznaczyé gléwne
stadya, przez ktére przechodzilo podezas swojego rozwoju jedno
lub drugie pojecie podstawowe, ale chodzi mi o to, Zeby wyraZnie
podniesé, iz konsekwentne trzymanie sig tak pelnej powabu me-
tody historyeznej jest rzeczs bezwarunkowo niemozebng. Czytelnik
musi pogodzié sig z faktem leigecym w samej naturze matematyki,
a polegajgcym na tem, Ze proces obeznawania si¢ z ty naukg po-
réwnany byé moze raczej z drapaniem sig na stromg gére po ka-
mienistej i przepascistej S$ciezce, anizeli z podrdis po pocztowym
trakeie.




