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za wnosimy, uwzglednajac wlasciwg tresé zwigzkéw (10) 1 (11),
ze réwnoscé
ab = ba,

o ktéray jedynie jeszeze chodzilo jest rzeczywiscie spelniona.

Ostatecznie uzasadniliémy w zupelnodci twierdzenie podane
na eczele niniejszego paragrafu, a tem samem uzasadnilidmy i przy-
padek szezegdlny tego twierdzenia, polegajacy na tw. Il-giem para-
grafu poprzedzajgcego.

Z tw. I-go niniejszego paragrafu wynika bezposrednio twier-
dzenie nastgpujgce.

II. Gdybysmy = ulktadu twierdzen wyszczegdlnionych w § 169-tym
usuneli twierdzenia (12, Gy) @ (16, G,), to rzeczony uklad i po tej
2mianie nie przestalby stanowié ukladu wilasnodci charakterystycznych
typu liczb rzeczywistych.

§ 174. Paragraf ten poSwigeimy udowodnieniu tw. ITI-go.
Zeby rzeczone twierdzenie uzasadnié, nalezy tylko podaé prayktad
takiego zhioru liczb (N, 4P) Desarguesa, dla ktdérego nie zacho-
dzilyby ani postulat Archimedesa, ani twierdzenie, wyraZajace wla-
sno$é przemiennosei mnozenia. Przyklad, ktéry zamierzamy podad,
nie rézni sig zasadniczo od przykladu podanego przez samego Hil-
berta w dziele cytowanem wyzej kilkakrotnie, ale Zeby uzyskaé
wigkszg jasnosd, przedstawimy definicye zasadnicze, okredlajace
zbidr liczb, o ktére chodzi, w postaci odmiennej od tej, ktéra przyjal
by! Hilbert.

Oznaczmy przez (D) uklad umdw, na podstawie ktérych kazdej
dwdjce liezb calkowitych rzeczywistych odpowiada, w razie, kiedy
oznaczymy, ktéra mianowicie z liczb calkowitych, stanowigceych razem
jedng taks dwéjke, uwazana ma byé za pierwsza, a ktéra za drugs,
oznaczona liczba rzeczywista i zalézmy, Ze uklad uméw (D) ezyni
zado$¢ warunkom nastepujacym.

Jezeli oznaczymy przez a, liczbg rzeczywista, ktéra na pod-
stawie ukladu uméw (D) odpowiada ukladowi liezb catkowitych

i1k
w przypadku, kiedy liczbg i uwazamy za pierwszs, a liczbe k za
drugs, to w takim razie:
19 Istnieje pewna taka liczba calkowita p, iz nieréwnosé

(1) i<p
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poeigga za soba réwnosé
a, =0, (2)

bez wzgledu na wartodé liezby .

29. Jezeli liczba 4 nierdwnosei (1) nie sprawdza, to przy pe-
wnych wartoseiach na & réwnoéé (2) moze nie zachodzié, ale kazdej
wartodei liezby calkowitej ¢ odpowiada taka liczba ealkowita, uje-
mna, zerowa lub dodatnia ¢, iz nierdwnoéé

k<q (3)
pocigga za sobg réwnosé (2).

zeby wyrazié, Ze kazda liczba oznaczonego zbioru nieskonczo-
nego (Z) pewnych liezb rzeczywistych odpowiada w powyiszy spo-
s6b kazdej dwdjee liczb ealkowityeh, uwazanych w oznaczonym
porzadku, orzekaé bedziemy, Ze zbiér (Z) stanowi oznaczony ele-
ment zbiorn (Z, Z).

Uwazajmy oznaczony element a zbioru (7, Z). Na podstawie
dopiero co podanej definicyi, element a zbioru (Z,Z) jest sam pe-
wnym zbiorem nieskoniezonym liczh rzeczywistych., Kazdej z tych
liezb rzeczywistych damy nazwe wyrazu elementu a. Zeby pewien
wyraz w oznaczonego elementu « zbioru (Z,Z) byl rzecza okre-
slong w zupelnosei, koniecznem jest i wystarczajacem. Zeby okre-
glone byly rzeczy nastepujgce:

10 Wartosé wyrazu w.

20, Ta dwdjka liezb calkowitych, ktérym odpowiada wyraz w.

39 Ta liczba i rzeczonej dwdjki liezb calkowitych, ktéra
w tej dwdjee uwazana ma byé za pierwszy, a wige tem samem
i ta liczba & tejze dwdjki, ktéra w rozwazanej dwdjce ma byd
uwazana za drugs,

Liczbg calkowits i nazywaé bedziemy odecieta, a liczbg
calkowita k-rzgdng wyrazu w. Obie liezby calkowite 7 i % obej-
miemy pod wspélng nazwg wspélrzgdnych wyrazu w.

Obecnie przechodzimy do wyszezegilnienia definicyi nadajg-
cych zbiorowi (Z, Z) charakter zbioru liczb. Zeby definicye te wy-
slowié, oznaczmy:

1°. Przez a i b dwa jakiekolwiek elementy zbioru (Z, Z).

2°, Przez a,, ten wyraz elementu g, ktérego odecigta i rzgdna
réwnajg sie odpowiednio liczbom calkowitym

i 1 b
bix
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30, Przez b, , ten wyraz elementu b, ktérego odecigta i rzedna
réwnaja sig odpowiednio liczhom catkowitym

m i n.

Przyjawszy te oznaczenia, wprowadzamy definicye nastgpujgce:
A) Réwnosé
(4) a=b
wyraza, ze réwnodé
gy, = by

zachodzi bez wzgledu na wartosci wskaznilkdw
i i k.

B) Jezeli elementy a i b zbioru (Z,2) nie sq réwne pomiedzy
soba, to na wykonanie pordwnania ilosciowego tychde przyjmujemy
requle, ktdra bremi jak nastepuje: wyznaczamy najpierw takie dwie
liczby catkowite a i 8, #eby zachodzity okolicznosci nastepujqce.

10, Nierdwnosé

i<
pociaga za sobq réwnosé
Qi — b(,k:

bez wzgledu na wartosé wskanika .
2%, Istnieje jedna praynajmniej taka wartosé p wskaznika k, przy
kibrej zachodzi nierdwnosé

Ao, 5 =': ba,k-
30, Nierdwmnosé
k<p
pocigga za soba réwnosé
ﬂ-m‘ 2 — bu‘ ke
4°. Mamy
e, ='= be, g

Wyznaczywszy liceby a i B w taki sposdb, Zeby cztery powyisze
warunki byly spelnione, wpewniamy sie, czy liczby rzeczywiste Ga, g
i bu‘p sprawdzaja nieréwnosé

Qa, g L by, B
czy tez nierdwnosé
Oy, B > by, (B
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W pierwszym praypadku orzekamy, e zachodzi wierdwnosé
a<b,
a w drugim —, &e elementy a i b ceynia zadosé nierdwnodci
a>Dh.
a--b

okreslamy jako taki element zbioru (Z,Z), ktérego wyraz o odcigtej i
a rzednej k, réwna sie sumie '

au"_bu

pray wszystkich wartosciach calkowitych na wspétrzedne

C) Sume

i 1 k.

Zeby po przyjeciu tych definicyi nadaé zbiorowi (Z,Z) cha-
rakter zbioru liczb, nalesy tylko jeszeze okredlié mnozenie elemen-
téw tego zbioru. W tym celu ezynimy uwage nastgpujaca: jezeli
oznaczymy przez

9 (ky m)

wyrazenie jakiekolwiek, byle posiadajace oznaczong wartosé rzeezy-
wistg przy kazdym ukladzie wartosci rzeczywistych i calkowitych
liezb %k i m, jezeli nadto oznaczymy przez e i § dwie liczby rze-
czywiste 1 calkowite jakiekolwiek, to zachodzié bedg okolicznoéei
nastepujgce:

19, Do liezb a i B zawsze mozna bedzie dobraé takie cztery
liezby calkowite i dodatnie

» P91 g, ®)

zeby w nastgpstwie zwigkszenia ktérychkolwiek albo wszystkich
tych liczb, przybywaé mogly do sumy

é’ qu (K, M) Gy, 1 brm, p— (6)

k=m—g m=—p
tylko skladniki réwne zeru, i zeby zatem zwigkszenie pewnych

z posréd liezhb (5) albo i wszystkich tych liczb pozostawalo bez
wplywu na wartodé rzeczonej sumy
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20, Jezeli na liczbe a przyjmiemy wartodé sprawdzajges nie-
réwnos$é postaci
(M @ <N,

gdzie N oznacza liczbg calkowity stosownie dobrang, to suma (6)
réwnadé sie bedzie zeru bez wzgledu na wartosé liezby § i na war-
todei liezb (D). :

Zeby uzasadnié pierwsza czeéé powyiszej nwagi, nalezy tylko
zwazydé, iz na podstawie definicyi zbioru (%, Z) zwigkszenie pewnych
albo wszystkich liczb ukladu (5) w przypadku, kiedy one juz mialy
dostatecznie wielkie wartodei, moze tylko spowodowaé wejécie dor
sumy (6) nowych skladnikéw postaci

P (ky ) Qg p + U, iy
w ktérych jeden przynajmniej z czynnikdéw
Gy x lub b, B

réwna sie zeru. Sluszno$é drugiej czedei uwagi, o ktéry chodzi, wy-
nika stad, ze, jezeli, oznaczywszy przez N liczbe catkowits wjemns
o wartodei bezwzglednej dostatecznie wielkiej, przyjmiemy na «
wartodé, sprawdzajgeg nieréwnoéé (7), to jeden przynajmniej z czyn-
nikéw iloczynu

oty e bm, p—w

bedzie, na podstawie ogdlnej definicyi elementéw zbioru (Z,Z), nie-
zawodnie réwnad si¢ zern, bez wzgledu na wartodei liczb

ki p—Fk.

Z uwagi dopiero co uzasadnionej wynika, Ze okreslimy ilo-
ezyn dwéch elementéw zbiorn (Z, Z) jako nowy element tego zbioru,
jezeli, jak to rzeczywiscie uczynimy, przyjmiemy definicye naste-
pujacs.

D) Iloczynem, za mnozng przyjetego, elementu a zbioru (Z,7)
przez drugi, za mnoznik przyjety element b tegod zbioru azowiemy ten
element e rozwazanego zbioru, kidrego wyraz Cap O wspderzednych a i §
wyznaczamy 2e wzore

'y »
(8) Cug =2 2(}7 ([ P—— p—

k=—g me=—p
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gdzie wartosé funkeyi @ (k,m) okredlamy réwnoscia
@ (kym) = 2"1), )

a na liczby catkowite i dodatnie

povyog g
prayjmujemy wartosci na tyle wielkie, Zeby w nastepstwie zwickszenia
pewnych albo i wszysthich tych liczb do sumy (8) przybywaly tylko
sktadniki zerowe i wartosé samej sumy nie ulegale zatem Zadnej
2mianie.

Oznaczmy przez (NPA) zbior liezb, ktérym staje sig zbidr
(4,Z) po przyjeciu definicyi 4, B, C i D. Czytelnik sam stwierdzi
z latwodeia, Ze zbidr liczb (NPA) sprawdza wszystkie twierdzenia
podane w § 169-tym w grupie I-szej, skad wynika w szczegélnosei,
e powyzsze definicye nie sprzeciwiajs sig ani zasadom rozdzialu IT-go,
ani zasadom rozdziatu V-go. Bardzo tez latwem do stwierdzenia
jest 1 ta okolicznodé, ze zbiér (NPA) sprawdza cztery pierwsze
z twierdzen, podanych w § 169-tym w grupie Il-giej. Natomiast
nie jest bezposrednio widoezng ta okolieznodé, ze zbiér (NPA)
sprawdza i b-te twierdzenie, a wigc tw. (15, G;) grupy Il-giej
§ 169-go.

Zeby przekonaé sig, ze okolicznosé ta w rzeczywistosei za-
chodzi, zwazmy, Ze wzér (8) réwnowazny jest nastgpujacemu:

€ag _:Z @ (leym) g« by

& mn
gdzie sumowanie obejmuje wszystkie te uklady wartosei na wska-
zniki i, k, m, n, przy ktérych zachodzg zwiszki nastgpujgce:
i+m=a, k+n=4§, au. b.=0.

Jezeli wige przy zachowaniu powyiszych oznaczer, przedsta-
wimy jeszcze przez c, wyraz o wspllrzednyeh » i s dowolnie

1) Zaminst powy#szej definicyi funkeyi @ (K, m) moglibydmy funkeye te okre-
§li¢ troche ogélniej, przyjmujac na nia waér
® (kym) = 1*",

gdzie ! oznaczaloby dowolnie wybrsng, byle od zera wigkszy a od jednodei od-
mienng liczbe rzeczywists,
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obranej liczby ¢ zbioru (NPA), to wzér na wyraz z,y, o wspol-
rzednych p i », iloczynu = (a.b).c bedziemy mogli przedstawié
w postaci nastgpujacej:

(10) I wp.v =2‘ 99 (kl m) 'Y (‘?‘ﬂ + ﬂ'! 1‘) Ay - bﬂm + Cray

i, kymn,r, 2
gdzie przy sumowaniu nalezy objaé wszystkie te uklady wartodei
na wskazniki i, k, m, n, r, s, przy ktérych zachodzg jednoczednie
zwiazki mnastepujgce:

itmto=p, kt+nts=wv, ay.bu.c.=0.

Z drugiej strony, jezeli oznaczymy przez y,, wyraz iloczynu
y=a.(b.c), réwnorzgdny wyrazowi x,,, iloczynu z=(a.d).ec,
to mieé¢ bedziemy

(11) Yin ..-—-_.2' @ (kym 7)) @ (0, 7) @y by €y,
i kym,n,ra
Zwracajge sie do rdwnosei (9), okredlajacej znaczenie sym-
bolu ¢ (k,m), uzyskujemy natychmiast wzory nastgpujace:
@ (k4 n, ) = 204
@ (b m 1) = 2
@ (n,r)=2".
Na podstawie tych wzoréw i wzoru (9) mamy

@ (k1) . @ (k -0, r) = Qi
P (k!m _|_ ?') . @ (ﬂ, ?‘) = 2*"“1’*"4-'",

¢ (ym). @ (k—n,r) =@ (k,m +7). @ (n,1).

Uwzgledniajae te réwnodé, wnosimy ze wzordw (10) i (11), ze
réwnorzgdne wyrazy @,y iy,y iloczynéw (a.d).c i a.(b.c), a za-
tem i same te iloczyny, sa réwne pomigdzy soba. Dowiedlismy wige,
ze zbiér (NPA) sprawdza rzeczywiscie tw, (15,G) § 169-go.

Co sig zaé tyczy tw. (16,G;), to ono dla zbioru liczbh (NPA)
nie zachodzi, albowiem jezeli okreslimy liczby @ i b rzeczonego
zbioru, przyjmujge na wyraz a,, liczhy a wartosé

zatem

agy =1,
na wyraz by, liczby b wartosé
blo — 1 3
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a na pozostale wyrazy kaidej z liczb a i b wartodei zerowe, to
w kazdym z iloczynéw

a.b 1 b.a

tylko wyraz o odeigtej i rz¢dnej réwnych jednosei bedzie od zera
odmienny, ale w iloczynie a.b wspomniany wyraz réwnaé sig be-
dzie liczbie 2, a w iloczynie b.a — liezbie 1.

Czytelnik sam udowodni, Ze zbiér liczb (NPA) sprawdza
wszystkie twierdzenia podane w grupach III i IV w § 169-tym.
Z drugiej znéw strony, ze wzgledu na tw. II-gie § 172-go udowo-
dnione w § 173-cim, mamy z géry pewnosé, ze zbiér liczb (NPA)
nie moze sprawdzaé tw. (28,G,,) § 169-go; nadto latwo mozemy
okolicznosé t¢ sprawdzié hezposdrednio, zwaiywszy, Ze przy tych
wartosciach liczhowych wyrazéw liezb a i b zbiorn (NPA), jakie
rozwazaliSmy przed chwilg w celu stwierdzenia, ze mnozenie liczb
zbioru (NPA) wlasnodei przemiennodei nie posiada, liczba b jest
od modulu dodawania liczb zbiorn (NP4) wigksza, a jednak suma
ilukolwiek skladnikéw réwnych liczhie b jest zawsze mniejsza od
liezby a.

Ostatecznie wige zhiér (NPA) jest przykladem zbioru liczb
Desarguesa, ktéry nie jest ani zbiorem liczb Pascala, ani zbiorem
liczb Archimedesa. Zatem uzasadnilismy w zupelnodei tw. IIl-cie
§ 172-go.

§ 175. Na zakonczenie uzasadnimy jeszeze jedno twierdzenie
Hilberta 1), ktére rzuca nowe éwiatlo na znaczenie postulatu Archi-
medesa i moze byd wyslowione w sposéb nastgpujacy:

Twierdzenie (29, Gyg) statoby sie blednem, gdybysmy wusuneli
2 kompleksu 28-miu twierdzen, wystowionych przed nim, tw. (28, Gy),
nie zastepujac to twierdzenie przez jakied inne.

Zeby twierdzenie to uzasadni¢ oznaczmy przez (L) zbidr liczb
dowolnie dany, byle sprawdzajscy twierdzenia, wyszczegdlnione
w § 169-tym w grupach L II IIT i IV.

Na pojeciu zbioru (L) mozemy oprzeé¢ definicye nowego zbioru
liezh (7)) w sposéh écile analogiczny do tego, w jaki oparlismy
definicyg zbioru (N.4), rozwazanege w § 171-szym, na pojeeiu zbioru
liczb rzecaywistych. W tym celu nalezy tylko przyjaé definicye

nastepujace:

1) Hilbert, Grundlagen der Geometris, p. 23, Teubner, 1909.
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A) Wryrazenie ,liczba zbioru* (T') oznacza nieskonezony zbidx
pewnych liezb zbioru (L), odpowiadajgeych liezbom calkowitym
w taki sposéh, zeby dla kazdej liczby a zbioru (7') spelnione byly
warunki nastgpujace:

a) Kazdej liczbie calkowitej ujemnej, zerowej lub dodatniej
odpowiada oznaczona liczba a,, zbioru (L), zwana wyrazem rzedu m
liezby a zbioru (7).

B) Liczbie a zbioru (T) odpowiada pewna faka liczba ecalko-
wita p, iz nierdwnosé

m < p
pocigga za soba réwnosé

Gy = H,
gdzie u oznacza modul dodawania liczb zbioru (L).
B) Réwnodé dwdch liezb zbioru (7') wyraza, Ze réwnorzedne
wyrazy tych liczb sa réwnymi pomigdzy sobg liczbami zbioru (L),
C) Jezeli oznaczymy przez a i b jakiekolwiek dwie liczby
zbioru (7'), a przez a, i b,, odpowiednio wyrazy rz¢du m tych liczb,
to mieréwnosd
a<lb
wyraza, ze istnieje pewna taka liczha calkowita %, iz zachodzs oko-
licznodei nastepujgce: nieréwnosé

m <k
pocigga za sobg rdwnosé

Oy = by,
a wyrazy a, i b, rzedu k liczb o i b sprawdzaja nieréwnodd

o < b,

D) Wynikiem dodania oznaczonej liczby b zbioru (7') do dru-
giej liczby a tegoz zbioru nazywamy kazda taks liezbe zbioru (1),
w ktérej wyraz kazdego rzedu m réwna sig sumie wyrazéw rzedu m
liczb a i b.

E) Tloczynem jakiejkolwiek liczby a zbioru (7'), przyjetej za
mnozng, przez jakgkolwiek drugs liczbg b tegoz zbioru, przyjeta
za mnoZnik, nazywamy kaidsg taks liczbe ¢ rozwazanego zbioru,
w ktérej wyraz ¢, rzedu m wyznaczony byé moze, jakakolwiek
bylaby liczba calkowita m, z ogélnego wzoru nastepujacego.

&Y - j'a.bmq,
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gdzie oznaczylimy ogélnie przez @, wyraz rzedu i liczby a, przez
bp wyraz rzgdu m — i liezby b, a przez s i ¢ dwie liczby calko-
wite i dodatnie tak dobrane do liczby m, Zeby w razie zwigkszenia
jednej z nich, albo obu, do sumy (1) mogly tylko przybyé skla-
dniki réwne modulowi dodawania liczb zbioru (L).

Uwaga. Istnienie liczb calkowitych s i ¢, rozwazanych w defi-
nicyi F nie jest rzeczy oczywisty bezposrednio, ale rozumowanie,
ktérem poslugiwaliémy sig¢ przy uzasadnieniu uwagi na str. 827,
moze byd¢ hezpodrednio zastosowane, azeby udowodnié istnienie
rzeczonych liczb s i £

Czytelnik z latwoscig sam stwierdzi co nastepuje:

10, Zbiér (T') sprawdza wszystkie twierdzenia, podane w § 169
w grupach I, II, IIT i IV.

2° Zbiér (L) izomorfiezny jest w znaczeniu Scislejszem pod-
zbiorowi (7}) zbioru (71"), utworzonmemu ze wszystkich tych liczb
zbioru (7)), z ktérych kaida posiada najwyzej jeden wyraz od mo-
dulu dodawania odmienny, mianowicie wyraz rzedu zero.

Jezeli zespolimy (§ ©5) zbiér (L) ze zbiorem (T'), to uzy-
skamy nowy zbidr liczb (1), ktéry takie bedzie sprawdzad wszystkie
twierdzenia, podane w § 169-tym w grupach I, I, IIL i IV, a ktdry
préez wszystkich liezb zbioru (L) obejmowaé hedzie i takie liczby,
z ktérych zadna nie bedzie réwna jednej z liczb zbioru (L). Istnie-
nie zbioru (7”) stanowi oczywidcie dowdd na twierdzenie, ktdre
cheielismy uzasadnié.




