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Natomiast twierdzenia § 170-go nie sy wystarczajace, azeby
odpowiedzieé na kazde pytanie typu nastepujacego: czy w pray-
padku, kiedy usuniemy =z uktadw (U) pewien taki kompleks twier-
dzen (U7), Zeby dadne z twierdzen pozostatych znuaczenia nie utracido,
wszysthie lub niekidre z twierdzen whiadu (U') naleteé beda do na-
stepstio logicznych twierdzei pozostatych?

Nie mozemy mysled o tem. zeby odpowiedzieé na wszystkie
pytania tego rodzaju i poprzestaniemy na podaniu zajmujaeych
wynikéw, uzyskanych przez Hilberta na tem polu.

Hilbert nazywa liczbami Desarguesa liczby kazdego ta-
kiego zbioru liezh, ktdry, z ewentualnym wyjatkiem twierdzenia
(16, G4). sprawdza 1) wszystkie inne twierdzenia podane w § 169-tym,
w grupach I, II, IIT i IV.

Jezeli pewien zbidr liezb jest takim zbiorem liczb Desarguesa,
ktéry sprawdza i twierdzenie (16,G,) grupy Il-giej, to Hilbert na-
zywa ten zbiér liczb zbiorem liczb Pascala.

Nareszcie kazdemu takiemu zbiorowi liezb Desarguesa, ktéry
sprawdza tw. (28, G,,), Hilbert daje miano zbioru liczb Archi-
medesa.

Po przyjeciu powyzszej terminologii, twierdzenia Hilberta
opiewaja jak nastepuje:

1. Istniejq takie zbiory liczb Pascala, ktdre nie sq zbiorami
licch Arehimedesa.

IL. Kady zbiér liczh Archimedesa jest zarazem zbiorem liczb
Pascala.

1. Istnieja 2biory liczb Desarguesa, ktdre jednak nie naleza
ani do klasy zbioréw liczh Pascala, ani Archimedesa.

Pierwsze z tych twierdzel uzasadniliémy juz w paragrafie po-
przedzajacym, gdyz zbidr liczb, ktéresmy oznaczyli w rzeczonym
paragrafie przez (NA) jest wlasnie praykladem takiego zbioru liezb
Pascala, ktéry nie jest zbiorem liezb Archimedesa. Co sig
za$ tyezy tw. Il i IIL, to uzasadnimy je w paragrafach nastepu-
jacyeh.

§ 173. Zamiast tw. II-go paragrafu poprzedzajacego, uzasa-
dnimy twierdzenie nieco ogélniejsze, ktére opiewa jak nastgpuje:

1y Dla skrécenia oméwimy tn, Ze oznaczony zbior liezb (L) sprawdza®
takie a takie twierdzenia § 169-go, seby wyrasié, i4 rzecsons twierdzenie zacho-
dzi, jezeli pod wyrazem ,liczba® rozumiemy element zbiora (L).
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1. Jezeli jest pewnosé, i& oznaczony zbidr liczb (A) sprawdza?)
wszysthie twierdzenia wyszczegdlnione w § 169-tym, prdez moze twier-
deefi (12,G,) 1 (16, G), to rzeczomy zbidr liczb sprawdza w rzeczy-
wistosei zawsze @ te dwa twierdzenia.

Zeby twierdzenie to uzasadnié zalozymy, ze pewien zhiér
liczb (A4) rzeezywiscie sprawdza zaloZenia rzeczonego twierdzenia
i podamy najpierw w postaci twierdzein pomocniczych szereg na-
stepstw tego zalozenia. Rzeczone twierdzenia pomocnicze sy w Sci-
slej analogii do pewnych twierdzen § 97-go, poniewaz jednak nie
zakladamy z géry, zeby dodawanie i mnozenie liczb zbioru ()
posiadaly wlasnosé przemiennodei, przeto nie mozemy opierad sig
na twierdzeniach § 97-go.

1% Jeteli w iloczynie dwdch liceb zbioru (4) mnozne albo
mnodnik réwna sie modutowi dodawania §, 2), to bez wagledu na war-
tosé drugiego czynnika, sam iloczyn rdéwna si¢ takze modutowi doda-
wania.

Poniewaz twierdzenie to nie rdzni si¢ w rzeczywistosci od
twierdzenia pomoecniczego, podanego pod A (str. 819) w § 170 tym
i tamzZe uzasadnionego, przeto rozwijanie dowodu rzeczonego twier-
dzenia na tem miejseu byloby zbyteczne.

20, Jedeli dwie liczby 1 i l' zbioru (A) sprawdzaja jedno z réwnan

(1) I+r=1,
lub

@) ri==5,

gdzie by oznacza, jak wyzej, modut dodawania, to liceby te sprawdzajg
i drugie z tych réwnan. '

Istotnie ze wzgledu na tw. (17, Gy) istnie¢ bedzie niezawodnie
w zbiorze (4) liczba I/, sprawdzajaca réwnamie (1) i liczba [”,
sprawdzajgea rownanie

3 =0,

Z tego ostatniego wynika réwnanie
D F V=0,
skad
@) 4=+,

1) Zob., uwage w odsylaczu na str. 829.
) Ze wagledu na dalsze rozwasania symbol £ na modul dodawania dogo-
dniejszy bedzie od symbolu @, ktérym poslugiwaliémy sig poprzednio.
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a poniewaz

ZH’_E_(z __I__ V) = 3::_‘_ ;o —
Go-U=V

przeto, ze wzgledu na (4), mamy

oraz

ZH — lf. (4)

Réwnodé ta wyraza, ze twierdzenie, o ktére chodzilo, jest uza-
sadnione.

Zeby wyrazié, ze dwie liczby 1 i I’ zhioru (A4) sprawdzaja
jedno, a wige i drugie z réwnai (1) i (2) orzekamy, Ze liczby
te s4 symetryczne pomigdzy soba.

30, Jedeli dwie liczby zbioru (A) sa symebryczne pomi¢dey sobq,
to zachodzi jedno 2 dwojga: albo obie sq réwne modutowi dodmweania,
albo jedna jest od modulw dodawania mniejsza, a drugs — wigksza.

Istotnie, oznaczmy przez ! i I’ dwie symetryczne pomiedzy
sobg liezby zbioru (4). Mamy tedy

I——I—E’:;D_ (1)

Gdyby jedna z liczb [ i I’ réwnala sig modulowi dodawa-
nia §,, to suma
147V

réwnalaby sie drugiej z nich, a zatem na podstawie réwnania (1),
ta ostatnia, zgodnie z brzmieniem twierdzenia, takze rownalaby sie
modulowi dodawania. Z drugiej strony, ze wzgledu na tw. (26, Gy,)
réwnosé (1) nie moglaby zachodzié ani w przypadku, kiedy zacho-
dzilyby jednoczesnie nieréwnosei

<& i V<&,
ani w przypadku, w ktérym mielibyémy jednoczesnie
1>8 1 I'>6.

Zatem jezeli obie liezby 7 i I sa od modulu dodawania od-
mienne, to jedna z nich jest od tego modulu mniejsza, a druga—
wigksza, a to tylko pozostawalo jeszeze do udowodnienia.

4% Jeseli w iloczynie dwdch liczh zbioru (4) zastgpimy jeden
2 czynnikéw przez liczbe temu czynnikowi symetryczna, to nowy ilo-
ceyn réwnaé sig bedzie liczbie symetrycenej iloczynowi poprzedniemu.



— 832 —

Istotnie, oznaczmy przez a i b dwie jakiekolwiek liczby
zhioru (A4), a przez & i b’ liczby odpowiednio symetryczne liezbom
a i b. Na podstawie twierdzen (13,G,) i (14, G;) mamy

ab |- ab'=a (b 4 b") = al
ab - a'b={(a+ a') b= {,b,

a ze wzgledu na tw. 1° z réwnosci powyzszych otrzymujemy réwnosei

ab 4 ab' =y,
ab +a'b =&,

ktére wlasnie wyrszaja twierdzenie, o uzasadnienie ktérego chodzilo.

5. Jedeli trzy liczby a, b i x 2bioru (A) sprawdzajo albo rd-
wnanie
1) b+az=a,
albo réwnanie
(2) x4b=na,
to nierdwnosé
(3) &r > Cﬂ:
gdzie &y oznacza, jak wyzej, modui dodawania, réwnowadna jest nie-
réwnoset
(4) b< a.

Istotnie, na podstawie tw. (26,G,,) § 169-go nieréwnosé (3)
i zwigzek

b=a

doprowadzilyby do nastepstwa niezgodnego z zadnym z réwnan (1)
i1 (2), zatem zwigzek (3) w razie istnienia jednego ze zwigzkdw (1)
lub (2) pociaga za soba nierdwnoéé (4). Odwrotnie, jezeli zachodzi
nieréwnosé (4) ijedno z réwnan (1)1 (2), to zachodzi nierdwnosé (8),
gdyz hipoteza przeciwna przywiodlaby znowu na podstawie twier-
dzenia (26, G,) do nastepstwa niezgodnego z Zadnem z réwnan (1)
i (2). Uzasadnilismy wige w zupelnodei twierdzenie, o ktére chodzifo.

6. Jekeli trzy liczby a, b i V' zbioru (4) sprawdzajg nieréwnosci

(1) a> G
i

@) bV,
to w takim razie zachodzq nieréwnosei

(3) ab < ab’,
ba < ¥ba.
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Istotnie, oznaczmy przez x liczbe okreslons réwnaniem

b =b-+a. (4)

Ze wigledu na (2) i na tw. 5% mamy

x> L.

a z tej nieréwnofei i nieréwnodei (1) wynikaja, na podstawie
tw. (27, Gyy), nieréwnodei nastepujace:

ax > &,

wa > G-

(5)

Z drugiej strony na podstawie tw. (13, Gy) i (14.@,) wynikajg
z réwnosei (4) wzory nastgpujace:

ab’ = ab -+ ax,
b'a =ba + za.

Powolujac si¢ ponownie na tw. 5° wyprowadzamy z tych
wzoréw 1 nierdwnodei (5), nieréwnoei (3), o uzasadnienie ktérych
wlasnie chodzilo.

0. W zbiorze (A) istnicje pewien podzbidr (Ch) izemorficany
w znaczeniu Scislejszem zbiorowi liczh catkowitych bezwzglediych.

Na podstawie tw. (20, G,) § 169-go istnieje w zbiorze (A4) mo-
dul mnozenia. Modul ten oznaczymy przez symbol {,, lepiej odpo-
wiadajgey obeenie naszym celom, aniZeli symbol m, ktérym postugi-
wali$my sig¢ przy wyslowieniu tw. (20, G,).

Na podstawie uméw juz przyjetych, znaczenie symbolu £,
jest okredlne dla wartodei 0 i 1 wskaznika » Obecnie okreglamy
znaczenie tego symbolu 1 dla wszystkich od jednosei wigkszyeh
wartosei calkowitych wskaZnika n, odwiadezajac, Ze znaczenie rze-
czonego symbolu jest takie, iZ réwnosé

;u = L1 -}‘ §11 (1)

zachodzi nie tylko przy m=1, ale i przy wszystkich od jednosci
wigkszyeh wartoseiach calkowitych wskaznika n. Na podstawie za-
sady indukeyi matematycznej definicya ta w polgczeniu z defini-
eyami symboléw & i &, podanemi wyzej, okresla rzeczywiscie
wartodei liezb {, dla wszystkich od zera nie mpiejszych wartosci
calkowityeh wskaznika n. Oznaczmy przez (Cb) zbiér wszystkich
tych liczb zbioru (4), z ktérych kazda réwna sig jednej z liezb £,
Arytmelyka teorstyczna. 53
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przyjmujge na z stosownie dobrang od zera nie mniejszg wartodé
calkowitsg i uwazajmy za odpowiadajsce sobie wzajemnie elementy
zbioru (COb) i zbioru liczb calkowitych bezwzglednych liczbe &,
zbioru (Cb) i liczbe n zbiorn liczb calkowitych bezwzglgdnych. Po-
wiadam, Ze ta odpowiedniosé¢ wzajemna elementéw obu zbioréw
czyni zado$d (§ 95) wszystkim warunkom izomorfizma.

Zeby przekonaé sig o tem, upewnijmy sig najpierw, Ze mamy

(2) & > G-

W tym celu oznaczmy przez {; liezh¢ symetryczng liczbie §;;
mamy tedy

(3) & ‘|‘ £1="0o.
Liczba &, liezbie §; réwnaé sig nie moze, gdyz w takim razie,
przy dowolnie przyjetej liczbie a zbioru (4) nie mielibysmy
duty =,

lecz ze wazgledu na tw. 1° zachodzilaby réwnosé

al, =1,

bez wzgledu na wartoéé liezby a. Skoro za$ liczba , jest od liczby &,
odmienna, to ze wzgledn na tw. 3° jedva z liezb G i {y jest od
liczby {, mniejsza, a druga — wigksza.

Z drugiej znéw strony, na podstawie wlasnodei rozdzielnodei
mnozenia liezb zbioru (4) w stosunku do dodawania, z réwnoeéei (3)
mamy .

G486 = G 81,
Eli=08

na podstawie definieyi moduln mnozZenia, poniewaz nadto, ze wzgledu
na twierdzenie 1° zachodzi réwnodé

616 =10 )
przeto mamy

(4) G480 =0G-
Gdyby$smy mieli

a poniewaz

&> Go,y
to na podstawie tw. (27, G,,) mielibySmy

11> o,
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a zatem ze wzgledu na (26, G,,) réwnodé (4) nie moglaby zacho-
dzié. Poniewaz wige nie jest

61> L.
& > G-

Zatem nieréwnosé (2) rzeczywideie zachodzi.

Oznaczmy teraz przez n i p dwie jakiekolwiek, byle od zera
nie mniejsze liezby calkowite i uwazajmy liczby &, 1 §, zbioru (Cb).

W przypadku szczegélnym, kiedy mamy

przeto (tw. 3°) mamy

n=p--1
nierdwnosé Pty
n>p (5)
pocigga za sobg nierdwnosé
(> 3 (6)

na podstawie twierdzenia B oraz zwigzkéw (1) i (2). Gdyby za$
przy pewnej wartoci réinicy

#h.—P

nieréwnosé (5) poeiggala za soba (6), to okolieznosé ta zachodzitaby
jeszeze i przy wartosei liczby n wigkszej o jednosé, gdyz mieliby$my

L.> 6,

oraz
;u-[-l > gni

skad wynikalaby rzeczywiscie nierdwnosé (6). Zatem w rzeczy-
wistodei nieréwnoéé (D) poeigga za sobg w kaidym razie nieré-
wno$é (6). Poniewaz zad z definicyi symboléw £, i §, wynika bez-
posrednio, ze réwnosé

n=mp (7)

gn = g}ﬂ (8)

przeto stwierdzamy ostatecznie, Ze nieréwnos¢ () réwnowazna jest
nieréwnoéei (6), a réwnodd (7) — réwnosei (8).
Poniewa? ze wzgledu na réwnosé (1), mamy

L+ o=+ Cat+ =G+ 5D+ 5

pociaga za sobg réwnosé

b3*
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przeto drogs indukeyi matematyeznej latwo upewnimy sig, Ze mamy

(9) gn _I'- Cu = gp-{—n )

jakiekolwiek, byle od zera nie mniejsze wartosei calkowite mialyby
wskazniki p 1 =
Uwszgledniajae réwnodé

gp‘gl =Cw‘

ktéra wynika bezposrednio z tego, Ze symbol §, przedstawia modut
mnozenia, wyprowadzamy z réwnodei (1) réwnosei nastepujace:

é-p * Cn= Cp . (gn—1 + cl) — gy = Cu—'l + C‘p}

skad opierajac si¢ na twierdzeniu polegajacym na rdéwnosci (9),
tatwo wywnioskowaé moZna, Zze mamy

CP' §ﬂ= CF-W

przy wszystkich od zera nie mniejszych wartodciach calkowitych
wskaznikéw p i n.

Na podstawie uzyskanych wynikéw, wyzej okreslona odpo-
wiednio$¢é wzajemna liczb zbiorn (Ch) i liezb ealkowitych bezwazgle-
dnych spelnia rzeczywidcie wszystkie warunki $cislego izomorfizmu.
Okolicznoéé ta stanowi oezywiscie dowdd na to, %e twierdzenie,
o ktére chodzilo, jest uzasadnione.

Uwaga. Z dowiedzionego twierdzenia wynika cezywideie, e
dodawanie i mnozenie liezb zbiorn (Cb) posiadajs wlasnodé prze-
miennodeci

80. W zbiorze (A) istnieje pewien podzbidr (WD) izomorficany
w znaczeniu Scislejszem zbiorowi liczb wymiernych bezwzglednych.

Zeby twierdzenie to uzasadpid, przyjmiemy za punkt wyjéeia
uwage nastgpujaca: Jezeli oznaczymy przez n i p dwie liczby cal-
kowite, sprawdzajace zwigzki

n=0, p=1,
to na podstawie tw. (19, Gy) istnie¢ beds dwie, vznaczonej wartodci
liczby w i v zbiora (4), sprawdzajace réwnania

@) -4 =¢,
2) v b =1L,
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Z réwnania (1) mamy
(gx"u)‘ gj‘:é‘n'g;n
zatem, ze wzglgdu na (16, Gy), mamy
gp : (1“" cpj — gn' gp)
a poniewuaz, na podstawie uwagi przy twierdzeniu 7° mamy
gn' gp___gp'gn:
przeto zachodzi i réwnoséé
&-(w. & =1¢ .G
Na podstawie tej réwnosci mozemy uczynié zadosé réwnaniu
gp L= gp - gn )
przyjmujac wedle upodobania
=t Juh a=u.L,

a poniewaz ze wzgledu na nierdwnosé

€p=':§|]3

i na tw. (19,6,) istnieje jedna tylko warto§é na w, sprawdzajaca
powyZsze réwnanie, przeto mamy

. by =10

Zestawiajge te réwnosé z réwnodeig (2) 1 powolujac sig po-
nownie na tw. (19, Gy), stwierdzamy, ze zachodzi réwnosé

Uu=—mw.

Z tego wynika okolicznodé nastepujaca: kazdej liczbie ulam-

kowej bezwzglednej
n

P

odpowiada oznaczonej wartodei liczba w, , zbioru (4), ktéra okreslié
mozemy przez to, ze ona sprawdza ktdrekolwiek z réwnan

Wy, 5 =0,

&y o =1L,
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Oznaczmy przez (W) zbiér wszystkich liezb w
sie, ze liczbg w, , i liczbe ulamkows

e 1 UMOWMY

1

p

uwazaé bedziemy za odpowiadajace pomiedzy sobs wzajemnie ele-
menty zbioru (W) i zbioru liczb ulamkowyeh bezwzglednych. Po-
wiadam, Ze ta odpowiedniodé wzajemna liczb obu zbioréw dzyni
zado§é wszystkim warunkom dcislego izomorfizmu. Istotnie, uwa-
zajmy dwie liczby

Wy A1 W,
zbiorn (Wb). Mamy
Wo,p+ & = ¢,
Wiie oo bor=100i
skad
Wy, p - Cp.p" _— Cn '
(3) [ Wae, pr o CP = (.:n'vp)
na podstawie zwigzkéw
E}- . C:-' — gﬂ" & §ﬁ= C:-wi
;.. . Cp’ = gu-p'
gn" ;p = Cll'-"

Poniewaz rdwnosé
(4) n.p'=mn'.p
réwnowazna jest réwnodci
Cﬂ.p': ' p)
przeto ze wzgledu na (3), oraz na nieréwnoéé
&o.w > 8o
i na (19, Gy), réwnosé (4) réwnowazna jest réwnosei
(5) Wy = 0,1

a poniewaz réwnosé (4) jest réwnowaina réwnosei

n n'
(6) i )

PP

przeto réwnoei (D) i (6) sy réwnowazne pomiedzy soba.
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Opierajge sig na tw. 6° i na réwnowaznoéei zwigzkéw (B) i (6),
stwierdzamy latwo, Ze nieréwnosd

wn.p < wn',p’ (7)

réwnowazna jest nieréwnosel
no_n
e 8
5 =7 (8)
Z réwnodei (3) mamy
(wﬂ-p + W, p) « & = &4 v _I_ Lo, P Sn.pdntpy

mamy wige
w"-!’+ Wi, pr == W p'foutop, pop's
Réwnodé ta wyraza, Zze sumie dwdeh liczb zbioru (Wd) odpo-
wiada liezba ulamkowa réwna sumie liczb ulamkowych, odpowia-

dajacych odpowiednio rozwazanym liezbom zbiorn (Wb).
Zwréémy sig teraz do réwnosei

wn- e gp = §..; (9)
wn’.p" * gp’ 7= gn’! (10)

okreslajacych liczby w, , i 0., ..
Z réwnodei (10) mamy:

wﬂ_‘, . (w":,},r B ‘;;u') — ;,,e . w,,lp..

{wn- P ('”'}"“.:J' . ;1")} C» = (Cur - Wy, y) . gn'

Na podstawie wlasnosei Yacznosei mnozenia liezh zbioru (4)
i uwag przy tw. 7°% z réwnodei poprzedzajgcej wynika réwnosé na-

skad

stepujaca:
(wmp . wﬂ'.p') . (Cp J gp‘] — cn’ J ('wn.p . gp)' ( [1)
Ze wzgledu na réwnosé
- C = Lo

oraz na réwnanie (9) i na réwnodei
gn" z Cn: gn * Cn’ — cil‘nw
z réwnofei (11) wynika rdwnosé

(w"up :J wﬂ’m') ’ gp-:l' == ‘:n n'

skad

wu,p . wu"y' = W, L p.p'
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Réwnosé ta wyraza, Ze ilockynowi dwdeh liczb zbioru (Wb)
odpowiada liezba ulamkowa réwna iloczynowi liczb uwlamkowych
odpowiadajaeych odpowiednio rozwazanym liczbom zbioru (Wb).

Z ogéln uzyskanych wynikéw wyplywa, Ze zhidr (Wb) jest
izomorficzny zbiorowi liczb ulamkowych bezwzglednych. Poniewaz
zad zhidr liczb calkowitych bezwazglednych jest izomorficzny w zna-
czenin $cidlejszem pewnemu podzbiorowi liezb ulamkowyeh bez-
wzglednych, przeto, jak to czytelnik z latwoscig sam szezeglowo
wykaze, zbidr liczb (WD) jest izomorficzny zbiorowi wszystkich liczh
wymiernych bezwszglednych. Zatem uzasadniliémy w zupelnosei
twierdzenie pomocnicze 8°.

Uwaga L Zbidr liezh, ktdryémy oznaezyli przez (Cb) pray
rozwijaniu dowodu twierdzenia pomocniczego T¢ jest podzbiorem
zbioru (Wb).

Uwaga II. W nastepstwie dowiedzionego twierdzenia, doda-
wanie i mnoZenie liczb zbioru (W) posiadaja wlasnosé prze-
mienno§ei,

90, W zbiorze (A) istnieje pewien podzbidr (W) izomorficzny
w znaczeniu Scislejszem zbiorowi wszystkich liczb reeczywistych wy-
miernych.

Zeby twierdzenie to uzasadnié., zwrécimy sie najpierw do
twierdzenia (17, Gg) § 169-go. Na podstawie tego twierdzenia za-
chodzi okolicznodé nastgpujaca: jakickolwiek liczby u i v zbioru (W)
rozwazaliby$my, zawsze istnie¢ bedzie w zbiorze (4) oznaczonej
wartodei liczba x, sprawdzajgea réwnanie

(1) v+r=u
i oznaczonej wartodei liezba y, sprawdzajaea réwnanie
(@) y+o=u.
Z réwnania (2) mamy
®) v4-(y+v)=v4u.

Poniewa? zas na podstawie uwagi II-giej przy twierdzeniun
poprzedzajacem dodawanie liezh zbioru (Wb) posiada wlasnogé prze-
miennogei, przeto réwnanie (3) réwnowazne jest réwnaniu naste-

pujacemu:
v (4 1) = ufo.

1
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Na podstawie tw. (11, G) to réwnanie jest znowu réwnowazne:

nastepujgcemu:
(”+y)+”=u+v: (4)

z ktérego wynika, ze
vy =u, (5)
albowiem, ze wzgledu na (4), uczynimy zadoéé réwnaniu
etv=u-to,
przyjmujae na z warto$é rowna ktérejkolwiek z liezb

vty lub w,

a z drugiej strony powy#sze réwnanie {tw. (17,Gs)} okredla jedno-
znacznie wartosé liezby 2.
Opierajac sie ponownie na tw. (17, Gg), wnosimy z réwnoéei (1)
i (b), ze mamy
d=.

Z réwnodei tej wynika, co nastepuje: kazdym dwom liezbom
u i v zbioru (Wb) odpowiada jednej wartodei liezha w, ktéra spraw-
dza kazde z réwnan
v ==
o ©)

Oznaczmy przez (W) zbiér wszystkich tych liezb zbioru (4),
z ktérych kazda w ma wartoét, mogaca byé okreslong réwnaniami
postaci (6).

Oznaczmy przez « i f liezby wymierne hezwzgledne homo-
logiczne odpowiednio w zbiorze liezb wymiernych bezwzglednych
liczbom % i » zhioru (Wb) i uméwmy sie, Ze liczbe w zbioru (W)
i t¢ liczbg y zbioru liczh rzeczywistych wymiernych, ktdrej war-
tos¢ okreslona jest wzorem

y=8—ea
uwaza¢ bedziemy za odpowiadajace sobie wzajemnie elementy
zbioru (W) i zbioru liczb rzeczywistych wymiernych. Czytelnik
sam udowodni z latwodeia, Ze powyisza odpowiedniodé¢ wzajemna
liczb zbiorn (W) i liezb rzeczywistych wymiernyeh sprawdza w zu-
pelnodei wszystkie warunki izomorfizmu (§ 95). Zatem uwazamy
twierdzenie 9° za uzasadnione.
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Uwaga. Ze wzgledu na izomorfizm zbioru (W) i zhioru liezb
rzeczywistych wymiernyeh. dodawanie i mnozenie liczb zbioru (W)
posiadajy wlasnodé przemiennofel. a z tego wynika, Ze istnieje
jeden tylko rodzaj odejmowania i jeden tylko rodzaj dzielenia
dla liezb zbioru (W)

100 Jezeli tylko oznaczona liczba 1 zbioru (A) sprawdza nie-
réwnosé

(1 1> G,

gdzie Gy oznacza, jak wyzej, modut dodawania liczh zbioru (4), to
zawsze istnieé bedzie taka liczba w zbioru (W), ktéra sprawdzaé bedzie
nierdwnosct nastepujace:

2) b <w <l

Zeby twierdzenie to uzasadnié. zwrdcimy sig do tw. (28, Gyy).
Na podstawie twierdzenia tego zawsze istnie¢ bedzie taka liczba
calkowita hezwzgledna n, zeby suma n sktadnikéw réwnyeh liezbie /
wigksza byla od liezby £, zbioru, ktéreémy oznaczyli wyzej przez (Cb).
Na podstawie definicyi podanej przy rozwijaniu dowodu twierdzenia
pomoeniczego T° symbol §, przedstawiaé bedzie oznaczong liezbg
zbioru (Cb). Oznaczmy przez w taka liczbe zbioru (4), ktéra spraw-
dza réwnanie

(3) Covtp =8y

Ze wzgledu na tw. (19. G,) wartodé liczby w oznaczona bedzie
w zupelnosei, a na podstawie definicyi wprowadzonyeh przy rozwi-
janiu dowodu twierdzenia pomoeniczego 8° liczba w nalezeé hedzie
do zbioru (Wb). Poniewaz zbidr (W) jest podzbiorem zbioru (W),
przeto liczba w jest liczhg zhioru (W)

Na podstawie umdéw wprowadzonych przy rozwijanin dowodu
twierdzenia 8° liczba w jest liczba homologiczng (§ 95) liezbie
ulamkowe]

1

n'
a liezba {; — liczbie 0. Mamy wice
(4) w > .

Jakgkolwiek liezbe a zbioru (4) rozwazalibyémy, kazdy z ilo-
ezyndw

(5) .8 i &.a (n>0)



— 843 —

réwna sig sumie tylu skladnikéw réwnych liczbie @, ile wynosi
liezba calkowita n, albowiem twierdzenie to zachodzi w razie ré-
waosei

?&:1,

a gdyby ono zachodzilo prazy

n =1k,
to ze wzgledu na zwiazek

§1+1 — gﬁ"i‘ CI .
zachodziloby ono i prazy
n=1F-1.

Na podstawie tej uwagi, réwnodei (3) i definieyi liezby n,
suma # skladnikéw réwnych liczbie w jest mniejsza od sumy tyluz
skladnikéw réwnyeh liczbie I Opierajae si¢ na tw. (26,G,,) wno-
simy stgd, Ze mamy

w < I. (6)

Z nieréwnosei (4) i (6) wynika, Ze réwnaniem (3) okreslona
liczba w zbioru (W) sprawdza nieréwnodei (2).

Zatem uzasadnilismy w zupelnodei twierdzenie, o ktére chodzilo.

11°. Jakakolwick liczbe zbioru (A) oznaczylibysmy przez 1, zawsze
znajda sie w zbiorze (W) takie dwie liczby wy, i we, 2eby$my mieli

wy <1< w,. (1)

Istotnie, na podstawie tw. (28, G4;) § 169-go, zawsze znajdzie
sie w zbiorze, ktdryémy poprzednio oznaczyli (Cb), pewna liczba £,
sprawdzajaca nierdwnosé

I < Cn' (2)

Oznaczmy przez !’ liczbe symetryczna liczbie /. Liczba ¥

sprawdzaé bedzie réwnania

I+V=I+1=4C. (3)
Opierajac sig znowu na twierdzeniu (28,G,,) stwierdzamy
istnienie takiej liczby &, zbioru (Cb), ktéra sprawdzaé bedzie nie-
réwnosé
V<&,
Z tego zwiagzku i ze zwiazkéw (3) wynikajs zwigzki

§D=Z{+z< ;,,—{—Z,

skad
b < &1
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Oznaczywszy przez {, liczbg symetryezng liczbie {,, wypro-
wadzamy z tej nieréwnosei zwigzek

G486 <&t G 40
skad ze wzgledu na réwnodel
L+G%=5

G+ G+)=G+&+I=0hLt+1I=1

wynika nieréwnodd
4) Gl

Poniewaz kazda z liezb £, i {, nalezy do zbiorn (W), ponie-
waz nadto rzeczone liczby sprawdzaja nieréwnosei (2) i (4), przeto
dostatecznem jest wyznaczyé liczby w, i wy z réwnodei

W, = g;n Wy = L4,

zeby liczby te czynily zadu$é wszystkim warunkom twierdzenia.
Zatem uzasadnilismy w zupelnoSei twierdzenie, o ktére chodzilo.

129, Jezeli z dwich jakichkolwiek liczb zbioru (A) jedna I muniej-
sza jest od drugiej ly, to w zbiorze (W) zawsze znajdzie sig taka liczba w,
Zebysmy wmieli

(1) I<w< \‘!1 .
Istotnie, ze wazgledu na twierdzenie poprzedzajace znajdzie sig
w zbiorze (W) pewna liczba w,, ktéra sprawdzaé bedzie nieréwnosé

(2) wy < 1.

7 drugiej strony, jezeli oznaczymy przez x liczbe okreslong
réwnaniem

(3) l+z=1,
to na podstawie tw. H® zachodzié bedzie nierdwnosé
x> G-

Zatem, na podstawie tw. 100 istnieé bedzie w zbiorze (W)
pewna liczba u, ktéra sprawdzaé bedzie nieréwnosei

4) b <<u<wm.
Uwazajmy teraz liczbg g, okreslong réwnaniem
) woy=Ll.

Ze wzgledu na zwiazek (2) i na tw. 5° mamy

® y> b
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Oznaczmy ogélnie przez s, sume tylu liezb réwnych liczbie u,
ile wynosi dowolnie prayjeta, byle od jednosei nie mniejsza liezba
calkowita k. Na podstawie tw. (28,G,,) znajdzie si¢ pewna taka
calkowita i od zera wigksza liczba n, Zeby$my mieli

SII > 3’-
Jezeli wige przyjmiemy
so = Go;
to, ze wzgledu na (6), zawsze istnieé bedzie pewna jedna taka liczba
catkowita p (p > 0), Zeby$my mieli

- Sy <s ©
Przyjmijmy
W= 1y -+ s,. (8)
Ze zwigzkéw (B), (7) i (8) wynika nieréwnodé
<< w. (9)

7 drugiej strony te same zwiazki pociagaja za sobs zwiazek
Wy 8,1 < 1,

skgd, na podstawie jednej z nierdwnosei (4), wyprowadzamy nie-

réwnosd
(0 +5,) e <142
(53 +0) < 4. (10)

Uwzgledniajae z jednej strony réwnosd
Sp—1 + U==4,

i réwnoéé (8), a z drugiej réwnoéé (3), wyprowadzamy z nierd-
wnodei (10) nierdwnosé

ezyli

w <1 . (11)

Poniewa liczba w, okreidlona wzorem (8) oczywiseie nalezy
do zbioru (W) i sprawdza nierdéwnosei (9) i (11), przeto liczba ta
czyni zado$¢ w zupelnodei warunkom twierdzenia. Zatem uzasadni-
lidmy twierdzenie, o ktére wlasnie chodzilo.

139 Kaddej liczbie zbiorw (A) odpowiada jeden przynajmniej
taki przekrdj?) zbioru (W), na ktérem ona jest potozona.

1} Na str. 314—315 podalifmy ogdéina definicye przekroju osnaezonego

zbioru wielkosei w znaczeniu cidlejszem,
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Istotnie, jakakolwiek liczbg zbioru (4) oznaczyliby$my przes I
zawsze istnieé¢ bedzie, na podstawie tw. 11° nieskonezenie wiele liczb
zbioru (W) mniejszych od liezby / i nieskonczenie wiele liezb
wigkszych od tejze liczby. Jezeli wige o$wiadezymy, Ze oznaczamy
przez (L) zbidr wszystkich od lieczby ¢ mniejszych liezb zbioru (W),
a przez (Lg) zbidr wszystkich innych liezb zbioru (W), to uzy-
skamy wiadnie taki przekrdj zbioru (W), na ktérym liczba I bedzie
polozona. UzasadniliSmy wige twierdzenie, o ktére chodzilo.

14°. Oznacemy przez (4,) i (4,) dwa takie podzbiory zbioru (4),
2eby 2adna liczba zbioru (Zy) nie byta wicksza od jakiejkolwick liczby
zbioru (Z,) i Zeby nadto katdej, byle od modutu dodawania &, wiek-
szej, liczbie € zbioru (W) odpowiadaty dwie liczby w, i w,, naletace
odpowiednio do zbiordw (Z,)i(Z,), a sprawdzajace przytem nierdwnosé ?)

(1) Wy — Wy < E.

W takim razie z dwdch nierduwnych pomiedzy soba liczb zbioru (A)
co najwyze] jedna tylko moze wie byé ani mmiejsza od Zadnej liczby
zbioru (4,), ani wieksza od zadnej liceby zbiorw (4,).

Istotnie, zalézmy chwilowo, ze wbrew brzmieniu twierdzenia,
istnieja w zbiorze (4) dwie nieréwne pomiedzy soba liczby a i b
(@ < b), z ktérych kazda ma te wiasnodé, iz nie jest ani mniejsza
od zadnej liczby zbioru (Z,), ani wigksza od zadnej liezby zbioru (Z,).
Poniewaz liczby a i b sprawdzaja nieréwnosé

a<b,

przeto (tw. 12°) znajdzie si¢ w zbiorze (W) pewna liczba w’ spraw-
dzajsca nieréwnosci

(2) a<w<b

Z powodéw analogieznych znajdzie sig nastepnie w zbiorze ()
taka liczba w", zebysmy mieli

(3) w < w'<b.

Poniewaz, ze wzgledu na chwilowo prayjete zalozenie, kazda
liezba w, zbioru (Z,) sprawdza nieréwnosé

(4) w =a,
a kazda liczba w, zbiorn (Z,) — nieréwnodé
®) b = wy,

) Zob uwage przy iw, 10%
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przeto ze zwigzkéw (2), (3), (4) i (5) wynikaja zwigzki
w, < w' < w" < w,,

skad, uwzgledniajae izomorfizm zbioru (W) i zbioru liezb wymier-
nych, latwo wyprowadzamy nieréwnosé

Wy, —w;, >w' — w'.
Zatem gdyby$my na e przyjeli taks wartoéé, zebyémy mieli
gn < £ é W'’ — w,\

to, whrew zaloZeniu twierdzenia, tej wartodei na £ nie odpowiadathy
Zaden, nierdwnosé (1) sprawdzajacy uklad liezb w, i w,, naleza-
cych odpowiednio do zbioréw (Z,) i (Z,). Wnosimy stad, Ze twier-
dzenie zachodzi w podanem brzmienin,

Obecnie mozemy juz latwo uzasadnié tw. I-sze str. 830, o ktére
nam wlasciwie chodzi. W tym celu oznaczmy przez a i b dwie
dowolnie przyjete liczby ze zbioru (4). Na podstawie tw. 139 liczbom
@ i b odpowiadaé bedy dwa przekroje (P) i (@) zbioru (W), na
ktéryeh liczby te beda odpowiednio polozone.

Oznaczmy przez (Py) i (P,) odpowiednio liezby pierwszej i dru-
giej kategoryi zbioru (W) w stosunku do przekroju (P), a przez
(©,) i (@,) elementy analogiczne w stosunku do przekroju (¢).
Oznaczmy przez @, oy, f; i f, cztery liezby, nalezace odpowiednio
do zbioréw (P,), (Py) (Qy) i (@)

Na podstawie tw. (26,G;) § 169 go mamy

“1+ﬁl§a+b§aﬁ+ﬁs (6)
bh+da=bta=p+ a,

a poniewaz mamy

By + @y = a; + By ﬁe+“n=as+ﬁs:
przeto mamy

o +p =b+a=ar+-fi (7)

Oznaczmy przez (Z,) zbiér wszystkich liczb, z ktérych kazda
réwna sie sumie jednej liezby zbiora (£,) 1 jednej liczby zbiora (),
a przez (Z,) zbiér wszystkich liczb, =z ktérych kazda réwna E‘SiQ
sumie jednej liczby zbioru (P;) i jednej liczby zhioru (Q,). Opie-
rajac sig na deislym izomorfizmie zbioru (W) i zbioru liczb rzeczy-
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wistyeh wymiernych, stwierdzamy natychmiast, Ze zbiory (Z,) i (Z,)
spelniajy wszystkie zaloZenia tw. 14% Poniewaz zad zwigzki (6)
i (7) wyrazaja, ze liczby réwne odpowiednio sumom

at+b i bta,

posiadaja te wspdlng wlasnodé, iz zadna z nich nie jest, ani mniejsza
od jednej z liczb zbioru (Z,), ani wigksza od jednej z liczb zbioru (Z,),
przeto na podstawie tw. 149 mamy

at+b=0b-+}a,

czyli dla zbioru (d4) tw. (12,G;) zachodzi. Pozostaje wige
tylko do udowodnienia, ze tw. (16, G,) zachodzi takze dla zbioru (4).
W tym celu uwazajmy znowu dwie jakiekolwiek liczby a 1 b
zbiorn (4). Gdyby jedna przynajmnicj z tych liczb rdwnala sig
modulowi dodawania {,, to na podstawie twierdzenia 1° réwnodé

a.b=b.a,

o ktérej uzasadnienie wlasnie chodzi bylaby rzeczywiscie spelniona.
Zakladamy tedy, ze zadna z rozwazanych liczb modulowi doda-
wania rédwna nie jest. W nastepstwie tego zalozenia i twierdzenia 3°
istnieje pewna liczba a’ réwna albo symetryczna liczbie «, ale
sprawdzajgca w kazdym razie nieréwnosd

a’ > G.

Z tegoz powodu istnieje takze pewna liczba o’ réwna lub sy-
metryezna liczbie b, leez sprawdzajaca w kazdym razie réwnosé

b > 5.

Opierajac sie na twierdzeniu 4° i definicyi liezb a’ i V', stwier-
dzamy, Ze zachodzi jedno z dwojga: albo iloczyny

ab, a't!, ba i ba,

sprawdzajy réwnosei

ab = a’'l/,
ba = b'a',
albo réwnogei
ab -+ a't’ = §,,

ba -} b'a’ = G°.
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W obu przypadkach réwnosé
a't' =ba
pociagalaby za sobs réwnogé
ab = ba. (8)

Whnosimy stad, Ze twierdzenie, o ktére nam chodzi, zostanie
uzasadnione w zupelnodci, jezeli tylko stwierdzimy, Ze réwno$é (8)
jest spelniona w przypadku szezegélnym, kiedy zachodzs nieréwnogei

a> &
> 4. ] &

Zalézmy wige, Ze te nieréwnosei rzeczywiscie zachodza i uwa-
zajmy zbiory liczb, ktéredmy wyzej oznaczyli przez (P)), (B,), (@,)
i (Q,). Opierajae sig¢ na nieréwnosciach (4) i na tw. 129 stwier-
dzimy z latwodeis, ze kaidy ze zbioréw (P,) i (¢,) obejmuje nie-
skoriczenie wiele liczb wigkszych od modulu dodawania ;. Oznaczmy
przez (P}) i (@) te zbiory liczb, w ktére przechodzg odpowiednio
zbiory (P;) i (¢,) po usunigein z nich wszystkich liczb mniejszych
od modulu dodawania.

Jezeli oznaczymy przez a;, &, f; i f, jakiekolwiek, byle do
zbiordw (P3), (Po), (@5) i (€o) nalezgce odpowiednio liczby, to opie-
rajgc si¢ na tw. 6° z latwoscig upewnimy sig, ze mamy

af = ab = a,f, (10)
oraz
fron =ba =By,
a ponlewaz
fion=afr; Prz = f,,

przeto mamy jeszcze
afy = ba = ayf,. (1)

Oznaczmy teraz przez (Z,) zbiér wszystkich liczb, z ktérych
kazda réwna sie iloczynowi jednej liezby zbioru (P;) i jednej liczby
zbioru (@), a przez (Z,) =zbiér wszystkich liczb, z ktéryeh kazda
réwna sig iloczynowi jednej liczby zbioru (P;) i jednej liczby
zbioru (Q,). Opierajac si¢ na éeistym izomorfizmie zbioru liezb (W)
i zbioru liczh rzeczywistych wymiernych stwierdzamy bez trudnosci,
%e zbiory (%) i (Z,) spelniaja w zupelnodci zalozenia tw. 14°. Stad

Arytmetyka teoretyczna. b4
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za wnosimy, uwzglednajac wlasciwg tresé zwigzkéw (10) 1 (11),
ze réwnoscé
ab = ba,

o ktéray jedynie jeszeze chodzilo jest rzeczywiscie spelniona.

Ostatecznie uzasadniliémy w zupelnodci twierdzenie podane
na eczele niniejszego paragrafu, a tem samem uzasadnilidmy i przy-
padek szezegdlny tego twierdzenia, polegajacy na tw. Il-giem para-
grafu poprzedzajgcego.

Z tw. I-go niniejszego paragrafu wynika bezposrednio twier-
dzenie nastgpujgce.

II. Gdybysmy = ulktadu twierdzen wyszczegdlnionych w § 169-tym
usuneli twierdzenia (12, Gy) @ (16, G,), to rzeczony uklad i po tej
2mianie nie przestalby stanowié ukladu wilasnodci charakterystycznych
typu liczb rzeczywistych.

§ 174. Paragraf ten poSwigeimy udowodnieniu tw. ITI-go.
Zeby rzeczone twierdzenie uzasadnié, nalezy tylko podaé prayktad
takiego zhioru liczb (N, 4P) Desarguesa, dla ktdérego nie zacho-
dzilyby ani postulat Archimedesa, ani twierdzenie, wyraZajace wla-
sno$é przemiennosei mnozenia. Przyklad, ktéry zamierzamy podad,
nie rézni sig zasadniczo od przykladu podanego przez samego Hil-
berta w dziele cytowanem wyzej kilkakrotnie, ale Zeby uzyskaé
wigkszg jasnosd, przedstawimy definicye zasadnicze, okredlajace
zbidr liczb, o ktére chodzi, w postaci odmiennej od tej, ktéra przyjal
by! Hilbert.

Oznaczmy przez (D) uklad umdw, na podstawie ktérych kazdej
dwdjce liezb calkowitych rzeczywistych odpowiada, w razie, kiedy
oznaczymy, ktéra mianowicie z liczb calkowitych, stanowigceych razem
jedng taks dwéjke, uwazana ma byé za pierwsza, a ktéra za drugs,
oznaczona liczba rzeczywista i zalézmy, Ze uklad uméw (D) ezyni
zado$¢ warunkom nastepujacym.

Jezeli oznaczymy przez a, liczbg rzeczywista, ktéra na pod-
stawie ukladu uméw (D) odpowiada ukladowi liezb catkowitych

i1k
w przypadku, kiedy liczbg i uwazamy za pierwszs, a liczbe k za
drugs, to w takim razie:
19 Istnieje pewna taka liczba calkowita p, iz nieréwnosé

(1) i<p



