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§ 170. 1. Twierdzenia grupy (G,) sa jedne od drugich i od
jedynego twierdzenia, nalezqeego do grupy (@), niezalezne.

Istotnie, przyjmijmy chwilowo, ze wyraz ,liezha® oznacza to,
czemu zwykle dajemy nazwe ,liczba calkowita hezwzgledna¥, ale,
zmieniajac znaczenie, jakie w zastosowaniu do dwdeh liezb calko-
witych bezwzglednyeh a i b ma réwnosé

) a=1,

uméwmy si¢, Ze ten uklad symboléw wyraza to, co wyrazamy
w symbolistyce zwyklej przez uklad symboldw

a=bh.

W takim razie twierdzenia (1,G4) 1 (8. Go) beda zachodzié,
ale twierdzenie (2, G,) oezywideie zachodzié nie bedzie. Zatem
twierdzenie to jest niezalezne od twierdzen (1, G4) i (3, Gy).

Zachowujac i nadal nadane dopiero co znaczenie wyrazowi
pliezba¥, przyjmijmy inng definicye réwnodei dwdeh liezb calko-
wityeh bezwzglednych: umdéwmy sig, ze réwnosé (1) wyraza to,
co w zwyklej terminologii wyrazamy przez zdanie nastepujace:
Liczby a i b sa albo réwne pomiedzy soba, albo wigksza z tych
liezb rézni si¢ od drugiej o jednodé. W takim razie twierdzenia
(1, &y) 1 (2, G,) bedy oczywiseie zachodzi¢, ale twierdzenie (3, Gy)
zachodzi¢ nie bedzie, skad wynika, Ze ono jest od twierdzen (1,G)
i (2,@,) niezalezne.

Ostateeznie uzasadniliSmy w zupelnosei twierdzenie, o ktdre
chodzilo. -

Uwaga. W pierwszej chwili moze sig wydaé, Ze twierdzenie
(1, G,) jest nastepstwem logicznem twierdzen (2, Gy) 1 (3,G,), a to
na podstawie rozumowania nastepujacego: Oznaczmy przez a jaka-
kolwiek liczbe, a przez b taky liczbe, Zeby zachodzil zwigzek

(2) a=10.
Ze wzgledu na tw. (2, G,) réwnosé (2) poeigga za sobg réwnosé
(3) b=a,

a na podstawie tw. (3,G,) réwnosei (2) i (3) pociagaja za sobg
réwnosé

a=a,
skad wynika, ze twierdzenie (1, @) jest rzeczywidcie nastgpstwem
twierdzen (2,6G,) 1 (3, G,).
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Otéz w tem rozumowaniu przyjeto milezgco. iz zachodzi
twierdzenie nastgpujace: Jakqkolwick liczbe oznaczylibysmy przez a,
zawsze istnieje jedna preynajmniej taka liezba, Zeby zachodzit zwig-
zek (2). Zatem powyZsze rozumowanie nie jest poprawne;
spostrzegamy nudto, Ze twierdzenie (1, @;), albo jakiekolwiek inne
twierdzenie, wykluezajace praypadek, w ktérymby zZadnej liczbie
nie odpowiadala liezba jej vowna, stanowi konieeczny warunek,
azeby twierdzenia (2,G,) i (3. G,) nie byvly pozbawione tredei.

Spostrzegamy z latwoseia, Ze zachodzi twierdzenie nastepujace:

IL. Jedyne twierdzenie, nalezqee do grupy (Gy), czyli twier-
dzenie (4, Gy), jest miezalezne od twierdzen grup (G,) i (G,). a kade
2 twierdzel grupy (Gy) jest niczaledne od twierdzen pozostalych teje
grupy ¢ grup (Gy), (Gy) © (Gy).

Przechodzimy teraz do twierdzenia nastgpujacego:

111, Kadde twierdzenie grupy (Gy) jest niczaletne od twierdzen
pozostatych w tejze grupie i twierdzenie grup (G,), (Gy) (Gg) @ (Gy).

Zeby twierdzenie to uzasadnié, nalezy wziaé pod uwage ko-
lejno kazde z twierdzen

(71 Gﬁ): (8: Ga}e (Haaﬁ) i (10' Gﬁ)}

ktére razem stanowia grupe (Gs).

Przyjmijmy, #e wyraz ,liczba® oznacza to, co zwykle nazy-
wamy liezba ulamkowa bezwzgledna® z ta jedyna odmiana, Ze
zamiast zwyklej definicyi dodawania liezb wlamkowych zostala
prayjeta definicya inna. Najpierw okreslmy dodawanie w sposéb
nastgpujgey: Wynikiem dodania do oznaczonej liczby ulamkowej

R3 | 8

drugiej liezby ulamkowej

jest, z wylagczeniem kazdej innej, ta liczha ulamkowa

u
;:

ktérej licznik » i mianownik v sa liczbami calkowitemi o war-
todciach nastepujgeych

wu=m.p'—+m'.p

v=p.p.
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W takim razie zachodzié bedy wszystkie twierdzenia grup
(GI’)J (k = 1.‘ 21 3: 4: 5)

préez tylko twierdzenia (7, Gg). Zatem twierdzenie to jest nieza-
lezne od wszystkich innych twierdzen pigeiu pierwszych z grup (@,).

Zamiast powyzszej definicyl dodawania liezb ulamkowych
przyjmijmy leraz definicye nastgpujges:

Wynikiem dodania do oznaczonej liczby ulamkowej = jakiej-
P

kolwiek drugiej liczby ulamkowej 2%- jest kazda liczba wlamkowa

réwna liezbie ulamkowe]
m - m'

p+p

Po przyjeciu tej definicyi jedyne z twierdzen, nalezacych do
piecin pierwszych z grup (G4), ktére zachodzié nie hedzie, jest
oczywiseie tw. (8, G;), skad wynika, Ze to twierdzenie jest nieza-
lezne od wszystkich innych twierdzexi pigeiu pierwszych z grup (@,).

zeby dowiesé, iz kaide =z twierdzen (9, G;) i (10,G;) nieza-
lezne jest od wszystkich innych twierdzen, nalezgeych do pigein
pierwszych z grup (G,), nalezy tylko zwazyé, iz moglibysmy zwykls
definicye mmozenia liczb ulamkowyeh przyjaé za definicye doda-
wania, a na mnozenie przyjaé raz jedng, drugi raz drugy z tych
definicyi, ktére dopiero co przyjmowalismy kolejno za definicye
dodawania liczb ulamkowyeh. Postepujac w taki sposéb, urzeczy-
wistniliby$my kolejno przypadki, w ktérych zachodzilyby wszystkie
twierdzenia grup (G,), (k= 1.2 3,4), ale jedno tylko z twier-
dzen (9,G;) i (10, Gy), a o to tylko jeszeze chodzilo.

IV. Kazde twierdzenie grupy (G,) jest niezaleine od wnnych
twierdzen tejée grupy i od twierdzen grup

(Gk): (k — 11 2: 3: 4} b)‘

Przystepujac do uzasadnienia tego twierdzenia, oznaczmy
przez f(z,y) i @ (x,y) dwie jakiekolwiek funkcye zmiennych rze-
czywistych « i y, byle takie, Zeby kazdemu ukladowi wartosci na
te zmienne odpowiadala dokladnie jedna wartodé funkeyi f (=, )
i jedna wartosé funkeyi @ (z,y). Jezeli tedy, zmieniajac zwykla
terminologi¢ teoryi liczb rzeczywistych, umdéwimy sie, zZe funkeya
S (%, y) przedstawia wynik dodania liczby y do liezby @, a funkeya
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@ (z,y) iloczyn, w ktérym mnozna i mnoznik réwnajg sie odpowie-
dnio liezbom 2 i y, to wsaystkie twierdzenia pigciu pierwszych
grup (@G,) oczywiscie zachodzid beds, byleby$my przez wyraz
pliczba® rozumieli to, co oznaczalby wyraz ,liczba rzecaywista®
wedlug przyjetej dopiero co umowy. Zatem, Zeby uzasadnié twier-
dzenie, o ktére chodzi, nalezy tylko dowiedd, ze funkeye f(x. y)
i ¢ (@, y) moga byé tak dobrane, izby précz jednej dowolnie naprzéd
wskazanej réwnosei z ukladu pastepujacego

J(af© )=/ (f(ab)c)

Flab)=rb a l
9 (@7 (B, ) =7 (9 (2, ), ¢ (a,9), (1)
9 (f (6,0 0) =7 (0 6, ), 9 (c, ), [
P (a: P (L" c)) =@ (90 (@, b): C)a

wszystkie inne z tych réwnodei zachodzily, jakiekolwiek liczby
rzeczywiste oznaczyliby$my przez a, b i c.
Otdz, jezeli za definicye funkeyi f(x,y) 1 @ (x,y) przyjmiemy

réwnania
J@y)=a.(z+y)
¢@y)=z.y"),

gdzie @ oznacza liczbg rzeczywista, dowolnie wybrana, byle nie

réwng ani zeru, ani jednosei (np. @=2), to préez pierwszej z rd-

wnosei (1) wszystkie inne zachodzié beds toZzsamogeiowo.
Okre$lmy teraz funkeye f(2.y) réwnaniem

fay) =1y,
a funkeye @ (z,y), jak wyzej, a wige réwnaniem
py)==2.y

W takim razie druga réwnosé ukladu (1) nie bgdzie zachodzié
tozsamosceiowo, ale wszystkie réwnogei pozostale stang sig toZsamo-
sciami.

Jezeli okreslimy funkeye f(z,y) i @ (2.y) réwnosciami

Sy ==2+y

(@ y) ==,
to jedyna réwno$é ukladu (1), ktéra toZsamoscig nie bedzie, bedzie
réwnoéé trzecia.

1) Wyrazenie « (z--y) i @.y maja tu oczywicie zwykle znaczenie.
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Gdybysmy za$, zachowujac powyzsze okreslenie funkeyi / (x. ),
okredlili funkeye ¢ (@, ) przez réwnanie

P (x, y) =1y,

to jedyna réwnoscig ukladu (1), toZsamoscig nie bedges, bylaby
réwnosé 4-ta.

Zeby nareszcie przekonaé sie, ze funkeye f(2,¢) i @ (2,7) tak
mogg byé okreslone, zeby jedvng réwnoseig ukladu (1), tozsamo-
deiowo nie zachodzgca, byla réwnosé b-ta, wystarezy okreslié funkeye
S (@ y) i @(xy) przez réwnosei nastgpujyce:

f(.’!:, ?/) =0,
P (@y) =y

Ostatecznie uzasadniliémy w zupelnosei twierdzenie, o ktdre
chodzilo.

V. Jedyne twierdzenie, nalezace do grupy (Gy), jest niczalene
od twierdzen grup.
(1) (Gy), (k=1,2,3,40,6)

Twierdzenie to wynika bezpodrednio z uwagi nastepujacej:
jezeli przez wyrazenie ,liczba® rozumieé hedziemy to samo, co przez
wyrazenie ,kwaternion, to twierdzenie (16, G;) zachodzié nie be-
dzie, ale wszystkie fwierdzenia nalezace do grup (1), beda stuszne.

VI. Twierdzenie (17, Gg) jest niezaledne od drugiego twierdzenia
grupy (Gyg), ceyli twierdzenia (18, Gy) i od twierdzen grup

(1) (Gl‘):' (k — 17 2! 3: 4‘! 5) 61 7)

a twierdzenie (18, Gg) jest nastepstwem twierdzenia (17, Gy) i pewnych
twierdzen grup (1), a mianowicie twierdzeh

(2) (l: Gl): (21 GE)J (31 Gs): (E’) Gd-)l (?a GS)! (8: GE) 1 (111 Gﬁ)'

To, Ze twierdzenie (17,Gg) jest niezalezne od tw. (18, Gg)
i od twierdzen grup (1), wynika bezposrednio z uwagi, ze jezeli
przez wyraz pliczba“ rozumieé bedziemy rzeez, ktérs zwykle na-
zywamy ,liczby bezwzgledna¥, to twierdzenie (17, Gy) zachodzié nie
bedzie, a twierdzenie (18, ) i wszystkie twierdzenia grup (1) beda
sluszne.

Pozostaje do udowodnienia, ze twierdzenie (18, Gy) jest na-
stgpstwem twierdzenia (17, Gy) i twierdzed (2).
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Ot6z na podstawie twierdzenia (17,;) odpowiada kazdej liezbie a
pewna liczba w, sprawdzajaca réwnanie

a+u=a, (3)
a kazdej liczbie b pewna liczba v, sprawdzajaca rdwnanie
v-b="b (4)

Opierajac sig ponownie na twierdzeniu (17,G) stwierdzamy
istnienie takich liezb o’ i ', ktére sprawdzaja odpowiednio réwna-

nia nastepujace:
a=a- ()
b=u-|-V. (6)
Ze wzgledu na (5), réwnanie (3) przyjmuje postad nastepujgca:
(@) +fu=d+v,
a na podstawie twierdzenia (11, @;) uzyskane réwnanie réwnowazne
jest nastepujgcemu:
a~+vtuy=a-4. (7)

Ale z jednej strony, na podstawie twierdzenia (17, G;) istnieje
jedna tylko wartosé¢ na z, przy ktérej mamy

o+ z=a-+|v,
a z drugiej strony réwnanie to zachodzié bedzie zaréwno przy

wartosei
z=uv.

na , jak i (ze wzgledu na (7)) przy wartosei
r=v-u
v=v-}u. (8)

Zwazmy teraz, e, ze wzgledu (6), z réwnania (4) wynika ré-

wnosé
v (u-0)=u-+¥,
ktéra na podstawie twierdzenia (11,G;) réwnowazna jest nastgpujace]:
(+u) b0 =u-0. 9) "
Poniewaz za$, ze wzgledu na twierdzenie (17, Giy), istnieje do-
kladnie jedna wartoé na 2, przy ktérej mamy

s V=u¥, (10)

Arytmetyka teoretyczna. 59

Mamy wige



— 818 —

poniewaz z drugiej strony z réwnania (9) wynika, Ze réwnanie (10)
zachodzi nie tylko przy

& =u,
ale i przy
z2=0v-|u,
przeto mamy
(11) w=v-u.
Z réwnodei (8) i (11) wynika réwnosé
(12) u=".

Poniewaz udowodnilidmy. Ze réwnodé (12) zachodzi bez wzgledu
na wartodci liczb a i b, poniewaz z drugiej strony wartosé liczby
zalezeé moze jedynie od wartodei liezby a, a wartodé liezby » —
jedynie od wartodei liezby b, przeto wspdlna wartosé liczb w i v
nie zalezy od Zadnej z liczb a i b i réwna si¢ pewnej liczbie stalej u.
Innemi slowy: istnieje pewna taka liczba w, iz réwnanie

r=pu

réwnowazne jest kazdemu z réwnan
at+z=a
z+a=a.

Zatem twierdzenie (18, Gy) jest rzeczywideie nastgpstwem twier-
dzenia (17,G;) i twierdzen (2), a o to tylko jeszeze chodzilo.

Uwaga. Przy rozwijaniu dowodu poprzedzajacego powoly-
walidmy sig wyraznie tylko na twierdzenie (17, Gg) 1 na twierdzenie
(11, G) 2z posrdd twierdzen (2). Uezyniliémy to tylko w tym celu
zeby zbytecznie dowodu nie obeigzaé, ale czytelnik z latwosceig
stwierdzi, co nastepuje:

1°. W rzeczywistodei opieraliémy sig przy powyizszym dowo-
dzie na kazdem z twierdzen (2).

20, Przy tym dowodzie opieraliémy sig, jak tego wymagala
poprawnosé dowodu, wylgcznie na twierdzeniu (17,G5) i na
twierdzeniach (2).

VIL Twierdzenie (19,G,) jest niezaleine od drugiego twierdze-
nia (20, Gy), grupy (Gy) i od twierdzen grup

(1) (@), (k=1,2,3,4,5,6,1,8)
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twierdzenie 2as (20, Gy) jest nastepstwem twierdzenia (19, Gy) i twierdzen
(18, Gy), (15,Gy), (14,Gy) i (18,Gy), (2)

oraz twierdzen grup
(@) (k=1,2,3,4,5) (3)

O tem, e twierdzenie (19, Gg) jest niezalezne od twierdzenia
(20,G,) i od twierdzen (1) przekonywamy si¢ z najwieksza latwo-
fcig, zwazywszy, Ze twierdzenie (20,G,) i twierdzenia (1) rzeczy-
wideie zachodzié beda, a twierdzenie (19,G,) zachodzié nie hedzie,
jezeli pod wyrazem ,liczba“ rozumie¢ bedziemy to, co oznaczamy
zwykle przez wyrazenie ,liczba rzeczywista calkowita®.

fdeby zad dowiesd, iz twierdzenie (20,G,) jest nastgpstwem
twierdzenia (19, Gy) oraz twierdzen (2) i (3), przedstawimy rozumo-
wanie bardzo zblizone do tego, ktére posluzylo nam do vuzasadnienia
drugiej ezedei tw. VI-go, ale najpierw udowodnimy twierdzenie
przygotowaweze nastgpujgce:

A) Jekeli jeden przynajmniej z czynnikéw iloczynw dwdch liczh
réwna sig modulowi dodawania p, to sam iloczyn réwna si¢ takze
modutowi dodawania wu?).

Istotnie, oznaczmy przez a i b dwie jakiekolwiek liezby

i przyjmijmy

p=a.b
A )
p'=b.a
=upn.a.
Na podstawie twierdzen (13,Gg) i (14,6;) mamy
PY+e¢=0+4.a,

a poniewaz z definicyi modulu dodawania wynika bezpoérednio, ze
mamy

b+pu=0b,
przeto, z réwnosdei (4) i (b), mamy

ptg=p

=gt

1) Wprowadzajae modul dodawania, powolujemy sig tem samem na tw,
(18, G,), ktére nie zostalo wymienione pofréd twierdzen (T'), z ktérych mamy wy-
prowadzié tw. (20, G,). Poniewas jednak twierdzenie to (ze wegledu na tw, VI
nalezy do nastgpstw twierdzen (7), przeto mamy prawo opieraé sie na niem,

ba¥
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Uwzglgdniajac powtérnie definicyg modulun dodawania, wno-

simy z tych réwnosel, ze mamy
g=q = u,

Réwnodei te wyrazajg wladnie twierdzenie pomocnicze, ktdre
cheieliSmy uzasadnié.

Na podstawie twierdzenia (19, Gy) odpowiadaé beds dowolnie
przyjetym, byle od modulu dodawania odmiennym liezbom a i b
odpowiednio pewne takie liczby i #, ktére sprawdzaé beds rd-
wnania

(6)

a.fi—=n
?}.b:b.

Ze wzgledu na twierdzenie pomocnicze 4 1 na to, Ze kazda
z liczb @ i b jest od modulu dodawania odmienna, Zadna z liczb
£ i o nie moZze rownaé si¢ modulowi dodawania. Zatem na pod-
stawie twierdzenia (19, G,), istnieé bedy dwie takie liczby o' i ¥,
zebysmy mieli

() | 1=a.q

Poniewaz za§ mamy
akEn
b==u,

przeto, ze wzgledu na twierdzenie pomocnicze 4, mieé bedziemy

{ a = p

(8

(9) i

Opierajae si¢ na twierdzeniu (15, G;), wyprowadzamy latwo
z réwnodei (6) i (7) rownosei nastgpujace:

al.in. =9 . f=a.L=a
(10) { v el F=n(L B =1:b=1b;

Z réwnosei (7) i (10) wyplywaja wnioski nastepujace:
10, Liczba x sprawdzaé bedzie réwnosé

(1) a.o=a,
jezeli tylko przyjmiemy na nig wartoéé réwng ktérejkolwiek z liczb
7 i n.L
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20, Liczba y sprawdzaé bedzie réwnanie
y.b=b. (12)
jezeli tylko przyjmiemy na nig wartodé réwng ktdrejkolwiek z liezb

£ 3 gk,

Zwakywszy, i4, ze wagledu na nieréwnofci (9), z twierdzenia
(19,6G,) wynika, ze istnieje jedna tylko wartoéé, przy ktdrej «
sprawdza rdwnanie (11) i jedna tylko wartoéé, przy ktdrej y spraw-
dza réwnosdé (12), wnosimy natychmiast z obu uwag, uczynionych
dopiero co, ze mamy

n=n.8

E=n.¢,
skad

[=n. (13)

Poniewaz z réwnad (6). okreélajacych liczby { i #, wynika,
e liczba { zalezeé moze tylko od liczby a, a liczba 5 — tylko od
liczby b, przeto w nastepstwie réwnosei (13) wspdlna wartosé liezb §
i 7 jest w rzeczywistodei niezalezna od liezb @ i b 1 réwna sig pe-
wnej liczbie stalej m. Zatem. Zeby ktérakolwiek z réwnosci

a.x=a (14)

lub
z.a=a (15)

zachodzila bez wzgledu na wartodd liezby a, koniecznem jest, Ze-

by$my mieli
T =m. (16)

Warunek ten wystarcza: jezeli bowiem liczba « jest od mo-
dulu dodawania odmienna, to na podstawie uzyskanych juz wyni-
kéw, réwnodé (16) pocigga za soby kazdg z réwnosei (14) i (15}
jezeli za$ liczba a réwna si¢ modulowi dodawania, to ze wzgledu
na twierdzenie przygotowawcze A kazda z réwnosei (14) i (15) za-
chodzi przy kazdej, a wige i przy wartodci réwnej m liezby z.

Ostatecznie dowiedli$my, ze twierdzenie (20, G,) rzeczywideie
nalezy do nastgpstw twierdzenia (19, Gy).oraz twierdzen (2) i (3),
a to tylko pozostawalo jeszeze do udowodnienia.

VIII. Dwa ostatnie twierdzenia grupy (G,,) naleza do nastepstw
logicznych trzech twierdzen pozostalych oraz twierdzen grup (Gy), (Gy)
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i (Gy). Natomiast kazde z trzech pierwszych twierdzen grupy (Gy),
a wiec kazde z twierdzen

(l) (211 Glu)! (223 GIU) i (233 Glﬂ)
Jjest miezalezne od dwdch pozostatych i od twierdzen grup
(@) (6. (k=1,2,3,4,5,6,7,8,9)

Ta okolicznodé, Ze dwa ostatnie twierdzenia grupy (Gy,), a wiee
twierdzenia (24, Gy,) i1 (2D, Gyy) nalezn do koniecznych nastgpstw
twierdzen (1) i twierdzen grup (G,) i(@,) jest tylko szczegélnym
przypadkiem uwagi, uzasadnionej juz na str. 14. Zatem pozostaje
tylko do udowodnienia, e kazde z twierdzen (1) jest niezalezne
od dwéeh pozostalyeh i od twierdzen grup (1). W tym celu uméwmy
sig, ze wyraz yliczba® oznaczaé ma to, co zwykle nazywamy ,liczha
rzeczywista® z ta tylko odmiang, Ze kazdemu ze zdai symboli-
cznych
(3) a<<b
i

(4) a>b,

gdzie @ i b oznaczaja dwie liezby rzeczywiste, nadane zostanie od-
mienne od zwyklego znaczenie.

Najpierw umdéwmy sie, ze zwigzki (3) i (4) wyrazaja to, co
przy zwyklem znaczeniu symboléw wyrazalyby odpowiednio zwigzki

a<b i a=b.

W takim razie wszystkie twierdzenia grup (2) zachodzilyby,
a nadto zachodzilyby jeszeze twierdzenia (22, G,) 1 (23, G,); na-
tomiast twierdzenie (21,(,) oczywiscie nie zachodziloby, gdyz
zwigzki (3) 1 (4) niekoniecznie wykluezalyby sie wzajemnie.

Zatem twierdzenie (21,G,) jest niezalezne od dwdeh pozosta-
lych z posrdd twierdzer (1) i od twierdzen grup (2).

Nadajmy teraz inne znaczenie zwigzkom (3) i (4); uméwmy
sig, Ze zwiazek (3) wyraza, iz riznica

b—a

réwna sig liczbie wymiernej, ktdra w zwyklem znaczeniu jest od
zera wigksza, uméwmy si¢ nadto, Ze zwiazek (4) wyraza, %e nie
zachodzi ani zwigzek (3), ani zwigzek

a=~"b.
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Przy takiem pojmowaniu zwiazkéw (3)i(4) twierdzenie (22,G4,)
oczywidcie zachodzié nie bedzie, ale twierdzenia (21, Gyp) 1 (28, Gyy)
zachodzié beds, zaréwno jak i wszystkie twierdzenia grup (2). Za-
tem twierdzenie (22,@d,,) jest niezalezne od twierdzes (21, Gyy),
(22, o) i od wsaystkich twierdzeh grup (2) '

Przyjmijmy nareszcie umowe nastepujaea: jezeli wartodé bez-
wzgledna réinicy

b—a

jest w zwyklem znaczeniu od jednodei mniejsza, to zwigzki zacho-
wujg zwykle znaczenie, jezeli za$ ta okolicznoéé nie zachodzi, to
zwigzek (3) wyraZza to, co zwyczajnie wyrazamy przez zwiazek (4),
a zwigzek (4) — to, co zwyezajnie wyrazamy przez zwiszek (3).

Po prayjeciu tej umowy twierdzenia (21, G,,) i (22, Gy,) oraz
wszystkie twierdzenia grup (2) bedg zachodzié, ale twierdzenie (23,Gy,)
zachodzié nie bedzie. Stad wynika, Ze twierdzenie to jest niezalezne
od dwéch pozostalych twierdzen (1) i od twierdzen grup (2).

Ostatecznie uzasadniliémy w zupelnosdei twierdzenie, o ktére
chodzilo.

IX. Kaide z obu twierdzen grupy (G,,) jest niezalezne od dru-
giego i od wszysthich twierdzen grup

(G). (k=1,23,4,56,7,89,10) (1)

Istotnie. uméwmy sig, Ze wyraz ,liczba“ oznacza to, co zwykle
zowiemy ,liczba zespolong pospolita®. Przyjmijmy najpierw do po-
réwnywania ilodciowego liezh zespolonych nieréwnyceh regule, przy-
toczong na str. 707. W takim razie zachodzié bedzie twierdzenie
(26, G4,) i wszystkie twierdzenia grup (1), ale twierdzenie (27, G,)
zachodzié nie bedzie, zatem twierdzenie to jest niezalezne od
twierdzenia (26, G(,) i od twierdzen grup (1). Uméwmy sie teraz,
e poréwnywanie ilosciowe nieréwnych pomiedzy soba liczb zespolo-
nych pospolitych ma byé wykonywane w sposéh nastepujacy: jezeli
moduly dwéch liezb zespolonyeh nie sa pomigdzy soba réwne, to
za mniejszg ma byé uwazana ta, ktérej modul jest mniejszy, jezeli
za$ moduly dwéch nieréwnych sobie liczb sy pomigdzy sobg rowne,
to za mniejsza uwazana ma byé ta, ktérej odpowiada mpiejsza, od
‘zera nie mniejsza, a od 27 mniejsza warto$é argumentu. PoniewaZ
w razie réwnosei moduldw nierdwnyeh pomigdzy soba liczb zespolo-
nych wspdlna warto$é moduldw z koniecznodei jest od zera wigksza,
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przeto nawet kiedy chodzi o pordwnywanie ilosciowe dwéeh nierd-
wnych pomiedzy sobg liczb zespolonych o modulach réwnyeh pomig-
dzy soba, regula powyzsza nie daje powodu do Zadnej dwuznacznosei
wyniku. Z drugiej strony z latwodcig stwierdzamy, Ze po przy-
jeciu tej reguly twierdzenie (27, Gy,) i wsazystkie twierdzenia grap (1)
beda zachodzié, a twierdzenie (26, (,,) zachodzié nie bedzie. Zatem
twierdzenie to jest niezaleZzne od twierdzenia (27,@,,) i od twier-
dzen grup (1), a to pozostawalo tylko do udowodnienia.

X. Twierdzenie (28, G,) jest niezaleine od wszystlich twier-
dzeh grup
1) (@) (k=1,2,8,..11)

a twierdzenie (29, Gy) — od twierdzen tychze grup i od twierdzenia
(28, Gho).

Zeby dowiesé, iz twierdzenie (29,(G,;) jest niezaleine od
wszystkich innych twierdzen podanych w § 169-tym, nalezy tylko
zwakyé, ze jezeli pod wyrazem ,liczba“ rozumieé¢ bedziemy rzecz,
ktéra oznaczamy zwykle przez wyrazenie ,liczba rzeczywista wy-
mierna*, to wszystkie fwierdzenia § 169-go préez tylko twier-
dzenia (28, Gyy) bedy zachodzié. Mniej latwo jest uzasadnié, jak to
uczynil po raz pierwszy Hilbert?), Ze twierdzenie (28, G4,) jest nie-
zalezne od wszystkich twierdzeri grup (1). Przedmiotowi temu po-
fwigcimy paragraf nastepujacy.

§ 171. Zeby udowodnié, ze twierdzenie (28, Gy,) jest nieza-
lezne od kompleksu twierdzen nalezgeych do grup

(1) (@), (k=1,2,3,..11),

nalezy tylko okreslié taki zbiér liczb (N, 4). Zeby w razie, kiedy
pod wyrazem ,liczba“ rozumieé bedziemy element zbioru (N, 4),
wszystkie twierdzenia grup (1) zachodzily, a twierdzenie (28, Gy5)—
nie zachodzilo. Zbiér liczb czynigey zado$é tym warunkom zostal
utworzony przez Hilberta, ale, zeby uzyskad wigkszy stopieni jasnosei,
skorzystamy tylko z idei zasadniczej tego autora, a od jego wy-
kladu pozwolimy sobie odstgpid.

Oznaczmy przez(Z) zbiér wszystkich rzeczy, z ktérych kazda a
okreslona byé moze jako stanowigca sama nieskoniezony zbiér ({)
oznaczonych liczb rzeczywistych, odpowiadajgeyeh w pewien sposéb

Y) Hilbert, Grandlagen der Goomotrie. Leipsig, 1909, p. 31,
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liczbom catkowitym rzeezywistym, a mianowicie w taki, Zeby spel-
nione byly warunki nastgpujace:
1°. Kazdej liczbie calkowitej m odpowiada dowolnie oznaczonej
wartodei liezba rzeczywista, stanowigca ten element a, zbioru (&),
ktéry (element) odpowiada liczbie calkowitej m. Elementowi a,,
zbioru (§) nadamy nazwg¢ wyrazu rzedu m tego elementu a
zbioru (Z), ktérym jest zbiér ().
2°. Kazdemu elementowi a zbioru (Z) odpowiada jedna przy-
najmniej taka liczba calkowita p, ujemna, zerowa lub dodatnia,
zeby nieréwnosd
m-<_p
pociagala za soba réwnoéé
a, =0,

gdzie oznaczyliSmy przez a,, jak przed chwila, wyraz rzedu m
elementu @ zbioru (Z).
Zatem, skoro pewien nieskoriczony zbidr (L) liczb rzeeczywi-
stych spelnia powyzsze dwa warunki, to on stanowi element zhioru ().
Oznaczmy przez @ i b dwa elementy zbioru (Z), przez a,
wyraz m-ego rzedu elementu a, a przez b, wyraz p-ego rzedu ele-
mentu 5. W razie nieréwnosei

m<p

orzekamy. ze wyraz a, elementu a jest nizszego rzedu od wy-
razu b, elementu 0; jezeli zad zachodzi nieréwnosé

m > p.

to wéwezas orzekamy, ze wyraz a, elementu a jest wyzszego
rzgdu od wyrazu b, elementu b; jeZeli nareszeie zachodzi réwnosé

n=np,

to powiadamy, ze a,, i b, sg réwnorzednymi wyrazami elementéw a i b.
Uwazajmy dwa wyrazy a,ia, tegosamego elementu @ zbioru (Z).
Zeby wyrazié, iz zachodzi nieréwnosé

m < p,

orzekamy, ze element a, jest nizszego rzedu niz element a,; to
samo wyrazamy jeszcze, orzekajgce, Ze element a, wyZszego jest
rzgdu niz element a,.
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Zbiorowi (Z) nadajemy charakter zbioru liczh, przyjmujae
umowy nastgpujace:

19, Rdwnosé dwdch elementéw zbioru (Z) wyraza, %e réwnorzedne
wyrazy tych eclementdw sa réwne pomiedzy soba.

20, Jeseli oznaczymy ogdlnie przez a, i b, wyrazy riedu m
dwdch elementéw a i b zbioru (Z), to nieréwnosé

a<b
i réwnowaina jej mnierdwnosé
h>a
wyrazaja, 14 istwieje pewna taka liczba catkowita p, Zeby$my mieli
a, < b,
@ zeby nadto nierdwnodé
m < p
pociggata za soba rdwnosé
a,, = ?Jﬂl -

Uwaga. Poniewaz w kazdym elemencie zbioru (Z) wyrazy
dostatecznie nizkiego rzedu réwnajg sie zeru, przeto na podstawie
definicyi poprzedzajicej dwa nierdwne pomiedzy soba elementy e
i ¢ zbioru (Z) zawsze sprawdzaé¢ beda jeden ze zwigzkéw

e<leé lub e>¢

z wykluezeniem drugiego.

30, Wynikiem dodania do oznaczonego elementu a zbioru (Z4)
drugiego elementu b tegod zbioruw mnazywamy ten element ¢ rozwatanego
zbioru, ktdrego kazdy wyraz réwna si¢ sumie réwnorzednych wyrazéw
elementéw a i b.

40, Tloczynem oznaczonego, 2a mnogng przyjetego, elementu a
2bioru (Z) przez drugi, za mnoinik przyjety element b tegoz zbioru
nazywamy ten element ¢ zbioru (Z), kidry rwyenaczamy w sposéb na-
stepujacy : oznaczywszy ogdlnie przez a,, b; t ¢, odpowiednio wyrazy
rzeddw t, j oraz m w elementach a, b i c, przyjmujemy

U
(l) Cm :2‘ a; bm—l

f=—p.

gdzie oznaczyliémy przez p, i q, liczby catkowite i dodatnie, odpo-
wiadajace liczbie callowitej m 1w taki sposdb, zeby w razie jakiego-
kolwiek zwigkszenia ktorejkolwiek z nich albo i obu, do sumy (1) przy-
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bywaty tylko skladniki réwne zeru i ta swma nie ulegata zatem sadnej
zmianie wartosei.
Uwaga. Poniewas istniejs takie dwie liczby calkowite p i g,
ze nieréwnogei
i<p oraz j<gq

pociggajs za soba odpowiednio nieréwnosei
;=0 i Bh=0,

przeto dostatecznem bedzie przyjaé na p, i ¢, wartodei jakiekol-
wiek, byle czynigee zadoéé nierdwnodeiom

— P <Py M— . <q,

zeby wartodei te sprawdzaly warunki powyiszej definieyi; poniewasz
z drugiej strony w przypadku nieréwnosei

mptq (2)

zachodzié bedzie przynajmniej jedna z nieréwnosei

i<<p lub m—i<gq,

jakakolwiek wartos¢ mialby wskaznik i. poniewaz wiee w razie
nieréwnosei (2) mamy
il =05

bez wzgledu na wartosé wskaznika i, poniewaz zatem nieréwnoscé (2)

pocigga za soby réwnosé
CL=10y

przeto powyzsza definicya mnozenia elementéw zbioru (Z) okresla,
jak byé powinno, iloezyn dwdch elementéw zbioru (Z), jako ozna-
czony element tegoz zbiorn. Zbidr liezh, ktérym staje si¢ zbidr (Z)
na podstawie powyzszych definicyi, oznaczaé hedziemy przez sym-
bol (NA4).

Crytelnik sprawdzi z latwodeia, Ze jezeli po prayjeeiu wszyst-
kich powyzszych definicyi rozumieé bedziemy pod wyrazem ,liczba“
liczbe zbioru (NA), to wszystkie te twierdzenia § 169-go, ktére
podali§my w grapach I, I, IIT i IV rzeczywiscie zachodzid beda,
(Z tego wynika w szezegdlnosel, e rzeczone definicye czynig za-
do$é¢ ogélnym zasadom rozdzialéw II-go i V-go). Chodzi tylko
jeszeze o udowodnienie, ze twierdzenie (28, Gy;) nie zachodzi. W tym
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celu oznaezmy przez a taky licshg zbioru (NA), zeby w elemencie
tym wyraz rzedu ’

réwnal si¢ jednodei, a kazdy inny zeru; oznaczmy nadto przez b
te liezbg zbioru (NA), w ktérej wyraz rzedu zerowego réwna sig
jednodei, a kazdy inny zeru.

Poniewaz modul dodawania g liczb zbiorn (NA) réwna sie
oczywiseie elementowi, ktérego wszystkie wyrazy rdwnajg sie zeru,
przeto mamy

b>u.

Z drugiej strony suma » skladnikéw réwnych elementowi b
oczywiscie réwna si¢ temu elementowi ™ zbioru (NA), ktdrego
wyraz rzedu zerowego réwna sig liczbie #, a kazdy inny — zeru.
Mamy wige

a > Srﬂ.)
bez wzgledu na wartodé liezby calkowitej i dodatniej n. Zatem dla
liczb zbioru (NA) postulat Arehimedesa nie zachodzi.

Ostatecznie stwierdziliSmy, ze twierdzenie (28, ;,) jest nieza-
lezne od twierdzen nalezgeych do grup

(Gh). (k=1,2,38,...11)
a to tylko pozostawalo jeszecze do udowodnienia, zeby juz w zu-
pelnosei uzasadnié tw. X-te § 170-go.

Obecnie wszystkie twierdzenia wyslowione w § 170-tym, sg
uzasadnione w zupelnodci, a z twierdzen tych i uwag kodcowych
§ 169-go wynika, zedmy uezynili zadosé¢ w zupelnodei zasadzie po-
danej pod D) w § 168-mym.

§ 172. Uklad (U) wszystkich twierdzen wyslowionych w §169
prowadzi do calego szeregu zagadnien z zakresn zwigzkow logi-
cznych, ktére pomiedzy temi twierdzeniami byé moie zachodzg-

Niektére z tych zagadnien rozwigzaliSmy przez to samo, zesmy
uzasadnili twierdzenia wyslowione w § 170 tym, ale moglibyémy
postawié sobie bardzo wiele innych zagadnien z tegoz zakresu.

Na podstawie twierdzen § 170-go moZemy bezposrednio odpo-
wiedzieé¢ na kazde pytanie typu nastgpujacego: czy oznaczone twier-
dzenie (1) ukiadu (U) jest niezalezne od innych twierdzen tej grupy (G,),
do ktdrej ono nalezy, oraz od twierdzen, kidre naleta do grup (@),
poprzedzajacych grupe (G,) w ciagu

(G1)- (Gs), (Gy);e- (Gha)?
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Natomiast twierdzenia § 170-go nie sy wystarczajace, azeby
odpowiedzieé na kazde pytanie typu nastepujacego: czy w pray-
padku, kiedy usuniemy =z uktadw (U) pewien taki kompleks twier-
dzen (U7), Zeby dadne z twierdzen pozostatych znuaczenia nie utracido,
wszysthie lub niekidre z twierdzen whiadu (U') naleteé beda do na-
stepstio logicznych twierdzei pozostatych?

Nie mozemy mysled o tem. zeby odpowiedzieé na wszystkie
pytania tego rodzaju i poprzestaniemy na podaniu zajmujaeych
wynikéw, uzyskanych przez Hilberta na tem polu.

Hilbert nazywa liczbami Desarguesa liczby kazdego ta-
kiego zbioru liezh, ktdry, z ewentualnym wyjatkiem twierdzenia
(16, G4). sprawdza 1) wszystkie inne twierdzenia podane w § 169-tym,
w grupach I, II, IIT i IV.

Jezeli pewien zbidr liezb jest takim zbiorem liczb Desarguesa,
ktéry sprawdza i twierdzenie (16,G,) grupy Il-giej, to Hilbert na-
zywa ten zbiér liczb zbiorem liczb Pascala.

Nareszcie kazdemu takiemu zbiorowi liezb Desarguesa, ktéry
sprawdza tw. (28, G,,), Hilbert daje miano zbioru liczb Archi-
medesa.

Po przyjeciu powyzszej terminologii, twierdzenia Hilberta
opiewaja jak nastepuje:

1. Istniejq takie zbiory liczb Pascala, ktdre nie sq zbiorami
licch Arehimedesa.

IL. Kady zbiér liczh Archimedesa jest zarazem zbiorem liczb
Pascala.

1. Istnieja 2biory liczb Desarguesa, ktdre jednak nie naleza
ani do klasy zbioréw liczh Pascala, ani Archimedesa.

Pierwsze z tych twierdzel uzasadniliémy juz w paragrafie po-
przedzajacym, gdyz zbidr liczb, ktéresmy oznaczyli w rzeczonym
paragrafie przez (NA) jest wlasnie praykladem takiego zbioru liezb
Pascala, ktéry nie jest zbiorem liezb Archimedesa. Co sig
za$ tyezy tw. Il i IIL, to uzasadnimy je w paragrafach nastepu-
jacyeh.

§ 173. Zamiast tw. II-go paragrafu poprzedzajacego, uzasa-
dnimy twierdzenie nieco ogélniejsze, ktére opiewa jak nastgpuje:

1y Dla skrécenia oméwimy tn, Ze oznaczony zbior liezb (L) sprawdza®
takie a takie twierdzenia § 169-go, seby wyrasié, i4 rzecsons twierdzenie zacho-
dzi, jezeli pod wyrazem ,liczba® rozumiemy element zbiora (L).



