XIX. Problem ugrupowania charakterystyeznyeh wlasno$ei
liezb rzeczywistych i zagadnienia, zostajace w zwigzku z tym
problemem.

§ 167. W rozdzialach poprzedzajacych zbadaliémy blizej kilka
typéw liczb, a w § 167-ym (uwaga 4, str. 7562) poznaliémy metode,
ktéra daje mozno$é utworzenia dowolnej ilosei nowych typéw
tyehze. W rzeczywistosei dadza sie pomyéleé inne jeszeze metody do
tworzenia coraz to nowych rodzajéw liezb i wogdle niepodobieristwem
jest ustawié a priori jakiekolwiek granice twérezosei naukowej w tym
kierunkun. Z drugiej strony ogélny bieg rozwoju nauki poucza nas,
ze znaczenie oznaczonego typu liezb przedewszystkiem zalezy od
stopnia, w jakim ten typ liczb zblizony jest do typu liezb rzeczy-
wistych. Wobece tego zaprowadzenie ladu pogréd niezliczonej roz-
maitodei typow liezb, jakie pomyélane byé moga, nie da sig usku-
tecznié inaczej, jak tylko drogs takiego ugrupowania wlasnodei
charakterystycznych typu liczb rzeczywistych, zeby poréwnywanie
wazniejszych typéw liezb z typem liczb rzeczywistych dokonywane
byé moglo w sposéb mozliwie dogodny. Z tego powodu podwigecamy
niniejszy rozdzial problemowi ugrupowania wlasno$ci charaktery-
styeznych typu liezb rzeczywistych.

W dalszym ciggu oznaczaé bedziemy przez wyrazenie typ liczb
urojonyeh kazdy taki typ liezb, ktéry nie jest izomorficzny ani
zbiorowi liczb rzeczywistych, ani Zadnemu podzbiorowi tegoz zbioru.

§ 168. Zastanéwmy si¢ blizej nad warunkami, ktére uwzgle-
dnié nalezy przy rozwiszywaniu problemu ugrupowania wlasnosci
charakterystyeznyeh zbioru liezb rzeczywistych. Wlasnodei cha-
rakterystyezne zbioru liczb rzeczywistych mozemy oczywidcie wy-
razié w postaci takiego ukladu twierdzen, zeby wszystkie twierdze-
nia tego ukladu zachodzily dla kazdego zbioru liczb izomorficznego
zbiorowi liezb rzeczywistyeh, i tylko dla takiego zbioru liczh. Po-
niewaz oczywisty jest rzecza, Ze istnieje nieskoniczenie wiele takich
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ukdadéw twierdzeri w teoryi lieczb rzeczywistych, z ktérych kazdy
wyraza wlasnodei charakterysiyczne zbioru liezb rzeezywistych,
przeto, praystepujae do problemu ugrupowania charakterystyeznych
wilasnosei zbioru liezb rzecaywistych, nalezy przedewszystkiem wy-
braé posréd rzeczonych ukladéw twierdzed ten uklad (U), ktéry
ma podlegaé ugrupowaniu. W § 96-tym ustawiliémy juz pewien
uklad wlasnodei charakterystycznyeh typu liezb rzeczywistych,
ale wéwezas nie byliSmy jeszeze przygotowani do nalezytego
uwzglednienia wszystkich warunkéw zadania. Wobhee tego zamie-
rzamy opracowaé ponownie sprawe ulozenia ukladu (U). Jakiemi
zasadami mamy kierowaé sig przy tem? Oczywisty jest rzecza, Ze
przy wyborze twierdzen, ktdre razem stanowié¢ beda uklad (U),
zniewoleni jesteSmy do kierowania si¢ w znacznym stopniu osobi-
stem uznaniem, ale winni$my zbadaé, czy logika nie ogranicza
w pewnej mierze naszej samowoli w tvm wzgledzie. Otéz w pier-
wszej chwili zdawaloby sie, Ze nalezy w kazdym razie zastosowaé
sig do zasady nastepujacej:

A) Zudne z twierdzen ulktadu (U) wie powinno byé logicznem
nastepstwem twierdzen pozostatych. Poniewaz sprzecznosé pomiedzy
twierdzeniami ukladu (U) jest wykluczona ze wzgledu na sposéb
postawienia kwestyi, przeto warunck poprzedzajacy mozemy wy-
razi¢ jak nastepuje: Twierdzenia, stanowiace uklad (U), winne byé
niezaleéne jedne od drugich.

Przedewszystkiem winniémy dokladnie wyjasnié sobie, jak te
zasade nalezy rozumieé. W tym celu zaznaczmy najpierw, Ze
treé¢ kazdego twierdzenia ukladu (U) zawsze da si¢ ujaé¢ dokladnie
w ogdlnej postaci nastgpujgcej:

B) Ta okolicznosé, Ze twierdzenie, ktdre wiasnie wystawiamy,
zachodzi dla oznaczonego zbioru liczb (Z), polega na tem, Ze elementy
gbioru (Z) sa rzeczami, w stosunku do ktérych takie a takie warunki
sprowadzaja takie a takie nastgpstwa.

Oznaczmy teraz przez n liczbg twierdzen, ktére razem stano-
wig uklad (U), a przez symbole

(T, (), (T (L)
twierdzenia, ktére lacznie stanowia uklad (U). JeZeli wyrazy mate-
matyczne !), ktérymi poslugujemy sig przy wyslawianiu powyzszych

1) Wyrazy, ktére obgjmujemy tu pod nazwa ,wyrazéw matematycznyeh”,

moglibyémy wyszezegdlnié, ale sadzimy, ze byloby to zbyteczne.
b1#



— 804 —

twierdzeli tak moga by¢ okredlone, zeby wsaystkie te twierdzenia,
préez pewnego jednego z nieh, (7}), zachodzily, to w takim razie
orzekamy, e twierdzenie (7)) jest niezalesne od twierdzen po-
zostalych; jezeli zad bez wzglgdu na znaczenie rzeczonych wyra-
z6w matematyeznych pewne twierdzenie (7},) ukladu (U) zachodzi
niezawodnie, skoro tylko zachodzg twierdzenia pozostale. to w takim
razie orzekamy, ze twierdzenie (7)) jest mnast¢pstwem logicznem
twierdzen pozostalych.

Wyjasnienia powyZsze usuwajg wszelka watpliwosé co do
tredei zasady 4. Zatem chodzi juz tylko o to, ezy ta zasada uwa-
zana ma byé za obowiazujacy bezwarunkowo? Zeby na pytanie to
odpmﬂedmeu nalezy przedewszystkiem uwzglednié okolicznoéé na-
stepujgeq: Wydarza sie niekiedy, Ze oznaczone twierdzenie (1'), na-
lezgce do oznaczonego ukladu (W), nie jest ani twierdzeniem nie-
zaleznem od twierdzeri powstalych z ukladu (W), ani twierdzeniem,
nalezaeem do nastepstw logicanych tych twierdzen. Okolicznodéd ta
oczywiscie zachodzié bedzie, jezeli poprawnosé twierdzenia (7') na-
leze¢ bedzie do warunkéw koniecznych, azeby zZadne z innych
twierdzen ukladu (W) tredci pozbawione nie bylo. Otdz, przy naszej
metodzie wykiadu, przypadek tego rodzaju zawsze zdarzyé si¢ musi
w ukladzie twierdzed, ktéry oznacszylidmy wyzej przez (U), gdyz
posréd twierdzen, stanowigeyceh razem uklad (U), zawsze znajda sie
takie, ktére stracilyby wszelky fresé, gdyby nie zachodzily pewne
inne twierdzenia tegoz ukladu. Istotnie, pewne z twierdzen o dziala-
niach zasadniczych musza oczywiscie byé prazyjete do ukladu (U),
a z drugiej strony kazde z nich pozbawione byloby tredei, gdyby
nie zachodzily te twierdzenia, ktére wyrazaja, iz rozwazany zbidr
liczb jest zbiorem wielkosei przynajmniej w znaczeniu szerszem.

Z tego wynika, ze bezwarunkowe zastosowywanie sig do za-
sady A przy ukladaniu ukladu (U) jest niemozliwe, ale moze mo-
gliby$my, w pewnym stopniu przynajmniej, do tej zasady zastoso-
wad sig, zastepujac ja przez zasadg nastepujaca:

C) Twierdzenia, stanowiace uktad (U), powinne byé podane w po-
staci ciagu grup

@) (@), (Ga);-o (G);

uszeregowanych w taki sposib, zeby zachodzity okolicznosei nastepujace:
1°. Kazde twierdzenie grupy (G,) pomyslane byé moze bez wzgledu
na to, czy inne twierdzenia (U) zachodza.
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20 Zeby oenaczone twierdzenie grupy (Gy) (k> 1) pomyslane
byé moglo, wystarczajgcem jest, Zeby zachodzity twierdzenia grup,
kidre w ciggu (1) grupe (Gy) poprzedzaja.

3°. Kadde twierdzenie grupy (G,) (1 =k =p) jest niczalezne od
wszysthich innych z tych twierdzen uktadu (U), ktdre nalezq do grup

(G). (Gy)... (Gy).

Calkiem {cisle trzymanie si¢ zasady C jest rzeczn mozliwa,
ale niedogodng, gdyz uniemoZebniloby wprowadzenie pewnyeh ta-
kich twierdzen do ukladu (U), ktére moglyby ulatwié¢, albo wysta-
wianie pewnych innych twierdzen tegoz ukladu, albo poréwnywanie
pewnych typow liczh urojonych z typem liczb rzeczywistych. Wobee
tego przyjmujemy ostatecznie zasad¢ nastepujaea:

D) Bedziemy zastosowywaé sie $cisle tylko do dwdch pierwszych
warunkdw zasady C. Co sie za$ tyczy irzeciego warunku, to spetnienia
Jego nie bedziemy wwazaé za rzecz konicczna, ale po ustaleniv wykazu
hwierdzen, stanowiqcych kazda z grup (1), zbadamy, klire z twierdzen
kazdej grupy (G,) naletq do nastepstw twierdzer pozostatych tejze
grupy i, w razie nierdwnosci k1, twierdzeh grup, kidre grupe (G,)
w ciggu (1) poprzedzaja.

Na podstawie owvisze] zasady wyszezegdlnienie twierdzen,
stanowigeych razem uklad (U), nie moZe byé dokonane bez pe-
wnego ugrupowania tychZe. ale =z tego nie wynika jeszcze. Zeby
po wyszezegdlnienin twierdzen kazdej z grup (1) sam problem ugru-
powanin wiasnodei charakterystycznyeh typu liczhb rzeczywistych
mial byé uwaZany za rozwigzany.

W rzeczy wistosei pewne ugrupowanie grup (1) jest wskazane.
Poniewaz jednak sposéh, w jaki grupy (1) polaczone byé powinny
w grupy szersze, w znacznej mierze wyplywa bezposrednio z na-
tury rzecazy, a po czedei zalesy od elementéw natury subjekiywnej,
przeto przechodzimy wprost do wyszezegdlnienia twierdzen ukladu (U)
w tem ugrupowaniu, ktére wydaje si¢ nam najodpuwiedniejszem,
nie zaglebiajuc si¢ juz dalej w rozbidr vgdlnyeh warunkéw pro-
blemu.

§ 169. W paragrafie powyzszym przytoczylismy pod B ogdlng
postaé, w ktérej kazde twierdzenie ukladu (U) moze hyé dokiadnie
wyrazone. Jednakowoz, Zeby unikngé koniecznosei podawania rze-
czonych twierdze w tej cigzkiej postaci, wyslawiaé bedziemy owe
twierdzenia tak, jak gdyby wyraz ,liczba® oznaczal element pe-



— 806 —

wnego calkiem oznaczonego i dobrze znanego zbioru, a czytelnik
zechce wzigé pod uwage, ze w rzeczywistosei w kazdem twierdze-
nin wyraz ,liezba‘ ozpaczaé bedzie element takiego zbioru, dla
elementéw ktérego rozwazane twierdzenie zachodzi.

Uwzgledninjac te uwagi wstepne, ezytelnik bedzie mégl z naj-
wigkszy latwoseiy sam kazde twierdzenie ukladu (U) wyslowié
w postaci, podanej w paragrafie poprzednim pod B, pomimo, zZe
podamy te twierdzenia w postaci, ktéra sama przez si¢ nie uwyda-
tnia nalezycie mysli, o wyrazenie ktérej wlasciwie chodzié bedzie.

Podajge twierdzenia ukladu (U), zaopatrzymy kaide z nich
w symbol postaci

(&),
gdzie ! oznaczaé bedzie liczbe porzydkows twierdzenia, a symbol
a,
(G1), (Ga), (Go)--.,

rozwazanych w paragrafie poprzednim, do ktérej twierdzenie ma byd
zaliczone.

I. Twierdzenia, ktére ze wzgledu na ogélne zasady roz-
dzialéw II-go, V-go i XI-go zachodza dla kazdego typu liczb
bez wyjatku.

A) Twierdzenia zapewniajgce zbiorowi liczb cha-
rakter zbioru wielkoéel

(1, Gy). Ka2da dowolnie przyjela liczba

tg z grup

a
sprawdza rdwnost
a=a.

(2, @,). Jezeli oznaczymy przez a i b dwie liczby, to rdwnased
a=b i b=a
beda rdwnowazne pomiedzy soba.
(3, Gy). Jeeli trzy liceby a, b i ¢ sprawdzajg réwnosci
e=05b 1 b=
to w takim razie zachodzi i rdwnodé
gi==,

B) Twierdzenie zapewniajgce istnienie nieskon-
czenie wielu nieréwnych pomigdzy sobg liczb.
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(4, Gy). Jakakolwick, byle skonczong ilosé liczb obejmowalby pe-
wien uklad (@) tyche, zawsze istnieé bedzie jedna przynajmnicj liczba,
ktdra nie bedzie réwnaé si¢ 2adnej liczbie wkiadu (a).

) Twierdzenia zapewniajgce wykonalnoéé do-
dawania i mnozenia oraz zgodnodé¢ definieyi tych
dzialan z ogélnemi zasadami rozdzialu V-go.

(5, G,). Kaddej parze liczb a i b odpowiada jedna przynaj-
mnigj liczba, ktéra wwazana byé moée za wynik dodania liczby b do
liczby a.

(6, Gy). Kaidej parze liceb a i b odpowiada jedna przynaj-
mniej liczba, kibra wwazana byé moze za iloczyn liczby a. przyjetej
za mnoing, przez liczbe b przyjetq za mnonik.

(7, Gy). Jeteli oznaczona liczba ¢ uwwadana byé mote za wynik
dodania pewnej liczby b do pewnej liczby a, to kazda liczba ¢’ réwna
liczbie ¢, takze mode byé wwazana za wynik dodania liczby b do liczby a.

(8, G5). Jezeli liczby a, b, a' i b' sprawdzaja rdwnosci

a=a 1 b=

to kazda liczba ¢, ktdra wwatana byé moie za wynik dodania liczby b
do liczby a, réwna si¢ kazdej liczbie ¢, mogacej byé wwazana za wynik
dodania liczby V' do liczby o' =

Uwaga. Jezeli, jak zawsze, uméwimy sig, ze symbol

a—+b,

gdzie a i b oznaczajy dwie liczby dowolnie przyjete, ma oznaezaé
ktérgkolwiek z liczb, z ktérych kazda uwazana by¢ moie za wy-
nik dodania liczby b do liczby a, to ze wzgledu na twierdzenia
(1, @) i (8, G,) warunek konieczny i wystarczajaey, azeby ozna-
czona liczba ¢ uwazana byé mogla za wynik dodania liczby & do
liczby a, polegaé begdzie na réwnosei
c=a-}0b

(9, G;). Jedeli pewna liczba ¢ uwatana byé moze za iloczyn ozna-
czonej liczby a, przyjetej za mnodna, przez oznaczona liczbe b, przy-
Jeta za mnodnik, to kazda liczba rdwna liczbie ¢ moze takze byé wwa-
2ana za iloczyn, w kiérym liczby a i b stanowiq odpowiednio mnoina
i mnonik.

(10, Gy). Jedeli liczby a, b, a' i V' sprawdzajg riwnosci

a:a' 1 b:b',
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to katda liczba ¢, mogaca byé wwazana za iloczyn, w ktérym liczby a
i b stanowiq odpowiednio mnodna i mnognik, réwna si¢ kaédej liczbie ¢,
mogqcej byé wwazanag za iloczyn, w ktdrym liczby a i b stanowig
odpowiednio mnozna i mnoinik.

Uwaga. Jezeli, jak zawsze, uméwimy sig, e symbol

a.b

ma byé uwazany jako oznaczajacy ktérakolwiek z liezb, z ktérych
kazda uwazana byé moze za iloezyn liczby a, przyjetej za mnozng,
przez liczbe b, przyjeta za mnoinik, to na podstawie twierdzen
(9, G5) i (10, G5) warunek konieczny i wystarczajacy, azeby ozna-
czona liczba ¢ uwazana byé mogla za iloczyn liezby a, przyjetej
za mnozng przez liezbe b, przyjets za mnoznik, polegaé bedzie na
réwnosci
e =g b

II. Twierdzenia, wyrazajace reguly przeksztaleania wy-
razen, ntworzonych przez dodawanie i mnozenie?).

Jakiekohoiek liczby oznaczylibysmy przez a. b i e, w katdym
razie zachodza rdwnosci nastgpujace:

(11, Gy) at bFo=(a+b+e
(12, Gy) at+b=b+4a

(18, Gy) a.b+c)=a.b+a.c
(14, Gy) (b+c).a=b.atc.a
(15, Gy) a.b.c)=(a.b).c
(16, Gy) a.b=1b.a.

IIT. Twierdzenia, wyrazajaee wykonalnosé i jednozna-
eznodé dzialan odwrotnyeh oraz istnienie modulu dodawania
i modulun mnozenia.

(17, Gy). Dowolnie przyjetym liczbom a © b odpowiada dokta-
dnie jednej wartosci liczba », sprawdzajaca réwnanie

b+ 2=a,
i jednej wartosci liczba y, sprawdzajaca réwnanie

y+b=a

1) Por. Hilbert, Grundlagen der Geometrie, Leipzig, 1908, p. 25.
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(18, Gy). Istnieje pewna liczha w o wartodci dokladnie ozna-
caonej, zwana modutem dodawania, kidra ma te wlasnodé, #e fazdy

ze zwiazkdw
at+r=a i ata=a
pomigdzy dwiema liczbami a i @, zawsze réunowainy jest rdwnosci
T = L.

(19, Gy). Jezeli oznaczymy przez a calliem dowolnie przyjeta
liczbe, a przez b liczhe, kidrej wybdr temuw tylko podlega ograniczeni,
2eby zachodzita nierdwnosé

b= n,

to istnie¢ bedzie dokladnie jedna rwartosé ne taka liczbe =, kiéra

sprawdzataby rdéwnosé
buz=a

i jedna wartos¢ na takq liczbe y, ktdra sprawdzataby réwnosé
y.b=a.

(20, Gy). Istnieje pewna liczba m o wartosci doktadnie ozna-
czonej, zwana modutem mnotenia, kidva ma te whasnost, e warunek
konieczny i wystarczajacy, aby bez wzgledu na wartosé liczby
a zachodzita kidrakolwiek z rdwnosci

a.z2=a lub 2.e8=a,
polega na rdéwnosci
&T = nm.

IV. Twierdzenia, odnoszace si¢ do uszeregowania liezb
i wynikéw dzialan zasadniezych na tychze.

4) Twierdzenia wyrazajgce warunki, ktérym
podlegaja reguly poréwnywania ilofciowego nierdé-
wnych pomigdzy soba liczb.

(21, Gy). Kazde dwie liczby a i b sprawdzajq jeden z trzech
2wiqzkdw

a<b, a=b i a<b

2 wykluczeniem dwdch pozostalych. _
(22, Gy,). Jedeli oznaczymy przez a &b dwie liczby, to 2wiqeki

a<lb 1 b>a

sa réwnowazne pomiedzy soba.
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(23, Gyo). Jezeli trey liczby a, b i ¢ sprawdzaja dwa zwiqeki
a<b i b<e,
to w nastgpstwie tego zachodzi zawsze i zwiqeek
a<ec.
(24, G4y). Jezeli trzy liczby a, b i ¢ sprawdzaja 2wiqzki
a=b 1 b<e,
to w takim razie zachodzi zawsze i zwiazek
a-< 6.

(26, Gyy). Jezeli pomiedzy trzema liczbami a, b i ¢ zachodzq
2wiqaki
g<lb 1 b=uq0,
to zachodzi takze i zwiqzek

a<ec.

B) Twierdzenia, wyrazajagce reguly poréwnywa-
nia ilodciowego nieréwnych pomigdzy sobasum i ilo-
ezynow.

(26, Gy,). Jedeli oznaczymy przez a, b i ¢ trzy liceby, to nie-
réwnosé

b<e

réwnowazna jest kazdej z nierdwnosei
atb<a-tc
bt+a<c+a.
(27, G4,). Jezeli dwie liczby a i b sprawdzajg nierdwnodci
a>p i db>up,

gdzie oznaczylismy, jak wyzej, przez p modut dodawania, to w takim
razie zachodzi nierdwnodé
O T

V. Twierdzenia, wyrazajace ciggloéé zbioru liczb.
(28, Gy,). (Postulat Archimedesa). Jezeli tylko oznaczona liczba b
sprawdza nieréwnodé
b>p,
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gdzie oznaczylismy, jak wyzej. przez p modut dodawania, to w takim
razie mozna dobraé do kazdej liczby a taka liczbe calkowita n (n > 0)1),
Zeby suma tylu sktadnikéw réwnych liczbie b, ile wynosi liczba n,
wigksza byta od liczby a.

(29, Gyy). (Postulat Hilberta). Niemodliwa jest rzecza rozszerzyé
2bidr liczb, sprawdzajacy twierdzenia podane poprzednio, przez wpro-
wadzenie do tego zbioru nowej, Zadnej = istnicjacych juz w nim liczb
nieréwnej liczby, w taki sposdh, zeby ten zbidr liczb nie przestaé spraw-
dzaé Zadnego ze wspomnianych twierdzen.

Poniewaz na podstawie dobrze nam znanyeh wlasnodei liezb
rzeczywistyeh kazde z powyzszych twierdzen rzeczywideie zacho-
dziloby, gdybyémy wyraz ,liczba“ uwazali za réwnowazny wy-
razenin ,liczba rzeczywista“; poniewaz z drugiej strony stwier-
dzamy z latwodcia, Ze kazdy zbiér liczb, dla ktérego wszystkie
rzeczone twierdzenia zachodzg, niezawodnie posiada wszystkie
wlasnodei, wyszezegdlnione w § 96-tym, i jest zatem izomorficzny
zhiorowi liczb rzeczywistych, przeto mamy pewnosé, e rozwazane
twierdzenia rzeczywiscie wyratajg {acenie charakterystyczny wukiad
wtasnosei typu liceb rzeczywistych. Ale, poniewaz postanowilismy
zastosowaé si¢ do zasady, podanej pod D w paragrafie poprze-
dzajacym, przeto winniSmy dowiesé, ZeSmy rzeczywiseie spelnili
dwa pierwsze warunki zasady C paragrafu poprzedzajacego i zba-
daé, ktére z twierdzen kazdej grupv (Gy) nalezg do nastgpstw logi-
cznych twierdzen pozostalych tejze grupy, i w razie nierdéwnosei
k> 1 twierdzeti tych z grup

(Gh), (Ga)y.-v (Ghs)s (1)

ktére w tym ciagu poprzedzaja grupg (G,).

Oté# spostrzegamy natychmiast, ze dwa pierwsze warunki
zasady C paragrafu poprzedzajacego sa rzeczywiscie spelnione. Po-
zostaje wige tylko zbadanie, ktére z twierdzen kazdej grupy (GY)
nalezg do nastepstw logicznych twierdzen tejZe grupy, i, w razie
nieréwnodei k > 1, twierdzen grup, ktére poprzedzaja grupg (Gy)
w ciagu (1). Temu wlasnie przedmiotowi poSwigeamy dwa para-
grafy nastepujace.

1) W razie réwnoici n=—1 rozumiemy przez sume tylo skladnikéw réwnych b,
ile wynosi liezba n, sama liczbe b,



