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Liczhie &’ zbioru (Z,) odpowiadaé bedzie liczba homologiczna
w zbiorze (R), a ze wagledu na réwnanie (1) liezba @ sprawdzaé
bedzie réwnanie

r? =aq. (2)

Zatem, jezeli tylko oznaczony zhiér liezh (R) izomorfiezny
Jest zbiorowi liczb zespolonych pospolityeh, to dowolnie przyjete]
liczbie a tego zbioru odpowiada zawsze jedna przynajmniej, ré-
wnanie (2) sprawdzajaca liezba x tegoz zbioru (B). Poniewas zad
nie kazdej liczbie rzeczywistej a odpowiada réwnanie (2) sprawdza-
jaca, druga liczba rzeczywista @, gdy% w przypadku, kiedy liczba a
jest ujemna, nie istnieje warto$é rzeczywista na z, sprawdzajgca
réwnanie (2), przeto zbiér liczb rzeczywistyech nie jest izomor-
fiezny zbiorowi liczb zespolonych pospolityeh. Ostatecznie wige
stwierdzamy, ze typy liczb, wymienione w twierdzeniu, sg rzeczywi-
$cie pomigdzy sobg odmienne, a o to tylko chodzilo.

§ 165, Poniewas, wyszezegdlniajge wlasnodei zbiorn liezb (Z),
majgeego stanowié przedmiot naszych badan, wyraznie zaznaczy-
liSmy, ze nie wykluezamy przypadku, w ktérymby zbiér ten byl
zbiorem wielkodei tylko w znaczeniu szerszem, przeto w Zadnym
ustepie rozwazan naszych o zhiorze (7) nie zakladaliémy, zeby zbidr
ten byl zbiorem wielkodei w znaczeniu $cislejszem. Z drugiej znéw
strony oczywiseie nie rozwingliémy Zadnych rozwazati sprzecznych
z zaloZeniem, zeby zbidr (Z) byl zbiorem wielkosei w znaczeniu
$cislejszem. Z tego nie wynika jednak jeszecze bezposrednio, Zeby
po wprowadzeniu zalozenia, i% zbidr liczb (Z) jest zbiorem wielkosci
w znaczeniu fcilejszem, wszystkie wyniki, do ktérych doszlismy,
zachowaly swoje znaczenie, albowiem a priori nie jest wykluezo-
nem, Zeby w nastgpstwie tego jednego zaloZenia, iz zbidr (Z) jest
zhiorem wielkodci w znaczenin s’ciélejszem, rozmaitosé typéw, do
ktérych méglby naleze¢ zbiér (Z), nie mogla byé uszezuplona.

Oté% w rzeczywistodei okolicenosé ta nie zachodzi. Zeby prze-
konaé sig o tem, nalezy tylko dowiesé, ze kazdemu zbiorowi liezb (Z),
posiadajacemu wszystkie wiasnosei, Wyszczegélniona w § 1564-tym,
mozna, nie wykraczajge przeciwko zasadom rozdzialu II-go, nadaé
charakter wielkodei w znaczeniu écislejszem. Istotnie, w zbiorze (%)
mozemy wybraé dowolnie poérdd zasadniczyeh ukladéw jednostek
pewien uklad

ll: z!s"' L
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za uklad referencyjny i umdwié sig na przyklad, ze poréwnywanie
iloseiowe dwoéch nieréwnych pomigdzy sobg liezb a i b zbioru (Z)
ma byé wykonywane w sposéb nastgpujacy:

Wyznaczywszy wspélrz¢dne

(1) Ayy fyes s
liezby a i wspélrzgdne
(2) !’.’1, bz,..- bn

liezby b, innemi slowy, wyznaczywszy na liczby (1) i (2) takie
wartosei rzeczywiste, Zebysmy mieli

(3) a =2‘akl,‘

kel
1

(4) b :2‘ by,
k=]

wyznaczamy najmniejszg taks liczbg calkowity p, Zeby réwnodé

(®) k=p
pociggala za sobg nieréwnosé

(6) @ = by
jezeli tedy pokaZe sig, Ze mamy

(7) ay < by,
to nalezy orzee, ze mamy

(8) a<b,
gdyby za$ zachodzila nierdwnodé

(9) ay > b:lu
to nalezaloby orzee, ze mamy

(10) a>b.

Na podstawie tej reguly dwie nieréwne pomigdzy sobg liezby a
1 b zbioru (Z) zawsze sprawdzaé beds pewns jedna, ale tylko jedns
z nieréwnosei (8) i (10).

Istotnie, liczbie a odpowiadaé bedzie w kazdym razie dokla-
dnie jeden uklad takich wartoéci rzeczywistych na liczby (1), Zeby
zachodzila réwnoéé (3), a liczbie b — dokladnie jeden, réwnosé (4)
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sprawdzajaey uklad wartodei rzeczywistych na liczby (2). Nastepnie
w razie nieréwnosei liezb a i b istnieé bedzie przynajmniej jedna
wartodé wskaznika ki, przy kiérej zachodzié bedzie nieréwnoéé (5).
A poniewaz wskaznik /: mode réwnaé sig tylko jednej z liczb

1, 2..%

przeto istnie¢ bedzie pewna najmniejsza liezba calkowita p, taka
zeby réwnosé (D) pociagala za soba nierdwnodé (6). Zatem ozna-
czonemu ukladowi nieréwnych pomigdzy sobs wartodei liczh a i b
w kazdym razie odpowiadaé bedzie dokladnie jedna wartosé wska-
znika p i jeden uklad nierdwnych pomiedzy sobg wartodei liczb
rzeczywistych a, i b,. Poniewaz liezby a,16,, jako dwie nieréwne
pomigdzy sobg liezby rzeczywiste, sprawdzaé beds jedng z nierd-
réwnogei (7) lub (9) z wykluezeniem drugiej, przeto dwie nierdwne
pomigdzy sobg liczby a i b zbioru (Z) sprawdzaé beds rzeczywi-
$eie jedng z nieréwnosei (8) lub (10) z wykluczeniem drugiej.

Z tego wynika, ze zgodnie z jedns z zasad rozdzialu II-go
po przyjeciu powyzsze) reguly kazde dwie liczby a i b zbioru (Z)
sprawdzaé beds pewien jeden ze zwigzkéw

a<b, a=b, a>b,
z wykluezeniem dwdceh pozostatych.

Upewniamy si¢ z latwodeis, 2e rzeczona regula czyni zadosé
i wszystkim innym warunkom, do ktéryeh postanowiliSmy zasto-
sowywaé sig przy nadawaniu charaktern wielkosei w znaczeniu
gcislejszem elementom jakiegokolwiek zbioru.

Ostatecznie mozemy nadaé charakter wielkosei w znaczeniu
$cidlejszem kazdemu zbiorowi liczh, posiadajacemu wszystkie wla-
snofei, wyszezegélnione w § 164-tym; mozemy nawet to uskutecznié
wieloma sposobami, gdyZ nie jeste$my zgola niczem skrepowani
pray oznaczeniu tego zasadniczego ukladu jednostek

E.l: gs:--- EIﬂ

zhioru (%), ktéry przyjaé moglibysmy za uklad referencyjny, ale
nadmieniamy, ze w razie prayjecia reguly w rodzaju tej, ktorg
podaliémy wy#ej, reguly poréwnywania ilosciowego liczb rzeczy-
wistych, uwazanych za elementy zbioru (Z), moglyby réznic sig od
regul, ktéremi poslugujemy sig w teoryi liezh rzeczywistych.
Uzyskany wynik przywodzi nas do pytania nastgpujacego:
Czyz posréd réinych regnl, mogacych byé przyjetymi na poréwny-
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wania ilo$ciowego nierdwnych pomiedzy sobg liczb zbioru (Z) i na-
dajacych zatem zbiorowi temu charakter wielkodei w znaczeniu
geidlejszem, nie znajduje sie taka regula, ktérej przyjecie byloby
pozyteczne ?

PoniewaZz pojecie pozytecznosei ma charakter wybitnie sub-
jektywny. przeto powyisze pytanie oczywiscie nie dopuszeza odpo-
wiedzi bezwzglednie zadawalajacej, ale z tego nie wynika jeszcze,
zebysmy wogéle Zadnej odpowiedzi na nie daé nie mogli. Praktyka
naukowa poucza nas, Ze gléwny pozytek tych regul, do ktérych
zastosowujemy si¢ przy poréwnywaniu ilosciowem liczb rzeczywi-
styeh, polega na tem, ze w nastgpstwie tych regul zachodzg twier-
dzenia nastepujace:

L Jezeli oznaczymy przez a, b i ¢ lrzy liczby, to nierdwnosé

< b

zawsze pociaga za soba nierdwnosé
at+c<<b-c
IL Jezeli dwie liczby a 1 b sprawdzaja nierdwnosci
>0 1 b0
to w takim razie zachodei i nierdwnodé
a.b>0.

Uwaga poprzedzajaca sklania nas do postawienia kwestyi
o nadaniu charakteru wielko$ei w znaczeniu $cidlejszem liczbom
zbioru (Z), posiadajacego wlasnosei wyszezeg6lnione w § 164-tym
w sposéb nastepujgey: Czy mozna ustawié taks regule na pordwny-
wanie ilo$eiowe nierdwnych pomiedzy sobs liczb zbioru (Z), Zeby
zachodzilo kazde z powyzszych dwéch twierdzen ?

Na to pytanie odpowiadamy twierdzeniem nastgpujacem:

III. Ulotenie takiej reguly na pordwnywanie ilosciowe nierd-
wnych pomiedzy sobq elementdw oznaczonego zbioru (Z), posiadajacego
wszystkie wiasnosci, wyszezegdlnione w § 154-tym, 2eby zachodzito
katde z twierdzen I-sze i Il-gie, moliwe jest w przypadku, i tylko
w przypadku, kiedy rozwazany zbidr liczh izomorficzny jest zbiorowi
liczh rzeczywistych.

Zeby twierdzenie to uzasadnié, zalézmy, Ze na poréwnywanie
ilosciowe nieréwnych pomigdzy soba elementéw pewnego zbioru
liczb (Z,), posiadajacego wsazystkie wlasnosei, wyszezegdlnione
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w § 164-tym, istnieje taka regula, Zeby po przyjeciu tej reguly,
kazde z twierdzed I-sze i Il-gie zachodzilo dla liczb zbioru (Z,)
i uméwmy sig, ze poréwnywanie ilociowe nieréwnych pomiedzy soba
liezb zbioru (Z,) wykonywane ma byé wedlug rzeczonej reguly. Po-
niewaz wszystkie liczby rzeczywiste nalezs do zbioru (%), przeto
z dwdch nieréwnych pomigdzy soby liezb rzecaywistych, uwazanych
za elementy zbioru (Z,), pewna jedna a mniejsza bedzie od drugiej b,
ale bledem byloby z géry prazyjmowaé, ze kryteryum na to, czy
liczby @ i b, uwazane za elementy zbioru (Z,), rzeczywiscie spraw-
dzaja nieréwnosé
a<b,

zlewa sig z kryteryum, przyjetem w teoryi liczh rzeczywistych.
O réwnosei dwdeh liezb rzeczywistych, uwazanych za elementy
zbioru liezb, posiadajacego wlasnosei, wyszezegélnione w § 154-tym.
rozstrzygamy, opierajac si¢ na temze samem kryteryum, co w teoryi
liczb rzeczywistyeh, gdyz w przeciwnym razie punkty 9°, 10°i 11°
wykazu, podanego w § 154-tym, pozbawione bylyby tredei, ale niczem
nie jesteSmy skrepowani a priori, kiedy chodzi o poréwnywanie
ilodeiowe nieréwnych pomiedzy soby liczb takiegoz zbioru.
Uczyniwszy te uwagi konieczne do wladeiwego rozumienia
dalszych wywoddw, powiadam, Ze zachodzg twierdzenia nastepujace:
A) Jezeli dwie liczby b i b zbioru (Z;) sa pomigdzy sobg
symetryczne, czyli takie, zebyémy mieli
b-b'=0, (1)
to te liczby jednoczednie tylko réwnaé si¢ mogg zeru, a w razie,
kiedy okolicznogé ta nie zachodzi, liczba zero jest zawsze liezby
posrednis pomigdzy liczbami b i b".
Innemi slowy, zwiazki
b<0, b=0 i >0 (2)
réwnowazne sg odpowiednio zwigzkom
05 =0 * Y0 (3)

B) Jezeli pewna liezba b zbiorn (Z,) symetryczna jest pewnej
liczbie b’ tegoz zbioru, ktéra jestsymetryezna pewnej trzecie] liczhie b
rozwazanego zbioru, to w takim razie zachodzi réwnosé

h=b"
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To samo twierdzenie wyrazi¢ moZzemy w postaci nastgpujgcej:
Jakakelwiek liczbe zbioru (Z;) oznaczyliby$my przez b, mamy zawsze

(4) b=—{—b}.
C) Jakakolwiek, nierdwnosé
() a0
sprawdzajaca, liezbe zbioru (Z,) oznaczylibysmy przez a, mamy zawsze
(6) a* > 0.
D) Liczby
1 i —1

uwazane za elementy zbioru (Z;), a wige bez wzgledu na reguly
poréwnywania ilogciowego nieréwnyeh pomigdzy sobg liczb w zbiorze
liczb rzeczywistych sprawdzajs odpowiednio nieréwnosei nastgpujace

(7) 1>0

1

(8) — 120

Twierdzenia 4 i B ss w rzeczywistodci tylko szezegélnymi
przypadkami twierdzen, ktéreSmy mieli sposobno$é uzasadnié po-
przednio; ale zeby ulatwi¢ czytelnikowi nalezyte zrozumienie calego
dowodu, uzasadnimy na tem miejseu wszystkie cztery twierdzenia
przygotowaweze 4, B, Ci D.

Zwracajac sie do tw. 4, zalézmy, ze liczby b i b’ sprawdzajg
zwigzek (1). Na podstawie tw. I-go nieréwnogé

b<< 0
pociaga za sobg nierdéwnoéé
(9) b4-b << 0¥,

a nieréwnosé

b>0
— mnierownogdé
(10) b+ > 04V
W razie zu$ réwnodei
b=0,

mieliby$my oczywiscie

(11) b b =0+ .
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Na podstawie réwnosei (1) i réwnoéei
0+4=0
zwigzki (9), (11) i (10) pociagajs za sobg odpowiednio zwigzki
Uby, =9 ¥ 0>

Zatem pierwszy, drugi i trzeci ze zwiazkéw (2) pociagaja za
sobg odpowiednio pierwszy, drugi i trzeci ze zwigzkéw (3), a po-
niewa’ w rozumowaniu powyzszem role liezb b i b’ mogs oeczywi-
dcie uledz zamianie jednej na druga, przeto stwierdzamy ostatecznie,
e zwigzki (2) rzeczywiscie réwnowazne sy odpowiednio zwigzkom (3).

Przechodzge do tw. B, zwaimy, iz zaloZenia tego twierdzenia
polegaja na réwnoseiach nastgpujgeych:

b+ =0 oraz b4 b"=0.

Z réwnosel tych mamy

b=0—UV

bH p— 0 . I}r’
zatem mamy rzeczywiscie

b=120".

Zwrdémy sig teraz do tw. C. Poniewaz zakladamy, Ze liczby
zbioru (Z,) sprawdzajg tw. Il-gie, przeto juz z géry mamy pewnosd,
ze nieréwnosé (6) zachodzi w przypadku, kiedy liczba a czyni za-
doéé nierdwnosel

a> 0.

Pozostaje wige do udowodnienia, Ze nieréwnosé (6) zachodzi

i w praypadku, kiedy mamy
a<0. (12)

Otéz na podstawie tw. 4 nieréwnosé (12) pociaga za sobg
nierdwnodé

—a>0,
zatem ze wzglgdu na tw. Il-gie mamy
(—a)>0. (13)

Z drugiej strony, opierajac sig na tw. V-tem § 150-go, uzy-
skujemy latwo zwigzki nastgpujace:

(—ap=(—0a).(—a)=—{¢.(—a)}=—1{—a%
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a poniewaz na podstawie tw. B mamy

== {_ aﬁ} = {}2,
przeto mamy takze

(14) (— a)2=al

Z nieréwnosei (13) i (14) wynika nieréwnosé (6), o ktérg wla-
énie chodzilo.

Zeby uzasadnié i tw. D, zwazmy, %e modul mnozenia liczb
zbioru (Z,) (tw. VI, § 156b) réwna sig¢ liczbie

1.
Mamy wige
li=— 12,

a poniewaz mamy jeszcze i zwigzek
140,

przeto na podstawie tw. C, nieréwnosé (7) rzeczywiscie zachodzié
bedzie. Ale ze wzgledu na tw. A zwigzek (7) pocigga za sobg zwia-
zek (8). Zatem tw. D zachodzi w podanem brzmieniu.

Obecnie uzasadnimy juz z latwoseis twierdzenie, o ktére nam
wlasciwie chodzi. Poniewaz ze wzgledu na tw, C i na to, Ze kwa-
drat liczby zero réwna sig zeru, w zbiorze (Z,) nie istnieje liczba,
ktérej kwadrat réwnalby sig liczbie mniejszej od zera, przeto
w szezegdlnodci ze wzgledu na nieréwno$é (8) w zbiorze (Z,) nie
istnieje taka liczba z, ktéra sprawdzalaby réwnanie

2= — 1.

Zatem zbiér (Z,) mnie moze byé ani typu liczb zespolonych
pospolityeh, ani typu kwaternionéw. Poniewaz zas, na podstawie
twierdzenia, uzasadnionego w paragrafie poprzedzajgcym, zbidr (Z,),
jezeli nie jest ani typu liczb zespolonych pospolitych, ani typu kwater-
nionéw, moze tylko byé typu liczb rzeczywistych, poniewaz nadto
zbiér liczb rzeczywistych ezyni zadosé wszystkim zaloZzeniom, przy-
jetym co do zbioru (%), przeto stwierdzamy, ze_ twierdzenie, o do-
wéd ktérego chodzilo, zachodzi w podanem brzmieniu.

Ostateczny wynik dyskusyi, ktéra stanowila przedmiot niniej-
szego paragrafu jest nastgpujacy: Przyjawszy, co dotychezasowe
do$wiadezenie naukowe najzupelniej potwierdza, a mianowicie, Ze
nadanie charaktern wielkofei w znaczeniu éciglejszem liczbom ozna-
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czonego typu pozyteczne jest tylko pod warunkiem, zeby w nastep-
stwie tego kazde z twierdzen I i II dla rozwazanego typu liczb
zachodzilo, nalezy oéwiadezyé, ze nadanie charakteru wielkodei
w znaczeniu $cislejszem liczbom zespolonym pospolitym albo kwaternio-
nom nie bytoby podyteczne; z trzech typdw, na ktére mozemy podzielié
zbiory liczb, posiadajace wiasnosci wyszczegdlnione w § 154-tym, tylko
typ liczb rzeczywistych posiada takie wilasnodei, i2 nadanie mu cha-
rakteru wielkodci w znaczeniu $cilejszem polaczone jest z wiekszym
pozytkiem.

§ 166. Zeby zesrodkowadé nalezycie gléwne wyniki, uzyskane
w niniejszym rozdziale, czynimy uwage nastepujaca: Jezeli ozna-
czymy przez (K) typ liczb rzeczywistych, przez (Z,) typ liczb zespolo-
nych pospolitych, a przez (K) typ kwaternionéw, to w takim razie
w zbiorze liczb typu (Z,) zawsze istnie¢ bedzie podzbidr typu I,
o« w zbiorze liczb typu (K) — podzbidr typu (R) oraz podzbidr
typu (Z,).

Slusznoéé uwagi tej oezywiSeie nie bylaby watpliwa, gdy-
by$my mieli pewno$é, ze w zbiorze liczb typu (K) istnieje pod-
zhior typu (Z,). Otéz z latwosciy mozemy dowieéé, Ze w zbiorze
liczb typu (K) istnieje nieskonczenie wiele podzbiordw typu (Z,).
W tym celu zwréémy sie (str. 789) do symboléw Hamiltona

i Jy k
i oznaczmy przez {, zbiér wszystkich kwaternionéw postaci

a-t+b.p,
gdzie oznaczyliémy przez a i b dwie liczby rzeczywiste jakiekol-
wiek, a przez p kwaternion, okreslony wzorem

u=ai+pj-+rk,
w ktérym symbole @, § iy oznaczaja stale rzeczywiste, tak dobrane,
Zzeby$émy mieli
. Gt pr=1 1)
Zwazywszy, 12 mamy
lu’a =-—1,

spostrzegamy z latwoseis, %e zbiér liezb (Z 1) izomorficzny jest zbio-
rowi liczb zespolonych pospolitych (Z,), albowiem anZeh uwa:za.é be-
dziemy za elementy, odpowiadajgce sobie wzajemnie takg liczbg

a-+bu
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zbioru (Z;) i taka liezbe zespolong pospolity, w ktérej czesé rzeczy-
wista réwna sie liczbie a, a wspdélezynnik jednostki urojonej —
liczbie 4, to ta odpowiedniod¢ wzajemna elementéw obu zbiordw
sprawdzaé bedzie oczywiscie wszystkie warunki izomorfizmu. Po-
niewaz za$ istnieje nieskorczenie wiele, réwnanie (1) sprawdzaja-
cyeh ukladéw wartosci na liezby rzeczywiste @, § 1 y, przeto zbiér
kwaternionéw, a wige i kaidy zbiér liczb typu kwaterniondw, po-
siada rzeczywidcie nieskoniezenie wiele podzbioréw izomorfieznych
zbiorowi liezb zespolonych pospolitych.

Jezeli uwzglednimy uwage, dopiero co nzasadnions, oraz twier-
dzenie, uzyskane w dwdch poprzednich paragrafach, to gléwne wy-
niki badan, wyloZonyeh w rozdziale niniejszym, bedziemy mogli
wyrazié w postaci nastgpujgcej:

Zbidr lwaterniondw jest najszerszym typem zbioru liczb, posia-
dajacego wiasnodei wyszcezegilnione w § 154-tym; 2bidr liceh zespolo-
nych pospolitych jest typem najszerszego zbioru liczh, posiadajacego
price wlasnosci poprzedzajacych, jeszcze wlasnost przemiennosci mano-
Zenia; mareszcie 2bidr liczb rzeceywistych jest typem najszerszego zbioru
liczb, ktdry posiadajac wszystkie wlasnosci, wyszezegdlnione w § 154-tym,
jest nadta takim, Ze przez nadanie mu charakteru wielkosei w zna-
czeniw Scislejszem na podstawie stosownie dobranej wmowy, mozliwa
jest rzecza dopial tego, azeby w stosunku do liczb, 2bidr ten stano-
wiacych, zachodzito kaide z twierdzen I i Il paragrafu poprzedza-
Juceego.

Dos$wiadezenie naukowe poucza nas, ze znaczenie zhioru liczb, nie
posiadajgcego wszystkich wlasnosei wyszezegdlnionych w § 164-tym,
jest, przy obecnym stanie nauki przynajmniej, natury filozoficzne;.
Z drugiej strony mieli§my sposobnodé juz zaznaczyé, ze nawet kwa-
terniony, ktére jednak posiadajg wsazystkie rzeczone wlasnosdei, majg
w poréwnaniu do liczb rzeczywistych i zespolonyeh pospolityeh tylko
drugorzgdne znaczenie, a to z tego powodu, Ze mnozenie kwater-
nionéw nie posiada wlasnodei przemiennodei, w nastgpstwie czego
reguly przeksztalcenia wyrazen wymiernych (str. 72) kwaterniono-
wyeh na réwne im wyrazenia nie podlega juz takim samym re-
gulom, jak analogiczne przeksztalcanie wyrazen wymiernych, ulo-
zonyeh z liezb rzeczywistych lub zespolonyeh. Uwagi te i twier-
dzenie, wystowione wyzej, prowadzg nas do wyniku nastgpujacego:
najprawdopodobnigj précz typu liceb rzecaywistych i typu liczb zespo-
lonych pospolitych, nie istnieje Zaden inny taki typ liczb, ktérego zna-



— 801 —

czenie naukowe nie byloby bez pordwnania mniejsze od znaczenia nau~
kowego dwéch typdw poprzedzajacych.

Na zakonczenie pragniemy uwydatnié pewne bardzo zajmu-
jace, chociaz bezpoérednie nastepstwo badar niniejszego rozdzialu.
(Gteometryezna interpretacya liczb zespolonych pospolityeh z ko-
niecznosei prowadzi do przypuszezenia, ze prawdopodobnie istnieje
trdjjednostkowy zbiér liczh, ktérego stosunek do geometryi prze-
strzennej calkiem analogiczny bylby do stosunku, w jakim zostaje
zbiér liczb zespolonych pospolitych do geometryi plaskiej. Otdz
twierdzenie wyslowione wyzej poucza nas, ze taki zbidr liezb trdj-
jednostkowych nie istnieje.

Arytmetyka teoretyczoa, 51



