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e G I b
— iy == @iy - Biyiy —y,
skad znowuz na podstawie wzoru (1) wynika réwnogé
— iy = iy + B (e + iy + i) —
— iy =P —y - %, + (a4 By) is.
7 réwnosei tej mamy
pa—y=0, f*=—1, a-py=0.

Poniewaz liczba § jest liczby rzeczywists, przeto druga z ré-
wnosei powyzszych zachodzié nie moze. Zatem zaloZenie, iz mamy

czyli

czyli

n=—23

doprowadza do nastgpstwa niemozliwego. Przeto, zgodnie z brzmie-
niem twierdzenia licsha # liczbie 3 réwnaé si¢ nie moze.

7 twierdzenia poprzedzajacego wynika, ze pozostaje tylko do
zbadania przypadek, kiedy mamy

n=4.

Przedmiotowi temu poswigeamy paragraf nastepujacy.

§ 163. Zalézmy chwilowo, ze poéréd zbioréw liczb (Z), po-
siadajgcych wszystkie wlasnodei wyszezegdlnione w § 1b4-tym,
istnieje pewien zbi6r liczb czwartego rzedu (Z), i oznaczmy przez

CORCTRCTRN (1)

normalny uklad jednostek (§ 162) tego zbioru liczh.

Mamy tedy
=1, 1',3-]—1:0, i3 +1=0, '53-|—1=0 (2)
oraz ' + "
iy s lgdy =
igdy 4415 =0 (3)

iy 14, = 0.
Na podstawie tw. II-go § 162-go zachodzié bedzie jeszcze
jedna z réwnosei:

iyigiy =-1 albo dyigi, =—1.



Drogy prostej zmiany oznaezen moZemy zawsze tego dopigd,
zeby zachodzila naprzéd oznaczona z dwéeh réwnodei powyzszych.
Istotnie, na podstawie pierwszej réwnosei (3) mamy

iy lyty == — lalyly;
zatem, gdybyémy mieli
(I‘I) 3.2'55 ’54 =&,

oznaczajac przez € pewny jedng z liczb

41 i —1,
to mielibyémy
#) Gglyly = — &.
Z tego zaé wynika, ze w razie réwnosei (@) moglibysmy urze-
czywistnié réwnodé (8), przemieniajae pomiedzy sobg znaczenia sym-

boléw iy i 45. W dalszych rozwazaniach przyjmiemy takie ozna-
czepia, Zebysmy mieli

(4) ’égésfa‘:—l.
Mnozae réwnoéé te obustronnie przez iy, otrzymujemy
iy iy 1] = — iy,
skad
(5) ?:2?:3 = 'é-‘ .
Mnozge znéw te réwnosé obustronnie przez iy, otrzymujemy
gt = 4 )
skad -
— =l
na podstawie drugiej z réwnosei (2); a poniewaz na podstawie dru-
giego z réwnan (3) mamy
Byly = — gy,
przeto mamy
(6) it =1y
Z tej réwnosei mamy nareszcie
igii ==ty ’
skad

— Iy =gy
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na podstawie 4-tej z rdéwnodei (2); a poniewas

'iF-g 't:-‘ —_ — ‘3‘4'&2
na podstawie 3-ciej z rownosei (3), przeto mamy
gy = iy )

Na podstawie réwnosci (2), (b), (6) i (T) modemy przedstawié
kazdy iloczyn dwdch liczh wltadu (1) w postaci sumy iloczynéw liczh
rzeczywistych (2 kidrych jedna tylko bedzie od zera odmienna) preez
te liczby. Zestawiamy odnosne wzory w tabelce nastepujacej:

=
i3 = ig= 43 =—1,
dyty = — dyiy = 4,
Wa="=hi = ®)
By by = — iy dg=1,
Gy = dgiy =1,
W= NBuh=1
Wiy— Ay ="%

Zwréémy si¢ teraz do ukladu tych liezb rzeczywistych, ktére
w § 1567-ym oznaczone zostaly przez symbole

gp; ok (13; g k=1,2, 3:"9 ”)'

n==4,

Prayjawszy

moZemy zestawié wszystkie te liczby w tabelce nastgpujgcej:

g]‘l.l',l gl.l.?:' 57,1,81 gl;!.-i"' (1)
C%.B-l: g‘l.ga?.} gﬁ.%,ﬂ CE.!.J."‘ (2)
‘:8.8.1! gs.ﬂ.h §3.1.31 C“LB.I‘“ (3)
gd.i.n .z:t.d.,i!: g._u.s: g{;d.{"‘ (4)
CE;B;‘H gﬁ,.‘!,i} ;9,3,3! ;!.8.4."' (5)
;4.2;1'! gd,!,'.‘.! ;1.2.3! C-i.,?.d,"' (ﬁ)
;Bwi,l) gﬂ,l,!! CS,!.S) g&,l;l“' (7)
;8;?.1) §3,B,2} EB,‘.',,S? g&,!,i"' (8) (9)
CE.-&,] ] g%,d,Z! ;5,1.,3} g!,(,l"' (9)

g&,s,l: Q,s,s: ;4,3,8: gmm--- (10)

;1,!,11 ;1,2,1! Cl,!,ﬂ! Cld,d'" (11)

;1,!;1: ;1,3,31 §1,3,3! g‘l,l,{'" (12)

;1,4.1} gi,&,ﬁ) gl,d.,a: gl,i,l-" (13)
.EE.,I,I! gﬁ,l,!! CS,I,S‘J g!,l.&"' (14)
gﬂ,l,la gﬂ,l,ﬂi ;3,1,8) §3,1,4--- (15)
Co1s Ganer Saney Sunyaee (16)
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gdzie kaidy wiersz zaopatrzyliSmy w pewien numer porzadkowy
uwidoezniony po stronie prawej.
Jezeli pray wartodei
n=4

na n zastypimy we wzorach (7) na str. 761 liezby

Z.'n Jh ‘,'3? z»i:
odpowiednio przez o

Uyy gy By Oy,
to ze wagledu na réwnodei (8) liezby §,, . przyjms wartodei, pray
ktéryeh tabelka (9) przemieni si¢ w tabelke nastepujacy:

(1)
(2)

l!
==
-
—1

L

~a

-

-

(10)

cCoMHOOCOOO

.

f

=R

=

.
.

q
-

-

.

-

|
OCHOOHOOHOOHOOOOO
—HoOoOHOCOOHROCOROQOOQ
>

[N = R == ===

o

w ktérej numery porzadkowe wierszy uwidoeznione sg znowu po
prawej stronie,

Gdyby$my, nie uwzgledniajae znaczenia, jakie majg w teoryl
zbioru liezb (Z) liezby i, , ., tworzace tabelke (9), przyjeli na liezby
te calkiem dowolnie oznaczony uklad wartodei rzeczywistych (U),
to na podstawie uwagi A (str. 7562) § 157-go moglibySmy sko-
jarzyé z ukladem wartodei (U) na liezby {,,, oznaczony zbidr
liezb (L). Przyjmijmy na elementy , , . tabelki (9) taki uklad war-
todei, zeby ta tabelka zlala si¢ z tabelks (10) i oznaczmy przez (L,)
ten szczegélny zbiér liezb, jakim stanie si¢ przy tych warunkach
zbidr (L). Jezeli zbidr (Z,), ktérego istnienie zalozylismy chwilowo
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(zob. poczatek paragrafu niniejszego), rzeczywidcie istnieje, to na
podstawie uwagi B (str. 763) § 157-go zbiér (L,) izomorficany
bedzie zbiorowi (Z). Ale jeZeli zbiér (Z,) istnieje, jezeli wige
zbiér (L,) izomorficzny jest zbiorowi (Z,), to pewien podzbidr
zbioru (L) izomorfiezny bedzie zbiorowi liezh rzeezywistych, a po
zespoleniu (§ 95) zbioru liezh (L,) ze zbiorem liczb rzeczywistych
uzyskaliSmy oznaczony zbiér liczh, ktéry sam bedzie mégl by¢é
uwazany za zbiér (Z,). Zatem, zeby upewnié sie, ezy zbiér liczb (Z,)
istnieje, mozemy nadaé rozwazaniom naszym bieg nastepujacy.
Zbadamy najpierw, czy w zbiorze liezb (L,) istnieje podzbidr izo-
morfiezny zbiorowi liezb rzeczywistych. Gdyby sie pokazalo, e
okolicznodé ta nie zachodzi, to ten wynik naszych badad stanowilby
dowéd na to, ze zbidr (Z,) nie istnieje. Jezeli zad stwierdzimy, Ze
rozwazana okoliezno§¢ zachodzi, to zespolenie zbioru liczb ze zbio-
rem (L,) bedzie mozliwe i pozostanie tylko do zhadania, ezy zbiér
liczb (Z;), takg drogg uzyskany, posiada wszystkie wlasnodei, wy-
szczegllnione w § 1564, i jest przytem rzeczywiscie rzedu 4.

Na podstawie uméw, wprowadzonych przy rozwijaniu uwagi 4
(str. 762) § 167, liczba zbioru (L) jest czterowyrazowym ukla-
dem liczb rzeczywistych, a symbolem tej liczby zbioru (L), ktérs
stanowi czterowyrazowy cigg

Oy Ay Ay, Oy
dowolnie przyjetych liczb rzeczywistych a,,ay,as,a,, jest symbol
(@1, @y, @y, @0);

réwnosé
(ay, as, as, ;) == (by, by, by, by)

wyraza, ze mamy
ak:bk {k:1,2,3,4)v
na dodawanie liczb zbioru (I,) mamy wzér

(a1, g, a5, @) - (byy by, by, b)) =
= (@, by, as —+ oy g ‘{‘ by, ﬂa‘[‘bﬂ» (11)

a na mnozenie —

(“nazaas:%)-[bubs: bs, be) = (1, s, Ty, T,), (12)
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gdzie liezby rzeczywiste a,,a,,2, i #, winny byé wyznaczone ze
Wzoréw

o4
m":z‘ Zgﬁﬂ-k‘aﬂ‘bﬂ (k=1,2,3,4)

p=1 g=1

z uwzglednieniem przytem tej okolieznodei, iz liezby £, , . te majs
wartodei, przy ktérych tabelka (9) zlewa si¢ z tabelka (10); mamy wige:

@y = y by — ayby — agby — ab,
®y = agh, — a by - ay by -+ a,b,
@y = ayby — ayby + a, by - azb,
@, = aybyg — agby +ay b+ a,by
Oznaczmy przez (R) ten podzbiér zbioru liezb (L,), ktéry
obejmuje wszystkie liczby postaci
*,0,0,0),

(13)

gdzie I oznacza liczbe rzeczywistqg o wartosei dowolne;j.

Zbidr liceb (R') dzomorficeny jest zbiorowi (R) wseystkich liczb
rzeczywistych. Istotnie, umdéwmy sie, ze uwazaé bedziemy za odpo-
wiadajace schie wzajemnie kaZds taks liczbg (' 0,0,0) zbioru (R’)
i kazdg takg liezbe I zbioru (R), zeby$my mieli

I=1.

Ta odpowiedniodé wzajemna liczb obu zbioréw oczywideie
sprawdza 2 pierwsze warunki (§ 95) izomorfizmu. Poniewaz dalej
réwnodé

(¢’,0,0,0)= (¥, 0,0,0)
W razie réwnosci
a=a ib=1"V
réwnowazna jest réwnosei
a=1b,

przeto rozwazana odpowiednio§é liczb zbioréw (RB') i (R) eczyni
zado$é i trzeciemu warunkowi izomorfizmu. Ale warunek 4-ty tez
Jest spelniony, jezeli bowiem przyjmiemy

(@,0,0,0) + (2, 0,0, 0) = (uy, g, 14, 10)

(¢,0,0,0) . (¥, 0,0,0)= (vy, v, v, v,)
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i zalozymy, Ze liezhy rzecsywiste a’,0',a i b sprawdzajg réwnodei
a=a', b=V,
to na podstawie wzoréw (11), (12) i (13) mieé bedziemy
h=a-+b w=u=u=0,
oraz

=00y =vn=0=0

Zatem zbiory liezb (R) i (R') sa rzeczywiscie pomiedzy sobs izo-
morficzne.

Poniewaz podzbidr (R') zbioru (L,) izomorficzny jest zbiorowi
liczb rzeczywistych, przeto mozemy zespolié (§ 95) zbiér liczb
rzeezywistyeh ze zbiorem (L,). Oznaczmy przez (Z;) zbidr liczb
w taki sposéb uzyskany. Powiadam, ze 2bidr (Z,) posiada wszysthkie
wlasnosci, wystowione w paragrafie 154. Istotnie, spostrzegamy na-
tychmiast, ze zbidr (Z;) posiada trzy pierwsze z wlasnodei wy-
szezegélnionych w § 164-tym, a poniewaz ze wzoru (11) wynika
bezpodrednio, Ze warunek konieczny i wystarczajaey, azeby zacho-
dzita réwnosd

b+ 2z==0,

gdzie oznaczyliSmy przez b i @ dwie liczby zbiorn (Z)), polega na
réwnosei

z=(0,0,0,0).=0,
przeton zhidr (Z;) posiada takze wlasnosé 4° Ze wzordw (12) i (13)
wynika bezposrednio, Ze zbiér (Z;) posiada wlasnoéé B°. Na pod-

stawie tychze wzordw i wzoréw (I1) zbiér (Z;) posiada wlasnosé 6°,
albowiem jezeli przyjmiemy

A= (e, @, a3, @), B= (B, B, C= (1,7 Y5, %),

0ZNACZATYC PYZEL Gy, Oy, Ugy Uy, Py Bay Bss Bus V15 A2y Yas Ve liczby iy
czywiste, to na podstawie wspomnianych dopiero co wzoréw mieé
bedziemy

(A4 B).C=(a,+ B, + By @y 1 P55 @4 +B4) - (11yY 20 75, %) =

= (14, Ug, Ug, ), (14)

0ZNACZAJRC przZez Uy, Uy, Us,u, Wwartodci, jakie prayjmuja liezby
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Ty, Ty, &g, @, Po podstawieniu na a,, ay, ag, @, by, by, by, b, we wzo-
rach (13) wartoSei nastepujacych;

a=a+h 1234

bg — yf"
W sposéb analogiczny fatwo stwierdzamy, Zze zachodzi réwnodé
(15) C. (A B)= (v1, s, 5,9y,

gdzie oznaczyliSmy przez vy, v,,v,, 1 v, wartosei, jakie wynikalyby
ze wzoréw (13) na a,,a,,%y i @ W razie réwnosci nastgpujgcych:

L ¢ = ;
s B k=123, 4)
Z drugiej strony, na podstawie wzoréw (12)1 (18) otrzymujemy
4.C= (“;7 u;$ ”:3: ﬂ;),
(16) { B G (u;’ Uy, ”‘:;a “:)-,-
O. ,A. = (’f-’;; 9‘_;,1 1’;1 7);),
(17) O = (”f, ”;1 ?J;, ?J;,),

gdzie oznaczylismy odpowiednio przez
Uy Uy Uy Ug
'
t"]; Vay DB: Uyl
1 L i L L
U1y Vo, U,y Uy
te uklady wartodei, jakie dostarczajs kolejno wzory (13) na liezby
Ty 4 By y Ty y Ty

gdy liczby ay,aq,aq,a,; by, by,b,b, wyznaczamy raz ze wzoréw

@y = O,y -

P (=1,2,3,8)
drugi raz ze wzoréw:

a4 = By, .

B (k=1,2,3,4),

trzeel raz ze wzordw:

2—* (k=1,2,8,4)

bk = O,
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a po raz czwarty ze wzoréw

= ?&

by = B
Spostrzegamy z latwoscig, e mamy:
=14 ((k=1,234),

Ve = U, v,
Zatem ze wzgledu na wzory (16) zachodzi réwnodé
A.CHB.C= (uy,uy, ug, %,),
a ze wzgledu na wzory (17)
C.44C.B=(v;, 0,01,
Z réwnogei (14) i (18) mamy
(A4+B).C=4.C+B.C,
a z réwnaosei (17) i (19)
C.(4d4+B)y=C.4+4 C.B.

(k=1,2,3,4)

oraz

(18)

(19)

(20)

(21)

Z r6éwnodei (20) i (21) wynika (§ 30 tw. I), Ze zbiér (Z}) po-
siada rzeczywifcie wlasnosé 6° wykazu, podanego w § 154-tym.
O tem, ze zbidr (Z;) posiada takZe wlasno$é 7° rzeezonego
wykazu, przekonywamy si¢ w sposéb nastepujsey: Uwazajmy jaka-

kolwiek liczbe ¢y, ¢y, ¢y, ¢, zbioru (Z;) i oznaczmy przez

YisYas sy Ya

wyraZenie, w jakie przemienilyby sig prawe strony réwnosei (13),

gdybyémy, zastapiwszy najpierw symbole

aha!!}as:ad

przez

&1y Ty Ty, T,
a symbole

bis l’3'1 ] bs 1 bl
przez

cl ] 62} cﬂl c‘ 1

podstawili nastepnie w uzyskanych wzorach wartosei (13) na

&y, Ty Ty By
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Oczywiscie mamy
(22) {(agy ag, a55 ay,) - (byy byy by b)) - (14 05 €5y 00) =
= (Y1, ¥, Y3, Ya)-
Z drugiej za$ strony, jezeli oznaczymy przez
tl} tﬁ‘.l t.%v t'l
wartodei, jakie wypadlyby ze wzoréw (13) na
Ty, Ty T3y Ty
w przypadku, w ktérym postawiliby$Smy na miejsce liczb
1y Ay, O3, Uy

liczby
by by, bys by,

a na miejsce tych ostatnich liczby

€13 C2y Cgy Cgy

to mieliby$my
(byy ay by s by) - (e1, €5 €35 ¢0) = (bis by, By B0)5
mamy wige
(23) (@15 @pytizy @) . {(bybaybyby) - (€1 €, 055 €0)) ==
= (21, 23, 23, 2&):

0ZRACZA)4C PrZez

211 Ry %, %
wartodei, ktére otrzymaliSmy na z,,,,2,,2, ze wzoréw (13),
przyjmujac

b=t (k=1,2,3,4)

Poniewaz po wyraZnem. wypisaniu wzordw na ¥, ¥s, Ys, ¥,
2,2y, 23,2, % latwodcig stwierdzimy, Ze réwnosei

n==2 (k= 112: 3)4)

zachodzg, identycznie, przeto wnosimy ze wzordw (22) i (23), Ze
zachodzi réwnoéé

(24) {(a, ag, as, ay). (byy by, by, by)} . (1, €ay €55 €a) =
= (ay, ay, ag, a4) . {(by, be:_ b3, by) . (e1) ay €3y €a)) s

i to bez wagledu na wartodei liczb

(@102, 03,a),  (brpbaylsy b)) 1 (e1yCay 04y 0y).
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Réwnosé (23) wyraza, Ze mnozenie liczb zbioru (Z;) posiada
wlasnosé lacznosei w razie trzech czynnikéw. Zatem mnozZenie
liczh zbioru (Z) posiada wlasnoéé lgcznofei (§ 29 tw. I) bes
wagledu na liczbg czynnikéw. Innemi slowy, zbiér (Z) posiada
rzeczywideie wlasnosé 7° wykazu § 154-go.

Zeby dowiesé, iz zbidr (Z;) posiada wlasnodé 89, zwréémy sig
do wzoréw (13). Uwzgledniajac identycznodei:

(agby — ayby) ay by 4 (ayby — anb,) ayby - (ayby — aghy) a; b, =0
(agby — ayby) agby ~+(ayby — asby) agh; - (aybs — aby) agby =0,
stwierdzamy latwo, ze mamy
@)+ @ - 2 = (agby — a,b5)2 - (@yby — a3.0,)2 - (ag by — agby)* -
+ (@1by 4= a9 by)? 4 (a1 by - ayby)? 4= (a3 by ~+ a,5,)*

Po latwem przeksztalceniu z jednej strony sumy trzech pier-
wszych skladnikéw prawej strony tej réwnosei, a z drugiej trzech
pozostalych, uzyskujemy wzér nastepujaey:

5o+ ot = (& =+ o3+ @) B3+ B3+ ) —
— (agby ~ ag by - @y b,)? - af (3 4~ b5 - b3) + bi (o +- a3 - @)
—+2a,b, (a0~ ayby - a,by).

Poniewaz za$ mamy

@} = @b} — 2a, by (ayby |- agby +-a,0,)
(@ by + aghy + @y 5‘)2’
przeto
a; + a3 + a3 -+ 2§ = (a3 - af - af) (B3 -+ &5 - B) -+
- a (BB + B (i &+ o)+ a3 B
Zatem ostatecznie mamy

4o adHai=

= (a} + a3+ aj +-a) (Ui -0 b5 407 (20)

Zwracajac sig do réwnodei (12), mozemy natychmiast, opiera-

jac sig na réwnosei (25) i uwzgledniajac te okolicznosé, iz symbole

Ty ak:bk (k= 1:21 3:4)

1) Réwnoké ta wyrasa ciekawe twierdzenie z teoryi liezb zbioru s
twierdzenio to jest calkiem analogiczne do twierdzenia o liczbach zespolonych
pospolitych, wedlug ktérego modul iloczynu dwéeh takich liezb réwna sie iloczy-

nowi moduléw czynnikéw.

Arytmetyka teoretyezna. b0
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przedstawiajg liczby rzeczywiste, z latwodci sig przekonad, ze mamy
(ay, ag,ag, ag) . (by, by, by, b,) = (0, 0,0, 0) == 0,
jezeli tylko nie zachodzg ani wszystkie réwnogei ukladu
a, =@y = ag = a; =0,
ani wszystkie réwnodei ukladu
by=0by=0b;=0b,=0.

Innemi slowy, iloezyn dwdeh liezb zbioru (Z;) jest od modula
dodawania odmienny, jezeli tylko mnozna i mnoznik sy od modulu
dodawania odmienne. Ale na tem wlasnie polega wlasnosé 8° wy-
kazu § 1H4-go.

Zbidr (Z;) posiada wlasnosé 9° tegoz wykazu bezpodrednio
na podstawie swej definicyi.

O tem, Ze zbidr ten posiada wlasnosé 10° rzeczonego wykazu,
przekonywamy sig w sposéb nastepujgey: Na podstawie reguly, ktdrg
wyrazajy lgeznie réwnosei (12) i (13), mamy:

l.(by,by,bs,0,) =1(1,0,0,0).(by,b,, s, b)) = (Iby, lbg, ibg, Ib,),
(b.l:bga ba: ba) A= (bh bnbﬂs b4) : ('?'.! 01 0) 0) = (‘Ml} sz, HJB: Zbl)
jakiekolwiek liczby rzeczywiste oznaczyliémy przez
33 bl? bs? bs} b4'
Otéz z powyiszych réwnosei wynika réwnosé
L. (by; by, by, b)) = (by, by, bs, by) . 1,

wyrazajaca t¢ wlasnodé zbioru (Z;), ktérs pragneliémy udowodnié.

Mamy jeszeze wykazaé, Ze zbiér (Z;) posiada wlasnosé 11°
z wykazu § 164-go. W tym celu przyjmijmy na elementy wy-
znacznika nastepujacego

bl'l) bl%? b1!) bli

= bzu b!‘l} b!!-l b!d.

A - b&l ) bsg 1 bss ] bsl
bll! bil‘} bIB! bd.l

(26)

jakiekolwiek takie wartodci rzeczywiste, Zebyémy mieli
@7 A 0.
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Jezeli tedy przyjmiemy

h= (bn ' bm: bm: bu) (k = 1; 2, 3; 4)s (23)
to kazdej liczbie
l= (bxu by, b3, bs)

zbioru (Z;) odpowiadaé bedzie taki uklad liezb rzeezywistych

(b Ugy Qg @y,
Zebysmy mieli
l=ayly + ayly - agly + a1y, (29)

gdyz réwnosé¢ ta réwnowazna jest nkladowi

b, = by,ay + by, a5 + bg,a5 + b0, (s=1,2,3,4),
ktéry ze wzgledu na nieréwnodé (27) posiada w stosunku do nie-
wiadomych
@y 5 Qg Gy Gy

zawsze jedno tylko rozwigzanie.

Ostatecznie zbidr (Z;) posiada wszystkie wlasnosci, wyszcze-
gllnione w wykazie z § 154.

Zbidr liczb (Zy) jest 4-tego rzedu. Istotnie liezby

21: Zh Z!!) 'EH (30)

okredlone wzorami (9), sa liniowo niezaleine, albowiem jezeli
zwrécimy sig do zagadnienia, polegajacego na wyznaczeniu takiego
ukladu liczb rzeczywistych

Cr, Gy, Cs, Gy, (31)

4
2 Gh=0 62

Je=1

zeby$my mieli

to natychmiast stwierdzimy, ze liczby (32) sprawdzaé winny uklad
réwnan nastepujgey:

D G b=0. (1=1,2,3,4)

k=1

Poniewaz za$§ wyznacznik A tych réwnan liniowych jedno-
rodnyeh sprawdza nieréwnosé (27), przeto rownosc (32) zachodzi
tylko przy wartoseiach zerowych na liczby rzeczywiste (31). Za-

BO*
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tem uklad (30) jest zasadniczym ukladem jednostek zbioru (Z),
a wige sam ten zbidr jest rzeczywidcie rzedu 4-go.

Zbiér lieczb (Z;) znany jest pod nazws kwaterniondéw, na-
dany mu przez jego odkryweg Hamiltona,

Zwracajae sig do uwagi B na str. 763, mozemy z géry prze-
widzie¢ co nastepuje: jedeli okreslimy liczby

(33) él) 3'2: és: i-i
abioru (Z;) réwnaniami
41=(1,0,0,0)
iy =(0,1,0,0)
(34) ig = (0,0, 1,0)
é-i == (0} 0: 0! 1):

to uletad (33) bedzie takim zasadniczym uktadem jednostel zbioru (Zy),
ktory sprawdzaé bedzie réwnodei (2) i (8). Latwo stwierdzamy a po-
steriori, e okoliczno§é ta zachodzi: uklad (33) jest zasadniczym
ukladem jednostek zbioru (Z;), gdyz liczby (33) sy oczywiscie
liniowo niezalezne, a va kazda liezbe (ay,as,ay,a,) tego zbioru
mamy oczywiscie wzor

(ay, ag, ag, a;) = a,iy - ay i, ‘|" Ayiy - ayiy,

o tem zas, ze réwnosci (8) rzeczywiscie zachodzs, przekonywamy
sig Jatwo na podstawie ogdlnych wzordw (12) i (13).

W teoryl zbioru liczb (Zj) czyli kwaterniondw najdogo-
dniej jest prayjaé za uklad referencyjny zasadniczy uklad jedno-
stek (33), okredlony réwnaniami (34). Wobec tego uwazamy za nor-
malng postaé¢ kwaternionu wyrazenie

(35) ayiy - ayiy |- ayiy + Ay,

gdzie ay,a,,ay,a, oznaczaja jukiekolwiek liczby rzeczywiste,
a iy, %, 14,4 — kwaterniony, okreslone wzorami (34). Poniewaz na
podstawie pierwszego z réwnai (34) mamy

{j].:]‘}

przeto mozemy zastapi¢ wyrazenie (3D) przez prostsze nieco Wy-
razenie nastepujgce: '

ay - agiy - agiy - agiy.



— 189 —

W praktyce, idye za przykladem samego Hamiltona, zastgpu-
jemy symbole

ly, Ty, %y
przez symbole nieco prostsze
i,k (36)
i piszemy zatem kwaternion w postaci sumy nastepujacej:
a-+bi+cj-dk, (37)

oznaczajgc przez a,b, ¢, d jakiekolwiek liczby rzeczywiste.
Na podstawie definicyi symboléw (36) oraz réwnodei (2) i (8),
mamy
= p=kr=—1

i =—ji =k
e (38)

Na tym wladnie ukladzie réwnosci opieraja si¢ reguly tech-
niki rachunkowej z kwaternionami, ale nie rozwijajac w tym
rozdziale dalej teoryi kwaterniondw, odsylamy eczytelnika do spe-
eyalnych dziel o tym przedmiocie. Teorya kwaternionéw, uwa-
gana jako narzgdzie do badai naukowyeh, ma tylko znaczenie
drugorzedne i dlatego szezegdlowe rozwijanie tej teoryi w ogdlnym’
kursie arytmetyki teoretycznej nie byloby odpowiednie. Cel nasz
polegal na zbadaniu, czy istnieja posréd zbiordw liczb, posiadajs-
cych wszystkie wlasnodei, wyszezegélnione w § 154-tym, zbiory
liczb 4-tego rzedu. Otéz na to pytanie moZemy obecnie odpowie-
dzie¢ wyczerpujgco twierdzeniem nastgpujgcem:

Posrdd zbiordw liczh, posiadajacych wszystkie wlasnodei, wy-
szczegdinione w § 154-tym, istnieja 2biory licsh 4-go rzgdu, a kaidy
z nich naledy do typu kwaternionbw.

Twierdzenie to jest tylko streszczeniem gléwnych wynikéw,
uzyskanych w niniejszym paragrafie.

Istotnie dowiedliémy, ze niezawodnie istniejacy zbiér liezb,
ktéry$my oznaczyli przez (Z;), a ktéremu pdiniej dalidmy nazwe
kwaterniondw, jest zbiorem liczb, ktéry posiada wszystkie wia-
snodei, wyszczegdlnione w § 164-tym, i jest praytem 4-go rzedu
zbiorem tego rodzaju. Zatem dowiedliSmy istnienia zbioréw, rozwa-

zanych w twierdzeniu.
Z drugiej znéw strony dowiedlismy, Ze w kazdym zbiorze
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liezb, ktdry posiada wlasnodel, wyszczegélnione w § 154-tym, i jest
przytem 4-go rzgdu zbiorem tego rodzaju, istnieje zasadniczy uklad
jednostek 4y, 4y, 4y, 4y, sprawdzajscych zwigzki (2) i (4), a nadto
widzielismy, Ze zbiér liezb, posiadajacy taki zasadniczy uklad jedno-
stek, jest izomorficzny zbiorowi (Z)) czyli kwaternionom. Stwier-
dzamy wige, ZeSmy rzeczywiscie uzasadnili wyzej wszystkie czedei
twierdzenia.

§ 164. Opierajac sie na wynikach, nzyskanych w paragra-
fach poprzednich, fatwo juz mozemy uzasadnié¢ twierdzenie naste-
pujace:

Istnieja doktadnie trzy odmienne od siebie typy =zbiordw liczb,
posiadajacych wszysthkie wiasnosei, wyszczegdlnione w § 154-tym, a mia-
nowicie :

10 Typ liczh rzeczywistych.

20, Typ liczb zespolonych pospolityeh.

3% Typ kwaterniondw.

O tem, ze posréd zbiordw liczb, posiadajacych wlasnosei wy-
szezegblnione w § 1H4-tym, istniejsy rzeczywiscie zbiory liczb ty-
péw, wyszezegdlnionyeh w twierdzeniu, i tylko zbiory liezb tych
typdw. wiemy juz bezposrednio na podstawie twierdzen, uzasadnio-
nych w paragrafach powyzszych, ale pozostaje jeszeze do udowo-
dnienia, Ze rzeczone typy liezb sq rzeczywidcie pomiedzy sobg od-
mienne.

Spostrzegamy natychmiast, ze zbiér kwaternionéw nie jest
izomorfiezny ani zbiorowi liczb zespolonych pospolitych, ani zbio-
rowi liczb rzeczywistych, gdys mnoZenie kwaterniondw wlasnodei
przemiennodei nie posiada, a mnozenie liczb kazdego zbioru liezb
izomorfieznego zhiorowi liczb zespolonych pospolityeh, albo zbiorowi
liezb rzeczywistych oczywiscie wlasnogé przemiennodei posiada.

Powiadam, ze zhidr liczb zespolonych pospolitych nie jest izo-
morfiezny zbiorowi liezb rzeczywistych. Istotnie, zalézmy, Ze pe-
wien zbidr liezb (R) izomorficzny jest zhiorowi liezb zespolonych
pospolitych (Z,).

Dowolnie przyjetej liczbie a zbiorn () odpowiadaé bedzie
liczba homologiczna a’ w zbiorze (Z,). W tymze zbiorze na pod-
stawie znanych wlasnodei liczb zespolonych pospolityeh zawsze
znajdzie sig taka liczba ', Zeby$§my mieli

(1) 2 =a'.
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Liczhie &’ zbioru (Z,) odpowiadaé bedzie liczba homologiczna
w zbiorze (R), a ze wagledu na réwnanie (1) liezba @ sprawdzaé
bedzie réwnanie

r? =aq. (2)

Zatem, jezeli tylko oznaczony zhiér liezh (R) izomorfiezny
Jest zbiorowi liczb zespolonych pospolityeh, to dowolnie przyjete]
liczbie a tego zbioru odpowiada zawsze jedna przynajmniej, ré-
wnanie (2) sprawdzajaca liezba x tegoz zbioru (B). Poniewas zad
nie kazdej liczbie rzeczywistej a odpowiada réwnanie (2) sprawdza-
jaca, druga liczba rzeczywista @, gdy% w przypadku, kiedy liczba a
jest ujemna, nie istnieje warto$é rzeczywista na z, sprawdzajgca
réwnanie (2), przeto zbiér liczb rzeczywistyech nie jest izomor-
fiezny zbiorowi liczb zespolonych pospolityeh. Ostatecznie wige
stwierdzamy, ze typy liczb, wymienione w twierdzeniu, sg rzeczywi-
$cie pomigdzy sobg odmienne, a o to tylko chodzilo.

§ 165, Poniewas, wyszezegdlniajge wlasnodei zbiorn liezb (Z),
majgeego stanowié przedmiot naszych badan, wyraznie zaznaczy-
liSmy, ze nie wykluezamy przypadku, w ktérymby zbiér ten byl
zbiorem wielkodei tylko w znaczeniu szerszem, przeto w Zadnym
ustepie rozwazan naszych o zhiorze (7) nie zakladaliémy, zeby zbidr
ten byl zbiorem wielkodei w znaczeniu $cislejszem. Z drugiej znéw
strony oczywiseie nie rozwingliémy Zadnych rozwazati sprzecznych
z zaloZeniem, zeby zbidr (Z) byl zbiorem wielkosei w znaczeniu
$cislejszem. Z tego nie wynika jednak jeszecze bezposrednio, Zeby
po wprowadzeniu zalozenia, i% zbidr liczb (Z) jest zbiorem wielkosci
w znaczeniu fcilejszem, wszystkie wyniki, do ktérych doszlismy,
zachowaly swoje znaczenie, albowiem a priori nie jest wykluezo-
nem, Zeby w nastgpstwie tego jednego zaloZenia, iz zbidr (Z) jest
zhiorem wielkodci w znaczenin s’ciélejszem, rozmaitosé typéw, do
ktérych méglby naleze¢ zbiér (Z), nie mogla byé uszezuplona.

Oté% w rzeczywistodei okolicenosé ta nie zachodzi. Zeby prze-
konaé sig o tem, nalezy tylko dowiesé, ze kazdemu zbiorowi liezb (Z),
posiadajacemu wszystkie wiasnosei, Wyszczegélniona w § 1564-tym,
mozna, nie wykraczajge przeciwko zasadom rozdzialu II-go, nadaé
charakter wielkodei w znaczeniu écislejszem. Istotnie, w zbiorze (%)
mozemy wybraé dowolnie poérdd zasadniczyeh ukladéw jednostek
pewien uklad

ll: z!s"' L



