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Jezeli tylko nie kazda z liczb (16) réwna sig zeru, to liczba &
nie jest liczbg rzeczywisty. Zatem na podstawie twierdzenia § 158-go
liezbie @ odpowiadaé beds dwie liczby rzeczywiste « i 8, z kté-
rych 8 bedzie od zera odmienna, takie, Zebysmy mieli

(@ — @)+ p*=0,
ezyli
2 — 20w+ a2 =0.

Poniewaz na podstawie wzorn (17) kwadrat 2? liezby z jest
liczbg rzeczywista, przeto mamy

a=0.
Mamy wige
x? + B =0,
a poniewaz liczba f jest od zera odmienng liczbs, przeto mamy
a® < 0.
Zatem na podstawie réwnosei (18), mamy
(19) f @3y ) > 0.

Z tego wynika, ze zachodzi twierdzenie nastgpujace:

IL. Wzorem (18) okreslony wiclomian jednorodny drugiego sto-
pnia f (2, @,... @,) liceb rzeczywistych (16) ma fe wlasnosé, i2 spraw-
dza nierdwnosé (19), jezeli tylko nie wszystkie liczby (16) maja war-
todci zerowe.

Z teoryi form kwadratowych wiemy, Ze warunek konieczny
i wystarczajgey, azeby forma kwadratowa f (wy, @s,... ,) miala powyi-
sz wlasnogé, polega na tem, zeby wspdlezynniki d,, tej formy kwa-
dratowej sprawdzaly pewne nieréwnosei. Wspomnianyeh nieréwno-
éci nie piszemy, poniewaz fakt, ze zachodzi wyslowione przed chwilg
twierdzenie, stanowi dostateczng podstawe do dalszych rozwazan;
ale istnienie rzeczonych nieréwnodei stanowi dowéd na to, Ze zgo-
dnie z tem, co$my byli zapowiedzieli wyzej, liczby rzeczywiste d,'
bynajmniej nie mogg przybieraé jakichkolwiek wartosei.

§ 161. Obecnie zamierzamy uzasadni¢ twierdzenie nastgpujgce:

Jeteli rzqd n zbioru (Z) wigkszy jest od liczby 2, to w takim
razie istnieje w zbiorze tym taki zasadniczy uktad jednostek

1) By Ggyens B



2e mamy mnie tylko
=1, (2)
oraz
t+1=0, (k=2,3,...n), (3)

co watpliwosci nie ulega na podstawie twierdzenia, uzasadnionego w §
159-tym, ale nadto

bt tid, = 0, (4)
Jjezeli tylko wskainiki k i t sprawdzajg nieréwnodci
k>1, t>1, k3t (6)

Na podstawie twierdzenia § 159-go mamy pewnoéé, Ze istnieje
w zbiorze (Z) taki zasadniczy uklad jednostek

' Uiy loyers luy (6)
Ze mamy

h=1, (7)

oraz
h+1=0 (k=2,3,..n) (8)

Przyjmijmy

iy =1l g =1y, ©)

oraz
iy = Aly - ply, (10

oznaczajae przez 4 i p dwie liczby rzeczywiste, ktére usilujemy
tak wyznaczyd, ZebySmy mieli

byby~G31y =0, (11)
oraz

#41=0. (12)

Na podstawie wzorn (10) i réwnosei (9) i (8) pray zachowa-
niu dla symboléw d,, znaczenia, nadanego im w § poprzedzajgeym,
réwnanie (11) przybiera postaé nastgpujaca:

— 2420, n=0. (13)

Z drugiej znéw strony na podstawie wzoru (10) réwnosci (8) 1 ré-
wnodei (9) z rdwnania (12) mamy

— 7 (A, ,0,0...0)+ 1 =0, (14)

gdzie znaczenie symbolu f(Z,u,0.0...0) okreslone jest réwnaniem
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(18) paragrafu powyzszego. Podstawiajae w réwnaniu (14) wartodé
na A, wynikajgea z réwnania (13), mamy

(1) — p¥f (043,1,0,0,...0)41=0.
Poniewaz na podstawie tw. IL-go paragrafu poprzedzajacego mamy
S (0s,1,0,0,...0) >0,

przeto réwnanie (15) da dwie wartodei rzeczywiste na u, a kaidej
z nich, na podstawie réwnania (13) taka odpowiadaé¢ bedzie war-
to$¢é na A, iz wartodé (10) na 4, sprawdzaé bedzie réwnodei (11)
i (12). Z drugiej strony spostrzegamy natychmiast, Ze przy takiej
wartodel na i, uklad liezb

eSS R N e

przedstawiaé bedzie jeden z zasadniczych ukladéw liezb zbioru (Z).
Oznaczmy przez p liczbg calkowita, sprawdzajaca nierdwnoéel

2<p=n,
i zbadajmy, ezy liczby

iy G g,

zbioru (Z) moglyby byé tak wyznaczone, Zeby zachodzily oko-
licznodei nastgpujgce:
1° Uklad liezb

(16) byy fgyees Bpy o1y Togayeee buy
ktéry w razie réwnodei p = » uwaZany byé winien za uklad
bt
jest zasadniczym ukladem jednostek zbiorn (Z).
29, Mamy
=1
17) h4+1=0 (k=2,3,..p)

30, Jezeli wskazniki & i ¢ sprawdzajs prdez nieréwnosei (D)

jeszeze zwigzki

to w takim razie mamy

(19) i+ i = 0.
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Dowiedlismy wyzej, Ze liczby
By Gy i

rzeczywiscie tak moga byé wyznaczone, zeby warunki poprzedza-
jace zachodzily przy wartodei

p=3
liczby p. Zalézmy chwilowo, Zedmy liczby
iy gy By (B=g < 1) (20)

tak wyznaczyli, i wspomniane warunki zachodzg przy wartodei

pP=1q
liczby p i usilujmy dolgezyé do ukladu (20) taks liczbe i,, zeby
uklad liczb (16) posiadal wyslowione wyzej wlasnodei przy wartosei

p=q+1

liczby p. Poniewaz mamy

g <n
przeto liezba 1,,; niezawodnie istnieé bedzie; mozemy wige uczynié
probg wyznaczenia liezb rzeczywistych 4,... 4, i p w taki sposéb,
zeby$my mieli

i1 =Y it pigys- (21)

pe=

Zeby ta warto§¢ na i, czynila zadodé warunkom zadania,
koniecznem jest i wystarcza, zeby zachodzily zwigzki nastgpujace:

b b et =0 (k=2,3,...9) (22)
2 41=0 (23)

oraz
w0. (24)

Znaczenie nieréwnogei (24) na tem polega, Ze nieréwnosé ta
stanowi oczywiscie warunek konieezny i wystarczajacy, azeby uklad
liezh

i1y Bgyeee Gy Togay Loy b

byt zasadniezym ukladem jednostek zbioru (Z).
Podstawiajge wartosé (21) na i,,; w réwnaniach (22) i uwzgle-
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dniajae przytem zwigzki (17) i (19), uzyskujemy réwnania naste-
pujace:
(25) —224,+2p0,,u=0, (k=2,3,..)

oznaczajac ogélnie przez symbole d,, liezby, w ktére przechodzg
elementy, tymi samymi symbolami w paragrafie poprzedzajacym
przedstawione, gdy w ukladzie liczb

by by
zastapimy ¢ pierwsze liczby, a wige
o . zl! ls-,‘-. Zq
odpowiednio przez
fyy Bayeer e

Przy takiem rozumieniu symholéw d,, moZemy napisaé wynik
podstawienia wartofei (21) na i, w réwnaniu (23) w postaci na-
stepujgeej:

(26) _f('?'l:‘lz:""lq:f*":o} 01'0)+1=01

gdzie znaczenie symbolu f(4,, 4;,.. 4,,4,0,...0) nalezy uwazaé za
okreslone przez wzdr (18) paragrafu poprzedzajacego.
Z réwnai (25) i (26) mamy

(27) W Guigr Oy epnsos Oy gy 15 05:0) —1 =0

Poniewaz na podstawie tw. II-go paragrafu poprzedzajgcego
mamy niezawodnie

f(él'ﬁl'l'" 6q-ft+l‘ L, 0“") < OJ

przeto réwnanie (27) da dwie od zera odmienne wartosei na p,
a na podstawie réwnan (20) kazdej z tych dwu wartosei liczby u
odpowiadaé bedzie taki uklad wartodei na liczby

Agy Agyen 4

L&)

iz warto$¢ (21) na i,y czynié hedzie zadodé wszystkim warunkom
zadania,

Z uzyskanych wynikéw wnosimy na podstawie zasady in-
dukeyi matematycznej, e przy kazdej od liezby n nie wigkszej,
ani od liezby 3 nie mniejszej wartosei liczby p mozna tak wyzna-
czyé liezby

B Bagee . Bgy
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seby uklad (16) posiadal wyiej wyslowione wlasnodei. Z tego wy-
nika bezpodrednio, Ze twierdzenie, ktére mieliSmy uzasadnié, za-
chodzi w podanem brzmieniu.

Zeby wyrazid, iz uklad (1) liczb zbioru (Z) jest zasadniczym
ukladem jednostek, sprawdzajaecym réwnosel (2) i (3), oraz w razie
nieréwnosei

n> 2

(i w nastgpstwie nieréwnoéci (b)) réwnosei (4), orzekamy, ze uklad (1)
przedstawia normalny uklad jednostek zbioru liezb (Z).

Na podstawie twierdzenia dopiero co uzasadnionego, kaidy
zbiér liezb (Z), posiadajacy wlasnoéei wysaczegélnione w wykazie
§ 1b4-go, posiada jeden przynajmniej normalny uklad jednostek.
W rzeczywisto$ci, w razie, ale tylko w razie, kiedy rzgd » zbioru
liczb (Z) wiekszy jest od liezby 2, zbiér (Z) posiada nieskoriczenie
wiele normalnych ukladéw jednostek. Czytelnik sprawdzi z latwo-
$cig, ze jezeli uklad (1) sprawdza warnnki twierdzenia, to ogdlne
wzory na uklad

¢II ¢2"" ¢?l

jednostek normalnych zbioru (Z) mozemy przedstawié w postaci
nastgpujacej: )
=1

P =Za? (k=2,3,...n),

te=l
oznaczajge przez symbole @, liczby rzeczywiste, sprawdzajace
zwigzki nastepujgce:

Ja.=1 (k=2,3,..7)

t=2
oraz

Do, =0 pray kh.

Wyniki, uzyskane w niniejszym paragrafie zostaja W najsci-
Hlejsaym zwigzku z teoryg form kwadratowyeh i gdybysmy cheieli
sig opieraé na tej teoryi, to moglibyémy byli przedstawié wspomniane
wyniki jako nastgpstwa natychmiastowe twierdzenia nastgpujacego:
wszelka forma kwadratowa rzecazywista okreslona (definita) i doda-
Arytmotyka teoretyczna. 49
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tnia moze byé przeksztalcona na sumg kwadratéw drogs podsta-
wienia liniowego ortogonalnego.
§ 162. Z wynikéw, uzyskanych w paragrafach poprzedzajs-
eych, mozemy wysnué wnioski, ktére majg podstawowe znaczenie.
Uwazajmy zbidr liezb (Z) posiadajgcy wilasnosei, wyszezegol-
nione w § 164-tym, i oznaczmy przez

(1) fsteyon A

jeden z ukladéw normalnych jednostek tego zbiorn. Jedna
z liezb (1) bedzie w takim razie réwnaé sig¢ jednodei rzeczywistej.
Dobierajac oznaczenia tak, jak w ustgpach poprzednich, mamy

(2) =1,
Z latwoéeig stwierdzié moZemy, Ze w razie nieréwnosei
3) n>2

mnozenie liczb zbioru (Z) wlasnofei przemiennosei posiadaé nie
moze. Istotnie, ze wzgledu na nieréwnodé (3) ciag (1) obejmowaéd
bedzie przynajmniej trzy wyrazy, zatem liczby i, 1 4, istniejg
i mamy

igly ‘f‘isis =0,

a gdyby mnozenie liezb zbiorn (Z) posiadalo wlasnoéé przemien-
nodei, to mielibydmy prdez tego
gty — dyiy = 0,
mielibyémy wige
21:2?:3 = 2isi’ =0.

Poniewaz zaé iloczyn liczb zbioru (Z) w takim tylko razie
réwnaé sig moze zeru, kiedy jeden ezynnik przynajmniej réwna sie
zeru, przeto na podstawie powyZszych réwnosei zachodzilaby jedna
przynajmniej z réwnosei:

iy=0 albo 4 =0,

co jest niemozliwe, albowiem na podstawie definieyi zasadniczego
ukladu jednostek zbiorn (Z) zadna liczba takiego ukladu, a zatem
w szezegblnosei Zadna liczba ukladu (1) zeru réwnad sig nie moze.

Z rozwajah powyzszych wynika, Zze w razie, kiedy mnozenie
liczb zbioru (Z) ma wlasnoéé przemiennodei, mamy

n=2,
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Juz poprzednio mieliémy sposobnosé zaznaczyé, Ze w pray-
padku, kiedy zachodzi rdwnogé

n=1,

zbiér (Z) oezywiseie izomorficzny jest zbiorowi liezb wymiernych,
a w przypadku réwnosei

=2

— zbiorowi liezb zespolonych pospolityeh.

Z uwag tych wynika bezposrednio wazne twierdzenie naste-
pujace:

L. Istniejq zbiory liceb, ktére précz wlasnodci, wyszczegilnionych
w § 154-tym, posiadaja jeszcze wlasnosé przemiennosci mnozenia,
a katdy taki 2bidr liczb izomorficeny jest albo zbiorowi liczb zespolo-
nych pospolitych, albo fej ceesci tego zbioru, ktéra stanowi zbiér liczh
rzeczywistych.

Twierdzenie to moZemy wyrazié krécej w postaci nastgpujacej:

La. Zbiér liczb zespolonych pospolitych jest typem najszerszego -
2bioru liceb, posiadajacego précz wilasnosei, wyszezegdlnionych w § 154,
Jeszeze i wlasnosé przemiennodci mnozenia,

Obecnie latwo stwierdzié mozemy, Ze przyjecie umdw, na ktd-
rych oparliémy teorye liczh zespolonych pospolitych, nie jest rzeczs
przypadku, leecz wynika z samej natury rzeczy. Istotnie, poniewa
wszelka liezba rzeczywista uwazana byé moze za iloczyn dowolnie
przyjetej, byle od zera odmiennej liczby rzeczywistej I przez sto-
sownie dobrang drugs liczbg rzeczywista, przeto pragnge rozszerzyé
pierwotnie do pojecia liezby rzeczywistej zaciesnione pojgeie liczby
przywiedzeni jestesmy do rozwazania takiego zbioru liczh, w ktd-
rym kazda liczba uwazana moglaby byé za sume iloczynéw pe-
waych oznaczonych liezb

bys layees by

przez czynniki rzeczywiste. Jezeli tedy postawimy sobie problem
rozszerzenia pojecia liczby taks droga w ten sposéh, azeby ogélne
reguly przeksztaleania sum i iloczynéw liczb rzeczywistych nie do-
znaly zmiany przy przejéeiu od zbioru liezb rzeczywistyeh do no-
wego, szerszego zbioru liczb, to na podstawie twierdzenia poprze-
dzajacego, z koniecznosei dochodzimy do teoryi klasyeznej liezb
zespolonych pospolitych.
Ze wzgledu na tw. I-sze i na to, ze w razie, kiedy rzad zbioru
49%
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liczh (Z) réwna sig liczbie 2, zbidr ten izomorfiezny jest zbiorowi
liezb zespolonyeh pospolityeh, pozostaje do zbadania przypadek,
w ktérym mnozenie liczb tego zbioru wilasnodei przemiennodei nie
posiada, a rzad jego n wigkszy jest od liezby 2.

11 Jezeli rzad n zbioru licab (Z) wickszy jest od liczby 2, to
w takim razie mamy albo

inigiy =11,

ém.’:[a?:-r f— 1,

albo

jedeli tylko wskasniki a, B, y sprawdzajg nierdwnosci nastepujgce :

afp, By, yFa
a>1, f>1, y> 1.

Istotnie, przyjmijmy
Z= ia . éﬁ . iT'

W takim razie ze wzgledu na wlasnosé lgeznosei mnozenia,
mamy

A R NS S W D R TN
skad By P
2= —iq g (iq + iy) - B iy,

a to na podstawie zwigzku
(1) b4 +daiy =0.

Opierajge sig powtérnie na wlasnodci lgeznodei mnozenia, mamy

Zr=—iy . (ig . §s) . by g . iy
skad ze wazgledu na réwnodd
iy gy =0
mamy
Z¥ =1, . (3x .iﬁ).iT ";ﬁ cdy.

Uwzgledniajge jeszeze raz wlasnodé lgeznodei mnozenia, otrzy-
mujemy
a poniewaz

przeto mamy
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Z uzyskanego wzorn na Z? i ze wzgledu na réwnosé

1‘3 .ET—l—iT.iB =)
mamy
J*:aT .%% .arz——z?}:l,
a to na podstawie zwigzkéw

it +1=0, i41=0.
Ostatecznie mamy
Z2—1=0.
Z drugiej strony mamy
B—1=(Z+1) @),

mamy wige

“Z+1)(Z—Dnh=0,
skad wynika (§ 154, wlasnosé 6° zbioru (Z)), Zze zgodnie z brzmie-
niem twierdzenia zachodzi jedna z réwnodei:
Z=-41 albo Z=—1.
III. Rzad n zbioru (Z) nie moze byé wigkszy od liczby 4.
Istotnie, gdybysmy mieli
n> 4,

to na podstawie tw. I[-go zachodzilyby miedzy innemi réwnodei
nastepujgee:

ipigty =, lalyly =1,
gdzie oznaczyliémy przez { i 5 dwie liczby rzeczywiste, z ktérych

kazda co do wartodei bezwzglednej réwnalaby sig jednosei.
Z réwnosei powyzszych mamy

iy dg 3= Ly, iyl b5 =iy
czyli o ' o _
— iy iy =iy, —iy.l="11s.
Zatem mielibydmy
Giy —mis = 0.
Innemi stowy zachodzilaby jedna z réwnosei:

i, —iz =0 albo i, -4 =0.
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Poniewaz kazda z obu tych ewentualnodei w sprzecznodei
bylaby z zaloZeniem, zZe liczby

vy fyrene iy

stanowis zasadniczy uklad jednostek zbioru (Z), przeto stwierdzamy,
%e zgodnie z brzmieniem twierdzenia zachodzié musi zwigzek

n=4.

Na podstawie twierdzenia powyzszego istniejs co najwigeej
cztery, wartosciom 1, 2, 3 i 4 liezby 2 odpowiadajace klasy zbio-
réw liezb, posiadajgeyech wszystkie wlasnodei, wyszezegdlnione
w § 164-tym. Wiemy juz, Ze kazdej w wartodei n=11in=2
liczby n odpowiada pewna rodzina izomorfieznyeh pomigdzy sobg
zbioréw, mianowicie w razie réwnosei

n=—1

mamy zbiory liczb izomorficzne zbiorowi liczb rzeczywistych, a w razie
réwnodei
n=2a

zbiory liczb izomorfiezne zbiorowi liezb zespolonyeh pospolitych.
Pozostaje zatem z kolei zbadaé nastgpstwo zaloZen, z ktéryeh je-
dno polegaloby na réwnosei

n=3,
a drugie na réwnosei

n—=4.

IV. Rzad zbioru liczb (Z) liczbie 3 réwnaé si¢ nie moze.
Istotnie, zaléZzmy wbrew brzmieniu twierdzenia, Zze mamy

n=3.
Mielibyémy tedy

igiy = @iy - Biy - yis,

oznaczajac przez o, § i y liczby rzeczywiste.
Poniewaz mamy
=1,

przeto wzdr powyiszy réwnowazny jest nastgpujgcemu:

(1) iyly = @ - fiy - ¥iy,
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e G I b
— iy == @iy - Biyiy —y,
skad znowuz na podstawie wzoru (1) wynika réwnogé
— iy = iy + B (e + iy + i) —
— iy =P —y - %, + (a4 By) is.
7 réwnosei tej mamy
pa—y=0, f*=—1, a-py=0.

Poniewaz liczba § jest liczby rzeczywists, przeto druga z ré-
wnosei powyzszych zachodzié nie moze. Zatem zaloZenie, iz mamy

czyli

czyli

n=—23

doprowadza do nastgpstwa niemozliwego. Przeto, zgodnie z brzmie-
niem twierdzenia licsha # liczbie 3 réwnaé si¢ nie moze.

7 twierdzenia poprzedzajacego wynika, ze pozostaje tylko do
zbadania przypadek, kiedy mamy

n=4.

Przedmiotowi temu poswigeamy paragraf nastepujacy.

§ 163. Zalézmy chwilowo, ze poéréd zbioréw liczb (Z), po-
siadajgcych wszystkie wlasnodei wyszezegdlnione w § 1b4-tym,
istnieje pewien zbi6r liczb czwartego rzedu (Z), i oznaczmy przez

CORCTRCTRN (1)

normalny uklad jednostek (§ 162) tego zbioru liczh.

Mamy tedy
=1, 1',3-]—1:0, i3 +1=0, '53-|—1=0 (2)
oraz ' + "
iy s lgdy =
igdy 4415 =0 (3)

iy 14, = 0.
Na podstawie tw. II-go § 162-go zachodzié bedzie jeszcze
jedna z réwnosei:

iyigiy =-1 albo dyigi, =—1.



