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a poniewaz liczby (1) sa pomiedzy sobg liniowo niezalezne, przeto
mamy
a—a=0, (k=1,2,.0n)

skad juz bezposrednio wynika to, co$my mieli wykazad.
§ 157. Przy dalszem badaniu zbiorn (2) zalozymy, Ze pewien
zasadniezy uklad jednostek

il b )

zostal w jakikolwiekbadZ sposéb oznaczony, i okredlaé bedziemy
kazdg liczbg I zbioru (Z), ktérs zapragniemy oznaczyé, przez taki
uklad liczh rzeczywistych

@) 3 My yers By 2)

ktdry sprawdza réwnanie

! :j‘ ;. (3)

k=1

Przy tyeh warunkach nadamy zasadniczemu ukladowi jedno-
stek (1) nazwg ukladu referencyjnego, a liczbom rzeczywi-
stym (2) — nazwg wspélrzednyeh liczby L

W dalszyeh rozwazaniach zalozymy, e jednostki zasadnicze,
ktére razem tworzg uklad referencyjny, zostaly w jaki§ sposéb
uszeregowane. Wobec tego kazda jednostka zasadnicza ukladu re-
ferencyjnego posiadaé bedzie pewng liezbg porzadkowsa; te liczbg
porzgdkows nazwiemy rzg¢dem odnosnej jednostki. Wspélrzgdne
liezby zbioru (Z) takie uwazaé bedziemy jako uszeregowane w pe-
wnym porzadku, a mianowicie w takim, zeby w kazdym iloczynie,
stanowigeym jeden ze skladnikéw we wzorze postaci (3) na liczbe
zbioru (Z), liczba porzadkowa wspélrzednej réwnala si¢ liczbie po-
rzadkowej jednostki ukladu referencyjnego. Liczby porzadkowe
wspélrzednych liczby zbioru (Z) nazywaé bedziemy rzgdami
tychze

Poslugujac si¢ oznaczeniami, uzytemi we wzorze (3), natural-
nie przyjmowadé bedziemy, o ile wyraZnie nie zaznaczymy rzeczy
przeciwnej, ze wskaznik w symbolach [, i @, oznacza wspdlny rzad
jednostki 7, i wspdlrzeduej a,.

Usprawiedliwienie powyzszych definicyi polega oczywiscie na
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tem, ze ze wzgledu na tw. III-cie paragrafu poprzedzajacego katdej
liczbie zbioru (Z4) odpowiada doktadnie jeden wkiad wartodci na jej
wspdirzedne.
Oznaczmy przez ! i I’ dwie jakiekolwiek liczby zbioru (7),
przez
@yy Ggyens Oy

wspdlrzedne liezby I, a przez
ay, Oyy... @

wspblrzedne liezby . Przy tych oznaczeniach wspélrzedna rzgdu
jakiegokolwiek & sumy
147,

oczywiscie w kazdym razie réwnaé sig bedzie sumie
@ - i,
a wspélrzedna tegoz rzedu réznicy
1—v,
réznicy ’
W — Gy
Ale jakie bgds mialy wartodei wspdlrzedne iloczynu
(4) 1.V
Na podstawie wilasnodei 6° (§ 164) zbioru (Z) i wzoréw

=2 a’rlp:

®)

I3 :2"‘ al,,

=]
mamy w kazdym razie )

1.0 :ZZ' (a,2,) . (ail)

skse [] p=1 g=1
(6) 1.V=3 3 (09D . Gl
r=1 g=1

na podstawie wlasnodei 70 i 100 (§ 154) zbioru (Z).
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Poniewaz za$ kazdy iloczyn postaci

L1

f 0}

réwna sig oznaczonej liczbie zbioru (%), przeto mamy

e
3,,.3,‘.*'-:2 Q,q,kzm (7)
k=1
0ZNACZAJAC PrZez

gp.o.l: gp.q.i’-: Py 0, B30 Cp,q,..

pewne liczby rzeczywiste, odpowiednio réwne wspélrzgdnym liczhy
zhioru (7), réwnej iloczynowi [,1,.

Oznaczywszy ogélnie przez 2, wspolrzgdny rzedu k iloczynu I’
innemi slowy, przyjawszy

.= Y al, (8)

gdzie
By Lassiw T 9)

oznaczaja pewne liczby rzeczywiste, mamy

a:,‘=2“‘2“'§_,,ﬂ_,‘.ap.a; (k=1,2,...7) (10)

p=1 g=l

na podstawie réwnogei (6) 1 (7).

Z tego wynika, co nastepuje: Gdyby wartosé liczby rzeczywistej
Lyoux byta nam znana, jakakolwick od jednosci nie mnigjsza, a od
liceby m nie wickszq wartosé catkowity miatby kaddy ze wskanikéw
P, q ik, to na podstawie wzoréw (10) moglibysmy wyznaczyé wspbtrzedne
iloczynu dwich jakichkolwiel liczb zbioru (Z) w zaleznosci od wspdt-
regdnych mnoinej i wspbbrzednych mnonika. Z tego wynika, Ze war-
tosei liezb rzeczywistych £, , . maja podstawowe znaczenie w teoryi
zbioru liczb (Z).

Wobec tego winnismy wzigé liezby £, . » pod blizszg rozwage.
Liczbom tym damy nazwg wspélrzednych iloczynéw je-
dnostkowych, umawiajac sie jednoczesnie, Ze przez wyrazenie
iloczyn jednostkowy rosumieé bedziemy kazdy iloezyn po-
staci /,.1,.
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Uwaga 4. Jekeli, rozwaéajac symbole

(11) Cour 1y k=1,2,38,..n)

bez wzgledu na znaczenie, ktdre nadalismy im wyiej, przyjmiemy na
nie catkiem dowolny ulktad wartosci rzecaywistych (U), to z uktadem
tym bedziemy mogli skojarzyé oznaczony zbidr liczb (L), a to w spo-
s6b nastgpujgey: Oznaczmy przez (§) zbiér wszystkich elementéw,
z ktéryeh kazdy jest oznaczonym ciggiem liezb rzeczywistych o
wyrazach, przyjmujae jednoezeénie za symbol tego elementu zbioru (Z),
jakim jest oznaczony ciag liezb rzeczywistych

ty, Ugyees Qy
o n wyrazach, symbol
(ay, @gy... @,).

Nastepnie przyjmijmy umowy nastepujgce:
1°. Réwnogé
(s Bogine: QY= {000y yysinsily])

dwoéch elementéw zbioru ({) wyraza, Zze zachodzi nastepujgey uklad
réwnosel
=10, (k=1,2,. n)
20, Definicye dodawania elementéw zbioru (Z) stanowi réwnosé
nastepujgca

(ay, gyee @) 4 (a1, as,... ay) = (a; 4 a1, ay - as,..., 6,4 a,).
39, Definicya mnozenia elementéw zbioru (§) stanowi réwnosé
(B By 32 (Bl s = s @
gdzie liczby rzeczywiste

xll $2?"' &,

winny byé wyznaczone ze wzoréw (10).

Definicye powyzsze czynig oczywiscie zado$é zaréwno zasa-
dom rozdzialu II-go, jak tez i zasadom rozdzialu V-go. Zatem mo-
zemy je rzeczywiscie prayjaé. Po przyjeciu tych definicyi zbidr (@)
stanie sig oznaczonym zbiorem liczb, ktérego matura oznaczona be-
dzie w zupelnosei, skoro uklad (U) wartodei, ktére maja byé pray-
Jete na liezby §, . ., zostanie oznaczony. Rzeczony zbiér liezb sta-
nowi wlasnie zbiér liezb (L), ktéry mieliémy na mysli.
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Uwaga B. 4 priori nie mamy oczywiseie Zadnej pewnosei,
seby zbiér liezb (L) konieeznie posiadal wszystkie w § 154-tym
wyszezegolnione wlasnosei zbioru (Z), przekonamy sig nawet pézniej,
ge okolicznosé ta wogdle nie zachodzi, ale spostrzegamy z najwigkszg
latwoscia, Ze jedeli uktad wartosci (U) przyjety na liczby &, ., wwa-
gany byé moze za uktad wspdlrzednych iloczyndw jednostkowych przy
oznaczonym ultadzie referencyjnym oznaczonego zbiorw liczb (Z), po-
siadajacego wszystkie wlasnodei wyszczegblnione w § 154-tym, to w ta-
kim razie zbidr (L) bedzie izomorficeny zbiorowi (Z), a jakakolwiek
EiczbaZakZ,‘ 2bioru (Z) i liceba (ay, ayy... a,) 2biorw (L) wwaane

kw1
byé moga za elementy homologiczne obu zbiordw.

Uwaga C. Przy calkiem oznaczonym zbiorze liczb (Z), posia-
dajgeym wszysthie wiasnodci, wyszczegdlnione w § 154-tym, wspdtrze-
dne iloczyndw jednostkowych posiadaja oznaczone wartosci tylko o tyle,
o ile zostal oznaczony ten zasadniczy wkiad jednostek, ktdry przyjety
ma byé za ukiad referencyjny.

Uwagi 4 i B moglyby nas sklonié¢ do rozszerzenia naszych
badan: mogliby$my prazystapié¢ do badania zbioru liezb (L) nie ogra-
niczajac z géry niezem wartodei liczb £, , .3 na tej drodze zglebi-
libyémy naturg zbioru liezb (Z), jako szezegélnego przypadku
zbioru (L). Badania w tym kierunku rzeczywiscie byly dokony-
wane !), ale wyklad tych badai zawiédlby nas bardzo daleko i do-
prowadzilby ostatecznie do skromnych wynikéw, gdyz zbiory liezh,
ktére nie posiadajg wszystkich wlasnodei, wyszczegdlnionych w § 154,
zbyt juz glgboko réznia sig od liczh rzeczywistych, azeby mogly
mieé, przy obeenym stanie nauki przynajmniej, wigksze znaczenie
naukowe. Wobec tego przyjmiemy inng metode, ktéra takze wynika
z powyzszych uwag: podobnie jak w paragrafach poprzedzajaeych,
bedziemy i w dalszym ciagu badaé konieczne nastgpstwa zalozenia,
e zbidr (Z) posiada wlasnosei, wyszezegdlnione w § 164-tym, usi-
lujse skorzystaé przytem z uwagi C w ten sposéb, Zeby wykryé
taki zasadniezy uklad jednostek w zbiorze (), aby po przyjeciu
tego ukladu za uklad referencyjny wspélrzedne iloczynéw jednost-
kowych przybraly mozliwie prosty uklad wartosei. Nastepnie, opie-

1) 8tolz u, Gmeiner, Theoretische Arithmetik, Leipzig, 1900, p. 293
i dalsze,
Enoyclopédie dos Sciences mathématiques, T, I, vol. 1, Fase. 3.

Arytmetyka teoretyczna. 48
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rajge sig na uwagach 4 i B, zbadamy, czy wszystkie te typy liczb,
ktérych istnienie nie byloby sprzeczne z uzyskanymi wynikami,
rzeczywiseie istnieja.

§ 1568. W paragrafie tym zamierzamy uzasadnié pewne wazne
twierdzenie, ktére doprowadzi nas do wykryecia szezegélnie ko-
rzystnego ukiadu referencyjnego w zbiorze liczb (Z); ale wprzéd
uwazamy za konieczne pewne rozwaZania wstepne.

Ze wzgledu na ogdélng, na poezgtkn § 33-go podang definicyg
potegi o wykladniku calkowitym od zera wigkszym, symbol

m‘ﬂ
ma okreslone znaczenie, jakgkolwiek liczhe calkowits, byle od je-
dnodei nie mniejsza oznaczalaby litera m i jakgkolwiek liczbe
zbioru (Z) oznaczyliby$my przez x. Nadto na podstawie wlasnodei
lgeznodel mnozenia liezb zbioru (Z) 1 tw. I-go § 33-go mamy

R o — .G‘Jm"i"",

jakakolwiek liczbe zbiorn (Z) oznaczyliby$my przez , byleby
tylko m i p oznaczaly liczby catkowite, od zera wigksze.

Uwagi te przywodzg nas do wprowadzenia do teoryi zbioru (7)
dobrze znanych wyrazen z elementarnej algebry przez przyjecie
definicyi nastepujaeych:

Jednomianem calkowitym kilku liezb zbioru (Z) zowiemy
iloezyn jakiejkolwiek oznaczonej liczby a tego zbioru przez ilo-
czyn poteg o wykladnikach calkowitych i dodatnich rzeczonych
liezb; liczba @ zowie sig w takim razie wspélezynnikiem
jednomianu, a suma powyZszych wykladnikéw — stopniem tego
jednomianu.

Suma kilkn jednomianéw calkowitych kilku liczb zbioru (Z)
zowie sig wielomianem tych liezb; wspélezynniki wspomnia-
nych jednomianéw stanowia wspélezynniki wielomianu, a sto-
pieni jednomianu najwigkszego stopnia — stopniem wielo-
mianu. Jednomiany, ktérych sumg jest oznaczony wielomian, zowia
sig jego wyrazami.

Z wlasnodei liezb zbioru (Z), wyszezegdlnionych w § 154-tym,
wynika nasychmiast, ze wszelks kombinacye drogs dodawania, odej-
mowania i mnozenia wielomianéw calkowitych o wspélezynnikach
rzeczywistych jednej i tej samej liczby 2 zbiorn (%)
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mozemy przeksztaleié tak, jak gdyby symbol x oznaczal liezbe
rzeczywisty, liczbowo nie oznaczon. Winnidmy dodaé, Ze zastrze-
Zenie, wedlug ktdrego uwaga powyisza obejmuje tylko wielomiany
jednej liczby zbioru (Z) o wspélezynnikach rzeczywistych
ma istotne znaczenie, a to z tej przyesyny, iz mnozenie liczb
zhioru (Z) wogdle wlasnofei przemiennoéei nie posiada. Na pray-
klad, jeZeli oznaczymy przez aib dwie liezhy rzeczywiste, przes z
jakakolwiek liczbe tego zbioru, a przez m i p liczby calkowite
dodatnie, to na podstawie wlasnogei Iacznogei mnezenia liezb zbioru (Z)
1 na podstawie wlasnodei przemiennosei iloezynu dwéch ezynnikéw,
z ktérych jeden jest liczby rzeczywisty, mamy:

(ax™) (ba*) =a (2" .b) . o> =a (b.a") 2”
=a.b.a". 2 =(a.0).2*"
Otéz, gdyby liczba b liezbg rzeczywisty nie byla, to druga
z powyZszych réwnosei bylaby watpliwa i watpliwem byloby, czy
mamy
(@.a").0.2*)=(a.b). 2™
Jako drugi przyklad uwazajmy iloezyn:
(@.2.9).(0.2.y),
gdzie oznaczyliémy przez a i b dwie liezby rzeczywiste, a przez
z 1 y dwie jakiekolwiek liezby zbiorn (Z). Mamy:
(@.z2.9).b.ac.y)=(@.2).(y.0).2.y=(.2)(b.y).z.y
=a.(z.b).y.2.y=a.0b.0).y.2.y
=(.b).x.y 2.y,
ale, poniewaz mnozenie liczb zbiorn (Z) moze nie posiadaé wla-
snosei przemiennodel, przeto watpliwem jest, czy mamy:
z.y.w.y=at. Y
zatem nie mamy i pewnosei, czy zachodzi réwnosé:
(a.z.y).(b.2.y)=(a.b).2*. y%

Przechodzimy obecnie do twierdzenia, ktére mielismy na my-
§li. Twierdzenie to opiewa jak nastgpuje:
Jeseli jakakolwiek liczba z zbioru (Z) liczbg rzeczywistq nie jest,
to liczba ta sprawdza réwnanie postaci nastepujqee) :
(@—ap+p=0, (1)
48+
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gdzie oznaczylismy przez « i [ dwie liczby rzeczywiste, z ktdrych
liczba B jest od zera odmienna liczba.

Zehy twierdzenie to uzasadnié, przyjmijmy jakikolwiek zasa-
dniczy uklad jednostek zbioru (Z)

Ly Yy &,
za uklad referencyjny. Mamy tedy:

(2) z" =j' Cony iy

km]
oznaczajac przez m liezbg calkowity od zera wigksza, a przez
Con 13 cnl.ﬂj cm‘n

liezby rzeczywiste, ktére wedlug terminologii, wprowadzonej w §
167-ym, s4 wspdlrzednemi liczhy zbioru (Z) réwnej wyrazeniu

:Bm.

Poniewaz liezba 1 nalezy do zbioru (Z), przeto i ona mieé
bedzie oznaczone wspdlrzedne

(3) €o,15 Co,2500r Cow

Innemi slowy, mamy

4) 1=Zﬂa,n—h,

L}
oznaczajac przez symbole (3) pewne liczby rzeczywiste.

Uwazajmy macierz nastgpujacs:

Cgl]_, Cu‘!,... Con
Cy,v Cr,2500e C1on

C“.], cll,'.!‘}"‘ cﬂ,n:
w ktérej element k-ty i-tego wiersza réwna sig
Ci,ne

Poniewaz powyzsza macierz obejmuje n -}~ 1 wierszy, a tylko
n kolumn, przeto rzad macierzy tej od liczby n wigkszy byé nie
moze. Zatem istnieje taki uklad (n-}-1) liczb rzeczywistych

AM An—l"" Ai? AO)
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ktére nie wszystkie réwne sg zeru, zehysmy mieli

A, oyt Auy Cotyn oo 4 Gt 4o =0
(k — 1, 2, 3, H).

Z drugiej strony réwnania poprzedzajace pociggaja za sobg
na podstawie réwnadi (2) i (4) oraz tw. IV z § 155-go réwnanie
nastgpujgee:

A, "+ A, o7+ A4, =0.

Poniewaz liczyby 4, sy liczbami rzeczywistemi, z ktérych
nie wszystkie réwne sg zeru, poniewaz nadto liezba 4,, jezeli jest
od zera odmienna, oczywideie nie moze byé jedyng od zera od-
mienny liezby posréd liezb A4,, przeto wynik, do ktérego docho-
dzimy, mozemy wyslowié w sposéb nastepujacy: Kaida liczba
zbiorw (Z) sprawdza pewne rdwnanie algebraiczne o wspdlezynnikach
rzeczywistych. Innemi slowy, kazdej liczbie & zbioru (Z) odpowiada
pewien wielomian calkowity o wspdlezynnikach rzeczywistych
jednej nieoznaczonej liezby z, stopnia co najmniej pierwszego, 7 (z),
taki, iz mamy

Zwazmy obecnie, ze na podstawie klasyeznej teoryi réwnad
i wielomiandw algebraicznych mozemy, uwazajae symbol 2 za sym-
bol liczby rze¢zywistej, liczbowo nie oznaczonej, przedstawié wielo-
mian f(2) o wspblezynnikach rzeczywistyeh w postaci iloezynu
skonczone] liczby czynnikéw, z ktérych jeden réwna sig niezaleznej
od liezby z ale od zera odmiennej liczhie, a kazdy inny jest albo
postaci

z—a,
albo postaci
(e — @)+ £

gdzie a, ¢ i § oznaczajy od liczby 2 niezalezne liczby rzeczywi-
ste, z ktérych B jest w kazdym razie od zera odmienng liczba.
Z drugiej strony poniewaz, jakeémy stwierdzili wyzej, reguly prze-
ksztalcenia sum, réznic i iloczynéw wielomianéw calkowitych o wspél-
czynnikach rzeezywistych jakiejkolwiek jednej liczby zbioru (Z)
nie réznia sig od analogieznych regul dla wielomianéw calkowitych
o wspélezynnikach rzeczywistych jednej nieoznaczonej liczby rze-
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caywistej, przeto twierdzenie dopiero co przytoczone nie traci zna-
ezenia wzgledem wielomianéw calkowityeh o wspélezynnikach rze-
czywistyeh jakiejkolwiek liezby zbioru (7). Zatem wielomian f ()
réwna sig w kazdym razie iloezynowi skonczonej liezby ezynni-
kéw, z ktérych jeden jest od zera odmienng liczby rzeczywists,
a kazdy inny — albo dwumianem postaci

z—a,
albo wyraZeniem postaci
(:L' - G)2 -I_ ﬁel
gdzie a, @ i @ oznaczaja liczby rzeczywiste, z ktérych liczba g
jest od zera odmienna.
Opierajac si¢ na tym fakecie i na tw. IV § 1b5-go, wno-

simy z réwnania (D), ze kazda liczba x szhioru (Z) sprawdza albo
réwnanie postaci

x— =0,

albo réwnanie postaei
(o — a4 =0,

gdzie zachowano poprzednie znaczenie dla symboléw a, @ i 8. Jezeli
liczba x liczbie rzeczywiste] rdwna nie jest, to liczba ta nie moze
sprawdzaé réwnania postaci pierwszego z réwnan poprzedzajgcych.
Zatem zgodnie z brzmieniem twierdzenia liczba taka sprawdzad
musi rzeczywiscie réwnanie postaci (1).

§ 169. Uwazajac w dalszym ciggu symbol (Z) za symbol
zbioru liezh (Z), posiadajgcego wszystkie wlasnodei wyszezegélnione
w § 1564, przystgpujemy, w mysl metody naszkicowenej przy kodeu
§ 167-go, do poszukiwania najbardziej dogodnego ukladu referen-
eyjnego w zbiorze (7). Opierajge si¢ na tw. II z § 1566-go, z la-
twoscig stwierdzi¢ mozemy, Ze przy wyborze ukladu referencyj-
nego jedna z jednostek zasadniczych, ktére uklad referencyjny
majg tworzydé. moze byé przyjeta dowolnie, z tem jedynie zastrze-
Zeniem, Zeby liczba, za te jednostke prazyjeta, od zera byla odmienna.
Przyjmujemy tedy na liezbe te, /,, w ukladzie referencyjnym

(1) s ilh s T
wartodé
{2) El b= 1.
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W takim razie juz zadna z liczb
T e

liczbie rzeczywistej réwnaé sig nie bedzie mogla. Zatem na pod-
stawie twierdzenia, udowodnionego na §fie poprzedzajacym, mamy

Gh—e)p+8=0 (k=23,..2), (3)
oznaczajae przez @, i f, licsby rzeczywiste, z ktéryeh te, ktére
oznaczyliSmy przez symbole f,, sa od zera odmiennemi liezbami.

Przyjmijmy
Lh—oa,=80L (k=2,3,.%) 4)
oraz
h=1h. ()
Ze wzgledu na réwnodei (2) 1 (D) réwnosei (4) sa réwnowazne
nastepujacym:
h=al+8hL (k=2,3,..n). (6)
Dolgezajge réwnanie (5) do réwnania (6), uzyskujemy uklad
réwnar, ktdre, uwazane za réwnania o niewiadomych
b by L,

stanowig uklad » réwnan liniowych o » niewiadomych o wyzna-
czniku nastgpujacym:

I 0, O, 9.0
tgy P, 0, 0...0
3,0, $3,0...0 |=Ps.f5-Bi... b
a,,0, 0, 0.8,
Poniewaz zadna z liezb rzeczywistych
ﬁ.‘rh ﬁﬂ?"‘ ﬁll

zeru réwna nie jest, przeto wyznacznik poprzedzajacy jest od zera
odmienny. Z tego wynika, ze uklad liczb
by oo by
jest jednym z ukladéw zasadniczych liczb zbioru (Z).
Poniewaz mamy
L=1

!
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oraz
rie—=—1 (=2, Bgan ?3),

przeto uzyskujemy wynik, ktéry mozemy wyslowié w sposéb na-
stepujacy:
W zbiorze liceb (Z) istnieje zawsze taki zasadiiczy uklad je-
dnostek
g 4

E) LY

2ebysmy micli

oraz
Bf1=0 (k=2,3,..n)

§ 160. W rozwazaniach poprzedzajacych zakladalisny mil-
czgeo, ze rzgd n zbioru (Z) jest od jednosci wigkszy. Uczynilismy
to z tej przyczyny, Ze w razie réwnosei

n=1

zhiér (Z) bylby oezywiseie izomorficzny dobrze juz znanemua nam
zbiorowi liczb rzeczywistych. Poniewaz zad z twierdzenia, na kté-
rem zakofezylidmy paragraf poprzedzajacy, wynika, Ze, w razie
réwnosei

n=2

zbiér (Z) bylby izomorficzny zbiorowi liczb zespolonych pospolitych,
ktéry znéw nalezy do dobrze nam znanego typu liczb, przeto w dal-
szym ciggu zakladaé bedziemy, e rzad » zbioru (Z) wiekszy jest
od liezby 2. Poniewaz na podstawie twierdzenia, uzasadnionego
w paragrafie poprzedzajgeym, istnieje w zbiorze (Z) taki zasadniezy

uklad jednostek s
ZI: ')’21'-- 3,.,
zebydmy mieli
At+1=0 (k=2,3,..
(1) { k—i_zl_____l (‘: 1 ﬂ')!

przeto moZzemy przyjad ten zasadniczy uklad jednostek za uklad
referencyjny. Uczyfimy to i, oznaczywszy przez a i b dwie jakie-
kolwiek, byle od zera odmienne liczby rzeczywiste, przyjmijmy

(2) @ = al, -+ bl,
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zakladajac przytem, Ze zachodzg nieréwnosei nastgpujace:

B>, £>1
bkt 3)

Poniewaz liczby rzeczywiste a i b sy od zera odmienne, przeto
liczba @, okreslona réwnaniem (2), liczba rzeczywista hyé nie motze,
gdyz ze wzgledu na réwnosé i, = 1, réwnosé (2) moze byé napisana
w postaci

aly = b1, — aly = 0,

a réwnodé ta wyrazalaby w razie, gdyby liczba @ byla liczbg
rzeczywistgy, iz whrew definicyi ukladu referencyjnego liezby
ly, ly,... 1, nie sy liniowo niezaleZzne. Zatem na podstawie twier-
dzenia § 158-go, liczba @ sprawdzaé bedzie réwnanie postaci

(x— a2+ 32 =0, (4)
gdzie @ i f oznaczajg dwie liczby rzeczywiste, z ktérych § jest
liczbg od zera odmienng. Na podstawie wzoru (2) mamy:

(& — @) = (al, + b, — @)= (al, + bl, — @) (al,+ b, — @)
= a®l; - 02} + ab (41 L1)
— 2a (al, - bl,) + a2,
skad
(@ — @) = — a2 — b+ ab (LI L) — 2a (al,+ bl) | a®
na podstawie réwnosei (1). Wobee tego réwnanie (4) przyjmuje po-
staé nastepujaca:

— a®— b 4 ab (41, + L) — 2@ (al, + bl) -+ + 2= 0. (5)

Poniewaz zadna z liezb rzeczywistych a i b liezbie zero ré-
wna nie jest, przeto réwnanie (b) réwnowazne jest réwnaniu

L, + = 25&,! + /”k "I— ‘ld“ (6)
gdzie oznaczyliémy przez A4, u i d,, licaby rzeczywiste, okreslone
wzorami nastepujaeymi:

2a
2a
a



Poniewaz mamy
hi=1

przeto mozemy réwnanie (6) napisaé w postaci nastgpujgcej:

L+ U= Al -+ pl 426, 44,

a stad wynika bezposrednio, ze réwnanie (6) wyraza, co nastgpuje:
wspdlrzedne rzeddw

Lkit
wyraZenia

Ll -+ L
réwnajs si¢ odpowiednio liezbom rzeczywistym

20, A1 u

a wspblrzgdne innych rzeddw (o ile one wogéle istnieja, o ile wige
liczba n od liczby 3 jest wigksza) — liezbie zero.

Z uwag tych wynika, Ze liczby d,,4 i u maja wartosei, ktére
zaleze¢ moga do liezb 1, i I, ale sa w kaddym razie niezaledne od
liczb a i b. Uwaga ta, w polaczeniu z ta okolicznodeis, iz wzory (7)
zachodzg, jakiekolwiek, byle od zera odmienne wartosei mialyby
liczby a ib, doprowadza do waznego nastgpstwa: Z ostatnich dwdch
réwnan ukladu (7) mamy

bA —an=0.

Réwnanie to zachodzi przy wszystkich, byle od zera odmien-
nych wartosciach na @ i b, a wartodei liezb 2 i u od liczb a i b
nie zalezg. Mamy wige w szezegdlnosei

A—pu=0,
oraz
2A—pu=0,
skad
' A=nu=0.
Na podstawie tych réwnan z réwnania (6) mamy:
(8) L+ Ll =20,

MoZemy wige wystowié twierdzenie nastgpujgce:
I Jedeli raqd n zbioru liczh (Z) wickszy jest od liczby 2, a uklad
referencyjny

(©) by lyyees by
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tak zostat dobrany, Zebysmy micli
Lh=1, (10)
h+1=0, (k=2,3,..n), (11)

co na podstawie twierdzenia paragrafu poprzedzajacego zawsze usku-
tecanione byl moze, to w takim razie nierdwnodci

oraz

E>1, t>1, ket (12)
pociggaja za soba zwiqzki postac
Ll Ll = 24,,. (13)

gdzie symbol 0, oznaczajq liczby rzeczywiste, ktdre oczywiscie sprawdzaja
réwnodci
Oy =d, (14)
Liczby d, nie sy bynajmniej jakiemikolwiek liczbami rze-
czywistemi, Zeby przekonaé sig o tem, przyjmijmy

@ =2",‘ zl,, (15)

=0
0ZNAaczZaAjac pPrez
(16)
dowolnie przyjete liczby rzeczywiste. Mamy tedy:
=1

w? =2','$.23§ +z“'w=2wk (bl L),

s t=0 k=2

skgd

n t—1

pl= —‘2"'13 + 22 m'xzmh Oy

=2 (] k=2
na podstawie zwigzkéw (11) i (13). Réwnoéé poprzedzajgcg mozemy
napisaé w postaci nastgpujacej:

@t = — f (%, Tyy- o By 17)
oznaczajae przez f (¥, %y,...x,) wielomian jednorodny drugieg{) sto-
pnia, czyli formg drugiego stopnia liczb (16), o wsp6lezynnikach
rzeczywistych, okrelony wzorem nastgpujacym:

=1

f(xza Dgyene Ty) =2x3 = 22;1 xizxkdu' (18)

=2 2 k3
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Jezeli tylko nie kazda z liczb (16) réwna sig zeru, to liczba &
nie jest liczbg rzeczywisty. Zatem na podstawie twierdzenia § 158-go
liezbie @ odpowiadaé beds dwie liczby rzeczywiste « i 8, z kté-
rych 8 bedzie od zera odmienna, takie, Zebysmy mieli

(@ — @)+ p*=0,
ezyli
2 — 20w+ a2 =0.

Poniewaz na podstawie wzorn (17) kwadrat 2? liezby z jest
liczbg rzeczywista, przeto mamy

a=0.
Mamy wige
x? + B =0,
a poniewaz liczba f jest od zera odmienng liczbs, przeto mamy
a® < 0.
Zatem na podstawie réwnosei (18), mamy
(19) f @3y ) > 0.

Z tego wynika, ze zachodzi twierdzenie nastgpujace:

IL. Wzorem (18) okreslony wiclomian jednorodny drugiego sto-
pnia f (2, @,... @,) liceb rzeczywistych (16) ma fe wlasnosé, i2 spraw-
dza nierdwnosé (19), jezeli tylko nie wszystkie liczby (16) maja war-
todci zerowe.

Z teoryi form kwadratowych wiemy, Ze warunek konieczny
i wystarczajgey, azeby forma kwadratowa f (wy, @s,... ,) miala powyi-
sz wlasnogé, polega na tem, zeby wspdlezynniki d,, tej formy kwa-
dratowej sprawdzaly pewne nieréwnosei. Wspomnianyeh nieréwno-
éci nie piszemy, poniewaz fakt, ze zachodzi wyslowione przed chwilg
twierdzenie, stanowi dostateczng podstawe do dalszych rozwazan;
ale istnienie rzeczonych nieréwnodei stanowi dowéd na to, Ze zgo-
dnie z tem, co$my byli zapowiedzieli wyzej, liczby rzeczywiste d,'
bynajmniej nie mogg przybieraé jakichkolwiek wartosei.

§ 161. Obecnie zamierzamy uzasadni¢ twierdzenie nastgpujgce:

Jeteli rzqd n zbioru (Z) wigkszy jest od liczby 2, to w takim
razie istnieje w zbiorze tym taki zasadniczy uktad jednostek

1) By Ggyens B



