XVIIIL. Liczby zespolone o jakiejkolwiek, byle skoficzonej,
liczbie jednostek zasadniezych.

§ 163. Gléwny cel rozdzialu niniejszego polega na tem, Zeby
uwydatnié nalezycie naturg stosunku pojecia liczby zespolonej po-
spolitej do ogdlnego pojecia liczby.

Zeby tego dokonaé, zbadamy najpierw wlasnodei takiego zhioru
liezb, ktdéry czyni zado§é pewnym ogélnym warunkom. Dolaczajsc
pézniej do rzeczonych warunkéw nowe jeszeze warunki, poznamy
uklad wlasnodei charakterystycznych zbioru liczb zespolonych po-
spolitych i uzyskamy przez to wiadomosei, ktére dadza nam moi-
no$é zrozumienia wyjatkowego znaczenia, jakie majy obok liczb
rzeczywistych liczby zespolone pospolite posréd innych typéw liczb.

Rozwazania, do ktérych przystepujemy, oezywiseie w znacznej
mierze przyczynia sig do poglebienia ogdlnego pojecia liczby.

§ 154, Oznaczmy przez (Z) zbidr liczb, posiadajgey wlasnosei
nastepujace:

10, Zbidr (Z) mobe (choé nie musi) byé zbiorem wielkosci tylko
W Szerszem znaczeni.

2%, Dodawanie liceb zbioru (Z) jest, zgodnie z ogélnemi zasa-
dami rozdziatu V-go, dzialaniem jednoznacenem, wykonalnem bez za-
Strzezen.

3% Dodawanie liczb zbioru (Z) posiada wlasnodé przemiennosei
bez wzgledu na liczbe skiadnikéw.

Uwaga. W nastgpstwie tej wlasnodei liezb zbioru (Z) za-
chodzg na podstawie ogdlnych twierdzeri rozdzialu V-go okolicz-
nosei nastepujgee:

A) Dodawanie liczb zbioru (Z) posiada wlasnosé dgcznoscei (§ 28,
tw. IIT).

B) W stosunku do liczb zbioru (Z) istnieje jeden tylko rodzaj
odejmowania (§ 31).
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40, W zbiorze (Z) istnicje modut dodawania, innemi slowy,

7

w zbiorze (Z) istwieje taka liczba w, Zeby rdwnosci

r=Uu

l4+e=1,

gdzie 1 i @ oznaczaje dwie liczby ebioru (Z), byty réwnowaéne po-
miedzy soba bez wzgledw na wartosé liczby .

BY. Mnozenie liczb zbioru (Z) jest, zgodnie z ogdlnemi zasadami
rozdziatu V-go, dziataniem jednoznacznem, wykonalnem bez zastrzeden.

6% Mnozenie liczb zbiorw (Z) posiada wlasnosé rozdzielnodei
w stosunku do dodawania.

70 Mnozenie liczb zbioru (Z) posiada wiasnosé Lgeznosei, ale
moze nie posiada¢ wlasnosei przemiennosei.

80, Iloczyn dwdch od moduiu dodawania odmiennych liczb zbioru (Z)
ma sam warto$é zawsze od modutu dodawania odmienng.

00, Wszystlie liczby rzecaywiste naleza do zbioru (Z).

100 W preypadlw szceegdlnym, kiedy jeden przynajmmwiej
2 caynnikdw iloczynu dideh liczb zbioru (Z) réwna sie liczbie »reczy-
wistej, mnozenie liczb zbiorw (Z) posiada wlasno$é przemiennosed.
Innemi stowy, jedeli oznaczymy przez r liczbe rzeczywista, a przez |
Jakakolwiek liczbe zbioru (Z), to w takim razie zachodzi réwnodé

r.l=l.r.

110 W zbiorze (Z4) istnicje praynajmniej jeden taki skorczong
liczbe n obejmujqey uktad liczh

(1) by by by by
zeby ma kadda liczbe | 2bioru (Z) zachodzit wzdr postaci nastepujace; :

(2) = Zakh,

]

gdzie symbole
3) s B

oznaczajq liczby reeczywiste o wartodciach zaleénych od liczby 1.
Mamy z géry pewnosé, ze zbidr liczb, posiadajacy wszystkie

powyzsze wlasnodei, istnieje, gdyz zbiér liczb zespolonyeh pospoli-

tych jest wlasnie przykladem takiego zbioru. :
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Gdyby$my wymieniajae wlasnosei zbioru (Z), zastapili wyraze-
nie ,zbiér liczb rzeczywisty¢h® przez wyrazenie ,zbiér liczb izo-
morfiezny zbiorowi liezb rzeczywistych®, tobyémy podali wlasnoei
zbioru (Z) w postaci typowej czyli takiej, zeby kazdy zbidr liezb,
ktérego typ nalezalby do oznaczonej klasy (K) typéw liezb i tylko
zbiér liezb typu klasy (K) posiadal rzeezone wlasnosei,

Poniewaz jednak taka zmiana w formulowaniu wlasnogei zbioru
liezb (Z) oczywidcie nie wprowadzilaby Zadnej zmiany w roz-
maitodei typéw liczb, posiadajaeych rzeczone wlasnodei, a utrudni-
laby natomiast wyslawianie sig, przeto sadzimy, Ze ta postad, w kté-
rej wystowiliSmy wlasnodei zbioru liczb (Z) jest najwlaseiwsza.

Zanim przystgpimy do blizszego zbadania zbioru liezb (Z),
pragniemy jeszeze uwydatnié znaczenie wlasnodei 11-tego zhioru
liczh. W tym celu przyjmiemy chwilowo, Ze symbole (1) oznaczaja »
dowolnie przyjetych liczb zbiorn (Z). W takim razie hez wzgledu
na to, ze =zhidr liezb (Z) posiada wlasnoéé 119, a wieec wylgeznie
na podstawie innych, w powzszym wykazie wyszczegdlnionych wia-
snosei zbioru (Z) wazér

2 al,

kw1

przedstawialby, przy dowolnie przyjetych wartoSciach na liczby
rzeczywiste (3), oznaczonej wartodei liczbg zbioru (Z); ale gdy-
byémy nie zakladali, Ze zbiér (Z) posiada wlasno$é 11°, to nie mie-
libySmy pewnosei, Ze przyjawszy stosownie liczbg calkowits i do-
datnig n oraz wartodei liczb (1), mozna bedzie dobra¢ do dowol-
nie przyjetej licaby I ze zbiorn (Z) taki uklad wartosci na
liczhy rzeczywiste (3), zeby zachodzila réwnosé (2).

§ 1565. I Modut dodawania liczb zbioru (Z) réwna sie zeru.

Istotnie, poniewaz na podstawie wlasnodei 4° liczb zbioru (Z)
modul dodawania w liczb tego zbioru istnieje, przeto

Q) I4+o=1,

gdzie oznaczylismy przez ! i # dwie liczby zbioru (Z), réwnowazna
jest réwnosei
(2) z=p,

bez wzglgdu na wartosé liezby 1.
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Zatem, jezeli tylko réwnosé (1) zachodzi, zachodzi takze i ré-
wno$é (2). Ale réwnosé (1) zachodzié hedzie niezawodnie, jezeli
tylko oznaczymy przez x liczbe zero, a przez I jakakolwiek liczbg
rzeczywisty. Mamy wige réwnodd

0=upu,

ktora wlasnie wyraza twierdzenie, o ktére chodzilo.
IL. Jeteli oznaczymy przez a i b dwie liczby zbioru (Z), to
réwnodé
=10 )

réwnowaina bedzie réwnosci?)
a—b=0. (2)

Istotnie, jezeli jakakolwiek liczhba @ zbioru (Z) sprawdza ré-

wnanie
a=1"b —|—- x,

jezeli, innemi slowy, liczha 2 uwazana byé moze za reszt¢ odejmo-
wania liezby b od liczby @, to w nastgpstwie réwnosei (1) liczba 2
sprawdzaé bedzie réwnanie

a=a-t+z

i z tego powodu na podstawie tw. I-go réwnaé si¢ bedzie zeru.
Zatem réwno$é (1) pocigga za soba réwnosé (2). Odwrotnie, jezeli
zachodzi réwnosé (2), to w takim razie mamy

(@—b)4b=0-48,

a poniewaz ze wzglegdu na definicye odejmowania i na tw. I-sze
% réwnosel tej wynika réwnosé

& =5

przeto réwnosé (2) pocigga za sobg réwnosé (1).

Stwierdzamy wige, #e rdwnodei (1) i (2) sg rzeczywideie po-
migdzy sobg réwnowaime

IIL. Odejmowande liczb zbiorw (Z) jest dzialaniem jednoznacznem,
wylkonalnem bez zastrzeten.

Istotnie:

1° Odejmowanie liezb zbioru (Z) jest wykonalne bez zastrze-
zef. Zeby przekonaé sig o tem, oznaczmy przez ! i I’ dwie jakie-

1) Zawmiast podawania dowodu tego twierdzenia moglibyémy powolaé sie
na § 97-ty; ale Zeby ulatwié caytelnikowi zrozumienie omawianej teoryi, rozwi-
niemy caly dowéd na tem miejseu.
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kolwiek liczby zbioru (Z). Na podstawie wlasnosei 11° zbioru (2)

mamy
"
li= 5 a.l,
k=1
= 23;3“
) =1
gdzie
Oyy Ogyene G, Gy, (g, oy

oznaczaja liczby rzeczywiste. Prayjmijmy

" p
r= E (ak = a*) 3&.
k=1
Opierajac sig na wlasno$ceiach 29, 39 501 60 zbioru (Z), stwier-
dzamy z latwoscig, Ze mamy

Vo=,
skad wynika, Ze odejmowanie liczh zhioru (Z) jest rzeczywidcie
wykonalne bez zadnych zastrzezen.
2°, Odejmowanie liczb zbioru (Z) jest dzialaniem jednozna-
cznem. Zeby wykazad, ze okolicznosé ta zachodzi, oznaczmy przez !
i I/ dwie jakiekolwiek liczby zbioru (Z) i zalézmy, Ze pewne
liczby @ 1 y tegoZz zbioru sprawdzajs odpowiednio réwnania na-
slepujace:
UVtz=I1
V't y=l.
7 réwnan tych mamy
Vfa=ly. (1
Ze wzgledu na bezwarunkows wykonalnosé odejmowania liczh
zbioru (Z) istnie¢ bedzie jedna przynajmniej taka liczba ¢ w zbio-

rze (Z), zebyémy mieli
v p=o. ®

Otdz z réwnodei (1) mamy
¢+2)+o=0+9+9

skad
(+o)te=0C+9)+y

Arytmetyka teoretyczna. 47
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na podstawie wlasnodei 3° zbioru (Z). Uwszgledniajac réwnosé (2)
i tw. I-sze, wnosimy natychmiast z réwnosei (3), Ze mamy

=1,

ktéra wladnie wyraza jednoznaczno$é odejmowania liezb zbioru (Z).

Spostrzegamy taraz z najwigksza latwodeis, Ze teorye sum
algebraicznych, rozwinigty w § 83-cim, mozemy bezposrednio
przenies¢ do teoryi liezb zbioru (Z), przyjawszy umowy nastepujace:

10, Zeby wyrazié, i3 suma dwdch liczb zbioru (Z) réuna si¢ mo-
dutowi dodawania, orzekamy, ze te dwie liczby sq pomiedzy sobq sy-
metrycene.

20, Znakom (--) i (—) nadajemy obok znaczenia znakdw dobrze
ananych dziatan jeszcze znaczenie jakosciowe, wmawiajac sie, Ze jedeli
jakikolwiek symbol | oznacza pewnq liczbe zbioru (Z), to symbol

-1
wwagaé bedziemy za symbol tejse liczb 1, a symbol
—1

za symbol liczby symetrycznej liczbie 1.

IV. Warunek konieczny i wystarczajacy, azeby iloczyn ilukol-
wiek liczb zbioru (4) réwnal sie zeru, polega na tem, zeby jeden przy-
najmniej z czynnikéw rozwazanego iloczynu sam réwnat sig zeru.

Zwr6émy sig najpierw do przypadku, kiedy chodzi o iloczyn
dwoéch tylko czynnikdw, i oznaczmy przez I i b dwie jakiekolwiek
liczby zbioru (Z). Na pedstawie wlasnosei 6° zbioru (Z) mamy

1.04-1.b=1.0-+b),

a poniewaz (tw. I) mamy
04b=0,
przeto zachodzi réwnosé

1.041.0=1.0,
skad
(1) zt+a=a,
jezell przyjmiemy
2 z=1.0
a=1.b.

1l
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Z réwnosci (1) wynika, Ze liczba 2 réwna sie modulowi do-
dawania. Zatem
»=0;

skad ze wzgledu na réwnodé (2) wynika réwnoéé
1.0=0. (3)
PoniewaZz na podstawie wiasnoécei 10° zbioru (Z) mamy
0.l1=1.0,
przeto, préez réwnosei (3), mamy jeszeze
0.1=0. (4)

Uwazgledniajac wlasnodé 8° zbioru (Z) oraz tw. I-sze, wnosimy
z réwnodei (3) 1 (4), ze przy dwdeh czynnikach twierdzenie za-
chodzi. Opierajge sig na tem, stwierdzamy latwo, drogs indukeyi
matematycznej, %e twierdzenie zachodzi bez wzgledu na liczbg ezyn-
nikdw, o co wlaénie chodzilo.
V. Jakiekolwiek liezby zbiorw (Z) oznacaylibysmy przez a i b,
mamy zawsze
a.(—b)=—a.b
(—a).b=—a.b.
Istotnie mamy

a.(—b)+a.b=a.{(—b+b=aa.0=0
(—a).bta.b={(—a-+a.b=0.0=0.
Zatem kazdy z iloczyndw
a.(—b) i (—a).b

symetryczny jest iloczynowi

oraz

a.b,

a twierdzenie, o uzasadnienie ktérego chodzilo, wlagnie na tem polega.

VI. W zbiorze liceh (Z) istnieje modut mmozenia (str. 292)
i réwna sie jednosci, innemi slowy, w zbiorze (Z) istnieje taka liczba m,
deby kasda liczba 1 zbioru (Z) sprawdzata réwnosci

m.l=1 (1)

l.m=1, (2)
47%

oraz



— 740 —

a okolicznodci te zachodza tylko przy wartosci

(3) m=1
liczby m.

Istotnie, jezeli wogdle istnieje w zbiorze (Z) taka liczba m,
eby réwnosei (1) 1 (2) zachodzily bez wzgledu na wartosé liczby /,
to ta liczba sprawdza réwnanie (3), gdyz réwnanie to jest konie-
cznem nastepstwem réwnosei (1) 1 (2) w tym przypadku szezegél-
nym, kiedy na ! przyjmujemy wartosé rzeezywisty od zera od-
mienng. Pozostaje wige tylko do wykazania, Ze przy wartodei (3)
na m réwnosei (1)1 (2) rzeczywiscie zachodzg bez wzgledu na war-
tosé liezby I Otéz na podstawie wlasnodei 11° zbioru (Z) mamy

(4) l= jaklk,

k=1
0ZNACZAHC PrZez
Qyy Uy, Qgyeee @y

stosownie dobrane liezhy rzeczywiste.
Zatem na podstawie wlasnosei 6° zbioru (Z) mamy

1.3:2“'1.(0‘*.3,‘),

k=1

skad ze wzgledu na wlasnodé 7° rozwazanego zbioru liczb wynika
réwnosé

(5) , 1.3:2‘(1.%).4.
f=1
Ale poniewaz liczby a, sy liczbami rzeczywistemi, przeto mamy
o= a,,

zatem z réwnosei (D) mamy

n

1.1::2&,‘.3*.

k=1
Z réwnodei tej i réwnodei (4) wynika réwnoéé (1), a ponie-
waz ze waglgdu na wlasnodé 10° zbioru (Z) mamy
O s 5

przeto zachodzi i réwnodé (2). Zatem uzasadniliémy w zupelnosei
twierdzenie, o ktére chodzilo.
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VIL. Oznacamy przez 4,141 trzy jakickolwiek liezby zbioru (Z).
W takim razie warunek konieczny i wystarczajacy, akeby kidrakol-
wiek z rdwnosci

) Ad=2A.V (1)
2
l.A=1l.2 (2)
réwnowazna byta réwnosci
b=k ®)
polega na nierdwnosei
&0, 4)

Istotnie, ze wzgledu na tw. Il-gie réwnoéé (1) réwnowaina
jest réwnosei
A.1—2.1'=0, (5)
a réwnosé (2) réwnosei
L.A—V.A=0. (6)
Na podstawie wlasnoéei 6° zbioru (Z) i tw. II-go, str. 73, mamy

A =4 r=0.0—=0
L Ad—T. d=0—1).4

Zatem réwnodei (D) 1(6) sa odpowiednio réwnowazne réwno-
ciom

A.(I—=1N=0 (7)

t—17).4=0, (8)

a poniewaz réwnosei (1) i (2) sa odpowiednio réwnowazne réwno-
gciom (D) 1 (6), przeto réwnosdé (1) réwnowazna jest réwnoéei (7),
a réwnodd (2) — réwnodci (8). Ale ze wzgledu na tw. IV-te, w razie
nierdwnosei (4), kazda z réwnoéei (7) i (8) réwnowazna jest réwnosei

I —I'=0,

réwnowaznej znéw (tw. II) réwnodei (3).

Zatem, jezeli zachodzi nieréwnoéé (4), to kazda z réwnosei (1)
i (2) réwnowana jest réwnodci (3). Z drugiej strony, gdyby nie-
réwnoéé (4) nie zachodzila, gdyby$my wige mieli

A=,

to zadna z réwnofei (1) lub (2) nie bylaby réwnowaéna réwnosei (8),
gdyz, ze wzgledu na tw. IV-te, kazda z réwnodei (1) i (2) zachodzi-
laby bez wzgledu na wartoei liezb 7 1 7.

Ostatecznie uzasadniliémy w zupelnosci twierdzenie, o kiére
chodzilo,
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Z powy#szego twierdzenia wynika bezposrednio twierdzenie
nastgpujace:

VIIL Jakiekolwiek liczby zbioru (Z) oznaczylibysmy przez A, 1i I,
warunclk koniecany i wystarczajacy, ateby kidrakolwiek z nierdwnosci

A Al
LAV 2

réwnowazna byla nierdwnosci
e i
A5=0.

polega na nierdwnodci

IX. Jekeli przy dzieleniu liceb zbioru (Z) liczba przyjeta za
dzielnik jest liczba rzeczywistq, to jedyny rodzaj dzielenia, kidry
w takim razie ze wzgledu na wilasnodé 10° zbioru (Z) istnieje, jest
wykonalne @ jednoznaczne, byleby dzielnik byt od zera odmienny.

Istotnie, jezeli warunki twierdzenia sa spelnione, to ze wzgledu
na tw. V-te dzielenie w razie wykonalnodei jest niezawodnie dzia-
faniem jednoznacznem.

Z drugiej zndw strony, jezeli oznaczymy przez [ liczbe zbioru (Z),
przyjety za dzielng, to na podstawie wlasnosei 11° zbioru (Z) mamy

"

= Za,{l“

k=l
gdzie
Oy Qgyere O

oznaczajy, liczby rzeczywiste. Jezeli wige, oznaczajac przez r liczbe
rzeczywisty od zera odmienns, przyjeta za dzielnik, przyjmiemy

n
z'a:.-
r= -'_?lek’

k=]

to na podstawie wlasnogei 69 7° i 10° zachodzié bedzie réwnosé

skad wynika, Ze przy warunkach twierdzenia dzielenie jest wyko-
nalne. Ostatecznie wige twierdzenie zachodzi w podanem brzmieniu.
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§ 166. Jezeli pewien uklad liezb zbioru (Z)

901: Payees ‘Pnn (1)

obejmujacy skoriezong licshg m tychze, nie sprawdza zadnego ré-
wnania postaci

e

ZC&-%:: 0,

kel

gdzie
Ol! CE!"' Onl

oznaczajg liczby rzeczywiste, z ktéryeh jedna przynaj-
mniej jest od zera odmienna, to ten stan rzeczy wyraZamy,
orzekajae, ze lieczby ukladu (1) sy pomigdzy soby liniowo nieza-
lezne. Nie wykluezajge praypadku, w ktdrymby liezba m liezb
ukladu (1) réwnala sig jednodei, zaznaczamy, Ze na podstawie defi-
nicyi powy#szej orzeczenie, iz uklad (1) jest ukladem liezb zbioru (Z)
liniowo niezaleznych, wyraza (tw. IV-te paragrafu poprzedzajgcego)
w przypadku szezegdlnym, kiedy mamy

m=1,

co nastepuje: jedyna liczba ¢, do ktdrej sprowadza sie wéwezas
uklad (1), jest od zera odmienna.

Uwazajmy znowu pewien uklad

Prs Pareee Py 2)
obejmujgey skonczong liezbg m liczb zbioru (Z).

Jezeli kazda liczba zbioru (Z) uwaZana byé moZe za sumeg
iloczynéw tych liczb przez pewne stosownie dobrane liczby rzeczy-
wiste, to uklad (2) zowiemy ukladem zupelnym jednostek
zbioru (Z), a liczby ¥, ¥s,... jednostkami tego ukladu.

Wlasnoéé 110 zhioru (Z) polega oczywiseie na tem, Ze zbidr (Z)
posiada jeden przynajmniej zupelny uklad jednostek. W rzeczywi-
stodei zbiér (Z) posiada nieskoriczenie wiele zupelnych ukladéw
jednostek, jak to wynika z twierdzenia naste¢pujgeego:

L. Jekeli pewien ullad liczh

I S A"

uwatany byé mode za zupelny uklad jednostek 2bioru (Z), to uktad
obejmugacy m (m=n) liczb 2bioru ()

P1s Paye-- Pon s (5)
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takée wwatany byé mode 2a zupelny ultad jednostek zbioru (Z), jebeli
tylko liczby @, wyznaczone byé moga ze wzordw

(4) P :Z alkzkj (t — 1, 2, 3, m)

k=1
gdzie przez a, oznaczamy takie liczby rzeczywiste, Zeby rzqd macierzy

Gypy Gyg. Upgyee. Oy,

(6) (1, fggy Oggyeen gy

a’m,l! am,ﬂ: f"'m,l?"' a‘m‘n
réwnat sie liczbie n.

Istotnie, przypudémy, %e zaloZenia twierdzenia sg spelnione.
W takim razie posréd liczb

1, 2, 3,... m,
istnieé bedzie jeden przynajmniej taki uklad nieréwnych pomiedzy
sobg liczb
Gyy Byy Ogseee Cuy
zeby zachodzila nieréwnosé
(6) & ==0,

gdzie
A=|ag.|. @GEk=1,2,..n)

Oznaczmy ogélnie przez B, , iloraz podzialu wspdlezynnika
elementu a@,,, W wyznaczniku A przez ten wyznacznik i uwazajmy
nastepujace, do ukladu (4) nalezgce réwnanie

(7 P, =2“°=;-*3*' i=1,2,...n)

fes1

Na podstawie twierdzen, uzasadnionych w paragrafie poprze-
dzajacym, mozemy, powtarzajac dokladnie znane rozumowanie z teo-
ryi réwnad liniowyeh, w ktérych niewiadome sg liczbami rzeczy-
wistemi, stwierdzi¢, ze uklad (7) rdwnowazoy jest ukladowi naste-
pujgcemu:

(8) I}k=2ﬁtkq)¢{‘ Ul'= 1,2,...%)

{m1
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Zatem uklad réwnosci (4) pociaga za soby uklad réwnodei (8).
Poniewaz za$ na kaidg liczbe ! zbioru (Z) mamy wzér postaci

3:2 by s

ke=]1

gdzie symbole a, oznaczajg liczhy rzeczywiste, przeto opierajae
sig na wzorach (8) i na twierdzeniach paragrafn poprzedzajscego,
stwierdzamy latwo, Ze liczba ! moze hyé uwazana za sume iloezy-
néw liezb

Pa,s Payyerr Pa, (9)
przez liczby rzeczywiste. Ale w razie nierdwnosei
m ==,

mozemy dodaé do takiej sumy, nie powodnjac zmiany jej wartosei,
sumeg iloczynéw przez zero tych z liczb (3), ktére do ukladu (9)
nie nalezs,.

Zatem w kazdym razie mozemy przedstawié dowolnie przyjets
liczhg ! ze zbioru (Z) w postaci sumy iloczynéw liczb (3) przez
pewne liczby rzeczywiste, a na tem wlasnie polega wlasciwa tresé
twierdzenia, ktére zamierzaliSmy uzasadnid.

Jezeli jednostki

EH z!:'-' I,,

pewnego zupelnego ukladu jednostek zbiorn (Z) sg liniowo nieza-
leznemi liczbami tego ukladu, jezeli, innemi slowy, nie zachodzi

zaden zwigzek postaci
2‘0@ =0,

Rl

gdzie symbole C, oznaczaja liczhy rzeczywiste, z ktérych jedna
przynajmniej jest od zera odmienna, to w takim razie rzeczony
uklad zupelny jednostek zowie sig zasadniczym ukladem jedno-
stek, a same jednostki — jednostkami zasadniczemi.

I1. Kazdy zbidr liczh, posiadajacy wszystkie wlasnodci wyszczegdl-
nione w § 154-tym, posiada nieskornczenie wiele zasadniczych uktadbw
Jjednostek, ale liczba jednostek, ktére razem tworzq kidrykolwiek z zd-
sadniczych wkladdw jednostel oznaczonego zbioru liczb (Z) o rzeczo-
nych wiasnosciach, ma calkiem oznaczong wartodé i rdwna si¢ naj-
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mniejszej liczbie m liczb zbioru (Z), mogacych stanowi¢ razem zupelny
uktad jednostel: tegod zbioru. Jedeli pewien zupetny ukiad jednostek
2bioru (Z) obejmuje doktadnie n liczb, to ten ukiad jest jednym z za-
sadniczych wkiaddw jednostel: ebioru (4).

Jezeli oznaczymy przez
(1) by fagens B

jeden zasadniczy uklad jednostek zbioru (Z), to warunek koniecany
i wystarczajacy, azeby n liczb

(2) Py Payes P

stanowito drugi zasadwiczy uklad jednostek zbioru (Z), polega na tem,
2ebysmy mieli

(3) QJ‘:Z%ZH (t = 1}2,?3)
k=1

oznaczajac przez symbole a, liczby rzeczywiste, sprawdzajace nie-
r0wnosé

(4) A0,
gdzie prayjelisiny
(5) A:!C&HI. (k,t:l,?,_,,ﬂ,)

Istotnie, stwierdzamy z latwoseis, ze liczba calkowita, ktdry
oznaczyliSmy w twierdzeniu przez n, niezawodnie istnjeé bedzie.
Zalézmy, ze uklad liczb

(6) w‘l b ‘f’z JEa wu

jest zupelnym ukladem jednostek zbioru (Z). W takim razie uklad
ten bedzie ukladem zasadniczym, albowiem w razie réwnodei n—=1
spostrzegamy natychmiast, Ze okoliczno$é ta zachodzi, a gdyby
w przypadku nieréwnosei

n>1
liczhy (6) nie byly liniowo niezalezne od siebie, to na jedng z nich,
powiedzmy +/,, mieliby$my wzér

(7 Y=, + ey + 0. -y Wy,

0ZNACZAJAC PIZes ¢y, Cy,... C,; pewne liczby rzeczywiste.
Poniewaz za$ kazda liezba zbioru (Z) uwazana byé moze za
sumg iloezynéw liczb (6) przez liczby rzeczywiste, przeto na pod-
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stawie wzoru (7) kazda liczba zbiorn (Z) moglaby byé uwazana
za sumg iloezyndéw liczh

Wiy Posere Py, (8)

skad wynika, Ze ten uklad liezb bylby zupelnym ukladem jedno-
stek zbioru (7). Ale uklad (8), jako obejmujacy tylko n—1 licsb,
nie moze byé zupelnym ukladem jednostek zbioru (Z), gdyz ozna-
czylisSmy wlasnie przez n najmniejszg liczbe jednostek, jaka obej-
mowa¢ moze zupelny uklad jednostek zbioru (7). Zatem liczby (7)
sy, liniowo niezalezne i stanowiy zasadniczy uklad jednostek zhioru (Z)
Stwierdzamy wige, %e w zbiorze (Z) istnieje przynajmniej jeden
uklad zasadniczy.
Zalézmy, ze pewien uklad liczb

61: 62!"' 6:» (9)

jest zasadniczym ukladem jednostek zbiorn (Z). Poniewaz liczba n
oznacza najmniejszg ilosé liczb, mogacych tworzyé razem jeden
uklad zasadniczy zbiorn (Z), przeto liczba p sprawdzaé bedzie nie-

rownosd
p=mn.

W rzeczywistodei jednak nieréwnodé

p>n (10)
zachodzié nie moze, gdyz, oznaczywszy przez symbole a, pewne
liczby rzeczwiste, mieliby$my w kazdym razie

a;zﬁw%(hﬂﬁwm (1)

k=l
a w razie nieréwnodci (10) ze wzoréw tych wynikaloby (na tej
samej drodze, co w teoryi form liniowych zmiennych rzeczywi-
stych), ze liczby (9) whrew zaloZeniu nie sa liniowo niezaleine.

Zatem liezba liczb, stanowiaeych razem jeden zasadniczy uklad
jednostek zbioru (Z), w kazdym razie réwna sig zgodnie z brzmie-
niem twierdzenia liczbie n.

Upewnijmy si¢ teraz, Ze warunek konieczny i wystarczajgey,
azeby uklad (2) stanowil zasadniczy uklad jednostek zbioru (Z)
polega na zwigzkach (3) i (4). Oté%, jezeli liczby (2) stanowis zasa-
dniczy uklad jednostek zbioru (Z), to te liczby musza nalese¢ do
zbioru (Z), zatem na liczhy te muszy zachodzié wazory postaci (3)
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przy wartosciach rzeezywistych liczb a,; nadto zachodzié musi
nieréwnoéé¢ (4), gdyz w przeciwnym razie liezby (1) nie hylyby
liniowo niezalezne od siebie. Z drugiej za$ strony, gdy warunki te
sy, spelnione, to na podstawie tw. I-go uklad (2) jest zupelnym ukla-
dem jednostek zbiorn (Z). Poniewas zad nklad ten obejmuje n liczb,
przeto na podstawie pierwszego ustgpu niniejszego dowodu, uklad (2)
jest zasadniezym ukladem jednostek zbioru (Z). Zatem podane
w twierdzenin warunki, azeby uklad (2) byl zasadniczym ukladem
jednostek zbioru (4), sg rzeczywisdeie kounieczne i dostateczne.

Poniewa istnieje nieskonezenie wiele takich ukladéw wartodei
rzeczywistych na elementy wyznacznika (), azeby nieréwnos$é (4)
zachodzila, przeto na podstawie dopiero co uzyskanego wyniku, istnieje
nieskoriczenie wiele zasadniezych ukladdw jednostek w zbiorze (Z).
Ostatecznie uzasadniliémy w zupelnosci twierdzenie, o ktére chodzilo

Liczba, ktéra oznaczyli§my przez n w uzasadnionem dopiero
co twierdzeniu, zowie sig rzgdem zbioru (%)

IIY. Jeteli oznaczymy praez '

(1) Uy lgeer il

ktdrykolwiek z zasadniczych wkladdw jednostek zbioru (Z), to kazdej
liczbie 1 tego zbioru odpowiadaé bedzie dokladnie jeden taki uklad
wartosci na liczby rzeczywiste

@) Gy Aaysev Oy
2ebysmy wvieli -
(3) lxz' Oyl .
k=]

Poniewaz istnienie ukladu wartodei na liczby (2), sprawdzajs-
cego réwnania (3), jest pewne ze wzgledu na definicye ukladu (1),
przeto mamy jeszeze tylko udowodnié, Ze nie istnieje wigcej ponad
jeden taki uklad wartodei na liczby (1). W tym celu zaldzmy, Ze
zachodzi réwnosé

(4) 1= ¥ al,
k=1
gdzie symbole @, oznaczaja liczby rzeczywiste.
Z rdwnodei (3) i (4) mamy

Y m—a)=0,

k=1
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a poniewa? liczby (1) sg pomigdzy sobs liniowo niezaleZne, przeto
mamy
a—a=0, (k=1,2,.n)

skad juz bezposrednio wynika to, codmy mieli wykazad.
§ 157. Przy dalszem badanin zbiorn (2) zalozymy, Ze pewien
zasadniezy uklad jednostek

Sl b )

zostal w jakikolwiekbadZ sposéb oznaczony, i okredlaé bedziemy
kazdg liezbg I zbioru (Z), ktéry zapragniemy oznaczyé, przez taki
uklad liczh rzeczywistych

@) 3 iy gess By 2)

ktdry sprawdza réwnanie

! :j‘ ;. (3)

k=1

Przy tyeh warunkach nadamy zasadniczemu ukladowi jedno-
stek (1) nazwg ukladu referencyjnego, a liczhom rzeczywi-
stym (2) — nazwg wspélrzednyeh liczby [

W dalszyeh rozwazaniach zalozymy, Ze jednostki zasadnicze,
ktére razem tworzg uklad referencyjny, zostaly w jakid sposéb
uszeregowane, Wobec tego kazda jednostka zasadnicza ukladu re-
ferencyjnego posiadaé bedzie pewns liezbg porzadkowa; te liczbg
porzgdkows nazwiemy rzg¢dem odnosnej jednostki. Wspélrzgdne
liezby zbioru (Z) takie uwazaé bedziemy jako uszeregowane w pe-
wnym porzadku, a mianowicie w takim, zeby w kazdym iloczynie,
stanowigeym jeden ze skladnikéw we wzorze postaci (3) na liezbg
zbioru (Z), liczba porzadkowa wspélrzednej réwnala sig liczbie po-
rzadkowej jednostki ukladu referencyjnego. Liczby porzadkowe
wspélrzednych liczby zbioru (Z) nazywaé bedziemy rzgdami
tychze

Poslugujac sig oznaczeniami, uzytemi we wzorze (3), natural-
nie przyjmowadé bedziemy, o ile wyraznie nie zaznaczymy rzeczy
przeciwnej, ze wskaznik w symbolach [, i @, oznacza wspdlny rzad
jednostki 7, i wspdlrzeduej a,.

Usprawiedliwienie powyzszych definicyi polega oczywiscie na



