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Jakgkolwiek wartosé misdaby licsba k, mozemy zawsze prayjaé

(6) k=mnt—-{»,

oznaczajac przez ¢ i v dwie liezby calkowite, z ktérych druga, o,
sprawdza nierdwnosei
() 0=v<n.

Na podstawie wzoru (6) réwnos$é (D) réwnowazna jest naste-
pujacej:

0, »
—_ 7 2
(8) p=— = - 2n - 2¢n.

Poniewaz réwnanie (4) okresla liczbe dodatnia B jednoznacznie,
a z drugiej strony wartoéé liezby calkowitej £ na wartodé liczby z
pozostaje bez wplywu, przeto wszelks taky wartosé liezby x, ktéra
sprawdza yéwnanie (2), mozemy przedstawié przez wzdr nastepujacy:

9) x:lﬁ{cos(:+%2n)+isin(%—|—£2?-‘?)],

gdzie » oznacza liczbg calkowita, sprawdzajgcs zwiazki (7). Z dru-
giej strony wzor (9) daje na = warto$é sprawdzajaca réwnanie (2),
jakakolwiek wartodé calkowity prazyjelibyémy », a nadto réinica
dwdeh takich wartoei na ¢, ktére wynikajg ze wzoru (8), przyj-
mujac kolejno na » dwa zwigzki (7). sprawdzajgce odmienne po-
migdzy sobg wartodei, w Zadnym razie wielokrotnodeia liezby 2
byé nie moze. Zatem mamy dokladnie tyle réwnosei (2) sprawdza-
jaeveh wartogei liczby 2, ile tychze dostarcza wzdr (8), przyjmujac
kolejno na » wartosei

g:=0._1, 2,...,?& — 1.

Prazeto zgodnie z brzmieniem twierdzenia réwnanie (2) po-
siada dokladnie # rozwiaza w stosunku do niewiadomej 2.

Uwaga. Pierwiastek n-tego stopnia liczby zespolonej réwnej
zeru oczywiscie ma jedna tylko wartosé, ktéra réwna sig zeru.

§ 150. Obeenie pragniemy podaé geometryezng interpretacye
liczb zespolonyeh, zastosowujae te liezby do problemu mierzenia
wektoréw w plaszezyznie. Ale w tym celu koniecznem jest wpro-
wadzenie pojecia plaszezyzny zoryentowanej i temu przedmiotowi
poswigeamy niniejszy paragraf.

Przyjawszy w oznaczonej plaszezyznie (P) oznaczons oS (%)
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za 0§ odeigtych, a druga prostopadla do tej osi, 08 (y) za o8 rze-
dnych, uzyskujemy pewien uklad wspélrzednych prostokatnych
(% y) w plaszezyznie (P). Jezeli tedy w tejie plaszezyznie prazyj-
miemy jakikolwiek drugi uklad wspdlrzednych prostokatnych i ozna-
czymy przez ¢ i ¢’ dostawy kierunkowe osi odeigtych (), a przez
B i §' dostawy kierunkowe osi rzgdnych (y) tego ukladu wzgledem
ukladu (2y), to warto§é bezwzgledna wyrazenia

: ’ of' — a'f, 1)
ezyli wyznacznika
a,
6,6’

réwnaé si¢ bedzie na podstawie znanego twierdzenia z elementéw
geometryi analityeznej jednosei, ale zaleZnie od wyboru ukladu
(', y") mieé bedziemy albo

of —af=1, (@)
af —alf=—1. (3)

albo

W razie réwnoéei (2) orzekamy, ze uklad (#', ') jest ré wno-
skretny ukladowi (z,y), a w razie rdwnosei (3) — e uklad (2, y/')
jest przeciwnieskretny ukladowi (z,y).

Symbole e, #, @' i §, ktére wehodzg do wyrazenia (1), majg
oczywiscie znaczenie nastepujace:

o — przedstawia dostawe katu osi odeigtych obu ukladdw,

B’ — przedstawia dostawe katu osi rzednych tychze,

o' — przedstawia dostawe kqtu, utworzonego przez osie y i a/,

@ — przedstawia dostawe katu, utworzonego przez osie 21 ¥'.

Zatem, gdybys$my przy zachowaniu tych definicyi symboléw
a, (', ' i B zamienili pomigdzy soba jednoczesnie z jednej strony
znaczenie symboldw x i 2/, a z drugiej — symboléw y i y’, to,
przez taks zmiang oznaczen wartosei liczh e i §’ nie uleglyby
zadnej zmianie, a wartodei liczb @' i § uleglyby prostej zamianie.
Z tego wynika, ze w rozwazanych warunkach wartosé wyrazenia (2)
nie uleglaby zadnej zmianie. Mozemy wige wyslowié twierdzenia
nastgpujgee:

10, Jeteli w oznaczonej plaszczyznic pewien uktad (U') wspoi-
rzednych prostokatnych jest réwnoskretny pewnemu drugiemu wkéa-
dowi (U) wspblrzednych prostokatnych, to ukiad (U) rdwnoskretny
Jest uktadowi (U').

Arytmetyka teoretyczna, 46



20, Jedeli w oznaczonej plaszczyznie pewien uklad (U') wspdi-
rzednych prostokatnych jest przeciwskretny pewnemu ukéadowi (U), to
uktad (U) jest przeciwskretny ulktadowi (U').

Twierdzenia powyZsze wyrazajs to, co nazywamy wlasnoseis
symetryi pojecia ukladéw wspélrzgdnych réwnoskretnyeh i pojecia
ukladéw wspdlrzednyeh przeciwskretnych, poloZonych w tej samej
plaszezyznie. Na podstawie twierdzen tych orzeczenie, iz pewien
uklad wspélrzednyceh prostokatnych jest réwnoskretny albo prze-
ciwnieskrgtny pewnemu innemu ukladowi wspdlrzednych prostoka-
tnych, polozonych w tej samej plaszczyznie, mozemy wyrazié pro-
§ciej, orzekajac, Ze rozwazane uklady wspdlrzgdnych sg rdéwno-
skretne albo przeciwnieskretne.

Spostrzegamy natychmiast, Ze kaddy uklad wspdtrzednych pro-
stokatnych jest sam sobie rdwnoskretny; jezeli bowiem uklad (2'y’)
zlewa sig z ukladem (z,y), to mamy a=1, ¢’ =0, =0, f'=1,
mamy wige

af —a'f=-1.

Jezeli, zachowujae oznaczenia, ktéremi poslugiwalismy si¢ wy-
zej, nadamy wyraZeniu (1) nazwe wskaznika kazdego z ukladéw
wspblrzednyeh (z,y) i (2'y’), wzgledem ukladu drugiego, w takim
razie zachodzi twierdzenie nastgpujace:

Wskaénik  ktdregokolwick =z dwdch wkladéw (wy,1y,) @ (@, 1)
wspitrzednych prostokatnych potozonych w oznaczonej plaszezyznie (P),
wagledem drugiego, réwna sie iloczynowi wskaznikdw kazdego z tych
uktaddw wzgledem jakicgokolwiek trzeciego uktadu (x,y) wspdirae-
dnych prostokatnych, polozonego takie w plaszezyznie (P).

Zeby twierdzenie to udowodnié, przyjmijmy na dostawy ka-
téw, jakie tworzs pomigdzy sobs parami osie, nalezgce do rozwa-
zanych ukladéw wspélrzednych, oznaczenia, ktére jak sig to zwykle
robi w geometryi analitycznej, okreslimy przez tabliczki naste-
pujace: ‘

z Y & ¥ A1 h

B | e o oy o | a @, a o

Y1 i i Y2 Bs Ba Ya g B




Mamy tedy Iy
¢ = @0 |- et
o' = B, 4 Bia
ﬁ‘= a3y "f“ “;ﬁ;.
B = . 4 Bifa.

Na podstawie tych wzoréw stwierdzamy (najproseiej — poslu-
gujac si¢ teorys mnoZenia wyznacznikdw), iz mamy

aff — @f = (@, — aif) (afs— apy).

Réwnodd ta wyraza wlasnie twierdzenie, o ktére chodailo.

Z twierdzenia tego wynikajs natychmiast wnioski nastepujace:

10, Jezeli kazdy z pewnych dwich ukladdw wspétrzednych pro-
stokatnych, poloonych w oznaczonej plaszezyznie, jest rdwnoskretny
albo przeciwnieskretny pewnemu trzeciemu wkladowi wspiétrzednych
prostokatnych, to rozwazane dwa ulklady wspitrzednych sq pomiedzy
sobg rdwnoskretne.

20, Jedeli pewien uklad wspdtrzednych prostokginych, pototony
w oznaczonej plaszczyznie (P), jest réwnoskraciny pewnemu drugiemu
ulitadowi wspdlrzednych prostokatnyeh, potozonemu w tejze pleszezy-
znie, a pewien trzeci uktad wspitrzednych prostokatnych, takze poto-
2omy 1w plaszezyznie (P), jest praeciwnieskretny drugiemu, to pierwszy
i treeci wkiad wspdlrzednych sq pomiedey sobq przeciwnieskretne.

Zbidr wszystkich ukladéw wspélrzgdnych prostokatnych, po-
lozonyeh w oznaczonej plaszezyznie (P), mozemy podzielié na dwie
kategorye (K,) 1 (K,) w taki sposéh, zeby kazde dwa uklady tej
samej kategoryi byly réwnoskrgtne pomigdzy sobg, a kazdy uklad
jednej kategoryi i kazdy uklad drugiej — przeciwnieskretnymi.
Istotnie, prayjmijmy w plaszezyznie (P) oznaczony uklad wspdlrze-
dnych prostokgtnych (z,y). Jezeli tedy przyjmiemy, ze kategorye (K,)
tworzg wszystkie uklady réwnoskretne ukladowi (z,7), a katego-
rye (K,) wszystkie inne uklady wspdlrzednych prostokatnyeh, po-
lozone w rozwazanej plaszezyznie, to ze wzgledu na wuioski, de-
piero co wysnute z twierdzenia poprzedzajacego, uzyskamy zapo-
wiedzianego rodzaju podzial wszystkich ukladéw wspélrzednych
prostokatnych, polozonych w plaszezyznie (P).

Przy powyzszym podziale na dwie kategorye ukladéw wspdl-
rzgdnych, polozonych w oznaczonej plaszezyznie, zowiemy uklady

wspélrzednych pewnej jednej z tych dwu kategoryi ukladami
46%
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prawoskretnymi, a uklady drugiej kategoryi — lewoskre-
tnymi; ktérej mianowicio kategoryi uklady majg byé zwanymi
prawoskrgtnymi, jest rzeczg specyalnego okreslenia dla kazdej ozna-
ezonej plaszezyzny; w kazdym jednak razie moZzemy usungé wszelks
dwuznacznoéé w tym wazgledzie dla oznaczonej plaszeszyzny, jezeli
o$wiadezymy, Ze pewien oznaczony uklad wspélrzgdnych prostoks-
tnych, polozony w rozwazanej plaszezyznie, postanawiamy uwazaé
za uklad prawoskretny (albo za uklad lewoskretny).

Oznaczona plaszezyzna zowie sig zoryentowansg, skoro
tylko ustalone sa postanowienia, podajace kryteryum do rozpozna-
nia, ezy jakikolwiek uklad wspdlrzgdnyeh prostokatnych, przyjety
w rozwazanej plaszezyznie, jest ukladem prawoskretnym, ezy tez
lewoskretnym.

§ 151. Opierajae sig na wynikach, uzyskanych w paragrafie
poprzedzajgeym, moiemy juz latwo rozwigzaé problem mierzenia
wektoréw, polozonych w oznaczonej plaszezyznie (P). Zoryento-
wawszy te plaszczyzne, uwazajmy jakikolwiek, byle nie zerowy,
wektor 04, w tej plaszezyznie polozony. Temu wektorowi odpowia-
dad bedzie oczywiscie jeden, i tylko jeden w plaszezyznie (P) po-
lozony uklad wspélrzednyeh (U), sprawdzajacy warunki naste-
pujace:

1%, Poczgtek O wektora OA jest poezatkiem ukladu wspél-
rz¢dnych (U).

20, O§ odeigtyeh w ukladzie (U) jest osig wspdlkierunkows
welktorowi 0.

3°. Uklad wspélrzednyeh (U) jest ukladem prawoskretnym.

4°, Przy mierzeniu wspélrzgdnych punktn w ukladzie (U)
przyjmuje sig za jednostke diugodei dlugosé wektora OA.

Uklad wspéhrzednyceh (U) nazywaé bedziemy ukladem ze-
spolonym z wektorem OA.

Przyjmijmy obecnie definicye nastepujgca:

Miarg jakiegokolwiek wektora w, polozonego w  plaszezy-
znie (P), w razie przyjecia za jednostke jakiegokolwiek, byle nie
zerowego wektora u, polozonego w rozwazanej plaszczyznie, nazy-
wamy liczbg zespolong

@+ iy,

ktérej czgéé rzeczywista x i wspolezynnik y jednostki urojonej
réwnajg sig odpowiednio odeigtej i rzednej konea wektora, réwnego
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wektorowi w, a wspélpoczatkowego wektorowi w w ukladzie wspél-
rz¢dnych, zespolonym z wektorem w.

Spostrzegamy natychmiast, Ze liczby i y réwnaja sig odpo-
wiednio miarom rzutéw prostokatnych wektora w na o§ odeigtych
i na o rzednych ukladu wspélrzgdnyeh, zespolonego z wektorem u.

Problem mierzenia w postaci ogdlnej oméwiliémy w roz-
dziale XII-tym, a w § 102-gim tegoz rozdzialu podaliémy ogélne
zasady, do ktdrych zastosowujemy sig zawsze pray rozwiazywanin
problemu mierzenia. Zastrzeglismy wprawdzie, ze warunki te uwa-
zamy za scisle obowigzujgee tylko w przypadkach, kiedy postu-
gujemy si¢ liezbami rzeczywistemi; ale rzecz godna uwagi, ze po-
wyZsza definicya miary wektora, poloZonego w oznaczonej plaszesy-
znie, w razie przyjecia za jednostke dowolnie oznaczonego drugiego
wektora, w tejze plaszczyznie polozonego. czyni zadosé w zupel-
nofei wspomnianym wymaganiom. Upewnimy sig, %e okolicznosé
powyzsza rzeczywiscie zachodzi, skoro tylko sprawdzimy, ze za-
chodzy twierdzenia nastgpujace:

L. Jegeli po przyjeciu oznaczonego wektora u plaszezyzny zoryen-
towanej pewna liczba zespolona z jest miarq oznaczonego wektora w,
pototonego w rozwatanej plaszezyenie, to kozda liczba zespolona,
rduna liczbie z, jest takie miara wektora w w razie zachowania tejze
Jednostki.

IT. Jedeli oznaczymy przez w', w @ w trey wekfory, poloZone
w pewnej plaszezyzmie zoryentowanej, przez y miare wektora u, pray-
Jawszy wektor W' zu jednostke, przez ¢ miarg wektora w, pray-
jawszy wektor w za jednostke, a przez ¢’ miare weklora w, w razie
prayjecia wektora w' za jednosthe, to wiwezas zachodzi 2wigzek na-

stepujqey
(R

III. Prey oznaczonej jednostce miary wektordw, polozonych
w plaszezyenie zoryentowanej (P), miary rbwnych pomigdzy sobq we-
ktoréw, polozonych w lejte plaseczyenie, s pomigdzy soba rdwne
i odwrotnie, wektory, ktérych miary sq pomiedzy sobq réwne, sq takze
pomiedzy sobaq rdwne.

IV. Prey zaloteniach twierdzenia poprzedzajacego, miara sumy
skonezonej liczby welktordw réwna sie sumie miar tychze wektordw.

Pierwsze z twierdzeri poprzedzajacych zachodzi oczywiscie.
Przechodzimy zatem wprost do dowodu drugiego twierdzenia. —
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Oznaczmy w tym celu przez o’ i ' of odeigtyeh i o rzednych
w ukladzie wspdlrzgdnyeh prostokgtnyeh zespolonym z wektorem u’,
a przez x 1 y analogiczne elementy odnoszace si¢ do ukladu wspél-
rzgduych, zespolonego z wektorem w?). PoniewaZ natychmiast spo-
strzegamy, ze proste translacye wektoréw /, » i w nie maja za-
dnego wplywu na liezby, z ktéremi mamy do ezynienia, przeto bez
szkody dla ogdlnodci mozemy zalozyé, %e rzeczone wektory sg wspdl-
poczatkowe. Prayjmijny to zalozenie, ktére uprodei cokolwiek wzory
i, uwidoezniajae w liezbach zespolonych y, ¢ 1 ¢’ czedel rzeczywiste
i wspélezynniki jednostki urojonej 4, przyjmijmy

(1) y=a-ip.
2) ¢==a-ib.
(3) ¢ =a'--b".

Liczby @ i f przedstawiaja wspdlrzedne w ukladzie wspél-
rz¢dnych («/,y') takiego punktu esi z-6w ukladu (z,¥), ktérego od-
cigta w ukladzie (z,4) réwna sie liczbie -1, a wige liczbie doda-
tniej. Zatem dostawy kierunkowe osi z-6w w stosunku do ukladu
(2, ') réwnajs sie liezbom

e . f
2oy &
0 ¢
gdzie ¢ oznacza modul liczby y. Z tego zad wynika, Ze dostawy
kierunkowe osi y-kéw w stosunku do ukladu (2/,y') réwnajy sie

.
8 @
0 0

Z tego wynika dalej, ze wzgledu na znane twierdzenie z geo-
metryi analitycznej, Ze pomigdzy wspélrzednemi z’,y’ punktu pla-
szezyzny w ukladzie (2/,%) a wspdlrzgdnemi (w,y) tegoz punktu
w ukladzie (z, y) mielibyémy, w razie mierzenia ta sama jednostks
dlugosei wspélrzednyeh punktu w obu ukladach wspélrzednych,
zwigzki nastgpujace:

i o ﬁ
—_—— —— y
4 ¢

a
y=—a- £ y-

¢ ¢

1) Zeby nalekycie rozumieé dalsze rozwaZania, naleZy nie zapominaé, #e
jednostka dlugofei przy wyznaezaniu wspélrzgdnyeh punktu — inna jest pray
ukladzie (¢/,y), a inna przy ukladzie (w,y); w pierwszym przypadku rzeczong
jednostka jest odeinek dlugofiei wektorn %/, a w drugim — odeinek dlugofei
wektora w.

)

w!
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Poniewaz jednak pray mierzeniu wspélrzgdnych punkiu w ukla-
dzie (x,y) przyjmujemy za jednostke diugosei dlugodé wektora
a nie dlugosé wektora o, ktéra sluzy za jednostke przy mierzeniu
wspélrzgdnych w ukladzie (a',y'), poniewaz nadto miara dlugosei
wekfora u, gdy przyjmiemy dlugosé wektora «' za jednostke, ocay-
widcie réwna sig liczbie ¢, przeto w powyiszych réwnanmiach na-
lezy zastapié @ 1 y odpowiednio przez gu i gy. Zatem w rzeczy-
wistosel mamy

v =qr— By
y' = ax -+ ay.
Na podstawie réwnan tych mamy

a = aa— (b
b = Ba+ ab, @

zwazywszy, Ze ze wzgledu na réwnosei (2) i (3) liezby o' i b’

przedstawiajg wspélrzedne w ukladzie (2/, y) tego punktu, ktérego

wspdlrzedne w ukladzie (x,y) réwnajg sie odpowiednio a i &,
Réwnania (4) oczywiscie réwnowazne sg réwnosei

=t

ktérg wlasnie pragnelismy ndowodnié.

Poniewaz widoezng jest rzeczs, %e tw. III-cie zachodzi, przeto
pozostaje tylko do udowodnienia tw. IV-te. W tym celu oznaczmy
przez (x,y) uklad wspélrzednych zespolony z wektorem, przyjetym
za jednostke przy mierzenin wektoréw, polozonych w plaszezy-
znie (P), i uwazajmy dwa jakiekolwiek w plaszczyznie tej polozone
wektory w; iw,. Oznaczmy przez ¢, i ¢; miary wektordw w, i,
przez 0 poezatek wspélrzednyeh (2, y). przez 4, 1 4, korice
z punktu 0 wychodzacych, wektorom w, i w, odpowiednio réwnych
wektoréw, a przez (ay.by) i (ay,b,) wspélrzedne punktéw A i A,.

Mamy tedy i
= 1
Cy = @y ~+ iby.

Jezeli zbudujemy wektor 4,4 réwny wektorowi 04,, i ozna-
czymy przez x i y wspélrzedne punktu 4, to mamy

¥— =0
y“bl=bu|
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skad
2= a, + ay
Y= bl "'}_ b?!

z=uax iy
oznaczajae przez 2 miare sumy wektordw w, 1 wy, przeto mamy

z2=2¢ 4 ¢,.

Zatem uzasadniliSmy twierdzenie w razie dwdeh wektoréw.
Stad za$ drogg indukeyi matematyeznej wnosimy latwo, Ze twier-
dzenie zachodzi we wszystkich praypadkach.

Ostatecznie rozwigzaliSmy problem mierzenia wektordw, polo-
zonych w plaszezyznie w sposéh zgodny z zasadami § 102-go i uzy-
skaliémy w teoryi wektoréw obraz geometryezny liezb zespolonych,

Wyniki powyisze mozemy uzupelnié bardzo latwg do uspra-
wiedliwienia uwags nastgpujaca: Jezeli oznaczymy przez (z,¥) uklad
wspdlrzednych prostokatnych, zespolonyeh z wektorem u, prazyje-
tym za jednostke w oznaczonej plaszezyznie zoryentowanej, a przez 2
miare jakiegokolwiek w tej plaszezyznie poloZonego wektora w, to
modul liezby 2 przedstawia stosunck dlugosei wektora w do dlu-
gosei wektora u, a argument — miare kata, ktérego pierwszym
bokiem jest wektor w, a drugim — wektor w.

Operujge liczbami zespolonemi, kojarzymy czesto kazdy liczbe
zespolong 2, ktdrej czesé rzeczywistqg oznaczymy przez @, a wspdl-
czynnik jednostki urojonej — przez y, z punktem A, ktérego
odeigta i rzgdna w oznaczonym ukladzie wspdlrzednyeh, polozo-
nych w oznaczonej plaszezyznie, réwnaja si¢ odpowiednio liczbom
@ iy Punkt 4 zowie si¢ w takim razie obrazem geometryeznym
liezby zespolonej 2. Ze stanowiska dopiero co wylozonej teoryi
mierzenia wektoréw, poloZzonych w plaszezyznie, liczba 2 =2 -} iy
przedstawia miarg wektora, ktérego poczatek zlewa sig z poczat-
kiem O wspélrzednych (z,y), a koniee — z punktem A, w razie,
kiedy za jednostke przyjmujemy wektor OB wspélkierunkowy
z osig x-0w 1 taki, zeby dlugosé jego réwnala sig jednostee, ktdra
postugujemy sig przy mierzeniu wspdlrzgdnych.

Przy tych warunkach odleglosé punktu 4 od poczatku wspél-
rzgdnych O przedstawia oczywidcie modul liczby 2, a kat od osi
a-6w rachowany, kierunku OA z tg osis — argument rozwazanej
liczby zespolonej.

a poniewaz mamy
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§ 152. Zeby zakoriezyd rzeez o elementarnej teoryi liczb ze-
spolonyeh, jeszeze oméwimy tylko pojecie zbieznofei ciagéw i sze-
regéw, ktéryeh wyrazy sy liczby zespolone.

Uwazajmy cigg nieskodezony

tyy Uy, Uy (1)

ktérego wyrazy sg jakiemilkolwiek liczbami zespolonemi. Jezeli
istnieje pewna taka liczha zespolona g, iz do kazdej, byle od zera
wigkszej liczby bezwzglednej moZebnem jest dobranie takiej liczby
calkowitej i dodatniej NN, Zeby nierdwnosé

k=N (2)
pociggala za soba nieréwnosé

| —g|<e, (3)

to orzekamy, Ze ciag (1) jest zbieiny, a liczba g jest granicy jego.
) Z latwoscig przekonywamy sie, Ze wartos¢ granicy ciggu zbie-
tmego liceh zespolonych oznaczona jest w zupeinodei, innemi slowy,
4e dwie nierdwne pomigdzy soba liczby nie moga byt obie granicami tego
samego ciagu. Istotnie, zalézmy, Ze kazda z pewnyeh dwdch liczb g
i ¢’ uwazana by¢ moze za granicg ciggu (1). W takim razie do
danej, byle od zera wigkszej liczby bezwzglednej & mozliwem jest
dobrad takg liezbe calkowits i1 dodatnia N, zeby nieréwnosé (2)
pociggala za sobg jednoczednie nieréwnosé (3) i nierdwnodé

|uk‘_9'{|<5'- (4)
Z réwnodei
(h—g) — (0 —9)=9'— 9,
mamy —
g —gl=lw—g|+lu—gl, o O
a poniewas, W razie nieréwnosci (2) zachodsa jednoczednie .nie-
rommoesh ()11 {4 et kg R0 e
|9 —g|<2e e

Zatem modul réznicy
g—9 |
mniejszy jest od kazdej, byle od zera wigkszej liczby rzeczywistej.
Z tego znéw wynika, Ze czedé rzeczywista i wspélezynnik jednostki
urojonej w liczbie g'—g sa co do wartoei bezwzglednej mniejsze
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od kazdej, byle od zera wigkszej liczby rzeczywistej, skad nareszcie
wynika, ze mamy
g—9'=0
eznyli
. ) 9=19,
o co wlasnie chodzilo.
Przyjmijmy
W= a, -} i, oraz g=—a-} b,
0zZnACZAJAC Przez &y, by, a i b liczby rzeczywiste, a przez 7 jednostke

urojons. Poniewaz mamy

o —a| < |u—g|
b= b= |m—g],

przeto, jezeli nieréwnodé (2) pociaga za sobg nieréwnosé (3), to nie-
réownoéé (2) pocigga za sobs obie nieréwnosei nastepujace:

o, —a| <e
| b— 0| < .
Zatem w razie zbieznodei ciagu (1) obydwa ciagi
6 QAyy Ogy Ag,ye.s
© by bys Dy

sa zbieine.

Odwrotnie, jeeli ciagi (6) sa 2bicdne, to ciag (1) takze jest zbieiny.
Istotnie, oznaczmy przez p dowolnie przyjeta, byle od zera wigksag
liczbg rzeczywists. W razie zbieznosci ciggdw (6) mozemy liczbg
calkowity i dodatnig N tak wyznaczyé w zaleznodei od u, zeby
nieréwnodé (2) pociagala za soba jednoczeénie nieréwnosei

(7 lov—a|<u, [b—=0|<a,
gdzie @ 1 b oznaczajs odpowiednio granice ciggéw (6). Prazyjawszy
g=a-}1ib,
spostrzegamy natychmiast, ze nieréwnodei (7) pociagaja za soba
nierdwno#é
(8) |N.—9’|<2g&.
Oczywiseie moZzemy przyjaé

2u=e,
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oznaczajac przez & dowolnie dang, byle od zera wigkszg liczbe
rzeczywista, a naste¢pnie tak wyznaczyé liczbe N, Zeby nieréwnosé (2)
pociagala za sobg nieréwnodei (7), a wige i (8). W takim razie nie-
réwnosé (2) pociggaé bedzie za soby nieréwnodé (8). Stad zad wy-
nika, ze cigg (1) rzeczywiscie bedzie zbieiny.

Na podstawie uzyskanych wynikéw mamy twierdzenie naste-
pujace: Zeb_t/ ciag (1) byl 2biekny, konieccznem jest i wystarczajacem,
seby zbieine byly oba ciagi (6); oznaczywszy preez a i b gramice cig-
gow (6), a przez g granice ciagu (1), mamy

g=a-}1ib.

Stwierdzamy natychmiast, ze twierdzenia, dotyezace sumy
réznicy, iloczynu i ilorazu granic dwdch ciagéw zbieznych o wy-
razach rzeczywistych przeniesione byé mogg bez zmiany do teoryi
ciggdw o wyrazach zespolonych,

Definicye zbieznosei i sumy szeregéw przenosimy bez Zadnej
zmiany z teoryi szeregdéw o skladnikach rzeczywistych do teoryi
szeregdw o skladnikach zespolonyeh, a na podstawie wynikéw, do-
piero co uzyskanych, mozemy wyslowié twierdzenie nastgpujace:
Z dwdch nieréwnych pomiedzy sobg liczb zespolonych co najwiecej jedna
mose byé suma szerequ zbieznego o skiadnikach zespolonych; keby szereg
o skladnikach zespolonych

Uy =ty g o 1)

byt zbiedny, koniccznem jest i wystarcza, zeby kakdy z szeregéw

a, + ay -+ ag ... @)
by =+ by - by + -y
gdzie symbole a, i b, 0znaczaja czesé rzeczywistq, i wspdtezynnik jednostii
wrojonej w wyrazie k-tym szeregu (1), byt zbiezny ; w razie zbietnosci
tych szeregéw mamy
s=a-ib,

oznaczajac preez s sume szerequ (1), preez a swmg pierwszego, a przez b
sume drugiego z szeregéw (2).
Przyjmijmy ogélnie
0= t|

i uwazajmy szereg o skladnikach dodatnich

01+ 021 05+ (3)
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Poniewaz sladniki kazdego z szeregdw (2) sg co do wartodei
bezwzglednej nie wigksze od réwnorzgdnyeh skladnikéw szeregu (3),
przeto w razie zbieinodei szeregu (8) oba szeregi (2) sg zbieZne.
Zatem zbiezno$é szeregu (3) pociaga za soba zhiezno$é szeregu (1).
Natomiast zbhiezno$é szeregu (3) bynajmniej nie nalezy do konie-
eznych nastgpstw zbieznodei szeregu (1), albowiem, jezeli sze-
regi (2) sy zhiezne tylko warunkowo, to szereg (3) bedzie rozbiezny,
jakkolwiek szereg (1) jest w rozwazanym przypadku zbiezny. W razie
zbieZznosei szeregu (3) orzekamy, Ze szereg (1) zbiezny jest bez-
wzglednie. JeZeli za$ szereg (1) jest zbieiny, a szereg (3) roz
biezny, to wéwezas orzekamy. Ze szereg (1) zbiezny jest warun-
kowo.

Z latwodcig spostrzegamy, Ze twierdzenie § 128-go o iloczynie
dwoéch szeregdw przeniesione byé moze bez zadnej zmiany do teoryi
szeregéw o skladnikach zespolonych.

Wogdle podstawowe twierdzenia i ich dowody z teoryi zbie-
znodei ciagdw nieskoniczonych i szeregéw o wyrazach rzeczywi-
stych mogg byé przeniesione do teoryi ciggdw i szeregéw o wyra-
zach zespolonych, z ty tylko zmiang, iz wyrazenie ,warto$é bez-
wzgledna“ nalezy zastapié przez wyrazenie ,modul“, albo uwazaé
za réwnoznaczne temuz wyrazeniu modul,




