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Istotnie ?), Zeby nadaé liezhom zespolonym charakter wielkogei
w znaczeniu scislejszem, nalezy tylko okreslié, co ma wladciwie
wyrazaé nieréwnosé

(@, 0) < (o', b),

gdzie oznaczylismy przez a, b, a’ i b’ cztery liczby rzeczywiste.
Ot6z mozemy uméwié sig, ze powyzsza nieréwno$é wyraza w razie
nieréwnosei

afd,

iz mamy
) a <da,
a w razie réwnosel
a=a,
ze zachodzi nierdwnodé
b<< b,

Stwierdzamy z najwigkszg latwoscia, Ze, nie wykraczajac prze-
ciwko zasadom rozdzialu II-go, umowe te mozemy delgezyé do de-
finicyi ustawionych wyzej. Zatem przekonywamy sig, ze nadanie
liczbom zespolonym charakteru wielkodei w znaczeniu $cislejszem
jest rzeczywiscie rzeczg mozliwg. W rzeczywistosei moZnaby, bez
wykroezenia przeciwko zasadom rozdzialu II-go, jeszeze inne nadaé
znaczenie nieréwnosciom postaci

(a, b) < (a', V).

Poniewaz jednak, jakeémy zaznaczyli wyzZej, nie zachodzi
potrzeba nadawania liezbom zespolonym charaktern wielkodei w zna-
czeniu $ciglejszem, przeto w dalszym ciggu uwazaé bedziemy liczby
zespolone za wielkodei tylko w znaczeniu szerszem.

§ 147. Spostrzegamy z najwigkszg latwoseis, ze " zachodzg
twierdzenia nastepujgce:

L. Dodawanie liczb zespolonych posiada wiasnosé tqcznosei i prze-
miennosci.

I Jekeli dwie liczby zespolone (a,b) i (a/,b) sprawdzaja nie-

réuwnosé
(a,8) == (@, 1),
to w takim razie mamy

(u, )+ (a, b) 7= (u, 2) 4~ (@', ),

jakqkolwiel liczbe zespolona oznaczylibysmy przez (u,v).

1) J. Thomae, Abriss einen Theorie der complexen Funktionen, 1870, p. 41.
4b*
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III. Ze wzgledu na tw. I-sze (§ 29 i 31) istnieje jeden tylko
rodzaj odejmowania liczb zespolonych. Deziatanwie to jest jednoznaczne
i wykonalne bez zastrzeden, a to wedfug wzoru nastepujacego:

(@ 0) — (', ) = (a —d, b — 1),

IV. W zbiorze liczb zespolonych istnieje (str. 93) modut doda-
wania, a modut ten réwna sie liczbie zespolonej

(0,0).

Przechodzimy teraz do twierdzen mniej oezywistych.

V. Munozenie liczh zespolonych posiada wlasnosé dqeznosei.

Ze wzgledu na tw. I-sze § 28-go, uzasadnimy to twierdzenie,
skoro wykazemy, ze zachodzi réwnosé

1) {(@, b) (', 0)} - (", 3’”) (a, ) . {(a', V) . (', ")}
Otéz mamy

{(a,b) . (a, b)) . (a”.b") = (aa’ — bb', ab’ + ba') . (a”, b") =
= ([aa’— bb"] & — [ab'+ ba’'] b", [aa'— b’ b+ [ab - ba'] a”') =
= (aa'a" — BV'a" — ab'h" — ba'b", aa'b" + ab'a’ 4 ba'a’ — BH'H").

W sposéb calkiem analogiezny upewnimy sig, Ze mamy

(a,8) . {(@, ") . (2", ")} =
=ad'a’— bb'a" — ab'V’ — ba'l", aa'b" -} ab'a" - ba'a’ — bb'H").

Stwierdzamy wige, Ze réwnoéé (1) rzeczywiscie zachodzi, a o to
tylko jeszeze choduilo.

VI. Mnodenie liczh zespolonych posiada wlasnosé preemiennodei.

Istotnie, ze wzoréw

(@.b). (@, b) = (a0’ — bV', ab’ - ba’)
(@', ') . (a,b) = (a'a — 'b, a'b+- b'a)
wynika réwnosé

(a.d). (a',0") = (q", b'). (:i, b),

ktéra wyraza, Ze w razie istnienia dwdch czynnikéw twierdzenie
zachodzi. Z tego za$§ wynika na podstawie tw. V-go paragrafu ni-
niejszego i tw. II-go § 28-go, Ze twierdzenie zachodzi w rzeczy-
wistodci bez wzgledu na liczbe czynnikéw.
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VIL Zeby iloceyn jakiejkolwick skoczonej liczby liczb zespolo-
nych réwnat sig modufowi dodawania, koniecznem jest i wystarcza,
zeby jeden przynajmniej czynmik réwnat sie modutowi dodawania.

Powiadam najpierw, ze przy dwdch ezynnikach twierdzenie
zachodzi. Tstotnie, réwnogé

(@.b).(a’,b") = (0, 0) (1)
réwnowazna jest ukladowi

a.a'—b.V'=0
a.b'4b.a =0,

a rownosei te pociagajgq za sobg rdwnosel

a(a2+4 b2 =0
b(a24b"?) =0,
z ktérych wynika, ze albo jest
a=b=0, (2)
albo a2 02 =0, t. j.
o =0=0, (3)

Poniewaz za$ kazdy z ukladéw (2) i (3) stanowi warunek wy-
starczajacy, azeby zachodzila réwnosé (1), przeto przy dwdch czyn-
nikach twierdzenie zachodzi rzeczywiscie. Dalej droga indukeyi
matematyeznej wnosimy juz latwo, ze twierdzenie zachodzi w poda-
nem brzmieniu.

VIIL. Mnokenie liczb zespolonych posiada wlasnosé rozdzielnodei
w stosunku do mnodenia i do odejmowania.

Powiadam najpierw. Ze twierdzenie zachodzi w praypadku
szczegdlnym, kiedy chodzi o iloczyn sumy dwdch liezb zespolo-
nych (a,b) i (o, ') jakichkolwiek i trzeciej liczby zespolonej (a”, b").
Istotnie, ze wzgledu na wlasno$é przemienno$ci mnozenia liczb ze-
spolonyeh wykazemy, Ze okoliczno$é ta zachodzi, jeZeli tylko udo-
wodnimy, Ze zachodzi réwnosé

{(@, b) - (@', b)) (@, b") = (a,b) . (a", ") (&', }") . (@”,0") (1)
bez wzglgdu na wartoéei liezb zespolonych (a, b), (a’,0') i (a".b").
Otéz mamy
{(@, b) + (a', b)) (@, V') = (a4 ', b - V') . (a”,b") =
= (at+a). a"— b+ V)", [a+a). W+ PH]a") (2)
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oraz
(a, b) . (a", b"") = (aa" — bb"', ab” - ba'")
(a!’ b.!) " (au’ bﬂ) p— (a'a” S btb-"f‘ aa" bﬂ_{_ b’ﬂ-“)
skad
® (a,) - (@, b") - (@, ¥) . (@, ") =

= (laa'] a” — [b+ ] V", [a+ a') b + [b + b7] a),

a z réwnosei (2) i (3) wynika wladnie réwnosé (1), ktérg pragne-
lismy uzasadnié.

Opierajac si¢ na uzyskanym wyniku i uwzgledniajae tw. I-sze
§ 30-go oraz tw. Il-gie § 32-go, stwierdzamy natychmiast, ze twier-
dzenie zachodzi w podanem brzmieniu.

IX. Ze wegledu na wlasnosé przemiennosei mmozenia liezh ze-
spolonych istnicje (§ 31) jeden tylko rodzaj dzielenia liczh zespolo-
nych. Jedeli deielnil (a',b’) jest od modutu dodawania odmienny, to
bez wzgledu na wartosé dzielnej (a,b) dzielenie jest wykonalne, a ilo-
raz jest okreslony jednoznacznie i mode byé wyenaczony wedtug wzoru

aa’ - bb’ a,’?)—ab’)
a.rg__l_brs} au_’_b!g *

Jegeli zas dzielnik rdwna sie modutowi dodawania, to dzielenie
jest wykonalne tylko w razie, kiedy dzielna takie rdwna sie modutowi
dodawania, ale w takim razie iloraz jest catkiem nieoznaczony.

Zeby twierdzenie to uzasadni¢, nalezy tylko zbadaé problem
wyznaczenia liczby zespolonej (z,y) z réwnania

@ @ ). (@,y) = (a,b).

W przypadku szezegélnym, kiedy dzielnik (a/,0') réwna sig
modufowi dodawania (0,0), zachodzi na podstawie tw. VII-go ro-
wno$é

1) (,8): (@, ) =

(@, ) - (@ y) =(0,0). (% y) = (0,0)

bez wzgledu na wartodé liczby (z,y); wnosimy stad natychmiast,
Ze w przypadku, kiedy dzielnik réwna sig modulowi dodawania,
dzielenie jest wykonalne zgodnie z brzmieniem twierdzenia tylko
w razie, kiedy i dzielna réwna si¢ modulowi dodawania, i prowadzi
wéwezas do wyniku calkiem nieoznaczonego. Zakladamy tedy, ze
mamy

(3) (a, ) = (0, 0).
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Mamy w kazdym razie
(@' b'). (@,y) = (a'z— by, Vo a'y),
zatem réwnanie (2) réwnowazne jest ukladowi nastepujacemu:

a'y —by=ua

ba+4a'y=>. 4)

Poniewaz na .podstawie nieréwnosei (3) jedna przynajmniej
z liczb rzeczywistych a’ i 0’ jest od zera odmienna, poniewa? zatem
mamy niezawodnie
a!g _I_ big > 0‘
przeto istnieje dokladnie jeden uklad wartodei na 2 i y, sprawdza-
jacych réwnania (4), a mianowicie
__aa’—+bb’
=
a'b — ab’
Y= fr

Whnosimy stad natychmiast, ze twierdzenie zachodzi w poda-
nem brzmieniu.

X. Jekeli oznaczymy przez w, v i w trey liczby zespolone, to
warunek konieczny i wystarceajacy, aieby réwnosé

U.V=u.w (1)
rownowadna byta rdéwnosci
V= w, (2)
a zatem nieréwnosd
u.v=Fu.w 3)

nierdwnosei

v = w, (4)
u = (0, 0). (b)

1°, Warunek podany w twierdzeniu jest konieczny, jezeli
bowiem on spelniony nie jest, jezeli wige zachodzi réwnosé

u= (0, 0),

polega na nierdwnosci

to na podstawie tw. VII-go réwnosé (1) zachodzi bez wzgledu
na wartodei liezb zespolonych » i w, a wige i w razie kiedy (2) nie
zachodzi,
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20, Rzeczony warunek jest wystarczajacy. Istotnie, jezeli
warunek ten jest spelniony. jezeli wige zachodzi nieréwnosé (D),
to rowno$é (1) pociaga za sobg réwnosé (2), gdyz w razie prze-
ciwnym iloraz podzialu wspélnej wartosei ¢ iloezynéw w.v i u.w,
przez liezbg w nie bylby oznaczony jednoznacznie pomimo nie-
réwnodei (), a wige whrew tw. [X-temu. Poniewaz za$ réwnoéé (2)
pociaga za soba réwnodé (1) na podstawie jednoznacznodei mnozenia,
przeto réwnodei (1) 1 (2) sy rzeczywiscie pomiedzy sobg réwne-
wazne. Z réwnowaznosei zag réwnodei (1) i (2) wynika, Ze nierd-
wnosé (3) réwnowazna jest nieréwnosei (4).

Ostatecznie uzasadniliémy w zupelnodei twierdzenie, o ktére
chodzilo.

XI. W zbiore liczh zespolonych istnieje modut mmozenia (str. 292)
i réwna sig liczbie zespolonej

(1,0).

Istotnie, opierajae si¢ na tw. IX-tem, stwierdzamy z latwoscis,
ze warunek konieczny i wystarczajgey, aZeby zachodzila réwnosd

(@ ). (z,y) = (a,b)

bez wzgledu na wartosé¢ liezby zespolonej (a, ), polega na réwnosei

(‘tﬂ y) = (11 0):

a rdwnosé ta wyraza wlagnie twierdzenie, o ktdre chodzilo.

Z twierdzen uzasadnionych w paragrafie niniejszym wnosimy
z najwigksza latwoseia, Ze zbidr liezb zespolonych posiada wezystkie
wlasnodei, wyszezegéluione w § 97-ym. Zatem cale teorya, rozwi-
nigta W rzeczonym paragrafie, stosuje sig w szezegdlnodei i do liczb
zespolonych pospolityeh.

§ 148. Zbior (Z,) wszystkich tych liczb zespolonych, z ktdrych
kazda jest liczba zespolona o drugim wyrazie réwnym zeru. a wige
zbidr wszystkich liczb zespolonych postaci (a, 0), izomorficany jest zbio-
rowi (R) liczb rzeceywistych, a przytem elementami homologicznymi
w obu zbiorach sa: liczba zespolona i liczba rzeceywista rdwna pierw-
szemu wyrazowi liczby zespolonej.

Istotnie, jezeli liezhe zespolong postaci (a,0) 1 liczbe rzeczy-
wisty I uwazaé bedziemy za odpowiadajace pomigdzy sobg elementy
w razie, i tylko w razie, kiedy zachodzi réwnoéé

l=ua,
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to ta odpowiedniodé wzajemna elementéw zbiordw (Z,) i (B) ceay-
wideie ezynié bedzie zadodé (§ 95) trzem pierwszym warunkom
izomorfieznym tyeh dwéch zbioréw wielkodei. Chodzi wiee tyvlko
o warnnek 4-ty.

Otéz jezeli przy wspomniane] odpowiedniodei wzajemnej liczb
rzeczywistych i liezb zespolonych zbioru (%) jakimkolwiek liczbom
zespolonym (a, 0) i (a/,0) odpowiadajy odpowiednio liczby rzeczy-
wiste [ i U, to sumie (a, 0)--(a’,0) odpowiadaé bedzie sama 1--1
a iloezynowi (a,0).(a’, 0) iloczyn .1 Istotnie mamy

(@, 0) + (', 0) = (« 4 @', 0)
(a,0).(a",0) = (a. d,0),

a poniewaz ze wzgledu na réwnosei
=0t 1 V=u

I+l =a-tda

l.l=a.d,

mamy

przeto wyraZenia ! 41 i lI' przedstawiajg istotnie liczby rzeczy-
wiste, odpowiednio odpowiadajace liczbom zespolonym, przedstawio-
Dym przez Wzory

(@,0)4(a',0) i (a,0).(a’,0).
Uzasadnilismy przeto w zupelnodei twierdzenie, o ktére chodzilo.
Na podstawie twierdzenia poprzedzajacego mozemy w sposéb,
oméwiony w § 95-tym, ,zespolié* zbidr liczb rzeczywistych i zbidr
liezb zespolonyeh w jeden zbiér liezb. Uczylimy to rzeczywiseie
i uméwmy sig, #e odtad obejmowaé bedziemy nazwsg liezby ze-
spolonej nie tylko wszelka liczbg zespolona, ale takze 1 wszelka
liczbg rzeczywists, nwazajae zatem liczby rzeczywiste za szezegélne
liczhy zespolone.
Jeizli tedy oznaczymy przez ! jakakolwiek liczbg rzeczywista,
a przez @ i b pierwszy i drugi wyraz jakiejkolwiek liczby zespo-
lonej (a, b), to mieé bedziemy:
14 (a, ) =(%,0)+ (&, b) = (a1, b)
l.(a,0)= (1,0).(a,b) = (al,bl).

Na podstawie tych réwnosei mamy:

(a,6) = (a, 0) 4 (0,8) = (4, 0)+ (6, 0) . (0,1)
=a-+b.(0,1).
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Ma.my wige (a, b)) = a -} bi,
przy.]ml.l.}”sc i=(0,1).
Liezba zespolona i=(0,1)

zowie sig jednostka urojong (dawniej liczby zespolone nazywaly
sig, w niestosownem przeciwstawieniu liczbom rzeczywistym, liczbami
urcjonemi), Stosowniej moglibysmy liczbie zespolonej (0,1) nadaé
nazwe drugiej jednostki zasadniczej liczb analitycanych,
uwazajge jednoczeénie wyraZenie pierwsza jednostka zasa-
dnicza liezb analityeznych za nows nazwe liczby je dnosd.

Przedstawiajae liczbg zespolong w postaci @ - bi przy zacho-
waniu poprzedniego znaczenia symboléw a, b i 4, zowiemy liczbg a
czgseiy rzeczywisty, a liczbg O wspélezynnikiem jednostki urojonej
liczby zespolonej @ - bi. Mamy

0,12=(0,1)(0,1)= (0.0 —1.1,0.14+1.0)=(—1,0) = —1.

Zatem kwadrat jednostki wrojonej réwna sig liczbie — 1.

Z twierdzenia tego wynika, co nastgpuje: Przedstawiajge zgo-
dnie z symbolistyka najbardziej rozpowszechniong liczby zespolone
przez symbole postaci e,

gdzie a i b oznaczajs dwie liczby rzeczywiste, a symbol ¢ jednostke
urojona, mozemy reguly rachowania liczbami zespolonemi przed-
stawié w postaci jedynej reguly nastgpujacej: Liceby zespolone naledy
traktowaé tak, jak gdyby liczby te byly dwumianami catkowitymi o wspdt-
czynnikach rzeczywistych liczby rzeczywistej liczbowo nieoznaczonej

2
2 ta tylko odmiang, i2 kwadrat symbolu
{
nalezy wwazaé za liczbe rdwna liczbie
— 1L

Ze regula powyzsza jest uzasadniona, tego, ze wzgledu na wy-
niki uzyskane poprzednio, oczywidcie udowadniaé obecnie nie po-
trzeba; ale zapytaé si¢ mozemy, czy regula ta wystarcza do wy-
znaczenia czgici rzeczywiste] i wspélezynnika jednostki urojonej
liczby zespolonej, réwnej wynikowi jakiejkolwiek kombinacyi liczb
zespolonych danych drogs dzialan zasadniczych. Spostrzegamy na-
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tychmiast, ze okolicznodé ta zachodzi w razie dedawania lub odej-
mowania, albowiem mamy

(@ - bi) 1 (&' 4 ') = a - bi - o'+ Vi
- =(at-a) 4@+ 0)i
(a—bi) — (@ — b)) =a - bi— o' —b'i
=(a—a)4(b—¥)i.
Omawiana okoliczne$é zachodzi takze i przy mnozeniu. Isto-
tnie, mamy

(@ - ) (o' 4 0') = aa’ + (ab’ 4 a’b) i - bb's2
= aa’ — bb' - (ab' 4 a'b) i.

Pozostaje wige tylko do rozwazenia praypdek dzielenia. Uwa-
tajmy tedy iloraz G-

a 0%
zakladajac, Ze dzielnik jest od zera odmienny. Mamy tedy
at+4 02> 0,

a — b

zatem liczbha

bgdzie liezby zespolons od zera odmienna; mamy wiee

a-bi _ (a4-bi)(@'—b%) _ ad'-+(a'b—ab’)i — bb'i®
a4 (@) (@ —bi) @’ - b2i? ’
a-}bi  ad | bb ’b—-ab'
a+biT a4 b + a’® - e
Stwierdzamy wige, #e powyzsza regula rzeczywiscie jest
we wszystkich przypadkach wystarczajaea.

Przed chwily mielismy sposobnodé rozwazania dwdch liezb
zespolonych a4 i a — b'i, ktére tylko znakiem wspdlezynnika
jednostki urojonej pomiedzy sobg si¢ réznily. Dwie takie liczby
zespolone zowig sie l:czbaml zespolonemi, ze sohg sprzg-
Zonemi.
' Zwracajac sig do tw. IV-go i XI-go paragrafu poprzedzajs-
cego, spostrzegamy natychmiast, Ze na podstawie wynikéw para-
grafu niniejszego mozemy wyslowié twierdzenia nastepujace:

Modut dodawania liczb zespolonych rdwna si¢ zeru.

Modul mnozenia liczb zespolonych rdwna sig jednosei.

skad




Z uzyskanych przez nas twierdzed o liczbach zespolonych
wynika bezposrednio, Ze posréd rodzajéw liezb, objetych przes
teorye wylozong w § 97-ym, znajduja si¢ i liczby zespolone.

§ 149. Jakakolwiek liczbg zespolony a--bi rozwazalibyémy,
zawsze istnieé bedzie liczba rzeczywista nie ujemna ¢ i liczba 6
taka, zebydmy mieli

O om0
Istotnie, z réwnan tych mamy

2) 0= a2+ b
Ze wzgledu na zwigzek

(8) e=0

réwnanie (2) okresla liczbe ¢ w zupelnoei.

Zaldimy teraz, e liczba ¢ sprawdza zwigzki (2) 1 (8). W pray-
padku szezegélnym, kiedy mieliby$my

a=b=0,
mielibyémy takze
e=0

i uezyniliby$my zatem zado$é réwnaniom (1), przyjmujge na 6 jaks-
kolwiek wartod. Jezeli za$ jedna przynajmniej z liczb a i b jest
od zera odmienna, to mamy

>0
i réwnania (1) sg oczywiscie réwnowazne réwnaniom nastepujacyms:
cos ==
4 ¢
sin 0 = b -
0

Poniewaz za$ na podstawie réwnania (2) mamy

a\? b \?
(g) + ( g) L,
przeto ze wzgledu na znane twierdzenie z goniometryi istnieje
nieskoniczenie wiele wartodei liczby 6, sprawdzajacyeh réwnanie (4);
jezeli jedna z nich oznaczymy przez 6,, to mamy na 6 ogélny
wzér nastgpujscy
(6) 0= 6+ 207,
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oznaczajac, jak zwykle, przez m stosunek okregu kola do érednicy,
a przez n liczbg calkowity dowolng.

Liczba ¢ zowie sig modulem, a liczba 6 argumentem
liczby zespolonej a—-bi. Modul liczby zespolonej zowie sie takze
jej wartoscia bezwzgledns. Jezeli jakikolwiek symbol & ozna-
cza pewng liczbg zespolona, to modul tej liezby zespolonej czyli
jej wartos¢ bezwzgledny oznaczamy przez

|2}

Na podstawie powyzszej dyskusyi réwnani (1) mamy twier-
dzenie nastepujace: Kadda liczba zespolona ma modué okreslony jedno-
2nacznie, a argwment jej ma nieskonczenie wiele wartosci; w przy-
padku szezegblnym, kiedy modut réwna sie zeru, argument jest calliem
nieoznaczony ; jezeli zas modué jest od zera odmienny, to wzdr (5),
gdzie oznaczylismy przez 0, jedng z wartodei argumentu, a przez n
liczbe catkowita (wjemna lub dodatnig), jest ogdlnym wzorem na argu-
ment 0 rozwazanej liczby zespolonej. Mozemy oczywiseie dodad, Ze
modut i ktdrakolwiek 2z wartosci arqumentu okreslajg jednoznacznie
odnosna liczbe zespolong.

Spostrzegamy natychmiast, co nastepuje:

10, Zeby liczba zespolona réwnata sie zeru, koniecznem jest i wy-
starcza, zeby jej modut réwnat sie zeru.

20 Zeby dwie liczby zespolone od zera odmienne byly pomigdzy
soba réwne, koniecznem jest i wystarcza, zeby modudy tych liczb byty
pomiedzy soba réwne, a réénica argumentéw réwnala sie wielokrotnoéci
liczby 2.

3% Zmiane znaku argumentu liczby zespolonej bez z2miany war-
tosei bexwezglednej tegod i bez zmiany wartosci modudu przemicnia
rozwasang liczbe zespolong na liczbe zespolong z nig spragzond.

40, Iloczyn jakiejkolwiek liczby zespolonej prazez liczbe zespolong
2 nig sprzedong réwna sie kwadratowi wspdlnej wartodci modutdw
obu liczb.

I. Modut sumy lub riénicy dwdch liczb zespolonych nie jest ani
muiejszy od rdénicy modulbw tych liezb, ani wigkszy od ich sumy.

Poniewaz mamy

@+ bi — (@' 4 Vi) = a+bi 4 (—a) - (= 1)4,
a modul liezby zespolonej

(— ) (— )i
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oezywiseie réwna sig modulowi liczby
a' 4 b,
przeto przy uzasadnieniu wyslowionego twierdzenia mozZemy po-

przestaé bez szkody dla ogélnogei na rozwazaniu przypadku sumy.,
Poniewaz mamy

act-bit o Vi= (et o)+ O+ )i,
przeto na modul R sumy
o~ bi a4 b'i
mamy réwnanie
1)  Br=(ta) 4O+ =¢*+ 2w’ 1) + o,
oznaczajac przez ¢ i ¢ moduly liezb a—-bi i o' + bi. Z drugiej
znéw strony mamy
(aa’ - 0b')E = (a® +- b2) (a'? - b'2) — (ad’ -} a'b)?,
(aa’+-bb')* = oo™
—0¢' S ad b =+ g¢'.
Na podstawie tych zwigzkéw wynikaja z réwnania (1) zwigzki

nastepujace:
: RP=¢' 200+ 0= (¢4 ¢')?
R = 0 — 200"+ ¢ = (0 — ¢)},

le—¢'|=R=¢-t¢.

Zwigzki te wyrazajg wlagnie twierdzenie, o ktére chodzilo.

Z twierdzenia poprzedzajacego wynika natychmiast wniosek
nastgpujaey:

Modut sumy algebraicznej liczb zespolonych w zadnym razie od
sumy modutdw skladnikéw wighszy byé nie mose.

IL. Modu# iloczynu dowolnej liczby liczb zespolonych rdéwna sig
iloczynowi modutéw tych liczb, a jedna 2z wartosci argumentu — sumie
ich argumentéw.

Oznaczmy przez ¢ i ¢’ moduly, a przez 6 i 6 argumenty
dwoch liezb zespolonych # i 2/. Mamy tedy

skad

Mamy wige

skad

=g cos 0 | igsin 0,
y==¢'cos 0'-|-ig'sin €,
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skad
zy = 0@’ (cos 0 cos 0" — sin 0 sin 6') - i g’ (cos 6 sin 6’ - cos ¢ sin 0)
czyli

2y = 0@’ co8 (0 0) - igg’ sin (0 0.

Réwnosé ta wyraza twierdzenie, o ktére chodzilo przy dwéch
czynnikach. Poniewaz za$ drogg indukeyi matematycznej mozemy
natychmiast sprawdzié, Ze twierdzenie zachodzi, jakakolwiek, byleby
od liczby 2 nie mniejsza byla liczba czynnikéw, przeto uwazamy
twierdzenie za uzasadnione.

Z twierdzenia powyzszego wynika natychmiast, ze modué ilo-
razu dwdch liczb zespolonych w razie, gdy dzielnik jest od zera od-
mienny, réowna sig ilorazowi modutu dzielnej przez modut dzielnika,
a jedna z wartosci argumentu — reszcie odejmowania arqumentu dziel-
nika od argumentu dzielnej.

III. Pierwiastel n-tego stopnia jakiejkolwiek, byle od zera od-
miennej liczby zespolonej (lub rzeczywistej) a posiada dokiadnie tyle
odmiennych pomiedzy soba wartosci, ile wynosi liczba catkowita i do-
datnia n. Innemi slowy, istnieje dokladnie n odmiennych pomigdzy
soba liczhb zespolonych takich, Zeby m-ta potega kazdej z nich ré-
wnala sie liezbie a.

Zeby twierdzenie to uzasadnié, przyjmijmy

a = g (cos 6 -}~ i sin 0), (1)
oznaczajac przez ¢ modul, a przez @ argument liczby a, i usilujmy

wyznaczyé modul R i argument ¢ liczby zespolonej z, sprawdza-
jacej réwnanie

' =a. @
Na podstawie tw. II-go mamy:
z" = R (cos np - isin ngp). (3)

Poniewaz stwierdziliSmy wyzej, ze warunek konieezny i wy-
starczajacy réwnosei dwéch liczb zespolonych od zera odmiennych
polega na réwnosci moduléw i na tem, Zeby réznica argumentow
byla wielokrotnoscig liczby 27, przeto z réwnosei (1), (2) i (3) mamy

m.@=3—|—2kﬂ, (b)

oznaczajace przez k liczbe calkowity dowolng.
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Jakgkolwiek wartosé misdaby licsba k, mozemy zawsze prayjaé

(6) k=mnt—-{»,

oznaczajac przez ¢ i v dwie liezby calkowite, z ktérych druga, o,
sprawdza nierdwnosei
() 0=v<n.

Na podstawie wzoru (6) réwnos$é (D) réwnowazna jest naste-
pujacej:

0, »
—_ 7 2
(8) p=— = - 2n - 2¢n.

Poniewaz réwnanie (4) okresla liczbe dodatnia B jednoznacznie,
a z drugiej strony wartoéé liezby calkowitej £ na wartodé liczby z
pozostaje bez wplywu, przeto wszelks taky wartosé liezby x, ktéra
sprawdza yéwnanie (2), mozemy przedstawié przez wzdr nastepujacy:

9) x:lﬁ{cos(:+%2n)+isin(%—|—£2?-‘?)],

gdzie » oznacza liczbg calkowita, sprawdzajgcs zwiazki (7). Z dru-
giej strony wzor (9) daje na = warto$é sprawdzajaca réwnanie (2),
jakakolwiek wartodé calkowity prazyjelibyémy », a nadto réinica
dwdeh takich wartoei na ¢, ktére wynikajg ze wzoru (8), przyj-
mujac kolejno na » dwa zwigzki (7). sprawdzajgce odmienne po-
migdzy sobg wartodei, w Zadnym razie wielokrotnodeia liezby 2
byé nie moze. Zatem mamy dokladnie tyle réwnosei (2) sprawdza-
jaeveh wartogei liczby 2, ile tychze dostarcza wzdr (8), przyjmujac
kolejno na » wartosei

g:=0._1, 2,...,?& — 1.

Prazeto zgodnie z brzmieniem twierdzenia réwnanie (2) po-
siada dokladnie # rozwiaza w stosunku do niewiadomej 2.

Uwaga. Pierwiastek n-tego stopnia liczby zespolonej réwnej
zeru oczywiscie ma jedna tylko wartosé, ktéra réwna sig zeru.

§ 150. Obeenie pragniemy podaé geometryezng interpretacye
liczb zespolonyeh, zastosowujae te liezby do problemu mierzenia
wektoréw w plaszezyznie. Ale w tym celu koniecznem jest wpro-
wadzenie pojecia plaszezyzny zoryentowanej i temu przedmiotowi
poswigeamy niniejszy paragraf.

Przyjawszy w oznaczonej plaszezyznie (P) oznaczons oS (%)



