XVII. Liczby zespolone pospolite.

§ 144. Teorya liczb zespolonych zaczgla rozwijad sie w XVI
wieku. Zaczgto rachowaé ze wzorami na pierwiastki réwnania dru-
giego stopnia, nie ogladajac sig na to, ezy rozwaZane réwnanie po-
siada pierwiastki rzeczywiste. PoniewaZ taki sposéb postgpowania
nie tylko nie doprowadzal do sprzecznosei, ale nawet podawal nie-
kiedy sposobnosé¢ do wykryecia takich zwigzkéw pomiedzy liezbami
rzeczywistemi, ktérych poprawnosé mogla byé stwierdzona bez po-
slugiwania si¢ powyZszymi wzorami, przeto usilowano uzasadnié
logicznie owe wzory na pierwiastki réwnania drugiego stopnia z wy-
réznikiem ujemnym. Owocem tych usilowarn jest wspélezesna teorva
liezb zespolonych pospolitych, ktéra jednak zostala ugruntowana
w sposéb ealkiem poprawny dopiero w ecingu XIX wieku.

§ 145. Zeby teorye liczb zespolonych pospolityeh wysnué
w sposéb mozliwie najnaturalniejszy z teoryi liczb rzeczywistyeh,
oznaczmy przez a, b, a', b, a'’, b i @ liczby rzeczywiste jakiekol-
wiek, a przez [ liezbg rzeczywista od zera odmienny?). Zalézmy
na poezatek, Ze zachodzi nieréwnosé

(1) £>0,
i uwazajmy réwnanie
(2 =

W takim razie zachodzs twierdzenia nastepujgce:
L Warunek konicczny i wystarczajacy, azeby réwnosé (2) po-
ciggata za soba rdwnodé

3) ot br=d + be,

1) Metoda, ktdra zamierzamy poslngiwaé sig przy ustawianiu pojecia liczby
zespolonej pospolitej, znajduje sie w najblizszem pokrewienstwie z tg metods
vgruntowania teoryi liczb wymiernych, ktéra wylozylismy w § 46-tym,



polega na réwnodciach
p |«

II. Warunek konieceny i wystarczajqcy, ateby réwnosé (2) pocia-
gata za sobg réwnosé

(@ -+ bz) + (@' 4 b'2) = o'’ - bz, (5)
polega na réwnosciach

a'=a-d
b — b—i—-b". ] (6}

IIL. Warunel konieczny i wystarczajacy, ateby rdwnodé (2) po-
ciqgata za soba réwnosé

(a4 b2) (&' 4 Vo) = a4 %, )
polega na réwnosciach

a"' = aa' - bb'% 8
b»"f= ab! _|_ afb' )

Zeby uzasadnié pierwsze z tyeh twierdzen, zwazmy, ze istniejs
dokladnie dwie wartodei na 2, ktére sprawdzajg réwnanie (2); jedna
z nich réwnu sig pewnej od zera wickszej liezbie I, a druga —
liezbie

—1.

Zatem, zeby réwnodé (2) pociggala za sobg réwnosé (3), zeby,
innemi slowy, réwnoéé (2) zachodzila bez wzglgdu na to, ktdrs
z wartodei

47 lub —1
przyjmiemy na , koniecznem jest i wystareza, zebysmy mieli
at+bl=da -+l

a—bl=a -1V,

oraz

a poniewaz ze wzgledu na nieréwnosé
140

powyzsze dwie réwnodei réwnowaine sg rdwnosciom (4). przeto
tw. I-sze rzeczywiécie zachodzi w podanem brzmieniu.
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Zeby uzasadnié tw. II-gie, zwazmy, Zze mamy

(a4 bx) 4 (o' + b'z) = (a | a’) -} (b - V') .

Z identyeznosei tej wynika, Ze réwnosé () réwnowazna jest rd-
wnosel

9) (ata)4b+¥)e=a"-b".

Poniewaz za$ ze wzgledu na tw. [-sze warunek konieczny
i wystarezajgey, azeby réwnosé (2) pociagala za sobg réwnodé (9),
polega wlasnie na réwnosciach (6), przeto stwierdzamy, ze tw. II-gie
zachodzi w podanem brzmieniu.

Réwnie latwo mozemy uzasadnié i tw. III-cie. Istotnie, mamy

(a4 ba) (o’ 4 b'2) = aa’ -+ bb'«* +- (ab’ -+ a'b) «,
skad wynika, Ze réwnodd (2) pocigga za sobs réwnodé nastgpujacs:
(10) (a4 bz) (o' + b'w) = (aa’ 4 b'E) |- (ab’ - a'b) =.

Skoro zag réwnosé (2) pociaga za sobg réwnosé (10), to w razie
gdy réwnosé (2) zachodzi, réwnoéé (7) réwnowazna jest véwnosei

(11) (aa’ + bV'E) + (ab' + a'b) & = 0+ bz,

a poniewaz na podstawie tw. I-go réwnoéei (8) wladnie stanowig
warunek konieczny i wystarczajaey, azeby réwnosé (2) pociggala
za sobg réwnosdé (11), przeto tw. IlI-cie zachodzi takze w podanem
brzmieniu.

Trzy twierdzenia, ktére dopiero co uzasadniliémy, pozbawione
bylyby tredei, gdybyémy przyjeli, Ze liczba rzeczywista { sprawdza
nieréwnosé

£<0,

gdyz w takim razie nie istnialyby takie wartoci liczby rzeczy-
wistej @, przy ktérej zachodziloby réwnanie (2), ale jakakolwiek
liczbg rzeczywists, chociazby i ujemns, oznaczyliby$my przez
zawsze moglibysmy rozwazad kaidy z ukladéw réwnosci (4), (6)
i (8). Uwaga ta prowadzi nas do okreslenia nowego rodzaju liezb
w sposdb nastgpujgcy. Oznaczmy przez (Z) zbidr wszystkich ele-
mentéw, z ktérych kazdy jest ukladem dwdch liezb rzeczywistych,
uwazanych w oznaczonym porzgdku. Z tej definicyi zbioru (Z)
wynika oczywideie, co nastgpuje: zeby oznaczyé w zupelnodei pe-
wien element zbioru (Z), nalezy okresli¢ nie tylko te dwie liczhy
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rzeczy wiste. ktére razem ten element tworza, ale jeszeze nadmieuié,
ktéra z tych liczh uwazana ma hyé za pierwsza, a przez to samo,
ktéra ma byé uwazana za druga; pierwszej z takich dwdch liczb
rzeczywistyeh nadamy nazwg wyrazu pierwszego, a drugiej —
wyrazu drugiego elementu zbioru (Z). Oznacaywszy przez jaki-
kolwiek symbol w pierwszy wyriz a przez jakikolwiek drugi sym-
bol » drugi wyraz oznaczonego elementu zbioru (Z). przyjmiemy
za symbol tego elementu symbol

(, ).

Cazytelnik sprawdzi z latwoseis, Ze nie wykraczajac ani prze-
ciwlo zasadom rozdziatu II-go, ani przeciwko zasadom rozdzialu V-go,
mozemy, jakgkolwiek liczbe rzeczywistg oznaczalby symbel §, pray-
ja¢ definicye nastgpujace:

1% Orzeczenie, iz dwa elementy (a,b) i (a',b) 2bioru (Z) sa po-
miedzy soba réwne, wyraza, ze zachodza réwnodel

a= a’,
b=

20, Wynikiem dodania do jalkiegokolwick elementu (a,b) zbiorw (Z)
Jakiegokolwiek drugiego elementu (a',b’) tegoz zbioru zowiemy wszelki
element 2bioru (Z) rowny elementowi

(a—a’, b4 0).
30, Iloczynem jakiegokolwiek, za mnozna prayjetego, elementu (a. b)

2bioru (Z) przez jakikolwick drugi, za mnoinik prayjety, element (a’, ')
tegod zbioru zowiemy wszelki element zbioru (Z) réuny elementowi
(aa’ - L0V, ab’ - a'b).

Po przyjeciu tych definicyi zbiér (Z) staje sie sbiorem liczb,
ktérego nature okresla w zupelnosei warto$é przyjeta na L.

IV. Powyzszym definicyom odpowiadajq doktadnie trzy odmienne
od siebie typy (§ 95) liceb. Cecha jednego z nich, ktéremu damy na-
zwe typu A, jest nierdwnosé

£>0, (1)
cecha drugiego typu, typu B, jest rdwnodé
£=0, @)

a cecha trzeciego typu, typw C, jest nierdwnosé

£<0. (3)
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Zeby twierdzenie to uzasadnié, oznaczmy przez {, i {, dwie
takie wartosei na [, Zebyémy mieli

(4) C‘l * §2 >"' 01

i oznaczmy przez (Z;) i (Z,) te zbiory liczb, ktére na podstawie
powyzszych definicyi odpowiadaja wartodciom ¢, i §, liezhy (.
Ze wzgledu na nieréwnosé (4) wyrazenie

by
Ca -

réwnaé si¢ bedzie oznaczonej, od zera wickszej liczbie rzeczywiste),
Zatem moZemy przyjac

5) 21 — e,

( cg 3y

oznaczajge przez m pewng liezbe rzeczywista, sprawdzajacyg nie-
réwnosé

(6) m > 0.

Powiadam, Ze zbiory liezb (Z,) i (Z,) sa pomiedzy sobg izo-
morficzne, przyczem mozemy uwszaé za liczby homologiczne obu
zhioréw kazdy taks liczbe (ay,0,) zbioru (Z;) i takg liczbe (a., by)
zhioru (Z,), zeby$my mieli

ag =al
@ by = mb, .

Istotnie, réwnodei (7) okreslajg oczywiseie taks odpowiedniosé
wzajemns elementéw zbiordw (Z,) i (Z,), iz kazdemu elementowi
jednego zbiorn odpowiada dokladnie jeden element drugiego. Jezeli
oznaczymy przez (ay,b,) i (a;, b;) dwa elementy zbioru (Z,), a praez
(ag,by) i (aa,b3) odpowiadajgce im elementy w sposéb dopiero co
okreslony w zbiorze (Z,), to zachodzi¢ beds obok réwnogei (T7)
jeszeze réwnosei
8 Ay =0ty
@ by = mby.

Na podstawie réwnodei (7) i (8) oraz definicyi 19 réwnosé

(@, 0,) = (a3, by)

oczywiseie rownowazna jest réwnosei

(@1, by) = (a3, by).
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Na podstawie definicyi 20 i 30 mamy

(@1, b1) + (a1, by) = (a; 4 @, b, + b))

(6(2 ] b%) + (a;h bé) = (ae + a‘:’-'.l b! _i_' b‘;}
(@1, 0y) . (a;: b)) = (anay ~+ Cibaby,y ayby -+ bya;)
(ag, by) - (as by) = (asay + Cababy, agby -+ byay).

Na podstawie réwnogei (7) i (8) mamy

a+dy =0+
by by = m (b by).

Z drugiej za$ strony, opierajac sig ponownie na réwnosciach
(7) 1 (8) 1 uwzgledniajae nadto réwnosé (5), mamy

tyty ~ Baboby = ayay - Lym?b, b = a,a; ~+ £1b,0;
agby - byag = m (a,b; + byay).

Stwierdzamy wige (§ 95), ze zbiory (Z,) i (Z,) sg rzeczywi-
§eie izomorficznymi pomigdzy sobg zbiorami liezb.

Z uzyskanego wyniku wnosimy bezposrednio, Ze rozwazane
definicye obejmujg najwyzej trzy typy liczb, z ktérych jeden od-
powiada nieréwnosei (1), drugi — réwnosdei (2), a trzeci — nie-
réwnosei (3). Pozostaje wige tylko do wykazania, ze kazdemu z tych
zwigzkéw odpowiada odmienny typ liczb.

W tym celu zwaimy, ze hez wzgledu na wartosé, jaks przy-
jeliby$my na §, zachodzs bezposrednio na podstawie definicyi, na-
dajacych zbiorowi (Z) charakter zbioru liczh, okolicznosei naste-
pujacych:

@) Dodawanie elementéw zbioru (Z) posiada wlasnosé prze-
miennogei.

#) Odejmowanie elementéw zbioru (Z) jest dzialaniem jedno-
znacznem, wykonalnem bez zastrzezeti, gdyZz mamy oczywiscie
w kazdym razie

(a, ) — (', b) = (a — a/, b— V"),

jekiekolwiek elementy ubioru (Z) oznaezylibysmy przez (a,b)
i(a',d").

y) Mnozenie elementéw zbioru (Z), przynajmniej w razie
dwéch tylko ezynnikéw 1), posiada wlasnosé przemiennosei.

1) W rzecaywistobci mnoZenie clementéw (Z) posinda wlasnofé przemien-

noéci bez wagledu na liczbg caynnikéw, ale w dalszym ciaga opiera¢ sie bedsiemy
tylko na tem, Ze rzeczona okolicznofé zachodzi przy dwéeh ezynnikach.
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Czytelnik sam sprawdzi z najwigksza latwodcis, Ze bez wzgledu
na warto$é liezby &, istnieje modul dodawania (str. 93) elementéw
zhiorn (Z) i ma warto$é, ktéra w kazdym razie réwna sig liczbie

(0,0)
rozwazanego zbioru.

Uezyniwszy powyisze uwagi, zastanéwmy sig przy jakich
warunkach iloezyn dwéeh liczb zbioru (Z) réwna si¢ modulowi do-
dodawania.

Oznaczywszy przez (a.b) i (z,y) dwa elementy zbioru (Z),

manm
(ﬂ: b). (@, y) = (@, ¥) . (a,b) = (az “‘t_ &by, bz + ay).

Zatem warunek konieczny i wystarezajacy, zeby zachodzila
rdwnoéé

9) (@,0) . (@, 9)=(0,0)
oraz réwnowazna tej réwnogei réwnosé
(10) (@, y) - (a,0) = (0, 0),
polega na réwnosciach

ax ~+ Cby =0
(1) bx 4 ay =0

Na podstawie teoryi réwnan liniowych warunek konieczny
i wystarczajaey. azeby précz warto$ei zerowych na # i y istnial inny
jeszeze, réwnania (11) spelniajgey uklad wartosei na te liezby, po-
lega na réwnosdei
(12) at— b =0.

Przypadek 1-szy: liczba { sprawdza nieréwno$é (1). W ta-
kim razie istnieje liczba dodatnia ¢, sprawdzajaca réwnanie

p=t,
a poniewaz mamy
a? — [0 = a® — 1202 = (0 — tb) (a + tb),
przeto, zeby w tym przypadku zachodzilo réwnanie (12), konie-

cznem jest i wystareza. zeby zachodzila albo réwnogé

(13) a—1itb =0,
albo réwnodd
(14) a--tb=0.
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Zatem w rozwatanym przypadku iloczyn dwdch elementéw
2bioru (Z) moze réwnat sig modudowi dodawania nawet w razie, Fiedy
kat¢dy z czynnikdw ma wartosé od modutu dodawania odmienna. Po-
wiadam nadfo, Ze jednak w preypadku, rozwazanym obeenie, tylko
modutowi dodawania réwny element zbioru (Z) ma te wlasnosé, iz
kwadrat jego réwna si¢ sam modutowi dodawania. Istotnie, jezeli
przyjmiemy

a=g oraz b=y,
to réwnania (11) przyjmg postaé nastepujgcs:

24 Lyr=0
2”"3 =0,

z ktérych wynika, ze réwnosé
(e, y)* = (0, 0),
rzeczywiscie pocigga za sobg réwnosci
r=y=0,
(@, y)=0.

Przypadek 2-gi: liezba § sprawdza réwnosé (2). W takim
razie rdwnos$é (12) przybiera postaé

czyli réwnosé

at =0,
skad
a=10.

Zatem i w przypadku obeenym éloczyn dwdch elementdw zbioru (Z)
mode rdwnaé si¢ modutowi dodawania nawet w razie, kiedy kazdy czyn-
nik jest od modutu dodawania odmienny. Nadto stwierdzamy z latwo-
fcig, Ze w rozwazanym praypadku istnieja w zbiorze (Z) takie od
modutu dodawania odmienne liczby, ktdrych kwadraty réwnajq sie
modutowi dodmwania. Istotnie spostrzegamy z najwiekszg latwoscis,

ze réwnodé
(@) =(0,0)
réwnowazna jest réwnosei
2 =0,
skad wynika, Ze mamy
(0,9 = (0, 0),

jakakolwiek liczhe rzeczywista oznacszylibysmy przez y.



Przypadek 3-ci: liezha § sprawdza nieréwno$é (3). W takim
razie réwnosé (12) pociaga za sobg réwnodei

t=b=0,

Stad juz z latwosdeia wnosimy, ze jedeli liczba § sprawdza nie-
réwnodé (3), to warunek konieceny i wystarcaajacy, azeby iloczyn dwich
elementdw zbioru (Z) réwnal sie modutowi dodawania, polega na tem,
Zeby jeden przynajmuiej z czynnikéw sam réwnat si¢ modutowi doda-
wania.

Teraz mozemy juz z latwo$cia udowodnié, Ze nieréwnosei (1),
(2)1 (3) charakteryzujg odpowiednio odmienne od siebie typy liczb.

W tym celu oznaczmy przez ' i [ dowolnie przyjete liczby
rzeczywiste, przez (Z') zbidr liezb, z ktérym zlewa sig zbidr (Z)
w razie réwnosel

E=7,
a przez (Z') zbidér liezh, z ktdrym zlewa sig zbiér (Z) przy wartodei
g — ;’H

liczby §. Zalézmy, ze zbiory liezb (Z') i (Z) sa pomiegdzy sobg
izomorficzne i oznaczmy przez «, b’ i ¢’ trzy liczby jakiekolwiek
zhioru (Z'), a przez a”, b" i ¢" liczby homologiczne zbioru (Z"). Przy
tych oznaczeniach réwnosé

(15) @b =

réwnowazna jest réwnogci

(16) au_l__ b= cH1
a rownosé

(17) a =
réwnosei

(18) alt=e,

Jezeli wige liczba b/ taka ma wartodé, iz réwnodé (15) réwno-
wazna jest réwnoseci (17), jezeli, innemi slowy, liezba b’ réwna sig
modulowi dodawania liczb zbioru (Z), to liczba b taks ma wartos,
e réwnosé (16) réwnowazna jest réwnosei (18); odwrotnie, jezeli
liczba b taks ma wartosé, ze réwnoéé (16) réwnowazna jest ré-
wnodei (18), to liezba b ma taks warto§é, ze réwnodei (16) i (17)
sq pomigdzy soby réwnowazne.
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Z tego wynika, ze modul dodawania u’ liezb zbioru (Z7) i mo-
dul dodawania p' liezb zbioru () stanowis pare homologicznych
pomigdzy sobg liczb w zbiorach (Z') i (Z”).

Przy powyiszyeh oznaczeniach réwnosé

a. b =u (19)
rownowazna jest réwnodei

(I.” - b!f= P‘-“’ {20)

ar 4: y’l

a'’ :|: y'h‘ g
!’ " ..42
b‘:#:ﬂ Z } ( }

Zatem, jeseli liczhy a' i &' zbioru (Z') moga byé tak dobrane,
zeby zachodzily jednoczeénie zwigzki (19) i (21), to w zbiorze (Z”)
istniejg takie liczby a” i b”, ktdre sprawdzaja jednoczesnie zwigzki
(20) i (22).

Opierajac sig na wynikach, uzyskanych przy badaniu z oso-
bna kazdego =z trzech przypadkéw, odpowiadajseych odpowiednio
zwigzkom (1), (2) i (3), wnosimy, Ze w razie izomorfizmu zbioréw (Z')
i (Z2") kazdy ze zwigzkéw

r=0 i “=0

a nierdwnosei

nierdéwnoseiom

pociaga za sobs drugi. Zatem, jeZeli zachodza jednoczesnie zwigzki
r<0 i =0,

to zbiory liezb (Z’) i (Z") nie sg pomigdzy sobs izomorficzne.
Zalézmy, Ze liczby o i b’ zbioru (Z') mogs byé¢ tak dobrane,
eby préez zwiszkéw (19) i (21) zachodzil jeszeze zwiazek

a=¥ (23)
an‘a :i: .u'f
a' Fu.

Zatem na podstawie wynikéw, uzyskanych wyzej, w rozwa-
Zanym przypadku mamy

Mamy tedy

oraz

&'=10; (24)
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Poniewaz za$ zwiazki (11), (21) i (23) réwnowaZne sy zwiaz-
kom (20), (22) i zwigzkowi

aa‘{ — bH’,
przeto przy rozwazanych zalozeniach zachodzs jednoczesnie zwigzki

a.”'a — ”H'

g ==
Mamy wige
(25) ¢ =0.

Zatem, jezeli zbiory (Z') i (Z") s4 izomorficzne, to réwnosé (24)
pocigga za sobg réwnosé (23). Z tego wnosimy natychmiast, e
zbiory (Z') i (Z") nie moglyby byé pomigdzy sobg izomorficzne,

gdyby$my mieli
g £ —0

¢ 4= 0.

Ostatecznie stwierdzamy, Ze zgodnie z brzmieniem twierdzenia
nieréwnoseiom (1), (2) i (3) odpowiadajs odmienne pomigdzy sobg
typy liezb.

Rozwijajge dowdd twierdzenia poprzedzajacego stwierdzilidmy,
e 2bidr licab, ktéry nalezy do jednego z typéw A lub B ma tg wia-
snosé, iz iloczyn dwdch ezynnikdw moze rdwnaé sie modutowi doda-
wania nawet w razie, kiedy 2aden z czynnildw modutowi dodawania
réwny nie jest. 7Z tego powodu typy liezb 4 i B za nadto rdéznig
sic od typu liezb rzeczywistych, zZeby mozna bylo oczekiwaé
wigkszych korzydei od teoryi liczb tych typéw. Wobec tego zba-
damy blizej tylko typ (C). PoniewaZ za$ na podstawie wyjasnien,
podanyeh w § 95-tym, oznaczony typ liezb uwazany byé moze za
zbadany, skoro zbadany jest jeden zbiér liczb tego typu, przeto
zbadamy zbiér (Z), przyjmujge na { jedng szezegllng wartosé
ujemns,

Oczywidcie nalezy przyjaé na § taks wartosé, pray ktdrej
teorya przyjmuje posta¢ mozliwie prostg. Warunkowi temu odpo-
wiada oczywiseie wartodé

oraz

f=—1.

Zbiér liczb, z ktérym zlewa si¢ w takim razie zbiér (Z),
zowie sig zbiorem liczb zespolonych pospolitych. Poniewaz
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w dalszym ciggu rozdzialu niniejszego rozwazaé bedziemy tylko
liczby zwspolone pospolite, przeto celem uproszezenia postugiwad sie
bedziemy wyraZzeniem ,liczba zespolona“ zamiast wyrazenia ,liczba
gespolona pospolita®,

§ 146. W paragrafie poprzedzajacym okredliliémy juz pojecie
liczby zespolonej i uzasadniliémy nadto twierdzenia ogélne, z ktd-
rych wynikaja bezpoérednio niektére z wlasnodei podstawowych
liczb zespolonych. Cel rzeczonego paragrafu polegal na tem, zeby
uwidoeznié, w jaki sposéb teorya liezb rzeczywisiych moze dopro-
wadzié do pojgeia liczby zespolonej, a nie na tem, Zehy samg te
teoryg rozwingé. Poniewas z tego powodu teorya liczb zespolonych
wystepuje w paragrafie poprzedzajgeym w zwigzku z teorys ogél-
niejszg, przeto, zeby uniknaé wszelkiego nieporozumienia, przyste-
pujemy obeenie do wykladu rzeczonej teoryi w sposéb calkiem nie-
zalezny od rozwazan i definieyi paragrafu poprzedzajacego.

Oznaczmy przez (Z) zbiér wszystkich rzecay, z ktérych kazda
jest ukladem uwazanych w oznaczonym porzgdku dwéeh liezb rze-
czywistych. Z tej definieyi wynika, ze pragnge okreslié w zupel-
nodei element zbioru (Z). nalezy oznaczyé te dwie liczby rzeczy-
wiste, ktére razem rozwazany element stanowia, nadmieniajac
nadto, ktéra z tych dwdeh liczb rzeczywistych uwazana ma byé
za pierwszg, a tem samem —ktéra nuwazana ma byé za druga.
Oznaczywszy przez jakiekolwiek symbole u i » dwie liezby rzecay-
wiste, umawiamy sig, e uwazaé hedziemy symbol

(u. v)

za symbol tego elementu zbioru (Z), ktérym jest uklad liczb u, v
w przypadku, kiedy uwazamy liczbe u za pierwszg. a liczbg v za
drugy liczhe w rozwazanym ukladzie.
Zeby zbiér (Z) uezynié zbiorem liczb, oznacamy przez a, b, a’
ib' catery liczby rzeczywiste i przyjmijmy definicye nastgpujace:
1°. Orzeceenie, i dwa elementy (a,b) i (a',b') 2bioru (Z) sa
pomiedzy sobg rdwne, wyraka, iz zachodza réwnosci

20, Wynikiem dodania elementu (o', b’) do elementu (a, b) zbioru (Z),
czyli suma (0, 5) + (@, 1)

Arytmetyka leorelyczun.

45
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zowiemy kaddy element zbioru (Z) réwny elementowi

(a4 da', b4 b).

3% Iloczynem przyjelego 2za mnozng elementu (a,b) zbioru (Z)
przez element (a',b') tegoz zbiorw, przyjety za mnoinik, a wie ilo-
czynem

(a,b) X (a', ")
zowiemy kaidy elementowi

(aa’— bb', ab’ 4 ba')

réwny element 2bioru (Z).

Spostrzegamy natychmiast, ze powyzsze definicye nie wykra-
czajg ani przeciwko zasadom rozdzialu II-go, ani przeciwko zasa-
dom rozdzialu V-go. Z drugiej strony, na podstawie ogdlnej defi-
nieyi pojecia liczby (§ 95), po przyjeeiu podanych dopiero co defi-
nicyi, zbidr (Z) staje sig zbiorem liczb.

Liczbg zespolong pospolits, albo kréeej, liczbg ze-
spolong zowiemy kazdy uklad dwdch liezb calkowitych, uwazany
za element zbioru liezh, ktérym staje sig zbidr (Z) po przyjeciu
powyzszych definicyi.

Oznaczmy przez « i b dwie liczby rzeczywiste jakiekolwiek
i nwazajmy element

()

zbioru (Z). Ten element zbioru (Z) stanowi oznaczong liczbe zespo-
long; liczbg rzeczywisty ¢ zowiemy pierwszym, a liezb¢ b —
drugim wyrazem rzeczonej liczhy zespolonej; za symbol tej liczhy
zespolonej przyjmiemy tymezasowo symbol

(a,8)

tego elementu zbioru (Z), ktérym jest wlagnie rozwazana liczha
zespolona.

Na podstawie powyzszych definicyi zbidr liezb zespolonych
posiada charakter wielkodei tylko w znaczeniu szerszem. Praktyka
naukowa poucza nas, Ze wogdle nie zachodzi potrzeba nadawania
liczbom zespolonym charakteru wielkodci w znaczeniu $cislejszem.
Pééniej poznamy przyczyny natury teoretycznej, ktdre tg okolicz-
noéé sprowadzajs, ale blednem byloby mniemanie, ze nadanie liczbom
zespolonym charaktern wielkosei w znaczenin §cidlejszem nie jest.
mozliwe.
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Istotnie ?), Zeby nadaé liezhom zespolonym charakter wielkogei
w znaczeniu scislejszem, nalezy tylko okreslié, co ma wladciwie
wyrazaé nieréwnosé

(@, 0) < (o', b),

gdzie oznaczylismy przez a, b, a’ i b’ cztery liczby rzeczywiste.
Ot6z mozemy uméwié sig, ze powyzsza nieréwno$é wyraza w razie
nieréwnosei

afd,

iz mamy
) a <da,
a w razie réwnosel
a=a,
ze zachodzi nierdwnodé
b<< b,

Stwierdzamy z najwigkszg latwoscia, Ze, nie wykraczajac prze-
ciwko zasadom rozdzialu II-go, umowe te mozemy delgezyé do de-
finicyi ustawionych wyzej. Zatem przekonywamy sig, ze nadanie
liczbom zespolonym charakteru wielkodei w znaczeniu $cislejszem
jest rzeczywiscie rzeczg mozliwg. W rzeczywistosei moZnaby, bez
wykroezenia przeciwko zasadom rozdzialu II-go, jeszeze inne nadaé
znaczenie nieréwnosciom postaci

(a, b) < (a', V).

Poniewaz jednak, jakeémy zaznaczyli wyzZej, nie zachodzi
potrzeba nadawania liezbom zespolonym charaktern wielkodei w zna-
czeniu $ciglejszem, przeto w dalszym ciggu uwazaé bedziemy liczby
zespolone za wielkodei tylko w znaczeniu szerszem.

§ 147. Spostrzegamy z najwigkszg latwoseis, ze " zachodzg
twierdzenia nastepujgce:

L. Dodawanie liczb zespolonych posiada wiasnosé tqcznosei i prze-
miennosci.

I Jekeli dwie liczby zespolone (a,b) i (a/,b) sprawdzaja nie-

réuwnosé
(a,8) == (@, 1),
to w takim razie mamy

(u, )+ (a, b) 7= (u, 2) 4~ (@', ),

jakqkolwiel liczbe zespolona oznaczylibysmy przez (u,v).

1) J. Thomae, Abriss einen Theorie der complexen Funktionen, 1870, p. 41.
4b*



